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Resumen

Diversas investigaciones, propuestas didacticas y evaluaciones importantes exhiben
que el reconocimiento de patrones forma parte esencial del quehacer matematico, como
es el caso del trabajo del investigador John Mason (1999) donde el autor declara que
“la deteccion de patrones y la expresion de la generalidad estan en el centro de las
matemadticas” y que “la capacidad para detectar patrones y expresar la generalidad
esta presente en el nifio desde su nacimiento y, ciertamente, desde su ingreso a la
escuela”(p.232).

La presente investigacion nace gracias a la reflexion de esta Gltima conjetura, con el
objetivo de averiguar acerca del potencial que hay en los estudiantes del nivel medio
superior para reconocer patrones en un contexto de sucesiones de objetos matematicos

y no matematicos.

A partir de los elementos tedricos, planteamientos y sugerencias en la obra “Routes
to/Roots of Algebra” (Mason et al., 1985), en la cual se destacan algunas etapas en el
reconocimiento de patrones como son: percibir un patrén, describir un patron,
registrar un patron y validar la formulacion, realizamos un cuestionario de 15

preguntas referentes a tareas de este tipo.

Durante el desarrollo de este trabajo, contamos con la participacién de 25 estudiantes
de dos escuelas preparatorias del estado de Puebla, México, a los cuales se les aplicd
el cuestionario, y en algunos de estos casos consideramos pertinente realizar sesiones
de entrevistas con el proposito de conocer la forma en que procedieron a resolver
determinados problemas. Posteriormente, el andlisis de ambos instrumentos, nos
permitié identificar el potencial que hay en los alumnos de este grado escolar para
reconocer patrones en un contexto de sucesiones de objetos matematicos y no
matematicos, asi como las dificultades que tienen los estudiantes para describir un
patron después de haberlo reconocido. Finalmente, identificamos que la mayoria de los
estudiantes es capaz de reconocer las peculiaridades basicas del patron, aun sin contar

con el lenguaje natural y el conocimiento matemético para expresarlo.

Palabras clave: Reconocimiento de patrones, sucesiones de objetos matematicos y no
matematicos, generalidad, etapas en el reconocimiento de patrones.
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Abstract
Several researches, teaching proposals and famous assessments exhibit that pattern
recognition is essential part of the mathematical tasks, as is the case, of researcher
John Mason's work (1999) where the author proclaims that "the detection of pattern
and expression of generality are in the center of mathematics " and that "the ability for
detect patterns and express generality is present in the child since birth and certainly

since your admission to the school” (p.232).

This research was born thanks to the reflection of the latter conjecture, with the aim of
finding out if there is a potential in students of high school to recognize patterns in a

context of successions of mathematical objects and not mathematical.

From the theoretical elements, proposals and suggestions in the work “Routes to/Roots
of Algebra” (Mason et al., 1985), in which it stand out some stages in the pattern
recognition such as: seeing a pattern, saying a pattern, recording a pattern and testing

formulations, we conducted a questionnaire of 15 questions relating to such tasks.

During the developing of this work, we have the participation of 25 students from two
high schools of the state of Puebla, Mexico, to which we applied the questionnaire, and
in some of these cases, we considered relevant to conduct interview sessions with the
aim of know how they proceeded to resolve certain questions. Subsequently, the
analysis of both instruments allowed us to know the potential in students at this grade,
to recognize patterns in a context of successions of mathematical objects and not
mathematical, and the difficulties that students have to describe a pattern after having it
acknowledged. Finally, we identified that the majority of students are shown to be able
to recognize the basic characteristics of the pattern, even without the natural language

and mathematical knowledge to express it.

Keywords: Pattern recognition, successions of mathematical objects and not mathematical,
generality, stages in pattern recognition.
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Introduccion

Introduccion

La finalidad del presente trabajo de investigacion es averiguar y conocer si hay un
potencial en los estudiantes de nivel bachillerato para reconocer patrones en un contexto de

sucesiones de objetos matematicos y no matematicos.

Este trabajo inicia con base en una de las ideas fundamentales de John Mason (1999)
las cuales promovié en una de sus conferencias: “La capacidad para detectar patrones y
expresar la generalidad esta presente en el nifio desde su nacimiento y, ciertamente, desde
su ingreso en la escuela” (p. 232). Retomando el planteamiento de este autor, en la presente
investigacién nos preguntarnos acerca del potencial que pudieran tener los jovenes, lo cual
nos conduce a averiguar si hay un potencial en los alumnos de este nivel escolar para
reconocer patrones en diversas situaciones elaboradas. El reconocimiento de patrones es un
elemento relevante en el estudio de las matematicas y consideramos que incluso se puede
acudir a esta practica para orientar la ensefianza y el aprendizaje de diversos topicos de la

matematica.

¢Qué es un patrén? Consideramos que una de las acepciones del término patrén es
una regla o ley de formacion de una sucesion finita o infinita, de objetos matematicos o no
matematicos. En nuestra investigacion hemos disefiado un cuestionario para lo cual hemos
considerado sucesiones cuyos objetos son de diversas naturalezas. Por ejemplo, sucesiones
de simbolos, sucesiones cuyos elementos son de naturaleza aritmética, sucesiones de
enunciados, sucesiones de figuras, etcétera. En algunas de las preguntas se pide al
estudiante que proponga elementos faltantes de una sucesion, ya sea intermedios 0 que
continte con la lista de objetos. En algunos de los problemas, también se le pide al
estudiante que determine algin elemento particular con indice suficientemente grande
como para que renuncie a escribir todos los elementos intermedios y asi necesite determinar
la regla general de construccion. Se ha procurado que los conocimientos matematicos que
se requieren para resolver cada problema sean los que se adquieren en el nivel medio

superior.

Al hablar del potencial que pudieran tener los estudiantes en el reconocimiento de

patrones, nos referimos a su capacidad para reconocerlos aun cuando no cuenten con el
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conocimiento matematico, lenguaje matematico o lenguaje natural para expresarlo.
Nosotros suponemos que a pesar de la escasez de estos recursos que pudiesen tener los

estudiantes para describir un patron, ellos son capaces de reconocerlos.

Como se puede deducir de lo anterior, en nuestro estudio no descartamos la
posibilidad de que el estudiante tenga dificultades para expresar el patron que rige en una
sucesion de objetos, por ejemplo, la regla de formacién utilizando una simbologia
matematica adecuada, no obstante tratamos de averiguar si el estudiante es capaz de
detectar las peculiaridades basicas del patron que rige una sucesion de objetos matematicos.
Es probable que en el proceso del reconocimiento de un patrén haya mas de una tarea
implicita que impida al estudiante reconocer el patron en una primera instancia, sin
embargo averiguaremos si mediante alguna ayuda que le proporcionemos podra
reconocerlo. La ayuda consistird solamente de un estimulo y no, por supuesto, en darle una

pista para resolver el problema.

Durante el desarrollo de la investigacion se aplicd un cuestionario de 15 preguntas
referentes al reconocimiento de patrones a 25 alumnos de dos escuelas preparatorias del
estado de Puebla. Después de revisar cada una de sus respuestas se procedio a realizar
sesiones de entrevistas precisamente para averiguar si tienen el potencial para reconocer los

patrones en el sentido antes expuesto.

A continuacién explicaremos brevemente el desarrollo de nuestra investigacion que
consiste de cinco capitulos. En el primer capitulo exponemos los antecedentes que brindan
las componentes esenciales y que orientan la investigacion en relacién al potencial que
poseen los estudiantes en el reconocimiento de patrones. La revision de la literatura
referente a este tema incluye propuestas didacticas e investigaciones sobre el
reconocimiento de patrones. También se revisaron algunas evaluaciones importantes de
diferente naturaleza en donde el reconocimiento de patrones es un elemento importante en
el disefio de los cuestionarios. Ademas se exponen las ideas fundamentales que emergen

dentro del planteamiento del problema, las preguntas de investigacién y el objetivo general.

En el segundo capitulo, se presentan los marcos tedrico y referencial. En primer
lugar, mostramos los fundamentos tedricos que guian la investigacion, haciendo una

descripcién de cada una de las etapas en el reconocimiento de patrones que se sugieren en
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la obra “Routes to/Roots of Algebra” (Mason et al., 1985) para llevar a cabo la Expresion
de la generalidad. En segundo lugar, dentro del marco referencial se muestran: un par de
reflexiones sobre qué es un patron, una de ellas con base en las ideas de (Bressan y Bogisic,
1996; Bressan y Gallego, 2010) y otra expuesta en Guerrero y Rivera (2002). También se
muestran algunos ejemplos de patrones en sucesiones de objetos matematicos; y finalmente
la descripcién breve de un problema que plasma al reconocimiento de patrones como un
recurso para cierto tipo de trabajo, en la asignatura de razonamiento matematico de una de

las escuelas reportadas.

En el tercer capitulo, se explica la metodologia seguida en esta investigacion. Esta
incluye la descripcién de los participantes, el disefio de los instrumentos y los
procedimientos considerados para la aplicacion del cuestionario y las sesiones de
entrevistas. Hacemos una descripcién de la estructura y los propdsitos de cada una de las 15

preguntas que conforman las dos partes del cuestionario.

En el cuarto capitulo, se presenta el analisis de los resultados obtenidos que
consideramos los mas relevantes para cada una de las preguntas de la primera y segunda
parte del cuestionario, tomando en cuenta las respuestas dadas en forma escrita y las
obtenidas por los casos en que se valoré la necesidad de una entrevista para la aclaracion de
ideas. La discusion de los datos obtenidos se hizo en correlacion con las ideas

fundamentales sugeridas del marco teorico.

Finalmente, el quinto capitulo esta dedicado a las consideraciones finales que
obtenemos del analisis de resultados y que apuntan a generar una coleccion de ideas

fundamentales que permiten responder las preguntas de investigacion.
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Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se muestran los antecedentes que brindan los componentes esenciales
y que orientan la investigacion en relacion al potencial que poseen los estudiantes en el

reconocimiento de patrones.

1.1 Investigaciones acerca del reconocimiento de patrones
Diversas investigaciones coinciden en que el reconocimiento de patrones es un
quehacer fundamental de las matematicas, entre éstas tenemos el caso de los autores
Mason, Graham, Pimm y Goward (1985) quienes consideran en su obra Routes to & Roots
of Algebra que “la expresion de la generalidad estad en el corazéon del pensamiento
matematico” (p. 8). Aflos mas tarde, continuando sobre esta linea de investigacion Mason

declara en una visita a Colombia que:

La deteccion de patrones y la expresion de la generalidad estan en el centro de las
matematicas; La capacidad para detectar patrones y expresar la generalidad esta
presente en el nifio desde su nacimiento y, ciertamente, desde su ingreso en la escuela.
(Mason, 1999, p. 232).

En su trabajo realizado en Colombia, el autor proporciona ejemplos que van dirigidos
a estimular a los alumnos a utilizar sus capacidades naturales para desarrollar expresiones
con paréntesis y factorizaciones de expresiones cuadraticas, y no sélo a que esperen que los

maestros o los libros de texto les proporcionen respuestas a las situaciones matematicas que
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ellos enfrentan. Mason (1999) en su articulo construye varias sucesiones numeéricas
(Ilamadas secuencias de Tunja), con el objetivo de incitar a los alumnos a ver y expresar la
generalidad en un contexto de tareas que implican el desarrollo y factorizacion de
expresiones cuadraticas. El autor deja entrever como plantear, dirigir e ingresar a los
alumnos hacia la factorizacion de expresiones cuadraticas en una clase conducida por él,
asimismo declara que partiendo de los ejemplos que él propone de una clase de secuencias,

los estudiantes pueden:

Usar sus capacidades de detectar patrones y generalizar para aprender a multiplicar
expresiones con paréntesis y nimeros negativos; o mismo que a factorizar expresiones
cuadréaticas simples; tener vivencias de expresiones cuadraticas como sus propias
expresiones de generalidad en los nimeros y no simplemente como expresiones
‘aritméticas con letras’ propuestas por otros. (Mason, 1999, p. 234).

Del mismo modo después de dar una explicacion detallada tanto de la forma de
trabajar, guiar y abordar los ejemplos de sus sucesiones numericas como de los propdsitos
de éstas, Mason realiza la siguiente afirmacion que también es un punto crucial en el

surgimiento de este trabajo:

Expresar generalidad es una capacidad con la que todo nifio llega a la escuela, pero que
por alguna razén no siempre se conoce 0 se usa. ES una capacidad que necesita
refinarse y agudizarse, extenderse y desarrollarse; las secuencias de Tunja son
apropiadas para apoyar esto. (Mason, 1999, p. 237).

La parte esencial del trabajo de Mason (1999) es estimular el uso de las capacidades
en el reconocimiento de patrones a través de la exposicion de la factorizacion de
expresiones cuadraticas, es decir Mason sugiere incitar a los alumnos a explotar sus
capacidades naturales para la deteccion de patrones mediante este topico, ademas sus
sucesiones muestran que estas habilidades pueden ser usadas para ingresarlos a la
comprension del mismo. Otro punto a considerar en esta investigacion, es que el autor
expresa que una secuencia de Tunja “es una secuencia de casos particulares de una
expresion algebraica” (p. 239), ademas de comentar que se pretende que los alumnos
“descubran las reglas de manipulacién, de modo que las expresiones sobre las que trabajan
y las reglas que se usen sean sus propias expresiones de generalidad y no simplemente

reglas dadas por el profesor o el texto” (p.239).
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El reconocimiento de patrones visto como un recurso para cierto tipo de trabajo
matematico es un tema que ha sido discutido por diversos investigadores, entre ellos
tenemos el trabajo de Keith Devlin (1994) en el cual se hace evidente que desde hace mas
de dos décadas la mayoria de los matematicos esta de acuerdo en que las matematicas son
la ciencia de los patrones.

Otra investigacion acerca de la ensefianza y el aprendizaje del algebra, es el caso de
Chalé (2013) quien indaga sobre el algebra como generalizacion matematica. Una de las
ideas reportadas por Chalé que llamo nuestra atencién y nos parece oportuna mencionar
antes de comenzar con la descripcién de su trabajo, es la manifestada por los autores Lee y
Freiman (2006) en su obra Devoloping algebraic thinking through pattern exploration.
Chalé muestra que estos dos ultimos afirman que: “la exploracion de patrones es una
actividad central en toda la matematica y las ciencias en general” (2006, citados por Chalé,
2013, p. 8), asimismo Lee y Freiman aseguran que “el enfrentamiento temprano con tareas
en las que se pide intentar expresar patrones matematicamente, es una excelente
herramienta para aprender el lenguaje algebraico y participar en actividades relacionadas
con él” (2006, citados por Chalé, 2013, p. 8).

Regresando a la investigacion de Chalé (2013), éste declara en el contexto de
sucesiones de figuras que una problematica por la que pasan los estudiantes consiste en que
“el proceso de deteccion del patron que subyace a la secuencia a partir del analisis de las
figuras no es espontaneo” (p. 15), Chalé nos afirma que los alumnos no logran determinar
la relacion entre la posicién de cada figura y la razén de crecimiento, ademas el autor
expresa que “el analisis visual de las organizaciones de una secuencia de figuras es de suma
importancia, puesto que la relacion que existe entre la posicion y la razon de crecimiento de

la secuencia, podria emerger del analisis visual de la secuencia” (Chalé, 2013, p.15).

Con base en este enfoque que consiste en el analisis visual organizado de las
secuencias de figuras, Chalé sugiere que el trabajar de esta manera puede ayudar a “la
emergencia de la deteccidn del patrén de una secuencia, a la formulacién de ésta y por ende
a la generalizacion en el pensamiento algebraico” (p. 16). Lo anterior, nos permite

identificar que los esfuerzos de Chalé enfatizan la relevancia que tienen las capacidades
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visuales de los estudiantes y que éstas pueden ser un valioso recurso que apoye el

reconocimiento de patrones al trabajar en el contexto de sucesiones de figuras.

Por otro lado, las actividades propuestas por Chalé (2013) bajo el enfoque ‘la
visualizacion en el caso de los patrones’ también nos informan acerca de la atencion y el
cuidado en la eleccion y el disefio de secuencias de figuras, al mostrar ejemplos de
sucesiones en las cuales la deteccion de la relaciones entre sus términos y sus posiciones
son visualmente explicitas y otras en las que el reconocimiento de dicha relacién no es tan

inmediata.

Otra investigacion, que también sustenta al proceso de reconocimiento de patrones
como un punto crucial a considerar en el desarrollo del pensamiento algebraico es la
aportacion de Duran (1999). El objetivo de este autor consiste en identificar y analizar las
estrategias utilizadas por estudiantes de sexto grado de primaria para reconocer patrones en
un contexto de secuencias numéricas o de figuras, ademas de presentar la influencia que
tienen las actividades de su propuesta (programa de ensefianza) en el desarrollo de

estrategias que favorezcan el reconocimiento de patrones.

Como ya hemos mencionado, la propuesta de Duran en principio, consistio en
realizar una clasificacion de los estudiantes en relacion al nivel de sus capacidades en este
tipo de tareas, en otras palabras, el autor identificoO las estrategias que utilizan los
estudiantes (por si mismos) para reconocer patrones, para posteriormente conducirlos hacia
un programa de ensefianza bajo la asistencia y colaboracion de expertos (nifios mas habiles
para reconocer patrones), con la finalidad de crear en ellos Zonas de Desarrollo Préximo
(ZDP), esto es:

Lo que hoy se realiza con la asistencia o con el auxilio de una persona mas experta en
el dominio en juego, en un futuro se realizard con autonomia sin necesidad de tal
asistencia. Tal autonomia en el desempefio se obtiene, algo paradéjicamente, como
producto de la asistencia o auxilio, lo que conforma una relacion dindmica entre
aprendizaje y desarrollo. (como se cité en Duran, 1999, p.20).

Las ideas fundamentales del trabajo de Duran sugieren qué tipo de participacion por
parte del experto ayuda a los estudiantes novatos a desarrollar estrategias que favorezcan
“la identificacion, descripcion, simbolizacion y utilizacion de reglas para calcular los
términos de una secuencia”(p. 4), y por otro lado que el trabajo colaborativo ayuda a que

los estudiantes novatos tomen sentido a las estrategias utilizadas por los expertos y las
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hagan suyas, con el objetivo de fomentar que los estudiantes sean capaces de expresar la
generalidad por si mismos. En suma, Duran manifiesta que: “Para que los nifios puedan
hacer generalizaciones es necesario que se apropien de estrategias especificas para el
reconocimiento de patrones numéricos, asi como para estar motivados a hacerlo” (p. 17).
Esta ultima afirmacion distingue al proceso de reconocimiento de patrones como un factor

determinante hacia el progreso del estudiante en tareas que impliquen generalizar.

Finalmente, Bressan y Gallego (2010), dentro del estudio de patrones, consideran al
trabajo en un contexto de sucesiones o secuencias, como una “fuente de generalizacion y de
usos de modelos en distintos marcos, teniendo en cuenta que estos procesos constituyen
una habilidad de razonamiento esencial para la resolucion de problemas” (p. 1), de hecho,
la primera autora en uno de sus trabajos anteriores expone algunas recomendaciones de
cémo trabajar y ensefiar el tema de patrones. Uno de los puntos que manifiestan Bressan y
Bogisic (1996), es que el trabajo con patrones en el quehacer matematico implica tomar en

cuenta procedimientos con diferentes grados de dificultad, como lo son:

De reproduccion (copia de un patrén dado), de identificacion (deteccion de la
regularidad), de extension (dado un tramo de la sucesion el alumno debe extenderla de
acuerdo al nacleo que la rige), de extrapolacion (completamiento de partes vacias), de
traslacion (utilizacion del mismo patrén sobre propiedades diferentes, por ejemplo:
cambiar formas de colores, cambiar una representacion visual por una auditiva, etc.).
(Bressan y Bogisic, 1996, p. 8).

Por ultimo, cabe destacar que al igual que los diferentes investigadores, anteriormente
citados, estas autoras también dejan entrever al reconocimiento de patrones como un factor
relevante que puede ser utilizado para desarrollar en los estudiantes la capacidad de razonar

matematicamente, al decir que:

Las actividades con patrones revisten la caracteristica de la resolucién de problemas ya
que pueden ser formuladas de modo que el alumno las reconozca como situaciones
problematicas y asi estimular la generacién de hipotesis, su comunicacion vy
comprobacién y la refutacion o confirmacion de las mismas. (Bressan y Bogisic, 1996,

p. 8).
1.2 El reconocimiento de patrones presente en documentos oficiales y
en evaluaciones importantes
Documentos oficiales en México que comprenden los propdsitos, enfoques,
estandares curriculares y aprendizajes esperados referentes a la asignatura de matematicas

para los niveles basico y medio superior son los programas de estudios de la Secretaria de



Capitulo 1 | Antecedentes

Educacién Publica (SEP, 2010 & 2011). En esta investigacion nos dimos a la tarea de
indagar y mostrar las ideas fundamentales en los planes de estudios que revelan el trabajo
que realizan los estudiantes en relacion hacia el reconocimiento de patrones, a continuacion

se muestra la informacion obtenida para cada uno de los niveles escolares.

En la educacion secundaria, dentro de los propdsitos de estudio de las matematicas,
se espera que los estudiantes: “Modelen y resuelvan problemas que impliquen el uso de
ecuaciones hasta de segundo grado, de funciones lineales o de expresiones generales que
definen patrones” (SEP, 2011, p. 14). Ademas durante el cuarto periodo escolar el conjunto
de aprendizajes esperados estan organizados en tres ejes tematicos, entre ellos ‘Sentido
numeérico y pensamiento algebraico’ que a su vez contiene el tema patrones y ecuaciones.
Uno de los estandares curriculares para este eje tematico es que el estudiante: “Resuelve
problemas que implican expresar y utilizar la regla general lineal o cuadratica de una
sucesion” (SEP, 2011, p.16), lo cual aspira a que el estudiante sea capaz de expresar

generalidad a partir del trabajo con sucesiones de naturaleza aritmética.

Respecto al programa de estudios 2010 de la Direccion General de Bachillerato, para

la asignatura MATEMATICAS 1 se menciona que éste tiene la finalidad de:

Propiciar el desarrollo de la creatividad y el pensamiento Idgico y critico entre los
estudiantes, mediante procesos de razonamiento, argumentacién y estructuracion de
ideas que conlleven el despliegue de distintos conocimientos, habilidades, actitudes y
valores, en la resolucion de problemas matematicos que en sus aplicaciones
trascienden el &mbito escolar. (p. 6).

Ademas de mostrar que al concluir el tercer blogue ‘Realiza sumas y sucesiones de
numeros’ de la asignatura MATEMATICAS 1, algunos de los desempefios esperados por

parte de los alumnos son:

Determinar patrones de series y sucesiones aritméticas y geométricas; Emplea la
calculadora para la verificacion de resultado en los calculos de obtencion de términos
de las sucesiones; Realiza calculos obteniendo el enésimo término y el valor de
cualquier término en una sucesion aritmética y geométrica tanto finita como infinita
mediante las formulas correspondientes. (SEP, 2010, p. 22).

Lo antes mencionado nos permite conocer que en este nivel se ambiciona que el
estudiante sea capaz de detectar y establecer las reglas de formacidn para sucesiones de

indole aritmético y geométrico.
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Continuando en la linea de los planes de estudio, otro documento que nos dimos a la
tarea de revisar es la conocida propuesta Principios y Estandares para la Educacion
Matematica de la National Council Teacher of Mathematics (NCTM) que presenta el
conocimiento, la comprension y las destrezas que se esperarian por parte de los estudiantes
desde Prekindergarten hasta el nivel 12, dentro de los 10 estandares de la NCTM esta el
Algebra (estandar de contenidos), el cual se considera en cada uno de estos niveles. Para

este estandar se manifiesta que:

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos los
estudiantes para: comprender patrones, relaciones y funciones; representar y analizar
situaciones y estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos; usar modelos
matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas; analizar el cambio
en contextos diversos. (NCTM, 2000, p. 39).

Ademas para cada uno de los niveles la NCTM muestra de manera especifica las
expectativas en cada estandar de contenido, por ejemplo para el caso de Algebra acerca de
Comprender patrones, relaciones y funciones en las etapas 6 a la 8 se esperaria que los

estudiantes sean capaces de:

Representar, analizar y generalizar una variedad de patrones mediante tablas, gréaficas,
palabras y, cuando sea posible, reglas simbolicas; relacionar y comparar distintas
formas de representacion de una relacion; identificar funciones, lineales o no lineales,
y contrastar sus propiedades a partir de tablas, graficas o ecuaciones. (NCTM, 2000, p.
226).

De igual forma para las etapas 9 a la 12 en relacion a Comprender patrones, los
estudiantes deberian: “Generalizar patrones usando funciones definidas explicitamente y

recursivamente” (NCTM, 2000, p. 300).

Por otra parte, el reconocimiento de patrones es un elemento que también esta
presente en el disefio de los cuestionarios de evaluaciones importantes de diferente
naturaleza. A continuacion, mencionamos brevemente las caracteristicas de algunas

evaluaciones mostrando que el reconocimiento de patrones es una cuestion que se evalla.

La primer prueba que cabe mencionar, es el caso de la Evaluacion Nacional de
Logros Académicos en Centros Escolares (ENLACE) aplicada en cada ciclo escolar de la
educacion basica y media superior desde el afio 2007 hasta el 2013, actualmente sustituida
(en especifico para la educacién basica) por el Plan Nacional para las Evaluaciones de los

Aprendizajes (PLANEA), comenzando en el ciclo escolar 2014-2015.
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La caracteristica diagndstica de esta prueba permite averiguar y obtener informacion
acerca del nivel académico de los estudiantes respecto a tépicos del curriculo matematico
actual, ademas la Secretaria de Educacion Publica (SEP) realiza publicaciones periddicas
que proporcionan informacion acerca de los conocimientos y habilidades que se evalGan en
los reactivos de la prueba ENLACE (considerando distintos grados de dificultad), asi como

los resultados de los mismos.

Para el caso del primer grado de secundaria en el afio 2012 la SEP en su publicacién
Caracteristicas Generales e Informacion de los Reactivos aplicados para su Uso
Pedag6gico muestra que respecto al Significado y uso de las literales (en el grado alto de
dificultad), el estudiante debe: “Identificar la expresion algebraica que se relaciona con una
sucesion numérica” e “identificar la expresion algebraica que define una sucesién asociada

a la formacion de arreglos geométricos” (p. 76).

En segundo lugar, tenemos como ejemplo al Centro Nacional de Evaluacion para la
Educaciéon Superior, A.C., (Examen Ceneval, 2006), el cual estd ocupado en brindar
servicios de evaluacion a escuelas, empresas, autoridades educativas, instancias particulares
y gubernamentales, entre otros. En el campo educativo, el CENEVAL ofrece los examenes
Nacionales de Ingreso (EXANI) y los Generales para el Egreso de la licenciatura (EGEL),
ademas en la pagina de esta organizacion se puede acceder a una lista de Guias de Examen
CENEVAL para personas que desean seguir sus estudios hacia el nivel medio superior,
licenciatura y estudios de posgrado, asi como los exdmenes enfocados a los egresados de

licenciaturas.

Por ejemplo, la Guia del Examen Nacional de Ingreso (EXANI-II) para los egresados
del nivel medio superior muestra en la seccion llamada Qué se evalGa de su primer capitulo
que en el area de pensamiento analitico el sustentante debe ser capaz de “comprender e
interpretar relaciones logicas y patrones” (CENEVAL, EXANI-II, 2013, p. 12).

La Guia del EXANI-II muestra los conocimientos y habilidades que se evalGan a
través de cada pregunta. En su primer capitulo, los contenidos tematicos que se exploran en
el area de pensamiento analitico, dentro de la subseccion denominada Reconocimiento de

patrones son: “Sucesiones numeéricas, completamiento con operaciones basicas; sucesiones

11
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alfanuméricas, completamiento con patrones regulares; sucesiones de figuras,
completamiento con patrones regulares” (CENEVAL, EXANI-II, 2013, p. 17).

Un tercer ejemplo, que también muestra que el reconocimiento de patrones es una
cuestion que se evalla, son las pruebas psicométricas (Psicotecnicostest, 2007) las cuales
son instrumentos que permiten medir y conocer el estado de diferentes cualidades

psiquicas, una de ellas, la inteligencia de las personas.

Entre sus multiples tipos, estan las encargadas de evaluar cuestiones como el
razonamiento abstracto a través de series numéricas, series de figuras, series alfabéticas, y
ejercicios de visualizaciéon. A continuacion citamos los objetivos implicitos de las pruebas

que involucran el trabajo con series numéricas:

Estos ejercicios prueban la capacidad para resolver problemas aritméticos y
matematicos convirtiéndose en una buena forma de medir el razonamiento inductivo o
razonamiento abstracto. Las series numéricas pueden presentarse de forma que el
individuo complete los nameros que le faltan o bien se les da a elegir el nimero
siguiente entre varias alternativas posibles. (Psicotecnicostest, 2007).

Por otro lado, nos hemos percatado de que el reconocimiento de patrones es un
proceso que no sélo se evalla sino que se utiliza como una técnica en la resolucién de
problemas. Estos dos puntos se fundamentan por su presencia en los problemas de

concursos nacionales e internacionales para las Olimpiadas Matematicas.

En nuestro pais contamos con el comité organizador de la Sociedad Mexicana de
Matematicas (SMM) que se encarga de revisar y organizar los problemas de las olimpiadas
en folletos que van dirigidos especialmente a los concursantes, y que sirven como guia
hacia el tipo de problemas que se aplican en las diferentes etapas de la Olimpiada Mexicana
de Matematicas (OMM). Las siguientes citas permiten identificar algunos ejemplos
concretos de los problemas detectados referentes al reconocimiento de patrones para la 12
(Problema 16), la 4* (Problema 20), la 11% (Problema 33) y la 192 (Problemas 44 y 59)
OMM, (Bosch, Illanes y Ramirez, 1987, p. 6; Alfaro et al., 1990, p.7; Pérez, 1997, p.10;
Castro, Alonzo, Frias, y Arizmendi, 2005, pp. 9-11).
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1.3 Planteamiento del problema

En secciones anteriores, se han comentado diversas ideas que expresan la presencia
del reconocimiento de patrones en investigaciones, en propuestas didacticas e incluso en
algunas evaluaciones importantes que lo consideran en el disefio de sus cuestionarios y
cuyas preguntas lo plasman como uno de los conocimientos y habilidades que se evallan
en el individuo. En los planes de estudio nacionales, para los niveles basico y medio
superior se ha identificado que el reconocimiento de patrones no esta incluido propiamente,
no obstante, es una cuestion que se considera como uno de los aprendizajes y destrezas

esperados en el estudio de las matematicas.

La revision de la literatura nos proporciond un panorama de los trabajos enfocados en
la ensefianza y el aprendizaje del algebra, a partir de acercamientos desde el reconocimiento
de patrones, y cuyos planteamientos coinciden en que éste es un factor relevante para
expresar la generalidad y una practica central en el quehacer matematico. Por otra parte, se
identifico que las aportaciones teoricas plasman diversos planteamientos y conjeturas
referentes al reconocimiento de patrones, entre ellos, se manifiesta que el individuo posee
una capacidad para detectar patrones desde el nacimiento (Mason, 1999), y se considera
beneficioso para la ensefianza de las matematicas refinar e incitar la capacidad de los

estudiantes en la tarea de reconocimiento de patrones.

Por esta razdn, estamos interesados en averiguar si hay un potencial en los estudiantes
de nivel medio superior para reconocer patrones, con base en una lista de situaciones
matematicas que consiste de una variedad de sucesiones de objetos matematicos y no
matematicos. Nosotros suponemos que a pesar de la escasez de recursos que pudiesen tener
los estudiantes para describir un patrén, como el conocimiento matematico, el lenguaje

matematico o el lenguaje natural, ellos son capaces de reconocerlo.
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1.4 Objetivo general

En razon de lo expuesto, el interés de nuestra investigacion es averiguar si hay un
potencial en los estudiantes de nivel medio superior para reconocer patrones en un contexto

de sucesiones de objetos matematicos y no matematicos.
1.5 Preguntas de investigacion

1) ¢Qué potencial podemos identificar en estudiantes de nivel medio superior en
la tarea de reconocimiento de patrones?
2) ¢Qué dificultades podemos identificar en estudiantes de nivel medio superior

para describir un patrén que ya han reconocido?

La primera pregunta, la planteamos para averiguar si el estudiante es capaz de
reconocer el patrén que rige en una sucesion, ya sea de objetos matematicos o no
matematicos. Como numeros, figuras, enunciados, igualdades, etc. Esta tarea, requirié una
especial atencion a los esfuerzos plasmados en las respuestas de los estudiantes durante la

aplicacion del cuestionario y en las entrevistas.

La formulacion de la segunda pregunta, la realizamos con el propésito de reconocer
las dificultades de los estudiantes para describir un patron después de haberlo reconocido.
Durante el desarrollo de este trabajo, se valord la necesidad de sesiones de entrevistas en
algunos casos de los estudiantes que detectamos fueron capaces de percibir los patrones
desde la aplicacion del cuestionario. Cabe destacar que algunas descripciones de los
jévenes de bachillerato se obtuvieron, durante sus entrevistas, después de que contestaron
exitosamente las situaciones matematicas que no lograron responder en la aplicacion del
cuestionario. La tarea en esta segunda pregunta de investigacion, implico ser tolerantes a
las explicaciones de los estudiantes, para evidenciar de manera especial a los casos que
lograron reconocer las peculiaridades basicas de los patrones pero que mostraron

dificultades al intentar describirlos.
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Capitulo 2

Marcos Tedrico y Referencial

En este capitulo se presenta tanto el marco tedrico como el referencial: el primero con
base en la contribucion de los autores Mason, Graham, Pimm y Goward (1985) en su
trabajo llamado “Routes to & Roots of Algebra’ y el segundo, fundamentado en las ideas

elementales en matematicas acerca de patrones matematicos.

2.1 Marco teorico

2.1.1 La generalizacion como una rutay raiz hacia el algebra

Como ya se ha mencionado, el marco tedrico considerado en este estudio se apoya en
el trabajo de Mason, Graham, Pimm y Goward (1985), donde se exponen las ideas
esenciales que constituyen las raices del algebra, y en el cual se sugiere, que estas ideas,

podrian ofrecer posibles rutas hacia un mejor entendimiento del algebra.

Una de las cuatro ideas que componen las raices del algebra, es la “Expresion de la
Generalidad”. Los autores manifiestan que: “Generalidad es el elemento vital de las
matematicas y el algebra es el lenguaje en el que se expresa la generalidad” (p. 8). Desde la
perspectiva de los investigadores, para aprender el leguaje del algebra es crucial contar con
algo que decir y consideran pertinente que en esta tarea se debe aspirar a percibir algun

patron, intentar expresarlo en pocas palabras y usarlo para contestar preguntas especificas.
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Respecto a la forma en que se introduce al estudiante al algebra, Mason y sus
colaboradores comentan que: “Si el algebra surge porque los alumnos desean expresar
alguna cosa que han visto, esa sera su algebra, y no simbolos de otra persona que espera

manejen de acuerdo a reglas extrafas” (p. 8).

En su trabajo, los autores sugieren algunos ejemplos de actividades que apuntan hacia
un acercamiento al algebra a través del deseo de expresar la generalidad. En este sentido
hacen una reflexién sobre lo que implica el reconocimiento de patrones e intentan destacar
algunas etapas en el reconocimiento de patrones como son: percibir un patron, describir un
patrén, registrar un patron y validar la formulacion. A continuacion procedemos a

explicar cada una de ellas brevemente.
Percibir un patron

Los investigadores mencionan que la etapa percibir se refiere a “captar mentalmente
un patréon o relacion” (p.8), ademas comentan que el trabajo necesario para percibir un
patron implica dedicar un tiempo considerable, asi como un ndmero de ejemplos
particulares. Los autores intentan explicar esta etapa a través de algunos ejemplos de
sucesiones de numeros o de figuras y mencionan que en este tipo de sucesiones emergen
una serie de tareas y cuestiones de indole matematica que son pertinentes y que pueden
apoyar el reconocimiento de patrones, a saber:

a) Proponer el nimero o la figura siguiente en la sucesion.

b) Tratar de describir las figuras en pocas palabras.

c) Dados unos cuantos téerminos de la sucesion, escribir una regla que extienda
sus términos.

d) Finalmente, sugieren pedir al estudiante que escriba algunos términos de la

sucesion en posiciones arbitrarias.

En estas tareas, los autores comentan que es posible tener dificultades para comunicar
en palabras lo que se puede percibir y que incluso se presentan més dificultades cuando se
trata de proporcionar una regla precisa. También expresan que pedir al estudiante que
escriba algunos términos que se encuentran en posiciones arbitrarias, prueba la precision y

la utilidad de su regla.
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Continuando en esta etapa, los investigadores consideran pertinente reflexionar
acerca del tipo de preguntas que se hacen a los estudiantes, asi como realizar una lista de
preguntas de acuerdo con sus capacidades. Algunas preguntas que proponen los autores,

con base en el anélisis de algunos ejemplos de sucesiones de figuras, son las siguientes:
¢, Clmo pasas de la primera a la segunda figura?
¢De la segunda a la tercera?
¢Qué es semejante en ambos casos? (p.10).
Describir un patron

En esta etapa, los autores mencionan que describir significa explicar la percepcion a
uno mismo o a otra persona. Mason y sus colaboradores comentan que frecuentemente,
para los estudiantes es muy dificil intentar comunicar lo que han sido capaces de percibir, y
también mencionan que “su lucha para decir lo que ven necesita apoyo, tiempo y
aceptacion de sus esfuerzos incompletos” (p.10). En esta etapa, se sugiere que se realicen
intentos por expresar la percepcion en voz alta y cuando sea posible explicarla a otras

personas.
Registrar un patron

En esta etapa, registrar significa plasmar las ideas en un lenguaje visible. Los
investigadores comentan que “registrar implica el traslado a los simbolos y a la
comunicacion escrita (incluyendo dibujos)” (p. 8). En esta etapa, el estudiante expresa las
ideas que ha captado mentalmente mediante recursos del lenguaje escrito y graficos. El
registro de un patron implica diversas combinaciones de dibujos, palabras y simbolos,
como lo son: “dibujos, dibujos con ayuda de palabras, en su mayoria palabras con algunos
simbolos, 0 en su mayoria simbolos con algunas palabras” (Mason et al., 1985, p. 11). Por
otro lado, el registro de las ideas contribuye a que el estudiante pueda discutirlas

comprobarlas y modificarlas.
Validar la formulacién

Los autores mencionan en esta etapa, que “la validez de una formulacion puede ser

probada en un ntimero de maneras” (p. 11). Esta etapa, consiste en que el estudiante
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verifique la utilidad de su regla. Una manera de hacerlo es comprobar que todos los
términos que se muestran en la sucesion estan formados de acuerdo con la regla que se
encontro, otra forma es calcular nuevos términos de la sucesion utilizando la regla y

comprobarlos a través de conteos o dibujos.

El vocablo ‘formulacion’ los investigadores lo utilizan para indicar la expresion que
describe las ideas que una persona es capaz de percibir. Por ejemplo, una posible
formulacién para la sucesion de la tabla 1 es: “El nimero de cuadrados sera siempre un
namero impar. Necesita multiplicar el nimero de la posicion en la sucesion por cuatro y
luego agregar uno” (Mason et al., 1985, p. 11). Un tema importante que los autores
manifiestan y que cabe destacar en nuestro estudio, es que para un mismo patron pueden

emerger distintas expresiones, el punto crucial es identificar si tales expresiones se refieren

a lo mismo.
Tabla 1. Sucesién de figuras de Mason y sus colaboradores.
5 cuadrados 9 cuadrados 13 cuadrados
O ood OO0 00O OQoooood
]
O

O0O0O8
OO00000

Por otro lado, Mason y sus colaboradores también manifiestan que puede ser
redituable invertir mas tiempo en las etapas percibir un patron y describir un patron. En este
sentido, encontramos pertinente aclarar que nos enfocaremos de manera especial en
averiguar y reportar el éxito que pudieran tener los estudiantes de nivel medio superior para
reconocer patrones en las etapas percibir un patrén y describir un patron, no obstante, no
descartamos la posibilidad de que el estudiante pudiera revelar ser capaz de registrar sus
ideas en un lenguaje visible o que pudiera tener éxito en la verificacion de sus

formulaciones.
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El reconocimiento de patrones es un proceso, en el que, se aspira que los estudiantes
sean capaces de percibir un patron, de explicar lo que han logrado percibir a otras personas,
de plasmar sus ideas en un lenguaje visible, y de verificar la utilidad de su regla. Nosotros
coincidimos con Mason y sus colaboradores, en que, se debe aspirar a tener éxito en cada
una de las cuatro etapas antes mencionadas, sin embargo, en nuestra opinién un estudiante
que pudiera mostrar tener dificultades para plasmar sus ideas a través de la comunicacion
escrita, pero que muestre exito en la etapa percibir, si es capaz de reconocer las

peculiaridades basicas de un patron, aun sin llegar a la etapa registrar.

Por lo anterior, nos parece importante reiterar que en nuestra investigacion, al hablar
del potencial que pudieran poseer los estudiantes para reconocer patrones en un contexto de
sucesiones de objetos matematicos y no matematicos, sera suficiente que los estudiantes

muestren éxito en las etapas percibir un patrén y describir un patrén.

2.2Marco referencial

2.2.1 ;Qué es un patron?

Diversas investigaciones enfocadas en la ensefianza y aprendizaje del algebra a partir
de acercamientos desde el reconocimiento de patrones expresan la necesidad de actividades
que impliquen percibir regularidades, sin embargo este enfoque requiere profundizar acerca
de las ideas fundamentales sobre el proceso de reconocimiento de patrones e indagar acerca
de las acepciones del término patrén.

Uno de los trabajos en el que se plasman algunas ideas sobre el término patron es el
caso de Bressan y Bogisic (1996), en su obra Las regularidades: fuente de aprendizajes
matematicos. Las autoras comentan que: “Un patrén es una sucesion de signos (orales,
gestuales, graficos, de comportamiento, etc.) que se construye siguiendo una regla
(algoritmo), ya sea de repeticion o de recurrencia” (p. 3). Llama nuestra atencion que el
patrén es visto como la sucesion en si, y no como la ley o regla de formacién de los
elementos de una sucesion de objetos.

Afios mas tarde Bressan y Gallego (2010) emplean los términos patrones o secuencias
indistintamente, incluso comentan que “otros autores utilizan el término patrén para

designar estrictamente el nticleo o unidad de la secuencia” (p. 13).
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Respecto a nuestra investigacidén, nosotros consideramos pertinente concebir el
término patron como una regla o ley de formacién de los términos de una sucesion finita o
infinita, de objetos matematicos 0 no matematicos (Guerrero y Rivera, 2002, p. 260). De
esta manera, que el estudiante sea capaz de reconocer un patron que rige una sucesion,
significa que éste es capaz de reconocer una posible regla o ley de formacion de los

elementos de la sucesion.

2.2.2 El reconocimiento de patrones implicito en sucesiones de objetos

matematicos y no matematicos

En este documento se estudia el proceso de reconocimiento de patrones en un
contexto de sucesiones de objetos matematicos y no matematicos. El vocablo sucesion en
matematicas se utiliza para expresar una coleccién ordenada de objetos, de forma que hay
un primer elemento, un segundo elemento, un tercer elemento, y asi sucesivamente. Una

definicion que retomamos en este documento es la que manifiesta el autor Rivera (1993):

Una SUCESION de numeros reales es toda lista o coleccion ordenada infinita de
nameros, de los cuales algunos, o todos ellos, pueden coincidir entre si. Una sucesion
se distingue de un conjunto en dos cosas, la primera de ellas, es que en una sucesién
hay un orden, es decir, se trata de una coleccion ordenada de numeros, de modo que
hay un primer elemento, un segundo elemento, etc. La segunda diferencia es que la
coleccion ordenada es infinita, como lista, no necesariamente como conjunto. (p. 1).

Por otro lado, los ejemplos que generalmente se analizan en una clase de
matematicas son sucesiones numeéricas, no obstante, en la matematica hay objetos de
diversas naturalezas con los cuales se pueden definir los términos de una sucesion, por
ejemplo: numeros, signos, simbolos, ecuaciones, frases, figuras geométricas, etc. La tabla 2
muestra algunos ejemplos de sucesiones de simbolos y sucesiones numéricas, en las cuales,
algunos de sus elementos coinciden entre si. A continuacion se explica brevemente el

patrén que rige a cada sucesion.
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Tabla 2. Algunos ejemplos de sucesiones de simbolos y
sucesiones numéricas.

a) 1,0,1,0,1,0,. Sucesion en la cual se
alternan 1s y 0s. El patrén
por el cual se rigen sus
términos estd determinado

(_1)n+1+1
pora, = ———
2

b) * # #,* & # % # &, .. Es la sucesion en la que se
van alternando una vez el
signo ‘*’ y dos veces el

signo ‘#’.
0 Om&0,m& O n,.. El arreglo que se repite en
esta sucesion esta

conformado por sus tres
primeros elementos.

d ,n4L,L0L0LLLLTT T, En esta sucesion el patron
que rige sus elementos esta
dado por las potencias de
dos, 20 =1,2' =2,2%2 =4,
23=8..

Los simbolos (1) y (T) van
aumentando en un orden que
estd determinado por las
potencias del numero dos,
cada vez que éstos se
alternan.

e) ,%X,9,%,%,0,%X,%X,X,0,X,X,X,X, ... Los simbolos (e) y (X)
también se alternan. Cada
vez que se repiten ambos
elementos se va aumentando
un (x) a la sucesion.

Por otro lado, en la matematica también hay una variedad de ejemplos de sucesiones
cuyos elementos son de naturaleza aritmética, y en las cuales, la determinacion del lugar
que ocupa cada término, las habilidades en los calculos numéricos, etc., son algunos de los

factores que influyen para el reconocimiento del patrén que las rige, ver tabla 3.
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Tabla 3. Algunos ejemplos de sucesiones numéricas.

Sucesion Término general
a) -1,2,-3,4,-5, ... a, =(=1)"n
1234 n—1
b) 0335 ay =
n
¢) 5,10,17,26,37,50,.. a,=m+1)2%+1
3456 n+1
d) 2I21314I5I"' an: n
e) 4,9,16,25,36,49, .. a, = (n+1)?
_11 11 —1)ntt
D 1 2’3’ 4’s’ nzi
n
g) 1,2,6,24,120, ... a, =n!
1111 1
h) 2’4'8’16" " anzz—n
i) 2,4,6,810,12, ... La sucesion de los numeros pares
a, = 2n.
iy 1,-1,1,-1,1, ... a, = (=1)**1!
k) 1,4,9,16,25,36, ... P
1111
1) 1I_I_J_I_l"' 1
2’34’5 an =~
m) 1,8,27,81,125, .. Cada término de la sucesion, esta
definido por el cubo de su posicion,
a, =n3
) 248 16 32 o2
1357’9 n =51
) 292 A0 2y (n+1)!
1’2" 6’24 120" an =—""7"—

n!

Otros ejemplos, en la matematica son las sucesiones cuyos términos estan definidos

en funcién de los anteriores, ver tabla 4.

22



Capitulo 2 | Marcos Teorico y Referencial

Tabla 4. Algunos ejemplos de sucesiones cuyos términos estan definidos

en funcidn de los anteriores.

Sucesion
a) 5,8,11,14,17,20,23, ...

b) -1,1,-1,1, ..

c) 1,5,14,30,55,91, ..

d 1,1,2,3,5,8,13, ..

e) 1,2,3,7 16,65, ..

g) V2, \/2\/2,,/2\/2\/2

La determinacion del lugar que ocupa cada elemento de
la sucesion, es un factor relevante que ayuda a establecer
la expresion que sirve para obtener el término general,
esto es, a, = 3n + 2.

Por otro lado, esta sucesion también se puede definir por
recurrencia a; = 5, a, = a,_, + 3, en otras palabras, a
partir del segundo término cada uno de los siguientes se
obtiene al sumar 3 unidades al término anterior.

Su férmula general estd determinada por a, = (—1)™, y
también podemos escribirla en forma recursiva

a;:=-1, apy1:=-1a,.
Es la sucesion cuyo patrén esta dado por
a, =1, a, = a,_, +n?

Es una de las sucesiones mas conocidas en matematicas.
A partir de su tercer término cada uno de los siguientes
se obtiene al sumar los dos términos anteriores, su regla
de formacion esta dada por

a,=1,a,=1ya, =a,_1 +a,_, para n = 3.
Es la sucesién cuyo patrén esta dado por
ap = Ap_q + (ap_z)?, cona; =1y a, = 2.

El patrén que rige la sucesion esta dado por

a,=3,a, =+/ay_1 .

El patron que rige la sucesion esta dado por

a, = V2, An+1 =/ 2Qy .

Por otra parte, con el objetivo de profundizar un poco méas acerca del reconocimiento

de patrones en sucesiones de objetos matematicos, se presenta el siguiente problema:

“La sucesion de Fibonacci fi, f2, fs, ... S define como sigue: f; =1, f, =1y, para

n =3, f, = fa_1 + fn_z. Probar que 9 divide a una infinidad de términos de la sucesion

Fibonacci” (Alfaro et al., 1990, p. 7).
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Mostremos que 9 divide a una infinidad de términos de la sucesion de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13, ... Para esto consideremos primeramente la lista de residuos que se forma
al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci entre 9, y veamos qué ocurre con

aquellos términos que tienen residuo igual a cero.

Tabla 5. Lista de residuos modulo 9 de la Tabla 6. Patrén implicito de ‘la nueva sucesion’, la

sucesion Fibonacci. generada por cada uno de los residuos.
SUCSE'ON RESIDUO RESIDUO (a,, 9) con
FIBONAccl MODULO?9 an = An1+

1 1 1 a=1 1

2 1 1 a = 1

3 2 2 as 2

4 3 3 as 3

5 5 5 as 5

6 8 8 as 8

7 13 4 az 4

8 21 3 ag 3

9 34 7 g 7

10 55 1 aio 1

11 89 8 an 8

12 144 0 a 0

21 10946 2 s 2

22 17711 8 Ay 8

23 28657 1 a3 1

24 46368 0 Az 0

25 75025 1 ass 1

26 121393 1 Ay 1

27 196418 2 ay 2

28 317811 3 azs 3

29 514229 5 Aog 5

30 832040 8 azo 8

4 4

31 1346269

En la tabla 5, se puede observar la lista de residuos médulo 9, para los primeros 31
elementos de la sucesion. Por otro lado, los datos de la tabla 6 nos facilitan reconocer el

patron de los términos de ‘la nueva sucesion’ (la sucesion generada por cada uno de los
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residuos modulo 9). El patron de esta nueva sucesion se puede describir de la siguiente
manera: a partir del tercer término sumamos los dos residuos anteriores

ap = Qp_q + ay_p, paran=3, cona; =1,a, =1,
y calculamos nuevamente el valor del residuo que se obtiene de dividir la suma a,, entre 9.
Cabe destacar que la caracteristica recurrente de ‘la nueva sucesion’, la hereda de la
sucesion Fibonacci.

Este problema se torna dificil para los estudiantes de bachillerato, si se piensa en una
demostracion, por consiguiente, lo mas que podemos esperar es que el estudiante intuya de
la tabla 6 que hay una infinidad de residuos iguales a cero, pero no podemos concluir
categéricamente que haya una tal infinidad. La descripcion anterior de unos cuantos
residuos modulo 9 nos permitié realizar un reconocimiento, pero de ninguna manera se

trata de una demostracion.

Otro problema que analizaremos en este trabajo es el siguiente: Se tiene una pareja de
conejos en un lugar cerrado, y se desea saber cuantas parejas de conejos se tendran en un
afo, si a partir del segundo mes de vida, cada pareja de conejos procrea dos nuevas parejas

cada mes.
Las condiciones del problema establecen que:

a) Comenzando con una pareja de conejos (barra azul), al cabo de un mes de edad la
pareja ya es adulta y se cruza (barra roja),
b) llegando el final del segundo mes la pareja adulta tiene dos parejas de conejos (par

de barras azules) y se repite el mismo proceso para cada pareja de conejos.
En las condiciones anteriores, esta implicito el siguiente patron.

Tabla 7. Patron

1— |
1—1n

b)

Haciendo uso de este patron, determinamos las parejas de conejos que se tendran en

cada uno de los primeros doce meses, ver tabla 8.
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Tabla 8. Parejas de conejos que se tendran en cada uno de los primeros doce meses.

Numero Patron Total de parejas de
de mes conejos
Inicio del

primer 1

mes

Final del

1° mes 1
Final del

2°mes |l 1+2(1)=3
Final del

3° mes 111 I I 3+2(1)=5
Final del

42mes |1 J J | il 5+2(3)=11
Final del

sme Q] Jon o [T ol veea
6° mes 21+2(11)=43
Final del

7° mes 43+2(21)=85
Final del

8° mes 85+2(43)=171
Final del

9° mes 171+2(85)=341
Final del

10° mes 341+2(171)=683
Final del

11° mes 683+2(341)=1365
Final del

12° mes 1365+2(683)=2731

El patron antes mencionado, aparece en la segunda columna de tabla 8, ademas para
cada uno de los primeros seis meses podemos verificar el nimero total de parejas de
conejos que se generan a través del conteo de las barras verticales. Por ejemplo, para
obtener el total de parejas de conejos en el final del cuarto mes, tenemos que sumar las 5
barras amarillas que indican el total de parejas generadas al final del tercer mes, mas las 6
barras restantes que indican el doble de parejas de conejos que se generaron en el final del
segundo mes, ver tabla 9.
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Tabla 9. Parejas de conejos al final del 4° mes.

Total de parejas de
e I 1 TRRIT

conejos al final del
4° mes

Total de parejas de conejos al final ~ El doble de parejas de conejos al final
del tercer mes del segundo mes

Podriamos seguir ilustrando el total de parejas de conejos con barras de colores para
los primeros 12 meses, y verificar que ‘el total de parejas de conejos al final de un mes esté
determinado por las parejas de conejos de los dos meses anteriores’. Dicho de otra forma, el
total de parejas de conejos al final de un mes, se obtiene sumando el total de parejas de

conejos del mes anterior, mas el doble de parejas de conejos del penultimo mes.

Estd misma relacion la heredan la lista de nimeros que se muestra en la tercera
columna de la tabla 8, esto es: 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683, 1365y 2731 ya que
éstos representan el total de parejas de conejos de cada mes para los 12 primeros meses, sin

embargo, hasta el momento esta relacion sélo se cumple para los primeros meses.

Ahora, probemos que cualquier elemento de la sucesion 1, 1, 3,5, 11, 21, 43, 85, 171,
341, 683, 1365, 2731, ... se puede obtener sumando el nimero anterior mas el doble valor

del penaltimo ndmero que le precede.

Supongamos que en un determinado mes ‘m,,” hay ‘a’ parejas de conejos adultos que

denotaremos por a(®@4tos) y <p parejas de conejos crias denotadas por b(€795) a saber:

m, = a(adultos) + b(crias)

Dado el patrén anterior, ver tabla 7, tenemos que para el mes siguiente hay un total de

My = a(adultos) + za(crz’as) + b(adultos)

Y para el siguiente mes tenemos

Mysp = a(adultos) + za(crias) + Za(adultos) + b(adultos) + Zb(crias)

Trabajando con nuestra notacion llegamos a que

Mypy = a(adultos) + za(crt’as) + b(adultos) + z(a(adultos) + b(crz’as))
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Por lo que my 5 = my 41 + 2m,,.

Finalmente, un ejemplo méas que consideramos pertinente mostrar en esta seccion, a
proposito del reconocimiento de patrones, es parte del trabajo que realizan los estudiantes
de una de las escuelas participes en la presente investigacion, con el objetivo de contrastar
el enfoque de nuestro estudio con el quehacer matematico que se realiza en el aula escolar

acerca del reconocimiento de patrones.

Dentro del plan de estudios 2008-2009 para la asignatura razonamiento matematico,
se menciona que, en su primera unidad, la ‘busqueda de patrones’ se aborda como una
técnica o estrategia de la resolucion de problemas. A continuacidén, mostramos uno de los
problemas que los autores del plan de estudios sugieren a los estudiantes, ademas
presentamos la primera de tres soluciones que proporcionan los autores y algunos

comentarios nuestros al respecto.
Resuelva en equipo el siguiente problema: Las figuras 0, 1, 2 y 3 constan de 1,
5, 13 y 25 cuadrados unitarios que no se traslapan o superponen. Si se continua

con este patrén, ¢cuantos cuadrados unitarios habré en la figura 2008? (SEP,
2008, p. 6).

Tabla 10. Sucesién de figuras (SEP, 2008, p. 6).

Figura 0 Figura 1 Figura 2 Figura 3

En la primera solucidn de los autores, el objetivo es recurrir al manejo de tablas y a la
busqueda de patrones como estrategias para resolver el problema. Para iniciar, los autores
solicitan que el estudiante dibuje las figuras 4, 5 y 6, también solicitan que el estudiante
cuente los cuadrados unitarios en cada figura y que retna la informacion obtenida en una

tabla.
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Un paso méas que los alumnos deben realizar, es observar la cantidad de cuadrados
unitarios que hay en las seis primeras figuras, asi como deducir que el total de cuadrados

unitarios se puede escribir de la siguiente manera, ver tabla 11.

Tabla 11. Patrén de la sucesion de figuras (SEP, 2008, p. 7).

No. Figura Total de Cuadrados Unitarios

0 1

1+ 4x1)=5

1+ (4x1)+(4x2)=13

1

2

3 1+ Ux1)+@x2)+(4x3)=25

4 1+ (Ux1D)+(Ax2)+(4x3)+(“@x4) =41
5

1+ Ux1D)+Ux2)+ (4x3)+4x4)+@x5) =61

2008 1+ (4x1)+(@4x2)+-+(4%x2008) =8,068,145

n 1+ UXx1D)+U@X%x2)++@xn)=1+2nn+1)

Las expresiones aritméticas de la tabla 11, nos hacen concluir que los autores podrian
haber percibido blogues de cuatro cuadrados unitarios en cada una de las figuras de la
sucesion, en otras palabras, los autores podrian haber aislado visualmente bloques con esta
caracteristica. La anterior descripcion nos ayuda a comprender los datos proporcionados
por los autores en la tabla 11.

En la resolucidn de este problema, se ofrecen las verificaciones del total de cuadrados
unitarios para algunos casos particulares, también se muestra una férmula para hallar el
total de cuadrados unitarios de una figura en cualquier posicion, y ademas la informacion
de la tabla deja entrever que se pueden seguir calculando la cantidad de cuadrados unitarios
considerando la posicidn que ocupa una figura dentro de la sucesion.

Por otro lado, los resultados de aprendizaje esperados en la primera unidad del plan
de estudios antes mencionado incluyen que el alumno reconozca la importancia de aplicar
estrategias en la resolucion de un problema, dicho de otra forma, se espera que el alumno
pueda usar la ‘busqueda de patrones’ como una heuristica para la resolucion de problemas.

La naturaleza de este proposito es buena en este caso, sin embargo, enfocandonos en la
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importancia que tiene el reconocimiento de patrones para expresar generalidad, una tarea
que también conviene considerar en el aula escolar, es inducir desde el inicio, a que el
estudiante sea quien perciba el patron que rige a la sucesion de figuras. Estimulando a que
el estudiante intente explicar su percepcion, con su propio lenguaje, motivandolo a que
utilice distintos recursos, con los cuales se sienta seguro, antes de proporcionarle la
expresion para hallar el término general. De esta forma, se podria fomentar que sea el
estudiante quien le encuentre sentido a la regla de formacion de la sucesion de figuras y que

ademas sea capaz de utilizarla para determinar nuevos términos de la sucesion.
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Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo, se explica detalladamente la metodologia utilizada en cada una de
las etapas del desarrollo de la investigacion, describiendo: la seleccion de la poblacion
estudiada; los instrumentos para el acopio de datos; el procedimiento de la aplicacion del
cuestionario y de las sesiones de entrevistas; y finalmente la estructura, propdsitos y
respuestas de cada una de las preguntas del cuestionario.

Iniciamos esta seccidon exponiendo que el método considerado y sobre el cual nos
basamos, en este trabajo, es de corte cualitativo. Nos proponemos explorar y entender el
trabajo que realizan los estudiantes en la tarea de reconocimiento de patrones y no mostrar
datos estadisticos de nuestro estudio pues se trata de un estudio de casos. Es a través de los
instrumentos de acopio de datos que pretendemos analizar e identificar si hay un potencial

en los estudiantes para tareas de este tipo.
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3.1 Participantes de la investigacion
Dado el proposito de nuestra investigacion, la seleccion de los participantes se realizo
con el interés de obtener datos que brinden informacion clara y que a su vez permitan

responder las preguntas de investigacion.

La muestra a estudiar en nuestro trabajo no pretende enfocar Unicamente la mirada en
estudiantes con un excelente historial académico, ni en aquellos casos que se encuentren en
el extremo contrario. La poblacién participe consistio de alumnos de sexto semestre
(generacion 2012-2015) de dos escuelas de nivel medio superior del estado de Puebla,
México. La eleccion de los estudiantes se realizd de esta forma con el objetivo de contar

con diversas y diferentes respuestas que arrojen informacion de calidad.

Como ya se ha manifestado los participantes en la investigacion son 25 estudiantes de
dos escuelas preparatorias (privadas) de la ciudad de Puebla, ocho de ellos pertenecieron a
la comunidad estudiantil de la escuela Liceo Serdan, a los cuales les asignamos los nombres
Al1,A2,...,A8, los 17 restantes fueron un grupo conformado por estudiantes de los tres
grupos de sexto semestre de otra escuela, cabe mencionar que mantenemos el anonimato de
esta Gltima por ser una de las condiciones de sus autoridades académicas para el libre

acceso a su institucion. Los nombres para estos alumnos son B1, B2, ...,B17.

3.2 Instrumentos
El primer instrumento para el acopio de datos es un cuestionario cuya estructura
consiste de 15 preguntas, en las cuales, hemos considerado sucesiones cuyos objetos son de
diversas naturalezas (las comentamos con méas detalle en las secciones 3.4, 3.5 y 3.6).
Tomamos en cuenta que el tiempo en una clase de matematicas es menor a una hora y para
no entorpecer el rendimiento de los estudiantes decidimos dividir el cuestionario y aplicarlo
en dos sesiones: la primera consistio en responder las preguntas 1-8 y la segunda en

responder las siete preguntas restantes.

El segundo instrumento para la recoleccién de datos que se considerd en esta
investigacion fue la intervencion de entrevistas, realizadas a 8 alumnos en diferentes partes
del cuestionario, con el objetivo de que nos comentaran como procedieron en algunas de

sus respuestas que son cruciales para la investigacion y para que retomaran e intentaran
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responder algunas de las preguntas que no contestaron durante la aplicacion del

cuestionario.

3.3 Procedimiento
La recoleccion de datos en la escuela Liceo Serdan se realizo gracias al gran apoyo de
sus directivos, se nos asignd un salon asi como el apoyo de un maestro del area de
matematicas, el cual también estuvo presente durante la aplicacion de las dos partes de
nuestro cuestionario. La primera parte se aplicd en una sesion de 50 minutos y al dia

siguiente los estudiantes contestaron la segunda parte en el mismo lapso de tiempo.

Respecto a la segunda escuela preparatoria, la toma de datos se efectlo con el
permiso de la subdireccion, del mismo modo nos asignaron un aula de su institucién en la
cual se procedio a aplicar el cuestionario. El tiempo que se nos otorgd en cada una de las
dos sesiones de trabajo con los estudiantes fue de una hora y diez minutos, el primer dia se
aplicaron las preguntas de la parte uno y al tercer dia los estudiantes contestaron las siete
preguntas de la segunda parte. Al igual que la primera escuela, durante las dos sesiones de

trabajo contamos con el apoyo de una maestra del area de matematicas.

Por otra parte, después de revisar las respuestas en cada uno de los 25 cuestionarios
reafirmamos que se considerd pertinente entrevistar a 8 estudiantes, a saber, cuatro
estudiantes de la escuela Liceo Serdan y cuatro alumnos de la preparatoria anonima. Las
sesiones de entrevistas para los alumnos de la escuela Liceo Serdan se efectuaron durante
un tiempo promedio de 30 minutos para cada uno de los alumnos. Respecto a los
estudiantes de la escuela andnima, la primera sesion abarco un tiempo de 60 minutos en la
cual se entrevistaron a dos estudiantes, y continuamos con el resto un dia después durante

un lapso de hora y media.

Cabe resaltar que la subdireccion de la escuela Liceo Serdan fue muy amable y
mostro gran apoyo al revisar los horarios de las asignaturas del area de matematicas y al
organizar dentro de éstos la agenda de sesiones de entrevistas, cuidando no interrumpir las
actividades de sus alumnos, ademas de brindarnos un espacio en el cual se procedié a
Ilamar a cada estudiante para el comienzo de su dialogo. De la misma forma logramos

trabajar con los cuatro alumnos de la escuela anonima.
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Por Gltimo, otros recursos que consideramos importantes en nuestro trabajo fueron
realizar notas acerca de los comportamientos y aptitudes de los estudiantes durante la
aplicacion del cuestionario y las sesiones de entrevistas. También realizamos grabaciones
(en audio) de las sesiones de entrevistas, las cuales fueron transcritas al final de este
documento, con el objetivo de tener una mejor organizacion de las respuestas de los

alumnos y utilizarlas como apoyo para el analisis de los resultados.

3.4 Estructura del cuestionario

Dado el objetivo de nuestra investigacion nos dimos a la tarea de disefiar y aplicar un
cuestionario para averiguar y obtener informacion acerca de si hay un potencial en los
estudiantes de nivel medio superior para el reconocimiento de patrones en un contexto de
sucesiones de objetos matematicos y no matematicos. El cuestionario consiste de 15
preguntas, en las cuales, hemos considerado sucesiones cuyos objetos son de diversas
naturalezas, por ejemplo, sucesiones cuyos elementos son de naturaleza aritmética,
sucesiones de enunciados, sucesiones de figuras, etcétera. Enseguida presentamos la

estructura de ambas partes del cuestionario.
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Nombre: PARTE 1

1. Escriba en los espacios indicados los términos de cada una de las sucesiones.

a) --1,1, -1, , , ) e
yL4 o 1 64 81
4’9’16’ 25 ! ! 'g81” 100" 7
3 5 7
C) 1) EI 2’ E’3FE’ ) ) y e
d)1111 1 1 1
1’2’6’24” 120’ ! " 40,320” 362,880" "

2. Considere el listado de nimeros impares agrupados de la siguiente manera
(1),(3,5),(7,9,11),(13,15,17,19) ...
Halle los nimeros impares que se encuentran en el quinto, sexto y décimo grupo.

3. Encuentre los siguientes 8 términos de cada sucesion.
a)1,0,1,0,0,1,00,0,1,0,0,0,0, ..
b)1,0,1,1001,1,1,0,0,0, ..

4. Escriba los siguientes tres términos de cada una de las sucesiones.
a)1,1,23,58,13,21, ..
b) 1,3,7,17,41, 99, ...

5. Escriba en cada espacio el termino correspondiente de la siguiente sucesion.
1,2,4,5,8,9,13, 14, 19, , , , 34,35, ...

6. Considere la secuencia de enunciados y continue la lista escribiendo los siguientes tres.
a) Uno mas uno Q)
b) Dos mas dos h)
c¢) Cuatro més uno i)
d) Cinco mas tres
e) Ocho mas uno
f) Nueve mas cuatro

7. Observe la siguiente secuencia de figuras

1 2 3 4
OO0 000 oooo oodono
O oo odgd oood
O o odgd ooogd
(] oo oono oood

Continuando con esta secuencia, diga cuantos cuadrados hay en las figuras de las
posiciones 8 y 15.

8. Considere la siguiente sucesion 7, 11, 15, 19, 23, 27, , , , 43,47, ...
a) Escriba en cada espacio el término correspondiente de la sucesion.
b) ¢Qué naimero aparece en la posicion 250?

35



Capitulo 3 | Metodologia

Nombre: PARTE 2

9. Se tiene la siguiente lista de numeros consecutivos

1
2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 12 13

Cada namero tiene 3 hijos: el hijo medio es el triple del padre, el menor es el triple del
padre menos uno Y el hijo mayor es el triple del padre mas uno.

a) ¢Cual es el hijo mayor del nimero 50?
b) ¢Cuél es el hijo menor de 72?
c) ¢Cual es el papa del numero 2013?

10. En la tabla del problema anterior

a) En la primera fila hay una casilla, en la segunda hay tres, ¢cuantas casillas hay en la
sexta fila?
b) ¢Qué namero se encuentra en el centro de la fila 17?

11. Verifique que valen las siguientes igualdades

1=1
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25
1+3+54+7+9+11=36

a) Escriba los siguientes dos renglones.
b) Encuentre el valorde 1 +3+5+---4+99 + 101

12. Verifique que valen las igualdades de abajo y escriba los siguientes dos renglones.
1+2=3

44+5+6=7+8
9+10+11+12=13+14+15
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Considere la siguiente tabla

n xn yn x_n

Yn
1 1 1 1.0
2 3 2 1.5
3 7 5 1.4
4 17 12 1.41666667
5 41 29 1.41379310
6 99 70 1.41428571
7 239 169 | 1.41420118
8 577 408 1.41422156
9 1393 985 | 1.41421319
10 3363 | 2378 | 1.41421362
11
12
13

a) Escriba los valores de la sucesion x,, para las filas 11, 12y 13.
b) Escriba los valores de la sucesion y,, para las filas 11, 12, y 13.

c) Halle los valores para las tres Gltimas filas de la cuarta columna.
d) ¢Qué puede decir de los valores de la cuarta columna?

Considere la siguiente tabla

n Xn Yn x—n

Yn
1 1 1 1.0
2 4 2 2.0
3 10 6 1.66666666
4 28 16 1.75
5 76 44 1.72727272
6 208 120 1.73333333
7 568 328 1.73170731
8 1552 896 1.73214285
9 4240 | 2448 | 1.73202614
10 | 11584 | 6688 | 1.73205741
11
12
13

a) Escriba los valores de la sucesion x,, para las filas 11, 12 y 13.
b) Escriba los valores de la sucesion y,, para las filas 11, 12, y 13.

c¢) Halle los valores para las tres ultimas filas de la cuarta columna.
d) ¢Qué puede decir de los valores de la cuarta columna?
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15. Oscar va a celebrar su cumpleafios y desea colocar luces de colores en su patio (él cuenta
con 50 luces verdes, 50 amarillas y 50 azules), las cuales se formaran pentagonos como se
muestra en la siguiente figura.

Oscar se dio cuenta que al acomodar las luces de colores en el orden anterior, le seria facil
saber cuantas luces necesita para formar hasta siete pentagonos. La informacion se da en la
siguiente tabla

Numero de | Luces verdes | Luces amarillas | Luces azules | Total
Pentagonos
1 1 1 3 5
2 3 3 6 12
3 6 6 10 22
4 10 10 15 35
5
6
7

a) Completa los datos que faltan en las filas 5, 6 y 7.
b) Siguiendo el orden de Oscar, encuentra cuantas luces verdes, amarillas y azules le hacen
falta si él quisiera formar 10 pentagonos.

3.5 Propositos del cuestionario
En general, cada una de las preguntas del cuestionario tiene un mismo propésito, el
cual es identificar si hay un potencial en estudiantes de nivel medio superior para reconocer

patrones en un contexto de sucesiones de objetos matematicos y no matematicos.

Procedemos a explicar a que nos referimos cuando hablamos de potencial.
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Por el potencial que pudieran tener los estudiantes en el reconocimiento de patrones,
nos referimos a su capacidad para reconocerlos aun cuando no cuenten con el conocimiento

matematico, lenguaje matematico o lenguaje natural para expresarlo.

En nuestro estudio no descartamos la posibilidad de que el estudiante tenga
dificultades para expresar el patron que rige en una sucesion de objetos, por ejemplo, la
regla de formacién utilizando una simbologia matematica adecuada, no obstante trataremos
de averiguar si el estudiante es capaz de detectar las peculiaridades basicas del patrén que
rige una sucesién de objetos matematicos. Es probable que en el proceso del
reconocimiento de un patrén haya més de una tarea implicita que impida al estudiante
reconocer el patron en una primera instancia, sin embargo averiguaremos si mediante
alguna ayuda que le proporcionemos podra reconocerlo. La ayuda consistird solamente de

un estimulo y no, por supuesto, en darle una pista para resolver el problema.

Por otro lado, respecto al disefio del cuestionario hemos considerado sucesiones
cuyos objetos son de diversas naturalezas, en la primera parte del cuestionario
consideramos sucesiones numéricas con relaciones de naturaleza aritmética, sucesiones
numéricas cuyos términos estan definidos en funcion de los anteriores, sucesiones de
enunciados, y sucesiones de figuras. En algunas de las preguntas se le pide al estudiante
gue proponga elementos faltantes de una sucesién, ya sea intermedios o que continte con la

lista de objetos.

En la segunda parte del cuestionario se muestran dos sucesiones de igualdades, asi
como tres diferentes contextos en los cuales se presentan cuatro tablas con informacion
numérica cuya estructura esta definida mediante relaciones matematicas, como lo son,
relaciones de naturaleza aritmética y relaciones de recurrencia. En esta parte se le pide al
estudiante que continte con la escritura de la lista de igualdades, asi como completar la

informacion de las tablas.

En algunos de los problemas de ambas partes del cuestionario, también se le pide al
estudiante que determine algin elemento particular con indice suficientemente grande
como para que renuncie a escribir todos los elementos intermedios y asi necesite determinar
la regla general de construccién. A continuacion describimos con mas detalle ambas partes

del cuestionario.
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En la primera pregunta del cuestionario, se presentan cuatro sucesiones numericas
(mostrando unos cuantos términos de éstas), en las cuales, se pide al estudiante que
proponga términos faltantes, ya sea intermedios o que continde la lista. En la sucesion del
inciso (a) algunos de sus términos coinciden entre si, por su parte las sucesiones (b), (c) y

(d) presentan relaciones de naturaleza aritmética.

1. Escriba en los espacios indicados los términos de cada una de las sucesiones.

a) -1,1,-1, , ,
b) 142 1 64 81
4’9’16’ 25’ ! ! '81’ 100" 77
3 5 7
C) 1' EI 2! EI3IEI i) 1 y v
1111 1 1 1

Q) 15 ,

' 40,320” 362,880" "7

Figura 1. Pregunta 1 de la primera parte del cuestionario.

En la segunda pregunta, se considera una lista finita de nimeros impares positivos
agrupados. En el primer grupo tenemos al numero uno, en el segundo grupo se tienen a los
impares tres y cinco, en el tercer grupo a los impares 7, 9, y 11, etc. Solicitamos que los
estudiantes escriban el quinto, sexto y décimo grupo con el objetivo de averiguar si tienen

potencial para reconocer el patron que sigue el listado de nimeros impares agrupados.

2. Considere el listado de numeros impares agrupados de la siguiente manera
(1), (3,5),(7,9,11),(13,15,17,19) ...

Halle los niumeros impares que se encuentran en el quinto, sexto y décimo grupo.

Figura 2. Pregunta 2 de la primera parte del cuestionario.

En esta pregunta se pretende identificar si los estudiantes reconocen la relacion que

hay entre el nimero de impares en cada grupo y su posicion, ver seccion 3.6.
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La tercera pregunta, consta de dos sucesiones numéricas cuyos términos estan
organizados en bloques de 1s y 0s, en la seccion 3.6 explicamos el patron de cada una de
ellas. Nuestro objetivo es averiguar si el estudiante tiene potencial para reconocer el patron
que rige a cada sucesion.

3. Encuentre los siguientes 8 términos de cada sucesion

1,0,1,00,10,00,10,0,0,0, ..
1,0,1,10,0,1,1,1,0,0,0

Figura 3. Pregunta 3 de la primera parte del cuestionario.

En la cuarta pregunta, se muestran dos sucesiones numéricas cuyos términos estan
definidos en funcion de los anteriores, la primera de ellas, es la conocida sucesion de
Fibonacci y la segunda una de sus variantes. En ambos casos, determinar los tres términos
siguientes requiere reconocer relaciones aritméticas de alta sofisticacion, por lo cual, el

estudiante necesita de una excelente agudeza visual.

4. Escriba los siguientes tres términos de cada una de las sucesiones.

a) 1,1,23,5,8,13,21 ...
b) 1,3,7,17,41,99, ..

Figura 4. Pregunta 4 de la primera parte del cuestionario.

La quinta pregunta, consiste de una sucesion numerica de tipo especial, ver seccion
3.6. Nuestro objetivo es averiguar si el estudiante tiene potencial para reconocer el patron

que permite construir los tres términos intermedios.

5. Escriba en cada espacio el término correspondiente de la siguiente sucesion.

1,2,4,5,8,9, 13, 14, 19, , , , 34,35 ...

Figura 5. Pregunta 5 de la primera parte del cuestionario.

En la sexta pregunta, se presenta una sucesion de enunciados. Los enunciados son las

verbalizaciones que describen al patrén que rige a la sucesion de la quinta pregunta.
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6. Considere la secuencia de enunciados y continte la lista escribiendo los siguientes tres.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)
i)

Uno mas uno
Dos mas dos
Cuatro mas uno
Cinco mas tres
Ocho mas uno
Nueve mas cuatro

Figura 6. Pregunta 6 de la primera parte del cuestionario.

En la séptima pregunta, se muestra una sucesion de figuras, en ésta, solicitamos que

el estudiante determine la cantidad de cuadrados en distintas posiciones. Elegimos

posiciones con indice suficientemente grande como para que los estudiantes renuncien a

dibujar todas las figuras intermedias y asi necesiten determinar la regla general de

construccion. Nuestro objetivo es identificar si el estudiante tiene potencial para reconocer

el patron que rige a la sucesion.

7. Observe la siguiente secuencia de figuras

1 2 3 4
OO0 OdOQg OOogdQod ooOodg
[] HIN OO0 HiEIEIN
O OO0 »O0ad HiN|EIR
O OO ¢O4gdd HiN|EIE

Continuando con el crecimiento de esta secuencia, ¢cuantos cuadrados hay en las
figuras que ocupan las posiciones 8 y 15?

Figura 7. Pregunta 7 de la primera parte del cuestionario.

La pregunta nimero ocho, consta de una sucesion numerica cuyos elementos son de

naturaleza aritmética. En esta sucesion solicitamos que el estudiante escriba los términos

intermedios faltantes, ver figura 8, ademas pedimos que el estudiante determine un
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elemento particular con indice suficientemente grande como para que renuncie a escribir
todos los términos intermedios y asi necesite determinar la regla general de construccion.
Planteamos las tareas anteriores, con el objetivo de identificar si el estudiante tiene

potencial para reconocer el patron que rige a la sucesion.

8. Considere la siguiente sucesion

7,11, 15,19, 23, 27, , , , 43,47, ...

a) Escriba en cada espacio el término correspondiente de la sucesion.
b) ¢Qué nimero aparece en la posicién 250?

Figura 8. Pregunta 8 de la primera parte del cuestionario.

En las preguntas nueve y diez del cuestionario, se presenta una tabla que consiste de
una cantidad finita de nimeros naturales. Pretendemos identificar si el estudiante tiene
potencial para reconocer los patrones implicitos en el contexto del problema. La
disposicion de cada numero natural en la tabla plasma algunos patrones, pero en este

trabajo s6lo analizaremos tres de ellos.

El primero es que cada hijo medio tiene la regularidad de ser un multiplo de 3, el
segundo es que el nimero que se encuentra en el centro de cada fila es de la forma 3™ 1,
donde n representa el numero de la fila y el tercero es que el nimero de casillas en cada fila

es de la forma 371, donde n representa el nimero de la fila.

9. Se tiene la siguiente lista de nimeros consecutivos

1
2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 12 13
HEEHEEHEEHEEHEEHEEHERREEN

En la que cada namero tiene 3 hijos: el hijo medio es el triple del padre, el menor es el
triple del padre menos uno y el hijo mayor es el triple del padre mas uno.

a) ¢Cudl es el hijo mayor del nimero 50?

b) ¢Cudl es el hijo menor de 72?

c) ¢Cual es el papa del nimero 2013?

Figura 9. Pregunta 9 de la segunda parte del cuestionario.

43




Capitulo 3 | Metodologia

10. Dado el problema anterior

a) En la primera fila hay una casilla, en la segunda hay tres, ;cuantas casillas hay en la

sexta fila?
b) ¢Qué nimero se encuentra en el centro de la fila 17?

Figura 10. Pregunta 9 de la segunda parte del cuestionario.

La pregunta 11, consiste de una sucesion de igualdades. La verificacion de cada
igualdad sugiere que el estudiante identifique las caracteristicas comunes de una igualdad a
otra, en el primer inciso de esta pregunta, se pide que el estudiante continGe la lista de
igualdades con el proposito de identificar si tiene potencial para reconocer el patron que
siguen cada una de las igualdades. El segundo inciso se ha formulado en el mismo sentido,

solicitando que el estudiante calcule la suma de los primeros 51 nimeros impares.

11. Verifigue que ciertamente valen las siguientes igualdades

1=1
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25
1+3+5+7+9+11=36

a) Escriba los siguientes dos renglones
b) Encuentreel valorde 1 +3+5+:-4+99 + 101

Figura 11. Pregunta 11 de la segunda parte del cuestionario.

En la pregunta 12, se presenta una sucesion de igualdades. La verificacion de cada
igualdad sugiere que el estudiante perciba las caracteristicas comunes de una igualdad a
otra. Pedimos al estudiante escribir las siguientes dos igualdades con el objetivo de
averiguar si tiene potencial para reconocer las peculiaridades basicas del patron que rige a

la sucesion.
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12. Verifique que ciertamente valen las igualdades y escriba los siguientes dos renglones
1+2=3

4+5+6=7+8

94+10+11+12=13+14+15

Figura 12. Pregunta 12 de la segunda parte del cuestionario.

Por su parte, cada una de las preguntas 13 y 14 muestran una tabla construida a través

de dos sucesiones numéricas, cuyos términos estan definidos en funcion de los anteriores,

ver seccién 3.6. Los incisos (a) y (b) solicitan al estudiante escribir los términos de ambas

sucesiones para las filas 11, 12 y 13, finalmente el inciso (d) se plante6 para indagar si el

estudiante puede identificar que los valores de los cocientes en la cuarta columna se

aproximan a v2 y +/3 respectivamente.

13. Considere la siguiente tabla
n le Yn x_n
Vn

1 1 1 1.0

2 3 2 1.5

3 7 5 1.4

4 17 12 1.41666667

5 41 29 1.41379310

6 99 70 1.41428571

7 239 169 1.41420118

8 577 408 1.41422156

9 1393 985 1.41421319

10 3363 2378 1.41421362

11

12

13
a) Escriba los valores de la sucesion x,, para las filas 11, 12 y 13.
b) Escriba los valores de la sucesion y,, para las filas 11, 12, y 13.
c) Halle los valores para las tres tltimas filas de la cuarta columna.
d) ¢Qué puede decir de los valores de la cuarta columna?

Figura 13. Pregunta 13 de la segunda parte del cuestionario.
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14. Considere la siguiente tabla
n Xn Yn x_n
In

1 1 1 1.0

2 4 2 2.0

3 10 6 1.66666666

4 28 16 1.75

5 76 44 1.72727272

6 208 120 1.73333333

7 568 328 1.73170731

8 1552 896 1.73214285

9 4240 2448 1.73202614

10 11584 | 6688 1.73205741

11

12

13
a) Escriba los valores de la sucesién x,, para las filas 11, 12y 13.
b) Escriba los valores de la sucesion y,, para las filas 11, 12, y 13.
c) Halle los valores para las tres Gltimas filas de la cuarta columna.
d) ¢Qué puede decir de los valores de la cuarta columna?

Figura 14. Pregunta 14 de la segunda parte del cuestionario.

Finalmente, la pregunta 15 consiste de un problema, cuya solucion requiere reconocer

relaciones de naturaleza aritmética, ver figura 15. En el planteamiento del problema

incluimos una tabla que muestra la cantidad de luces que se necesitan para formar los

primeros cuatro pentagonos. Solicitamos que el estudiante calcule la cantidad de luces

verdes, amarillas y azules para formar hasta 10 pentagonos.
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15. Oscar va celebrar su cumpleafios y desea colocar luces de colores en su patio (él cuenta
con 50 luces verdes, 50 amarillas y 50 azules), las cuales formen pentdgonos como se
muestra en la siguiente figura

Oscar se dio cuenta que al acomodar las luces de colores en el orden anterior, le seria
facil saber cuantas luces necesita para formar hasta siete pentdgonos. La informacion se
da en la siguiente tabla

Numero de | Luces verdes | Luces amarillas | Luces azules | Total
Pentagonos
1 1 1 3 5
2 3 3 6 12
3 6 6 10 22
4 10 10 15 35
5
6
7

a) Completa los datos que faltan en las filas 5, 6 y 7.
b) Siguiendo el orden de Oscar, encuentra cuantas luces verdes, amarillas y azules le
hacen falta si él quisiera formar 10 pentagonos.

Figura 15. Pregunta 15 de la segunda parte del cuestionario.

3.6 Respuestas del cuestionario
Pregunta 1

En la primera sucesion, esto es, —1,1,—1, ... el patron que siguen sus elementos es
que se van alternando -1s y 1s, su formula general estd determinada por a, = (—1)".

Asimismo, notamos que a partir del segundo término de la sucesion cada uno de los
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siguientes se puede obtener en funcién del anterior, por lo que también podemos escribir la
regla en forma recursiva a; = —1, a,+; = —1 a,. De esta forma, la respuesta para el

primer inciso es

-3,1,-14, 1, -1,1,..

14 9 16

Para la segunda sucesion, -,-,—,—,..
4°9° 16" 25

el patron que se observa tanto en

numeradores como en denominadores es que estan determinados por el cuadrado de un
entero positivo n, esto es, los numeradores estan determinados por el cuadrado del valor de

su posicién y los denominadores estan definidos por el cuadrado del valor de la siguiente

n2

posicion. Su férmula general esta dada por a, = v por consiguiente la respuesta a esta
n

pregunta es

4’9’16’ 25" 36’ 49’ 64’ 81" 100" ™

.y 3 5 .. .
En la tercera sucesion, 1, -, 2, ~,3,~...notamos que en las posiciones impares se

NN

encuentra la lista de los primeros numeros naturales y en las posiciones pares los
numeradores consisten de nimeros impares consecutivos, comenzando con el impar ‘tres’,
también notamos que en estas posiciones los denominadores tienen la caracteristica de estar

determinados por el nimero ‘dos’. Por otro lado, podemos convertir los términos enteros a

) )

Ny O

. 2 3
a medios =, =,
2° 2

N A
N |

7 . g .z , .
1 e € identificar que hay una relacion entre el término de la

., . g . n+1
sucesion y su posicion, la cual queda determinada por a, = -

Otra forma de determinar los elementos de esta sucesion es reconocer que a partir del
. . . . . 1 , . .
segundo término cada uno de los siguientes se obtiene sumando > al término anterior, por lo
-z -, -, - 1
que su regla de formacion también puede ser dada en notacion recursiva a,4; = a, + 3

con a; = 1. De esta forma la respuesta correcta es

1, 2, 2,
2

N |un

) 3IZ) 4|
2

N |©

, 5, ...

S le: .z 111 1 1 p . , .
En la Gltima sucesion =,-,=,—,—, ... el patron que siguen sus términos es que los

1’2"6’24" 120’
numeradores estan determinados por el nimero uno, ademas los denominadores se pueden

calcular por medio del factorial de un entero positivo n, esto es, el factorial del valor de su
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. ey P 1
posicion, por lo que su regla general estd dada por a, = — De esta manera, la respuesta

correcta es

1111 1 1 1 1 1

Pregunta 2

Para determinar los nUmeros impares que se encuentran en el quinto, sexto y décimo
grupo, el primer punto a notar es que el numero de impares consecutivos en cada grupo
corresponde con el nimero de su posicidn, por consiguiente, en el quinto grupo hay cinco
impares consecutivos, en el sexto hay seis impares consecutivos y en el décimo grupo hay
diez impares consecutivos. Continuando con la solucién, nos fijaremos en los Gltimos
numeros impares que se encuentran en los primeros cuatro grupos, ver tabla 12.

Tabla 12. Ultimos nGmeros impares de los primeros cuatro grupos.

No. de Grupo 1 2 3 4
Ultimo impar 1 5 11 19

Nuestra siguiente tarea es encontrar si hay una relacion entre los términos de la nueva
sucesion (la generada por los ultimos impares de los primeros cuatro grupos) y su posicion,
para esto re-expresemos los primeros cuatro términos y tratemos de determinar su regla de

formacion.

Tabla 13. Regla de formacion.

No. de Grupo 1 2 3 4 n

1240=1 22+1=5 32+2=11 4243=19 . a,=n’+((n-1)

La regla mostrada en la tabla 13, nos permite calcular el Gltimo nimero impar que se
encuentra en el quinto, sexto y décimo grupo, como se muestra en la tabla 14.

Tabla 14. Ultimo impar en el quinto, sexto y décimo grupo.
No. de Grupo 1 5 6 10

12+0=1 .. 5244=29 6*+5=41 .. 10%*+9=109

De esta forma, los resultados de la tabla 14 y considerando que el nimero de impares

consecutivos en cada grupo corresponde con el nimero de su posicion, nos permiten
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determinar cada uno de los numeros impares que se encuentran en el quinto, sexto y

décimo grupo, como se muestra en la tabla 15.

Tabla 15. NUmeros impares que se encuentran en los primeros diez grupos.
No. de Grupo

€9)

(3,5
(7,9,11)
(13,15,17,19)
(21,23,25,27,29)
(31,33,35,37,39,41)

OO B WIN -

10 (91,93,95,97,99,101,103,105,107,109)

De forma similar, podemos fijarnos en los primeros numeros impares que se
encuentran en los primeros cuatro grupos (1,3,7,13,...) y determinar que su regla de
formacién esta dada por a,, =n? — (n — 1). Dada esta regla, que nos permite calcular el
primer nimero impar que se encuentra en el quinto, sexto y décimo grupo, bastara realizar

el conteo de los nimeros impares que le siguen.
Pregunta 3

En la primera sucesion, 1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0, ... el patrén que siguen sus
elementos es que se van alternando 1s y Os y ademas cada vez que se alternan se aumenta

un cero a la sucesion. Por consiguiente, la respuesta es:

Tabla 16.

123 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

1010010001 0O O O O1 O O OO O 1 O

Para la segunda sucesién, 1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,... el patrén es que se van
alternando 1s y Os y ademas 1s y Os van aumentando en uno mas, cada vez que se alternan.

Por lo tanto, la respuesta es:

Tabla 17.

n 123 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

x», 1011001110 0 0 1 1 1 1 0 0 0 O
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Pregunta 4

El patron que rige a la sucesion 1,1, 2,3,5,8,13,21 ... es que, a partir de su tercer
término, cada uno de los siguientes se obtiene al sumar los dos términos anteriores, de esta
manera la regla de formacion estd dada por a; =1, a, =1y a, = a,_1 + a,_, para

n = 3. Por consiguiente, los tres términos siguientes son 34, 55 y 89.

Por otro lado, el patron que rige a la sucesion 1,3,7,17,41,99, ... es que, a partir de
su tercer término, cada uno de los siguientes se obtiene al sumar el doble valor del término
anterior mas el valor del penultimo término, estoes,a; =1, a, =3y a, = 2a,_1 + a,_

para n = 3. Por lo tanto, los tres términos siguientes son 239,577 y 1393.
Pregunta 5

El patron de la sucesion 1,2,4,5,8,9,13,14, 19, ... es que, dado su primer término
a, = 1, procedemos a sumarle la unidad para obtener al segundo término, posteriormente,
al segundo término le sumamos dos unidades para obtener al tercer término, al tercero
nuevamente le sumamos la unidad, al cuarto término le sumamos tres unidades, asi
sucesivamente. En otras palabras, a partir del primer término operamos alternadamente,
empezando por sumar la unidad y después ir sumando los nimeros naturales, partiendo

desde el nimero dos. De esta forma, la respuesta es:

1,2,4,5,8,9,13,14,19, 20, 26,27,34,35 ...
Pregunta 6

Retomando la sucesion de enunciados de la pregunta 6, a saber,

a) Uno méas uno

b) Dos més dos

c) Cuatro mas uno
d) Cinco mas tres

e) Ocho mas uno

f)  Nueve més cuatro

observamos en primer lugar, que el patron que determina la estructura de cada enunciado
estd implicito en la lectura de los mismos. Por un lado, podemos percibir que a partir del

segundo enunciado en cada uno de los siguientes, los ‘primeros sumandos’ son el resultado
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de la suma que expresa el enunciado anterior, por ejemplo, ‘Uno mas uno’ es igual a ‘Dos’,

‘Dos mas dos’ es igual a ‘Cuatro’, ‘Cinco mas tres’ es igual a ‘Ocho’, etc.

Por otro lado, podemos percibir frases alternadas que expresan al ‘segundo sumando’
de cada enunciado, a saber, ‘mas uno’, ‘mas dos’, ‘mas uno’, ‘mas tres’, ‘mas uno’, ‘mas
cuatro’, etc. De esta manera, con “Uno mas uno” como primer enunciado, la regla de
formacion consiste en escribir el resultado de la suma que expresa el enunciado anterior y
posteriormente escribir alternadamente las frases que expresan al ‘segundo sumando’ del
enunciando, comenzando por las frases ‘mas dos’, ‘mas tres’, ‘mdas cuatro’, ‘mas cinco’,
etc., siguiendo el orden de los nimeros naturales, y después la frase ‘mas uno’. Por

consiguiente, la respuesta es:

g)  Trece mas uno

h)  Catorce mas cinco

i) Diecinueve més uno

Pregunta 7

La estructura de cada una de las figuras en la sucesion de la pregunta 7, nos permite
percibir que al pasar de una posicion a otra, hay un aumento de una columna formada por
cuatro cuadrados. También podemos identificar, que el nimero de columnas con esta
caracteristica corresponde con el valor de la posicion en la que se encuentran, es decir, hay
una relacion entre el valor que expresa la cantidad de columnas formadas por cuatro

cuadrados y el valor de su posicion.

Con base en esta relacién, hasta este momento logramos identificar, que en cada
figura hay una cantidad igual a 4n cuadrados donde n representa el valor de su posicion,
ademas podemos notar que en la parte superior derecha de cada figura hay un cuadrado
mas, por consiguiente, la regla que determina la cantidad de cuadrados en cualquier figura
de la sucesion estd dada por 4n + 1. Dado lo anterior, para las figuras que ocupan las

posiciones 8 y 15 hay 33 y 61 cuadrados respectivamente.
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Pregunta 8

En la sucesion 7,11, 15,19, 23,27, ... podemos percibir primeramente, que a partir
del segundo término cada uno de los siguientes se obtiene sumando cuatro unidades al

término anterior.

En segundo lugar, podemos continuar la lista de términos de la sucesion, por medio
del patron que hemos identificado al re-expresar aritméticamente cada uno de sus primeros
seis términos. Por ejemplo, el nimero 7 lo podemos re-expresar como 4 + 3, el nimero 11

lo re-expresamos como 8 + 3, el 15 como 12 + 3, el 19 como 16 + 3, etc.

En estas expresiones, podemos reconocer que cada uno de los primeros sumandos es
de la forma 4n y la suma de la constante tres. Las caracteristicas anteriores, nos facilitan
identificar que hay una relacion entre los términos de la sucesion y su posicion. De esta
forma, la regla de formacion queda determinada por 4n + 3, donde n representa el valor de

la posicion. Por lo tanto, la respuesta para el inciso (a) es
7,11,15,19,23,27,31,35,39,43,47, ...

Finalmente, utilizando la regla de formacion obtenemos que el término de la sucesion

que aparece en la posicion 250 es el nUmero 1003.
Pregunta 9

En la informacién que brinda el enunciado de la pregunta 9, podemos reconocer que
las tres caracteristicas esenciales que permiten la construccién de su tabla, ver figura 9, son
que: el hijo medio es el triple del padre, el menor es el triple del padre menos uno y el hijo

mayor es el triple del padre méas uno.

De esta forma, para responder la primera pregunta ¢cual es el hijo mayor del nimero
50?, bastara reconocer que el hijo mayor es el triple del padre mas uno, por consiguiente,
debemos obtener el triple del ndmero cincuenta y sumarle la unidad, asi hemos
determinado que el hijo mayor del nimero 50 es 151. Para responder la pregunta ¢;cual es el
hijo menor de 72?, es suficiente identificar que el hijo menor es el triple del padre menos
uno, por lo tanto, el hijo menor del nimero 72 es (3 x 72) — 1 = 215. Finalmente, para
responder la cuestion ¢cudl es el papa del nimero 2013?, bastara reconocer nuevamente que

el hijo medio es el triple del padre, al invertir esta la regla podemos identificar que la
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respuesta esta implicita en los residuos modulo 3, esto es, en {0,1,2}. Para este caso

(%) el residuo es igual a cero, lo cual significa que el padre del nimero 2013 es 671.

Pregunta 10

En la pregunta 10, dar respuesta a ;cuantas casillas hay en la sexta fila? requiere
retomar la informacién que se nos brinda en la tabla de la pregunta 9, esto es, en la primera
fila hay una casilla, en la segunda fila hay tres casillas, en la tercera hay nueve, etc.
Después de analizar la informacion que brinda la tabla, ver figura 9, podemos identificar
que el ndmero de casillas en cada fila corresponde con una potencia del nimero tres, a
saber, en la primera fila hay 3° = 1 casilla, en la segunda hay 3! = 3 casillas, en la tercera
hay 32 =9, en la cuarta hay 3% = 27, etc., de esta forma, en la enésima fila hay 3"~1
casillas. Por lo tanto, en la sexta fila habra 36~ = 3% = 243 casillas. Hacemos notar, que
consideramos pedir al estudiante el numero de casillas en la sexta fila, debido a que el
niimero 3%~ es lo suficientemente grande para que el estudiante no dibuje todas las casillas
hasta llegar a la fila nimero seis y es lo suficientemente pequefio para hacer la aritmética

correspondiente que permita calcular las 243 casillas.

Continuando con el segundo inciso de la pregunta 10, el cual es, ;qué numero se
encuentra en el centro de la fila 17?, podemos identificar de manera similar que el nimero
que se encuentra en el centro de cada fila corresponde con una potencia del nimero tres,
en la primera fila el nimero en el centro es 1 = 3%, en la segunda fila el nimero en el
centro es 3 = 31, en la tercera el nimero en el centro es 9 = 32, etc., de esta manera, en la
enésima fila el nimero que se encuentra en el centro sera igual a 3™ . Por lo tanto, el

namero en el centro de la fila 17 es
317-1 =316 = 43 046 721.
Pregunta 11

En la pregunta 11, el analisis de una igualdad a otra nos permite identificar en primer
lugar, que el nimero de sumandos impares en cada renglon siempre aumenta en uno mas,
esto es, el nimero de sumandos impares consecutivos coincide con el numero de la

igualdad en la que se encuentran.
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1) 1=1
2) 1+3=4
3) 1+3+5=9
4 1434+5+7=16
5 1+3+4+5+7+9=25
6) 1+3+5+7+9+11=236
Ademas, podemos notar que el patrén que sigue cada igualdad es que el valor total de
la suma corresponde con el cuadrado del nimero de sumandos impares consecutivos que la
generan. Por lo tanto, siendo n la variable que representa el nUmero sumandos impares
consecutivos, el resultado total de su suma sera n?. De esta forma, las igualdades en los

renglones séptimo y octavo son

7)) 14+3454+74+9+114+13=49
8) 1+3+54+74+9+11+13+15=64
La relacion anterior, nos permite identificar que para conocer el valor de la suma
1+3+5+--499+ 101 requerimos saber cuantos impares se estan sumando, para esto,

basta reconocer que el Gltimo impar en cada expresion es de la forma 2n — 1. En este caso,

podemos expresar al Gltimo impar como 2n — 1 = 101, por lo tanton = 122 = 51, lo cual

significa que la igualdad en su miembro izquierdo consta de 51 sumandos impares. De aqui
quel+3+5+--4+99+ 101 =512 = 2 601.

Pregunta 12

La tarea en la pregunta 12, consiste en continuar la lista de igualdades. Para
determinar las dos igualdades siguientes, lo primero que identificamos, es que los nimeros
que aparecen en las tres primeras igualdades son consecutivos. Por otra parte, al nhumerar

cada renglon

1) 1+2=3
2) 4+5+6=7+8
3) 9+10+11+12 =13+ 14 + 15

55



Capitulo 3 | Metodologia

podemos detectar que el numero de sumandos en ambos lados de cada igualdad crece de
acuerdo con el orden de los nimeros naturales. Dado lo anterior, las igualdades en el cuarto

y quinto renglon son:

4)16+17+18+19+20=21+22+23 + 24
5)25+26+27+28+29+4+30=31+32+33+34+35
Por otra parte, notamos que la primera igualdad comienza con el nimero uno, la
segunda igualdad comienza con el numero 4, la tercera con el nimero 9, etc., en otras
palabras, el primer sumando en cada renglén es un nimero cuadrado perfecto. Dadas las

caracteristicas anteriores, el patron que rige el listado de igualdades esta dado por
n?+m*+1D+-+m*+n)=m*+n+1)+ -+ (n*+2n)
Donde n representa el nimero del renglon que ocupa la igualdad.
Pregunta 13

Para la pregunta 13, procedemos a explicar el patron que permite continuar la lista de
términos, en cada una de las sucesiones de la tabla, ver figura 13. Primeramente, notamos
que tanto x,, como y, son sucesiones que presentan una relacién recurrente entre sus
términos, esto es, a partir del tercer término cada uno de los siguientes se obtiene sumando

el doble valor del término anterior més el valor del pendltimo término.

x1 =1, x, =3y x, = 2x,,_1 + Xp_p paran = 3.

V1=1 Y, =2Y Yn=2Yn1 + yp paran = 3.
Por otro lado, en la tabla de la pregunta 13, también identificamos que no solamente

X, Y Y, SON recurrentes por si mismas, sino que la una depende de la otra, esto es:

Xp =2Yp-1+Xpq,C0Nx; =1yy; =1

Yn=Yn-1+Xp_,C0Nx =1yy; =1
Por ejemplo, para la cuarta fila, los términos en las sucesiones x, y y,, se pueden

expresar como 17 = 2(5) + 7y 12 = 5 + 7 respectivamente.

Por consiguiente, las respuestas para los tres primeros incisos de esta pregunta son
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Tabla 18. Valores de las sucesiones
X, Y yn paralasfilas 11, 12y 13.

n xn y n x—n
Yn

1 1 1 1.0

11 8119 5741 1.41421355
12 19601 13860 1.41421356
13 47321 33461 1.41421356

Finalmente, la respuesta para el Gltimo inciso de esta pregunta, es que los valores de

los cocientes en la tabla se aproximan a v/2.
Pregunta 14

Para la pregunta 14, de manera similar explicamos el patron que permite continuar la
lista de términos, en cada una de las sucesiones de la tabla, ver figura 14. En primer lugar,
notamos que tanto x,, como y,, son sucesiones que presentan una relacion recurrente entre
sus términos, esto es, a partir del tercer término cada uno de los siguientes se obtiene al

calcular el doble valor de la suma de los dos términos anteriores.

x1=1x,=4,Y x, = 2(xp_1 + x,_,) paran = 3.

yvi=1 Y, =2, Y ¥ =2n-1 + Yn-2) paran = 3.

Por otro lado, en la tabla de la pregunta 14, también detectamos que no solamente x,,

Y yn SON recurrentes por si mismas, sino que la una depende de la otra, esto es:

Xpn = 3Yp-1 +Xp-1,CONx; =1yy; =1

Yn=Yn-1+Xpq,C0Nx =1yy; =1
Por ejemplo, para la quinta fila, los terminos en las sucesiones x, y y, se pueden

expresar como 76 = 3(16) + 28y 44 = 16 + 28 respectivamente.

Por lo tanto, las respuestas para los tres primeros incisos de esta pregunta son
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Tabla 19. Valores de las sucesiones
X, Y yYn paralasfilas 11, 12y 13.

n xn yn x—n
Yn

1 1 1 1.0

11 31648 18272 1.73204904
12 86464 49920 1.73205128
13 236224 136384 1.73205068

Por ultimo, la respuesta para el Gltimo inciso de esta pregunta, es que los valores de

los cocientes en la tabla se aproximan a /3.
Pregunta 15

Finalmente, en la tabla de la pregunta 15 podemos identificar que a partir del segundo
valor numérico de la columna ‘luces verdes’ cada uno de los siguientes se obtiene al sumar
todos los valores numéricos de la columna ‘numero de pentagonos’ que Se encuentran en
filas anteriores, incluyendo el valor del nimero de pentdgonos que se deseen formar. Por
ejemplo, para calcular el nidmero de luces verdes que se necesitan para formar tres
pentagonos realizamos la suma 1 + 2 + 3 = 10, para formar cuatro pentdgonos realizamos
la sumal+2+3+4 =10, etc., ver tabla 20. De forma similar, se pueden calcular la

cantidad de luces de color amarillo y verde.

Notamos que en las columnas ‘luces verdes’, ‘luces amarillas’ y ‘luces azules’ se
encuentra implicita la suma de los primeros n numeros naturales, por consiguiente,
podemos calcular la cantidad de luces para formar cualquier nimero de pentagonos a través

de la siguiente férmula.

n(n+1)

P(n) =2T(n) + T(n+1), conT(n) = ==

Donde n representa el nimero de pentagonos que deseamos formar.

De esta forma, los datos que faltan en las filas 5, 6 y 7 son
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Tabla 20. Cantidad de luces verdes, amarillas y azules para
formar hasta siete pentagonos.

Numero de | Luces verdes | Luces amarillas | Luces azules | Total
Pentagonos
1 1 1 3 5
2 3 3 6 12
3 6 6 10 22
4 10 10 15 35
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92

Finalmente, para calcular la cantidad de luces que le faltan a Oscar para formar 10

pentagonos, hacemos lo siguiente

P(10) = 2 T(10) + T(11)
P(10) = 2(55) + 66
P(10) = 176

Por lo tanto, como Oscar cuenta con 150 luces, determinamos que le hacen falta 26
luces para formar 10 pentagonos, de las cuales 5 son verdes, 5 son amarillas y 16 son

azules.
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Capitulo 4

Analisis de las respuestas del cuestionario

En este capitulo, se presenta el analisis de los resultados obtenidos que consideramos
los mas relevantes para cada una de las preguntas de la primera y segunda parte del
cuestionario, tomando en cuenta las respuestas dadas en forma escrita y las obtenidas por
los casos en que se valord la necesidad de una entrevista para la aclaraciéon de ideas. La
discusion de los datos obtenidos se hizo en correlacion con las ideas fundamentales

sugeridas del marco tedrico.

La tablas 21 y 22 muestran los resultados obtenidos en las preguntas de la primera y
segunda parte del cuestionario. El relleno verde indica que los estudiantes contestaron
satisfactoriamente, el color rojo significa que muestran dificultades para dar una respuesta

correcta, y el blanco representa las preguntas que no fueron contestadas.
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Tabla 21. Resultados obtenidos en las preguntas de la primera parte del cuestionario.

Alumno

Al
A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
Bl
B2
B3
B4
BS
B6
B7
B8
B9
B10
Bl1
B12
B13
B14
B15
B16
B17

Pregunta

Pregunta

Pregunta
3

Pregunta

Pregunta

Pregunta
6

Pregunta

Pregunta
8

Respuestas
correctas

a b

24

23

22

23

a b

24 | 10
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Tabla 22. Resultados obtenidos en las preguntas de la segunda parte del cuestionario.

Alumno

Al
A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
Bl
B2
B3
B4
BS
B6
B7
B8
B9
B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17

Respuestas
correctas

Pregunta

Pregunta
10

Pregunta
11

Pregunta
12

Pregunta
13

Pregunta
14

Pregunta
15

2
0

a b

alblc|d

albjc|d

| 2 | b

A continuacion mostramos una discusion de las respuestas mas relevantes en ambas

partes del cuestionario, en correlacion con las ideas fundamentales del marco tedrico.
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4.1 Discusion de resultados obtenidos en las preguntas de la primera
parte del cuestionario

Acerca de la pregunta la:

En la primera sucesion, —1,1,—1, ... se identificd que a excepcion del estudiante
B17, todos lograron continuar la lista de términos. Las respuestas de la mayoria de los
estudiantes revelan que fueron capaces de percibir que la ley de formacién es alternar -1s y
1s. Ademas, en las figuras 16 y 17 se muestra que los estudiantes B5 y B13 plasmaron en
un lenguaje visible las peculiaridades basicas del patron que percibieron.

a) —1515-13 ’l ,"'1 . 1

5 maw

r‘ . -

‘ : eoshvo ceaal
la (cglc\ de Sanss dice -

. e paque
Qque ()= -

Figura 16. Respuesta al problema 1a por B5.

Y, Q/_,/ll-l/i—f_' , ) 2 a sceglercioy
- NC9ortivo
Pos"}'p\/o

Figura 17. Respuesta al problema 1a por B13.

En el caso del estudiante B5, la formulacion que realizo es “Se resuelve poniendo un
1 positivo y negativo porque la regla de los signos dice que (+)(—) = — ”. Esta expresion
nos permitid identificar que en cada término de la sucesion el estudiante B5 utilizo al

nimero ‘-1’ como factor para generar la siguiente posicion.

Respecto al alumno B17 que fue el Unico que no contesto la pregunta 1(a) durante la
aplicacion del cuestionario, decidimos entrevistarlo para conocer los motivos que le
impidieron establecer una respuesta y le pedimos que nuevamente intentara contestarla. A

continuacion presentamos un fragmento de su dialogo y el resultado de su respuesta.
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Entrevista alumno B17
Pregunta la

Investigadora: En la primera parte del cuestionario, en la pregunta 1(a), usted
no contesto la pregunta, quiero que usted lea la pregunta y responda el
inciso (a).

Alumno B17: Bueno (el alumno empieza a leer lo siguiente) escriba en los
espacios indicados los términos de cada una de las sucesiones, inciso (a)
-1, 1 y -1, jah! No le vi (recuerda por qué no contesto la pregunta y
explica sus motivos), bueno un comienzo a lo que sigue, estd menos
uno, uno positivo y vuelve a estar un nimero que se repite menos uno,
entonces como no le encontré, quise contestar algo rapido entonces me
segui con la que ...

Investigadora: Ok, me puedes decir ahora, ¢cuales son los tres términos que
siguen?

Alumno B17: Pues eh... que sea una sucesion de uno hmm... dos, menos dos y
dos (sin embargo en el cuestionario escribe -2, 2, -2).

1. Escriba en los espacios indicados los términos de cada una de las sucesiones.

a) '19 19 -17 '?,]_, 5 2 5 ol i

Figura 18. Respuesta al problema 1a por B17.

Una vez que el estudiante B17 explord los pocos términos de la sucesion,
identificamos que él fue capaz de percibir que el primer y el tercer término coinciden entre
si, en la figura 18 se muestra que B17 plasmo que -2, 2 y -2 son los siguientes tres
términos. Su solucién nos permite reconocer que él fue capaz de percibir una ley de
formacién diferente que le funciond para comprobar los tres primeros términos de la

sucesion y para continuar la lista de términos.
Como Rivera (1993) menciona:

Desde un punto de vista estricto, unos cuantos términos no son suficientes para definir
una sucesién, pues no obstante que en la mayoria de los ejemplos que aparecen en los
textos, hay una “ley natural” de formacion sugerida por esos primeros términos, los
estudiantes podrian argumentar legitimamente, dos correspondientes leyes de
formacion diferentes. Por ejemplo, si escribimos 3, 5, 7, ... algunos podrian opinar que
el cuarto término es 9 (seguramente es lo “mdas natural”), mientras que otros podrian
asegurar que es 11, argumentando que se trata de la sucesion de los primos impares”.

(pp. 2-3).
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La respuesta del alumno B17, nos permite evidenciar, que efectivamente podemos

encontrar argumentaciones con sentido por parte de los estudiantes.

Acerca de la pregunta 1b:

2 28 ... se identifico que 15 estudiantes fueron capaces de

En la sucesion, ,
16 5

4
F;I

AR

escribir los tres términos intermedios que se solicitaron. En este grupo, notamos que seis
estudiantes lograron percibir que el numerador y denominador de cada fraccion son
numeros cuadrados perfectos y la mayoria de estos estudiantes también detectd que a partir
del primer término de la sucesion el valor del denominador coincide con el valor del
numerador de la siguiente posicion. A continuacién, mostramos el caso del estudiante A8

que en esta sucesion realizé la formulacion “son puros nimeros al cuadrado™.

Entrevista alumno A8

Pregunta 1b

Investigadora: En la pregunta 1b

Alumno A8: Son puros nimeros al cuadrado

. 14 9
Investigadora: Tenemos e los numeradores son

Alumno A8: 1,4, 9, 16, ...
Investigadora: Y en los denominadores
Alumno A8: 4,9, 16y 25.

Por otro lado, los nueve estudiantes restantes que también contestaron
satisfactoriamente son A2, A4, A6, B3, B4, B5, B11, B12 y B16. Estos nueve estudiantes
realizaron conteos de una posicion a la siguiente y percibieron que los numeradores se
generan conforme a la suma de los primeros n numeros impares, lo cual les ayudo a

determinar los valores de cada denominador, ver figuras 19 y 20.
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Figura 19. Respuesta al problema 1b por B5.
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Figura 20. Respuesta al problema 1b por B11.

Finalmente, de los 5 alumnos que tuvieron dificultades para escribir los tres términos
intermedios, ver tabla Al, identificamos que algunos de ellos si percibieron la presencia de
los numeros cuadrados perfectos, pero no lograron determinar los tres términos intermedios
ya que no percibieron las caracteristicas comunes de un término a otro o la relacion que hay

entre el término de la sucesion y su posicion.

Acerca de la pregunta 1c:

(IR

. 3 5 . . pn .
En la tercera sucesion, 1, > 2, 5,3, , ... Identificamos que todos los estudiantes

N

fueron capaces de continuar la lista de términos. En este grupo, cabe destacar que aunque
11 estudiantes lograron percibir las peculiaridades basicas del patron (ver celdas amarillas
de la tabla Al), plasmaron a cada término de la sucesion como la combinacion de un

namero entero y una fraccion impropia, como se observa en la figura 21.

3 5
C) 11 "2': 2;;

Figura 21. Respuesta al problema 1c por B10.

7 f__.. = 1] '.b
:315.!4 i "-:"'Ts ’g r M Ll

b

Por otro lado, tenemos los casos representativos de A6, B5, B8 y B13, quienes

intentaron expresar sus percepciones mediante el lenguaje escrito. Por ejemplo, el recurso
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matematico que utilizo el alumno A6, fue convertir los términos enteros a medios, lo cual le
permitio percibir nimeros naturales consecutivos en los numeradores de cada fraccion. Esta

conversion fue un punto clave que le facilité continuar la lista de términos de la sucesion.
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Figura 22. Respuesta al problema 1c por A6.

Por su parte, los alumnos B5 y B13 hicieron un esfuerzo por expresar algunas
caracteristicas comunes entre los términos de la sucesion, las cuales les sirvieron para

generar los tres términos siguientes, ver figuras 23 y 24.
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Figura 23. Respuesta al problema 1c por B5.
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Figura 24. Respuesta al problema 1c por B13.

Finalmente, los alumnos A8 y B8 fueron capaces de percibir que a cada término de la

.z 1 . . .
sucesion se le suma > para obtener el siguiente, ver figura 25.
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Figura 25. Respuesta al problema 1c por B8.

En el caso del estudiante A8 identificamos que también tuvo éxito para describir las
peculiaridades basicas del patron, puesto que explicé que fue sumando % a cada término de
la sucesidn, como se muestra en el siguiente fragmento de su entrevista.

Entrevista alumno A8

Pregunta 1c
Investigadora: Para la sucesion 1c, ¢qué fue lo que usted hizo?

1 1 3 ;1 4
Alumno A8: Se va sumando p al 1 le sumas > dan >+ Mas ~ son - que son 2...

. , 1 ,
Investigadora: ¢(Como fue que encontraste que se suma 5?, ¢qué fue lo que

hiciste?
. 23456 .
Alumno A8: Transformo en medios y ya veo que va de T3 555 Yasiyse le
va sumando.
Acerca de la pregunta 1d:
.. 1 11 1 1 - . . .
En la sucesion 1355 o0 identificamos en primer lugar que ocho estudiantes

no contestaron la pregunta, en segundo lugar notamos que el estudiante B10 fue el Unico
que mostrd dificultades para determinar los dos términos intermedios de la sucesion, y en
tercer lugar identificamos que 16 estudiantes fueron capaces de percibir que los

denominadores estan definidos por el producto de los primeros n nimeros naturales.

En este ultimo grupo sobresalen 11 estudiantes, de los cuales, diez lograron plasmar
las peculiaridades basicas del patrén mediante descripciones coloquiales y algunas

expresiones aritméticas, como es el caso de los estudiantes B5 y B9, ver figuras 26 y 27.
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Figura 26. Respuesta al problema 1d por B5.
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Figura 27. Respuesta al problema 1d por B9.

El onceavo estudiante es A8, quien logré describir las peculiaridades bésicas del
patron al explicar que para generar los siguientes denominadores “Se va multiplicando la
posicion por el denominador del anterior”. Podemos identificar que la percepcion del
estudiante A8 le sirvio para calcular el valor del siguiente denominador a partir del
producto de los primeros n — 1 naturales. El trabajo de este estudiante revela que fue capaz
de verificar su regla para los primeros 5 términos de la sucesion y ademas la utilizé para
generar los términos que ocupan la sexta y séptima posicion. A continuacion mostramos

parte de su entrevista.

Entrevista alumno A8
Pregunta 1d
Investigadora: En la pregunta 1d ;qué fue lo que hiciste?

Alumno A8: Se va multiplicando la posicion por el denominador del anterior,
por ejemplo, aca que es la posicién dos, se va a multiplicar por uno, da
dos. La posicién tres va a ser 3(2)=6, aca (se refiere al elemento que
ocupa el cuarto lugar) va a ser 4(6)=24, luego esta es la posicién 5,
5(24)=120, luego la posicion 6 va a ser 6(120)=720, en la posicién 7 va
a ser 7(720)=5040.
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Finalmente de los estudiantes que no contestaron la pregunta 1d, decidimos
entrevistar a Al y le sugerimos que nuevamente intentara contestar la pregunta. Los
resultados fueron que nuevamente no tuvo éxito para percibir las peculiaridades basicas del

patrén que rige a la sucesion.

Entrevista alumno Al
Pregunta 1d
Investigadora: En la pregunta 1d no la respondio

Alumno Al: El problema es que aqui no, por la presion y todo realmente no
pude encontrar una sucesion, asi que pues la deje en blanco.

Investigadora: Ok

Alumno Al: Ahora el problema son los denominadores. (Se le dio un tiempo
para contestar la pregunta, sin embargo no logré proponer los dos
términos intermedios de la sucesion).

Acerca de la pregunta 2:

En la segunda pregunta del cuestionario, se identific que a excepcion de los alumnos
B7 y B13 todos fueron capaces de reconocer el patron que sigue el listado de nimeros
impares agrupados. Sus respuestas revelan que lograron percibir que el niamero del grupo

es igual al nimero de impares que lo constituyen, ver figura 28.

Grope 5=(21,33,35,233,39) F-(43,45,4%, 49,5}, 53, )
rope 6=(3),33,35,3%,39, 1) §.(53,59, 41,43, 65, 6%, 49, F)

‘rups 10 = (41,93 95,97, 99, 1o] 103,105, 10F [09)

Figura 28. Respuesta al problema 2 por Al.

Otro ejemplo, es el caso del estudiante B8 quien fue capaz de plasmar su percepcion
mediante el lenguaje escrito, B8 nos manifestd que “el nimero del grupo es igual al

numero de elementos”, ver figura 29.
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Figura 29. Respuesta al problema 2 por B8.

Por otro lado, el estudiante B5 nos intent6 explicar que identificé nimeros impares en
cada grupo y que el numero de impares aumenta de acuerdo con el orden de los nimeros
naturales, como él expreso: “van aumentando del 1, 2, 3, 4, etc.”, ver figura 30. Esta
descripcion y su respuesta en el cuestionario nos permiten confirmar que B5 fue capaz de
percibir que el nimero del grupo es igual al nimero de impares que lo constituyen.
Finalmente, la Gnica dificultad que mostr6 B5 fue que no realizd correctamente el conteo de
los impares en el décimo grupo, ver figura 30.

7 (1),¢3,9),0.4, 1M, (3, 15,12,19), (2\,73,25,23,24) , (3',3335,37,39,41)
ol

L
i - 5° £

(95,67,99,9,%,95,93,94, 101,103)

16°

) \o (en\ui gotQve Tan S\)\n NLeaOf  enQUl®) #n {‘oj @a(erx_fﬁm‘f
Y ven aumentando de\ 1,2,3,Y, ete.

Figura 30. Respuesta al problema 2 por B5.
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Como ya habiamos mencionado, los estudiantes que tuvieron dificultades para
determinar los nimeros impares que se encuentran en el quinto, sexto y décimo grupo
fueron B7 y B13. Por un lado, el estudiante B13 fue capaz de plasmar que “el grupo
siguiente integra un nimero mas mientras crece”, ver figura 31. Esta formulacion nos
revela que B13 si fue capaz de percibir las peculiaridades basicas del patron y que usé esta
regla para ir agrupando la lista de los nimeros, pero no identificod que los niUmeros que

constituyen a cada grupo son nimeros impares, ver figura 31.

c[uenoo v ol gwpo ""k:')'d v NO. Maj /"‘erfm)

vecs .33, 31,35)(51,52,53 , 54,55
25 §5°79) , (80,31, 3o
2) (2!, 23/ 5¢,57,58,59)

D eci mo

Figura 31. Respuesta al problema 2 por B13.

Por otro lado, en el caso del estudiante B7 decidimos entrevistarlo con el objetivo de
gue nos argumentara su respuesta y el resultado fue que nuevamente mostrd dificultades

para recordar y explicar lo que hizo.

Entrevista alumno B7
Pregunta 2

Investigadora: En la pregunta 2, en su respuesta, usted solamente me dio dos
grupos, el (23, 25, 27, 29, 30), el (33, 35, 37, 41, 43, 45) y en el tercero
usted nada mas escribio el nimero 47, pero necesito saber, ¢por qué
escribio esos nimeros en cada grupo?

Alumno B7: El alumno lee la pregunta 2

Investigadora: La grabacién no se entiende, sin embargo el alumno se puso muy
nervioso y en las notas del dia de la entrevista se menciona que el
alumno no recuerda como procedid y no pudo explicar su respuesta.

Finalmente, la entrevista del estudiante A8 nos permitio confirmar que él logro
percibir las peculiaridades bésicas del patron que rige al listado de los nimeros impares. El
estudiante A8 nos explico que identifico nGmeros impares en cada grupo y ademas intento

describirnos que la cantidad de numeros impares es igual al nimero de su grupo, como él
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expresd: “la cantidad de nimeros va a ser igual que el grupo, el nimero de grupo que

sea”. A continuacion mostramos el diadlogo del estudiante A8.

Entrevista alumno A8
Pregunta 2:

Investigadora: En la pregunta dos usted escribio el grupo 5, el grupo 6 vy el
décimo grupo, por favor explicame ;qué fue lo que te ayudo a
determinar esos grupos?

Alumno A8: Son los nimeros impares, en el tercer grupo por ejemplo va a
ver... bueno la cantidad de numeros va a ser igual que el grupo, el
nimero de grupo que sea, entonces en este caso el grupo quinto va a
tener los cinco numeros impares siguientes que van del cuarto, y asi, de
hecho creo que escribi todos.

Investigadora: No, sélo escribiste los tres grupos (la investigadora se refiere al
quinto, sexto y décimo).

Acerca de la pregunta 3a:

En la sucesion 1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,... se identific6 que todos los
estudiantes fueron capaces de continuar la lista de términos, pero las respuestas de los
estudiantes A4 y B5 revelan que ellos plasmaron a cada téermino de la sucesion como un
bloque de 1s y 0s. El estudiante B5 expreso que “los ceros van aumentando de 1, 2, 3,
etc.”, lo cual revela que B5 logrd percibir que se aumenta un cero a la sucesion cada vez

que se alternan 1sy 0Os, ver figura 32.
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Figura 32. Respuesta al problema 3a por B5.
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Por otro lado, tenemos los casos de los estudiantes A6, B6 y B13, quienes intentaron
explicar sus soluciones, ver figuras 33, 34 y 35. Por ejemplo B6 nos explico “s6lo le voy
aumentando 1 al 0”. Esta expresion nos permitié identificar que B6 fue capaz de percibir

que se aumenta un cero a la sucesion cada vez que se alternan 1sy 0s.

3241,0,1,00,1,000,1,0,0,0,0, 1,0,0000 1 0

~tlS =202

. . )
2 encontfec el Nnume. ¢ JE€ Unos 4

Ceo: gut van ea coAJu/\\ol

«a a 3 «
v “Mmentandg cada ver més

Figura 33. Respuesta al problema 3a por A6.
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Figura 34. Respuesta al problema 3a por Bé6.
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Figura 35. Respuesta al problema 3a por B13.

Podemos identificar que los estudiantes A6, B6 y B13 tienen dificultades para
explicar sus percepciones mediante su lenguaje natural, pero es claro que lograron
comprender la ley de formacion de los términos de la sucesion y que la utilizaron para
proponer los ocho términos siguientes.

Por otro lado, tenemos el caso del estudiante A3 que borr6 su respuesta (que fue
correcta) durante la aplicacion del cuestionario. Dada esta situacion, decidimos
entrevistarlo con el objetivo de conocer lo que hizo. Enseguida mostramos parte de su

dialogo.
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Entrevista alumno A3

Pregunta 3a

Investigadora: En la pregunta 3a explicame que fue lo que hiciste para
determinar los 8 términos, primero quiero que leas el enunciado.

Alumno A3: Encuentra los siguientes 8 términos de cada sucesién. Aja yo lo
que hice es que como va 1, 0 (sefiala los dos primeros términos de la
sucesion 3a), uno, dos (sefiala el tercero, cuarto y quinto elemento de la
sucesion 3a, esto es, 1, 0, 0) y vi que iban de la numeracion 1, 2, 3, 4, ...
y luego aqui pues obviamente iba el 5 (sefiala su respuesta 1, 0,0,0,0,0,
1,...) juno y cinco ceros! Y asi me iba, uno y los seis ceros, y luego uno
y siete ceros y asi.

Investigadora: ;Como lo describirias?

Alumno A3: jEh! Que va, como en la numeracion. Asi va uno... pues va un
cero, luego 1, 2 (el estudiante sefiala los términos 1, 0, 0), luego 1, 3 (el
estudiante sefiala los términos 1, 0, 0, 0)... Asi en la numeracién, va de,
pues asi.

Podemos identificar que el estudiante A3 tuvo éxito para percibir la ley de formacion
de la sucesion 3a, como él nos comento: “y vi que iban de la numeracion 1, 2, 3, 4, ...”, |0
cual nos revela que logré detectar que los Os van aumentando de acuerdo con el orden de
los numeros naturales. Por otro lado, la entrevista anterior nos permite notar que el
estudiante A3 intentd describir coloquialmente su regla, al expresar la siguiente
formulacién: “jEh! Que va, como en la numeracion. Asi va uno... pues va un cero, luego 1,
2, luego 1, 3... Asi en la numeracion”. Finalmente identificamos que A3 verifico la utilidad
de su regla para los 14 términos mostrados en el cuestionario y recurrio a ésta para
continuar la lista de términos de la sucesion, como lo muestran las siguientes lineas: “y
luego aqui pues obviamente iba el 5, juno y cinco ceros! Y asi me iba, uno y los seis ceros,

y luego uno y siete ceros y asi”.
Acerca de la pregunta 3b:

En la sucesion 1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0, ..., se identific6 que a excepcion del
estudiante A3 todos fueron capaces de continuar la lista de términos. En primer lugar
tenemos los casos representativos de los estudiantes B5, B6 y B16 quienes plasmaron las
peculiaridades basicas del patron mediante el lenguaje escrito, ver figuras 36, 37 y 38. Las

respuestas de B5, B6 y B16 nos revelan que los tres estudiantes fueron capaces de percibir
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que 1s y Os se alternan y que 1s y Os van aumentando de acuerdo con el orden de los

nameros naturales.

b) los uro y cefo voan aumentanda 1,2, 3, ete.

Figura 36. Respuesta al problema 3b por B5.
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Figura 37. Respuesta al problema 3b por B6.
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Figura 38. Respuesta al problema 3b por B16.

Finalmente, respecto al estudiante A3 que fue el Unico que no respondié la pregunta,
decidimos entrevistarlo y le sugerimos que ocupara unos minutos de su entrevista para

proponer los ocho términos que se le solicitaron en la sucesion 3b. Enseguida mostramos el

resultado de su trabajo.

Entrevista alumno A3

Pregunta 3b

Investigadora: En la pregunta 3b usted no respondio (se le permite responder)
Alumno A3: jAh! Era lo mismo pero ahora con los unos.

Investigadora: Expliqueme que haria

Alumno A3: Aja, por ejemplo en el primero dice 1, 0, y luego va asi como por
decirse... jAja! pero ahora como en el primero (sefiala la sucesion 3a)
solo iban aumentando los ceros, aqui en el 3b json los dos!, aca es 1, 0,
enelotroesl,1,0,0,jdos! Yluego 1,1, 1,0,0,0 jvade tres!

Investigadora: Y el siguiente
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Alumno A3: El siguiente seria 1, 1, 1, 1 y cuatro ceros.
Investigadora: Y el siguiente

Alumno A3: Y asi pues cinco unos y cinco ceros y asi va a aumentar
Investigadora: Puedes escribir tu respuesta en la hoja.

Alumno A3: Acé los escribo.

Investigadora: Si. Entonces, ;como describes el comportamiento de esta
sucesion?

Alumno A3: Que va, como se dice, que va creciendo conforme a la
numeracion, van creciendo los nimeros, los ceros y los unos.

La entrevista del estudiante A3 nos permitio identificar que él fue capaz de percibir
las peculiaridades basicas del patron de los términos de la sucesion. Notamos que dado el
éxito para responder la pregunta 3a el estudiante A3 no tuvo dificultad alguna para intentar
describir su regla mediante un lenguaje coloquial. Durante el didlogo de A3 identificamos
que él fue capaz de comprender la ley de formacion, puesto que nos expresod “jAja! pero
ahora como en el primero (sefiala la sucesion 3a) solo iban aumentando los ceros, aqui en
el 3b json los dos!, acaes 1,0,enelotroes 1, 1, 0,0, jdos! Yluego 1, 1, 1,0, 0, O jva de
tres!”. Finalmente, identificamos que A3 verifico la utilidad de su regla para los 12
términos mostrados en el cuestionario y también la utiliz6 para determinar los ocho

términos siguientes.

Acerca de la pregunta 4a:

En la sucesion 1,1,2,3,5,8,13,21 ... se identificO que a excepcion del estudiante
B1, todos tuvieron una actitud positiva hacia la tarea ‘determinar los tres términos
siguientes’. Incluso al final de la aplicacién del cuestionario, algunos de los estudiantes me
comentaron que ‘percibian que debian actuar de una forma diferente en las sucesiones 4a
y 4b’, y que tenian curiosidad por saber cbmo podrian proceder para encontrar los tres

términos que se les pedian.

Respecto a los resultados en esta pregunta, se identificd que 6 estudiantes tuvieron

dificultades para percibir el patron que rige a la sucesion, ver tabla A4. Como es el caso del
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estudiante A3, quien a partir del octavo término de la sucesion procedio a sumar cantidades

diferentes sin relacion alguna, para obtener los tres términos siguientes, ver figura 39.

4. Escriba los siguientes tres términos de cada una de las sucesiones.
2) 1,1,2,3,5,8,13,21, 24 ,3%, 13

Figura 39. Respuesta al problema 4a por A3.

Por otro lado, identificamos que 18 estudiantes percibieron que los dos primeros
términos de la sucesion son unos y que cada uno de los siguientes se obtiene al sumar los
dos términos anteriores. También notamos que los estudiantes A6, B5, B6, B8, B13 y B16
lograron describir sus percepciones en forma escrita, por ejemplo A6 plasmé que su regla

consiste en “sumar los dos numeros que estan juntos”, ver figura 40.

o) . .
ﬂ‘ IJ\JL’SB%{-&' ;‘:’3___’ BE» 80, -~ Sum™a lh‘, NUMEVOS gvE e-,‘i(,n \.!U._"f:

s ==y 2

Figura 40. Respuesta al problema 4a por A6.

Dos ejemplos mas que cabe mencionar son los estudiantes Al y A8, quienes
intentaron explicar el patron que rige a la sucesion 4a, durante sus entrevistas. En el caso de
Al se observd que aunque no logro describir la regla de formacion de manera explicita si
logr6 comprenderla y utilizarla para calcular algunos términos con indice pequefio.
Respecto al alumno A8, identificamos que tuvo éxito, para describirnos, que la regla
consiste en “sumar los dos nimeros anteriores”. A continuacion mostramos parte de sus

entrevistas.

Pregunta 4a

Investigadora: En la pregunta 4 nos dice encuentra los siguientes tres términos
de cada una de las sucesiones, en la primera sucesion yo le di los
primeros 8 elementos y usted escribié los nimeros 34, 55 y 89, me
puedes decir ;,como los hallaste?

Alumno Al: A ver recuerdo, bueno aqui segun yo para encontrar el tercero
(sefiala el numero 2 en la sucesion) tenemos que tener los dos datos
anteriores por ejemplo 1+1 daba el siguiente jdos!, 2+1 daba el siguiente
itres!, 3+2 daba el siguiente, 5+3 daba el siguiente jocho!, 8+5 daba el
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siguiente jtrece!, 13+8 da el siguiente jveintiuno! Y entonces seria
21+13 daria el siguiente y asi hasta llegar al 34, 55y 89.

Entrevista alumno A8
Pregunta 4a
Investigadora: Ok, no te preocupes. Ahora ¢cual es la regla que hallaste?

Alumno A8: Sumar los dos nimeros anteriores, se suma el niimero anterior mas
el anterior del anterior.

Finalmente, entrevistamos al estudiante B17 quien tuvo dificultades para determinar
los tres elementos siguientes de la sucesion 4a, ver tabla A4. El resultado de su entrevista
fue que no logré explicar la respuesta que propuso en su cuestionario, como se muestra en

las siguientes lineas.
Entrevista alumno B17

Pregunta 4a
Investigadora: Puedes leer por favor la pregunta 4a
Alumno B17: El alumno comienza a leer la pregunta 4a

Investigadora: Aja, los nimeros que usted escribio fueron 37, 69 y 133, ahora
¢por queé escribid esos nimeros?

Alumno B17: No me acuerdo cémo le hice, hay no me acuerdo, pero segun
yo... (El alumno intent6 recordar, pero se puso muy nervioso al no
poder recordar lo que hizo y decidimos terminar su entrevista).

Acerca de la pregunta 4b:

En la sucesion 1,3,7,17,41, 99, ... se observd un aumento notable de estudiantes que
no contestaron la pregunta. En comparacién a los resultados obtenidos en la pregunta 4a,
trece alumnos no fueron capaces de proponer una respuesta. Ademas los estudiantes B6,
B11 y B13 mostraron dificultades para percibir la regla de formacion que funciona para los

primeros seis términos de la sucesion, ver tabla A4.

Por otra parte, identificamos que 9 estudiantes si lograron percibir la regla de
formacion de los términos de la sucesion. A continuacion mostramos los casos de los
estudiantes A6, A7 y B8 quienes mostraron potencial para reconocer que los dos primeros
términos son 1y 3 y que cada uno de los siguientes se obtiene al sumar el doble valor del

término anterior mas el valor del penultimo término.
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En primer lugar, los estudiantes A6 y A7 intentaron describir en forma escrita la regla
de formacion que percibieron, por ejemplo, A6 nos explico lo siguiente: “sumo el nimero a

la derecha con el de la izquierda y se vuelve a sumar el de la derecha”, ver figura 41.

L;) \'3.'3—\’?,'Jﬂh}f{({l qu E?? Y?QB _33‘“""0 el cUme.o e ‘-« o\e-fl‘nq «gn €

p—

de la ir 9\,(913- Y se vvelve a ¢

de la Jeveche

Figura 41. Respuesta al problema 4b por A6.

En el caso del estudiante A7, identificamos que también fue capaz de plasmar sus
ideas en un lenguaje visible, ver figura 42. El expresé la regla de formacion mediante
algunas expresiones aritméticas y ademas verifico la utilidad de su regla para los primeros

seis términos de la sucesién.

R o, a+3 710 9 Volur ¢ sygper 3 eq e SUMe 4+(“."59

Figura 42. Respuesta al problema 4b por A7.

En segundo lugar, el estudiante B8 expresé que la regla de formacién consiste en

sumar “el doble de nUmero anterior a la respuesta mas el anterior a este”, ver figura 43.

EJ) ";;:a ! l?rfL{i; iiilf Zkéqu %{7 ?ijjéflja

T N yrraly € |
FeFfves’

{ i3 i t&r .y a =]
«| l,:]:\l’ le plah Novvie i€ 1 f.op “1 1

Figura 43. Respuesta al problema 4b por B8.
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Finalmente, de los estudiantes que no contestaron la pregunta 4b, tenemos los casos

de Al y A8 a quienes les sugerimos que intentaran proponer los tres términos siguientes

durante algunos minutos de sus entrevistas. A continuacion mostramos parte de sus

diélogos.

Entrevista alumno Al
Pregunta 4b
Investigadora: Ahora para la pregunta 4b, no la contesto (el investigador da un

tiempo para contestarla).

Alumno Al: Bueno segun yo de los tres que veo seria 3(2)+1 porque 3(2)=6
mas uno jsiete!, 7(2)=14 mas tres 17, entonces segun yo siguiendo esa
I6gica seria 17(2)+7 quedaria 41, 41(2)+17 quedaria 99 y 99(2)+41 y
daria el siguiente nimero.

Investigadora: Me puedes escribir en la hoja los tres términos, encuentra los tres
términos siguientes

Alumno Al: Serian 99(2)+41... (el alumno procede a realizar las operaciones
para determinar los tres términos siguientes en la sucesion).

Investigadora: Escribelos en la parte de abajo
Alumno Al: jYa! Segln yo los tres términos que siguen son 239, 577 y 1393

Entrevista alumno A8

Pregunta 4b
Investigadora: Ahora para 4b

Alumno AS8: Es, este... Dos veces el anterior, mas el dos veces antes. Por
ejemplo, este, 3(2)=6; 6+1=7, 7(2)=14; 14+3=17, luego 17(2)=34;
34+7=41y asi.

Investigadora: ¢ Como los encontraste?
Alumno A8: S6lo jme vino!
Investigadora: Si quieres determinar un elemento... entonces...

Alumno A8: Se va a multiplicar por dos el namero anterior y se le va a sumar el
numero anterior del anterior.

Las entrevistas de los alumnos Al y A8 nos permitieron identificar que ambos fueron

capaces de percibir la regla de formacién que rige a la sucesion, ambos también verificaron

la utilidad de su regla para los seis términos mostrados en el cuestionario y en el caso del
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estudiante A8 identificamos que logr6 describir coloquialmente el patron de la sucesion, a
través de la siguiente formulacion: “Se va a multiplicar por dos el nimero anterior y se le

va a sumar el numero anterior del anterior”.
Acerca de la pregunta 5:

En esta pregunta, identificamos que los estudiantes B7 y B14 fueron los Unicos que
tuvieron dificultades para percibir las peculiaridades basicas del patrén. El estudiante B14
percibi6 que basta sumar la unidad a los términos en las posiciones impares para obtener el
término siguiente, pero no percibié que en las posiciones pares, se deben ir sumando los

ndmeros naturales, iniciando desde el niUmero dos.

5. Escriba en cada espac1io 91 térr'nir’lo 1corr1espondiente de la siguiente sucesion.
1& 2% 45,8, 9:13,14.19. 20 . 28 . .20 3495 ..

e
—

S S

Figura 44. Respuesta al problema 5 por B14.

Por otro lado, de los 23 estudiantes que lograron determinar los tres términos
intermedios, presentamos 5 respuestas representativas en las cuales se plasmaron las
peculiaridades basicas del patrén. En primer lugar, los estudiantes Al, B6 y B16 intentaron
expresar que al primer término le sumaron la unidad, que al segundo término le sumaron
dos unidades, que al tercero le sumaron la unidad, que al cuarto término le sumaron tres

unidades, etc., ver figuras 45, 46 y 47.

El estudiante Al realiz6 conteos de un término a otro y recurrié a simbolos numéricos
para expresar que sumo alternadamente la unidad y la suma de n, partiendo desde n = 2.
Por otro lado, los estudiantes B6 y B16 también intentaron plasmar la regla anterior a través
de las siguientes formulaciones: “s6lo le aumento uno y el siguiente el otro nimero”, “se
deja un espacio y se va aumentando 1, espacio, 2, espacio 3, etc.”. Como se observa en las
figuras 45, 46 y 47, los alumnos Al, B6 y B16 fueron capaces de validar la utilidad de sus
formulaciones para los primeros nueve términos de la sucesion y utilizaron la regla de

formacion para calcular los tres términos intermedios.
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5. Escriba en cada espacio el término correspondiente de la siguiente sucesion.

1,2,4,5.8,9,13,14,19, 20 . 26 . 27 3435, ..
L+i#2+i+8+4+4 1136 +] 46 +) +%

Figura 45. Respuesta al problema 5 por Al.

5. Escriba en cada espa(l:io el}té }ng} copres, onfiiente ge la siguiente 3uce§ién.
1,2.4,5.8,9,13,15,19, 20 . 2.6 . X7 34,35, .

" i v
| ) rp .y ¢ Arr
edo ur0 gel s i - ¢

20,26, 29 — solo e

Figura 46. Respuesta al problema 5 por B6.

Figura 47. Respuesta al problema 5 por B16.

En segundo lugar, presentamos el trabajo de los estudiantes B5 y B8, que tuvieron
dificultades para comunicar sus percepciones en forma escrita. Ambos alumnos intentaron
explicar que detectaron parejas de nimeros consecutivos entre los primeros términos de la
sucesion, a saber, la pareja 1, 2, la pareja 4, 5, la pareja 8, 9, la pareja 13, 14, etc.
Posteriormente, expresaron que no aparece el numero 3 después de la primera pareja de
nameros, también intentaron explicar que no aparecen los nimeros 6 y 7 después de la
segunda pareja de numeros, etc. En sus respuestas, se observd que realizaron el conteo de
los nimeros naturales que son consecutivos a cada pareja y reconocieron que esta lista de
numeros crece de acuerdo con el orden de los numeros naturales. De esta forma, lograron

determinar los tres términos intermedios de la sucesion, ver figuras 48 y 49.
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5. Escriba en cada espacio el término correspondiente de la siguiente sucesion.
1,2,4,5,8,9,13,14,19, 20 , 26 , 3 34,35, .
L I " 5

. - ‘211 l Q
5) 50“ 7 Qares Ae AUMNE ol (_.‘\l.-yr,-e(&’ \GX;N\PIO 1 1 S.‘C (RN}

. 4 ) « Vi
4o ke o VA Auwero que €5 5y
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wego ve V4S5 y se le

Figura 48. Respuesta al problema 5 por B5.

Figura 49. Respuesta al problema 5 por B8.

A continuacion mostramos la entrevista del estudiante B8, cuyo resultado fue

satisfactorio, pues, fue capaz de mejorar la descripcion de su percepcion.

Entrevista alumno B8
Pregunta 5

Investigadora: Usted dio esta respuesta (la investigadora sefiala la respuesta del
alumno).

Alumno B8: 20, 26 y 27
Investigadora: Quiero saber ¢cémo obtuvo los nimeros 20, 26 y 277

Alumno B8: Bueno creo que fue por, no sé si es légica o un patron pero
primero son dos numeros seguidos, 1y 2 y después un nimero que no
esta que seria el 3, después otra vez son dos numeros seguidos (el 4 y 5)
y faltan dos nameros (se refiere al nimero 6 y 7), de nuevo dos nimeros
seguidos (sefiala los nimeros 8 y 9) y faltan tres numeros (se refiere a
los nimeros 10, 11 y 12) y asi sucesivamente.
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Acerca de la pregunta 6:

Como se indico en el capitulo tres, la sexta pregunta del cuestionario presenta una
lista de enunciados, que son las verbalizaciones que describen al patron de la sucesion de la
quinta pregunta, a saber, 1,2, 4,5, 8,9, 13, 14, 19,...

En primer lugar, identificamos que los estudiantes A2, A5 y B6 tuvieron dificultades
para percibir el patron que permite construir la sucesion de enunciados. Ademas es
importante mencionar, que estos tres estudiantes contestaron satisfactoriamente la quinta

pregunta del cuestionario.

En el caso del estudiante B6, identificamos que logré percibir las frases alternadas
“mas uno”, “mas dos”, “mas uno”, “mas tres”, “mas uno”, “mas cuatro”, etc. Su respuesta
también revela que fue capaz de percibir que ‘el resultado de la suma que expresa cada
enunciado, representa al primer sumando del siguiente enunciado’, ver figura 50. Pero no
verificO su formulacion “s6lo le sumo el siguiente numero” para los seis primeros

enunciados, por ende, no logré determinar que el siguiente enunciado es ‘trece mas uno’.

6. Considere la secuencia de enunciados y continte la lista escribiendo los siguientes tres.

a) Uno més uno 2) Diez. mas vn4g

L]
b) Dos mas dos h) @nc€ ma § Zingd
¢) Cuatro mas uno i) Miggieris —~a5s ung

d) Cinco maés tres
€) Ocho mas uno
f) Nueve mas cuatro

e

' o) S.qv Al Np-hf’f(.\
’\"-_j.'; /ﬁ"‘ <o B by

Figura 50. Respuesta al problema 6 por B6.

En segundo lugar, se identificO que 22 estudiantes tuvieron éxito para continuar la
lista de enunciados, mostramos 3 respuestas representativas, en las cuales, se plasmaron las

peculiaridades basicas del patrén que rige a la sucesion de enunciados.
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La primera respuesta es del estudiante B14. Cabe destacar que este alumno mostro
dificultades para responder la pregunta 5, pero en esta pregunta logré continuar la lista de
enunciados, ver figura 51. La respuesta de B14 nos permitio identificar su capacidad para
percibir las frases alternadas “mas uno”, “mas dos”, “mas uno”, “mas tres”, “mas uno”,
“mas cuatro”, etc. Posteriormente, identificamos que B14 completd la lista de los primeros
doce numeros naturales y percibid que la lista (3), (6, 7), (10, 11, 12) va incrementando

conforme al orden de los niUmeros naturales.

6. Considere la secuencia de enunciados y continte la lista escribiendo los siguientes tres.

a) Uno mas uno g) Trece moS Ono
b) Dos mas dos h) Cafowe mas Cinco (s, 16 17,18
¢) Cuatro més uno i) Diesinveve  mss tno

d) Cinco maés tres
'/":'I Q’/
e) Ocho mas uno

f) Nueve mas cuatro
10,11, 12

Figura 51. Respuesta al problema 6 por B14.

La segunda respuesta es del estudiante B8. Este alumno percibié que ‘la suma’
expresada en cada enunciado representa al ‘primer sumando’ del siguiente enunciado y
ademas detecto que la frase ‘mas uno’ se alterna en los primeros seis enunciados, como se

muestra en el siguiente fragmento de su entrevista.

Entrevista alumno B8
Pregunta 6
Investigadora: ¢Y su respuesta en la pregunta 6?

Alumno B8: Pues creo que por Idgica 1+1=2 mas dos son 4 y pues como Vi que
se seguian repitiendo el mas uno, son jcinco! (sefiala la frase cuatro mas
uno) y después éste iba aumentando uno nada méas (sefiala las frases,
mas dos, mas tres, mas cuatro), mas tres, mas cuatro, mas cinco y asi.

La tercera respuesta que se identifico es la de los estudiantes A4, A7, B1, B12, B15y
B17 que de manera similar, utilizaron simbolos numéricos para reescribir cada enunciado.
La transformacién numérica fue una estrategia que les facilité percibir el patron de la

sucesion, como se muestra en la figura 52.
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a)UY\O MS One 1l = 3) ! Yece wndd) ONG
b>DOSV15‘; dod =y h) cAloice wma et
C%CU@%YO &% une Hil =S j
9 )Gnee s hes a9 N

Q)Chno m@ab Ao ¢ 3
FINvecx mds kG & 1 =13

Figura 52. Respuesta al problema 6 por B12.

Finalmente, de los alumnos que mostraron dificultades para continuar la lista de
enunciados, decidimos entrevistar al estudiante A5 y lo invitamos a leer nuevamente la
pregunta. El resultado fue satisfactorio, pues logré reconocer el patron y lo utilizé para

proponer los tres enunciados siguientes, ver figura 53.

6. Considere }a secuencia de enunciados y continte la lista escribiendo los siguientes tres.

a) Uno més uno D\ ez cope ¢ (o . -} lvece T 0 o
b) Dos mis dos h) D OAS P e b ety .
¢) Cuatro mas uno i) D W OE e ‘,\ cial @ oD

d) Cinco mads tres
e) Ocho mas uno
f) Nueve mads cuatro

Figura 53. Respuesta al problema 6 por A5.

Acerca de la pregunta 7:

En esta pregunta, se identificd que a excepcion de los estudiantes B2 y B11 todos
fueron capaces de determinar la cantidad de cuadrados en las figuras de las posiciones 8 y

15, enseguida mostramos 6 respuestas representativas.

En primer lugar, mencionamos a los estudiantes Al, A7, A8, B4, B7, B10, B12 y B13
quienes percibieron que el numero de columnas formadas por cuatro cuadrados
corresponde con el valor de la posicidn en la que se encuentran. Este grupo de estudiantes
plasmo sus percepciones mediante algunas expresiones aritméticas y en algunos casos se

observo que describieron de forma escrita los calculos que realizaron para determinar la
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cantidad de cuadrados en las figuras de la octava y decimoquinta posicion. También se
identifico que algunos de estos estudiantes expresaron de forma escrita haber verificado la

utilidad de su regla de formacion, para las primeras 4 figuras mostradas en el cuestionario,

ver figuras 54 y 55.

Fiswrn de T9 posictdh ©
953\,»;5%1:@
‘r;%u»-q de lg PoSiciéy 15K
?B 60*1:’@
60 o
Figura 54. Respuesta al problema 7 por Al.
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Figura 55. Respuesta al problema 7 por B12.

En segundo lugar, se identifico que los estudiantes A4, A5, B1, B3, B5, B6, B16 y
B17 recurrieron a simbolos numéricos. Este grupo de alumnos realiz6 el conteo de los
cuadrados en cada una de las primeras cuatro figuras y les asignaron el valor numérico que
representa la cantidad de cuadrados que las forman. Posteriormente, percibieron que cada

valor numeérico se obtiene sumando 4 al anterior, ver figuras 56 y 57.
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Figura 56. Respuesta al problema 7 por B5.
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7. Observe la siguiente secuencia de figuras
P
\

1 2 3 4
00 000 0000 QOO hway 33
O oo oog OoOoono 5
O oo ooo oooa

0 00 000 O0OoOoo

Continuando con esta se;uencia, diga cuantos cuadrados hay en las figuras de las posiciones 8 y 15.

,,,) r_:\ G 3 8 G lo i ; _
r 29 774 [ix) 155\ — L [y 1y ¢
fl\ .J-;) / ___a_‘; 1__-),2_) 15 -3) /{ ] ) :_ ‘_3} \:q_q\\) E’j ies 3 ) TT‘ )
P \ 23 L
A Jols ¢ o A W €4 |r,',),) . e

Figura 57. Respuesta al problema 7 por B16.

En tercer lugar, se identifico que el estudiante A8 fue capaz de expresar el patron que
rige a la sucesion de figuras, mediante una simbologia matematica. El estudiante plasmé
que siendo n la variable que representa la posicién de la figura, la expresion 4n + 1

representa la cantidad de cuadrados de la figura, ver figura 58.

® 5

osvevown 81 33 Se debe wo\xip\hwcar X\ pov e\ VWOvrnaceve de \o
Npn+| ponaon N \oeqe se \e SOvrma \ , pov e\ coadvivko

V5: 6\

vesktowie | pov \oXorte \a fg,rolo es 2\ )\
Figura 58. Respuesta al problema 7 por A8.
En cuarto lugar, se identificdé que los estudiantes A2, A3, B8, B9 y B14 percibieron
un aumento de cuatro cuadrados en cada figura. Los estudiantes dibujaron algunas de las

primeras 15 figuras y en cada ilustracion que realizaron identificamos que agregaron una

columna formada por cuatro cuadrados, ver figura 59.
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Figura 59. Respuesta al problema 7 por A3.

En quinto lugar, mostramos la respuesta del estudiante A6, que fue capaz de percibir
dos caracteristicas en cada figura. En primer lugar, percibié que las 3 udltimas filas de
cuadrados forman un blogue con un total de 3n cuadrados, donde n representa la posicion
de la figura, y en segundo lugar, percibié que la primera fila estd formada por n + 1
cuadrados, donde n representa la posicion de la figura. Aunque el estudiante A6 no logro
hacer una descripcion como la anterior, sus intentos por explicarnos su respuesta nos

facilitaron comprender algunas de las ideas que percibid, ver figura 60.
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Figura 60. Respuesta al problema 7 por Aé6.

Finalmente, en esta pregunta, se identifico que el estudiante B5 procedié de una
manera diferente. En primer lugar, notamos que B5 complet6 bloques con un total de 5n
cuadrados, en cada figura de la sucesion. En segundo lugar, se observd, que en cada figura,

el alumno B5 resto6 el nimero de cuadrados que les agregd, ver figura 61.

La estrategia que utilizo este estudiante, nos facilita determinar que la expresion

5n — (n — 1) representa la cantidad de cuadrados de la enésima figura. Por otra parte, los
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calculos aritméticos que plasmo el estudiante B5 y a través de los cuales identificamos sus
percepciones revelan que no logré expresar la regla de formacion mediante una simbologia
matematica adecuada, pero si fue capaz de percibirla, comprobarla en casos particulares y

utilizarla para determinar la cantidad de cuadrados en las figuras de las posiciones 8 y 15.

7. Observe la siguiente secuencia de figuras

1 2 3 4 osiuin8 = 45
00 000 0ood ooood /.., .00 1561
O 000 000 Ooooo .
0 00 OO0, 0000 moidpiave Sx8 Y Resie?
O OO0 000 oOo00g 5 4 Sw5Yy Reskdny

Figura 61. Respuesta al problema 7 por B15.

Acerca de la pregunta 8a:

En esta pregunta, se identifico que a excepcion del estudiante B11 todos fueron
capaces de proponer los tres términos faltantes de la sucesion. Por un lado, los estudiantes
Al, A4, B3, B6, B8, B9, B12, B15 y B17 percibieron la relacion entre los términos de la
sucesion y su posicion, ver figura 62.

8) 7 | 35 = |
) ST 2790 50 o y3up...

S =20 +3 =23

Hx0 = 363222
Figura 62. Respuesta al problema 8a por B12.

La figura anterior, muestra que el estudiante B12 plasmo la regla de formacion en un
lenguaje visible, también logré verificar la utilidad de su regla para los primeros seis

términos de la sucesion y calcul6 nuevos términos en distintas posiciones.
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Por otro lado, identificamos que los estudiantes A2, A3, A5, A6, A7, A8, B1, B2, B4,
B5, B7, B10, B13, B14 y B16 percibieron que el primer término de la sucesion es siete y
que cada uno de los siguientes se obtiene sumando cuatro unidades al término anterior. Por
ejemplo, el estudiante A8 realizd la siguiente formulacién: “en todas va aumentando
cuatro”. La anterior descripcién, nos permitié identificar que A8 sumd cuatro unidades a
cada término de la sucesién para generar el término siguiente. A continuacion mostramos

parte de su entrevista.

Entrevista alumno A8
Pregunta 8

Investigadora: En la pregunta 8 usted escribio los nimeros 31, 35y 39 en las
posiciones que yo le indique, me puedes explicar ¢por qué escribiste
€s0s numeros?

Alumno A8: Ah, va aumentando, de 7 a 11 aumenta cuatro, en todas va
aumentando cuatro es 7+4=11, mas cuatro da 15, 15+4=19, mas cuatro
23, méas cuatro 27 y a 27 le sume cuatro para que de 31, y luego asi, mas
cuatro 35, mas cuatro 39.

Por ultimo, cabe destacar, que en esta sucesion numeérica, hay una diferencia entre los
estudiantes que percibieron la relacion recurrente entre sus términos y los que lograron

reconocer la relacion entre dos variables, siendo estos Gltimos la minoria.
Acerca de la pregunta 8b:

En esta pregunta, identificamos que la mayoria de los estudiantes no contestd la
pregunta, diez estudiantes lograron determinar el nimero que aparece en la posicion 250 y

los estudiantes A2 y A7 tuvieron dificultades para calcularlo.

En primer lugar, consideramos importante mencionar que los dos estudiantes que
mostraron dificultades para determinar el nGmero que aparece en la posicion 250, forman
parte de los estudiantes que percibieron la relacién recurrente entre los términos de la
sucesion. Por ejemplo, el estudiante A7 reexpresé aritméticamente cada uno de los
primeros 9 términos de la sucesion, pero, no logré reconocer que el patrén de las

expresiones esta dado por 4n + 3, ver figura 63.
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Figura 63. Respuesta al problema 8b por A7.

Por otra parte, durante las sesiones de entrevista, se identificé que el estudiante B8
también recurrié a reexpresar los primeros términos de la sucesion y logré describir su
respuesta, puesto que nos expresd “me di cuenta que solo son los multiplos de cuatro,
pero... por ejemplo, 4 en el primero seria 4+3, en el segundo seria el doble de cuatro més
tres jserian oncel, y asi el triple de 4... y ya lo Unico que hice fue multiplicar 250 por 4y le
sume 3”. Su formulacion, nos permitio identificar que aunque no pudo expresar
explicitamente la regla general, fue capaz de comprenderla y usarla para establecer

términos que ocupan distintas posiciones. Enseguida mostramos parte de su entrevista.

Entrevista alumno B8
Pregunta 8b

Investigadora: En la pregunta 8b igual me das el resultado 1003 ;como lo
hallaste?, dice ¢qué nimero aparece en la posicion 250?

Alumno B8: En este caso me di cuenta que todos los nimeros son, se puede
decir que aumentan cuatro, son multiplos de cuatro, por ejemplo 7+4
serian 11, entonces me di cuenta que so6lo son los maltiplos de cuatro,
pero..., por ejemplo, 4 en el primero seria 4+3, en el segundo seria el
doble de cuatro mas tres jserian once!, y asi el triple de 4...y ya lo tnico
que hice fue multiplicar 250 por 4 y le sume 3.

Finalmente cabe destacar que los 10 estudiantes que lograron determinar el nimero

que aparece en la posicion 250, son los mismos estudiantes que plasmaron haber percibido
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la relacién entre los términos de la sucesion y su posicién. Este grupo de estudiantes
plasmo las peculiaridades basicas del patron a través de algunas expresiones aritméticas,
por ejemplo, los calculos aritméticos que se muestran en la figura 64, revelan que el
estudiante A1 generd un nuevo término partiendo de la posicion que ocupa en la sucesion.
Por otro lado, los alumnos A4 y A8 expresaron la regla de formacién utilizando una

simbologia matematica, ver figura 65.

/0 ‘\o;s; (ich A50
250

x4 1,000+3={1.0
L) +32 0%

Figura 64. Respuesta al problema 8b por A1l.

® Y+

Figura 65. Respuesta al problema 8a por A8.

En parrafos anteriores de la pregunta 8a, hemos comentado que el estudiante A8
realizé la formulacién “en todas va aumentando cuatro”, y que esta regla le sirvio para
calcular los tres términos intermedios que se solicitan en el cuestionario. No obstante, un
punto interesante que identificamos en la entrevista del estudiante A8, fue que, para
calcular un término con indice mayor tiende a buscar la relacién entre los términos de la

sucesion y su posicion, a continuacién mostramos parte de su entrevista.

Entrevista alumno A8
Pregunta 8

Investigadora: Aja, ahora en el inciso 8b, que dice ;Qué nimero aparece en la
posicion 2507, usted escribio el numero 1003 como respuesta y en la
hoja posterior para este inciso escribio 4n + 3, expliqueme ¢por qué
escribiste esta formula?

Alumno A8: Pues, solamente me di cuenta, asi, fui buscando, eh bueno va,
pensé el niumero, pensé la formula para que al principio me diera 7 y ya
vi que si iba coincidiendo con los siguientes nimeros, entonces como si
iba quedando pues ya use eso para 250. Por ejemplo 4(2)+3=11,
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4(3)+3=15, fui pensando asi multiplicaciones e irle sumando hasta que
me quedo. Lo primero que hago es, no sé... multiplicando por 2y ya e
irle sumando por ejemplo 2(1)=2 para 7 van a faltar 5 pero para el
siguiente caso 2(2)=4 mas cinco ya dan 9 entonces ya no queda (sefiala
al nimero 11 que ocupa el segundo lugar en la sucesién), entonces ya no
hay que probar multiplicar por 2 sino por otro nimero y ya no sé luego
probé ya con 3 y vi que ese le tenia que sumar... por ejemplo en el
primero seria 3(1)=3 para siete 4 y asi no queda en las siguientes, y ya al
siguiente de multiplicar por 4 y sumarle el 3 para que nos de 7 en la
posicion numero 1 ya coincide y si da el resultado bien en los siguientes
nameros (sefiala los primeros elementos de la sucesién).

4.2 Discusion de resultados obtenidos en las preguntas de la segunda
parte del cuestionario

Acerca de la pregunta 9:

En esta pregunta, se identifico, en primer lugar, que 20 estudiantes fueron capaces de
percibir que el valor de cada hijo medio tiene la regularidad de ser un multiplo de 3, puesto
que lograron determinar el hijo mayor del nimero 50 y el hijo menor del nimero 72, como

se muestra en las respuestas de los estudiantes A8 y B13, ver figuras 66 y 67.

a) (Cudl es el hijo mayor del nimero 50?7 151 2(s0)+\=15)
b) (Cual es el hijo menorde 72? 3(a32)-\1=15
¢) ¢(Cual es el papa del nimero 2013? &3y A0VD — ca

Figura 66. Respuesta al problema 9 por A8.
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Figura 67. Respuesta al problema 9 por B13.
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También identificamos que 4 estudiantes no contestaron las preguntas 9 a 'y 9b, y que
el estudiante B6 tuvo dificultades para proponer el hijo mayor del nimero 50 y el hijo

menor del nimero 72.

Las respuestas del estudiantes B6 en las preguntas 9a y 9b, manifiestan que si
percibio la afirmaciones “el hijo mayor es el triple del padre mas uno y el hijo menor es el
triple del padre menos uno”, pero los nimeros que él propuso, nos revelan que no
comprendié la expresion “el triple de un nimero”, y por ende, no pudo usarla para calcular
el hijo mayor del namero 50 y el hijo menor del niumero 72, ver figura 68.

< 50 mayor o3 yz5o001

129, W{!% O@TZ J)ﬂ

Figura 68. Respuesta al problema 9 por Bé6.
Cabe destacar, que el estudiante B6 tampoco intentd determinar el nimero que es el
padre del nimero 2013.

Finalmente, identificamos que 17 estudiantes lograron proponer al padre del nimero
2013, y que 8 estudiantes no intentaron determinarlo, ver tabla A9. De este ultimo grupo,
mencionamos los casos de los estudiantes B4, B7 y B16 quienes no tuvieron dificultades
para reconocer que “el hijo medio es el triple del padre”. Estos tres estudiantes mostraron
éxito para responder las preguntas 9a y 9b, sin embargo, tuvieron dificultades para
comprender que el valor de cada hijo medio es divisible entre tres, y por ende, para calcular

el padre del niamero 2013.
Acerca de la pregunta 10a:

En esta pregunta, identificamos que 3 estudiantes no la contestaron, 3 tuvieron
dificultades para calcular el nimero de casillas y 19 mostraron potencial para percibir las
peculiaridades bésicas del patrén, puesto que fueron capaces de calcular la cantidad de

casillas en la sexta fila, ver tabla A10. En este ultimo grupo, por un lado, identificamos que
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en su mayoria, percibieron que a partir de la segunda fila, el nimero de casillas es el triple
del nimero de casillas de la fila anterior, como es el caso del estudiante A8 quien manifesto

“asi fui multiplicando por tres hasta que fue 243, a continuaciéon mostramos parte de su
entrevista, en la cual, nos explico su respuesta.

Entrevista alumno A8
Pregunta 10a

Investigadora: En la pregunta 10a usted me dio como resultado 243 casillas,
expliqueme su respuesta.

Alumno A8: Hice todas las operaciones, fui, eh 1(3)=3 que es de la segunda
fila, luego para sacar los de la fila siguiente por tres otra vez y ya dan 9,

luego esos 9 por tres otra vez y asi fui multiplicando por tres hasta que
fue 243.

a) Enla primera fila hay una casilla, en la segunda hay tres, ;cudntas casillas hay en la sexta fila? 2213

o 4= q;i:;%; V5 43B8ra6q
=3 8> 561 \e* Y43y aaon
3=q \0“1q¢83 W= e g ey i

= 3 W= Saoaq
4\‘— -._:( ) o lq\_‘_‘q
e B 137 53y yuy
O l)\\b \)\ \5‘:%4:.313

Figura 69. Respuesta al problema 10a por A8.

Por otro lado, identificamos que los estudiantes A6 y B15 fueron los Gnicos casos que
percibieron y plasmaron en un lenguaje visible, la relacion entre el nimero de casillas y el

namero de su fila. Aunque cabe destacar que B15, no logré expresar de forma correcta que
para la enésima fila hay 3™~ casillas, ver figura 70.

10) : a) 243 Consfen 2"
\arhble : 1/ J

Figura 70. Respuesta al problema 10a por B15.

]

De los estudiantes que intentaron contestar la pregunta 10a, pero que tuvieron

dificultades para calcular las 243 casillas, tenemos los casos de los estudiantes A3 y A7. El
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primero respondié que “en la sexta fila hay 10 casillas ”, lo cual nos muestra que no fue
capaz de identificar que el nimero de casillas crece conforme se avanza de una fila a otra,
ver figura 71. El estudiante A7, por su parte, si percibié que el nimero de casillas se triplica
de una fila a la siguiente, pero err6 en su respuesta, al calcular las casillas de la quinta fila

en lugar de calcular las de la sexta fila, ver figura 72.

Figura 71. Respuesta al problema 10a por A3.
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Figura 72. Respuesta al problema 10a por A7.

Finalmente, el estudiante Al que también tuvo dificultades para calcular la cantidad
de casillas en la sexta fila, en su entrevista mostré que si fue capaz de reconocer las
peculiaridades basicas del patron que genera el nimero de casillas. El estudiante nos
explico “me di cuenta que el nimero de casillas era una potencia de tres”, pero errg en su
respuesta al calcular las casillas de la séptima fila. Enseguida mostramos parte de la
entrevista del estudiante Al.

Entrevista alumno Al
Pregunta 10a

Investigadora: Puede leer la pregunta 10
Alumno Al: ¢inciso (a)?
Investigadora: Si

Alumno Al: En la primera fila, ah, o sea en la tabla del problema anterior
(sefiala la tabla de la pregunta 9), en la primera fila hay una casilla y en
la siguiente hay tres, ;cuéntas casillas hay en la sexta fila? jEh! Ahi lo
respondi (sefiala su respuesta que es 729 casillas) porque eran las
potencias de tres, no sé, por ejemplo aqui es x, aqui seria 3, entonces
aqui empieza.

Investigadora: En la fila uno hay una casilla
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Alumno Al: En la fila dos ya hay 3 casillas, en la fila tres ya hay 9 casillas, en
la fila cuatro hay 27 casillas, me di cuenta que el nimero de casillas era
una potencia de tres.

Acerca de la pregunta 10b:

En esta pregunta, identificamos que 14 estudiantes fueron capaces de percibir que a
partir de la segunda fila, cada namero que se encuentra en el centro es el triple del anterior,
como es el caso del estudiante A5, quien ademas logré plasmar en un lenguaje visible las

peculiaridades basicas del patrdn, ver figura 73.
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Figura 73. Respuesta al problema 10b por AS5.

También identificamos que 6 estudiantes no contestaron la pregunta, y que 5
estudiantes tuvieron dificultades para calcular el nimero que se encuentra en el centro de la
fila 17, ver tabla A10. En este Gltimo grupo, notamos en primer lugar que los estudiantes
A3y A7 al igual que en la pregunta 10a, tampoco tuvieron éxito para determinar el niUmero
central de la fila 17.

En segundo lugar, tenemos los casos de los estudiantes B6, B10 y B13 que si
respondieron correctamente la pregunta 10a, pero mostraron dificultades para calcular el
numero central de la fila 17. Las respuestas de los estudiantes B6, B10 y B13 revelan que

fueron capaces de percibir que a partir de la segunda fila, cada nimero que se encuentra en
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el centro es el triple del anterior, sin embargo, sus errores consistieron en el conteo de las
filas. Por ejemplo, la respuesta de B10 fue el nimero central de la fila 18, ver figura 74, por

otro parte, los estudiantes B6 y B13 calcularon el nimero central de la fila 16.

e [+ PG

L) 1L AlAD 16 3 —= |% \veecesel 3

Figura 74. Respuesta al problema 10b por B10.

Cabe destacar que el estudiante B13 nos explicd que todos los calculos los hizo
mentalmente, lo cual nos hace deducir que posiblemente esta fue la causa de sus errores en
los conteos.

Entrevista alumno B13

Pregunta 10b

Investigadora: En la pregunta 10b

Alumno B13: ;Qué nimero se encuentra en el centro de la fila 17? Hm, lo hice
mental.

Acerca de la pregunta 11a:

En la pregunta 11a, identificamos que todos los estudiantes percibieron las
caracteristicas comunes de una igualdad a otra, y que pudieron utilizarlas para continuar
con la lista de igualdades. La mayoria de este grupo de estudiantes, percibié que a partir de
la segunda igualdad se suma el siguiente nimero impar, también notamos que estos
estudiantes procedieron a sumar todos los numeros impares del séptimo y octavo renglén,
para calcular el valor total de su suma.

Por otro lado, los estudiantes A8 y B5 percibieron que para obtener el valor de la
suma se debe calcular el cuadrado del nimero de impares que la generan. Por ejemplo, el
estudiante A8 en su entrevista, nos explicé “vi que los resultados iban siendo nimeros al
cuadrado”, posteriormente logré mejorar su formulacion al expresar que la regla consiste
en “multiplicar ya sea el nimero de digitos (el estudiante A8 se refiere al nimero de
sumandos impares) o el numero de la fila que sea, al cuadrado.” Esta Ultima descripcion
muestra el potencial que tuvo el estudiante A8 para reconocer el patron de la sucesion de

igualdades. A continuacion mostramos parte de su didlogo.
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Entrevista alumno A8
Pregunta 11 a

Investigadora: La pregunta 11 dice verifique que valen las igualdades de abajo
y escriba los siguientes dos renglones y el inciso (b) le pide la suma del
1 hasta el 101. Explicame como determinaste estos dos renglones (la
investigadora sefiala la respuesta del alumno en su hoja).

Alumno A8: Vi que se les iba agregando el siguiente nimero impar, entonces,
este, si habia por ejemplo en el renglén de anterior habia 6 digitos
(sefiala los 6 impares de la sexta igualdad) el siguiente iba a tener 7 y el
siguiente 8 y asi iba aumentando de uno en uno.

Investigadora: ¢el 49 y el 64?

Alumno A8: Porque vi que los resultados iban siendo ndmeros al cuadrado
Investigadora: En el caso del 49, ¢qué nimero elevaste al cuadrado?
Alumno A8: EI 7

Investigadora: ¢Por qué elevaste el 7?

Alumno A8: Ah, porque es la fila 7 y hay 7 digitos (se refiere a los 7 sumandos
impares del séptimo renglon), bueno vi que, si habia, por ejemplo en la
fila 3, eh que también hay tres digitos (se refiere a los impares 1, 3y 5),
bueno es que se multiplica ya sea el nimero de digitos (se refiere al
nimero de sumandos impares) o el numero de la fila que sea, al
cuadrado.

Finalmente, durante las sesiones de entrevista, confirmamos que el estudiante Al
sumo todos los numeros impares, del séptimo y octavo renglén, para calcular el valor total
de su suma. Cabe destacar que este estudiante logré percibir una caracteristica mas, al
terminar de leer su respuesta, y la describié de la siguiente manera: “los resultados eran el
nimero de la fila al cuadrado”. Por otra parte, se identific6 que Al verificO esta
formulacién para las primeras seis igualdades, como se puede observar en el siguiente
fragmento de su dialogo: “por ejemplo aqui 22 = 4 (sefiala la segunda igualdad), en este
caso 3% = 9, 42 = 16 (sefiala la cuarta igualdad), 52 = 25, 6% = 36 y bueno siguiendo esa
l6gica diria que 72 = 49 y 82 = 64.” A continuacién mostramos parte de la entrevista del
estudiante Al.

Entrevista alumno Al
Pregunta 11a

Investigadora: Ahora en la pregunta 11a, puedes leer el enunciado por favor.
Alumno A1l: Escriba los siguientes renglones de la sucesién
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Investigadora: Lee los renglones que diste como respuesta

Alumno AL:1+3+5+7+9+11+13=49y 14+3+54+7+9+11+
13 + 15 que es igual a 64. Lo que note es que sdlo se le sumaban
nameros impares y que los resultados eran el ndmero de la fila al
cuadrado, o sea, por ejemplo aqui 22 = 4 (sefala la segunda igualdad),
en este caso 32 =9, 42 = 16 (sefiala la cuarta igualdad), 5% = 25,
62 = 36 y bueno siguiendo esa ldgica diria que 72 = 49 y 82 = 64.
Ahorita me doy cuenta que es el nimero de la fila al cuadrado

Investigadora: Aquella vez (en la aplicacion del cuestionario) ¢hiciste lo mismo
para encontrar el nimero 49?

Alumno Al: No, si hice la suma, aquella vez si hice la suma (aclara que para
los renglones 8 y 7 si efectud la suma de cada impar), pero ahorita ya
me doy cuenta que es el namero de la fila al cuadrado y ese ya es el
resultado.

Acerca de la pregunta 11b:

En esta pregunta, se identifico que trece estudiantes fueron capaces de calcular la
suma de los primeros 51 nimeros impares y doce estudiantes no contestaron la pregunta,
ver tabla All. Cabe destacar que desde la pregunta 11a, este Gltimo grupo de estudiantes,
plasmo haber percibido que a partir de la segunda igualdad, se suma el siguiente nimero
impar. Por otro lado, cinco estudiantes que contestaron satisfactoriamente, nos explicaron

que sumaron cada uno de los primeros 51 nimeros impares, ver figura 75.

- . N \* Suena-e
-\ - S G & \ = A0 =~
) 13+ .o TR EW 2 +o Ao

Figura 75. Respuesta al problema 11b por B10.

En las respuestas de esta pregunta, los estudiantes A8 y B5 también plasmaron que el
resultado total de la suma es igual a el cuadrado del nUmero de impares consecutivos que la

generan, ver figuras 76 y 77.
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11. Verifique que valen las siguientes igualdades

1=1
1+3=4
1+43+5=9
1+3+54+7=16
1+34+54+74+9=25
1+3+5+7+9+11=236

1434 54+ A v\ = uq
a) Escriba los siguientes dos renglones. 3 B4R+ Q4N+ \3+\85= Y
b) Encuentre el valorde 14+3+5+--+99+4+ 101 = 5 ¢

%) 260\ s\(s)) =3 een

Figura 76. Respuesta al problema 11b por A8.

1) 1F3FSHI+Q #1413 =49 k) 2,601
q”1¥3;343+0\+\\+13*?5"6”(

b) Encuentre el valorde 1+3+5+--+99 + 101 _-;E‘\ (uo.é( an cle log nuMC‘{Oj

Figura 77. Respuesta al problema 11b por B5.

Destacamos nuevamente la entrevista del estudiante A8, con el proposito de mostrar
el potencial que tuvo en la tarea de reconocimiento de patrones. En este caso, A8 también
fue capaz de percibir que el ultimo impar en cada expresion es de la forma 2n —1. A

continuacién, mostramos parte de su entrevista.

Entrevista alumno A8
Pregunta 11b
Investigadora: Ok, entonces para obtener la suma del 1 hasta el 101 ;qué hizo?

Alumno A8: Pues vi que son 51 digitos (lo recuerda al observar su respuesta y
nota que realiz6 la operacion 51(51)=2601).
Investigadora: ¢Por qué son 51?

Alumno A8: Pues se puede sumar uno al altimo nimero (sefiala al nimero 101)
y dividir entre dos, por ejemplo aca que es la fila 6, al 11 que es el

,ra- 12 ;- ~
Gltimo se le puede sumar uno ya va a ser S es 6, aca igual (sefala la

quinta igualdad) 9+1=10, % = 5, entonces eh, 10;“ es 51.
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Investigadora: Entonces el comportamiento que usted encontro fue

Alumno A8: Que eh, primero se tiene que sacar el nimero de sumandos que
tiene y eso se puede sacar sumandole uno al ultimo digito (impar) y
dividiéndolo entre dos y ya el resultado de la derecha va a ser elevando
el nimero de digitos (impares) al cuadrado.

Finalmente, queremos mencionar el trabajo del alumno A1, en esta pregunta. Como

se ha comentado en el analisis de la pregunta 1la, el estudiante Al tuvo éxito para

continuar la lista de igualdades, pero, en esta pregunta mostré dificultades para determinar

que la expresion 1 + 3 + 54 --- + 99 4+ 101 esta constituida por los primeros 51 nimeros

impares, por consiguiente, no logré calcular el valor de la suma. Enseguida mostramos

parte de su entrevista.

Entrevista alumno Al
Pregunta 11b

Investigadora: La pregunta 11b no la contesto usted, quiero que con lo que
encontraste quiero que me digas cuanto es ese valor (la investigadora
sefialalasumal+3+5+--+99 + 101).

Alumno Al: ;Del 1 al 101? A ver, necesito el nimero de sumandos y dividirlos
a la mitad porque no se estas poniendo todos como debe ser, como sélo
estamos contando los nimeros impares entonces seria como dividirlo a
la mitad y entonces diria que hay 50.5 aproximadamente.

Acerca de la pregunta 12:

Las respuestas en la pregunta 12 nos permitieron identificar, en primer lugar, que 22

estudiantes tuvieron potencial para reconocer las peculiaridades bésicas del patron que rige

el listado de igualdades, puesto que lograron utilizarlas para determinar las siguientes dos

igualdades, ver tabla A12. Estos 22 estudiantes percibieron nimeros consecutivos en las

tres igualdades mostradas en el cuestionario, y ademas detectaron que el numero de

sumandos en ambos lados de cada igualdad crece de acuerdo con el orden de los nimeros

naturales, ver figuras 78 y 79.
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ld= 16+ 1F+18+19+30=3)+ 22+ 23+ 2y
25+ 36+ 31138+ 39+30= 31+ 32+ 33+3Yy4 35

Figura 78. Respuesta al problema 12 por A1l.

12. Verifique que valen las igualdades de abajo y escriba los siguientes dos renglones.

1+2=3
4+5+6=7+8

9+10+11+12=13+14 + 15
16112+18+19120 =214 224 23124
2512642742842G430 = 31132473134+ 3S

Figura 79. Respuesta al problema 12 por B11.

La respuesta del estudiante B11 nos revela que comprendié las peculiaridades basicas

del patron y que las utilizo para continuar el listado de igualdades, pero presento

dificultades para describirlas mediante su lenguaje natural.

En segundo lugar, identificamos que los estudiantes B1l, B7 y B13 tuvieron

dificultades para responder la pregunta 12. Sus respuestas muestran que no lograron

reconocer que el nimero de sumandos en ambos lados de cada igualdad crece de acuerdo

con el orden de los nimeros naturales, ver figura 80.

/19\
A% 10+ 1\ 12 =135
l6t| 241839 +90:=-21Y22 T23+24t25

26127 +22 129 +30+31+39+33+34 435+ 36 43 7

Figura 80. Respuesta al problema 12 por B7.
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Finalmente, destacamos el caso del estudiante A8 quien logré explicarnos sus
percepciones mediante un lenguaje coloquial. Durante su entrevista, confirmamos que
reconocid ndmeros consecutivos en cada igualdad, ya que expresé: “vi que todos los
nameros iban asi como por renglones sucesivamente”. Por otro lado, confirmamos que A8
percibi6 que el nimero de sumandos en ambos lados de cada igualdad crece de acuerdo con
el orden de los nimeros naturales, puesto que nos explicé: “se va aumentando un digito en
cada parte al ir aumentando la fila”. A continuacion mostramos parte de la entrevista del

estudiante A8, donde se plasman las peculiaridades basicas del patrén que percibio.

Entrevista alumno A8
Pregunta 12

Investigadora: Ahora en la pregunta 12, explicame ¢cémo encontraste esos dos
renglones? (la investigadora sefiala su respuesta en la hoja del
cuestionario).

Alumno A8: Ah, vi que todos los numeros iban asi como por renglones
sucesivamente, aqui del 3 (sefiala el resultado de la primera suma) se
pasaba al, 4 del 8 al 9 y asi, y que se va aumentando un digito en cada
parte al ir aumentando la fila.

Acerca de la pregunta 13a:

Antes de analizar las respuestas de los estudiantes en esta pregunta, consideramos
pertinente mencionar que la sucesion x,,, en la tabla de la pregunta 13, es la misma sucesion
de la pregunta 4b, ver figuras 4 y 13. Tambien destacamos que las respuestas en la pregunta
13a, nos permitieron identificar un aumento significativo en el nimero de estudiantes que
lograron percibir la regla de formacion de la sucesion de la pregunta 4b, esto es, de 9
estudiantes aumenta a 23, ver tablas 21 y 22. Por otra parte, identificamos que nuevamente
los estudiantes Al y A2 no fueron capaces de reconocer la regla de formacion que rige a la
sucesion 1,3,7,17,41, 99, ...

Comenzando con el andlisis de las respuestas, en la pregunta 13a, identificamos que
23 estudiantes fueron capaces de percibir que a partir del tercer término de la sucesion x,,,
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término anterior mas el
valor del pendltimo término. También se observd, que ocho estudiantes plasmaron en un
lenguaje visible las peculiaridades basicas del patron, entre ellos, mostramos las respuestas
de los alumnos B5, B6, B7, B10, B13 y B14, ver figuras 81, 82, 83, 84, 85y 86.
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IR €1 Xaq4n lo

[ T /T 1.0 seyo\vi mulie i cando
2 3 \12\ 15 poc "2 e\ ullimo

3 ANPE 14 abee ¢ le sumaba
4 17 [ A2 | 141666667 e\ (esulledo con

¥ 1 Ao YAy | LA e\ admeno amtear
6 99 \:}q% 1.41428571 4 A finc) \0

7 239 | M69 )| 141420118 o X

8 577\\;@)" 1.41422156 dw\é\o\

9 1393\\{2;?%\ 1.41421319

10 3363\)@@;\-’ 1.41421362

a9 3 1 wmugse

1211960/ V3360 - wme 13564

B30 334801 nsé)

Figura 81. Respuesta al problema 13a por B5.

@) a) XN b) X% | <) 2Fn
@ ?{.‘L 54| [,4142]3552
@‘I_EQ‘\ : . 213564 A/n’fﬂ./hvli:p,‘zd'élu///"’ J\’}j){
@\@&% . 22343 o0 el pem// ”“J

Figura 82. Respuesta al problema 13a por B6.
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| n Xn Yn ﬁ
\ \/-[ ) Yn
¥ | 4qx2=193 1 1 1 1.0
‘ N :
- 13447 239 2 [T 2, 15
‘ J = mulh@\iewm x 3 3 7 5 L4
{];’i-‘“iib” 1 lvego s¢ s0oen 4 17 12 | 1.41666667
&) L
|- @nlc c e de 5 | 41 | 29 | 141379310
141935 Voo A ede 5
U rese \bado 6 99 70 | 1.41428571
e 7 239 169 | 1.41420118
\ | 8 | 577 | 408 | 1.41422156
\ 9 | 1393 | 985 | 1.41421319
10 | 3363 [ 2378 | 1.41421362
11
= 19 S 1lRse,
9o 130111421354
4232183464 1141491556
Figura 83. Respuesta al problema 13a por B7.
N X
X \
' . n L o) "’,-‘:‘— C)
)i sUa  [saal |- 414113552
O Tacol [t3560 |- 9A213564
l B e . aw —
432 [3361 J1.9\=9L 13562
Y AT SIEn

<l oloblc ael tanCrvo

wac 8 €A Aneror

Figura 84. Respuesta al problema 13b por B10.
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13. Considere la siguiente tabla

n xn y’l x_n
PO'Q T' n
cro fb\ul \ icow C
Vele, x2 4 Sunwrle | ] 1 1 1.0
@l ortew: or 2 3 2 15
Ple 3 7 5 14
3x2=-6+ '3—" 4 17 12 1.41666667
Fx2 =11+ 5 a1 29 | 141379310
6 99 70 | 1.41428571
7 | 239 | 169 | 1.41420118
8 | 577 | 408 | 141422156
9 | 1393 | 985 | 1.41421319
10 | 3363 | 2378 | 141421362
11195119594 1414213552
1219601 12569 | |epd221336Y
B 14732132961 |b.91421 3562

Figura 85. Respuesta al problema 13a por B13.

Las figuras 81, 82, 83, 84 y 85 nos muestran que los estudiantes B5, B6, B7, B10 y
B13 escribieron diferentes expresiones que describen las peculiaridades béasicas del patron
que rige a la sucesion x,,. Por ejemplo, el estudiantes B6 anot6 “Multiplico el ultimo por
dos y le sumo el penultimo” y B13 expreso “Para sacar x,, era multiplicar el valor por dos
y sumarle el anterior”. Cabe mencionar que B6 y B13 forman parte de los estudiantes que

mostraron dificultades para contestar la pregunta 4b.

oY @) 3362Xz:=-612641293< 8119

@ 81’q)‘2:{6,23845363: ’C’/GO1

@ 9,601x2= 2420248119 = 13,327

Figura 86. Respuesta al problema 13a por B14.

\l

Por otra parte, la figura 86 muestra los calculos aritméticos que el estudiante B14
realizé para determinar los valores de la sucesion x,, en las filas 11, 12 y 13. Las
expresiones aritméticas nos permiten identificar que B14 también logré comprender la

regla de formacion y que la usé para generar nuevos términos.
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Finalmente, consideramos importante destacar el trabajo de los estudiantes Al y A8.
En primer lugar mencionamos al estudiante Al. En parrafos anteriores, hemos comentado
que este alumno no contesto la pregunta 4b y que durante su entrevista fue capaz de
percibir el patron, pero no logré describirlo explicitamente, ver analisis de la pregunta 4b.
Por otro lado, se identificé que el alumno Al no contesto la pregunta 13a, dado lo anterior,
decidimos entrevistarlo y le sugerimos que intentard proponer los valores de la sucesion x,,
para las filas 11, 12 y 13. A continuacion mostramos parte de la entrevista, donde se
muestra que Al nuevamente tuvo éxito para percibir la regla de formacién de la sucesion

X, pero no fue capaz de articular palabras para comunicarla.

Entrevista alumno Al
Pregunta 13

Investigadora: La pregunta 13 y 14 no la contesto, quiero que observes la tabla
y halles los términos que siguen (la investigadora sefiala los espacios en
blanco para las filas 11, 12 y 13).

Alumno Al: 1, 3,7, ¢eh

Investigadora: No te preocupes aun tenemos tiempo.

Alumno Al: jHuy! Pues para esta expresion realmente no, no, no se.
Investigadora: No te preocupes.

Alumno Al: La veo muy complicada y pues como para tener la tercera (sefiala
la cuarta columna de la tabla) debes tener las otras dos.

Investigadora: Esta bien, ;estas completamente seguro? Se le da méas tiempo
para responder la pregunta. Ya encontraste algo, verdad.

Alumno Al: Si, creo que si, segun yo para x,, seria la suma de este (sefiala el
numero 7 de la sucesién x,,) con este (sefiala el nimero 3 de la sucesién
X,) Y aparte el nimero original (vuelve a sefialar el nimero 7 de la
sucesion x,,) para dar el siguiente nimero (sefiala el nimero 17 de la
sucesion x,,). jHm! 3363 y si es el siguiente.

Investigadora: A ver para otro mas

Alumno Al: jHm! 3363 y si es el siguiente. Entonces segin yo para calcular
toda la fila de x,, seria...

En segundo lugar, tenemos al estudiante A8. En la seccion anterior, hemos
mencionado que este estudiante no contesto la pregunta 4b y que durante su entrevista tuvo
éxito para percibir y describir la regla de formacidn, puesto que logro expresar la siguiente
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formulacién: “Se va a multiplicar por dos el niUmero anterior y se le va a sumar el nimero
anterior del anterior”, ver analisis de la pregunta 4b. También identificamos que A8
contesto correctamente la pregunta 13a durante la aplicacion del cuestionario y nuevamente
notamos que fue capaz de describir coloquialmente la regla de formacion, como se muestra

en las siguientes lineas de su entrevista.

Entrevista alumno A8

Pregunta 13

Investigadora: En la pregunta 13 explicame tu respuesta
Alumno A8: ;Puedo usar la calculadora?

Investigadora: Si

Alumno AS8: Se... Al nimero anterior se va a multiplicar por dos y se le suma
el penultimo, por ejemplo acé va a ser 3(2)+1 es siete, luego 7(2)=14
mas tres es 17.

Investigadora: Entonces la regla que sigues es
Alumno A8: Multiplicar por dos el ultimo nimero y sumarle el penultimo.

Acerca de la pregunta 13b:

Las respuestas en la pregunta 13b, nos permitieron identificar que los estudiantes Al,
A2 y A5 no fueron capaces de proponer los valores de la sucesion y,,, para las filas 11, 12 y
13. Por otro lado, identificamos que 22 estudiantes dieron una respuesta satisfactoria. En
este ultimo grupo, notamos que a excepcion de los estudiantes B13 y B15 todos fueron
capaces de percibir que a partir del tercer término de la sucesion y,, cada uno de los
siguientes se obtiene sumando el doble valor del término anterior mas el valor del
penultimo término. Ademas se identifico, que siete estudiantes plasmaron en un lenguaje
visible las peculiaridades basicas del patrén, entre ellos, mostramos las respuestas de los
alumnos B5, B6, B7, B9, y B10, ver figuras 81, 82, 83, 84 y 87.

AUV \\;e

\) })h 3 ) \\ (.)O e uve
- : 5 ) S el xYa

185 o Se suma 2378 ¥ 988 yel ONUAE Do
2378 ~ 4 dond0 € J . e\
e’ a0 G Guear ger 2310 v S \’C('\\(
s (e yo1}a0o que €> 5102

“.5} LY Q‘(‘O(‘L’SC‘ c)»;(L-S\V(‘L\N‘P:\ A€

33, M6|

Figura 87. Respuesta al problema 13b por B9.
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Por otra parte, se identificoé que los estudiantes B13 y B15 aplicaron la regla

Yn = Yn-1 + Xn—1, a partir del segundo término de la sucesion y,,, para calcular los valores

de las filas 11, 12 y 13. Por ejemplo B13, fue capaz de describir su percepcion de la

siguiente manera “Para sacar y, era una suma entre x, y y,,”, y ademas notamos que

pudo utilizarla para verificar los valores de la sucesién y,, de la segunda y tercera fila, ver

figura 88.

n Xn Yn Xn

Yn
1 1 1 10
2 | 3 2 K
5 | 7 5 14
4 | 17 | 12 | 141666667
5 | 41 | 29 | 141379310
6 | 99 | 70 | 141428571
7 | 239 | 169 | 141420118
8 | 577 | 408 | 141422156
9 | 1393 | 985 | 141421319
10 | 3363 | 2378 | 141421362
13119534 1419213552
12 19601 (12869 | epd221 356%
13 |47321) 33961 |b.q1 421 336%

yran o poye */n ern
IS My @ntre xn

7 1a Ple
Jt1=2
SHZ =D

Figura 88. Respuesta al problema 13b por B13.

Por ultimo, reportamos el caso del estudiante Al, quien no contest6 la pregunta 13b.

Como ya hemos mencionado en el analisis de la pregunta 13a, durante la sesion de

entrevista, el estudiante A1 mostré tener potencial para reconocer la regla de formacién de

la sucesion x,,. Dado su éxito para responder la pregunta 13a identificamos que Al no tuvo

dificultades para responder la pregunta 13b, la solucién del estudiante Al fue instantanea,

como se muestra en las siguientes lineas de su entrevista.

Entrevista alumno Al
Pregunta 13

Investigadora: Ahora para y,

Alumno Al: Para ;cuél?, ah y, a ver, hm... jlo mismo!
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Investigadora: Encuentra el primer término (sefiala el espacio en blanco
correspondiente a la fila 11), el termino de la fila 11.

Alumno Al: Segun yo jah! 5741

Acerca de la pregunta 13c:

En esta pregunta, identificamos que los estudiantes Al, A2, A3 y A5 fueron los
Gnicos que no propusieron una respuesta. El estudiante A3, nos explicd que no logro
calcular los cocientes para las tres Gltimas filas de la cuarta columna, debido a que decidio

tomarse su tiempo para contestar el resto de las preguntas del cuestionario.

Acerca de la pregunta 13d:
En esta pregunta, identificamos que ningun estudiante logro expresar, que los valores

de los cocientes en la tabla de la pregunta 13 se aproximan a /2.

Acerca de la pregunta 14a:

En la pregunta 14a, identificamos que 11 estudiantes no propusieron una respuesta y
14 estudiantes fueron capaces de percibir que a partir del tercer término de la sucesion x,,,
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término anterior més el
doble valor del penultimo término. Ademas identificamos que nueve estudiantes plasmaron
en un lenguaje visible las peculiaridades bésicas del patron, entre ellos, mostramos las
respuestas de los alumnos A6, B2, B5, B13 y B14, ver figuras 89, 90, 91, 92 y 93.

1“\3 e\ pa\'\:l)f\ es mu\x’lp\\(_av el NUMMEIG 11 ~as el AD\D\E ()e,l n\,aM{rfo qve
Se @ﬂLuen‘\"u inf».\t\
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X

n

m
1@2
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Figura 89. Respuesta al problema 14b por A6.
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\ 4000 Az
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Yn
1 | 15 & 1 1.0
2 4 3 2 2.0
3 10 70 6 1.66666666
4 28 16 1.75
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Figura 91. Respuesta al problema 14b por B5.
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14. Considere la siguiente tabla

foro Sﬂfojo (,72 n Xn Yn ? / 9u<'J Q) Vo
n
j:‘]@ no? de awvba ] 1 1 1.0 nak 914’6
7 & doble de 2 | 4 2 20 Yo  Ta
abg,0 13 ¥
3 10 6 | 1.66666666
Ple 3 28 16 1.75
{1 +2) T+ 2)z1° 5T % @ [ iann
(9-2) + (lo-2)-2% [ 6 [ 208 [ 120 [ 1.73333333
7 | 568 | 328 | 1.73170731
8§ | 1552 | 896 | 1.73214285
9 | 4240 | 2448 | 1.73202614
10 | 11584 | 6688 | 1.73205741
112164313292 17320499037
12 64| 19929 17 3 203082
13 p3g92¢/| ) 3634 1 7320 50(6 B

Figura 92. Respuesta al problema 14a por B13.

Las figuras 89, 90, 91 y 92 nos muestran que los estudiantes A6, B2, BS y B13 fueron
capaces de recurrir al lenguaje escrito, para describir las peculiaridades basicas del patron
que rige a la sucesion x,,. Por ejemplo, B13 establecio la siguiente formulacion “Para sacar
x, era el doble del nimero de arriba y el doble de abajo y se suman”. Por otro lado, el
estudiante A6 nos expresd “El patron es multiplicar el nimero por dos mas el doble del
nimero que se encuentra arriba”. Los pocos calculos aritméticos que realizaron los
estudiantes A6 y B13 nos confirmaron que ambos lograron comprender la regla de
formacion, que la verificaron en casos particulares y que la utilizaron para generar nuevos

términos.

| H O> @ [tS8y4 S8 44 U240 Uoug = 2 9 6L(8

/

@ 376484515«84 1S 11584 - Ré, q g4
() 86, 46448646442 16484 3164 = 2 26 224

Figura 93. Respuesta al problema 14a por B14.

Por otra parte, los célculos aritméticos que el estudiante B14 realiz6 para determinar

los valores de la sucesion x,, en las filas 11, 12 y 13, nos permitieron identificar su
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capacidad para percibir la regla de formacién y su capacidad para trasladar su percepcion a

la comunicacion escrita, ver figura 93.

Acerca de la pregunta 14b:

En esta pregunta, identificamos que 11 estudiantes no propusieron una respuesta,
cabe destacar que estos estudiantes tampoco contestaron la pregunta 14a. Por otro lado,
notamos que 14 estudiantes dieron una respuesta satisfactoria, en este grupo, se observo
que a excepcion de los estudiantes B5, B13 y B15 todos fueron capaces de percibir que a
partir del tercer término de la sucesion y,, cada uno de los siguientes se obtiene sumando el
doble valor del término anterior méas el doble valor del penultimo término. También
notamos que siete estudiantes plasmaron la regla de formacién un lenguaje visible, entre
ellos, mostramos las respuestas de los alumnos A6, B2, A8 y B14, ver figuras 89, 90, 93,
94.

14. Considere la siguiente tabla

n Xn Yn *n

Yn
1 1 1 1.0
2 4 2 2.0
3 10 6 1.66666666
4 28 16 1.75
5 76 44 | 1.72727272
6 208 120 1.73333333
7 568 | 328 | 1.73170731
8 1552 896 1.73214285
9 | 4240 | 2448 | 1.73202614
10 11584 | 6688 1.73205741
IT 13\ eu8[18 232 \.231 009
12 186m64[na92g1. 3320580
13 hieayaeysy|i.n32050

\o) G —
%8 x2™ 1333¢
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\&2 93 -\ 5 =
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Figura 94. Respuesta al problema 14a por A8.
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Finalmente, identificamos que los estudiantes B5, B13 y B15 aplicaron la regla
Yn = Yn-1 + Xn—1, a partir del segundo término de la sucesion y,,, para calcular los valores
de las filas 11, 12 y 13. Por ejemplo B5, fue capaz de describir la regla que percibio, de la
siguiente manera “Para y,, s6lo se suman los dos resultados de arriba de x, + y, Vy sale

el de abajo”, ver figuras 91 y 92.

Acerca de la pregunta 14c:
En esta pregunta, identificamos que 13 estudiantes no propusieron una respuesta. En
este grupo, estan los casos de A6 y B15, quienes si tuvieron éxito para percibir la regla de

formacién en las preguntas 14a y 14b.

Acerca de la pregunta 14d:

En esta pregunta, identificamos que ningun estudiante logro expresar, que los valores

de los cocientes en la tabla de la pregunta 14 se aproximan a /3.

Acerca de la pregunta 15a:

En la pregunta 15a, se identificd que a excepcion de los estudiantes A2 y A3, todos
lograron completar la informacion para la quinta, sexta y septima fila de la tabla, ver tabla
Al5. Este ultimo grupo conformado por 23 estudiantes percibié que los valores en las
columnas ‘luces verdes’, ‘luces amarillas’ y ‘luces azules’ aumentan de acuerdo con el
orden de los numeros naturales, y ademas notamos que los estudiantes detectaron
caracteristicas invariantes de una columna a otra.

Por otra parte, se identific6 que los estudiantes B2, B3, B5 y B9 fueron capaces de
plasmar sus percepciones en un lenguaje visible, ver figuras 95, 96, 97 y 98. Por ejemplo,
el estudiante B2 expreso6 que la regla para obtener los valores de cada columna consiste en
“sumarle a la cantidad conforme va la numeracién”, ver figura 95. Por otro lado, el
estudiante B13 nos intentd explicar que notd caracteristicas invariantes en las columnas
‘luces verdes’, ‘luces amarillas’, y ‘luces azules’ y ademas nos explico que los valores en la

columna ‘luces azules’ “va aumentando de 3, 4, 5, etc.”, ver figura 96.
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Figura 95. Respuesta al problema 15a por B2.

Numero de | Luces verdes | Luces amarillas | Luces azules | Total
ntdgonos
| | | 3 5
2 3 3 6 12
3 6 6 10 22
4 10 10 15 35
5 "
- 15 1S 2] Sl
- 21 21 28 70
7A: 28 D g2
- CJ o/ Yl A~

| 5 6 L
TN XS

Figura 96. Respuesta al problema 15a por B3.

Numero de | Luces verdes | Luces amarillas | Luces azules | Total En este e
entagonos lces verde ¥
I 1 ] 3 5 Aol je
) = tegiten v
_ % 3 6 12 es el micmo QL€
3 6 6 9 10 22 ob\iene e\ Qzu‘ "
T ¥ ese va Gumenia
4 10 10 5 15 35 he ™ U S, Ve,
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Figura 97. Respuesta al problema 15a por B5.
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Figura 98. Respuesta al problema 15a por B9.

Acerca del problema 15b:

En esta Gltima pregunta, se identificO que 12 estudiantes no propusieron una

respuesta y que 13 contestaron satisfactoriamente. Las respuestas de este Gltimo grupo,

revelan que siguieron realizando la suma de n en las columnas ‘luces verdes’, ‘luces

amarillas’ y ‘luces azules’ para calcular la cantidad de luces que forman 8, 9 y 10

pentagonos, como se muestra en la entrevista del estudiante B8 y en las respuestas de los

estudiantes A7 y B1, ver figuras 99 y 100.

Pregunta 15b
Investigadora: La pregunta 15b

Alumno B8: Pues en el primero es una secuencia, en el primero del verde es 1,
(sefiala la cantidad de luces verdes en el primer pentagono) en el
segundo son 2, en el tercero son 3 (sefiala la cantidad de luces verdes en
el tercer pentdgono) y asi sucesivamente, asi que lo Unico que seria por
ejemplo... a éste, aumentarle dos (sefiala el nimero 1 de la columna
luces verdes), al 3 (sefiala el nimero 3 de la columna luces verdes) pues
ya le aumentaria el tres, al 6 cuatro, al 10 cinco, al 15 seis, al 21 siete y
asi sucesivamente, lo mismo para las luces amarillas y para las luces
azules pues... era un poco diferente, pero no recuerdo bien cémo lo
hice.
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Figura 99. Respuesta al problema 15b por A7.

b) Siguiendo el orden de Oscar, encuentra cuantas luces verdes, amarillas y azules le hacen falta si ¢l

quisiera formar 10 pentdgonos.
. ! ¢

lth-\a?fx«o A | | - g;’\
9 -[/45 |- 45

o - |ss |- ss
Vede S Arnorilias AzLes
55 -50 g5 ~ 30 G G;SC
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Figura 100. Respuesta al problema 15b por B1.
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Capitulo 5

Consideraciones finales

Este capitulo estd dedicado a las consideraciones finales que obtenemos del analisis
de resultados y que apuntan a generar una coleccion de ideas fundamentales que permiten
responder las preguntas de investigacion.

5.1 Sobre el objetivo de investigacion

El objetivo de nuestra investigacion desde un principio ha sido averiguar si hay un
potencial en estudiantes de nivel medio superior para reconocer patrones en un contexto de
sucesiones de objetos matematicos y no matematicos.

En este trabajo, el anlisis de resultados fue satisfactorio, pues en la mayoria de las
sucesiones de objetos matematicos y no matematicos se identificd que casi el total de
estudiantes tuvo éxito para percibir las peculiaridades bésicas de los patrones, ver tablas 21
y 22. Las respuestas en cada una de las 15 situaciones matematicas, muestran que los
estudiantes plasmaron sus percepciones mediante simbolos numéricos, ilustraciones,
expresiones aritméticas y descripciones en forma escrita.

Durante las entrevistas, los jovenes de bachillerato tuvieron disponibilidad en tratar
de describir las peculiaridades basicas del patron que captaron mentalmente. Los dialogos
que entablamos con algunos de los estudiantes, nos permitieron identificar que en su
mayoria no cuentan con un discurso formal y organizado de sus percepciones, lo cual les

impidio expresarlas de forma clara, no obstante, el trabajo de los alumnos reveld que
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comprendieron las caracteristicas basicas del patrén y que las utilizaron para determinar
elementos especificos de las sucesiones.

Por lo anterior, queremos comentar que hemos registrado una lista de ideas, que
plasman, de forma més especifica, el potencial que tienen los estudiantes para reconocer
patrones en un contexto de sucesiones de objetos matemaéticos y no matematicos, y que

permitié responder nuestras preguntas de investigacion, las cuales son:

1) ¢Qué potencial podemos identificar en estudiantes de nivel medio superior en
la tarea de reconocimiento de patrones?
2) ¢Qué dificultades podemos identificar en estudiantes de nivel medio superior

para describir un patrén que ya han reconocido?

Primeramente, nos enfocamos en realizar una organizacion de las sucesiones de
ambas partes del cuestionario con base en la naturaleza de sus objetos, con el propdsito de
mostrar el potencial que identificamos en los estudiantes para reconocer patrones en
correlacion a las cuatro etapas sugeridas por Mason y sus colaboradores, ver tabla 23.
Posteriormente, se muestra una lista de las dificultades que tuvieron algunos estudiantes

para describir el patron que reconocieron exitosamente.

Antes de comenzar con nuestra lista de ideas, nos parece pertinente mencionar que
asignamos el color verde a la etapa percibir, el color amarillo a la etapa describir, el
anaranjado a la etapa registrar y el azul a la etapa validar, con el objetivo de tener una
mejor organizacion del éxito que tuvieron los estudiantes en cada una de ellas.

Tabla 23. Etapas en el reconocimiento de patrones sugeridas por
Mason et al. (1985).

Describir un patrén

122



Capitulo 5 | Consideraciones finales

En la tabla 24, se muestra el potencial que poseen los estudiantes para reconocer

patrones en las sucesiones numéricas de las preguntas 1a, 3a 'y 3b.

Tabla 24. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 1a, 3a 'y 3b.

Etapa Pregunta

Los estudiantes mostraron ser capaces de

1la,3a y3b Comparar los términos de la sucesion entre si.

Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, a partir
de sus primeros términos.

la Los estudiantes percibieron que en la sucesion —1,1, —1, ... se alternan -1s
y 1s.

3a Los estudiantes percibieron que en la sucesion
1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,...se alternan 1s y Os y que los ceros van
aumentando de acuerdo con el orden de los nimeros naturales.

3b Los estudiantes percibieron que 1s y Os se alternan y que 1s y Os van
aumentando de acuerdo con el orden de los nimeros naturales.

la,3a y3b Usar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion para

continuar la lista de sus términos.
Intentar explicar las peculiaridades basicas del patrén que rige a la sucesion,
mediante el lenguaje oral.

3a Estudiante A3: “;Eh! Que va, como en la numeracion. Asi va uno... pues va
un cero, luego 1, 2 (el estudiante sefiala los términos 1, 0, 0), luego 1, 3 (el
estudiante seriala los términos 1, 0, 0, 0)... Asi en la numeracion”.

3b Estudiante A3: “Va creciendo conforme a la numeracién, van creciendo los
numeros, los ceros y los unos”.
Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion,
mediante el lenguaje escrito.
Estudiante B5: “Se resuelve poniendo un 1 positivo y negativo porque la

1a regla de los signos dice que (+)(=) = — "~
Estudiante B13: “Va una secuencia de negativo y positivo”.

3a Estudiante B5: “Los ceros van aumentando de 1, 2, 3, etc.”

3b Estudiante B5: “Los unos y ceros van aumentando 1, 2, 3, etc.”

- 1a,3ay 3b

Estudiante B16: “Va un uno, un cero, dos uno, dos ceros, etc.”

Verificar que la ley de formacion sirve para construir los términos de la
sucesion que se muestran en el cuestionario.
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En las tablas 25, 26, 27 y 28 se muestra el potencial que tienen los estudiantes para

reconocer patrones en las sucesiones numericas de las preguntas 1b, 1c, 1d, 2, 5, 8ay 8b.

Tabla 25. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 1b, 1c y 1d.

Etapa  Pregunta

Los estudiantes mostraron ser capaces de

1b, 1c, 1d  Explorar los términos de la sucesion.

Detectar caracteristicas comunes entre los términos de la sucesion.

1b Los estudiantes detectaron que a partir del primer término de la sucesion el
valor del denominador coincide con el valor del numerador de la siguiente
posicién.

1c Todos los estudiantes detectaron que en las posiciones pares el denominador
es el nimero dos y también identificaron que en las posiciones impares estan
los primeros nimeros naturales. Se observo, que 23 estudiantes utilizaron
estas caracteristicas para continuar la lista de los términos de la sucesion 1c.

1c Realizar manipulaciones aritméticas sobre unos cuantos términos de la
sucesion.
Percibir las peculiaridades béasicas del patrén que rige a la sucesion, a partir
de sus primeros términos.

1b Seis estudiantes percibieron que el numerador y denominador de cada
fraccion son nimeros cuadrados perfectos.

1b Nueve estudiantes percibieron que los numeradores se generan conforme a la
suma de los primeros n nimeros impares.

1c Dos estudiantes percibieron que a cada término de la sucesion se le suma 1

2

para obtener el siguiente.

1c Un estudiante convirtio los términos enteros de la sucesion a medios,
2 3 4 56 7 y detectaron nimeros naturales consecutivos en los
272727 272727 " »
numeradores de cada fraccion.

1d Los estudiantes percibieron que los denominadores estan definidos por el
producto de los primeros n nimeros naturales.
Usar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion para:

lby1ld  Calcular unos cuantos términos intermedios de la sucesion.

1c Continuar la lista de términos de la sucesion
Intentar explicar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesién,
mediante el lenguaje oral.

1b Estudiante A8: “Son puros nitmeros al cuadrado”.

1c Estudiante A8: “Se va sumando 1, al 1 le sumas 1 dan 3, mas 1 son 4 que son

2 2 2 2 2

2.7

1d Estudiante A8: “Se va multiplicando la posicion por el denominador del

anterior”.
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Etapa

Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesiéon, mediante
el lenguaje escrito.

1b Los estudiantes A2, A4, A6, B3, B4, B5, B11, B12 y B16 plasmaron las
peculiaridades basicas del patron mediante expresiones aritméticas.

“4+5=9, 9+7=116, 16+9=25, 25+11=36, 36+13=49, 49+15=64".

1c Estudiante B8: “Sumar un medio”.

Estudiante B5: “Los niimeros ordinarios son consecutivos y las fracciones los
numeradores se le suman 2 y el denominador continua siendo 2"

1d Estudiante B5: “Se le va multiplicando al denominador x 1, x 2, x 3, x4V
asi sucesivamente”.

Los estudiantes A4, A7, B1, B2, B3, B6, B9, B11 y B15 plasmaron las
peculiaridades basicas del patron mediante expresiones aritméticas.

24 x5=120,120 x 6 = 720,720 x 7 = 5 040,
5040 x 8 =40 320,40 320 x 9 = 362 880.

1c, 1d Verificar que las peculiaridades basicas del patron sirven para construir los
términos de la sucesién que se muestran en el cuestionario, a través de
calculos aritméticos.

Tabla 26. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 2.
Los estudiantes mostraron ser capaces de

Explorar los términos de la sucesion.

Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesién, a partir de sus
primeros términos.

Los estudiantes percibieron que el namero del grupo es igual al nimero de impares que lo
constituyen.

Usar las peculiaridades basicas del patron para continuar la lista de términos de la
sucesion.

Intentar explicar las peculiaridades béasicas del patron que rige a la sucesion, mediante el
lenguaje oral.

Estudiante A8: “La cantidad de nimeros va a ser igual que el grupo, el nimero de grupo
que sea”.

Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, mediante el lenguaje
escrito.

Estudiante B5: “Lo resolvi porque son sdlo nimeros impares en los paréntesis y van
aumentando del 1, 2, 3, 4, etc.”

Estudiante B8: “El nimero del grupo es igual al nimero de elementos”.
Estudiante B13: “El grupo siguiente integra un niumero mas mientras crece”.

Verificar que las peculiaridades basicas del patrén funcionan para construir los términos
de la sucesion que se muestran en el cuestionario, a traves de conteos.
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Etapa

Tabla 27. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 5.
Los estudiantes mostraron ser capaces de
Explorar los términos de la sucesion.

Percibir las peculiaridades basicas del patrén que rige a la sucesion, a partir de sus
primeros términos.

Los estudiantes A2, B5, B8 y B13 detectaron parejas de nimeros consecutivos entre los
primeros términos de la sucesion, posteriormente percibieron la lista de los numeros
naturales que son consecutivos a cada pareja y reconocieron que esta lista crece de
acuerdo con el orden de los nimeros naturales.

1,2,3,4,5,6,7,89,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, ...
) ) T T 1
Uno Dos Tres Cuatro Cinco...

Los estudiantes percibieron que a cada término que ocupa una posicion impar se le suma
la unidad para obtener el siguiente y ademas detectaron que a cada término que ocupa
una posicién par se le suma n, partiendo desde n = 2, para obtener el siguiente término.

Usar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, para calcular unos
cuantos términos intermedios.

Intentar explicar las peculiaridades bésicas del patrén que rige a la sucesion, mediante el
lenguaje oral.

Estudiante B8: “Bueno creo que fue por, no sé si es légica o un patrén pero primero son
dos nimeros seguidos, 1y 2 y después un nimero que no esta que seria el 3, después otra
vez son dos nimeros seguidos (el 4 y 5) y faltan dos nameros (se refiere al nimero 6 y
7), de nuevo dos numeros seguidos (sefiala los nimeros 8 y 9) y faltan tres nimeros (se
refiere a los nimeros 10, 11y 12) y asi sucesivamente .,

Plasmar las peculiaridades béasicas del patron que rige a la sucesion, mediante el lenguaje
escrito.

Estudiante B6: “Sélo le aumento uno y el siguiente el otro niimero”.

’

Estudiante B16: “Se deja un espacio y se va aumentando 1, espacio, 2, espacio 3, etc.”.

Los estudiantes Al, A4, B1l, B6, B9, B12 y B17 plasmaron mediante simbolos
numéricos y expresiones aritméticas que sumaron alternadamente la unidad y la suma de
n, partiendo desde n = 2.

1+2+1+3+1+4+1+5+1+6+1+7+1+-

Verificar que las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion funcionan para
los términos mostrados en el cuestionario, a través de conteos.
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Tabla 28. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 8a y 8b.

Etapa  Pregunta Los estudiantes mostraron ser capaces de
8a Explorar los términos de la sucesion.
8a Realizar manipulaciones aritméticas sobre unos cuantos términos de la
sucesion.

Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, a partir
de sus primeros términos.

8a Los estudiantes A2, A3, A5, A6, A7, A8, B1, B2, B4, B5, B7, B10, B13, B14
y B16 percibieron que el primer término es siete y que cada uno de los
siguientes se obtiene sumando cuatro unidades al término anterior.

8ay 8b Los estudiantes Al, A4, A8, B3, B6, B8, B9, B12, B15 y B17 percibieron la
relacién entre los términos de la sucesién y su posicion.

Usar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion para:

8a Calcular unos cuantos términos intermedios de la sucesion,

8b Calcular un término particular con indice grande.
Intentar explicar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion,
mediante el lenguaje oral.

8a Estudiante A8: “En todas va aumentando cuatro es 7+4=11, mas cuatro da
15, 15+4=19, mas cuatro 23, mas cuatro 27 y a 27 le sume cuatro para que
de 31, y luego asi, mas cuatro 35, mas cuatro 39 .

8b Estudiante B8: “Me di cuenta que solo son los miultiplos de cuatro, pero...
por ejemplo, 4 en el primero seria 4+3, en el segundo seria el doble de
cuatro mas tres jserian oncel, y asi el triple de 4... y ya lo unico que hice fue
multiplicar 250 por 4 y le sume 3”.

Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, mediante
el lenguaje escrito.

8a Estudiante A6: “Se van sumando 4.
Estudiante B4: “El término correspondiente es de 4.
Estudiante B5: “Se le suman 4 a cada uno de los niimeros”.
Estudiante B14: “Se suma 4, a cada numero”.

Los estudiantes A2, A3, A5, A7, A8, B1, B2, B7, B10, B13 y B16 plasmaron
mediante simbolos numéricos y algunas expresiones aritméticas que sumaron
4 unidades a cada término de la sucesién, que se mostrd en el cuestionario.

8ay8b  Estudiante Ad: f =4-np+ 3

8b Estudiante A8: “4n + 3”

8ay 8b Los estudiantes Al, A4, B6, B8, B9, B12, B15, B17 plasmaron mediante
algunas expresiones aritméticas que calcularon nuevos términos partiendo de
la posicion que ocupan en la sucesion.

8ay8b  Verificar que la regla de formacion sirve para calcular los términos mostrados
en el cuestionario, a través de calculos aritméticos.
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En la tabla 29, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para reconocer

patrones en las sucesiones numeéricas cuyos términos estan definidos en funcion de los

anteriores.

Tabla 29. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 4a y 4b.

Etapa Pregunta

Los estudiantes mostraron ser capaces de

4ay4b  Explorar los términos de la sucesion.
4ay4b  Percibir que deben proceder de una manera diferente, al intentar determinar la regla de
formacion de los términos de la sucesion.
Percibir la regla de formacion de la sucesion, a partir de sus primeros términos.
4a Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son unos y que cada uno de los
siguientes se obtiene al sumar los dos términos anteriores.
4b Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son 1y 3 y que cada uno de los
siguientes se obtiene al sumar el doble valor del término anterior mas el valor del
penultimo término.
4ay4b  Usar laregla de formacion de la sucesion para continuar la lista de términos.
Intentar explicar la regla de formacion de la sucesion, mediante el lenguaje escrito.
4a Estudiante A8: “Sumar los dos numeros anteriores, se suma el nimero anterior mas el
anterior del anterior”.
4b Estudiante A8: “Dos veces el anterior, mds el dos veces antes”. Luego mejora su
formulacion y expresa: “Se va a multiplicar por dos el nimero anterior y se le va a sumar
el nimero anterior del anterior ”.
Plasmar la regla de formacion de los términos de la sucesidn, mediante el lenguaje escrito.
Estudiante A6: “Sumo los niimeros que estdn juntos”.
Estudiante B5: “Sdlo se le va sumando con el nitmero anterior”.
4a Estudiante B6: “Sumando el ultimo con el peniltimo”.
Estudiante B8: “Se suman los 2 numeros anteriores”.
Estudiante B10: 13+21= 34, 34+21=55, 55+34=89.
Estudiante B13: “Son suma del ultimo con el peniiltimo”.
Estudiante A6: “Sumo el numero a la derecha con el de la izquierda y se vuelve a sumar
el de la derecha”.
Estudiante A7: “Sume 7+3=10 y volvi a sumar 7, en el siguiente sume 17+41=58 y volvi
a sumar 41, y asi sucesivamente”.
Estudiante B8: “El doble del niimero anterior a la respuesta mds el anterior a este”.
b Estudiante B9: 17+7=24, 24+17=41; 41+17=58, 58+41=99; 99+41=140, 140+99=239,
239+99=338, 338+239=577.
Estudiante B12: 41+17=58, 58+41=99; 99+41=140, 140+99=239, 239+99=338,
338+239=577: 577+239=816, 816+577=1393.
Estudiante B14: 17+17+7=41, 99+99+41=239, 239+239+99=577, 577+577+239=1393.
4ay4b  Verificar que la regla de formacion funciona para los términos mostrados en el
cuestionario, a traves de célculos aritméticos.
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En la tabla 30, se presenta el potencial que tienen los estudiantes para reconocer el

patron que rige a la sucesion de enunciados de la pregunta 6.

Tabla 30. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 6.

Etapa

Los estudiantes mostraron ser capaces de

Identificar caracteristicas comunes de un enunciado a otro.

Percibir las peculiaridades del patrén que rige a la sucesion de enunciados, a partir de
los seis primeros enunciados.

Los estudiantes, B5 y B14 detectaron nimeros naturales entre cada pareja de
‘primeros sumandos’ que expresan los enunciados. Posteriormente, percibieron que
esta lista de nimeros crece de acuerdo con el orden de los nimeros naturales.

Uno mas uno
Dos mas dos
El nimero 3 « Un namero
Cuatro méas uno
Cinco mas tres
Los nimeros 6y 7 « Dos nimeros
Ocho méas uno
Nueve mas cuatro
Los nimeros 10,11y 12 « Tres nimeros

Catorce estudiantes percibieron que ‘la suma’ expresada en cada enunciado
representa al ‘primer sumando’ del siguiente enunciado y ademas detectaron las

frases alternadas “mdas uno”, “mdas dos”, “mdas uno”, “mas tres”, “mdas uno”, “mads
cuatro, ...”

Los estudiantes A4, A7, B1, B12, B15 y B17 recurrieron a simbolos numéricos. Este
grupo de alumnos, reescribio los seis primeros enunciados a su expresion aritmética,
y todos percibieron que el resultado de la suma representa al ‘primer sumando’ del
siguiente enunciado, ademds detectaron que los segundos sumandos de cada
expresion aritmética se generan al alternar la unidad y los nimeros naturales n,
partiendo desde n = 2.

1+1, 242, 441, 5+3,8+1 9+4, 13+1, 14+5, 19+1,..

Usar las peculiaridades basicas del patrén, para continuar la lista de enunciados.
Intentar explicar el patron que rige a la sucesion, mediante el lenguaje oral.

Estudiante B8: “Pues creo que por logica 1+1=2 mas dos son 4 y pues como Vi que
se seguian repitiendo el mas uno, son jcinco! (sefiala la frase cuatro mas uno) y
después éste iba aumentando uno nada mas (sefiala las frases, mas dos, mas tres,
mds cuatro), mds tres, mas cuatro, mas cincoy asi”.

Plasmar las peculiaridades basicas del patrén que rige a la sucesiéon de enunciados,
mediante el lenguaje escrito.

Los estudiantes A4, A7, B1, B12, B15 y B17 plasmaron el patron a través de
simbolos numéricos y expresiones aritméticas.

Verificar que el patron sirve para los seis primeros enunciados, mediante la
comprobacion de las expresiones aritméticas.
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En la tabla 31, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para reconocer la

regla de formacion de la sucesion de figuras de la pregunta 7.

Tabla 31. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 7.

Etapa

Los estudiantes mostraron ser capaces de

Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion, a partir de las
primeras cuatro figuras.

Los estudiantes A2, A3, B8, B9 y B14 percibieron un aumento de cuatro cuadrados
en cada figura.

Los estudiantes Al, A7, A8, B4, B7, B10, B12 y B13 percibieron que el nimero de
columnas formadas por cuatro cuadrados corresponde con el valor de la posicion en la
que se encuentran.

Los estudiantes A4, A5, B1l, B3, B5, B6, B16 y B17 recurrieron a simbolos
numéricos. Este grupo de alumnos realizé el conteo de los cuadrados en cada una de
las primeras cuatro figuras y les asignaron el valor numérico que representa la
cantidad de cuadrados que las forman. Posteriormente, percibieron que cada valor
numérico se obtiene sumando 4 al anterior.

Usar las peculiaridades bésicas del patron que rige a la sucesion para calcular el
ntmero de cuadrados en las figuras de las posiciones 8 y 15.

Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesién de figuras,
mediante el lenguaje escrito.

Estudiante B5: “Sélo se le suman 4 a los cuadrados y asi llegas al resultado”.
Estudiante B7: “Aumentan 4 cuadrados por cada grupo”.

Estudiante B16: “Sélo se va aumentando 4 en cada numero”.

Estudiante AS8: “Se debe multiplicar 4 por el nimero de la posicion y luego se le
suma 1, por el cuadrito restante, por lo tanto la formula es 4n + 1.

Los estudiantes A2, A3, B8, B9 y B14 dibujaron cuatro cuadrados mas a cada figura.

Los estudiantes A4, A5, B1, B3, B5, B6, B16 y B17 plasmaron a través de tablas y
expresiones aritméticas que sumaron el nimero 4 a cada valor numérico.

5+4=9, 9+4=13, 13+4=17, 17+4=21, 21+4=25, 25+4=29, 29+4=33... 57+4=61

5 6 7 8 9 10 | ... | 15
21 25 29 33 37 41 61

Los estudiantes Al, A7, B4, B7, B10, B12 y B13 plasmaron las siguientes
expresiones aritméticas, para indicar el nmero de cuadrados en algunas de las figuras
que ocupan las primeras 15 posiciones.
1 2 8 15
4x1+1 4x2+1 4x8+1 4x15+1
Verificar que la regla de formacion sirve para calcular los cuadrados en las cuatro
figuras presentadas en el cuestionario, a través de dibujos y calculos aritméticos.
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En la tabla 32, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para reconocer

patrones en el contexto de las preguntas 9y 10.
Tabla 32. Potencial identificado en las respuestas de las preguntas 9y 10.

Etapa  Pregunta Los estudiantes mostraron ser capaces de
Percibir las reglas de formacién implicitas en el enunciado de la pregunta 9.

9a, 9y 9c Los estudiantes percibieron que el hijo medio es el triple del padre, que el
hijo menor es el triple del padre menos uno y que el hijo mayor es el triple
del padre mas uno.

Percibir la regla de formacion que rige a los valores numéricos que
representan la cantidad de casillas.

10a Los estudiantes percibieron que a partir de la segunda fila, el nimero de
casillas es el triple del nimero de casillas de la fila anterior.
10a Los estudiantes A6 y B15 percibieron la relacion entre el nimero de casillas

y el nimero de su fila. Ambos alumnos intentaron plasmar la regla de
formacién mediante una simbologia matematica. Por ejemplo A6, plasmé
en la hoja del cuestionario que “3™~1 funciona en ambos casos”.

Percibir las peculiaridades bésicas del patron que rige a los valores
numéricos que se encuentran en el centro de cada fila.

10b Los estudiantes percibieron que a partir de la segunda fila, el nimero que se
encuentra en el centro es el triple del anterior.
10b Los estudiantes A6 y B15 percibieron la relacién entre el nimero de que se

encuentra en el centro de la fila y el nimero de su fila.
Usar la regla de formacion para:

9a Calcular el hijo mayor del nimero 50.

9b Calcular el hijo menor del nimero 72.

9c Calcular el padre del nimero 2013.

10a Calcular el nimero de casillas en la sexta fila.

10b Determinar el nimero que se encuentra en el centro de la fila 17.

Intentar explicar las peculiaridades basicas del patron que rige a los valores
numéricos que representan la cantidad de casillas, mediante el lenguaje oral.

10a Estudiante A8: “Fui eh 1(3)=3 que es de la segunda fila, luego para sacar
los de la fila siguiente por tres otra vez y ya dan 9, luego esos 9 por tres
otra vez y asi fui multiplicando por tres hasta que fue 243 ”.

Plasmar la regla de formacion, mediante el lenguaje escrito.

%9ay9b Los estudiantes A5, A7, A8, B3, B9 y B10 plasmaron que el hijo mayor es
el triple del padre mas uno y que el hijo menor es el triple del padre menos
uno, mediante expresiones aritméticas.

9c Los estudiantes Al, A5, A7, A8, B2, B3, B9 y B10 plasmaron que haber
comprendido que el valor de cada hijo medio es divisible entre tres,
mediante expresiones aritméticas.
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10a

Estudiante B9: “El niuimero de la fila se multiplica por 3”. Este alumno
utilizé la palabra ‘fila’ pero sus calculos revelan que se refirié ‘al nimero
de casillas’.

10a 'y 10b

Estudiante A6: 3~1 funciona en ambos casos.

10a

Los estudiantes A2, A4, A5, A8, B1, B2, B3, B5, B9, B10, B11, B14y B17
plasmaron a través de simbolos numéricos y expresiones aritméticas que el
namero de casillas se triplica de una fila a la siguiente.

10b

Los estudiantes A2, A4, A5, A8, B1, B2, B3, B5, B9 y B14 plasmaron a
través de simbolos numéricos y expresiones aritméticas que a partir de la
segunda fila, cada nimero que se encuentra en el centro es el triple del
anterior.

10a

10b

Verificar que la regla de formacion funciona para calcular el nimero de
casillas de las tres primeras filas de la tabla, mediante célculos aritméticos.

Verificar que la regla de formacién funciona para calcular los nimeros que
se encuentran en el centro de las tres primeras filas de la tabla, mediante
calculos aritméticos.
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En la tabla 33, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para reconocer el

patron que rige a la sucesion de igualdades de la pregunta 11.

Tabla 33. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 11.

Etapa Pregunta Los estudiantes mostraron ser capaces de
Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige la sucesion de
igualdades.
11 La mayoria de los estudiantes percibi6 que a partir de la segunda igualdad, se
suma el siguiente nimero impar.
11 Los estudiantes Al, A8 y B5 percibieron que para obtener el valor de la suma

se debe calcular el cuadrado del niamero de impares que la generan.
Usar las peculiaridades bésicas del patron para:

1lla Continuar la lista de igualdades.

11b Calcular la suma de los primeros 51 nimeros impares.

Intentar explicar las peculiaridades bésicas del patron que rige a la sucesién,
mediante el lenguaje oral.

1lla Estudiante Al: “Lo que note es que sdlo se le sumaban nimeros impares y que
los resultados eran el nimero de la fila al cuadrado .

Estudiante A8: “Vi que los resultados iban siendo numeros al cuadrado”,
“Bueno es que se multiplica ya sea el nimero de digitos (impares) o el nimero
de la fila que sea, al cuadrado”.

11b Estudiante A8: “Primero se tiene que sacar el nimero de sumandos que tiene y
eso se puede sacar sumandole uno al dltimo digito (impar) y dividiéndolo entre
dos y ya el resultado de la derecha va a ser elevando el nimero de digitos
(impares) al cuadrado ”.

Plasmar las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion de
igualdades, mediante el lenguaje escrito.

11a Estudiante B16: “Se le aumenta un numero impar, por ejemplo 13+15, 15+17,
17+19, etc...”

11b Estudiante A8: (51)(51)=2601
Estudiante B5: “E! cuadrado de los niimeros”.

11 Verificar que las peculiaridades bésicas del patrén se cumplen para las
igualdades exhibidas en el cuestionario.
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En la tabla 34, se presenta el potencial que tienen los estudiantes para reconocer el

patron que rige a las igualdades de la pregunta 12.

Etapa

Tabla 34. Potencial identificado en las respuestas de las pregunta 12.

Los estudiantes mostraron ser capaces de
Explorar las igualdades y compararlas entre si.
Percibir las peculiaridades basicas del patron que rige a la sucesion de igualdades.

Los estudiantes percibieron nimeros consecutivos en ambos lados de cada igualdad,
mostrada en el cuestionario.

Los estudiantes percibieron que el nimero de sumandos en ambos lados de cada
igualdad crece de acuerdo con el orden de los nimeros naturales.

Usar las peculiaridades basicas del patron para determinar las dos igualdades
siguientes.

Intentar explicar las peculiaridades basicas del patrén que rige a la sucesion de
igualdades, mediante el lenguaje oral.

Estudiante A8: “Se va aumentando un digito en cada parte al ir aumentando la fila”.

Plasmar las peculiaridades béasicas del patrén que rige a la sucesiéon de igualdades,
mediante el lenguaje escrito.

En las tablas 35 y 36, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para

Estudiante B11: “Se sigue la numeracion...y se deja en el siguiente renglon la
cantidad de numeros que siguen del anterior”.

Verificar que las peculiaridades béasicas del patron se cumplen para las igualdades
exhibidas en el cuestionario.

reconocer los patrones implicitos en la tabla de las preguntas 13 y 14.
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Etapa

Tabla 35. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 13.

Pregunta Los estudiantes mostraron ser capaces de
Percibir la regla de formacion de las sucesiones x, y y,, a partir de sus
primeros términos.
13a Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son 1y 3y que
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término
anterior mas el valor del penultimo término.
13b Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son 1y 2 y que
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término
anterior mas el valor del penultimo término.
13b Los estudiantes B13 y B15 percibieron que los terminos de la sucesion y,,
estan definidos en funcion de los términos anteriores de ambas sucesiones.
Estos dos alumnos aplicaron la regla y,, = y,_; + x,,_, @ partir del segundo
término de la sucesion y,, para calcular los valores de las filas 11, 12 y 13.
Usar la regla de formacion para:
13a Calcular los valores de la sucesion x,, en las filas 11, 12 'y 13.
13b Calcular los valores de la sucesion y,, en las filas 11, 12y 13.
Intentar explicar la regla de formacion de los términos de la sucesion x,,,
mediante el lenguaje oral.
13a Estudiante A8: “Al niimero anterior se va a multiplicar por dos y se le suma
el pendltimo, por ejemplo aca va a ser 3(2)+1 es siete, luego 7(2)=14 mas
treses 17
Plasmar la regla de formacion de la sucesion x,, y de la sucesion y,,, mediante
el lenguaje escrito.
13ay 13b  Estudiante B5: “El x,, Y y,, lo resolvi multiplicando por 2 el Gltimo ndmero y
le sumaba el resultado con el nimero anterior .
13ay 13b  Estudiante B6: “Multiplico el ultimo x 2 y le sumo el peniiltimo”.
13ay 13b  Estudiante B7: “Se multiplican x 2 y luego se suma con la cifra de arriba 'y
ese es el resultado”.
13b Estudiante B9: “Se suma 2378+985 y el resultado se vuelve a sumar por
2378 dando el siguiente resultado que es 5741, se repite el proceso
sucesivamente”.
13ay 13b  Estudiante B10: “El doble del niimero mas el anterior”.
13a Estudiante B11: “Doble de x,, y se suma la cifra de arriba .
13a Estudiante B13: “Para sacar x,,, era multiplicar el valor x 2 y sumarle el
anterior”.
13b Estudiante B13: “Para sacar y, era unasuma entre x,, Y y,, .
13a Los estudiantes B7 y B11 también plasmaron la regla de formacion mediante
expresiones aritméticas.
13ay 13b  Los estudiantes B3, B13 y B14 también plasmaron la regla de formacion
mediante expresiones aritméticas. Cabe destacar que los estudiantes B3 y B14
aplicaron la regla “sumar el doble valor del término anterior mas el valor del
pentltimo término”.
13ay 13b  Verificar que la regla de formacion funciona para los primeros términos de la

sucesion x,,, y para los primeros términos de la sucesion y,, a través de
calculos aritméticos.
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Etapa

Tabla 36. Potencial identificado en las respuestas de la pregunta 14.

Pregunta Los estudiantes mostraron ser capaces de
Percibir la regla de formacion de las sucesiones x, y y,, a partir de sus
primeros términos.
14a Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son 1y 4y que
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término
anterior mas el doble valor del pendltimo término.
14b Los estudiantes percibieron que los dos primeros términos son 1y 2 y que
cada uno de los siguientes se obtiene sumando el doble valor del término
anterior mas el doble valor del penultimo término.
14b Los estudiantes B5, B13 y B15 percibieron que los términos de la sucesion y,,
estan definidos en funcion de los términos anteriores de ambas sucesiones.
Estos tres alumnos aplicaron la regla y,, = y,,_; + x,_, a partir del segundo
término de la sucesion y,, para calcular los valores de las filas 11, 12 y 13.
Usar la regla de formacion para:
1l4a Calcular los valores de la sucesion x,, en las filas 11, 12 'y 13.
14b Calcular los valores de la sucesion y,,, en las filas 11, 12y 13.
Intentar explicar la regla de formacion de los términos de la sucesion x,,,
mediante el lenguaje oral.
l4ay 14b  Estudiante A8: “Se van a multiplicar por dos el dltimo y el pendltimo, aca
por ejemplo va a ser 4(2)=8 més 2(1) es 10, luego 10(2)=20 mas 4(2)=8,
20+8=28... Se suman el doble del altimo mas el doble del peniiitimo .
Plasmar la regla de formacion de la sucesion x,, y de la sucesion y,,, mediante
el lenguaje escrito.
1l4ay 14b  Estudiante A6: “El patron es multiplicar el numero x 2 méas el doble del
nlmero gue se encuentra arriba”.
1l4ay 14b  Estudiante B2: “Hay que encontrar el doble de cada cantidad y sumarlos”.
14a Estudiante B5: “Se le saca el doble a los niimeros de x,, y se suman”.
14b Estudiante B5: “Para y,, solo se suman los dos resultados de arriba de x,, +
v, Yy sale el de abajo”.
l4ay 14b  Estudiante B6: “Multiplico el altimo x 2 y el pentltimo igual”.
1l4ay 14b  Estudiante B7: “Se multiplican x 2, luego la cifra de arriba se x 2, luego los
2 resultados se suman y ese es el resultado”.
l4ay 14b  Estudiante B10: “Sume el doble del niimero mas el doble del numero
anterior”.
14a Estudiante B13: “Para sacar x,, era el doble del nimero de arriba y el doble
de abajo y se suman”.
14b Estudiante B13: “Es una sumaentre x, Yy y, "
14a Los estudiantes A6 y B13 también plasmaron la regla de formacién mediante
expresiones aritméticas.
l4ay 14b  Los estudiantes A8 y B14 también plasmaron la regla de formacién mediante
expresiones aritméticas. Cabe destacar que el estudiante B14 aplicé la regla
“sumar el doble valor del término anterior méas el doble valor del pendltimo
término”.
l4ay 14b  Verificar que la regla de formacion funciona para los primeros términos de la

sucesion x,,, y para los primeros términos de la sucesion y,, a través de
calculos aritméticos.

136



Capitulo 5 | Consideraciones finales

Finalmente, en la tabla 37, se muestra el potencial que tienen los estudiantes para

reconocer el patron implicito en el contexto del problema de la pregunta 15.

Tabla 37. Potencial identificado en las respuestas de las pregunta 15.

Etapa Los estudiantes mostraron ser capaces de
Percibir caracteristicas invariantes en las columnas ‘luces verdes’ y ‘luces amarillas’.

Percibir las peculiaridades basicas del patrén que rige a los valores de la columna
‘luces verdes’ y ‘luces amarillas’.

Los estudiantes percibieron que los valores en las columnas ‘luces verdes’, ‘luces
amarillas’ y ‘luces azules’ aumentan de acuerdo con el orden de los numeros
naturales.

Usar sus percepciones para completar la informacion de la tabla y para calcular la
cantidad de luces verdes, amarillas y azules para formar hasta 10 pentagonos.

Intentar explicar las peculiaridades basicas del patron que rige a los valores de la
columna ‘luces verdes’ y ‘luces amarillas’, mediante el lenguaje oral.

Estudiante B8: “Por e¢jemplo... a éste, aumentarle dos (sefiala el numero 1 de la
columna luces verdes), al 3 (sefiala el numero 3 de la columna luces verdes) pues ya
le aumentaria el tres, al 6 cuatro, al 10 cinco, al 15 seis, al 21 siete y asi
sucesivamente, lo mismo para las luces amarillas y para las luces azules pues... era
un poco diferente, pero no recuerdo bien como lo hice”.

Plasmar sus percepciones, mediante el lenguaje escrito.

Estudiante B2: “Hay que sumarle a la cantidad conforme va la numeracion”.
Estudiante B13: “Va aumentando de 3, 4, 5, etc.”.
Los estudiantes A4, A7, B2, B3, B5 y B9 plasmaron, la suma de n, en las columnas

‘luces verdes’, ‘luces amarillas’ y ‘luces azules’ mediante simbolos numéricos y
expresiones aritméticas.

Verificar que la regla de formacion funciona para generar los datos de las primeras 4
filas de la tabla.

Las tablas anteriores, muestran claramente el éxito que tuvieron los estudiantes en las
etapas percibir, describir, registrar y validar la formulacion, no obstante, cabe destacar que
los logros de los jovenes de bachillerato disminuyeron significativamente en las etapas,
describir, registrar y validar. En esta Gltima etapa, notamos que algunos estudiantes que
plasmaron sus percepciones en un lenguaje visible también fueron capaces de comprobar la

utilidad de la regla o ley de formacion sobre unos cuantos términos de las sucesiones.

En las sucesiones numéricas de las preguntas 1a, 3a y 3b se identifico que casi el total
de los estudiantes tuvo éxito para percibir la ley de formacién que las rige, ver tabla 24. Por

ejemplo, en la sucesion 1a, los jovenes percibieron que los numeros -1 y 1 se alternan, y
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aunque los estudiantes B5 y B13 fueron los Unicos en intentar plasmar la ley de formacion
mediante el lenguaje escrito, fue claro que el resto de los estudiantes también comprendid
la ley, puesto que fueron capaces de escribir unos cuantos términos adicionales.

En la sucesion de la pregunta 6, se identifico que 22 estudiantes pudieron continuar la
lista de enunciados. Deseamos destacar que 8 estudiantes acudieron a simbolos numéricos y
enfocaron su atencidn sobre las expresiones aritméticas que representan a los seis primeros
enunciados, posteriormente regresaron a lista de verbalizaciones y sobre ellas verificaron
las caracteristicas del patron que percibieron en los nimeros.

En el caso de la pregunta 7, se observO que 8 estudiantes recurrieron a simbolos
numéricos para representar la cantidad de cuadrados en cada una de las figuras del
cuestionario, ver tabla 31. Este grupo de jovenes trabajd sobre la sucesion numérica y
calcularon el siguiente término a partir del anterior. Por otro lado, se identific6 que con
base en la estructura de las figuras, cinco estudiantes construyeron la siguiente figura
partiendo de la anterior.

En la sucesion numérica de la pregunta 8, se identificé que casi el total de los
estudiantes logro calcular los términos de las posiciones septima, octava y novena. En esta
sucesion notamos que 14 estudiantes percibieron una relacidn recurrente entre los términos
de la sucesion, y 10 calcularon los tres términos intermedios partiendo de la posicion que
ocupan en la sucesion, ver tabla 28. Este ultimo grupo, tuvo éxito cuando la tarea consistio
en calcular el nimero que aparece en la posicion 250, pero los 14 estudiantes que generaron
los primeros términos desde el valor anterior, tuvieron dificultades para calcular un término
con indice mayor. Cabe destacar, que el estudiante A8, percibid que a partir del segundo
término de la sucesién cada uno de los siguientes se obtiene sumando cuatro unidades al
anterior y con esta regla logré generar los primeros términos, posteriormente para contestar
la pregunta 8b tiende a buscar la relacion entre los términos de la sucesion y su posicion, y
ademas fue uno de los estudiantes que expreso el patron de la sucesion utilizando una
simbologia matematica.

En las sucesiones x,, y y,, de las preguntas 13 y 14, se observé que la mayoria de los
estudiantes construy6 el siguiente término, con base en, operaciones aritméticas sobre los

dos términos anteriores. Por otro lado, menos de la cuarta parte de los jovenes percibié que
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los términos de la sucesion y,, estan definidos en funcion de los términos anteriores de

ambas sucesiones (x, Y y,,), ver tablas 35y 36.

Finalmente, deseamos destacar los resultados obtenidos en las sesiones de entrevistas
de algunos estudiantes que tuvieron dificultades para responder ciertas preguntas o que no
propusieron una respuesta durante la aplicacion del cuestionario. La tabla 38, presenta los
resultados de 6 estudiantes a quienes les sugerimos que nos explicaran o que contestaran
algunas de las situaciones matematicas en las que detectamos que no tuvieron éxito. A
continuacién mostramos algunos avances de los jovenes de bachillerato.

Tabla 38. Resultados durante la sesion de entrevista.

Resultados de la
aplicacion del

Pregunta Estudiante ! {
cuestionario.

Resultados durante la sesion de entrevista

1d Al No contestd la  El estudiante no respondid la pregunta.
pregunta.
2 B7 Tuvo dificultades El estudiante no logré explicar su respuesta.
para contestar
correctamente.
No contestd la  El estudiante logré continuar la lista de términos de la
pregunta. sucesion 3b.
4a B17 Tuvo dificultades El estudiante no logré explicar su respuesta.
para contestar
correctamente.
No contestdé la  El estudiante logrd continuar la lista de términos de la
pregunta. sucesion 4b.
No contestd la  El estudiante logrd continuar la lista de términos de la
pregunta. sucesion 4b.
Tuvo dificultades El estudiante logré continuar la lista de enunciados.
para contestar
correctamente.
Tuvo dificultades El estudiante logré determinar que en la sexta fila hay
para contestar 243 casillas.
correctamente.  En su entrevista nos comentd: jEh! Ahi lo respondi

No contesto6 la
pregunta.

11b

Al

(sefiala su respuesta que es 729 casillas) porque eran
las potencias de tres [...] me di cuenta que el nimero
de casillas era una potencia de tres.

Lo cual, revela que desde la aplicacion del cuestionario
logré percibir las peculiaridades bésicas del patron.

El estudiante logrd percibir el patron que rige la lista de
igualdades, pero tuvo dificultades para calcular que la
expresion 1+ 3+ 5+ -+ 99 + 101 consiste de 51
impares consecutivos.
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11b A5 No contesté la  El estudiante no logré determinar la suma de los
pregunta. primeros 51 impares.
No contesté la  El estudiante logré proponer los valores de la sucesién
pregunta. x, para las filas 11, 12 y 13.
No contesté la  El estudiante logré proponer los valores de la sucesién
pregunta yn para las filas 11, 12 y 13.
No contestd la  El estudiante logré proponer los valores de la sucesion
pregunta x, para las filas 11, 12 y 13.
No contestd la  El estudiante logré proponer los valores de la sucesion
pregunta yn para las filas 11, 12 y 13.

Las filas de la tabla 38 marcadas con el color verde, muestran que los estudiantes A1,
A3y A8 tuvieron potencial para percibir la regla de formacion en algunas de las sucesiones
de las preguntas 3a, 3b, 4b, 10a, 13a y 13b. Ademas, se identificd que estos estudiantes
aplicaron las reglas de formacion para calcular términos particulares de las sucesiones
numéricas antes mencionadas. Por otro lado, el estudiante A5, mostré ser capaz de percibir
el patron que rige a la sucesion de enunciados después de leer repetidamente las primeras
seis verbalizaciones. Este alumno, detectd que su primera respuesta no plasma las
caracteristicas del patron que percibi6 durante su entrevista, y por ende, decidio escribir una

nueva respuesta que si cumple la ley de formacion de la sucesion.

Con respecto a nuestra segunda pregunta de investigacién, nos enfocamos en los
alumnos que plasmaron haber percibido las peculiaridades basicas de los patrones desde la
aplicacion del cuestionario y en los estudiantes que tuvieron éxito en sus respuestas durante
las sesiones de entrevistas. En la tabla 39, mostramos una lista de las explicaciones de
algunos estudiantes, acerca de los patrones que detectaron y las dificultades que tuvieron

para describirlos, ver tabla 39.

140



Capitulo 5 | Consideraciones finales

Tabla 39. Dificultades de los estudiantes para describir un patrdn después de haberlo reconocido.

Pregunta Estudiante

3a

3b

da

4b

4b

8b

A3

A3

Al

Al

A8

B8

Explicacion
“JEh! Que va, como en la numeracion. Ast
va uno... pues va un cero, luego 1, 2 (el
estudiante sefiala los términos 1, 0, 0),
luego 1, 3 (el estudiante sefiala los
términos 1, 0, 0, 0)... Asi en la numeracion,
va de, pues ast.”

“Va creciendo conforme a la numeracion,
van creciendo los nameros, los ceros y los
unos’”.

“Bueno aqui segun yo para encontrar el
tercero (sefiala el nimero 2 en la sucesion)
tenemos que tener los dos datos anteriores
por ejemplo 1+1 daba el siguiente jdos!,
2+1 daba el siguiente jtres!, 3+2 daba el
siguiente, 5+3 daba el siguiente jocho!,
8+5 daba el siguiente jtrece!, 13+8 da el
siguiente jveintiuno! Y entonces seria
21+13 daria el siguiente y asi hasta llegar
al 34, 55y 89”.

“Bueno segtin yo de los tres que veo seria
3(2)+1 porque 3(2)=6 mds uno jsietel,
7(2)=14 mds tres 17, entonces segtin yo
siguiendo esa ldégica seria 17(2)+7
quedaria 41, 41(2)+17 quedaria 99 y
99(2)+41 y daria el siguiente niimero [...]
jYa! Segtin yo los tres términos que siguen
son 239,577y 1393".

Primera formulacion: “Dos veces el
anterior, mas el dos veces antes”.

Segunda formulacién: “Se va a multiplicar
por dos el nimero anterior y se le va a
sumar el nimero anterior del anterior ”.

“Me di cuenta que sélo son los multiplos
de cuatro, pero... por ejemplo, 4 en el
primero seria 4+3, en el segundo seria el
doble de cuatro més tres jserian oncel, y
asi el triple de 4... y ya lo unico que hice
fue multiplicar 250 por 4 y le sume 3”.
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Dificultad

El estudiante no logré explicar
explicitamente que se aumenta un
cero a la sucesion cada vez que se
alternan 1s y 0s, utilizando el
lenguaje natural.

El estudiante no logrd explicar
claramente que 1s y O0s van
aumentando en uno mas cada vez
gue se alternan, mediante el
lenguaje natural.

El estudiante no logré explicar
claramente que a partir del
tercer término cada uno de los
siguientes se obtiene al sumar
los dos términos anteriores.

El estudiante no logré explicar
claramente que a partir del
tercer término cada uno de los
siguientes se obtiene al sumar el
doble valor del término anterior
mas el valor del penaltimo
término.

En la primera formulacion, el
estudiante no logré explicar
claramente que la regla de
formacion consiste en sumar el
doble valor del término anterior
més el valor del pendltimo
término. No obstante, mostré un
avance notable en su segunda
formulacién.

El estudiante no logré expresar
la regla de formacion utilizando
una simbologia matematica,
pero si comprendi6 que la
expresion 4n+3 representa el
término que ocupa la posicién
enésima.
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10a

11b

13a

15b

A8

A8

Al

B8

“Hice todas las operaciones, fui, eh
1(3)=3 que es de la segunda fila, luego
para sacar los de la fila siguiente por tres
otra vez y ya dan 9, luego esos 9 por tres
otra vez y asi fui multiplicando por tres
hasta que fue 243"

“Primero se tiene que sacar el nimero de
sumandos que tiene y eso se puede sacar
sumandole uno al dltimo digito (impar) y
dividiéndolo entre dos y ya el resultado de
la derecha va a ser elevando el nimero de

»

digitos (impares) al cuadrado”.
Si, creo que si, segun yo para x,, seria la
suma de este (sefiala el numero 7 de la
sucesion x,,) con este (sefiala el nimero 3
de la sucesion x,) y aparte el nimero
original (vuelve a sefialar el nimero 7 de
la sucesion x, ) para dar el siguiente
namero (sefiala el namero 17 de la
sucesion x, ). iHm! 3363 y si es el
siguiente. jHm! 3363 y si es el siguiente.
Entonces segun yo para calcular toda la
fila de x,, seria...

“Por ejemplo... a éste, aumentarle dos
(sefiala el nimero 1 de la columna luces
verdes), al 3 (sefiala el nimero 3 de la
columna luces verdes) pues vya le
aumentaria el tres, al 6 cuatro, al 10 cinco,
al 15 seis, al 21 siete y asi sucesivamente,
lo mismo para las luces amarillas”.

El estudiante no logré explicar
claramente que para obtener el
namero de casillas de la siguiente
fila, la regla consiste en
multiplicar el nimero de casillas
de la fila anterior por 3.

El estudiante no logré explicar
claramente que el valor total de la
suma corresponde con el cuadrado
del nimero de sumandos impares
consecutivos que la generan.

El estudiante no logré articular
palabras para comunicar, que a
partir del tercer término cada
uno de los siguientes se obtiene al
sumar el doble valor del término
anterior mas el valor del
pendltimo término.

El estudiante no logré expresar
claramente que los valores en las
columnas luces verdes y luces
amarillas se determinan mediante
la suma de n.

Las descripciones que realizaron los estudiantes, nos permitieron identificar que la

mayoria no logré explicar de forma clara el patrdn mediante el lenguaje natural, el

estudiante Al no fue capaz de articular palabras para comunicar la regla de formacion de la

sucesién numérica de la pregunta 13a y en el caso de la sucesion numérica de la pregunta

8a notamos que el estudiante B8 no pudo expresar la regla de formacion utilizando una

simbologia matematica.

En suma, la lista de afirmaciones de esta seccién, muestra que la mayoria de los

estudiantes tuvo éxito para percibir las peculiaridades basicas de los patrones y, aunque, no

lograron comunicarlos de forma explicita, identificamos que si fueron capaces de realizar

142



Capitulo 5 | Consideraciones finales

un esfuerzo para describir sus percepciones mediante el lenguaje oral y mediante el

lenguaje escrito.

En razon de lo anterior, y sin intentar generalizar, mencionamos que los estudiantes
participes de este estudio mostraron tener potencial para reconocer las peculiaridades
basicas de los patrones que rigen a las sucesiones de objetos matematicos y no matematicos

del cuestionario.

5.2 Algunas reflexiones finales

Como ya hemos comentado en la primera seccion de este capitulo, el analisis de
resultados nos permitié generar una coleccion de ideas que plasman el potencial que
tuvieron los jévenes de nivel medio superior para la tarea de reconocimiento de patrones,
no obstante, queremos formular algunos comentarios acerca del trabajo que los estudiantes
realizaron durante el desarrollo de la investigacion.

En primer lugar, queremos destacar que los estudiantes participes en este estudio,
mostraron disponibilidad a responder cada pregunta del cuestionario, de hecho, algunos
jévenes nos solicitaron preguntas del mismo tipo para realizarlas en su casa. Los
estudiantes nos comentaron que este tipo de preguntas les agradan, debido a que, son
diferentes a las que realizan en el aula escolar.

En segundo lugar, mencionamos que durante las entrevistas, los estudiantes
mostraron que mediante el apoyo de tiempo son capaces de retomar la pregunta y mejorar
sus esfuerzos incompletos, como es el caso de los estudiantes que tuvieron dificultades para
contestar correctamente algunas preguntas del cuestionario y los que no propusieron una
respuesta durante su aplicacion. En las entrevistas de estos jovenes, se observd que la
mayoria logré percibir el patrén al intentar explicar sus respuestas y después de realizar un
segundo intento por contestar las preguntas. Por otro lado, las conversaciones de los
estudiantes que contestaron correctamente las preguntas del cuestionario, nos permitieron
confirmar su capacidad para percibir los patrones de las sucesiones y en el caso del
estudiante A8, se observo que en las sucesiones 4b y 13a logré mejorar su formulacion
acerca del patron que las rige.

En tercer lugar, el trabajo de los estudiantes reveld que en conjunto fueron capaces de

proponer diferentes formulaciones para un mismo patron, pero de manera individual
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notamos que plasmaron una Unica formulacién que describe las peculiaridades basicas del
patron.

En cuarto lugar, se observo que en las sucesiones de las preguntas 7 y 8 poco mas de
la cuarta parte de los estudiantes logro continuar la lista de los primeros términos o generar
términos con un indice mayor, a partir de la posicion que ocupan en la sucesion, y en el
caso de la pregunta 10 notamos que solo dos estudiantes fueron capaces de calcular el
numero de casillas y el nimero central a partir del numero de su fila. Deseamos destacar
que en estas tres preguntas s6lo 5 jovenes intentaron proponer una simbologia matematica
para plasmar en un lenguaje visible la representacion general del enésimo elemento de la
sucesion, en el caso de la pregunta siete fue el alumno A8, en el caso de la pregunta ocho
fueron los estudiantes A4 y A8, y en el caso de la pregunta diez fueron los estudiantes A6 y
B15.

También fue notorio que en las sucesiones de las preguntas 7, 8a, 10a, 10b, 13 y 14
la mayoria de los estudiantes generd un término con indice pequefio a partir del anterior y
en el caso de las preguntas 1c, 5, 11a y 12 continuaron la lista de objetos matematicos,
haciendo uso de las caracteristicas comunes o invariantes que percibieron entre los términos
de las sucesiones. Cabe mencionar, que en el caso de la sucesion numérica de la pregunta 8,
los estudiantes no tuvieron éxito cuando la tarea consistio en calcular un término con indice
mayor, en esta sucesion se observo que la mayoria de los alumnos calculd el término que
ocupa la séptima, la octava o la novena posicion con base en el término anterior, pero su
regla no les fue tan Gtil cuando intentaron proponer el término que ocupa la posicién 250.

En general, el trabajo de los jovenes de bachillerato reveld el potencial que tienen
para percibir las peculiaridades basicas de los patrones, en la mayoria de las sucesiones que
les presentamos. Sin embargo, con base en algunas de sus formulaciones (acerca del
patron) que expresaron mediante el lenguaje oral o escrito, se identifico que no lograron
usar las peculiaridades para expresar la generalidad.

En razdn de lo anterior, se infiere que el potencial de los estudiantes se podria utilizar
para guiarlos hacia un razonamiento en general de las peculiaridades basicas que han
demostrado ser capaces de percibir y también consideramos que su capacidad podria

explotarse para guiarlos a expresar la generalidad.
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Apeéendice A.
Tabla Al. Respuestas de los alumnos en la pregunta 1
Pregunta 1
Alumno fa b/ c|d a b ( d
Al 1,-1,1,. | 253649 425
36’ 49’ 64’ " ‘o’ T
- 25 36 49 9 11 13 1 1
A2 1,1, 1., === | 4-5=6 = — = ..
36’ 49’ 64 2 2 2 720’ 5040
- 9 11 13
A3 1, -1,1,.. 45,57,6?,
A4 1,-1,1, 25 36 49 4251 513 1 1
_ 36’ 49" 64’ 2’ - 2" 2’ 720’ 5040 "
- 25 31 36 9 11 13 1 1
> DN BT 56T i
- 25 36 49 8 9 10 11 12
A6 1 ’ 1 ,L _[ _[ _[ wer _I_l _l_l _1
36’ 49’ 64 2’2’ 2 ' 2’ 2
- 25 36 49 9 11 13 1
A7 1, 1. — =, —, . 4-5 — 6 —, —_—— ..
36’ 49’ 64 2 2 2 720’ 5040
A8 1, 1,1, 25 36 49 435 1 1
36 49" 64" 2 720’ 5040' "
B1 1. 1 1 25 36 48 4 9 11
T e 5190 220 Soag’
- 9 1 1
BZ 1 ,—1_,—14". E T, T, e 41 = 51 T Ty e
Y 2 720 5040
. 25 36 49 9 11 13 1 1
B3 1, 1,1, — =, —, ... 4-5 — 6 —, —_——, ..
36’ 49’ 64 2 2 2 720’ 5040
B4 1,-1,1,.. §3_6£ 4252
36’ 49’ 64’ " ‘2 7 2!
. 25 36 49 9 1 1
BS 1, -1 ’L T T ar e 41 o 51 . P )
36’ 49’ 64 2 720’ 5040
7 ' ALY ) i) i) ) )
34’ 47’ 64 2 2 2 720’ 5040
- 9 1 1
B7 1 ,_1,L 41 E! 51 - T
720’ 5040
- 25 36 49 9 1 1
B8 1,-1,1 T Ty T e 41 ) 51 .- '
36’ 49’ 64 2 720’ 5040
- 25 36 49 9 1 1
Bg 1 ! 1 ’L YRSV RSV EETE 41 ) 51 " y
36’ 49’ 64 2 720’ 5 040
_ 9 11 13 1 1
- N tz5 20 2 20 20
60
. 25 36 49 9 1 1
Bll 1 ,_IIL ) Y Y R R 41 o 51 T
36’ 49’ 64 2 720’ 5040
. 25 36 49 9
Bl12 1,1,31.. 20 79’ oa’ " 4, 2 5,
. 9 11 13
B13 1,-1,1, 4=-5 — 6 —,
2 2 2
B14 1,-1,.1, 4 9 5
121 7 "
36’ 49’ 64’ " 2’ 2’ 2’ 720’ 5040’
- 25 36 49 9
B16 1, -1, 1, .. E’Era' 4151 51_
9 11 13 1 1
817 l E, T T ) e 4 Y 5 P 6 ] P R
64 2 2 2 720’ 5040
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Tabla A2. Respuestas de los alumnos en la pregunta 2

Alumno Pregunta 2
Al
A2
A3
A4
A5
A6 Grupo
A7 5 (21,23, 25,27,29)
A8 6 (31,33, 35,37,39,41)
B1 : :
B2 10  (91,93,95,97,99,101, 103,105,107, 109)
B3
B4
B5
B6
Grupo
5 (23,25,27,29,30)
B/ 6 (33,35, 37, 41, 43, 45)
10
BS
B9 Grupo
510 5 (21,23,25,27,29)
STl 6 (31,33, 35,37,39,41)
B12 5 5
10  (91,93,95,97,99,101, 103,105,107, 109)
Grupo
5 (21,23,25,27,29)
B13 6 (30,31, 32, 33, 34, 35)
10 (51,52,53,54,55,56,57, 58, 59)
B14 Grupo
B15 5 (21,23, 25,27,29)
B16 6 (31,33, 35,37,39,41)
B17 : :

10 (91,93,95,97,99,101,103,105,107,109)
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Tabla A3. Respuestas de los alumnos en la pregunta 3

Pregunta 3

Alumno Incisos

a b a b

Al 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

A2 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

A3 1,0,0000,10,0,0,0,0,0,..

A4 1,0,0000,10,0,0,0,0,0, ... 1,1,1,10,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, ...

A5 10,000010,0,0,0,0,0,.. 1,1,11,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, ...

A6 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

A7 1,0,0000,10,0,0,0,0,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

A8 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

Bl 1,0,000,0,1,0,... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B2 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B3 1,0,0,00,0,1,0,.. 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B4 1,00000,1,0,00,0,0,0, ... 1,11,1,0,0,0,0, ...

B5 10,0000,10,0,0,0,0,0,.. 1,1,1,10,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, ...

B6 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B7 1,0,0000,10,0,0,0,0,0, .. 1,1,11,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, ...

B8 1,0,0,00,0,1,0,.. 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B9 100000,10,0,0,0,0,0, ... 1,1,11,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, ...

B10 1,0,0,00,0,1,0,... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

Bl1 100000,10,0,0,0,0,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B12 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B13 1,0,0,00,0,1,0,.. 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B14 1,0,0,0,0,0,1,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B15 1,0,0,00,0,1,0,.. 1,1,1,1,0,0,0,0, ...

B16 1,0,0,000,1,0,0,0, ... 1,1,1,1,0,0,0,0,...

B17 1,0,0,00,0,1,0,.. 1,1,1,1,0,0,0,0, ...
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Tabla A4. Respuestas de los alumnos en la pregunta 4

Pregunta 4
Alumno -
Incisos
a b a b

Al 34,55,89 ...

A2 30,40,51, ...

A3 29,38,47, ...

A4 33,50,73, ... 239,577,1393, ...
A5 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
A6 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
A7 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
A8 34,55,89 ...

Bl

B2 34,55,89 ...

B3 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
B4 34,55,89 ...

B5 34,55,89 ...

B6 34,55,89 ... 239,277,554, ...
B7 31,43,58, ...

B8 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
B9 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
B10 34,55,89 ...

B11 34,55,89 ... 239,717,2151, ...
B12 34,75,1009, ... 239,577,1393, ...
B13 34,55,89 ... 239,717,2151, ...
B14 34,55,89 ... 239,577,1393, ...
B15 34,55,89 ...

B16 34,55,89 ...

B17 37,69,133, ...
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Tabla A5. Respuestas de los alumnos en la pregunta 5

Alumno Pregunta 5
Al 20,26,27,34,35 ...
A2 20,26,27,34,35 ...
A3 20,26,27,34,35 ...
A4 20,26,27,34,35 ...
A5 20,26,27,34,35 ...
A6 20,26,27,34,35 ...
A7 20,26,27,34,35 ...
A8 20,26,27,34,35 ...
Bl 20,26,27,34,35 ...
B2 20,26,27,34,35 ...
B3 20,26,27,34,35 ...
B4 20,26,27,34,35 ...
B5 20,26,27,34,35 ...
B6 20,26,27,34,35 ...
— 57 [N 20, 26,28, .

B8 20,26,27,34,35 ...
B9 20,26,27,34,35 ...
B10 20,26,27,34,35 ...
B11 20,26,27,34,35 ...
B12 20,26,27,34,35 ...
B13 20,26,27,34,35 ...
B14 20,28, 29, ...

B15 20,26,27,34,35 ...
B16 20,26,27,34,35 ...
B17 20,26,27,34,35 ...
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Tabla A6. Respuestas de los alumnos en la pregunta 6

Alumno

Al

A2

A3
A4

A5

A6
A7
A8
Bl
B2
B3
B4
BS
B6

B7

B8

B9
B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17

Pregunta 6

g) Trece mas uno,
h) Catorce mas cinco,
i) Diecinueve mas uno

g) Diez mas uno,
h) Once maés cinco,
i) Doce mas uno

g) Trece méas uno,
h) Catorce mas cinco,
i) Diecinueve méas uno

g) Diez mas cuatro,
h) Diez mas nueve,
i) Diecinueve mas uno

g) Trece méas uno,
h) Catorce mas cinco,
i) Diecinueve méas uno

g) Diez mas una,
h) Once mas cinco,
i) Dieciséis mas uno

g) Trece méas uno,
h) Catorce mas cinco,
i) Diecinueve méas uno
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Tabla A7. Respuestas de los alumnos en la pregunta 7

Alumno Pregunta 7
Al Figura de la posicién 8 Figura de la posicién 15
4(8) = 32 15 x 4 = 60
32+1=33 60+ 1 =61
A2 Posicion 8, 33 cuadritos; 15, 61 cuadritos.
A3 Dibujo6 33 cuadrados en la posicién 8 y 61 cuadrados en la posicion 15.
A4 5/6|7[8]9]10 15
21 [25]29 33|37 |4 61
A5 Figura 8-33, Figura 15-61.
A6 Figura 8 Figura 15
8x3 =24 15x3 =45
24 +9 =33 45+ 16 = 61
A7 Figura de la posicién 8 Figura de la posicién 15
4x8=32 15 x4 =60
32+1=33 60+ 1 =61
A8 Se debe multiplicar 4 por el nimero de la posicién y luego se le suma 1, por el
cuadrito restante, por lo tanto la férmula es 4n + 1.
Posicion 8, 33; Posicion 15, 61.
B1 5/6 |7 |89 ]10]..]15
R RN l
21 |25 ]29(33]37]41 61
B2 En la posicion 8 habréa 64 cuadrados y en la posicion 15 habra 225
cuadrados.
B3 1-5 5-21 9-37 13-53
2-9 6-25 10-41 14-57
3-13 7-29 11-45 15-61
4-17 8-33 12-49
Posicion 8 = 33, Posicion 15 = 61
B4 8 x4 =32, 32 + 1 = 33 cuadrados hay en la posicion 8
15 x 4 = 60, 60 + 1 = 61 cuadrados hay en la posicion 15
B5 Dibuj6 cada figura en las primeras 15 posiciones, realiz6 el conteo de
los cuadrados en cada figura y les asigné su valor numérico.
Finalmente describid: “Solo se le suman 4 a los cuadrados y asi llegas
al resultado”.
B6 Figura 8:33, Figura 15:61
B7 En la posicion de 8 seria 8 filas x 4 casillas y 1 s6lo queda un
cuadrado. Da un total de casillas 33.
En la posicion de 15 seria 15 filas x 4 casillas y 1 solo casilla. Da un
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G

B9

B10

B11
B12

B13

B14

B15

B16

B17

total casillas 61.

Aumentan 4 cuadrados por cada grupo. 8-33, 15-61.

Dibujo las figuras de las posiciones 1, 2, 3, 4 y 5. Después escribe:
Respuesta Posicion 8 = 33 cuadritos, Posicion 15 = 61 cuadritos.

En cada secuencia se suma 4 pero estd acomodado de manera que
pueda multiplicar la altura x la base h x b y le agrego 1... Posicion

8= 4x8+1=33,Posicion 15 = 4 x 15+ 1 = 61.

1

2

8

15

4x1+1

4x2+1

4x8+1

4x15+1

Posicién 8 = 33, Posicion 15 = 61

Al ocho lo multiplicas por 4 y le sumas 1y al quince x 4 + 1

Dibuj6 los 33 cuadrados en la posicion 8 y 61 cuadrados en la posicion

15.

Posicion 8=33, Posicion 15=61.

Multipliqué 5 x 8 y resté 7, 5 X 15 y resté 14,

5

6

7

8

9 |10

15

21

25

29

33

37 | 41

61

Sélo se van aumentando 4 en cada nimero.

1. 5+4=9

2. 9+4=13

No ko

13+4=17
17+4=21
21+4=25
25+4=29
29+4=33

14. 57+4=61

Le sume asi como me fue saliendo el niamero porque al inicio se ve que
en cada momento se agregan 4 cuadrados.
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Tabla A8. Respuestas de los alumnos en la pregunta 8

Pregunta 8
Alumno a b
Al 31, 35,39,43,47, ... 250 x 4 = 1000,1000 + 3 = 1003
A2 D 3135394347, 993
A3 31, 35,39, 43,47, ...
A4 31, 35,39, 43,47, ... 7=4+3
11=4+47=4+4+3=4-2+3
15=4+11=444+7=4+4+4+3
=4-3+3
19=4+15 f=4-np+3
=4x7+3=31
=4-250 + 3 = 1003
A5 31, 35,39, 43,47, ...
A6 31, 35,39, 43,47, ...
A7 7=4+4+3-
11=4+7-58+3
15=4+11>12 +3
31,35, 39, 43,47, ... 19=15+4-16+3
e 23=19+4-520+3
27 =23+4-524+3
31=27+4->28+3
35=314+4-32+3
39 =35+4-36+3
A8 31, 35,39, 43,47, ... 4n + 3, 1003
B1 31, 35,39, 43,47, ...
B2 31, 35,39, 43,47, ...
B3 31, 35,39, 43,47, ... 1003
B4 31, 35,39, 43,47, ...
B5 31, 35,39, 43,47, ...
B6 31, 35,39,43,47, ... 1003 multipliqué 4 x 250 + 3
B7 31, 35,39, 43,47, ...
B8 31, 35,39, 43,47, ... (250 x 4) + 3 = 1000 + 3 = 1003
B9 31,35,39,43,47, ... 250 X 4 = 1000,1000 + 3 = 1003
B10 31, 35,39, 43,47, ...
B11
B12 31,35,39,43,47, ... 250 x 4 = 1000,1000 + 3 = 1003
B13 31,35,39,43,47, ...
B14 31, 35,39,43,47, ...
B15 31,35, 39,43,47, ... 250 X 4 = 1000,1000 + 3 = 1003
B16 31, 35,39, 43,47, ...
B17 31, 35,39, 43,47, ... 1003
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Tabla A9. Respuestas de los alumnos en la pregunta 9

Pregunta 9
Alumno Incisos
a b C
Al 151 215 g — 671
A2 151 215 671
A3
A4 151 215 671
A5 50 x 3 =150 72 x3 =216 %:671
150+ 1 =151 216 —1 = 215 3
A6
A7 50 x 3 = 150 72 x 3 = 216 2013 _ .
150+ 1 =151 216 —1 =215 3
Hijo mayor del Hijo menor del
namero 50 nlmero 72
A8 3(50) +1 =151 3(72) — 1 =215 % — 671
3
Bl 151 215 671
B2 151 215 g — 671
B3 50 x 3 =150 72 x3 =216 &: 71
150+ 1 =151 216 —1 =215 3
B4 151 215
B5 151 215 671
B6 125001 373247
B7 151 215
B8 151 215 671
B9 50 x 3 = 150 72 x 3 = 216 @2671
1504+ 1 =151 216 —1 =215 3
B10 50x3+1=151 | 72x3—-1=215 %:671
3
B11l
B12 151 215 671
B13 151 215 671
B14
B15 151 215 671
B16 151 215
B17 El hijo mayor del | El hijo menor de 72 | EIl papa del nimero
nimero 50 es 151 es 215 2013 es 671
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Tabla A10. Respuestas de los alumnos en la pregunta 10

Pregunta 10
Alumno b a b
Al 729
A2 243 casillas. 43 046 721.
Hay 10 casillas El nGmero 157
A4 Fila 6-243 casillas. 43 046 721.
A5 243 casillas. 43 046 721.
A6 243, 3™ funciona en ambos 43 046 721, 3™ funciona en
€asos. ambos €asos.
A7 I_ Sexta fila: 27 x 3 = 81 17 x 3 = 41 son multiplos de 3
A8 243 casillas. 43 046 721.
B1 243 casillas. 43 046 721.
B2 3Xx3x3x3x3=243 43 046 721.
casillas.
B3 243 43 046 721.
B4
B5 243 43 046 721.
B6 o 243 casillas, 143 489 907
B7
B8 243 43 046 721.
B9 Tercera fila: 9 43 046 721.
Cuarta fila: 27
Quinta fila: 81
Sexta fila: 243
El nimero de la fila se
multiplica por 3. Este alumno
utilizé la palabra ‘fila’ pero sus
calculos revelan que se refirid
‘al numero de casillas’.
B10 9 9 9 = 27
27 27 27 | =81
81 81 81 | =243 129140 163
243 casillas en la sexta fila.
B11 243
B12
B13 243 casillas. 143 489 907
B14 243 Lo mismo que en el inciso a sélo

que multiplicando hasta el numero
17
43 046 721.
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B15 243 casillas. 43 046 721.
B16 243 43 046 721.
B17 En la sexta fila hay 243 casillas.
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Tabla A11. Respuestas de los alumnos en la pregunta 11

Pregunta 11

Alumno a b a b
Al
A2 2601
A3
A4 2601
A5
A6
A7
A8 (51)(51) = 2601
B1 7)1+3+5+7+9+11+13=49
B2 8)1+3+5+7+9+11+13+15= 64 2601
B3
B4 2601
BS 2601
B6 2601
B7
B8 2601
B9 2601
B10 2601
B11
B12
B13 2601
B14 2601
B15
B16
B17 2601
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Tabla A12. Respuestas de los alumnos en la pregunta 12

Alumno Pregunta 12

Al

A2

A3

— 4)16 +17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24

AS 5) 25+ 26 + 27 + 28 + 29 + 30 = 31 + 32 + 33 + 34 + 35
A6

A7

A8

B1 4)16 + 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24 + 25

5)26 427 + 28 + 29 4+ 30 + 31 = 32 + 33 + 34 + 35 + 36

B2

B3 4)16 +17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24

B4

= 5) 25+ 26 + 27 + 28 + 29 + 30 = 31 + 32 + 33 + 34 + 35
B6

B7 4)16 + 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24 + 25

5) 26 + 27 + 28 + 29 + 30 + 31 = 32 + 33 + 34 + 35 + 36 + 37

BS

BY 4)16 4+ 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24

B10

— 5) 25426 + 27 + 28 + 29 + 30 = 31 + 32 + 33 + 34 + 35
B12

B13 4)16 + 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24 + 25

5) 26 + 27 + 28 + 29 + 30 + 31 = 32 + 33 + 34 + 35 + 36 + 37

B14 4)16+ 17 + 18 + 19 + 20 = 21 + 22 + 23 + 24

212 5) 25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 30 = 31 + 32 + 33 + 34 + 35
BL7
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Tabla A13. Respuestas de los alumnos en la pregunta 13

Pregunta 13
Alumno d a b C q
Al
A2
A3
n Xn n Vn
1 1 1 1
11 8119 11 5741
12 | 19601 12 | 13860
13 | 47321 13 | 33461
n Xy, n Vn n Xn Se divide la
1 1 1 1 Yn segunda y
: : : : 1 1.0 tercera
11 8119 11 5741 : : columna para
12 | 19601 12 | 13860 11 | 1.41421355] | sacar la cuarta.
13 | 47321 13 | 33461 12 | 1.41421356
13 | 1.41421356
n Xn Fue la division
1 1 de la segunda
: : columna con
11 | 8119 la tercera.
12 | 19601
13 | 47321
Que no son
constantes
= porque
n Xn n Yn n - aumentan y
1 1 1 1 In disminuyen.
: : : : 1 1.0
11 8119 11 5741 : :
12 ] 19601 12 | 13860 11 | 1.41421355
13 | 47321 13 | 33461 12 | 141421356
13 | 1.41421356
Séloes la
division de
Xn Y Vn
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B7

B8

B9
B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17

n Xn n Yn n Xn

1 1 1 1 Yn

: : : : 1 1.0

11 | 8119 11 | 5741 : :

12 119601 12 | 13860 11 | 1.41421355

13 | 47321 13 | 33461 12 |1 1.41421356
13 | 1.41421356
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Tabla A14. Respuestas de los alumnos en la pregunta 14

Pregunta 14
Alumno cld a b C d
Al
A2
A3
A4
A5
A6 n Xn n Yn
1 1 1 1
11 | 31648 11 18272
12 | 86464 12 | 49920
13 | 236224 13 | 136384
A7
A8 n xn n yn n x_n
Bl 1 1 1 1 Yn
B2 : : : : 1 1.0 o
11 | 31648 11 | 18272 : :
12 | 86464 12 | 49920 11 | 1.73204904
13 | 236224 13 | 136384 12 11.73205128
13 | 1.73205068
B3
B4 n x‘l’l n y‘l’l n x_n
BS 1 1 1 1 In
B6 : : : : 1 1.0
B7 11 | 31648 11 | 18272 : : o
BS 12 | 86464 12 | 49920 11 | 1.73204904 | =——
13 | 236224 13 | 136384 12 | 1.73205128
13 | 1.73205068
B9
B10 n Xn n In n Xn
B11 1 1 1 1 In
: : : : 1 1.0
11 | 31648 11 | 18272 : :
12 | 86464 12 | 49920 11 | 1.73204904
13 | 236224 13 | 136384 12 | 1.73205128
13 | 1.73205068
B12
B13
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B14
n xn n yTl n x_n
1 1 1 1 Vn
s ; s ; 1 1.0
11 | 31648 11 | 18272 s ;
12 | 86464 12 | 49920 11 | 1.73204904
13 | 236224| | 13 |136384| | 12 |1.73205128
13 | 1.73205068
B15 n x, " v
1 1 1 1
11 | 31648 11 | 18272
12 | 86464 ||| 12 | 49920
13 | 236224 | 13 | 136384
B16
B17
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Tabla A15. Respuestas de los alumnos en la pregunta 15

Alumno Pregunta 15
b a b
Al Ndmero de | Luces Luces | Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
NUmero de | Luces Luces | Luces | Total
pentdgonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 5 5 6 16
6 6 6 7 18
7 7 7 8 22
Numero de | Luces Luces | Luces | Total Pentagono 10, Luces
pentdgonos | verdes | amarillas | azules verdes 55, Luces amarillas
1 1 1 3 5 55, Luces azules 66.
: : : : : Faltan 26 para formar 10
5 15 15 21 | 51 pentagonos
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces | Luces | Total Faltan 5,5y 16.
pentdgonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
V = faltan 5
NOmero de | Luces | Luces | Luces | Total A = faltan 5
pentagonos | verdes | amarillas | azules A= faltan 16
1 1 1 3 5 26
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
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A7

A8

Bl

B2

Numero de | Luces Luces | Luces | Total Van a faltar 5 luces verdes
pentagonos | verdes | amarillas | azules y 5 amarillas y 16 azules.
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
8 36 36 45 117
9 45 45 55 145
10 55 55 66 176
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules Verdes | 55-50 | 5
1 1 1 3 5 Amarillas | 55-50 | 5
: : : : : Azules | 66-50 | 16
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
8 36 36 45 117
9 45 45 55 145
10 55 55 66 176
Verdes 55, Amarillas 55,
Azul 66. Total 176
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules 5,5y 16
1 1 1 3 5
5 15 +6 | 15 +6 21 +7 51
6 21 +7 21 +7 28 +8 70
7 28 +8 28 +8 36 +9 92
8 36 +9 36 +9 45 +10 | 117
9 45+10 | 45+10 | 55+11 | 145
10 55 55 66 176
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B3

B4

BS

B6

B7

B8

Apéndice A

Numero de | Luces Luces Luces | Total No.de 10
pentagonos | verdes | amarillas | azules pentagonos
1 1 1 3 5 Luces 5| -5
: : : : : verdes
5 15 15 21 51 Luces 5 | -5
6 21 21 28 70 amarillas
7 28 28 36 92 Luces 66 | - 16
azules
Total 176
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces Luces | Total 8-36/36/45=117
pentagonos | verdes | amarillas | azules 9-45/45/55=145
1 1 1 3 5 10-55/55/66=176
5 15 15 21 51 Falta5,5y 16
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces | Luces | Total Verdes 55, Amarillas 55,
pentagonos | verdes | amarillas | azules Azules 66. (Al final agrega
1 1 1 3 5 que faltan 5 verdes, pero
: : : : : no dice nada de cuantas
5 15 15 21 51 faltan para el caso de las
6 21 21 28 70 amarillas y azules).
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5 5 Luces verdes, 5 luces
: : : : : amarillas y 16 azules.
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
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7 28 28 36 92
Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentdgonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15=10+5 15 21=15+6 | 51 SV,5A 16 A
6 21=15+6 21 28=21+7 | 70
7 28=21+7 28 36=28+8 | 92
8 36=28+8 36 45 117
9 45=36+9 45 55 145
10 55=45+10 55 66=55+11 | 176
NUmero de | Luces Luces | Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
NUmero de | Luces Luces | Luces | Total Faltan 5 verdes/5
pentagonos | verdes | amarillas | azules amarillas/ 16 azules.
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92

Ndmero de | Luces Luces | Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules

1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
8 36 36 45 117
9 45 45 55 145
10 55 55 66 176

Numero de | Luces Luces | Luces | Total
pentdgonos | verdes | amarillas | azules

1 1 1 3 5

5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
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B14 Numero de | Luces Luces | Luces | Total
pentdgonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
B15 Numero de | Luces Luces | Luces | Total No. de
pentagonos | verdes | amarillas | azules pentagonos | 10
1 1 1 3 5 L verdes 55 5
: : : : : L amarillas | 55 5
5 15 15 21 51 L azules 66 16
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
B16 Numero de | Luces Luces Luces | Total
pentdgonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
8 36 36 45 117
9 45 45 55 145
10 55 55 66 176
B17 NUmero de | Luces Luces | Luces | Total
pentagonos | verdes | amarillas | azules
1 1 1 3 5
5 15 15 21 51
6 21 21 28 70
7 28 28 36 92
8 36 36 45 117
9 45 45 55 145
10 55 55 66 176
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Apéndice B. Transcripciones de las entrevistas

Entrevista alumno Al

Pregunta 1d
Investigadora: En la pregunta 1d no la respondio

Alumno Al: El problema es que aqui no, por la presion y todo realmente no
pude encontrar una sucesion, asi que pues la deje en blanco.

Investigadora: Ok

Alumno Al: Ahora el problema son los denominadores. (Se le dio un tiempo
para contestar la pregunta, sin embargo no logré proponer los dos
términos intermedios de la sucesion).

Pregunta 4a

Investigadora: En la pregunta 4 nos dice encuentra los siguientes tres términos
de cada una de las sucesiones, en la primera sucesion yo le di los
primeros 8 elementos y usted escribié los nimeros 34, 55 y 89, me
puedes decir ;como los hallaste?

Alumno Al: A ver recuerdo, bueno aqui segin yo para encontrar el tercero
(sefiala el numero 2 en la sucesion) tenemos que tener los dos datos
anteriores por ejemplo 1+1 daba el siguiente jdos!, 2+1 daba el siguiente
itres!, 3+2 daba el siguiente, 5+3 daba el siguiente jocho!, 8+5 daba el
siguiente jtrece!, 13+8 da el siguiente jveintiuno! Y entonces seria
21+13 daria el siguiente y asi hasta llegar al 34, 55y 89.

Pregunta 4b

Investigadora: Ahora para la pregunta 4b, no la contesto (el investigador da un
tiempo para contestarla)

Alumno Al: Bueno segun yo de los tres que veo seria 3(2)+1 porque 3(2)=6
mas uno jsiete!, 7(2)=14 mas tres 17, entonces segln yo siguiendo esa
I6gica seria 17(2)+7 quedaria 41, 41(2)+17 quedaria 99 y 99(2)+41 y
daria el siguiente nimero.

Investigadora: Me puedes escribir en la hoja los tres términos, encuentra los tres
términos siguientes

Alumno Al: Serian 99(2)+41... (el alumno procede a realizar las operaciones
para determinar los tres términos siguientes en la sucesion).

Investigadora: Escribelos en la parte de abajo
Alumno Al: jYa! Segln yo los tres términos que siguen son 239, 577 y 1393
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Pregunta 10a

Investigadora: Puede leer la pregunta 10
Alumno Al: inciso (a)?

Investigadora: Si

Alumno Al: En la primera fila, ah, o sea en la tabla del problema anterior
(sefiala la tabla de la pregunta 9), en la primera fila hay una casilla y en
la siguiente hay tres, ¢cuantas casillas hay en la sexta fila? jEh! Ahi lo
respondi (sefiala su respuesta que es 729 casillas) porque eran las
potencias de tres, no sé, por ejemplo aqui es X, aqui seria 3, entonces
aqui empieza.

Investigadora: En la fila uno hay una casilla

Alumno Al: En la fila dos ya hay 3 casillas, en la fila tres ya hay 9 casillas, en
la fila cuatro hay 27 casillas, me di cuenta que el nimero de casillas era
una potencia de tres.

Pregunta 11a

Investigadora: Ahora en la pregunta 11a, puedes leer el enunciado por favor.
Alumno Al: Escriba los siguientes renglones de la sucesién

Investigadora: Lee los renglones que diste como respuesta

Alumno AL1: 14+34+54+74+94+11+13=49y 1+3+54+74+9+11+
13 + 15 que es igual a 64. Lo que note es que solo se le sumaban
numeros impares y que los resultados eran el nimero de la fila al
cuadrado, o sea, por ejemplo aqui 22 = 4 (sefiala la segunda igualdad),
en este caso 32 =9, 42 = 16 (sefiala la cuarta igualdad), 5% = 25,
62 = 36 y bueno siguiendo esa ldgica diria que 72 = 49 y 82 = 64.
Ahorita me doy cuenta que es el numero de la fila al cuadrado

Investigadora: Aquella vez (en la aplicacion del cuestionario) ¢hiciste lo mismo
para encontrar el nimero 49?

Alumno Al: No, si hice la suma, aquella vez si hice la suma (aclara que para
los renglones 8 y 7 si efectud la suma de cada impar), pero ahorita ya
me doy cuenta que es el nimero de la fila al cuadrado y ese ya es el
resultado.

Pregunta 11b

Investigadora: La pregunta 11b no la contesto usted, quiero que con lo que
encontraste quiero que me digas cuanto es ese valor (la investigadora
sefialalasumal+ 345+ 499+ 101).

Alumno Al: ¢Del 1 al 101? A ver, necesito el nimero de sumandos y dividirlos
a la mitad porque no se estas poniendo todos como debe ser, como sélo
estamos contando los numeros impares entonces seria como dividirlo a
la mitad y entonces diria que hay 50.5 aproximadamente.
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Preguntal3ayb

Investigadora: La pregunta 13 y 14 no la contesto, quiero que observes la tabla
y halles los términos que siguen (la investigadora sefiala los espacios en
blanco para las filas 11, 12 y 13).

Alumno Al: 1, 3,7, eh

Investigadora: No te preocupes aln tenemos tiempo.

Alumno Al: jHuy! Pues para esta expresion realmente no, no, no sé
Investigadora: No te preocupes

Alumno Al: La veo muy complicada y pues como para tener la tercera (sefiala
la cuarta columna de la tabla) debes tener las otras dos

Investigadora: Esta bien, ¢estas completamente seguro? Se le da més tiempo
para responder la pregunta. Ya encontraste algo, verdad

Alumno Al: Si, creo que si, segin yo para x,, seria la suma de este (sefiala el
numero 7 de la sucesién x;,) con este (sefiala el numero 3 de la sucesién
x,) Yy aparte el namero original (vuelve a sefialar el nimero 7 de la
sucesion x,,) para dar el siguiente nimero (sefiala el nimero 17 de la
sucesion x,,). jHm! 3363 y si es el siguiente.

Investigadora: A ver para otro mas

Alumno Al: jHm! 3363 y si es el siguiente. Entonces segin yo para calcular
toda la fila de x,, seria...

Investigadora: Ahora para y,,
Alumno Al: Para ;cuél?, ah y, a ver, hm... jlo mismo!

Investigadora: Encuentra el primer término (sefiala el espacio en blanco
correspondiente a la fila 11), el termino de la fila 11.

Alumno Al: Segun yo jah! 5741
Entrevista alumno A3
Pregunta 3a

Investigadora: En la pregunta 3a explicame que fue lo que hiciste para
determinar los 8 términos, primero quiero que leas el enunciado.

Alumno A3: Encuentra los siguientes 8 términos de cada sucesion. Aja yo lo
que hice es que como va 1, 0 (sefiala los dos primeros términos de la
sucesion 3a), uno, dos (sefiala el tercero, cuarto y quinto elemento de la
sucesion 3a, esto es, 1, 0, 0) y vi que iban de la numeracién 1, 2, 3, 4, ...
y luego aqui pues obviamente iba el 5 (sefiala su respuesta 1, 0,0,0,0,0,
1,...) juno y cinco ceros! Y asi me iba, uno y los seis ceros, y luego uno
y siete ceros y asi.

Investigadora: ;Como lo describirias?
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Alumno A3: “;Eh! Que va, como en la numeracion. Asi va uno... pues va un
cero, luego 1, 2 (el estudiante sefiala los términos 1, 0, 0), luego 1, 3 (el
estudiante sefiala los términos 1, 0, 0, 0)... Asi en la numeracion, va de,
pues asi.

Pregunta 3b

Investigadora: En la pregunta 3b usted no respondio (se le permite responder)
Alumno A3: jAh! Era lo mismo pero ahora con los unos.

Investigadora: Expliqueme que haria

Alumno A3: Aja, por ejemplo en el primero dice 1, 0, y luego va asi como por
decirse... jAja! pero ahora como en el primero (sefala la sucesion 3a)
solo iban aumentando los ceros, aqui en el 3b json los dos!, aca es 1, 0,
enelotroesl,1,0,0, jdos! Yluego 1,1,1,0,0,0 jvade tres!

Investigadora: Y el siguiente

Alumno A3: El siguiente seria 1, 1, 1, 1y cuatro ceros.
Investigadora: Y el siguiente

Alumno A3: Y asi pues cinco unos y cinco ceros y asi va a aumentar
Investigadora: Puedes escribir tu respuesta en la hoja.

Alumno A3: Acé los escribo.

Investigadora: Si. Entonces, ;como describes el comportamiento de esta
sucesion?

Alumno A3: Que va, como se dice, que va creciendo conforme a la
numeracion, van creciendo los nimeros, los ceros y los unos.

Entrevista alumno A5

El estudiante A5, en el lapso de su entrevista intentd responder las preguntas 6
y 11b.

Entrevista alumno A8
Pregunta 1b
Investigadora: En la pregunta 1b

Alumno A8: Son puros nimeros al cuadrado

. 14 9
Investigadora: Tenemos DT los numeradores son

Alumno A8: 1,4, 9, 16, ...
Investigadora: Y en los denominadores
Alumno A8: 4,9, 16y 25.
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Pregunta 1c
Investigadora: Para la sucesion 1c, ¢qué fue lo que usted hizo?

1 1 3 ;1 4
Alumno A8: Se va sumando p al 1 le sumas > dan ~» Mas - son - que son 2...

. P 1 .
Investigadora: ;Como fue que encontraste que se suma 5?, ¢que fue lo que

hiciste?
. 23456 ,
Alumno A8: Transformo en medios y ya veo que va de S35 55 Yasiyse le
va sumando
Pregunta 1d

Investigadora: En la pregunta 1d ;qué fue lo que hiciste?

Alumno A8: Se va multiplicando la posicion por el denominador del anterior,
por ejemplo, aca que es la posicién dos, se va a multiplicar por uno, da
dos. La posicién tres va a ser 3(2)=6, aca (se refiere al elemento que
ocupa el cuarto lugar) va a ser 4(6)=24, luego esta es la posicién 5,
5(24)=120, luego la posicion 6 va a ser 6(120)=720, en la posicién 7 va
a ser 7(720)=5040.

Pregunta 2:

Investigadora: En la pregunta dos usted escribio el grupo 5, el grupo 6 vy el
décimo grupo, por favor explicame ;qué fue lo que te ayudo a
determinar esos grupos?

Alumno A8: Son los nimeros impares, en el tercer grupo por ejemplo va a
ver... bueno la cantidad de numeros va a ser igual que el grupo, el
nimero de grupo que sea, entonces en este caso el grupo quinto va a
tener los cinco numeros impares siguientes que van del cuarto, y asi, de
hecho creo que escribi todos.

Investigadora: No, sélo escribiste los tres grupos (la investigadora se refiere al
quinto, sexto y décimo).

Pregunta 4a
Investigadora: Comenzaremos con las preguntas 4a y 4b.
Alumno A8: La 4b no la conteste.

Investigadora: No, no la contestaste. Primero la 4a. En la 4a usted me escribio
los nimeros 34, 55 y 90, quiero que usted me diga ¢por qué escribio
€s0S numeros?

Alumno A8: Se le iba sumando el nimero anterior, por ejemplo para... esta
uno, anterior no hay nada, entonces el siguiente va a ser uno, luego va a
ser, se toma el uno, se le va a tomar el uno anterior y da dos, luego dos y
uno tres, tres y dos cinco, ocho y tres jdigo cinco y tres ocho!, ocho y
cinco trece, trece y ocho veintiuno, entonces para el siguiente va a ser
21+13 por eso puse 34.
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Investigadora: Para el 55

Alumno A8: Es 34+21

Investigadora: ¢EI 90?

Alumno A8: 34+55 que es 89

Investigadora: Ok, no te preocupes. Ahora ¢cudl es la regla que hallaste?

Alumno A8: Sumar los dos nimeros anteriores, se suma el nimero anterior mas
el anterior del anterior.

Pregunta 4b
Investigadora: Ahora para 4b

Alumno A8: Es, este... Dos veces el anterior, mas el dos veces antes. Por
ejemplo, este, 3(2)=6; 6+1=7, 7(2)=14; 14+3=17, luego 17(2)=34;
34+7=41y asi.

Investigadora: (Coémo los encontraste?
Alumno A8: S6lo jme vino!
Investigadora: Si quieres determinar un elemento... entonces...

Alumno A8: Se va a multiplicar por dos el nimero anterior y se le va a sumar el
numero anterior del anterior.

Pregunta8ayb

Investigadora: En la pregunta 8 usted escribio los nimeros 31, 35 y 39 en las
posiciones que yo le indique, me puedes explicar ;por qué escribiste
€s0S nimeros?

Alumno A8: Ah, va aumentando, de 7 a 11 aumenta cuatro, en todas va
aumentando cuatro es 7+4=11, mas cuatro da 15, 15+4=19, mas cuatro
23, mas cuatro 27 y a 27 le sume cuatro para que de 31, y luego asi, mas
cuatro 35, mas cuatro 39.

Investigadora: Aja, ahora en el inciso 8b, que dice ;Qué nimero aparece en la
posicion 2507, usted escribio el numero 1003 como respuesta y en la
hoja posterior para este inciso escribio 4n + 3, expliqueme ¢por qué
escribiste esta formula?

Alumno A8: Pues, solamente me di cuenta, asi, fui buscando, eh bueno va,
pensé el niumero, pensé la formula para que al principio me diera 7 y ya
Vi que si iba coincidiendo con los siguientes nimeros, entonces como si
iba quedando pues ya use eso para 250. Por ejemplo 4(2)+3=11,
4(3)+3=15, fui pensando asi multiplicaciones e irle sumando hasta que
me quedo. Lo primero que hago es, no sé... multiplicando por 2 y ya e
irle sumando por ejemplo 2(1)=2 para 7 van a faltar 5 pero para el
siguiente caso 2(2)=4 mas cinco ya dan 9 entonces ya no queda (sefiala
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al nimero 11 que ocupa el segundo lugar en la sucesion), entonces ya no
hay que probar multiplicar por 2 sino por otro numero y ya no se luego
probé ya con 3 y vi que ese le tenia que sumar... por ejemplo en el
primero seria 3(1)=3 para siete 4 y asi no queda en las siguientes, y ya al
siguiente de multiplicar por 4 y sumarle el 3 para que nos de 7 en la
posicion numero 1 ya coincide y si da el resultado bien en los siguientes
numeros (sefiala los primeros elementos de la sucesion).

Pregunta 10a

Investigadora: En la pregunta 10a usted me dio como resultado 243 casillas,
expliqueme su respuesta.

Alumno A8: Hice todas las operaciones, fui eh 1(3)=3 que es de la segunda fila,
luego para sacar los de la fila siguiente por tres otra vez y ya dan 9,
luego esos 9 por tres otra vez y asi fui multiplicando por tres hasta que
fue 243.

Preguntallayb

Investigadora: La pregunta 11 dice verifique que valen las igualdades de abajo
y escriba los siguientes dos renglones y el inciso (b) le pide la suma del
1 hasta el 101. Explicame cémo determinaste estos dos renglones (la
investigadora sefiala la respuesta del alumno en su hoja).

Alumno A8: Vi que se les iba agregando el siguiente numero impar, entonces,
este, si habia por ejemplo en el rengldon de anterior habia 6 digitos
(sefiala los 6 impares de la sexta igualdad) el siguiente iba a tener 7 y el
siguiente 8 y asi iba aumentando de uno en uno.

Investigadora: ¢el 49 y el 64?

Alumno A8: Porque vi que los resultados iban siendo numeros al cuadrado
Investigadora: En el caso del 49, ;qué nimero elevaste al cuadrado?
Alumno A8: EI 7

Investigadora: ¢Por que elevaste el 7?

Alumno A8: Ah, porque es la fila 7 y hay 7 digitos (se refiere a los 7 sumandos
impares del séptimo renglon), bueno vi que, si habia, por ejemplo en la
fila 3, eh que también hay tres digitos (se refiere a los impares 1, 3y 5),
bueno es que se multiplica ya sea el nimero de digitos (se refiere al
nimero de sumandos impares) o el nimero de la fila que sea, al
cuadrado.

Investigadora: Ok, entonces para obtener la suma del 1 hasta el 101 ;qué hizo?

Alumno A8: Pues vi que son 51 digitos (lo recuerda al observar su respuesta y
nota que realizé la operacion 51(51)=2601).

Investigadora: ¢Por qué son 51?
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Alumno A8: Pues se puede sumar uno al altimo namero (sefiala al nimero 101)
y dividir entre dos, por ejemplo acd que es la fila 6, al 11 que es el

s 12 ;- ~
Gltimo se le puede sumar uno ya va a ser 5 €s 6, aca igual (sefala la

101+1
> es 51.

quinta igualdad) 9+1=10, 1;0 = 5, entonces eh,

Investigadora: Entonces el comportamiento que usted encontré fue

Alumno A8: Que eh, primero se tiene que sacar el nimero de sumandos que
tiene y eso se puede sacar sumandole uno al dltimo digito (impar) y
dividiéndolo entre dos y ya el resultado de la derecha va a ser elevando
el nimero de digitos (impares) al cuadrado.

Pregunta 12

Investigadora: Ahora en la pregunta 12, explicame ¢como encontraste esos dos
renglones? (la investigadora sefiala su respuesta en la hoja del
cuestionario).

Alumno A8: Ah, vi que todos los numeros iban asi como por renglones
sucesivamente, aqui del 3 (sefiala el resultado de la primera suma) se
pasaba al, 4 del 8 al 9 y asi, y que se va aumentando un digito en cada
parte al ir aumentando la fila.

Pregunta 13

Investigadora: En la pregunta 13 explicame tu respuesta
Alumno A8: ;Puedo usar la calculadora?

Investigadora: Si

Alumno AS: Se... Al nimero anterior se va a multiplicar por dos y se le suma
el penultimo, por ejemplo acéa va a ser 3(2)+1 es siete, luego 7(2)=14
mas tres es 17.

Investigadora: Entonces la regla que sigues es

Alumno A8: Multiplicar por dos el ultimo namero y sumarle el penultimo.
Investigadora: Ok, en la sucesion x,, ¢y en la sucesion y,,?

Alumno A8: Igual.

Pregunta 14

Investigadora: ¢Para la sucesiones x,, y y, de la pregunta 14?

Alumno A8: Es igual, eh, s6lo que se van a multiplicar por dos el tltimo y el
penultimo, acd por ejemplo va a ser 4(2)=8 méas 2(1) es 10, luego
10(2)=20 mas 4(2)=8, 20+8=28.

Investigadora: Ok, entonces la regla para x,, y y, de la pregunta 14 ;cual es?
Alumno A8: Se suman el doble del ultimo mas el doble del penaltimo.
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Entrevista alumno B7
Pregunta 2

Investigadora: En la pregunta 2, en su respuesta, usted solamente me dio dos
grupos, el (23, 25, 27, 29, 30), el (33, 35, 37, 41, 43, 45) y en el tercero
usted nada mas escribio el nimero 47, pero necesito saber, ¢por qué
escribio esos nimeros en cada grupo?

Alumno B7: El alumno lee la pregunta 2

Investigadora: La grabacién no se entiende, sin embargo el alumno se puso muy
nervioso y en las notas del dia de la entrevista se menciona que el
alumno no recuerda como procedid y no pudo explicar su respuesta.

Entrevista alumno B8
Pregunta 5

Investigadora: Usted dio esta respuesta (la investigadora sefiala la respuesta del
alumno).

Alumno B8: 20, 26 y 27
Investigadora: Quiero saber ;cémo obtuvo los nimeros 20, 26 y 277

Alumno B8: Bueno creo que fue por, no sé si es ldgica o un patron pero
primero son dos numeros seguidos, 1y 2 y después un nimero que no
estd que seria el 3, después otra vez son dos numeros seguidos (el 4 y 5)
y faltan dos nameros (se refiere al nimero 6 y 7), de nuevo dos nimeros
seguidos (sefiala los nimeros 8 y 9) y faltan tres nimeros (se refiere a
los nimeros 10, 11 y 12) y asi sucesivamente.

Pregunta 6
Investigadora: ¢Y su respuesta en la pregunta 6?

Alumno B8: Pues creo que por logica 1+1=2 mas dos son 4 y pues como Vi que
se seguian repitiendo el mas uno, son jcinco! (sefiala la frase cuatro mas
uno) y después este iba aumentando uno nada maés (sefiala las frases,
mas dos, mas tres, mas cuatro), mas tres, mas cuatro, mas cinco y asi.

Pregunta 8b

Investigadora: En la pregunta 8b igual me das el resultado 1003 ;como lo
hallaste?, dice ¢qué nimero aparece en la posicion 250?

Alumno B8: En este caso me di cuenta que todos los nimeros son, se puede
decir que aumentan cuatro, son multiplos de cuatro, por ejemplo 7+4
serian 11, entonces me di cuenta que so6lo son los multiplos de cuatro,
pero..., por ejemplo, 4 en el primero seria 4+3, en el segundo seria el
doble de cuatro mas tres jserian once!, y asi el triple de 4...y ya lo unico
que hice fue multiplicar 250 por 4y le sume 3.
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Pregunta 15b
Investigadora: La pregunta 15b

Alumno B8: Pues en el primero es una secuencia, en el primero del verde es 1,
(sefiala la cantidad de luces verdes en el primer pentadgono) en el
segundo son 2, en el tercero son 3 (sefiala la cantidad de luces verdes en
el tercer pentdgono) y asi sucesivamente, asi que lo Unico que seria por
ejemplo... a éste, aumentarle dos (sefiala el numero 1 de la columna
luces verdes), al 3 (sefiala el nimero 3 de la columna luces verdes) pues
ya le aumentaria el tres, al 6 cuatro, al 10 cinco, al 15 seis, al 21 siete y
asi sucesivamente, lo mismo para las luces amarillas y para las luces
azules pues... era un poco diferente, pero no recuerdo bien como lo
hice.

Entrevista alumno B13
Pregunta 10ay 10b
Investigadora: En la pregunta 10b

Alumno B13: ;Qué nimero se encuentra en el centro de la fila 17? Hm, lo hice
mental.

Investigadora: ;¢ Como hallaste el nimero que escribiste en 10a 'y 10b?

Alumno B13: En 10a si me tarde mucho porque si hice toda la fila, todo lo hice
en la cabeza como prueba y error.

Investigadora: En 10a ;qué fue lo que hiciste para hallar las 243 casillas?

Alumno B13: A cada una le puse 3 (sefiala las casillas), o sea solo lo hice en la
cabeza, recuerdo que habia puesto cuantas filas me pedian, recuerdo que
habia multiplicado el 6 por algo, es que son de esos momentos que me
entra la inspiracion.

Entrevista alumno B17
Pregunta la

Investigadora: En la primera parte del cuestionario, en la pregunta 1a, usted no
contesto la pregunta, quiero que usted lea la pregunta y responda el
inciso (a).

Alumno B17: Bueno (el alumno empieza a leer lo siguiente) escriba en los
espacios indicados los términos de cada una de las sucesiones, inciso (a)
-1, 1 y -1, jah! No le vi (recuerda por qué no contesto la pregunta y
explica sus motivos), bueno un comienzo a lo que sigue, esta menos
uno, uno positivo y vuelve a estar un nUmero que se repite menos uno,
entonces como no le encontré, quise contestar algo rapido entonces me
segui con la que ...

Investigadora: Ok, me puedes decir ahora, ¢cuéles son los tres términos que
siguen?
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Alumno B17: Pues eh... que sea una sucesion de uno hmm... dos, menos dos y
dos (sin embargo en el cuestionario escribe -2, 2, -2).

Pregunta 4a
Investigadora: Puedes leer por favor la pregunta 4a
Alumno B17: El alumno comienza a leer la pregunta 4a

Investigadora: Aja, los nimeros que usted escribi6 fueron 37, 69 y 133, ahora
¢por qué escribid esos nimeros?

Alumno B17: No me acuerdo cémo le hice, hay no me acuerdo, pero segin
yo... (El alumno intent6 recordar, pero se puso muy nervioso al no
poder recordar lo que hizo y decidimos terminar su entrevista).
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