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RESUMEN 

En la presente investigación se expone un estudio realizado acerca de la 
comprensión de razón de cambio al considerar que es un concepto clave 
que conduce a los estudiantes hacia la comprensión de los conceptos del 
cálculo. El estudio se llevó a cabo con estudiantes de bachillerato el cual 
incluyó un pre test, desarrollo de cuatro actividades y un post test. Las 
características principales del diseño de las actividades fueron problemas 
de máximos y mínimos, el estudio de las funciones con un enfoque 
covariacional y el uso de un software de geometría dinámica.  

La construcción y la exploración de diferentes representaciones en un 
software dinámico y en un contexto de problemas de máximos y mínimos 
apoyaron a los estudiantes en la comprensión del concepto de función con 
un enfoque dinámico. Lo que les permitió asociar y medir la variación de 
una función a través de la razón de cambio. La mayor dificultad se presentó 
cuando los estudiantes intentaron establecer de forma analítica las 
relaciones de las variables involucradas en los problemas planteados.  

 

ABSTRACT 

In the present research, a study on the understanding of rate of change 
considering that, it is a key concept that leads students to an understanding 
of the concepts of calculus is exposed. The study was conducted with high 
school students, which included a pre-test, four development activities and 
a posttest. The main design features of the activities were maximum and 
minimum problems, the study of functions with covariational approach and 
the use of a dynamic geometry software. 

The construction and exploration of different representations in a dynamic 
software and in a context of maximum and minimum problems supported 
the students in understanding the concept of function with a dynamic 
approach. This allowed them to associate and measure the variation of a 
function by the rate of change. The greatest difficulty arose when students 
tried to establish analytically the relationships of the variables involved in 
the problems.  
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INTRODUCCIÓN. 

Los estudiantes de nivel medio superior experimentan la transición de las 

matemáticas estáticas a las matemáticas que estudian fenómenos en movimiento. En 

esta transición es un punto clave para su comprensión la forma de cómo se lleve a cabo 

la introducción de lo conceptual y lo algorítmico de este nuevo conocimiento. 

Lo conceptual es saber qué y lo algorítmico es saber cómo, ambos saberes son 

muy importantes y van estrechamente relacionados. Una de las dificultades en el 

estudio del cálculo que las investigaciones (Moreno-Guzmán, 2003; Andreu-Ibarra, 

2006; Aguilar-Cerrillo, 2007; Ímaz & Moreno 2009; Sofronas y otros, 2011) han 

reportado, se atribuye a la falta de comprensión de los conceptos, cuando el estudiante 

aprende algoritmos, pero no comprende el significado de sus resultados numéricos no 

adquiere un sentido de lo que opera, por ejemplo, cuando aprende a utilizar las reglas 

para derivar pero no comprende qué es una función, qué es lo que ésta representa, qué 

significa la función derivada y que información se obtiene de ella. Otro ejemplo es 

cuando el estudiante memoriza los criterios de la primera y segunda derivada para 

resolver problemas de máximos y mínimos, sin concebir la razón de por qué estas 

reglas funcionan.  

Uno de los principales conceptos del cálculo diferencial es el concepto de 

derivada de una función, el cual, los estudiantes encuentran difícil de entender. En la 

búsqueda de lograr la comprensión del concepto de derivada como una herramienta del 

cálculo diferencial para determinar de forma general el comportamiento de los cambios 

instantáneos de una función o bien el cambio instantáneo en algún punto específico, se 

considera fundamental que antes de comprender los cambios instantáneos comprendan 

la razón de cambio como el cambio por unidad de comparación y que esta unidad de 

comparación es el cambio de la variable independiente. Además, que la razón de 

cambio tiene un comportamiento que se determina por la dirección y la cantidad de 

estos cambios. 

En torno a este planteamiento, el presente trabajo tiene como objetivos: 

Identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de máximos y mínimos, que 
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permiten a los estudiantes explorar la variación y que puedan representarse en un 

sistema cartesiano.  

Verificar la importancia del razonamiento covariacional como herramienta para 

comprender el comportamiento de una función en términos de su razón de cambio 

mediante el análisis y clasificación de las acciones cognitivas de razonamiento 

covariacional. 

Determinar cómo la construcción y la exploración de diferentes representaciones 

en un software dinámico y en un contexto de problemas de máximos y mínimos ayuda 

al estudiante a guiar sus acciones cognitivas de razonamiento covariacional.  

En torno a la búsqueda del logro de los objetivos, el trabajo se ha estructurado 

de la siguiente forma:  

En el capítulo 1 se presenta la revisión bibliográfica de las investigaciones en 

matemática educativa acerca de las dificultades que se suscitan en el estudio del 

Cálculo. Al direccionar la investigación sobre las dificultades en la comprensión del 

concepto de derivada se delimita el problema que queda encuadrado en el concepto de 

razón de cambio del cual, se exponen las investigaciones acerca de las dificultades 

para su comprensión y las propuestas para que los estudiantes logren desarrollar esta 

conocimiento. Finalmente se enuncian las preguntas de investigación. 

En el capítulo 2 se hace referencia del marco conceptual que sustenta la 

presente investigación. El marco involucra los problemas de máximos y mínimos y el 

uso de la tecnología, y el marco por Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) para la 

descripción de las acciones mentales que intervienen en la aplicación de razonamiento 

covariacional 1al interpretar y representar eventos dinámicos de función. 

En el capítulo 3 se describe la metodología de la investigación que incluye el 

diseño del estudio experimental así como el esquema de análisis de datos. La 

                                            

1 Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, (2002) definen al razonamiento covariacional como las 

actividades cognitivas implicadas en la coordinación de dos cantidades variables mientras se asiste a las 

formas en que cambian en relación unas con otras.  
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metodología consiste en abordar problemas geométricos de máximos y mínimos, utilizar 

un software de geometría dinámica (Geogebra), en el cual los estudiantes puedan 

realizar la representación del problema de forma geométrica, numérica y gráfica con las 

cuales puedan analizar, conjeturar y desarrollar la idea de covariación2, en todos los 

casos se pide a los estudiantes que expresen sus ideas por escrito guiados por una 

secuencia de preguntas estructuradas bajo el marco teórico de Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen, & Hsu, (2002). 

En el capítulo 4 se exponen de forma general y detallada los resultados del 

estudio experimental.  

En el capítulo 5 se presentan las conclusiones en torno a las preguntas que 

guiaron la investigación así como las perspectivas. 

Finalmente, en los apéndices se muestran los instrumentos utilizados para llevar 

a cabo el estudio experimental. 

  

                                            

2 Ver definición en el capítulo 2, página 23. 
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL 

PROBLEMA. 

1.1. Dificultades en la enseñanza y aprendizaje del cálculo. 

Dentro de la investigación en matemática educativa que se ocupa de la 

indagación metódica acerca de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas 

(Kilpatrick, 1995), uno de los temas de interés es el análisis de la comprensión de 

conceptos y las dificultades que los estudiantes encuentran para construirlos y hacer 

uso de ellos (Gutiérrez , 1991) ya que “la comprensión conceptual es un componente 

esencial del conocimiento necesario para enfrentarse con nuevos problemas y 

contextos” (NCTM, 2000, pág. 21).  

Alrededor de la problemática en la comprensión de los conceptos del cálculo 

algunos autores, Ímaz & Moreno (2009) y Moreno-Guzmán (2003), argumentan que el 

principal problema en la enseñanza del cálculo se da cuando sus enfoques se 

preocupan más por la formalización que por el desarrollo del significado y métodos 

genuinos que van dirigidos a la resolución de problemas científicos y de la existencia de 

los objetos matemáticos.  

Por otro lado, Andreu-Ibarra (2006) y Aguilar-Cerrillo (2007), señalan dos 

principales causas que generan dificultad en la enseñanza y aprendizaje del cálculo: la 

primera, respecto a las deficiencias de los estudiantes en los conocimientos 

matemáticos previos (notoriamente los algebraicos) que se requieren para el desarrollo 

del curso. La segunda causa con la cual coinciden Sofronas y otros (2011) es el 

aprendizaje fragmentado, Andreu-Ibarra (2006) refiere que los cursos se imparten bajo 

el esquema de una didáctica tradicional, con lo que se obtiene un aislamiento de 

conceptos, por ejemplo, al pedir a los estudiantes que factoricen la expresión cuadrática 

23 7 4x x   y resuelvan la ecuación 
23 7 4 0x x   , tienen menos dificultad para hacer 

esto último; otro ejemplo es que no relacionan la representación gráfica con las 

representaciones numéricas y simbólicas asociados a los diversos conceptos, lo cual 
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genera consecuencias desastrosas en el aprendizaje del cálculo, ya que los estudiantes 

se llenan de fórmulas y procedimientos difíciles de entender.  

Otra de las dificultades que se han documentado tiene que ver con el escaso 

manejo de cantidades relativas. (Aguilar-Cerrillo, 2007; Riestra-Velázquez, 1998; Ulin-

Jiménez, 2001), las cuales, de acuerdo a Riestra (Riestra-Velázquez, 1998), intervienen 

de manera fundamental en los conceptos fundamentales del Cálculo así como en sus 

aplicaciones, por lo que el manejo adecuado de este tipo de cantidades haría más 

entendible y accesible algunos conceptos básicos del cálculo. Algunos ejemplos de las 

cantidades relativas en el cálculo son la velocidad, la aceleración y la intensidad de 

corriente (Ulin-Jiménez, 2001). 

 

1.2. Delimitación del problema de investigación. 

Al atender a las dificultades de la comprensión del concepto de derivada, hay 

que destacar una característica importante y esta se refiere a que puede representarse 

en diferentes contextos por ejemplo, gráficamente como la pendiente de la recta 

tangente a una curva en un punto o como la pendiente de la línea de una curva vista 

bajo ampliación, verbalmente como la razón de cambio instantánea, físicamente como 

la rapidez o la velocidad, y simbólicamente como el límite del cociente de diferencias, 

aunque hay muchos otros ejemplos físicos posibles y descripciones gráficas, verbales y 

simbólicas (Zandieh, 2000). Si bien el concepto de derivada es tan multifacético, para 

delimitar el presente estudio se aborda la de razón de cambio tratada como un tema de 

pre cálculo. Para entender la derivada como una herramienta del cálculo diferencial que 

sirve para determinar de forma general el comportamiento de los cambios instantáneos 

de una función, se considera fundamental que los estudiantes comprendan en primera 

instancia la razón de cambio como el cambio por unidad de comparación y que estas 

unidades de comparación son los cambios relativos de las variables. 

En esta dirección, a continuación se presentan algunos resultados relevantes 

que proporcionan las investigaciones referentes a la comprensión de la razón de 
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cambio así como las dificultades que se presentan y las características principales de 

las propuestas de enseñanza que se han desarrollado para su aprendizaje. 

1.3. Dificultades en la comprensión de razón de cambio y propuestas 

de enseñanza que se han desarrollado para su aprendizaje.   

Herbert y Pierce (2008) mencionan que una de las dificultades que los 

estudiantes tienen en la comprensión de la razón de cambio es originada al introducir el 

concepto con problemas que involucran velocidad al considerar que es un tema 

cotidiano para los estudiantes. Sin embargo, cuando el concepto se trata en problemas 

que no involucran movimiento, no es trivial aplicar las ideas adquiridas en este contexto.  

Otras de las dificultades que encontraron y que también mencionan Carlson, 

Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) son: la falta de comprensión de la covariación de las 

dos variables involucradas en una relación funcional y la falta de comprensión de la 

derivada en cuanto a la importancia de la relación con la pendiente.  

Con base a estas dificultades, Herbert y Pierce (2008) llevan a cabo una 

investigación experimental que tiene como objetivo indagar sobre la transferencia de la 

comprensión de razón de cambio adquirida en un contexto de movimiento a un contexto 

sin movimiento. Los investigadores sustentan su estudio en la teoría de modelos 

emergentes de Gravemeijer3 con la cual buscan explicar la transmisión de un 

conocimiento desarrollado en un contexto a otro contexto. De acuerdo a esta teoría se 

dice que un modelo emergente es el resultado final de un proceso en el que los 

modelos informales utilizados por los estudiantes para resolver problemas en un 

contexto particular, se transforman en modelos más generales utilizados para resolver 

problemas en otros contextos diferentes pero similares. La experimentación se llevó a 

cabo con 27 estudiantes de 14 a15 años de edad de una secundaria en Australia, el 

estudio incluyó:  

                                            

3 La heurística de modelos emergentes busca describir el desarrollo gradual de las estrategias de 
los estudiantes cuando sus actividades matemáticas emergen de la construcción de un modelo 
matemático para describir un contexto. (Guerrero-Ortiz, 2013). 
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 Un pre-test, estructurado por tres preguntas sobre los contextos de: movimiento 

vertical, movimiento horizontal y sin movimiento. Cada pregunta fue formulada de 

acuerdo a elementos referentes a la comprensión de razón de cambio 

organizados en una trayectoria hipotética de aprendizaje (ver tabla 1.3.1.) con el 

fin de determinar por cada estudiante el nivel de su comprensión. 

 Observación en el aula de cuatro lecciones guiadas con una trayectoria 

hipotética de aprendizaje utilizando el software (JMW) para resolver problemas 

de velocidad considerando la posición y el tiempo relacionado con un ascensor 

en movimiento que incluye enlaces automáticos de representaciones numéricas, 

gráficas y simbólicas de las funciones matemáticas. El material didáctico, basado 

en JMW, fue diseñado para fomentar una comprensión más profunda de la 

velocidad como una razón de cambio. 

En la primera lección se introduce el software para que los estudiantes lo 

manipulen y observen las conexiones del contexto con las representaciones 

numéricas y gráficas que el software genera. Se hace hincapié sobre la 

covariación de las variables de acuerdo a la tabla así como la coordinación del 

comportamiento de las variables que puede reflejarse en las columnas, por 

ejemplo cuando una variable se incrementa y la otra disminuye. Así mismo se 

pide que realicen diferentes movimientos, identifiquen similitudes y diferencias, 

por ejemplo la constante de variación y en consecuencia determinen una 

correspondencia entre las variables, posteriormente se les pide graficar los 

puntos en un plano cartesiano para obtener una representación visual. 

 Entrevistas, cuya finalidad fue medir el grado en que la simulación JMW del 

elevador en movimiento y sus asociadas representaciones numéricas, gráficas y 

simbólicas ayudan a los estudiantes a pensar en la razón de cambio en un 

contexto sin movimiento, por ejemplo el planteamiento del siguiente problema: 

Una escuela produce una revista de la escuela una vez al año. 
Cuando se imprimen hay un costo inicial de la preparación de la revista 
para la impresión y luego un costo para la impresión real. Suponga que 
el costo de la revista mejora en función del número de revistas 
impresas como se muestra en la gráfica (ver figura 1.3.1.), (Herbert & 
Pierce, 2008, pág. 242). 
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Figura 1.3.1.Gráfica que muestra el costo de la impresión de las revistas en función de la 

cantidad que se imprimen. Tomada de (Herbert & Pierce, 2008, pág. 242). 

  

Los resultados de la investigación reportaron que más de la mitad de los 

estudiantes mostraron algunos avances en la comprensión de la razón de cambio en un 

contexto que no incluye movimiento después de que su comprensión de razón de 

cambio mejoró a través de su experiencia de exploración de la simulación por 

ordenador de un contexto familiar referente al movimiento de un ascensor. Sus 

resultados, sumados a otros reportados en sus investigaciones, apoyan el uso de 

simulaciones por ordenador para la enseñanza de la razón de cambio. 

Finalmente, puntualizan la importancia de guiar a los estudiantes a través de una 

cuidadosa exploración de los aspectos matemáticos de la velocidad en lugar de asumir 

que este conocimiento está dado sólo porque la velocidad es parte de nuestra 

experiencia cotidiana. 

Respecto a la observación que los investigadores señalan acerca de la 

introducción al concepto de razón de cambio con problemas que involucran el tiempo, al 

revisar los programas de bachillerato de estudio se corrobora que en efecto los 

problemas en un contexto de velocidad se utilizan en la introducción al concepto. Así 

que podría pensarse en considerar problemas que en un inicio no se involucre al tiempo 

y posteriormente un problema que si lo incluya y determinar si los estudiantes logran 

transferir su comprensión de razón de cambio.  
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Código Los estudiantes demuestran habilidad para: 

DW Usar palabras descriptivas para la razón de cambio. 

NT 
Usar números para describir la razón promedio de cambio de una variable por 

unidad de cambio en una segunda variable de una tabla. 

NG 
Usar números para describir la razón de cambio promedio de una variable por 

unidad de cambio en una segunda variable a partir de una gráfica. 

NC Utilizar comparaciones numéricas entre diferentes razones de cambio. 

NS 
Usar números para describir la razón de cambio promedio de una variable por 

unidad de cambio en una segunda variable a partir de una regla simbólica. 

GR Dibujar una gráfica de razón de cambio. 

EN 
Utilizar la frecuencia para evaluar el valor numérico de la variable dependiente 

dado un valor de la variable independiente. 

SR Formular una regla simbólica de la razón de cambio. 

Tabla 1.3.1. Trayectoria hipotética de aprendizaje utilizada por Herbert & Pierce (2008, pág. 237) 

para determinar la comprensión de la razón de cambio. 

 

Puesto que se destaca el uso de simuladores para lograr una mejor enseñanza 

de la razón de cambio, en la presente investigación se considera conveniente hacer uso 

de un software dinámico en el cual los estudiantes puedan explorar el comportamiento 

de las funciones. Finalmente, si bien se ha encontrado que la falta de visualización de la 

covariación de las dos variables involucradas en una función conlleva a la falta de 

comprensión de la razón de cambio, el estudio de las funciones con un enfoque 

covariacional es un aspecto que debiera considerarse como prioritario para la 

preparción de los estudiantes en el estudio de la variación y el cambio.   

Por otro lado, Confrey & Smith (1994) llevan a cabo una investigación que inicia 

con el reconocimiento de que mediante el tratado de las funciones con un enfoque 

covariacional, el concepto de razón de cambio se hace más visible. Señalan que el 

estudio de las funciones con un enfoque covariacional se basa en el llenado de tablas 

donde el estudiante puede visualizar el comportamiento de las variables independiente 

y dependiente de acuerdo a la relación que hay entre ambas e incluso con la 

experiencia, pueden llegar a obtener de forma analítica tal relación. El objetivo de su 
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investigación es dar un enfoque multiconceptual a la razón de cambio anticipando la 

preparación para el cálculo.  

Los investigadores manifiestan una crítica respecto al análisis de las respuestas 

de los estudiantes en una investigación,  señalan que en general las concepciones de 

los estudiantes se evalúan  a partir de las definiciones expertas sin tomar en cuenta que 

lo que pudiera considerarse como errores, los cuales no son aleatorios o caprichosos, 

son una forma de concebir el concepto que pudiera ser correcto incluso como no se 

había pensado antes matemáticamente, por lo que recomiendan hacer énfasis en las 

ideas y concepciones de los estudiantes las cuales pueden ofrecer aportaciones 

importantes. Los problemas que se plantean para determinar la concepción de la razón 

de cambio, involucran funciones exponenciales, tal como el siguiente ejemplo:  

El número de células que crecen en un experimento de 
laboratorio se ha registrado cada hora en la tabla (ver tabla1.3.2.) ¿Qué 
haría usted para predecir el número de células presentes en la próxima 
lectura? (Confrey & Smith, 1994, pág. 35). 

t c 

Tiempo en horas Número de células 

0 9 

1 81 

2 729 

3 6561 

4 59049 

5 531441 

6 4782969 

7 43046721 

8 
387420489 

9 3486784401 

Tabla 1.3.2. Crecimiento de células. Tomada de 

Confrey & Smith (1994, pág. 139). 
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Confrey & Smith (1994) refieren que un análisis convencional de la razón de 

cambio en este problema implicaría un cálculo sencillo, teniendo diferencias en la 

columna c para cada cambio de la columna de t. 

Sin embargo, muchos estudiantes eligieron diferentes maneras de describir la 

razón de cambio. En particular mencionan tres enfoques: 

 Una razón de cambio aditiva. Los estudiantes calculan las diferencias entre los 

valores sucesivos de c para cambios constantes unitarios en los valores de t. 

Típicamente organizan su primera columna en unidades incrementadas de uno, 

evitan o posiblemente dejan de lado el problema del cambio de unidad (ver tabla 

1.3.3.). En la situación expuesta, los investigadores buscaron en la proporción de 

estas diferencias que la secuencia de las diferencias fuera exponencial como 

sugerencia para cuando se examina la derivada de una exponencial. El patrón 

de estas diferencias es distinto de la situación que los estudiantes han 

experimentado con funciones polinómicas de grado n donde la diferencia de la n-

ésima columna muestra valores constantes. 

t c ∆c ∆(∆c) ∆(∆(∆c)) 

tiempo (hrs) número de células       

0 9       

1 81 72     

2 729 648 576   

3 6561 5832 5184 4608 

4 59049 52488 46656 41472 

5 531441 472392 419904 373248 

6 4782969 4251528 3779136 3359232 

7 43046721 38263752 34012224 30233088 

8 387420489 344373768 306110016 272097792 

9             3486784401 3099363912 2754990144 2448880128 
Tabla 1.3.3. Diferencias para una función exponencial. Tomada de Confrey & Smith (1994, pág. 140). 

 

 Una razón de cambio multiplicativa. En cuanto a los primeros dos o tres valores, 

los estudiantes a menudo pueden observar que la tabla (ver tabla 1.3.4.a) 

aumenta en múltiplos de nueve (por una razón constante de nueve). Lo cual 

sugiere un segundo concepto de razón de cambio en la que se da una relación 

constante de nueve veces tantas células por hora. Lo que se pretende es 
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desarrollar en los estudiantes una buena comprensión de cambio de la relación, 

así como el cambio de las diferencias (ver tabla 1.3.4. b). En la tabla, ® simboliza 

la razón de cambio multiplicativa. 

                                    

 Tabla 1.3.4. Razones para una exponencial (a) y para diferencias (b). Tomada de Confrey & Smith (1994, pág. 141). 

 

 Una nueva razón que surge de la antigua razón de cambio. Algunos estudiantes 

describen el patrón como un aumento de ocho veces para cada cambio en una 

hora. Ellos describen la cantidad que se añade en cada momento como ocho 

veces al último valor. Confrey & Smith (1994) argumentan que aunque se pudiera 

pensar en esto como una manera torpe para describir el patrón en este contexto 

donde la razón de multiplicación es un entero, su utilidad se hace más evidente 

en el contexto de tasas de interés y el interés compuesto.  

Otro punto importante que Confrey & Smith (1994) desarrollan en su 

investigación es la construcción de la unidad, definida como la relación invariante entre 

un valor sucesor y un predecesor y que se obtiene como resultado de la acción repetida 

que participa en la numeración. Esta unidad puede ser diferente a las ya establecidas 

tales como metros, kilos, litros, etc., ya que su determinación e interpretación se basa 

de acuerdo a los contextos en los que se trabaja.   

Sugieren que una comprensión integrada de la razón de cambio incluye los 

siguientes cuatro componentes:  
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 La unidad por unidad de comparación. Ya que es fundamental para la 

construcción de la razón de cambio; 

 Comparación entre diferentes razones de cambio. Dado que los estudiantes 

tienen una “dimensión comparativa" de diferentes velocidades que les permite 

ejercer si es mayor, menor o hay una constancia de la velocidad;  

 Las gráficas. Que permiten una interpretación experimental de la pendiente y 

proporcionan una expresión alternativa para comprender la variación de las 

razones de cambio a una edad temprana. 

 Coordinación de estas múltiples representaciones ya que de esta forma se 

robustece el concepto. 

Concluyen que un enfoque multi conceptual de la razón de cambio asegura la 

preparación de los estudiantes para el cálculo. 

Aunque se comparte que la razón de cambio será mejor comprendida con un 

enfoque multi conceptual, sería importante considerar la razón de cambio aditiva como 

un inicio para introducir el concepto.  

Otro punto importante a considerar de esta investigación es la comparación de 

las razones de cambio, lo cual nos conduce a preguntarnos si al comparar la razón de 

cambio de dos funciones de diferente grado en base a una tabla de valores y su 

correspondiente gráfica, por ejemplo, una función cuadrática y una cúbica, los 

estudiantes pueden percibir los diferentes comportamientos de los cambios relativos de 

tal forma que logren adquirir tanto una habilidad en la lectura de la tabla sobre el 

comportamiento de la razón de cambio y una habilidad visual respecto a la pendiente 

de la gráfica para intuir cómo se comporta la razón de cambio en diferentes funciones 

con la misma unidad de comparación de la variable independiente. Pero además, que 

esa comprensión puedan expresarla en términos del contexto de la función. 

Por otra parte, Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) identificaron en los 

estudiantes de cálculo, que la habilidad para interpretar el comportamiento de la razón 

de cambio la desarrollan muy lentamente, de tal forma que al tratar de interpretar la 
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información de la gráfica no alcanzan a visualizar en ella un medio para definir una 

relación entre dos variables que cambian a la vez.  

Otra de las dificultades que mencionan es acerca de la interpretación y 

representación de los puntos de inflexión y concavidad en la gráfica, además la falta de 

conocimiento del porqué de los criterios para determinarlos funciona. Referente al 

concepto de límite, encontraron que no es trivial la comprensión del concepto, por lo 

que ocasiona un obstáculo importante. En cuanto al concepto de derivada, sugieren 

que una vista de la función como la covariación de los valores de entrada con los 

valores de salida es esencial para la comprensión del concepto.  

Todas estas dificultades los llevan a determinar que el razonamiento 

covariacional es fundamental para la comprensión de los principales conceptos del 

cálculo y que el currículo convencional no ha promovido de forma efectiva esta 

habilidad de razonamiento en los estudiantes. En torno a estas consideraciones, 

desarrollan un marco teórico útil para analizar las capacidades de los estudiantes 

acerca del razonamiento covariacional al responder a tareas de funciones dinámicas. 

Este marco se expone con más detalle en el capítulo 2 ya que forma parte del marco 

conceptual de la presente investigación. Aquí damos un ejemplo de cómo emplean los 

autores su marco para explicar los diferentes niveles de comprensión del razonamiento 

covariacional. 

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) presentan el uso del marco con el 

objeto de analizar la capacidad de los estudiantes para aplicar razonamiento 

covariacional. Las acciones mentales soportadas por cada imagen de covariación son 

seguidas por una descripción de los comportamientos específicos que se han 

observado en los estudiantes en estudios anteriores, y sus clasificaciones se realizan 

utilizando el marco. 

El análisis se lleva a cabo mediante la exploración de su razonamiento con tres 

diferentes planteamientos.  

En el primero se presenta una situación dinámica referente a una botella esférica 

llenándose de agua (ver figura 1.3.2.), en la que se pide se bosqueje la gráfica de la 

altura como una función de la cantidad de agua que va teniendo la botella. A pesar de 
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que el 25% de los estudiantes realizan el bosquejo de la gráfica con aspectos 

aceptables, y que se podría decir que alcanzan el nivel 5, su respuesta se clasifica 

como pseudo-analítico que de acuerdo a Vinner, es el proceso de pensamiento y 

conductas que se caracterizan por ser procesos y comportamientos que carecen de 

entendimiento (citado en Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, 2002, pág. 3). Así que 

bajo estas circunstancias, la mayoría de los alumnos alcanzan sin problema el nivel 3 

pero hay dificultad para los niveles 4 y 5. 

 

Figura 1.3.2. El problema de la Botella. Tomada de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002, pág. 

360).  

 

En el segundo planteamiento se presenta una gráfica que representa la razón de 

cambio de la temperatura en un periodo de 8 horas y dado esto, se pide graficar la 

temperatura en el mismo periodo. En este caso el 20% de los estudiantes realizan la 

gráfica de forma aceptable, sin embargo, en la entrevista reflejan que la han construido 

bajo aspectos memorizados, más no por la comprensión de la razón de cambio. 

En el tercer planteamiento se pide describir la velocidad a la que se desliza la 

parte superior de una escalera al deslizarse por la pared cuando la parte inferior se va 

separando de la pared a una velocidad constante. El 40% de los estudiantes señalan 

que la velocidad de la parte superior se incrementa, en la entrevista se refleja que la 

observación de un fenómeno físico es una herramienta potente de representación para 

ayudar a los estudiantes en el razonamiento del cambio de una variable al mismo 

tiempo que cambia la otra variable. En este planteamiento la mayoría de los estudiantes 

alcanzaron el nivel 3. 
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Los autores concluyen que los estudiantes tienen dificultades para construir 

imágenes de la razón de cambio continuo y la razón de cambio instantánea. Por lo que 

recomiendan poner más énfasis en la comprensión del razonamiento covariacional 

experimentando con funciones que modelan los eventos dinámicos de la vida real ya 

que es un aspecto clave para la comprensión de los conceptos del cálculo.  

El uso del marco es usado también por Mejía & Hurtado (2006, págs. 31-37). 

Ellos utilizan los tres primeros niveles del marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & 

Hsu (2002) para analizar las dificultades de los estudiantes en obtener la 

representación algebraica de una función que modela un problema geométrico de 

optimización y su concepción acerca del concepto de función desde una vista dinámica 

de dos variables que cambian conjuntamente. La investigación se formula en torno a 

cuatro protocolos orientados a la percepción del cambio y covariación.  

En uno de los protocolos se les presenta una situación de un campo de futbol, se 

les proporciona un dibujo (ver figura 1.3.3.) y una descripción escrita:  

Un jugador en P1 recupera el balón y empieza a correr a lo largo de la línea 

lateral hacia la meta.  El ángulo de tiro en P1 es mostrado (Mejía & Hurtado, 

2006, pág. 33).  

En cuanto a la percepción del cambio, los estudiantes analizan las variables que 

cambian conjuntamente, identifican el ángulo de disparo y la posición del jugador. 

Referente a la covariación, primero se instruye al estudiante para elaborar tablas en el 

software, en la primera columna se dan valores a la variable independiente con 

incrementos regulares, en la segunda columna obtienen los valores de la variable 

dependiente,  en la tercera columna se pide calcular las diferencias de la variable 

dependiente y que analicen las diferencias de acuerdo al signo y un supuesto valor de 

cero, en su análisis los estudiantes encuentran lo siguiente: que las diferencias 

positivas indican una abertura del ángulo y las diferencias negativas indican que el 

ángulo se cierra. En la coordinación de los valores de P y el ángulo, se busca un 

intervalo pequeño para P donde el ángulo no cambia; en consecuencia observan que el 

ángulo es el mismo cuando la diferencia es próxima a cero. 
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Figura 1.3.3. Campo de futbol. Tomada de Mejía & Hurtado (2006, pág. 33). 

 

En sus conclusiones, Mejía & Hurtado (2006), obtienen que respecto a la 

percepción de cambio hay un conocimiento incompleto acerca de las variables, 

constantes y formulas. Respecto a su razonamiento covariacional en la acción mental 1 

(AM1), no distinguen el orden de las variables para gráficos y tablas; en la AM2 

describen la dirección de cambio de forma verbal, pueden percibir los cambios dados 

por las diferencias; en la AM3 las actividades propuestas de forma planificada 

permitieron a los estudiantes descubrir y expresar el crecimiento y la disminución de la 

variable dependiente en función de las diferencias en las cercanías de los puntos 

óptimos, aunque esto no sucedió en la gráfica de la función. Los estudiantes 

gradualmente transforman sus ideas estáticas de variable, constante y fórmula.  

Respecto a esta investigación se considera la importancia de la construcción de 

tablas de valores por parte de los estudiantes cuyos resultados generaron la 

comprensión de la relación entre los valores de las variables así como la dirección y la 

cantidad de los cambios coordinados con el contexto del problema, por ejemplo cuando 

los estudiantes pueden obtener que con las diferencias negativas de las medidas del 

ángulo, éste se cierra y con las diferencias positivas se abre. Para efectos del presente 

estudio nos conduce a pensar en la construcción de tablas que incluyan además de los 

valores de las variables y sus cambios, una columna para obtener la razón de cambio a 

fin de que logren comprender el concepto mediante su análisis de los cambios relativos.  
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Otro uso que Mejía y Hurtado (2006, págs. 10-14) le dieron al marco fue para 

analizar acerca de un fenómeno que surge en el proceso de solución de problemas 

geométricos de optimización, el cual determinan como fenómeno de conservación.  

Este fenómeno se refiere a que los estudiantes identifican un comportamiento lineal de 

las dos variables (llamémosle x e y) que intervienen en la variable a optimizar 

(llamémosle z), por ejemplo, si el valor de x incrementa dos unidades, los estudiantes 

suponen que el valor de y reduce dos unidades y en consecuencia el valor de z se 

conserva.  

Los investigadores asocian las raíces de este fenómeno con lo que Piaget 

(citado por Mejía y Hurtado 2006, págs. 10-14) llama los tres aspectos básicos de 

razonamiento que los niños desarrollan de manera progresiva para resolver problemas 

de conservación: identidad, reversibilidad y retribuciones. El último de estos aspectos se 

encuentra hasta la edad de 12 o 13 años, cuando se dan cuenta de que los cambios en 

una dimensión pueden ser compensados por los cambios en otra dirección. A esta 

razón se atribuyen que los estudiantes de secundaria apliquen el razonamiento de 

compensación frente a las situaciones geométricas. Basados en estos conceptos junto 

con las acciones mentales del marco de razonamiento covariacional de Carlson et al. 

(2002), los investigadores exponen dicho fenómeno de conservación el cual 

caracterizan como la comprensión de una relación lineal. 

La investigación la llevan a cabo con dos estudiantes de secundaria que habían 

completado con éxito un curso de Geometría Analítica. De tres problemas típicos de 

optimización, diseñan tres protocolos que consistieron en lo siguiente: en el primero dan 

una breve descripción de una situación física representada geométricamente en una 

hoja de papel. Sin ninguna instrucción previa, se pide transformar mentalmente la 

situación mediante el arrastre de un elemento geométrico (normalmente un punto). 

Frente a este escenario se pide que dibujen tres o cuatro instantáneas del proceso de 

transformación continua y luego respondan a dos preguntas básicas: ¿qué cambia? y 

¿qué no cambia? 

La segunda parte de los protocolos consistió en una simulación de la situación 

en Geometría dinámica y el objetivo era obtener la función analítica (algebraica) entre 
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dos de las variables de la primera parte, a través de un enfoque covariacional. La 

información recogida consistió en respuestas escritas y películas grabadas en video.  

En general, los resultados de la investigación reportan un mal uso del 

razonamiento de compensación. Esto lo explican en términos de razonamiento 

covariacional por la acción mental 3 (AM3): los estudiantes coordinan la cantidad de 

cambio de una variable, Dx, con los cambios en la otra variable, Dy, de tal manera que, 

Dx = - Dy, lo cual les resulta un modelo lineal entre las variables tal que z = x + y, donde 

z representa a la variable de optimización. 

Los investigadores sugieren que un refuerzo externo puede ayudar a los 

estudiantes a comprender que las cantidades de los cambios de las variables no se 

compensan en la misma cantidad. Sugieren también que la solución de problemas de 

optimización podría ser vista como una manera de ayudar a los estudiantes a 

comprender los cambios que se producen en procesos continuos. 

Si bien el fenómeno de conservación que exponen los autores se suscita a partir 

del planteamiento de problemas que se presentan en una figura estática, sería 

interesante determinar si este fenómeno prevalece cuando los estudiantes exploran una 

figura dinámica, lo cual podría ser analizado con la acción mental 1 de razonamiento 

covariacional del marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002). 

En general los resultados de estas investigaciones sitúan al razonamiento 

covariacional como fundamental para comprender el concepto de función, la razón de 

cambio y en consecuencia sustancial para el estudio del cálculo. Sin embargo persisten 

las dificultades desde concebir a una función como la relación entre dos variables que 

varían a la vez y que en esas variaciones los cambios se coordinan.  

Por lo que, en la presente investigación se aborda esta dificultad considerando al 

razonamiento covariacional como una herramienta que podría ayudar a disiparla. Lo 

que da origen al planteamiento de la siguiente  

Hipótesis: El razonamiento covariacional ayuda a la comprensión del 

comportamiento de una función a partir de determinar la razón de cambio. 
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El comportamiento que nos interesa identificar es donde la función crece, 

decrece y tiene valores extremos, entre otros. 

A partir de esta hipótesis y si se toma en consideración que las investigaciones 

reportan que el uso de la tecnología ayuda al estudiante a realizar exploraciones 

dinámicas de las diferentes representaciones de las funciones (numérica, simbólica y 

gráfica), se plantean las siguientes preguntas. 

1.4. Preguntas de investigación. 

1. ¿Cuál es el efecto de medir la variación de una función mediante actividades que 

involucran el razonamiento covariacional?  

2. ¿Cómo influye el uso de problemas de máximos y mínimos en la comprensión de 

la variación de una función? 

3. ¿Cómo influye el uso de un software de geometría dinámica en el estudio de una 

función con un enfoque covariacional? 

1.5. Objetivos de la investigación. 

Identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de máximos y 

mínimos, que permiten a los estudiantes explorar la variación y que puedan 

representarse en un sistema cartesiano.  

Verificar la importancia del razonamiento covariacional como herramienta para 

comprender el comportamiento de una función en términos de su razón de cambio 

mediante el análisis y clasificación de las acciones cognitivas de razonamiento 

covariacional. 

Determinar cómo la construcción y la exploración de diferentes representaciones 

en un software dinámico y en un contexto de problemas de máximos y mínimos ayuda 

al estudiante a guiar sus acciones cognitivas de razonamiento covariacional. 

El cumplimiento de los objetivos anteriores se sustentará dentro del marco 

conceptual que se describe en el capítulo siguiente. 
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL. 

Para apoyar las preguntas que se han planteado, es necesario hacer una 

revisión de los elementos teóricos que las sustentan y que justifican el enfoque de la 

presente investigación. Estos acercamientos son: el estudio de las funciones con un 

enfoque covariacional, el estudio de conceptos matemáticos a partir de problemas en 

contexto y el uso de la tecnología digital como un medio de apoyo de la enseñanza y el 

aprendizaje de la matemática.  

2.1. Razonamiento covariacional. 

En primer lugar, se considera importante definir el término covariación, el cual, 

Saldhana y Thompson lo describen como alguien que tiene en mente una imagen 

sostenida de dos valores de cantidades al mismo tiempo (citado en Carlson, Jacobs, 

Coe, Larsen & Hsu, (2002, pág. 354) Lo cual, de acuerdo a Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen & Hsu, (2002, pág. 354) implica la coordinación de las dos cantidades; luego un 

seguimiento de cualquiera de los valores con la comprensión de que la otra cantidad 

también tiene un valor en cada momento en el tiempo. 

De acuerdo a Cooney, Beckmann, Lloyd, Wilson, & Zbiek (2010), la razón de 

cambio describe cómo una cantidad variable cambia con respecto a otra, es decir, la 

razón de cambio describe la covarianza entre dos variables. 

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, (2002) definen al razonamiento 

covariacional como las actividades cognitivas implicadas en la coordinación de dos 

cantidades variables mientras se asiste a las formas en que cambian en relación unas 

con otras.  

Para Confrey y Smith (1994) el tratado de las funciones con un enfoque 

covariacional implica ser capaz de moverse operacionalmente de ym a ym+1 en 

coordinación con el movimiento de xm a xm+1.  

Para analizar e informar sobre el razonamiento covariacional de los estudiantes 

al responder a las tareas de funciones desde una perspectiva dinámica, Carlson, 
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Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, (2002), diseñan un marco, el cual describe cinco niveles de 

desarrollo de imágenes de covariación que son sucesivamente más complejos: 

 En el primer nivel el estudiante comprende la relación que hay entre una 

variable independiente y una dependiente, esto es, en cuanto a que si una 

cambia en consecuencia la otra cambia. 

 En el segundo nivel el estudiante puede coordinar la dirección de cambio 

respecto al nivel 1, es decir, puede determinar si la función es creciente o 

decreciente. 

 En el tercer nivel el estudiante puede ver la cantidad de cambio de una variable 

respecto con la otra. 

 En el nivel 4, el estudiante coordina la razón de cambio promedio de la función 

con cambios uniformes en la variable de entrada. 

 En el nivel 5 el estudiante coordina la velocidad de cambio instantánea de la 

función con cambios continuos en la variable de entrada. 

Los cinco niveles de desarrollo se describen en términos de las acciones 

mentales u operaciones que cada imagen sustenta. La tabla 2.1.1., proporciona una 

descripción de las cinco acciones mentales y las conductas asociadas que han sido 

previamente identificadas en los estudiantes. 

Al considerar que el marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002), es 

una herramienta que permite analizar el razonamiento covariacional a la hora de 

interpretar y representar eventos dinámicos de las funciones, éste será parte de los 

fundamentos de la presente investigación. Al marco se ha integrado un nivel 0 de 

razonamiento covariacional en el cual, el estudiante identifica los datos que son 

variables, los que son constantes y determinan el dominio de las variables. Las 

acciones mentales que corresponden a este nivel se identificarán como AM0. 
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Acción 

Mental  

Descripción de la acción 

mental 

Comportamientos 

Acción 

Mental 1 

(AM1) 

Coordinación del valor de una 

variable con los cambios en la 

otra variable. 

 Etiquetado de los ejes con indicaciones 

verbales de la coordinación de las dos 

variables (por ejemplo, y cambia con los 

cambios en x). 

Acción 

Mental 2 

(AM2) 

Coordinación de la dirección 

de cambio de una variable con 

los cambios en la otra 

variable. 

 Construcción de una línea recta creciente. 

 Verbalizar un conocimiento de la 

dirección del cambio de la salida teniendo 

en cuenta cambios en la entrada 

Acción 

Mental 3 

(AM3) 

Coordinación de la cantidad 

de cambio de una variable con 

los cambios en la otra 

variable 

 Trazado de puntos / construcción de 

líneas secantes. 

 Verbalizar una conciencia de la cantidad 

de cambio de la salida teniendo en cuenta 

cambios en la entrada. 

Acción 

Mental 4 

(AM4) 

Coordinación de la razón 

media de cambio de la función 

con incrementos uniformes 

del cambio en la variable de 

entrada. 

 Construcción de líneas secantes contiguas 

para el dominio. 

 Verbalizar un conocimiento de la razón de 

cambio de la salida (con respecto a la 

entrada) mientras que se consideran 

incrementos uniformes de la entrada. 

Acción 

Mental 5 

(AM5) 

Coordinación de la razón de 

cambio instantánea de la 

función con los cambios 

continuos en la variable 

independiente para todo el 

dominio de la función. 

 Construcción de una curva suave con 

indicaciones claras del cambio de 

concavidad. 

 Verbalizar una conciencia de los cambios 

instantáneos en la razón de cambio para 

todo el dominio de la función (dirección de 

concavidades y puntos de inflexión 

correctas). 

Tabla 2.1.1. Acciones Mentales del Marco de covariación. Tomada de Carlson, Jacobs, Coe, 

Larsen, & Hsu, (2002, pág. 357). 

 

2.3. Problemas en contexto. 

Si bien, el estudio de las matemáticas surge por la necesidad de resolver 

problemas, entonces, resolviendo problemas es como puede lograrse un aprendizaje 

significativo. Desde tiempos remotos Galileo (Ímaz & Moreno, 2009) expresaba que “el 
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lenguaje en que está escrita la naturaleza es el lenguaje matemático”, y Fourier 

(Bottazzini, 1986, pp. 79-80, citado por Ímaz & Moreno, 2009, pág. 3) reafirmaba que 

“El estudio de la naturaleza es la fuente más fértil de descubrimientos matemáticos…” y 

añadía que “Las técnicas están legitimadas por la naturaleza física de los problemas a 

resolver.”  

Ya en la actualidad, diversas investigaciones relacionadas a la mejora de la 

enseñanza de las matemáticas (por ejemplo, la NCTM, 2000, págs. 340-347; Santos 

Trigo & Reyes, 2011) han señalado que a través de la resolución de problemas la 

construcción del conocimiento matemático tiene un alcance efectivo puesto que implica 

el enlace de conocimientos ya adquiridos para obtener los nuevos, pero además, en el 

proceso y en la solución, el estudiante va dándole sentido a su aprendizaje al tratar con 

problemas en contexto.  

La NCTM (2000, pág. 341) establece que “los problemas y la resolución de 

problemas desempeñan un papel esencial en el aprendizaje de los contenidos 

matemáticos y en ayudar a establecer conexiones entre las distintas áreas de 

contenidos”.  Se menciona además acerca de las consideraciones que deben tomarse 

en cuenta, tales como seleccionar cuidadosamente los problemas en el sentido de 

jerarquizar la dificultad y que sean apropiados de acuerdo al conocimiento que se busca 

establecer en busca de la generalización de los conceptos; que los estudiantes estén 

familiarizados en buscar estrategias, tener el interés por resolverlos, contar con un 

conocimiento sólido de temas que están involucrados y desarrollar la discusión en clase 

sobre las conjeturas y posibles soluciones para lograr obtener una comprensión más 

amplia de los contenidos y procesos matemáticos. En conjunto, establecen que en la 

resolución de problemas, se debe fortalecer la competencia de adaptar y ampliar las 

matemáticas que ya conocen para afrontar los nuevos retos que se les presenten en la 

escuela, en el trabajo y en la vida cotidiana. 

 Santos-Trigo & Reyes-Rodríguez (2011), evidencian que la estructuración y 

solución de modelos en la enseñanza de las matemáticas, fomentan el desarrollo del 

pensamiento matemático debido a que en la modelación de una situación del entorno 

del estudiante, ya sea físico o social, la comprensión de relaciones matemáticas se 
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favorece porque notan la aplicación de sus conocimientos en situaciones reales. Se 

ponen de manifiesto las competencias que son relevantes en las diferentes fases del 

ciclo del modelado que van desde la comprensión del fenómeno, la construcción del 

modelo, la exploración y la interpretación de los resultados; todas ellas representadas y 

analizadas matemáticamente. 

De acuerdo a Martínez-Silva (2008), el término contexto utilizado para 

comprender conceptos matemáticos lo define como “el conjunto de situaciones o 

problemas en los cuales un concepto o procedimiento matemático adquiere significado; 

el conjunto de situaciones que hace útil al concepto o procedimiento”. 

2.3.1. Los problemas de máximos y mínimos para el estudio de la 

covariación. 

“Los problemas de máximos y mínimos pertenecen a los denominados 

problemas expresados en palabras, los cuales son el caso típico: Descripciones 

verbales simplificadas de situaciones hipotéticas o que surgieron en la vida práctica u 

observando la naturaleza; se dan en éstas ciertas cantidades explícitamente y otras no. 

Tales versiones están dirigidas a responder exclusivamente preguntas específicas 

mediante valores numéricos, haciendo uso para ello en las cantidades dadas en el texto 

y de las relaciones matemáticas inferidas entre esas cantidades” (Verschaffel, Greer y 

De Corte, 2000, citado por Moreno-Guzmán, 2003, págs. 2-3). 

Mejía & Hurtado (2006) y Moreno-Guzmán (2003), utilizan problemas de 

máximos y mínimos como situaciones de cambio y direccionan la metodología para 

resolverlos a fin de involucrar a los estudiantes en la percepción y caracterización de los 

elementos que cambian simultáneamente e identificar regularidades entre los cambios 

de tal forma que los conduzca a determinar la relación funcional analítica entre los 

elementos cambiantes, al considerar que la mayor dificultad que tienen los estudiantes 

al resolver este tipo de problemas es precisamente encontrar la función analítica a 

optimizar. 

Ya que diferentes investigaciones han obtenido que un aprendizaje significativo 

se logra a partir de problemas en contexto, y que en particular el planteamiento de 

problemas de máximos y mínimos han sido utilizados como situaciones de cambio, el 
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presente estudio está organizado en torno a problemas de máximos y mínimos. A 

través de ellos se busca dar significado a las nociones matemáticas implicadas y 

permitir a los estudiantes apropiarse del conocimiento, que incluye, desde la 

identificación y dominio de las variables involucradas, el comportamiento de una 

variable respecto a la otra y el cambio relativo.  Finalmente se espera que el estudiante 

determine la función que modela al problema y así, al final estará abstrayendo en una 

función un fenómeno que cambia, pero también habrá analizado cómo cambia, 

sustentándose en las diferentes formas de representación (geométrica, numérica, 

geométrica, algebraica y verbal). 

2.2. El uso de la tecnología en el aprendizaje de las matemáticas. 

Los cambios fundamentales en el plan de estudios del cálculo han puesto mayor 

énfasis en la visualización, este modo de representar conceptos matemáticos está 

ganando más fuerza debido a los avances en la tecnología informática y el desarrollo 

de software matemático dinámico cuya fuerza principal se encuentra en su capacidad 

de proporcionar un mayor y más fácil acceso a múltiples representaciones (numérica, 

gráfica y simbólica) de conceptos matemáticos (Habre & Abboud, 2006) donde la 

interacción en tiempo real y la representación gráfica de movimiento simulado ayudan a 

hacer visibles características importantes del razonamiento del alumno acerca del 

cambio y la cantidad (Stroup, 2002).  

De acuerdo al principio tecnológico que establece la NCTM (2000, págs. 26-28) 

en los estándares para la educación matemática, el uso de las herramientas 

tecnológicas utilizadas de forma eficiente, enriquecen la enseñanza y el aprendizaje de 

las matemáticas debido a su versatilidad y potencia, los estudiantes tiene oportunidad 

de visualizar, organizar y analizar datos, además de realizar cálculos con eficacia y 

exactitud, lo que da lugar a que dispongan de más tiempo para conjeturar, modelar y 

trabajar a altos niveles de generalización y abstracción.  

Santos-Trigo & Reyes (2011), enfatizan  la potencialidad que tiene el uso de las 

herramientas tecnológicas para motivar a los estudiantes en su interés en el 

aprendizaje de las matemáticas al ir descubriendo relaciones dinámicas entre los 
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objetos, encontrar conjeturas,  poner en práctica sus conocimientos, estimular,  recordar 

o investigar temas ya aprendidos, desarrollar su pensamiento matemático, reconocer y 

valorar la utilidad de las demostraciones de forma analítica, tomar sentido a la solución 

de sistema de ecuaciones, la aplicación de lugares geométricos para demostrar 

soluciones, y que la orientación  y aplicación adecuada del uso de las herramientas por 

parte del profesor en la enseñanza de las matemáticas, mejoran el aprendizaje de 

forma efectiva. 

2.2.1. Geogebra. 

Al considerar los beneficios de introducir conceptos con el apoyo de la 

tecnología, se ha determinado usar el software de geometría dinámica Geogebra por 

las características que reúne en cuanto a su sencillez, es gratuito, está disponible en 

diferentes plataformas, es potente puesto que integra de forma dinámica, la aritmética, 

la geometría, el álgebra, el cálculo y se pueden realizar representaciones geométricas, 

gráficas, algebraica y elaborar tablas. 

2.2.2. Procesos de aprendizaje relacionados con el uso de la tecnología. 

Como anteriormente se ha mencionado, en la presente investigación se ha 

considerado que los estudiantes construyan en el software dinámico la representación 

figural del problema así como la construcción de tablas y gráficas.  

En el proceso de aprendizaje relacionado con el uso de la tecnología, Trouche 

(2005) señala que trabajos recientes en el campo de la ergonomía cognitiva han 

proporcionado herramientas teóricas que permiten una mejor comprensión de los 

procesos de apropiación herramientas como las calculadoras complejas. Verillon y 

Rabardel (citado en Trouche (2005)), proponen un nuevo enfoque, que distingue 

esencialmente un artefacto de un instrumento. 

La génesis instrumental es un proceso de construcción de un instrumento 

utilizando un artefacto. Se representa como un edificio estructurado por un proceso 

complejo (ver figura 2.2.2.1.), que vincula las características del artefacto en cuanto a 

sus potencialidades y limitaciones en relación con la actividad del sujeto considerando 

sus conocimientos y sus métodos de trabajo. Tiene dos componentes estrechamente 
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interconectados: el proceso de instrumentalización, dirigida hacia el artefacto y el 

proceso de instrumentación, dirigida hacia el sujeto. (Trouche, 2005, pág. 144). 

 

Figura 2.2.2.1. De artefacto a instrumento. Tomada de Trouche (2005, pág. 144). 

  

De acuerdo a Trouche (2005), el artefacto se define como un objeto material o 

abstracto, (por ejemplo una calculadora, un algoritmo para resolver ecuaciones de 

segundo grado) que determina parcialmente la actividad del usuario considerando sus 

limitaciones y destacando sus potencialidades.   

El instrumento es construido por el sujeto a partir del artefacto con la finalidad de 

realizar un tipo de tarea, por lo que el instrumento contiene al artefacto. 

El proceso de instrumentalización implica varias etapas: una etapa de 

descubrimiento y selección de las herramientas pertinentes, una etapa de 

personalización (apropiarse de la herramienta) y una etapa de transformación de la 

herramienta. La instrumentalización es un proceso de diferenciación en cuanto a los 

artefactos mismos (Trouche, 2005). 

En lo que respecta a la instrumentación, puede pasar por diferentes etapas: una 

fase de explosión y una fase de especialización. La fase de explosión, se caracterizada 

por la oscilación, el descubrimiento o por fenómenos de verificación. Progresivamente, 
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los estudiantes entran en la fase de especialización, donde el uso del artefacto tiende a 

un equilibrio, estabilizan las estrategias y las técnicas instrumentadas (Trouche, 2005). 

Una técnica instrumentada es un conjunto de reglas y métodos en un ambiente 

tecnológico que es usado para resolver un tipo de problemas específicos (Trouche, 

2005).   

En la presente investigación, como anteriormente se ha mencionado, se ha 

considerado que los estudiantes construyan en el software dinámico la representación 

figural del problema. La construcción de las diferentes representaciones serán las 

técnicas instrumentadas que posteriormente servirán al estudiante para explorar el 

comportamiento de las funciones. Si bien, la génesis instrumental ofrece un marco para 

analizar los procesos de aprendizaje relacionados con el uso de la tecnología, en 

nuestro análisis no se entrará a detalle en cada fase del proceso, solo se ha de tomar 

en cuenta de forma general la viabilidad de que los estudiantes realicen las 

representaciones. 
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CAPITULO 3. METODOLOGÍA. 

Una vez definido el marco conceptual que sustenta la investigación, en el 

presente capítulo se expone la metodología que se empleó la cual incluye a los 

participantes, el escenario de recogida de datos, los instrumentos de recolección de 

información y el procedimiento para analizarla.  

3.1 Diseño general de la investigación. 

La investigación se caracteriza por llevar a cabo el análisis de los procesos y las 

dificultades en el aprendizaje de conceptos, algoritmos y estrategias de trabajo, que se 

manifiestan en las formas como los estudiantes llevan a cabo ciertas tareas y en las 

respuestas que dan a determinadas preguntas y puesto que tiene como base la 

observación para obtener las conclusiones, estas características sitúan a la 

investigación dentro de un esquema cualitativo (Gutiérrez , 1991). 

Los participantes.  

La experimentación se llevó a cabo con 12 estudiantes que iniciaban su curso de 

quinto semestre de bachillerato que de acuerdo al programa de estudios corresponde al 

curso de cálculo diferencial. En el semestre anterior habían cursado geometría 

analítica. Estos estudiantes no tenían ninguna característica especial y el tema se 

relacionaba con el programa en curso. Todas las sesiones fueron coordinadas por 

quien realizó el experimento.   

Escenario e instrumentos para la recopilación de información. 

La parte experimental de la investigación fue estructurada de la siguiente forma: 

1. Un pre test. 

2. Introducción al software de geometría dinámica Geogebra. 

3. Cuatro actividades. 

4. Un post test. 

El trabajo con los estudiantes se realizó durante 10 sesiones de 90 minutos. En 

la primera sesión se llevó a cabo el pre test, el cual contestaron por escrito y de forma 
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individual; en la segunda se dio una introducción al software dinámico Geogebra, para 

esta sesión y en las sesiones de las actividades los estudiantes trabajaron en parejas 

formándose así seis equipos de trabajo, además se dispuso de un proyector para 

apoyar a los estudiantes con el uso de las herramientas del software; en las siguientes 

siete sesiones se llevaron a cabo las cuatro actividades; en la última sesión los 

estudiantes contestaron el post test de forma individual y se les propuso utilizar el 

software si lo consideraban necesario.  

3.2. Diseño del pre test. 

El objetivo del pre test fue indagar en los estudiantes sobre algunos 

conocimientos de álgebra y funciones que se consideran necesarios para llevar a cabo 

el estudio. El instrumento completo se presenta en el Apéndice A.  

Respecto a los conocimientos de álgebra se pide operar expresiones 

algebraicas, desarrollo de binomios y resolución de ecuaciones de primer y segundo 

grado. Ver ejemplo de los ítems en la figura 3.2.1. 

1. ¿Qué expresión hay que añadir a 23 5 6x x   para que la suma sea 3x? 

2. Desarrollar los siguientes binomios. 

     a)  
2

3x    

3. Resolver las siguientes ecuaciones.   

      a) 2(2 3) 6x x    

      b) 22 3 5 0x x    

Figura 3.2.1. Preguntas del pre test sobre algunos conocimientos de álgebra. 

 

Acerca de sus conocimientos de las funciones, se plantea un problema de 

máximos y mínimos con el objetivo de explorar su comprensión acerca del concepto de 

función considerando la representación numérica mediante el llenado de tablas, la 

representación gráfica de acuerdo a los valores de la tabla, trazo de la gráfica,  ver si 

identifican que la función corresponde a una parábola, los  argumentos para determinar 

el punto máximo ya sea de forma gráfica o mediante los valores de la tabla o con 

ambos y finalmente se busca determinar su habilidad o dificultad para establecer a la 
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función de forma analítica. Ver ejemplo de algunas preguntas del ítem 4 en la figura 

3.2.2. 

4. De acuerdo al siguiente problema contesta lo que se pide: 

Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con longitudes 

de largo (l) y ancho (w). 

 

b) Completa la tabla de valores que muestra la relación entre el largo y el área.   

c) Utiliza la tabla anterior para obtener la gráfica del largo y el área. 

Figura 3.2.2. Ítem 4 del pre test que plantea un problema de máximos y mínimos para explorar la 

comprensión de los estudiantes acerca del concepto de función. 

 

El objetivo del ítem 5 es determinar si el estudiante puede describir de forma 

verbal el comportamiento de una función en contexto dada su representación gráfica. 

Ver ejemplo del ítem en la figura 3.2.3. 

Considerando que en algunos problemas de máximos y mínimos una forma de 

relacionar a las variables es mediante la semejanza de triángulos, en el ítem 6 se 

indaga sobre las dificultades respecto a este conocimiento. Ver ejemplo del ítem en la 

figura 3.2.4. 

En el ítem 7 se pide obtener el valor de una función cuando el valor de x es una 

constante y una expresión simbólica para determinar si el estudiante tiene facilidad para 

sustituir y operar con un valor constante y un valor constante más su incremento. Ver 

ejemplo del ítem en la figura 3.2.5. 
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5. Describe cómo la cantidad de agua en una piscina (V,  volumen) cambia con el tiempo 

(t) en cada caso:         

a)                                   b)                                     c)                               d) 

 

 

Figura 3.2.3. Ítem 5 del pre test que muestra las gráficas del comportamiento del volumen de agua de una 

piscina conforme transcurre el tiempo. 

 

6. Si los segmentos EB y DC son paralelos, el segmento AB = 2, BC = 18 y EB = 3. 

Calcular la medida del segmento DC. 

 

Figura 3.2.4. Ítem 6, problema de semejanza de triángulos. 

 

7. Dada la función  
2( ) 2 5 4f x x x   , determina (3)f  y (3 )f h . 

Figura 3.2.5. Ítem 7, determinar el valor de una función. 

 

Dado a que se trabajará con la razón de cambio, el objetivo del ítem 8 es 

conocer si el estudiante tiene presente la forma de determinar la pendiente de una recta 

conociendo dos de sus puntos. 

En el ítem 9 se solicita obtener el vértice de una parábola para determinar si el 

estudiante asocia el vértice con los puntos máximos o mínimos de la parábola. Ver 

ejemplo del ítem en la figura 3.2.6. 
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9. Para la ecuación de la parábola  
2 6 11 0x x y     , determina las coordenadas del 

vértice. 

Figura 3.2.6. Ítem 9, determinar las coordenadas del vértice de una parábola a partir de su ecuación. 

 

En el ítem 10 se presenta una lista de tablas de valores de x e y, una lista de 

gráficas de tales valores y una lista de las ecuaciones que se relacionan con ambos, 

con la finalidad de determinar si el estudiante puede relacionarlas. 

3.3. Introducción a Geogebra. 

La construcción de diferentes representaciones (geométrica, numérica y gráfica) 

en el software dinámico, forma parte de las actividades que los estudiantes efectuarán 

ya que éstas les servirán como punto de partida para identificar relaciones entre las 

variables, pero al mismo tiempo pondrán en evidencia sus conocimientos y dificultades 

para realizarlas. En esta etapa de la investigación, se realiza un primer acercamiento de 

los estudiantes al software dinámico Geogebra con el objetivo de prepararlos para la 

construcción de cada una de las representaciones de las actividades.  

En un principio, los estudiantes manipularán la barra de herramientas del 

software y descubrirán qué objetos se pueden obtener con cada una de ellas. 

Conocerán la forma de elegir las herramientas y el trazo que se puede realizar con 

herramientas específicas que se utilizarán en la construcción de las representaciones, 

tales como puntos, segmentos, rectas perpendiculares, punto medio, punto de 

intersección, y ocultar objetos. 

Posteriormente, construirán figuras geométricas inscritas, tablas y gráficas (ver 

Apéndice B). Referente a las figuras inscritas, se requiere que los estudiantes primero 

piensen en la manera de realizar en lápiz y papel una figura inscrita y posteriormente en 

la manera para realizarse en el software. Además, se requiere que lleven a cabo la 

prueba de arrastre de los vértices de las figuras inscritas por ejemplo en la construcción 

de un rectángulo inscrito en un triángulo (ver Figura 3.3.1.), el estudiante aprenderá que 

es necesario asegurarse que los vértices de la figura inscrita pueden moverse 

únicamente sobre los lados de la figura circunscrita. En cuanto a la construcción de 
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tablas se requerirá que introduzcan en la hoja de cálculo, la fórmula que hace referencia 

a una función para obtener valores de acuerdo a los valores dados en una de las 

columnas de la tabla. La gráfica de puntos la llevaran a cabo de forma manual,  

mediante el trazo de cada punto en el plano cartesiano que corresponde al valor de la 

abscisa y al valor de la ordenada, esto con el objetivo de validar que no tienen 

dificultades en cuanto al uso del plano cartesiano. Finalmente, para realizar la gráfica 

de la función, se indicará la forma de introducirla en la barra de entrada, con el debido 

uso de paréntesis y signos como el acento circunflejo para elevar un número o variable 

a una potencia. 

 

Figura 3.3.1. Rectángulo inscrito en un triángulo isósceles. 

3.4. Diseño de las actividades. 

El objetivo del presente estudio es analizar la comprensión de los estudiantes 

acerca del comportamiento de una función con un enfoque covariacional para 

desarrollar el concepto de razón de cambio, a partir de la construcción, exploración y 

análisis de sus diferentes representaciones en un software dinámico y en un contexto 

de problemas de máximos y mínimos. 

Instrumentos para llevar a cabo el análisis. 

Se diseñaron cuatro actividades y un post test para obtener la información que 

nos permita realizar el análisis. Previo al diseño final de las actividades, se realizó un 

estudio piloto, a partir del cual se consideró replantear las preguntas para conducir al 
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estudiante a determinar la expresión algebraica de la función. A continuación se 

describen las características generales de los instrumentos. 

3.4.1. Diseño de las actividades 1, 2 y 4.  

 Para el diseño de las actividades se buscó que cumplieran con las características 

que se mencionan: 

 Iniciar con el planteamiento de problemas de máximos y mínimos con la finalidad 

de que la función a tratar tenga sentido para los estudiantes. 

 Estructurarlas en una secuencia de instrucciones y preguntas proporcionadas a 

los estudiantes de forma impresa (ver apéndice C), las cuales serán contestadas 

a medida que construyan un modelo, exploren la situación y analicen el 

comportamiento de las diferentes representaciones (geométrica, numérica y 

gráfica) del problema en Geogebra.  

 Trabajar con los niveles 1, 2, 3 y 4 de razonamiento covariacional del marco de 

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002). Al marco se ha integrado un nivel 0 

de razonamiento covariacional en el cual, el estudiante identifica los datos que 

son variables, los que son constantes y determinan el dominio de las variables, 

las acciones mentales que lleven a cabo en este nivel se identificarán como AM0. 

Herramientas para los estudiantes: 

 Actividades proporcionadas de forma impresa con las cuales son guiados para 

realizar los tratamientos y conversiones en cada una de las representaciones y el 

desempeño de las acciones mentales del razonamiento covariacional. En éstas 

hojas de actividades los estudiantes podrán expresar sus ideas respecto al 

análisis que realicen. 

 Software de geometría dinámica Geogebra para construir las representaciones, 

figural, numérica y gráfica, con las cuales podrán explorar y analizar el 

comportamiento de las funciones. 

 Respecto a las situaciones que se consideraron para las actividades, se incluyó 

un problema relacionado con área, un problema relacionado con volumen y un 

problema relacionado con ángulo. Sobre los problemas del post test, uno fue 
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relacionado con área y otro relacionado con tiempo. El hecho de considerar 

diferentes magnitudes, tenían por objetivo evitar que mecanizaran 

procedimientos, que estudiaran diferentes funciones para ampliar el panorama 

de sus aplicaciones. 

Escenario instruccional. 

Los estudiantes trabajaran en parejas con el fin de interactuar y promover sus 

ideas. El investigador intervendrá en dos casos: para ayudar en las dificultades 

que se presenten en la construcción de las distintas representaciones y mediante 

preguntas que guíen su razonamiento cuando las dificultades del estudiante no 

le permitan avanzar. 

A continuación se describen los aspectos que se analizarán en cada una de las 

técnicas instrumentadas y las acciones que tienen que ver con los diferentes 

niveles de razonamiento covariacional. 

 3.4.1.1. Construcción de la representación geométrica figural, identificada 

por TI-F (Técnica Instrumentada Figural).  

Si bien, las investigaciones han referido que el uso de distintos 

programas informáticos proporcionan una experiencia exploratoria a los 

estudiantes con el objetivo de que tengan un mejor acceso a las 

matemáticas del cambio y la variación. Por ejemplo Confrey & Smith 

(1994) que llevan a cabo un proyecto en el cual los estudiantes estudian la 

razón de cambio en el contexto de la velocidad en el entorno de 

exploración de JMW (Java Math Worlds) y cuyos resultados fueron una 

mayor comprensión de la velocidad como razón de cambio. En las 

actividades propuestas, los estudiantes no solo explorarán las diferentes 

representaciones en el software, sino que también llevarán a cabo su 

construcción con el fin de que comprendan en mayor medida la 

información que cada una de ellas les puede ofrecer. 

En la construcción de esta representación se solicita al estudiante 

construir en el software dinámico la figura que representa al problema 

tomando en consideración los datos (Apéndice C, actividad 1, preguntas 1 
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y 2; actividad 2, pregunta 2; actividad 4, pregunta 1). En la figura 

3.4.1.1.1., se muestra el ejemplo de la pregunta 1 de la actividad 1.  

Objetivos: 

a) Que al realizar la construcción de la representación, el estudiante 

pueda identificar los valores constantes, los que cambian y la 

relación que hay entre ellos. 

b) Identificar sus habilidades o dificultades para disponer de sus 

conocimientos al representar al problema en una figura. 

c) Una vez construida la representación los estudiantes podrán 

explorar el cambio de las variables y mediante las preguntas de sus 

actividades se espera que desarrollen las acciones mentales de 

razonamiento covariacional AM0 y AM1. 

1. En Geogebra realiza la representación geométrica del problema trazando el 

triángulo que representa a la fachada y un rectángulo inscrito que representa a 

la ventana. Despliega las longitudes de la base y la altura. 

 

Figura 3.4.1.1.1. TI-F. Representación figural del problema de la ventana rectangular 

inscrita en una fachada triangular de base 12 y altura 2.5 m, del problema de la 

actividad 1. 

 

3.4.1.2. Construcción de la representación numérica, identificada por TI-N      

(Técnica Instrumentada Numérica). 

Se utilizará este registro en la construcción de tablas con el objetivo de 

que a partir de ella, los estudiantes comprendan la información que ofrece 

en cuanto a:  
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a) La coordinación del valor de una variable con los cambios de la otra 

variable mediante la obtención de forma visual de los valores de la 

variable dependiente en relación con los valores asignados a la 

variable independiente (actividad 1, pregunta 3, inciso c; actividad 

4, pregunta 4), ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1. Y la coordinación 

del valor de una variable con los cambios de la otra variable 

mediante la obtención de los valores de la variable dependiente con 

una fórmula (actividad 1 pregunta 7, inciso c;  actividad 2, 

preguntas 3 y 7). 

 

b)  La cantidad de cambio de cada una de las variables mediante el 

cálculo de las diferencias entre los valores consecutivos de las 

variables para promover numéricamente sus cambios (actividad 1, 

preguntas 3 y 7 incisos d y e; actividad 2, preguntas 5 y 10; 

actividad 4, pregunta 6). Ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1. 

 

c) La razón de cambio entre las dos variables mediante el cálculo del 

cociente de diferencias para promover numéricamente el cambio 

relativo (actividad 1, preguntas 3 y 7 inciso f; actividad 2, preguntas 

5 y 10; actividad 4, pregunta 6). Ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1. 

     En la construcción de la tabla se analizarán en conjunto las 

dificultades que tienen en realizar esta representación lo cual 

incluye escribir los encabezados, copiar celdas e introducir fórmulas 

de acuerdo a las funciones obtenidas en la representación 

algebraica de la función. 

Una vez construida la tabla de valores, el objetivo es que analicen 

la información guiados por las preguntas expuestas en cada actividad y 

desarrollen las acciones mentales AM1, AM2, AM3 y AM4. 



 42 

3.4.1.3. Construcción de la representación gráfica, identificada por TI-G 

(Técnica Instrumentada Gráfica). 

Esta representación la obtendrán a partir de la representación 

numérica, tiene la finalidad de que el estudiante obtenga información 

desde la perspectiva gráfica acerca del comportamiento de las variables, 

para desarrollar la AM1 y AM2, (actividad 1, preguntas 6, 6c, 9, 10 y 15; 

actividad 2, preguntas 4,8, 12 y 12a; actividad 4, pregunta 5). (Ver ejemplo 

en la figura 3.4.1.3.1.) 

 

3. Elabora una tabla de valores en la hoja de cálculo para las dimensiones 

del rectángulo.  

 

a) Escribe los encabezados en cada columna como se muestra en la figura.              

b) En la columna A escribe las medidas para la base tal como se muestra en 

la figura.  

c) En la columna B anota la medida que corresponde a la altura cuando la 

base toma el valor indicado. 

d) En la columna C, a partir de la celda C3 obtén la diferencia de los valores 

consecutivos de la altura, iniciando con los valores de las celdas B6-B5. 

e) En la columna D, a partir de la celda D3 obtén la diferencia de los valores 

consecutivos de la base, iniciando con los valores de las celdas A6-A5. 

f) En la columna E, a partir de la celda E3 obtén el cociente de las 

diferencias de la altura respecto a las diferencias de la base, iniciando con 

los valores de las celdas C6/D6. 

g) Copia las fórmulas para los siguientes renglones. 



 43 

Figura 3.4.1.2.1. TI-N. Tabla de valores de las variables base y altura de la ventana. 

Pregunta 3 de la actividad 1. 

 

5. Grafica los pares de puntos y únelos con segmentos de recta.  

Figura 3.4.1.3.1. TI-G. Ejemplo de pregunta en la que se solicita graficar los puntos 

que representan la distancia del observador a la pantalla y el ángulo visual del 

observador del problema de la actividad 4. 

Además, se solicitará al estudiante que una los puntos con 

segmentos de recta con la finalidad de destacar la información visual que 

ofrece la gráfica en relación con la inclinación y la longitud de los 

segmentos con la cantidad de cambio relativo. En cuanto a la elaboración 

de la gráfica de puntos se analizará su habilidad o dificultad para 

realizarla. 

Graficarán también los puntos correspondientes a la variable 

independiente y la razón de cambio con la finalidad de que puedan 

visualizar el comportamiento de los cambios relativos (actividad 1, 

pregunta 11), ver ejemplo en la figura 3.4.1.3.2. 

 

Figura 3.4.1.3.2. TI-G. Pregunta 11 de la actividad 1. Pregunta en la que se pide 

graficar los puntos de la base de la ventana y la razón de cambio. 
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3.4.1.4. Construcción de la representación algebraica, identificada por TI-A 

(Técnica Instrumentada Algebraica). 

Representación algebraica, la cual corresponde al sistema de 

escritura simbólica algebraica. Se espera que a partir de la exploración, 

análisis y asociación de las representaciones junto con conocimientos 

matemáticos previos, el estudiante determine la expresión algebraica de la 

función que relaciona a las variables y constantes que involucra el 

problema, realice la gráfica de la misma y a partir de ella pueda reconocer 

el comportamiento de las variables (actividad 1, pregunta 6, incisos d, e, f, 

g, h, i y pregunta 14; actividad 2, preguntas 1 y 6; actividad 4, pregunta 9 

incisos a, b y c). En la figura 3.4.1.4.1., se muestra un ejemplo de 

pregunta relacionada).  

6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que 

aparece y elige Crea lista de puntos. 

c)   Une dos de los puntos con la herramienta Recta que pasa por dos puntos,    

¿visualmente que sucede con los puntos restantes? 

____________________________________________________________________ 

d)  ¿Cuál es la ecuación de esta recta? 

____________________________________________________________________ 

e)  ¿Cuál es la pendiente de esta recta? 

____________________________________________________________________ 

f)  ¿Cuál es la relación de los valores de la columna E de tu tabla y la    

pendiente de la recta de la ecuación del inciso d? 

____________________________________________________________________ 

g)  A partir de la ecuación anterior, escribe la altura en función de la base. 

____________________________________________________________________ 

Figura 3.4.1.4.1. TI-A. Pregunta 6 de la actividad 1, relacionada con la obtención de la 

expresión algebraica que relaciona a las variables base y altura de la ventana. 

 

3.4.1.5. AM0. 

Para desarrollar la AM0 se le solicita al estudiante identificar las 

magnitudes que no cambian, las que cambian y los valores posibles para 

cada una de ellas (actividad 1, pregunta 4, incisos a, b, c y d; actividad 2, 
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pregunta 4 inciso 4; actividad 4, preguntas 2, 3 y 5b). En la figura 

3.4.1.5.1., se muestra un ejemplo. 

3.4.1.6. AM1.  

Para desarrollar la AM1 se requiere que el estudiante analice que al 

cambiar una de las variables la otra también cambia (actividad 1, pregunta 

6 incisos a y b, pregunta 9 incisos a y b; actividad 2, pregunta 8 incisos a y 

b; actividad 4, pregunta 5 a). Ver ejemplo de pregunta en la figura 

3.4.1.6.1. 

 

4. De acuerdo a las dimensiones que están involucradas en el problema contesta 

lo siguiente: 

a) ¿Cuáles dimensiones cambian? Explica tu respuesta. 

_____________________________________________________________________ 

b) ¿Cuáles dimensiones no cambian? Explica tu respuesta. 

_____________________________________________________________________ 

c) ¿Cuál es el mínimo valor y cuál el máximo que puede medir la base de la 

ventana? 

_____________________________________________________________________ 

d) ¿Cuál es el mínimo valor y cuál el máximo que puede medir la altura de la 

ventana? 

_____________________________________________________________________ 

Figura 3.4.1.5.1. Pregunta 4 de la actividad 1 relacionadas con la AM0. 

 

6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que 

aparece y elige la opción crea lista de puntos.  

a) ¿Qué dato te da la coordenada x de cada punto?   

        ____________________________________________________________________       

b) ¿Qué dato te da la coordenada y de cada punto?    

        ____________________________________________________________________      

Figura 3.4.1.6.1. Pregunta 6 de la actividad 1 relacionada con la AM1. 
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3.4.1.7. AM2 y AM3.  

Para desarrollar la AM2 y AM3, se pide que determinen como es el cambio 

de una de las variables respecto al cambio de la otra. Ellos podrán 

determinar la dirección y la cantidad de cambio de la variable dependiente 

mientras observan la cantidad de cambio uniforme de la variable 

independiente (actividad 1, preguntas 5, 8 incisos a, b y c, 10 incisos a y b; 

actividad 2, preguntas 4b, 4c, 8c, 8d, 10c, 10d; pregunta 4, pregunta 5c). 

En la figura 3.4.1.7.1., se muestra un ejemplo de pregunta relacionada.  

 

4. 

b) ¿Cómo cambian las medidas de la altura conforme aumenta la medida 

del radio? 

___________________________________________________________________ 

Figura 3.4.1.7.1. Pregunta 4 de la actividad 2 relacionada con la AM2 y AM3. 

 

3.4.1.8. AM4. 

Para desarrollar la AM4 las preguntas tienen que ver con la coordinación 

de la razón media de cambio de la función con incrementos uniformes de 

la variable independiente. (Actividad 1, preguntas 8d, 10 incisos c, d, e, f; 

actividad 2, preguntas 5 incisos a y b, 10 incisos a y b; actividad 4, 

pregunta 6, incisos a, b y c). Ver ejemplo de preguntas relacionadas en la 

figura 3.4.1.8.1. 

5.  

a) Observa la gráfica y corroborando con la tabla indica en qué intervalo del 

radio la altura cambia más. 

__________________________________________________________________________ 

b) ¿En qué intervalo del radio la altura cambia menos? 

__________________________________________________________________________ 

Figura 3.4.1.8.1. Pregunta 5 de la actividad 2 relacionada con la AM4. 
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3.4.1.9. Solución del problema. 

Los estudiantes determinarán la solución al problema, se espera 

que justifiquen su respuesta de acuerdo a la gráfica al identificar al punto 

máximo y de acuerdo a la tabla de valores, en la cual pueden observar el 

mayor valor de la variable independiente. Se espera que también puedan 

justificar la solución con el argumento de que en el punto máximo o cerca 

del máximo, el valor de la razón de cambio es más próximo a cero y 

además hay un cambio de signo (actividad 1, preguntas 12 y 13; actividad 

2, preguntas 11 y 13; actividad 4, preguntas 5d, 7 y 8). Ver ejemplo de 

pregunta en la figura 3.4.1.9.1. 

 

Figura 3.4.1.9.1. Pregunta 13 de la actividad 1 relacionada con la solución al problema. 

 

3.4.2. Diseño de la actividad 3.  

Los estudiantes llevarán a cabo la comparación de la razón de cambio 

entre los problemas de las actividades 1 y 2. El objetivo es que comprendan que 

la razón de cambio da información acerca de cómo y cuánto cambia una función. 

Para el diseño de esta actividad se buscó que cumplieran con las características 

que se mencionan: 

 Una vez completada la actividad 1 en la cual se ha trabajado con una función 

cuadrática y en la actividad 2 con una función cúbica, los estudiantes llevarán a 

cabo la comparación de los cambios entre las dos funciones.  

 La unidad de cambio de la variable independiente será de 0.5 unidades a fin de 

que puedan observar que dada la misma unidad de comparación de la variable 

independiente, la razón de cambio de la función cúbica es mayor. 
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Escenario instruccional. 

Los estudiantes trabajaran en parejas con el fin de interactuar y promover sus 

ideas. Las comparaciones las pueden realizar en las tablas de valores impresas 

en sus hojas de actividades y/o en sus tablas y gráficas construidas en el 

software.  

Lo que se va a analizar:  

3.4.2.1. AM2.  

Para que desarrollen la AM2 que tiene que ver con la dirección de los 

cambios, en cada una de las funciones determinarán el intervalo de 

valores en el que la variable dependiente aumenta y el intervalo en el que 

disminuye (preguntas 1 y 2). 

3.4.2.2. AM4.  

Determinarán en cuál de las funciones el cambio es mayor dado el mismo 

intervalo de la variable independiente (pregunta 3). 

Determinarán el intervalo de la variable independiente en el que el área de 

la ventana y el volumen del cilindro crecen más y el intervalo donde 

crecen menos (preguntas 4 a 7). 

Compararán los cambios entre el inicio y la parte más alta de la gráfica en 

cada una las funciones para identificar que los cambios son próximos a 

cero alrededor de los puntos máximos (preguntas 8 y 10). 

Algunos ejemplos de las preguntas de esta actividad se muestran en la 

figura 3.4.2.2.1.  

1. ¿En qué intervalo de valores de la base, el área de la ventana aumenta y en   cual 

intervalo disminuye? 

      Aumenta en el intervalo (     ,     ), disminuye en el intervalo (     ,     ). 

3. En el intervalo (0.5, 1) de la variable independiente, ¿qué aumenta más, el área de la     

ventana o el volumen del 

cilindro?___________________________________________________________________________ 

6. ¿En qué intervalo de valores de la base hay un menor crecimiento del área de la 
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ventana? _________________________________________________________________________ 

8. ¿Cómo es el cambio del área de la ventana respecto al cambio de la base en la parte 

más alta de la gráfica, en comparación con el cambio al inicio? ________________________ 

9. ¿Cómo es el cambio del volumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte 

más alta de la gráfica, en comparación con el cambio al inicio? _________________________ 

Figura 3.4.2.2.1. Preguntas de la actividad 3 relacionadas con la AM2 (pregunta 1) y relacionadas 

con la AM4 (preguntas 3, 6, 8, y 9). 

3.5. Diseño del post test. 

El objetivo del post test es analizar en los estudiantes su razonamiento 

covariacional respecto a las acciones mentales AM0, AM1, AM3 y su 

comprensión de la razón de cambio respecto a la AM4. 

Las características del post test se mencionan a continuación: 

 El post test consta de dos problemas, el primero es el problema que trata sobre 

determinar el área máxima de un huerto dado el perímetro de valla para cercarlo, 

este problema se incluyó en el pre test y se ha elegido con el objeto de poder 

comparar su comprensión acerca del concepto de una función desde el punto de 

vista de las acciones mentales de razonamiento covariacional.  

 En la selección del segundo problema se consideró que estuviera relacionado 

con velocidad con la finalidad de constatar la idea de modelos emergentes de 

Gravemeijer citado por Herbert y Pierce (2008) así que se espera que los 

estudiantes puedan transportar sus conocimientos adquiridos en problemas 

donde no se incluyó el tiempo a un contexto en el que si se considera. El 

problema se expone mediante un enunciado y una representación geométrica a 

partir de la cual se solicita obtener la expresión algebraica de la función. Se les 

proporciona también la tabla de valores y la gráfica correspondiente al problema, 

por lo que únicamente tendrán que analizar la información.  

Escenario. 

Los estudiantes resolverán el post test de forma individual y se les sugerirá usar 

Geogebra. 
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Lo que se va a analizar:  

En el primer problema se valorará la iniciativa de los estudiantes para usar la 

herramienta tecnológica y se analizará la apropiación del instrumento para 

construir la figura que representa al problema (TI-F), así como la construcción de 

la tabla de valores (TI-N) y la gráfica (TI-G), la cuales les ayudará a analizar el 

comportamiento de las variables (problema 1, pregunta1). En los dos problemas 

se analizará también su razonamiento para determinar la representación 

algebraica de la función (TI-A), desde la identificación de valores constantes y 

variables y la forma en que establece las relaciones entre ellas (problema 1, 

preguntas 5 y 6; problema 2, pregunta 2). 

 Se analizará su razonamiento para desarrollar las acciones mentales: 

AM0 (problema 1, preguntas 2, 3 y 4; problema 2, pregunta 1). 

AM1 (problema 2, preguntas 3a y 3b).  

AM2 (problema 1, pregunta 7; problema 2, pregunta 3c). 

AM3 (problema 1, pregunta 9; problema 2, pregunta 3d).  

AM4 (problema 1, pregunta 8; problema 2, pregunta 3 incisos e, f y g).  

 Finalmente se analizará la obtención de la solución del problema (problema 1, 

pregunta10; problema 2, pregunta 3d). 

En las figuras 3.5.1. y 3.5.2., se muestran ejemplos de las preguntas del post 

test. El instrumento completo se encuentra en el apéndice D. 

7. ¿Cómo cambian las medidas del área del terreno conforme las medidas del largo 

aumentan? _______________________________________________________________________ 

8. ¿En qué intervalo de valores de la medida del largo, el área disminuye más? _________ 

9. ¿Cómo cambia el área en los puntos más altos de la gráfica? ________________________ 

Figura 3.5.1. Preguntas del post test acerca del problema del cercado de un huerto. 

 

c) ¿Cómo se comporta la distancia entre los navíos a medida que el tiempo transcurre? 

__________________________________________________________________________________ 
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d) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos están más cerca? ___________________________ 

En las siguientes preguntas justifica tu respuesta. 

e) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos se acercan más lento? ______________________ 

g) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos se alejan más rápido? ______________________ 

Figura 3.5.2. Preguntas del post test acerca del problema de la distancia entre dos navíos. 

3.6 Esquema de análisis de datos. 

El análisis de los resultados se llevará a cabo de acuerdo a las técnicas 

instrumentadas (TI) y las acciones mentales de razonamiento covariacional (AM). A 

continuación se presenta por cada una de las actividades (1, 2, 3 y 4) y el post test, una 

tabla que especifica la técnica instrumentada, la acción de razonamiento covariacional, 

su descripción, las preguntas de las actividades que se relacionan con cada una de 

ellas y las variables tratadas en cada caso. 

Esquema de análisis de los datos de la actividad 1. 

TI/AM Descripción de la acción. Preguntas  Variables 

relacionadas 

TI-F 
Construyen la representación geométrica figural del 

problema con Geogebra. 
1 y 2  

TI-N 

Elaboran una tabla en la hoja de cálculo de Geogebra con 

valores de las variables, los cambios de las variables y la 

razón de cambio. 

3 Base y altura 

7 Base y área 

AM0 

Identifican variables, constantes, y el dominio de la 

variable independiente, el cual tiene sentido para el 

problema. 

4 incisos a, 

b, c y d. 
Base y altura 

TI-G 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la 

base y a la altura de la ventana.  
6 y 6c Base y altura 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la 

base y área de la ventana. 
9, 10, 15 Base y área 

 

Realizan la gráfica de los puntos de la base y la razón de 

cambio. Identifican su comportamiento y la relacionan con 

la gráfica de los puntos de base y área. 

11 
Base y razón 

de cambio. 

AM1 
Coordinan el valor de la variable dependiente con relación 

a los cambios de la variable independiente.  

6a y 6b Base y altura 

9a y 9b. Base y área 
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AM2 
Coordinan la dirección de cambio de la variable 

dependiente con los cambios en la variable independiente. 

5  Base y altura 

8a 

Base y área 

AM3 
Coordinan la cantidad de cambio de la variable 

dependiente con los cambios en la variable independiente. 

8b, 8c, 10a 

y 10b 

TI-A 

Determinan la ecuación de la recta. 6d  

Identifican a la pendiente de la recta en la ecuación. 6 e  

Relacionan la pendiente de la recta con la columna del 

cociente de diferencias. 

6f  

Determinan de forma algebraica a la altura en función de 

la base. 

6g Base y altura 

Describen la información que ofrece la pendiente respecto 

a la recta. 
6h 

 

Describen la información que ofrece la pendiente respecto 

a la relación de los cambios de la altura y los cambios de la 

base.  

6 i 

 

 
Determinan la expresión algebraica para obtener las 

medidas de área en función de las medidas de la base. 
14 

Base y área 

AM4 
Coordinan la razón de cambio delos cambios del área 

respecto a los cambios de la base. 

8d, 10c, 

10d, 10e y 

10f. 

Sol. del  

proble

ma 

Determinan la medida de base con la cual se obtiene el 

área máxima de acuerdo a la gráfica. 
12 

Determinan el valor de área máxima de acuerdo al 

análisis de las diferentes representaciones 
13 

Tabla 3.6.1. Esquema de análisis de datos de la actividad 1. 

 

4.6.1. Esquema de análisis de los datos de la actividad 2. 

TI /AM Descripción de la acción. Preguntas  Variables 

relacionadas 

TI-F 
Realizan la representación geométrica del cilindro en 

Geogebra.  
2  

TI-A 

Determinan la fórmula para obtener la altura en función 

del radio. 
1  Altura y radio 

Determinan la expresión del volumen en función del 6 Radio y 
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radio. volumen 

TI-N 

Elaboran tabla que incluye valores del radio y valores de 

la altura. 
3 Altura y radio 

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de 

altura, cambios del radio, cambios de la altura y la razón 

de cambio de los cambios de la altura respecto a los 

cambios del radio. 

5  

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de 

altura y valores del volumen. 
7 

Radio y 

volumen 

Elaboran tabla que incluye valores del radio, de la 

altura, del volumen, sus cambios y la razón de cambio del 

volumen respecto a los cambios del radio. 

10  

TI-G 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes al 

radio y la altura del cilindro. 
4 Radio y altura 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes al 

radio y el volumen del cilindro. 
8 

Radio y 

volumen Grafican la función. 12 

Reconocen la función que representa la gráfica 12a 

AM0 
Identifican el dominio de los valores del radio, de acuerdo 

a la tabla y a la gráfica. 
4a. Radio y altura 

AM1 
Coordinan los valores del volumen con relación a los 

cambios del radio. 
8a y 8b. 

Radio y 

volumen 

AM2 

Coordinan la dirección de cambio de la altura con los 

cambios en el radio. 
4c. Radio y altura 

Coordinan la dirección de cambio del volumen con 

relación a los cambios del radio. 
8d. 

Radio y 

volumen 

Determinan el intervalo donde el volumen disminuye. 10c 

 

Determinan el intervalo donde el volumen aumenta. 10d 

AM3 

Coordinan la cantidad de cambio del volumen respecto a 

los cambios del radio. 
8c  

Coordinan la cantidad de cambio de la altura respecto a 

los cambios del radio. 
4b 

Radio y altura 

AM4 
Coordinan la razón de cambio de la altura respecto a los 

cambios del radio. 

5a y 5b. 
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Coordinan la razón de cambio del volumen respecto a los 

cambios del radio. 

10 incisos 

a y b. 

Radio y 

volumen 

 Obtienen la solución al problema. 11 y 13.  

                         Tabla 3.6.2. Esquema de análisis de datos de la actividad 2. 

 

 

 

 

 

 

 

4.6.2. Esquema de análisis de los datos de la actividad 3. 

AM Descripción de la acción. Preguntas 

 

AM2 

 

Determinan el intervalo de valores de la base en el que el área de 

la ventana aumenta y el intervalo en el que disminuye. 
1  

Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen 

del cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye. 
2 

AM4 

Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las dos 

funciones, determinan en cuál de ellas el cambio es mayor. 
3 

Determinan el intervalo de la variable independiente en el que el 

área de la ventana y el volumen del cilindro crecen más y el 

intervalo donde crecen menos. 

4, 5, 6 y 7 

Comparan los cambios entre el inicio y la parte más alta de la 

gráfica en las funciones del área de la ventana y en la del volumen 

del cilindro. 

8 y 9 

Identifican que los cambios son próximos a cero alrededor de los 

puntos máximos. 
10. 

Tabla 3.6.3. Esquema de análisis de datos de la actividad 3. 

 

4.6.3. Esquema de análisis de los datos de la actividad 4. 

TI/AM Descripción de la acción. Preguntas  

TI-F 
Construyen la representación geométrica figural del problema con 

Geogebra. 
1  
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AM0 
Identifican variables, constantes, y el dominio de la variable 

independiente, el cual tiene sentido para el problema. 
2, 3 y 5b. 

TI-N 

Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla al 

observador con incrementos de 0.5 unidades y valores del ángulo 

visual del observador. 

4 

Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla al 

observador, valores del ángulo visual del observador, cambios de la 

distancia de la pantalla al observador, cambios del ángulo visual 

del observador y la razón de cambio de los cambios del ángulo 

visual del observador respecto a los cambios de la distancia de la 

pantalla al observador. 

6 

TI-G 

Grafican y unen los puntos correspondientes a los valores de la 

distancia de la pantalla al observador y valores del ángulo visual 

del observador.  

5 

AM1 
Coordinan los cambios de los valores de la distancia de la pantalla 

al observador y los valores del ángulo visual del observador. 
5a. 

AM2 

y AM3 

Coordinan la dirección y la cantidad de cambio de la distancia de la 

pantalla al observador con los cambios del ángulo visual del 

observador. 

5c 

AM4 
Coordinan la razón de cambio de la distancia de la pantalla al 

observador con los cambios del ángulo visual del observador. 

6 incisos a, 

b y c. 

TI-A 

Determinan de forma algebraica el ángulo visual del observador en 

función de la distancia de la pantalla al observador y la introducen 

en Geogebra para obtener la gráfica. 

9 incisos a, 

b y c. 

Sol. Determinan la solución de problema de acuerdo a la gráfica. 5d. 

 Solución al problema 7 y 8. 

Tabla 3.6.4. Esquema de análisis de datos de la actividad 4. 

 

4.6.4. Esquema de análisis de los datos del post test. 

Problema 1. 

TI  o  AM Descripción de la acción. Preguntas 

TI-F 
Construyen la representación geométrica figural del problema 

en Geogebra. 
1  

AM0 Identifican variables, constantes, y el dominio de la variable 2, 3 y 4. 
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independiente, el cual tiene sentido para el problema. 

TI-A 

Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en función 

del largo. 
5. 

Determinan de forma algebraica el área del huerto en función de 

su medida de largo. 
6. 

AM2 
Coordinan la dirección y la cantidad de cambio del área con los 

cambios del largo. 
7 

AM3 
Coordinan la cantidad de cambio del área respecto a los cambios 

del largo. 
9 

AM4 Coordinan la razón de cambio de los cambios del área y largo. 8  

Sol. Dan la solución al problema 10. 

Problema 2. 

TI  o AM Descripción de la acción. Preguntas  

AM0 Identifican variables y constantes. 1. 

TI-A Determinan de forma algebraica la distancia entre los dos 

navíos en función del tiempo. 

2. 

AM1 Coordinan los valores de la distancia entre los dos navíos con 

relación a los cambios del tiempo. 

3a y 3b. 

AM2 Coordinan la dirección de los cambios de la distancia entre los 

dos navíos con relación a los cambios del tiempo.  

3c. 

AM3 Coordinan la cantidad de cambio de la distancia entre los dos 

navíos con relación a los cambios del tiempo. 

3d. 

AM4. Coordinan la razón de cambio de la función con incrementos 

uniformes del cambio de la variable independiente. 

3 incisos e, 

f y g. 

Tabla 3.6.5. Esquema de análisis de datos del post test.  
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CAPITULO 4. ANÁLISIS DE 

RESULTADOS. 

Una vez expuesta la Metodología, los instrumentos y el esquema de análisis de 

los resultados, en este capítulo se presenta el resumen y la descripción detallada del 

análisis de los datos obtenidos. El orden en el que se presentan es de acuerdo a la 

secuencia de las actividades que se realizaron, en primer lugar el pre test, a 

continuación las cuatro actividades y finalmente el post test. 

4.1. Análisis de resultados del pre test. 

PRE TEST 

Objetivo 

Indagar en los estudiantes sobre algunos conocimientos de álgebra y 

funciones que se han considerado como previos para llevar a cabo el estudio 

sobre el tratamiento de las funciones con un enfoque covariacional.  

Participantes 

10 estudiantes de bachillerato. 

Características: habían tomado el curso de geometría analítica e iniciaban 

con el curso de cálculo diferencial. 

Instrumento Pre test con 10 preguntas. 

Escenario Los estudiantes contestan de forma individual. 

 

En la tabla 4.1.1., se muestra el resumen de los resultados obtenidos acerca de 

algunos de sus conocimientos de álgebra. En la tabla 4.1.2., se presenta el resumen de 

los resultados referentes a sus conocimientos sobre funciones. 

Para cada uno de los ítems se asignaron categorías de acuerdo a los siguientes 

rangos de puntaje: 2, si resuelven o contestan de forma correcta; 1, si resuelven de 

forma incorrecta, tienen errores conceptuales, de proceso o de cálculo; 0, si no 

contestan.  
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Se han obtenido porcentajes por ítem, por estudiante y de forma grupal para 

tener una mejor perspectiva de los resultados.  

Primero se presentan los resultados obtenidos sobre algunos de sus 

conocimientos de álgebra.  

Como puede apreciarse en la tabla 4.1.1., los resultados arrojan un bajo 

porcentaje de respuestas correctas, esto refleja que tal vez solo han memorizado reglas 

sin comprender el significado de lo que operan y en el momento de requerir de sus 

conocimientos no pueden disponer de ellos. 

Solo un estudiante ha podido realizar la resta de expresiones, dos estudiantes 

han desarrollado los binomios y una estudiante ha podido resolver las ecuaciones de 

primer y segundo grado.  

P
re

g
u

n
ta

 

Tarea solicitada 

P
ie

d
a

d
 

E
n

ri
q

u
e
 

J
o
n

a
th

a
n

 

C
e
le

st
in

o
 

K
a

rl
a
 

M
a

rc
o
 

C
ri

s
ti

a
n

 

M
a

ri
e
la

 

J
o
rg

e
 

C
a

rl
o
s 

%
P

u
n

ta
je

 

1 Resta de 

expresiones 

algebraicas. 

0 0 1 1 0 0 0 0 2 0 10% 

2 Desarrollo de 

binomios. 
2 0 0 1 1 1 0 0 2 0 20% 

3 Resolución de 

ecuaciones de 

primer y 

segundo grado. 

2 1 0 1 1 1 1 0 1 0 10% 

 % Puntaje por 

estudiante 

67

% 
0%   0%   0%   0%   0%   0%   0%   67%   0%   13% 

Tabla 4.1.1. Resumen de resultados de conocimientos de álgebra. 

 

Como puede esperarse, si los estudiantes no tienen presente las reglas del 

álgebra, será difícil que desarrollen binomios y resuelvan ecuaciones, en la figura 4.1.1., 

se muestran algunos de sus errores al realizar operaciones algebraicas. 
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Est. Respuestas Errores 

J
o
n

a
th

a
n

 

 

Del término 3x2, 

multiplica el 

exponente por el 

valor constante, 

después opera de 

forma incorrecta. 

C
e
le

st
in

o
 

 

Aplica raíz cuadrada 

a un solo término de 

la ecuación. 

K
a

rl
a
 

    

Piensa la potencia 

como el número de 

veces que ha de 

sumarse el binomio.  

C
e
le

st
in

o
 

         

 

Piensa que la 

potencia multiplica 

al valor constante. 

K
a

rl
a
 

 

Tiene dificultades 

para sumar números 

negativos. 

Suma dos números 

positivos y los 

convierte en 

positivos (-6 – 6 = 12) 

y al sumar x - 4x 

obtiene 5x.  

J
o
rg

e
 

 

Suma términos que 

están elevados a 

diferente potencia. 

No recuerda la 

aplicación de la 

fórmula general o la 

factorización. 

       Figura 4.1.1. Errores de los estudiantes al realizar operaciones algebraicas. 
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Acerca de la segunda parte del pre test asignada a indagar sobre sus 

conocimientos acerca de las funciones, se obtuvieron los siguientes resultados:  
P

re
g
u

n
ta

 

Tarea solicitada 

P
ie

d
a

d
 

E
n

ri
q

u
e
 

J
o
n

a
th

a
n

 

C
e
le

st
in

o
 

K
a

rl
a
 

M
a

rc
o
 

C
ri

s
ti

a
n

 

M
a

ri
e
la

 

J
o
rg

e
 

  %
P

u
n

ta
je

 

 

4 

Representación e 

interpretación, tabular, 

gráfica y regla algebraica de la 

relación entre las variables 

involucradas en un problema 

de máximos y mínimos. 

           

4a 

Completar tabla de valores de 

la relación lineal entre las 

variables largo y ancho del 

huerto. 

2 2 0 1 1 0 2 1 2 2 
50

% 

4b 

Completar tabla de valores de 

la relación del área y el largo 

del huerto. 

2 2 0 1 1 0 2 1 1 2 
40

% 

4c 

Elaborar la gráfica de los 

puntos del largo y área del 

huerto. 

2 1 0 1 0 0 2 0 1 2 
30

% 

4d 
Interpretar la información de 

las coordenadas de los puntos. 
2 2 0 0 2 0 0 0 2 0 

40

% 

4e 

Determinar las medidas del 

largo y ancho del huerto para 

un área dada. 

2 2 0 1 0 0 0 0 1 0 
20

% 

4f 

Identificar que el valor 

extremo de la gráfica 

corresponde a la solución del 

problema. 

2 2 0 0 0 0 0 0 1 0 
20

% 

4g 

Determinar la regla algebraica 

que representa la relación del 

área y el largo del terreno. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0

% 

5 

Describir el comportamiento 

representado en gráficas de los 

cambios del volumen de agua 

en una piscina mientras 

transcurre el tiempo.   
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P
re

g
u

n
ta

 
Tarea solicitada 

P
ie

d
a

d
 

E
n

ri
q

u
e
 

J
o
n

a
th

a
n

 

C
e
le

st
in

o
 

K
a

rl
a
 

M
a

rc
o
 

C
ri

s
ti

a
n

 

M
a

ri
e
la

 

J
o
rg

e
 

C
a

rl
o
s 

%
P

u
n

ta
je

 

5a 
Aumento de volumen 

constante. 
1 0 2 0 0 2 0 0 2 0 

30

% 

5b Volumen constante. 1 0 2 0 0 2 0 0 2 0 
30
% 

5c 
Volumen decrece ya que la 

piscina se está vaciando. 
2 0 2 0 0 2 0 0 2 0 

40

% 

5d 

Piscina que se llena rápido en 

un principio y después 

lentamente. 

2 0 2 0 0 2 0 0 2 0 
30

% 

6 

Resolver un problema 

mediante semejanza de 

triángulos. 

2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
10

% 

7 
Determinar el valor de f(x) con 

valores de x dados. 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0

% 

8 

Determinar la pendiente y 

ecua- ción de una recta dados 

2 puntos. 

0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 
0

% 

9 

Determinar las coordenadas 

del vértice de una parábola 

dada su ecuación. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0

% 

10 

Relacionar representaciones 

tabular y gráfica con su 

ecuación.  

1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 
0

% 

 
%Puntaje por estudiante 

56

% 

31

% 

25

% 

0

% 

6

% 

25

% 

19

% 

0

% 

38

% 

19

% 

21

% 

Tabla 4.1.2. Resumen de resultados de conocimientos relacionados a funciones. 

 

En el inciso 4a se pide completar la tabla de valores de la relación lineal entre el 

largo y ancho del terreno. Los estudiantes tuvieron los siguientes errores: duplicaron la 

medida del ancho y largo.  
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Las respuestas de los estudiantes reflejan dificultad para identificar las medidas 

que son variables, el perímetro de valla que es constante, los requerimientos del 

problema y la relación entre todas las dimensiones, en consecuencia no han podido 

establecer la ecuación para obtener los valores del ancho o el largo del huerto. 

En la figura 4.1.2., se muestra un ejemplo de sus errores en el llenado de la 

tabla. 

Estudiantes Respuesta 

Karla 

 

Figura 4.1.2. Llenado incorrecto de la tabla de valores de las variables largo y ancho del 

huerto. 

 

En el inciso 4b se les solicita completar la tabla con valores del largo y área, las 

medidas del largo y una sola medida de área (3600m2), que se les ha proporcionado. 

Solo tres estudiantes han llenado la tabla correctamente. Celestino y Jorge, dividen 

3600 entre 20 y obtienen la cantidad de 180, la cual no la consideran como la medida 

del ancho cuando el largo mide 20, sino como un valor constante y mediante el 

producto de este valor de 180 por cada una de las medidas del largo obtienen de forma 

incorrecta las dimensiones del área. En cuanto a Karla, a partir de su tabla anterior 

multiplica las medidas del largo por la mitad de las medidas del ancho (ver figura 4.1.3.).  

Como puede apreciarse, los estudiantes tienen dificultad para establecer una 

relación entre las variables y no han podido determinar el área solo obteniendo el 

producto de largo y ancho.  

En el inciso 4c se les pide elaborar la gráfica de los puntos del largo y área del 

huerto. Solo tres estudiantes han realizado la gráfica de los puntos de forma correcta y 
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tres estudiantes realizan la gráfica de forma incorrecta. Enrique asigna los valores del 

área en el eje x y los valores del largo en el eje y.  

Debido a que Jorge y Celestino han obtenido los valores del área mediante el 

producto de las medidas del largo por el valor constante de 180, Jorge obtiene una 

gráfica lineal creciente al igual que Celestino, aunque no marcan los puntos sino las 

líneas que se intersectan en las coordenadas correspondientes. En la figura 4.1.3., se 

muestran sus gráficas. 

Estudiantes Respuesta 

Celestino 

 

Karla 

 

Figura 4.1.2. Llenado incorrecto de la tabla de valores de las variables largo y área del 

huerto. 

 

En el inciso 4d, se les solicita que interpreten la información de las coordenadas 

de los puntos graficados, solo Enrique y Piedad interpretan la información de acuerdo al 

contexto del problema, Jorge señala que se refiere a la asignación de los valores a los 

ejes (x = 20, y = 3600) y Karla menciona que da la forma como será el huerto. El resto 

de los estudiantes no contesta ya que no han hecho la gráfica. Algunos ejemplos de las 

respuestas incorrectas se muestran en la figura 4.1.4. 
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Estudiantes Respuesta 

Enrique 

 

Jorge 

 

Celestino 

 

Figura 4.1.3. Gráficas incorrectas que corresponde a los puntos de largo y área. 
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Estudiantes Respuesta 

Enrique 

 

Jorge 

 

Karla 

 

Figura 4.1.4. Interpretación de la coordenada de uno de los puntos de largo y área. 

 

En el inciso 4e, se pide determinar las medidas de largo y ancho con las cuales 

se pueda obtener un área de 9600 metros cuadrados para analizar su comprensión en 

cuanto a la información de los puntos graficados. Solo Piedad y Enrique dan una 

respuesta correcta de 120 m de largo por 80 m de ancho, Karla da valores que dan un 

área de 19200m2 y Jorge indica 53.35 de largo por 180 de ancho, ya que él ha 

considerado que el ancho es un valor constante de 180 m. Ejemplos de sus respuestas 

se muestran en la figura 4.1.5. 

Estudiantes Respuesta 

Enrique 

 

Jorge 

 

Karla 

 

Figura 4.1.5. Respuestas acerca de las medidas de largo y ancho con las cuales se pueda 

obtener un área de 9600 metros cuadrados. 
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En el inciso 4f se les solicita determinar las dimensiones del largo y ancho del 

huerto con las cuales se obtenga la mayor área, solo Enrique y Piedad las determinan 

de forma correcta y Jorge indica que 200 m2 de largo por 180 m2 de ancho, debido al 

error que ha tenido al considerar que la medida del ancho de 180 m2 es constante, así 

que de acuerdo a su gráfica él puede obtener de forma incorrecta que la mayor área es 

de 3600 m2.  

En el inciso 4g se les pide que obtengan una fórmula para determinar el área del 

huerto en términos del largo, solo Jorge muestra evidencia de querer obtenerla a partir 

de la fórmula del área igual al largo por ancho pero no puede determinarla (ver figura 

4.1.6.). Los demás estudiantes no contestan. 

Estudiante Respuesta 

Jorge 

 

Figura 4.1.6. Intento de Jorge para determinar de forma algebraica el área de huerto en función de 

su largo. 

 

En la pregunta 5 se presentan cuatro gráficas que representan al volumen de 

agua que contiene una piscina conforme transcurre el tiempo. Tres estudiantes 

(Jonathan, Marco y Jorge) contestan de forma correcta en los cuatro casos mientras 

que Piedad solo contesta de forma correcta en dos de los casos, sus dificultades fueron 

en cuanto al comportamiento creciente y lineal del volumen, ella explica que el volumen 

aumenta de forma mínima mientras que transcurre el tiempo. En el caso en que el 

volumen se mantiene constante conforme pasa el tiempo, ella indica que el volumen y 

el tiempo se mantienen iguales.  

El resto de los estudiantes no contestó. En la figura 4.1.7., se muestra un 

ejemplo de respuesta correcta y la respuesta de Piedad. 

En la pregunta 6 se pide determinar la longitud de un segmento mediante 

semejanza de triángulos, Piedad es la única estudiante que lo determina de forma 
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correcta, los demás estudiantes no contestan. Su respuesta se muestra en la figura 

4.1.8.  

En la pregunta 7 se les pide determinar (3)f  y (3 )f h  si 
2( ) 2 5 4f x x x   . 

Jorge es el único estudiante que contesta y obtiene de forma correcta (3)f , sin 

embargo, al determinar (3 )f h , no desarrolla el binomio al cuadrado de forma correcta 

y obtiene un resultado erróneo. Sus operaciones se muestran en la figura 4.1.9. 

Estudiantes Respuesta 

Carlos 

 

  

 

Piedad 
 

 

Figura 4.1.7. Descripción verbal de los cambios de las variables de una función dada su 

representación gráfica. 
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Estudiante Respuesta 

Piedad 

 

Figura 4.1.8. Respuesta correcta de Piedad al determinar la medida de un segmento 

mediante semejanza de triángulos. 

 

Estudiante Respuesta 

Jorge 

 

Figura 4.1.9. Determinan (3)f  y (3 )f h  con 
2

( ) 2 5 4f x x x    

 

En la pregunta 8, se les pide determinar la pendiente y la ecuación de una recta 

dados dos puntos. Jorge es el único estudiante que puede determinar la pendiente de la 

recta pero no recuerda como determinar la ecuación. Karla solo traza el plano 

cartesiano y grafica uno de los puntos y Marco piensa en la fórmula de la distancia 

entre dos puntos la cual incluso no la escribe de forma correcta. Sus respuestas se 

muestran en la figura 4.1.10. 

En la pregunta 9 se solicita obtener el vértice de una parábola a partir de su 

ecuación 
2 6 11 0x x y     . Ningún estudiante hizo al menos un intento por obtenerlo. 

Finalmente en la pregunta 10 se les pide relacionar las representaciones tabular 

y gráfica con su expresión algebraica. Pilar y Jorge son los únicos estudiantes que 

relacionan las tres representaciones. Tal parece que para relacionar las tablas de 

valores con las gráficas consideran los primeros y los últimos valores de la tabla y los 
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ubican en las gráficas, para relacionar la ecuación sustituyen en la misma los mismos 

puntos.  

Estudiantes Respuestas 

Jorge 

 

Karla 

 

Marco 

 

Figura 4.1.10. Determinan la pendiente y ecuación de la recta dados dos puntos. 

 

De las cuatro relaciones han tenido tres correctas, en cuanto a las incorrectas, 

Piedad relacionó la tabla de valores y ecuación de una parábola con la gráfica de una 

línea recta. Mientras que Jorge relacionó la tabla y gráfica de una parábola con la 

ecuación de una línea recta.  Con esto se hace evidente que no han podido visualizar 

en las tablas el comportamiento simétrico de los valores de y, y asociarlos a una 

parábola y a una ecuación cuadrática, o bien, observar el comportamiento creciente o 
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decreciente de los valores en la tabla y relacionarlos con una línea recta y una ecuación 

de primer orden.  

Otros tres estudiantes solo han relacionado las tablas de valores con las gráficas 

pero dos de ellos solo han acertado en una relación y uno de ellos no ha hecho alguna 

relación correcta. Los cuatro estudiantes restantes no contestaron.  

Conclusiones. 

En lo que respecta a la breve auscultación de conocimientos básicos del álgebra, 

los resultados indican que los estudiantes presentan obstáculos operacionales puesto 

que no tienen presentes las reglas para operar, ya sea en la suma de expresiones, en 

el desarrollo de binomios y en la resolución de ecuaciones de primer y segundo grado. 

Tienen problemas conceptuales porque para operar no distinguen términos semejantes 

y al desarrollar un binomio no lo comprenden como el producto del mismo el número de 

veces que indica la potencia. Finalmente, otra de las dificultades es la operación con 

números negativos. 

Los estudiantes trabajarán con la obtención de la representación algebraica de 

funciones, estos resultados nos adelantan uno de sus obstáculos por los cuales les 

resulta complicado obtener la expresión.  

En el terreno de las funciones, tienen dificultades para identificar variables y 

constantes en un problema, su pensamiento algebraico es limitado puesto que tienen 

dificultades para relacionar a las variables y generalizar las relaciones. 

En lo que respecta a las gráficas, tienen dificultades para asignar las variables a 

los ejes. No pueden identificar en una tabla el comportamiento de la variable 

dependiente por cada valor de la variable independiente y relacionarlo en la gráfica. No 

tienen habilidad para determinar a simple vista la pendiente y la ordenada en una 

ecuación lineal y relacionarla con la gráfica. No identifican y relacionan a una ecuación 

lineal con una línea recta y a una ecuación de segundo orden con una parábola. 

Solo una tercera parte de los estudiantes ha podido expresar de forma verbal el 

comportamiento de un fenómeno a partir de una gráfica. 
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Finalmente, en cuanto a la resolución de un problema de semejanza de 

triángulos, solo una estudiante ha podido resolverlo y ningún estudiante ha recordado la 

forma de determinar el vértice de una parábola a partir de su ecuación. 

De forma conjunta se puede apreciar la falta de comprensión de la información 

que ofrecen las representaciones numéricas y gráficas como también la dificultad para 

realizarlas. La falta de habilidad de su pensamiento algebraico sumado a la falta de 

aplicación de reglas algebraicas cuando operan expresiones, conforman un fuerte 

obstáculo para determinar la representación algebraica de una función. 

A través del desarrollo de las actividades propuestas que parten del 

planteamiento de un problema de máximos y mínimos (con la finalidad de que alcancen 

a comprender el significado de los conceptos tratados), se espera que los estudiantes 

tengan la oportunidad de reflexionar y detectar patrones y relaciones entre las variables 

al mismo tiempo que comprendan la utilidad del lenguaje simbólico. Después 

comprendan el comportamiento de los cambios relativos de las variables a través de su 

exploración y análisis en las representaciones figural, numérica y gráfica a la vez que 

valoren la utilidad de determinar la representación algebraica como una herramienta 

que apoyada con la tecnología facilita realizar el análisis de un conjunto de valores de 

las variables para determinar la forma y la cantidad en que cambia una función. 
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4.2. Análisis de resultados de las actividades. 

A continuación se presenta el análisis detallado de cada una de las actividades 

de acuerdo a los esquemas de análisis de los resultados expuestos en la metodología. 

4.2.1. Análisis de resultados de la actividad 1. 

Técnica instrumentada: TI-F. 

Descripción: Construyen la representación geométrica figural del 

problema con Geogebra. 

Preguntas relacionadas: 1 y 2. 
 

Habilidades o dificultades para disponer de sus conocimientos al representar al 

problema en una figura. 

La dificultad que los estudiantes tuvieron fue que no recordaron las 

características de un triángulo isósceles. El investigador procedió a preguntar qué otros 

triángulos recordaban, se inició una discusión al respecto hasta que un estudiante logró 

identificar las propiedades de un triángulo isósceles y las expuso a sus compañeros.  

La construcción de la figura en el software.  

Para realizar la figura que representa al problema, los estudiantes no tuvieron 

iniciativa para realizarla. Así que el investigador hizo referencia acerca de que en la 

sesión dedicada a la introducción a Geogebra habían construido la figura de un 

rectángulo inscrito en un triángulo, se les hizo observar si esa construcción estaba 

relacionada con la figura que representaba al problema, de esta forma notaron la 

similitud por lo que expresaron que podrían hacer la misma representación y 

reconocieron que tendrían que considerar las medidas de la fachada para construir el 

triángulo.  

Si bien se había trabajado sobre la apropiación del instrumento en cuanto a las 

herramientas específicas que utilizarían, en esta actividad los estudiantes mostraron 

aún una cierta falta de apropiación de las mismas, por ejemplo no recordaban: como 

intersectar puntos, seleccionar la herramienta Elige y mueve  cada vez que cambiaban 

de herramienta, uso del compás y ocultar objetos. 
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Identifican los valores que cambian y la relación que hay entre ellos. 

Una vez terminada la representación, se les pide que con la herramienta de 

Geogebra desplieguen la longitud de la base, altura y área del rectángulo que 

representa a la ventana. De esta forma ellos pueden observar las medidas que 

cambian, aunque para confirmar que pueden hacer estas observaciones, se les 

cuestionará en la fase de la AM0. 

En cuanto a la relación que hay entre las dimensiones que son variables se les 

sugirió en primer lugar que para asegurar que el rectángulo quedara debidamente 

inscrito movieran  los vértices y corroboraran que el rectángulo no se deformara.  

El problema que tenían en su construcción era que al trazar el rectángulo inscrito 

en el triángulo se olvidaban de obtener los vértices mediante la intersección de las 

líneas perpendiculares, por lo que obtenían los vértices del rectángulo sin estar 

relacionados y cuando movían uno de ellos el rectángulo se convertía en una figura 

diferente (ver ejemplo en la figura 4.2.1.1.). 

 

Una vez que la figura queda debidamente construída, se les pide que vuelvan a 

mover los vértices para asegurarse que el rectángulo está inscrito en el triángulo y que 

no se deforma. 

Al tratar de mover los vértices del rectángulo los estudiantes se dan cuenta que 

sólo pueden mover uno de ellos. Ante esta situación se esperaba que empezaran a 

percibir que las variables, (en este caso la base y la altura) estan relacionadas y que 

además están restringidas dentro de las dimensiones del triángulo.  

En la pregunta 2 se cuestiona acerca de por qué sólo pueden mover uno de los 

vértices, en algunas de sus respuestas (ver figura 4.2.1.2.) se pone en evidencia que 

 
                                a)                                                                b) 

Figura 4.2.1.1. TI-F. Rectángulo inscrito en un triángulo (a), vértices no relacionados en la 

construcción de un rectángulo inscrito en un triángulo. 
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empiezan a percibir y a expresar que hay objetos independientes y también los hay 

dependientes, esta percepción es muy importante porque los conceptos de variable 

independiente y dependiente se empiezan a desarrollar, ya no están memorizando una 

definición, ellos mismos usan los terminos independiente (libre) y dependiente.  

Solo en el caso de Cristian y Karla, tal parece que asocian a todas las 

intersecciones a un punto medio aunque tal vez lo que quisieron fue atribuirlo a un 

punto inicial. 

Estudiantes. Respuestas 

Mariela y 

Jonathan 

 

Piedad y Carlos 

 

Jorge y Alejandro 

 

Enrique y Obed 

 

Celestino y Marco 

 

Cristian y Karla 

 

Figura 4.2.1.2. TI-F. Identifican relaciones en la construcción del rectángulo inscrito en el 

triángulo. 
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Técnica instrumentada: TI-N. 

Descripción: Elaboran una tabla en la hoja de cálculo de Geogebra, con 

valores de las variables, los cambios de las variables y la razón de 

cambio. 

Preguntas relacionadas: 3, con las variables base y altura. 

                                         7, con las variables base y área. 
 

Relación entre la base y altura de la ventana. 

Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.  

En su hoja de actividades se les proporciona la tabla con el título de los 

encabezados de cada columna, en la primer tabla (relación entre la base y altura de la 

ventana), se dan valores a la variable independiente a partir de cero con incrementos 

uniformes de dos unidades, se estableció considerar estos valores porque en esta parte 

del proceso se les pide obtener los valores de la altura de forma visual al mover el 

vértice del rectángulo que representa a la ventana, ya que la expresión algebraica para 

determinar la altura la obtendrán más adelante. Además se espera que asocien la 

representación numérica con la representación figural.  

Escriben las fórmulas para obtener las diferencias de las variables al restar un 

valor sucesor menos un valor predecesor y finalmente también mediante una fórmula 

obtienen el cociente de diferencias. Aunque la construcción de tablas tambien se realizó 

en la sesión de introducción al software, en esta parte del proceso los estudiantes aún 

mostraron dificultad respecto a introducir las fórmulas, por ejemplo asignar el nombre de 

la celda en la fórmula para considerar el valor contenido en ella y se olvidaban de usar 

letras mayúsculas para el nombre de las celdas. En la figura 4.2.1.3. se muestra un 

ejemplo de la tabla. 

Relación entre la base y área de la ventana. 

Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.  

A la base se le asignan valores en un intervalo de 0 a 12 con incremementos 

uniformes de 0.5 unidades, esto es para evitar  incrementos unitarios que no permita a 

los estudiantes percibir el cambio relativo de las variables. Para obtener los valores de 
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la altura se les indica que introduzcan la expresión que han obtenido.  Se espera que 

puedan notar la utilidad de la expresión como una herramienta con la cual se pueden 

asignar y obtener un conjunto de valores de las variables en lugar de determinarlos de 

forma visual. 

   
Figura 4.2.1.3. TI-N. Tabla  de valores de la base y altura de la ventana, sus cambios y 

razón de cambio. 

 

Los valores del área los obtuvieron también con una fórmula introducida en la 

hoja de cálculo, hasta esta parte de la actividad no han obtenido la expresión algebraica 

para determinar al área en función de la base, así que su razonamiento fue introducir 

una fórmula que multiplica los valores de la base por los valores de la altura. En la 

figura 4.2.1.4., se muestra un ejemplo de la tabla. 

Para realizar la tabla, requirieron de la ayuda del investigador en cuanto a 

introducir las fórmulas de las expresiones de la altura y el área. 

Acción mental: AM0. 

Descripción: Identifican variables, constantes, y el dominio de la 

variable independiente, el cual tiene sentido para el problema 

(preguntas 4 incisos a, b, c y d.   

 

Comportamientos y dificultades. 

 Los estudiantes manipulan el vértice movible del triángulo que representa a la 

ventana y no tienen dificultad en identificar a las dimensiones que cambian y las que no, 
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Jorge y Alejandro incluso pueden apreciar que las dimensiones que cambian están 

restringidas por las dimensiones del triángulo. Algunas de sus respuestas se muestran 

en la figura 4.2.1.5.  

 
En la figura 4.2.1.4. TI-N. Tabla de valores de las variables base, altura y área de la ventana, sus 

cambios y la razón de cambio. 

 

Sobre el dominio de las variables en general expresaron valores mínimos de cero 

y valores máximos correspondientes a las dimensiones del triángulo (12 unidades de 

base y 2.5 de altura), tal parece que obtuvieron dicho intervalo porque al mover el 

vértice ellos tenían un tope mínimo de cero y un tope máximo de 12 unidades para la 

base y 2.5 para la altura. En la figura 4.2.1.6. se muestra un ejemplo de sus respuestas. 

Aquí la utilidad del software se empieza a hacer presente, puesto que la 

manipulación de la figura dinámica permite que para el estudiante sea evidente 

identificar las magnitudes que cambian y las que no, así como identificar  los intervalos 

de dominio. 

 
Figura 4.2.1.6.  AM0. Identifican el dominio de las variables. 
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 Técnica instrumentada: TI-G. 

Descripción:  

a) Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y la 

altura de la ventana, (pregunta 6 y 6c). 

b) Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y 

área de la ventana y unen los puntos con segmentos de recta, 

(preguntas 9 y 10). 

c) Introducen la expresión algebraica que representa al área en 

función de la base de la ventana (pregunta 15).   

d) Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y la 

razón de cambio (pregunta 11). 

e) Identifican el comportamiento de la razón de cambio y la 

relacionan con la gráfica de base y área (pregunta 11). 
 
Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y la altura de la ventana, 

(pregunta 6).  

Comportamientos y dificultades. 

De acuerdo a las indicaciones proporcionadas en sus hojas de actividades, los 

estudiantes seleccionan las columnas que contienen los pares de puntos de base y 

altura, eligen la herramienta de crea lista de puntos y realizan la gráfica. 

Estudiantes Respuestas 

Celestino y 

Marco 

4. De acuerdo a las dimensiones que están involucradas en el problema 

contesta lo siguiente: 

 

 

Jorje y 

Alejandro 

 

Figura 4.2.1.5.  AM0. Reconocen variables y constantes. 
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En la pregunta 6 inciso c se pide que unan dos de los puntos trazados, y se 

cuestiona acerca de lo que pasa con los demás puntos. Se esperaba que visualizaran 

que todos los puntos pertenecen a la misma recta como puede apreciarse en la figura 

4.2.1.5., y en efecto lo observaron, sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.6. 

Más adelante se espera que los estudiantes determinen la ecuación de esta recta para 

obtener la expresión algebraica de la altura de la ventana en función de la base.  

a) b)

 
Figura 4.2.1.5. Representación figural y gráfica de puntos que representan medidas de la base y 

altura de la ventana (a) y gráfica de puntos que representan medidas de la base y altura de la 

ventana unidos con una línea recta (b). 

 

Estudiantes Respuestas 

Mariela y 

Jonathan 

 

Piedad y 

Carlos 
 

Jorje y 

Alejandro 
 

Enrique y 

Obed 
 

Celestino y 

Marco 
 

Cristian y 

Karla 
 

Figura 4.2.1.6. Comportamiento lineal y decreciente de la relación de base y altura. 



 80 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y área de la ventana y 

unen los puntos con segmentos de recta, (preguntas 9 y 10). 

 Los estudiantes grafican tambien los puntos que corresponden a la base y el 

área, y unen estos puntos con segmentos, el  ejemplo de esta gráfica se muestra en la 

figura 4.2.1.7. En la primer gráfica los estudiantes necesitaron la ayuda del investigador 

para encontrar la herramienta indicada, para hacer la segunda gráfica ya tienen dominio 

sobre la herramienta para graficar puntos. 

Con la finalidad de que puedan diferenciar el comportamiento de una gráfica 

lineal con la gráfica de una función cuadrática, en la pregunta 9, inciso c, se les 

cuestiona acerca de que si dados los puntos que han graficado se puede obtener 

información en cuanto a construir dos rectángulos de diferentes medidas que tengan la 

misma área y que den un ejemplo.  

 

Figura 4.2.1.7.  TI-G. Grafica de puntos que representa la 

base y el área de la ventana. 

 

Comportamientos y dificultades. 

Sólo Cristian y Karla contestaron que si porque la gráfica es simétrica pero no 

dieron ejemplos, otra pareja contesto que si pero dio ejemplo de construir un rectángulo 

de base 4 con altura 3 y otro de base 6 con altura 2, sin embargo, estas dimensiones 

salen del contexto del problema. Tal parece que una pareja de estudiantes al escribir 

confundieron el área con la altura pero además no pudieron determinar que para dos 

valores diferentes de base se podían obtener dos rectángulos con la misma área, tres 
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parejas de estudiantes no contestaron. Sus respuestas se muestran en la figura 

4.2.1.20. 

Estudiantes Respuestas 

Karla y Cristian 

 

Jorge y Alejandro 

 

Enrique y Obed 

 
Figura 4.2.1.20. TI-G. Identifican comportamiento del área de acuerdo a los valores de la 

base. 

 

Introducen la expresión algebraica que representa al área en función de la base de la 

ventana (pregunta 15). 

Comportamientos y dificultades. 

Después de que han obtenido la expresión algebraica para determinar el área de 

la ventana en función de la medida de base, en la pregunta 15 se les pide que 

introduzcan la función al software, esta acción la realizan con ayuda del investigador 

puesto que se requiere que escriban de forma adecuada los paréntesis necesarios y 

utilicen el acento circunflejo para elevar números o términos al cuadrado. Los 

estudiantes pueden observar que los puntos que graficaron son parte de la gráfica y el 

investigador les hace notar que se pudo haber trabajado con intervalos de la base más 

pequeños que 0.5 o mayores. 

Realizan la gráfica de los puntos correspondientes a la base y la razón de cambio. 

Identifican su comportamiento y la relacionan con la gráfica de base y área.  

En la pregunta 11, los estudiantes grafican los puntos correspondientes a la base 

y razón de cambio (ver figura 4.2.1.8.). Se les cuestiona acerca del comportamiento de 

los puntos, Karla y Cristian aprecian el cambio de valores de positivo a negativo; Jorge 
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y Alejandro describen un comportamiento de mayor a menor; Piedad y Carlos empiezan 

a señalar que el comportamiento de la gráfica tiene que ver con el aumento del área 

pero en una menor proporción aunque no mencionan acerca del decremento referente 

los valores negativos; Enrique y Obed pudieron observar exactamente que hay un 

crecimiento (no especifican que es el área) y ese crecimiento cada vez se torna en 

menor cantidad hasta que llega a un cierto punto (no indican que sea el punto máximo) 

y a partir de ese punto empieza a decrecer, estos estudiantes han podido determinar 

que la información que ofrece la tabla y la gráfica de razón de cambio, es precisamente 

de cómo son los cambios. Sus respuestas se muestran en la tabla 4.2.1.9. 

 

Figura 4.2.1.8. TI-G. Representación figural y gráfica de puntos que representan al área en función 

de la base y la gráfica de puntos que representa a la razón de cambio de los cambios del área 

respecto a los cambios de la base. 

 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro  
Piedad y 

Carlos  
Karla y 

Cristian  

Enrique y 

Obed  
Figura 4.2.1.9. TI-G. Identifican el comportamiento de la gráfica de razón de cambio. 

 

Se les pide también que relacionen las gráficas de área y base con la de razón 

de cambio y base.  
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Karla y Cristian indican más bien una diferencia en la cual ellos pueden apreciar 

que la del área corresponde a una curva y la de razón de cambio es una recta que 

además marca la mitad de la base, en esta última observación tal parece que se 

refieren a que cruza al eje en la mitad de la base a lo que más adelante llaman punto 

medio con lo cual ellos justifican que con este punto medio de valores de la base se 

obtiene la ventana de mayor área, esta justificación puede resultarles desconcertante y 

ambigua cuando traten con otra función que no sea simétrica, por esta razón se pensó 

considerar a un problema que involucrara a una función cúbica y puedan darse cuenta 

que conociendo el punto medio del dominio de la variable independiente no es una 

razón necesaria y suficiente para determinar los valores máximos de la función. 

La respuesta de Enrique y Obed es que “en ambas crece y decrece” si bien, en 

sus análisis anteriores ellos han comprendido que la información que ofrece la gráfica 

de razón de cambio respecto a este problema es el aumento del área cada vez en 

menor cantidad hasta llegar a un punto en el que empieza a decrecer, al decir que en 

ambas crece y decrece, su respuesta es correcta si se están refiriendo a que en las dos 

gráficas se puede apreciar que el área aumenta y disminuye.   

Jorge y Alejandro también han podido observar que las dos gráficas muestran un 

aumento del área cada vez hasta llegar a cero y a partir de ahí el área empieza a 

decrecer, ellos pueden percibir que los cambios cada vez son “pocos”, solo hace falta 

que comprendan que a lo que se refieren como “pocos cambios” se tendrían que referir 

de mejor manera como cada vez cambios más pequeños y que estos se relacionan con 

el comportamiento descendiente de la gráfica de razón de cambio. 

Piedad y Carlos pueden percibir que en las dos graficas hay aumentos y la 

diferencia entre ellas es que la gráfica del área aumenta hasta llegar al punto máximo y 

en la gráfica de razón de cambio intuyen que muestra los cambios del área cada vez 

más pequeños hasta llegar a un cambio mínimo, pero no pueden expresarlo 

claramente. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.10. 
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Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

 Alejandro 
 

Piedad y  

Carlos 

 

Karla y  

Cristian 
 

Enrique  

y Obed 
 

Figura 4.2.1.10. TI-G. Relacionan las gráficas de base y área con la gráfica de base y razón de 

cambio. 

 

Acción mental: AM1. 

Descripción: Coordinan los valores de la variable dependiente con 

relación a los cambios de la variable independiente. 

 Relación entre base y altura de la ventana, (preguntas 6 incisos 

a y b). 

 Relación entre la base y el área de la ventana, (preguntas 9, 

incisos a y b). 
 

Relación entre base y altura de la ventana, (preguntas 6 incisos a y b). 

Comportamientos y dificultades. 

De acuerdo a la representación gráfica se espera que los estudiantes pueden 

atribuir que por cada cambio de medida de la base asignada al eje x, las medidas de la 

altura cambian y estas son representadas en el eje y. En la figura 4.2.1.11., se muestra 

un ejemplo de respuesta ya que todos contestaron de igual forma.  

Tal parece que a los estudiantes no les ha causado dificultad asociar las 

variables a los ejes porque las asocian al contexto del problema, lo cual muestra que 

los problemas en contexto son significativos para relacionar los valores de la variable 

dependiente de acuerdo a los cambios de la variable independiente. 
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Figura 4.2.1.11. AM1. Asignan las variables a los ejes. 

 

Relación entre la base y área de la ventana. 

Comportamientos y dificultades. 

En la pregunta 9 incisos a y b se les pide identificar a la variable que está 

asignada al eje x y a la asignada al eje y, a pesar de que la pregunta podría resultar 

obvia puesto que para graficar se solicito seleccionar las columnas que contienen base 

y área, sólo Enrique y Obed atribuyen de forma correcta las variables a los ejes, 

respecto a los demás estudiantes pareciera que no están atendiendo a las variables 

tratadas en esta parte de la actividad ya que han atribuido a la altura en el eje y en lugar 

del área. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.13. 

Estudiantes Respuestas 

Enrique y 

Obed 

 

Karla y 

Cristian 
 

Figura 4.2.1.13. AM1. Coordinan los cambios del área con relación a los cambios de la base, 

al asignar las variables a los ejes. 

 

Acción mental: AM2. 

Descripción: Coordinan la dirección de los cambios de la variable 

dependiente con los cambios de la variable independiente. 

 Relación entre base y altura de la ventana, (pregunta 5).   

 Relación entre base y área de la ventana, (pregunta 8 a).  
 

Relación entre base y altura de la ventana, (pregunta 5). 
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Comportamientos y dificultades. 

La pregunta 5 inciso a conduce al estudiante a identificar la dirección de cambio 

de las variables. Todos los estudiantes percibieron de forma correcta la coordinación de 

los cambios de las variables de acuerdo a su tabla de valores. Algunas de sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.4. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad y Carlos 

 

 

Jorge y Alejandro 

 

Celestino y Marco 

 
Figura 4.2.1.4. AM2. Identifican la dirección del cambio de las variables. 

 

Relación entre base y área de la ventana, (pregunta 8 inciso a). 

Comportamientos y dificultades. 

De acuerdo a la tabla de valores, la mayoría de los estudiantes identifican de 

forma correcta que a medida que los valores de la base se incrementan los valores del 

área aumentan y disminuyen, sólo Jorge y Alejandro expresan que cuando la base se 

hace grande el área disminuye, ellos no están percibiendo que las dimensiones del área 

aumentan y disminuyen conforme las dimensiones de la base aumentan, algunos 

ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.12., como puede observarse, 

Enrique y Obed pueden percibir los cambios proporcionales de la variable 

independiente. 
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Parejas de 

estudiantes. 

Respuestas 

Enrique y 

Obed 

 
Piedad y 

Carlos 

 
Jorge y 

Alejandro 

 
Karla y 

Cristian 

 
Figura 4.2.1.12. AM2. Coordinan los cambios del área con relación a los cambios de la base. 

 

Técnica instrumentada: TI-A 

 
Relación entre base y altura de la ventana. 

Descripción de la acción. Preguntas 

relacionadas. 
Determinan la ecuación de la recta. 6 inciso d 

Determinan la pendiente de la recta. 6 inciso e 

Relacionan la pendiente de la recta con la columna del cociente 

de diferencias. 

6 inciso f 

Determinan de forma algebraica a la altura en función de la 

base. 

6 inciso g 

Describen la información que ofrece la pendiente respecto a la 

recta. 

6 inciso h 

Describen la información que ofrece la pendiente respecto a la 

relación de los cambios de la altura y los cambios de la base.  

6 inciso i 

Relación entre base y área de la ventana. 

Determinan de forma algebraica al área en función de la base. 14 
 

 

Relación entre base y altura de la ventana. 

Comportamientos y dificultades. 

De acuerdo a la gráfica obtenida como se muestra en la figura 4.2.1.20. En la 

pregunta 6 inciso d se les solicita obtener la ecuación de la recta que han obtenido. 
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Figura 4.2.1.20. Representación figural y gráfica de puntos unidos con una línea recta que 

representa medidas de la base y altura de la ventana. 

 

Los estudiantes expresaron que no sabían cómo determinarla. Ante esta 

situación el investigador les hizo las siguientes sugerencias:  

Se les hizo notar que de la recta se conocen las coordenadas de los puntos que 

han graficado y de acuerdo a estas podían obtener la ecuación si conocen por lo menos 

dos puntos. 

En  la  segunda  sugerencia  se  les  recuerda  la  ecuación  de  la  recta  de  la  

forma y = mx + b y que de acuerdo a esta pueden construir la ecuación si conocen el 

valor de la pendiente y el valor de la ordenada. 

En cuanto a determinar la ecuación conociendo a dos puntos, ningún estudiante 

pudo recordar la forma de obtenerla. Referente a la segunda sugerencia  expresaron no 

comprender la forma de determinarla. 

Esta situación sucedió de igual manera en la prueba piloto, así que se agregaron 

dos preguntas más a fin de que lograran obtener la ecuación. 

Se les sugirió pasar a contestar la pregunta 6 inciso e, en la que se les solicita 

obtener únicamente la pendiente de la recta, la cual se puede conocer si conocen por lo 

menos a dos de sus puntos. Ningún estudiante recordó la forma de obtenerla. Se les 

proporcionó la fórmula anotándola en el pintarrón y algunos estudiantes expresaron: “ah 

si,  esa es la fórmula para obtener la pendiente, ya recuerdo”.  

De esta forma los estudiantes han formado apenas la ecuación de la recta como 

y = -0.21x + b, sin embargo no recuerdaron a que se refería la letra b. Se requirió de 

otra intervención por parte del investigador para explicar que b indicaba la ordenada al 
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origen, y lo que significaba la ordenada al origen, posteriormente pudieron determinar el 

valor correcto de 2.5, obteniendo finalmente la ecuación de la recta y = -0.21x + 2.5. 

Hasta este momento es posible que los estudiantes no comprenden la necesidad 

o el objetivo de obtener la ecuación asi que para clarificar sus ideas se continúa 

relacionando el contexto del problema con la ecuación obtenida.  

Se les indica que contesten la pregunta 6 inciso f, en la que se les pide observar 

los valores de la columna E de la tabla que corresponde al cociente de las diferencias y 

digan la relación que existe entre estos valores y la pendiente de la recta obtenida. Se 

esperaba que tuvieran un primer acercamiento acerca de la relación entre el cambio 

relativo de las variables y la pendiente y empezaran a relacionar el valor negativo de la 

razón de cambio con la inclinación de la recta.  

Algunos estudiantes expresaron que se trataba de la razón de cambio de la 

altura respecto a la base pero su respuesta tal vez la tomaron del encabezado de la 

columna y aún no pueden intuir características particulares como las descritas 

anteriormente. Otros estudiantes solo dijeron que era el mismo valor. Sus respuestas se 

muestran en la figura 4.2.1.21.  

Aquí se pone en evidencia la adquisición de conocimientos por memorización y 

no por comprensión pues muestran dificultad para relacionar conocimientos adquiridos 

con falta de significado como la pendiente de la recta la cual pudo haber sido aprendida 

de manera memorizada como una fórmula pero sin comprender su utilidad o asociarla a 

contextos. 

En la pregunta 6 inciso g se les pide que la ecuación de la recta obtenida la 

escriban en términos de la base y la altura, tienen dificultad para leer en la ecuación 

que x representa a la base y y representa a la altura, así que el investigador les sugiere 

recurrir a la gráfica y observar cuales dimensiones están asociadas al eje x, cuáles al 

eje y, y en la ecuación determinen que variable representa a la base y cual a la altura. 

De esta manera los estudiantes terminan por reconocer que y corresponde a la altura y 

x corresponde a la base, y así obtienen la ecuación de la recta en términos de base y 

altura, un ejemplo de la expresión se muestra en la figura 4.2.1.22. 
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Estudiantes Respuestas 

Mariela y 

Jonathan 

 

Piedad y 

Carlos 

 

Jorge y 

Alejandro 
 

Enrique y 

Obed 

 

Celestino y 

Marco 

 

Cristian y 

Karla 
  

Figura 4.2.1.21.  Relación entre la pendiente de la recta y la razón de cambio. 

 

 
Figura 4.2.1.22. Determinan la ecuación de la recta en términos de la base y la altura 

 

En la pregunta 6 inciso h se esperaba que los estudiantes identificaran alguna 

información que ofrece la pendiente respecto al comportamiento decreciente y 

constante de los puntos. Algunos identificaron que se trataba de la cantidad de razón de 

cambio entre la base y la altura, otros estudiantes solo se refirieron a la razón de 

cambio y otros pudieron percibir que están inmersos la base y la altura pero no 

expresaron acerca del comportamiento de los puntos. Algunos ejemplos de sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.23. 

En la pregunta 6 inciso i la pregunta es dirigida a determinar la relación de la 

pendiente con los cambios relacionados de la altura respecto a los cambios de la base, 

Piedad, Carlos, Mariela y Jonathan determinan que conforme la base aumenta dos 
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unidades, la altura decrece (aunque no especifican cuanto decrece cada vez), otros tres 

equipos relacionan directamente con la razón de cambio, Karla y Cristian contestan que 

es el comportamiento del crecimiento, tal vez ellos si intuyen el comportamiento 

decreciente pero no supieron expresarlo porque dijeron que hay un crecimiento, 

finalmente Jorge y Alejandro atribuyen que la información que ofrece la pendiente es la 

altura, aunque no expresan acerca del comportamiento decreciente y uniforme de la 

misma. Algunos ejemplos de sus respuestas se presentan en la figura 4.2.1.24. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad y Carlos 
 

Mariela y Jonathan 
 

Karla y Cristian 
 

Figura 4.2.1.23. Información que ofrece la pendiente. 

 

Estudiantes Respuestas 

Celestino y 

Marco 

 

Mariela y 

Jonathan 

 

Jorge y 

Alejandro 
 

Karla y 

Cristian 
 

Figura 4.2.1.24. Información que ofrece la pendiente de acuerdo al contexto del problema. 

 

Al final de este proceso el investigador les explicó que en efecto tal como Mariela 

y Jonathan lo habían expresado los cambios de las variables están relacionados, y en 

este caso por cada dos unidades que cambia la base, la altura decrece -0.21 unidades, 

y como cada cambio uniforme de la base ocasiona un cambio decreciente de la altura, 

la representación gráfica de este comportamiento es una linea recta decreciente.  
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Para desarrollar esta parte del proceso se requería de conocimientos previos en 

cuanto a la ecuación de la recta y su pendiente pero desde la prueba piloto y el pre test 

ya se había obtenido como resultado que no recordaran tales conocimientos. Para 

continuar con la actividad se hizo necesario que el investigador tuviera intervenciones 

para recuperar tales conocimientos y ofrecer  otro significado de la pendiente como la 

razón de cambio.  

Determinan de forma algebraica al área en función de la base. 

Comportamientos y dificultades. 

 Los estudiantes tienen dificultad para obtener la función, el investigador les 

cuestiona acerca de la forma en que se puede obtener el área de la ventana, los 

estudiantes reconocen que se obtiene mediante el producto de base por altura, a 

continuación se les hace notar que han obtenido a la altura en función de la base y que 

si lo que se requiere es determinar el área en función de la base, cómo quedaría 

representada la función. Los estudiantes no comprenden el requerimiento, así que se 

les indica que pueden sustituir a la altura por su expresión, de esta forma obtienen la 

función como se muestra en la figura 4.2.1.25., en la cual les hace falta utilizar un signo 

que agrupe a la función de la altura para que la multipliquen por la base, por ejemplo 

Jorge y Alejandro multiplican por un solo término de la expresión de la altura.  

Al final, el observador les hace notar el uso de paréntesis y que además pueden 

hacer las respectivas multiplicaciones para simplificar la expresión. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 
 

Enrique  

y Obed  

Figura 4.2.1.25. Determinan de forma algebraica al área en función de la base. 
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Acción mental: 3. 

Descripción: Coordinan la cantidad de cambio del área respecto a los 

cambios de la base (preguntas 8b, 8c, 10a y 10b). 
 

Relación entre base y área de la ventana, (preguntas 8 incisos b y c, de acuerdo a la 

tabla de valores).  

Comportamientos y dificultades. 

Todos los estudiantes reconocen que los cambios o las diferencias de la base se 

comportan de forma proporcional. Respecto al comportamiento de los cambios del área, 

Jorge y Alejandro señalan que disminuyen y pasan a ser negativos, aunque se 

esperaba que identificaran también que los cambios cada vez son más pequeños cerca 

del punto máximo. 

En cuanto a los demás estudiantes, tres equipos describen el comportamiento de 

los valores del área más no de sus cambios; Karla y Cristian ven un comportamiento 

inversamente proporcional en cuanto a las dimensiones de base y área, lo cual es 

incorrecto. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.17.  

Estudiantes. Respuestas 

Jorge y Alejandro 

 

Piedad y Carlos 

 

Karla y Cristian 

 
Figura 4.2.1.17. AM3. Coordinan la dirección de cambio del área con los cambios en la base. 
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Con sus respuestas se pone en evidencia la dificultad que tienen para diferenciar 

entre los valores que toma la variable dependiente por cada valor de la variable 

independiente y el comportamiento de los cambios de las variables. 

Comparación de los cambios relativos en tres líneas secantes de la gráfica, (preguntas 

10 incisos a y b). 

La gráfica de la figura 4.2.1.18., con los segmentos señalados se les proporciona 

de forma impresa para que realicen una comparación respecto a la cantidad del cambio 

en cada uno de los segmentos. Los estudiantes podrán analizar la gráfica y la tabla de 

valores en pantalla si así lo prefieren. 

Comportamientos y dificultades. 

Al comparar los cambios en los tres segmentos, todos los estudiantes identifican 

que el cambio de los valores de la base es uniforme. En cuanto al cambio del área, 

Jorge y Alejandro señalan que dos son iguales y uno es diferente.  Piedad y Carlos solo 

pueden observar que la figura es diferente; Karla y Cristian señalan que los valores del 

área van disminuyendo, lo cual es correcto, aunque no señalan acerca de la cantidad 

de cambio que disminuye en cada segmento. Finalmente Enrique y Obed pueden 

identificar que los cambios del área aumentan y disminuyen, lo cual es correcto si se 

refieren a que en los dos primeros segmentos el área aumenta y en el tercero 

disminuye pero no han especificado cómo es dicho comportamiento para cada 

segmento.  Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.19. 

 
Figura 4.2.1.18. Gráfica de puntos unidos con segmentos que corresponden a la base y área de la 

ventana. 
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Acción mental: 4. 

Descripción:  

 Coordinan la razón de cambio de los cambios del área respecto a 

los cambios de la base (pregunta 8d). 

 Comparación de la razón de cambio de tres líneas secantes de la 

gráfica (preguntas 10 incisos c, d, e y f). 
 

Comportamientos y dificultades. 

En las pregunta 8 inciso d se cuestiona acerca del comportamiento del cociente 

de diferencias el cual pueden observar en su tabla. Los estudiantes pueden notar que 

los valores van disminuyendo hasta llegar a cero y pasan a tomar valores negativos. 

Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.26. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y Alejandro 

 

Piedad y Carlos 

 

Karla y Cristian 

 

Enrique y Obed 

 
Figura 4.2.1.19. AM3. Identifican la cantidad del cambio de las variables al comparar tres líneas 

secantes que unen dos puntos. 
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Una vez que contestaron en sus hojas de actividades, el investigador  les pidió 

que notaran que por cada 0.5 unidades que cambiaba la base, los cambios del área 

disminuían hasta llegar a casi cero y apoyándose en la gráfica se les mostró como cada 

vez que aumentaba la medida de la base, la medida del área también aumentaba pero 

cada vez en menor cantidad hasta que sus cambios eran casi cero, después el área 

seguía cambiando pero ya no aumentaba sino que empezaba a disminuir primero 

cambiaba en una menor cantidad casi cero pero cada vez decrecía en mayor cantidad y 

que el hecho de que los cambios indicaran un decrecimiento era la razón por la cual las 

diferencias en los cambios eran negativos. También se les mencionó que para este 

ejercicio se habían considerado incrementos de 0.5 unidades para los valores de la 

base pero que se podrían considerar valores diferentes. 

Estudiantes. Respuestas 

Piedad y Carlos 

 

Enrique y Obed 

 
Mariela y 

Jonathan  

Karla y Cristian 

 
Figura 4.2.1.26. AM4. Coordinan la cantidad de cambio del área respecto a los cambios de la base. 

 

Los alumnos parecieron comprenderlo sin embargo esto se podrá verificar con 

sus respuestas de los incisos de la pregunta 10 que tiene que ver con la comparación 

de diferentes cambios relativos en la misma gráfica. 

Comparación entre tres líneas secantes de la gráfica de puntos que representan a la 

base y área de la ventana. 

Los estudiantes comparan tres segmentos de la gráfica (ver figura 4.2.1.27). 
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Figura 4.2.1.27. Gráfica de puntos unidos con segmentos que corresponden a la base y área de la 

ventana. 

 

Comportamientos y dificultades. 

Enrique y Obed son los únicos estudiantes que han comprendido que la pregunta 

10, inciso c, hace referencia a la comparación de la razón cambio, así que respecto al 

mayor cambio del área señalan de forma correcta que este se da en el caso 1, aunque 

al parecer, ellos no se dieron cuenta que en el caso 3, la razón de cambio es la misma 

pero decreciente.  

En la pregunta 10, inciso d que corresponde a identificar el menor cambio, se 

corrobora la correcta comprensión de Enrique y Obed y la confusión de los demás 

estudiantes que han señalado como menor cambio en los segmentos correspondientes 

al inicio y fin de la gráfica en los que en realidad hay un mayor cambio. Sus respuestas 

se muestran en la figura 4.2.1.28. 

Hasta este momento se pone en evidencia que algunos estudiantes tienen 

dificultades para distinguir entre el mayor valor de la variable dependiente y el mayor 

cambio de la misma. 

En la pregunta 10 incisos e y f se busca que los estudiantes puedan vincular las 

relaciones de la razón de cambio con la inclinación de los segmentos.  

Comportamientos y dificultades. 
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Respecto a la pregunta del inciso e se pide que señalen cuál de los segmentos 

tiene mayor inclinación. Enrique y Obed señalan de forma correcta el primer segmento 

aunque no mencionaron acerca de la misma inclinación pero negativa del tercer 

segmento; al parecer Karla, Cristian, Piedad y Carlos se refieren al caso 3 donde la 

inclinación si es mayor pero negativa, aunque no indicaron que también tenía mayor 

inclinación el segmento del primer caso; Jorge y Alejandro han confundido el intervalo 

en que el área es creciente con la inclinación de los segmentos. Sus respuestas se 

muestran en la figura 4.2.1.29. 

Estudiantes. Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 

 

Piedad y 

Carlos 

 

Karla y 

Cristian 

 

Enrique y 

Obed 

 
Figura 4.2.1.28. AM4. Identifican la cantidad del cambio al comparar diferentes segmentos que 

unen dos puntos. 

 

Estudiantes. Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 
 

Piedad y 

Carlos 
 

Karla y 

Cristian 
 

Enrique y 

Obed  
Figura 4.2.1.29. AM4. Identifican los segmentos de mayor inclinación. 
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En la pregunta f se solicita que comparen los tres segmentos e indiquen la 

diferencia de sus comportamientos. Con esta pregunta se esperaba que identificaran 

que el primer y tercer segmento indican los mayores cambios, pero con la diferencia de 

que en el primero el área aumenta y en el tercero el área disminuye; después el 

segundo respecto al primero, se esperaba que notaran que en los dos hay un aumento 

de área, pero en el primero el aumento es mayor que en el segundo y con ello hacer 

evidente que los cambios son más pequeños en la parte más alta de la gráfica y 

también hay un cambio de dirección. 

Comportamientos y dificultades. 

Karla y Cristian refieren que el segmento del caso 1 aumenta y el del caso 3 

disminuye, esta percepción es correcta aunque ellos no han referido acerca del 

segundo segmento para indicar que hay un aumento de área pero en menor cantidad; 

Enrique y Obed han percibido de la misma manera que Karla y Cristian referente a los 

segmentos 1 y 3, acerca del segmento del caso 2 pueden notar que se acerca al punto 

medio (aunque es correcto porque la función es simétrica no lo han asociado con el 

punto máximo)  tampoco perciben el cambio creciente y pequeño en comparación con 

los otros;  Jorge y Alejandro reconocen que el comportamiento de los tres segmentos 

varía, pero solo hacen referencia de los aumentos uniformes de la base cada 0.5 

unidades, también han podido apreciar que en el primer segmento hay un aumento y en 

el tercero disminuye, respecto al segundo segmento tampoco han podido percibir sus 

características; Piedad y Carlos refieren la diferencia únicamente a la inclinación. Sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.30. 

 Con este ejercicio han tenido su primer acercamiento en cuanto a relacionar de 

forma gráfica la pendiente de las líneas secantes que unen dos puntos con el 

comportamiento de la razón de cambio, la dificultad que se pone en evidencia es 

distinguir entre el comportamiento de los valores que toma la variable dependiente de 

acuerdo a los valores de la variable independiente y el comportamiento de la razón de 

cambio. 
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Parejas de 

estudiantes 

Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 

 
Piedad y 

Carlos 
 

Karla y 

Cristian 

 
Enrique y 

Obed 

 
Figura 4.2.1.30. AM4. Identifican las características intensiva y extensiva de la razón de cambio de 

acuerdo a la gráfica. 

 

Obtienen una solución al problema. 

Descripción: 

 Determinan la medida de base con la cual se obtiene el área 

máxima de acuerdo a la gráfica, pregunta 12. 

 Determina el valor de área máxima de acuerdo al análisis de las 

diferentes representaciones, pregunta 13. 
 

Comportamientos y dificultades. 

Enrique y Obed expresan que de acuerdo a la gráfica si se puede determinar la 

medida de base igual a 6 y 1.25 de altura pero no explican por qué han determinado 

estos valores; Piedad y Carlos señalan que si pueden obtener los valores de base con 

la cual se obtiene la mayor área porque al ordenar los puntos pueden observar cual es 

el área mayor; Jorge y Alejandro atribuyen la solución al punto medio de la base; el 

argumento de Karla y Cristian es que pueden obtener el valor porque a medida que 

cambia la base aumenta el área. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.31.  

Respecto a la pregunta 13, todos los estudiantes pueden señalar la medida de 

base con la que se obtiene el área máxima de la ventana, sus justificaciones son 

diferentes, Jorge, Alejandro, Karla y Cristian atribuyen la solución al punto medio, 

Piedad y Carlos argumentan que de acuerdo a la tabla de valores y a la gráfica se 
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puede determinar el área máxima Enrique y Obed no justifican su respuesta. Sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.32.  

Sus respuestas las sustentan con las representaciones visuales en la figura, en 

la tabla de valores y corroboran éstos con la gráfica, en la que pueden relacionar la 

solución con el punto medio del valor de la base, como se había comentado 

anteriormente. Se espera que en las siguientes actividades las cuales no son simétricas 

ellos puedan descubrir que no sucede lo mismo y la razón por la cual no puede suceder 

de igual forma. 

Parejas de  

estudiantes. 

Respuestas 

Jorge y 

 Alejandro 

 
Piedad y  

Carlos 

 
Karla y  

Cristian 

 
Enrique  

y Obed 

 
Figura 4.2.1.31.  De acuerdo a la gráfica determinan las dimensiones de la ventana con 

las cuales se obtiene el área máxima. 

 

Se esperaba que pudieran justificar su respuesta también de acuerdo al cambio 

de dirección de los valores de área en los puntos cercanos al punto máximo, sin 

embargo hasta el desarrollo de esta actividad tal parece que no han podido descubrir 

este comportamiento. 
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Parejas de  

estudiantes. 

Respuestas 

Jorge y 

 Alejandro 

 
Piedad y  

Carlos 

 
Karla y  

Cristian 

 
Enrique  

y Obed 

 
Figura 4.2.1.32. De acuerdo al análisis de las diferentes representaciones, determinan las 

dimensiones de la ventana con la cuales se obtiene el área máxima. 

 

En la tabla 4.2.1.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de esta 

actividad. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas 

instrumentadas, se ha asignado un puntaje de la siguiente forma:  

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del 

investigador.  

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la 

ayuda del investigador. 

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por 

el investigador. 

Nota: Las celdas con el texto N/A indican que los estudiantes no asistieron a la sesión. 

Conclusiones. 

Dado el planteamiento de un problema de máximos y mínimos a los estudiantes se les 

solicita realizar las representaciones figural, numérica y gráfica con el objetivo de que 

comprendan la información que cada una de ellas les proporciona para analizar 

posteriormente a la función que representa al problema en cuanto a: 

 La identificación de variables y constantes. 

 El dominio de la variable independiente de acuerdo al contexto del problema.  
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 La coordinación de los valores de la variable dependiente respecto a los 

cambios de la variable independiente. 

 La coordinación de la dirección de cambio de la variable dependiente respecto a 

los cambios de la variable independiente.  

 La coordinación de la cantidad de cambio de la variable dependiente respecto a 

los cambios de la variable independiente. 

 La coordinación de la razón de cambio de la variable dependiente respecto a los 

cambios de la variable independiente.  

 

Los resultados proporcionan la siguiente información: 

 Los estudiantes muestran dificultad para disponer de conocimientos previos para 

representar el problema en una figura. Con una sesión previa de 90 minutos de 

introducción al software enfocado a las herramientas necesarias para realizar las 

representaciones, los estudiantes no muestran una apropiación del instrumento, 

sus mayores dificultades tuvieron que ver con el uso de rectas perpendiculares e 

intersección de puntos para trazar un polígono inscrito. 

 En la elaboración de la tabla de valores, los estudiantes muestran una falta de 

apropiación del instrumento en cuanto a copiar celdas e introducir las fórmulas 

de las expresiones algebraicas considerando los valores de otras columnas. 

 Para realizar la gráfica de puntos que corresponden a la base y a la altura, los 

estudiantes siguen las instrucciones de su hoja de actividades para seleccionar 

la herramienta para graficar, pero necesitan la ayuda del investigador para que 

seleccionen las columnas con los valores y encuentren la herramienta. Para la 

segunda gráfica de los puntos de base y área, los estudiantes pueden realizarla 

solos y además unen los puntos con segmentos de recta. Para graficar la función 

del área respecto a la base, los estudiantes requieren ayuda para introducir la 

expresión en el software con el correcto uso de paréntesis y el acento circunflejo 

para elevar términos a una potencia. Para realizar la gráfica de puntos de base y 

razón de cambio, los estudiantes requieren la ayuda del investigador para 

seleccionar los valores. De acuerdo a esta gráfica, los estudiantes pueden 

describir de forma correcta el comportamiento decreciente de los cambios del 
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área. Al pedirles que relacionen la gráfica de la función con la de razón de 

cambio, hacen un esfuerzo por comprender la información que cada gráfica 

ofrece, pero se pone en evidencia la dificultad para distinguir de forma clara que 

la gráfica de la función muestra los valores que va tomando la variable 

dependiente respecto a los valores que toma la variable independiente y que la 

gráfica de razón de cambio muestra cómo cambian los valores de la variable 

dependiente respecto a los cambios de la variable independiente. 

 En lo que se refiere a determinar la expresión algebraica para obtener las 

medidas de la altura en función de la base, aunque en la gráfica tienen los 

elementos para obtenerla, los estudiantes ponen en evidencia que no tienen 

presentes los conocimientos previos para: determinar la ecuación de una recta, 

su pendiente, identificar a que se refiere cada componente de la ecuación y en 

consecuencia cómo asociarlos con el contexto del problema. En todo este 

proceso, se invita a un estudiante a pasar al pizarrón y de acuerdo a una 

discusión entre todos y guiados por el investigador se obtiene la expresión. Con 

este resultado pareciera que durante el estudio de la recta, no comprendieron 

sus características porque tal vez no fue asociada a problemas en contexto, así 

que se sugiere introducir su estudio mediante el planteamiento de problemas de 

comportamiento lineal (en un principio) y promover la comprensión de la 

pendiente como la relación de los cambios de una variable respecto a los 

cambios de la otra. Finalmente en la obtención de la expresión algebraica para 

obtener el área en función de la base, los estudientes tienen dificultad para 

determinarla aún conociendo la expresión para obtener a la altura en función de 

la base. 
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TI-F 

Competencia para disponer de sus 

conocimientos al representar el problema en 

una figura. 
1 

1 1 1 1 1 1 

50

% 

Apropiación del software para construir la 

figura. 
1 1 1 1 1 1 
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Identifican los valores constantes, los que 

cambian y la relación que hay entre ellos. 
2 1 1 1 1 1 1 

TI-N 

Realizan tabla de valores de base y altura. 3 1 1 1 1 1 1 
50

% 
Tabla de valores de base y área. 7 1 1 1 1 1 1 

TI-G 

Grafican puntos de base y altura 6 1 1 1 1 1 1 

72

% 

Grafican puntos de base y área; unen los 

puntos con segmentos. 

9 2 2 2 2 2 2 

10 2 2 2 2 2 2 

Grafican la función del área. 15 1 1 1 1 1 1 

Grafican puntos de base y razón de cambio. 11 1 1 1 1 N/A N/A 

Describen el comportamiento de la gráfica 

de razón de cambio. 

11

a 
2 2 2 2 N/A N/A 

Relacionan la gráfica de base y área con la 

de base y razón de cambio. 

11

b 
1 1 1 1 N/A N/A 

TI-A 

Determinan la ecuación de la recta. 6d 0 0 0 0 0 0 

23

% 

Identifican a la pendiente de la recta en la 

ecuación. 
6e 0 0 0 0 0 0 

Relacionan la pendiente de la recta con la 

columna del cociente de diferencias. 
6f 1 1 1 1 1 1 

Determinan de forma algebraica a la altura 

en función de la base. 
6g 0 0 0 0 0 0 

Describen la información que ofrece la 

pendiente de la recta. 
6h 1 1 1 1 1 1 

Describen la información que ofrece la 

pendiente respecto a la relación de los 

cambios de la altura y los cambios de la 

base.  

6i 1 1 1 1 1 1 

 
Determinan la expresión algebraica del 

área en función de las medidas de la base. 
14 0 1 0 0 0 0 

 % de puntaje por equipos.  47% 50% 47% 47% 44% 44% 49% 

Tabla 4.2.1.1. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 1 respecto al comportamiento de los 

estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas. 
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En la tabla 4.2.1.2., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada 

equipo de trabajo respecto a sus comportamientos en las acciones mentales de 

razonamiento covariacional. Aunque el análisis es de tipo cualitativo, se ha asignado un 

puntaje que aproxima sus comportamientos a las acciones mentales. La clasificación 

del puntaje se ha determinado como sigue: 

2, si los estudiantes tienen un dominio sobre la acción mental, 

1, si la respuesta de los estudiantes es parcialmente correcta, 

0, si presentan dificultades para interpretar la información respecto a los niveles de 

razonamiento covariacional.  

Conclusiones. 

 Como resultado se puede señalar que los estudiantes dominan la AM0 a través 

de la exploración de la información que les ofrece la representación figural en un 

software dinámico. 

 Los estudiantes coordinan de forma correcta los cambios de la base respecto a 

los cambios de la altura (AM1), sin embargo respecto a la coordinación de los 

cambios de la base respecto a los cambios del área, al asignar la variable área al 

eje y, la confunden con la altura, este error podría considerarse como una 

distracción porque en un principio las variables relacionadas eran la base y la 

altura. 

 Acerca de la dirección del cambio de las variables de base y altura, los 

estudiantes pueden determinar que a medida que la base se incrementa de 

forma proporcional, la altura disminuye. Respecto a las variables de base y área, 

los estudiantes pueden determinar que el comportamiento de los cambios de la 

base aumenta de forma proporcional, sin embargo, en cuando al comportamiento 

de los cambios del área, la mayoría de los estudiantes describen el 

comportamiento creciente y decreciente de los valores que toma el área. 

 Al analizar el comportamiento de la razón de cambio, todos los estudiantes 

identifican que es decreciente hasta llegar a cero y pasa a tomar valores 

negativos. Al comparar tres líneas secantes que unen dos puntos consecutivos 

correspondientes a la base y el área. Sólo un equipo de trabajo reconoce que el 
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primer segmento indica el mayor cambio donde el área aumenta, que el segundo 

segmento indica el menor cambio donde el área aumenta y el tercer segmento 

indica el mayor cambio donde el área decrece; los demás estudiantes confunden 

los mayores cambios con los mayores valores del área. 

Respecto a obtener una solución al problema, todos los estudiantes señalan de 

forma correcta la medida de la base con la cual se obtiene el área máxima. La 

justificación de sus respuestas se basan en la tabla de valores, visualmente en la 

gráfica y algunos relacionan la solución con el punto medio del valor de la base, 

pero ninguno de los estudiantes ha podido reflexionar acerca de que en la parte 

más alta de la gráfica los cambios son más pequeños hasta cambiar de dirección 

y que en el intervalo de la base donde el cambio es más pequeño, se obtiene el 

valor más cercano al punto máximo. 
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%
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AM0 

Identifican las dimensiones que 

cambian. 
4 a 2 2 2 2 2 2 

100

% 
Identifican las dimensiones que no 

cambian. 
4 b 2 2 2 2 2 2 

Determinan el dominio de las variables. 4c 4d 2 2 2 2 2 2 

AM1 

Asignan a la base al eje x. 6a 2 2 2 2 2 2 

79

% 

Asignan a la altura al eje y. 6b 2 2 2 2 2 2 

Asignan a la base al eje x. 9a 2 2 2 2 2 2 

Asignan al área al eje y. 9b 2 0 0 0 0 0 

AM2 

Coordinan la dirección del cambio (de 

acuerdo a la tabla). 
5 2 2 2 2 2 2 

92

% 
Coordinan los cambios del área con los 

cambios de la base. 
8a 2 0 2 2 2 2 

AM3 

Describen el comportamiento de los 

cambios de la base. 
8b 2 2 2 2 2 2 

67

% 

Describen el comportamiento de los 8c 0 2 0 0 N/A N/A 
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cambios del área. 

Comparan la cantidad de los cambios 

de la base en tres líneas secantes. 
10a 2 2 2 2 N/A N/A 

Comparan la cantidad de los cambios 

del área en tres líneas secantes 
10b 2 1 1 1 N/A N/A 

AM4 

Determinan el comportamiento de la 

razón de cambio. 
8d 2 2 2 2 N/A N/A 

40

% 

En la comparación de 3 líneas secantes 

de la gráfica de puntos de base y área 

determinan en cual hay un mayor 

cambio, 

10c 2 0 0 0 N/A N/A 

En cual hay un menor cambio, 10d 2 0 0 0 N/A N/A 

Cuál de los 3 segmentos tienen una 

mayor inclinación. 
10e 2 0 0 0 N/A N/A 

Identifican la diferencia del 

comportamiento de los tres segmentos. 
10f 2 1 0 1 N/A N/A 

Sol. 

De acuerdo a la gráfica. 12 2 2 2 2 N/A N/A 
100

% 
De acuerdo a todo el análisis realizado. 13 2 2 2 2 N/A N/A 

 %Puntaje por estudiante  95% 71% 69% 71%   80% 

Tabla 4.2.1.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 1 respecto a sus comportamientos en las 

acciones mentales de razonamiento covariacional. 

 

 4.2.2. Análisis de resultados de la actividad 2. 

Técnica instrumentada: TI-A. 

Relación entre radio y altura del cilindro. 

 Determinan la fórmula para obtener la altura en función del radio 

(pregunta 1). 

Relación entre el radio y el volumen del cilindro. 

 Determinan la expresión del volumen en función del radio 

(pregunta 6). 

 
Relación entre el radio y la altura del cilindro. 

Descripción de comportamientos, dificultades e intervenciones del investigador (inv.).  
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 En la representación figural del problema, para que el cilindro se pueda observar 

de forma vertical, se requiere asignar al radio al eje x, y la altura al eje y. Así que el 

radio es la variable independiente y la altura en función del radio es la variable 

dependiente. Entonces, para construir la representación se requiere conocer a la altura 

en función del radio, por lo tanto en este problema se requiere que en primer lugar, los 

estudiantes identifiquen del problema los valores constantes y variables y a partir de la 

fórmula del área del cilindro, determinen a la altura en función del radio. 

 A los estudiantes se les proporcionó la fórmula del área y volumen del cilindro, la 

primera dificultad que tienen es identificar a las variables y constantes de acuerdo a los 

datos del problema, por ejemplo, no pueden obtener del enunciado que el área no 

cambia y señalan que π es una variable. 

Para aclarar que π no es una variable se les cuestiona si su valor cambia o 

siempre vale lo mismo, de esta manera, ellos determinan que no es una variable, 

algunos de ellos sugieren usar el valor de 3.1416 para ver menos signos.  

El inv., les sugiere analizar la fórmula del área que se les ha otorgado y 

determinen de acuerdo al problema qué valores de la formula no cambian y cuales 

pueden cambiar, sin embargo no pueden visualizarlo, la siguiente sugerencia es que 

vuelvan a leer el enunciado del problema y es de esta forma como se dan cuenta que el 

valor del área lo conocen y lo pueden sustituir. Una vez que sustituyen en la fórmula el 

valor del área conocido de nueva cuenta no pueden continuar, no pueden intuir que se 

requiere despejar a la variable altura. Dada la circunstancia el inv., vuelve a preguntar si 

es necesario despejar a alguna de las variables y a cuál de ellas para obtener a la 

altura en función del radio, de esta forma ellos pueden determinar que se requiere 

despejar a la variable h. 

Realizar el despeje de h fue otra dificultad para los estudiantes, realizaban el 

despeje sin considerar las reglas algebraicas, en la figura 4.2.2.1., se muestran algunos 

de sus intentos. 

En el desarrollo de sus intentos, se pone en evidencia que los estudiantes no 

pueden visualizar que una letra representa a un valor que puede cambiar, tal parece 

que el hecho de tratar con variables lo ven más como una tortura que como una 
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herramienta de mucha utilidad para tratar con un conjunto de números y no con un solo 

número como solían operar de forma aritmética, por ejemplo una estudiante expresaba 

que si se le proporcionaban números con mucho gusto podría obtener el valor de altura 

pero con letras no comprendía que debía hacer. 

Respecto a operar bajo las reglas algebraicas dan evidencia de solo tener 

presente el cambio de signo al cambiar de miembro a un término que está sumando. En 

el uso de las demás reglas tienen dificultades pues tienen nociones de querer factorizar 

para simplificar la expresión pero no operan de forma correcta.  

Otros de sus errores fueron sumar términos diferentes y Piedad igualaba la 

ecuación a cero para después pasar a ese lado de la ecuación la variable h, la cual es 

parte de un término que consta de otras variables que están multiplicando. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 

1. De acuerdo a los datos proporcionados, obtén una fórmula para obtener 

la altura en función del radio. 

 

Piedad  

 

__________________________________ 

 

Carlos 

 

4.2.2.1. TI-A. Intentos de obtención de la fórmula para determinar a la altura en función del radio. 
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Estudiantes Despeje 

Marco y Celestino 

 

Figura 4.2.2.2. Expresión en la que los estudiantes despejan la altura del cilindro en función del 

radio. 

 

En resumen, sus dificultades empiezan en la identificación de los valores que 

cambian y los que no cambian en relación con el problema, obtener una fórmula 

mediante la cual se pueda determinar el equivalente a una variable y su falta de 

dominio del álgebra. 

Relación entre el radio y el volumen del cilindro. 

Comportamientos, dificultades e intervenciones del investigador.  

Al pedirles que determinaran el volumen en función del radio, los estudiantes 

expresaron que no sabían cómo hacerlo. Se les recuerda que en la primera página de 

la actividad se les ha proporcionado la fórmula para obtener el volumen de un cilindro y 

que a partir de ella traten de obtener la expresión, pero los estudiantes no alcanzan a 

comprender lo que pueden hacer. 

El investigador procede a anotar la fórmula en el pizarrón, se señala a la variable 

h y se les cuestiona acerca de lo que se puede hacer para que en la expresión 

solicitada no se escriba de forma explícita a la variable h. 

Ningún estudiante cae en la cuenta de que pueden sustituir a la variable h por su 

expresión en función del radio. Ante esta situación se les pregunta si la expresión 

puede sustituirse por la variable h. Ellos responden que si se podría porque esa 

expresión es lo que vale h.  

De esta forma proceden a sustituir a la variable h por la expresión equivalente 

pero de igual manera que en la actividad 1 se olvidan de agrupar términos. En el caso 
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de Mariela y Jonathan tal parece que no alcanzaron a comprender a que se refiere 

expresar el volumen en función del radio porque aún con el proceso de preguntas para 

acercarlos a determinarla no pudieron obtenerla. Algunas de sus expresiones obtenidas 

se presentan en la figura 4.2.2.3., la única expresión de forma correcta corresponde a la 

respuesta de Karla y Cristian. 

En este problema, cuyas características no han permitido realizar en primer lugar 

la representación figural de tal manera que los estudiantes pudieran comprender en el 

proceso de la construcción y con la exploración de la figura los valores constantes, las 

variables y la forma en que éstas se relacionan. Si se hace referencia al primer 

problema donde se ha realizado en primera instancia la representación figural se ha 

podido reflejar el impacto que tiene el uso de la tecnología en este proceso, donde la 

visualización del comportamiento de las variables a través de la construcción y 

exploración dinámica de la figura ayuda en gran medida a los estudiantes a identificar 

variables, constantes y sus relaciones en torno a un contexto que facilita la 

comprensión del comportamiento de las variables, no vistas como signos sin sentido, 

sino como magnitudes de un objeto real. 

Estudiantes Respuestas 

Karla y 

Cristian 

 

Jonathan y 

Mariela. 

 

Figura 4.2.2.3. TI-A. Determinan la expresión del volumen en función del radio. 
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Técnica instrumentada: TI-F. 

Descripción: Realizan la representación figural en Geogebra (pregunta 

2) 
 

Realizan la construcción de la representación con el objetivo de que el estudiante 

identifique los valores constantes, los que cambian y la relación que hay entre ellos. 

Comportamientos y dificultades en la construcción de la figura al software.  

Debido a que en la obtención de las expresiones algebraicas se requirió de un 

mayor tiempo de lo planeado, la representación de la figura en el software es guiada 

por el investigador a través del proyector, a la vez que los estudiantes realizan la 

construcción en sus equipos de cómputo.  

El objetivo de esta construcción es que los estudiantes tengan un primer 

acercamiento al dominio de la variable radio, identifiquen a las variables, la relación 

entre ellas y su asignación a los ejes. 

Las medidas del radio estarán relacionadas con un deslizador (herramienta con 

la cual se puede controlar la dimensión de un objeto, que en este caso es el radio) el 

cual se nombrará r (ver figura 4.2.2.4. inciso a). A las medidas del deslizador, se le 

asignará un valor mínimo y un valor máximo, así que se cuestiona a los estudiantes 

acerca del valor mínimo y máximo que se le puede otorgar al radio del cilindro que ha 

de construirse, ellos expresan que el valor mínimo puede ser cero para excluir a los 

números negativos y el máximo no saben cómo determinarlo por lo que se procede a 

dar un valor de 7 unidades para que posteriormente ellos puedan determinarlo en la 

tabla de valores.    

Para asignar el valor del radio al eje x, se traza una circunferencia de radio r (ver 

figura 4.2.2.4 incisos b y c), se intersecta con el eje x, y a partir de los puntos de 

intersección se trazan líneas perpendiculares para delimitar el diámetro de la base del 

cilindro, (ver figura 4.2.2.4 inciso e). Para asignar el valor de la altura al eje y se traza 

una circunferencia de radio h que equivale a la expresión de la altura en función del 

radio, (ver figura 4.2.2.4 inciso d). La circunferencia se intersecta con el eje y, y a partir 

de este punto se traza una línea perpendicular, la cual se intersecta con las dos 
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anteriores. De esta forma quedan relacionados el radio y la altura. Se traza un polígono 

cuyos vértices son los puntos de intersección y de esta forma se representa al cilindro 

cuyo volumen depende de r y h, (ver figura 4.2.2.4 inciso f). 

En cada paso de la construcción los estudiantes reflexionan mediante preguntas 

del investigador, las razones por las cuales el radio de la primer circunferencia tiene 

radio r y se intersecta con el eje x, la misma reflexión se hace respecto a la segunda 

circunferencia de radio h y su intersección con el eje y. 

Con la construcción guiada de la figura, los estudiantes la pudieron obtener en 

un menor tiempo pues estaban concentrados en seguir cada paso y reflexionaban las 

características de la construcción respecto a la asignación de las variables a los ejes y 

la forma como se relacionaban. Desde esta perspectiva se puede sugerir que en un 

principio en las construcciones que pueden resultar complicadas para los estudiantes, 

estas sean guiadas mientras adquieren un mayor panorama de las características y 

potencialidades que les ofrece cada herramienta del software y en problemas 

posteriores ellos puedan representar en una figura un problema dado. La construcción 

de la figura completa se presenta en la figura 4.2.2.5. 

 

Figura 4.2.2.5. TI-F. Construcción de la figura que representa el problema en el software. 

. 
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   a)          b) 

 

    c)  

      d) 

                                                                                                   

                                                          e) 

                              f) 

Figura 4.2.2.4. TI-F. Figuras que muestran algunos trazos en la construcción de la representación 

figural del cilindro. 
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Técnica instrumentada: TI-N. 

 

Relación entre radio y altura del cilindro. 

 Elaboran tabla de valores del radio y altura en la hoja de cálculo 

de Geogebra (pregunta 3).   

 Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, 

cambios del radio, cambios de la altura y la razón de cambio de 

los cambios de la altura respecto a los cambios del radio 

(pregunta 5).  

Relación entre radio y volumen del cilindro. 

 Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura y 

valores del volumen (pregunta 7). 

 Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, 

valores del volumen, cambios del radio y cambios del volumen y 

la razón de cambio de los cambios del volumen respecto a los 

cambios del radio (pregunta 10). 
 

Relación entre radio y altura del cilindro. 

Elaboran tabla de valores del radio y altura en la hoja de cálculo de Geogebra (pregunta 

3).   

En su hoja de actividades se les proporcionan valores para el radio en un 

intervalo de cero a siete unidades con incrementos uniformes de 0.5 unidades. 

Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.  

Algunos estudiantes mueven el deslizador que representa a las dimensiones del 

radio, cada 0.5 unidades para obtener los correspondientes valores de la altura, 

mientras que dos equipos deciden hacer uso de la fórmula que han obtenido para 

determianarlos, ellos ya empiezan a apropiarse de los instrumentos para agilizar sus 

procedimientos, el instrumento referente a la expresión obtenida de la altura en función 

del radio e introducirla al software mediante una fórmula para obtener diferentes valores 

de la altura con solo copiarla a las celdas requeridas de acuerdo a los valores del radio. 
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Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, cambios del radio, 

cambios de la altura y la razón de cambio de los cambios de la altura respecto a los 

cambios del radio (pregunta 5).  

Comportamientos y dificultades.  

 En la construcción de esta tabla los estudiantes ya no tuvieron dificultades para 

realizarla, puesto que no requirieron ayuda en cuanto a la escritura de las fórmulas.  

Relación entre el radio y el volumen del cilindro. 

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura y valores del volumen, 

(pregunta 7). 

Comportamientos y dificultades e intervenciones del investigador.  

 De acuerdo al ejemplo en su hoja de actividades, los estudiantes llenan la 

columna de los valores del radio con incrementos uniformes de 0.5 unidades, para el 

llenado de la columna de la altura, los mismos dos equipos de estudiantes ingresan la 

formula obtenida anteriormente, a los demás equipos se les indica la forma de 

introducirla al igual que la fórmula para obtener el volumen ya que la expresión es más 

extensa que las que han trabajado anteriormente. 

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, valores del volumen, 

cambios del radio y cambios del volumen y la razón de cambio de los cambios del 

volumen respecto a los cambios del radio (pregunta 10). 

Comportamientos. 

 A partir de la tabla anterior los estudiantes completan el llenado de la misma, 

introducen fórmulas para obtener las diferencias y el cociente de diferencias, en el 

llenado de esta tabla no tienen ninguna dificultad. En la figura 4.2.2.6., se muestra un 

ejemplo de la tabla. 

Como en cualquier actividad, el uso constante y contínuo de cualquier artefacto 

conlleva a su dominio para manipularlo, en este caso el uso del software tiene los 

objetivos de ayudar a la comprensión del comportamiento de los cambios de las 

variables a traves de sus diferentes representaciones de forma dinámica pero tambien 
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realizar tales representaciones de forma eficiente y en el caso de la construcción de 

tablas de valores, los estudiantes gradualmente han podido apropiarse de la 

herramientas del software para construirlas. 

 

Figura 4.2.2.6. Tabla de valores del radio, valores de altura, valores del volumen, cambios del 

radio, cambios del volumen y la razón de cambio de los cambios del volumen respecto a los cambios 

del radio. 

 

Técnica instrumentada: TI-G. 

 

Relación entre radio y altura del cilindro. 

 Grafican los puntos correspondientes al radio y la altura del 

cilindro, (pregunta 4). 

Relación entre radio y volumen del cilindro. 

 Grafica los puntos correspondientes al radio y el volumen del 

cilindro, (pregunta 8). 

 Grafican la función, reconocen la función que representa la 

gráfica, (preguntas 12 incisos a y b). 
 

Comportamientos y dificultades.  
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Los estudiantes no tienen dificultad para realizar las gráficas de los puntos y unir 

estos con segmentos de recta.  

Al final de la actividad se les indica que introduzcan la función al software con la 

finalidad de que perciban que los puntos graficados son solo algunos puntos que se han 

considerado y que se pueden considerar otros valores más pequeños que 0.5 o más 

grandes.  

También se les cuestiona acerca del reconocimiento de la función que la gráfica 

representa. Se esperaba que reconocieran a la función cúbica, que a diferencia de la 

cuadrática esto no es simétrica, algunos estudiantes contestaron que no sabían y dos 

equipos (Jorge y Alejandro, Karla y Cristian) contestaron que se trataba del volumen en 

función del radio aunque esto es cierto, ellos pudieron dar su respuesta a partir de la 

instrucción dada para construirla. El ejemplo de esta respuesta se muestra en la figura 

4.2.2.7. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 
 

Figura 4.2.2.7. Identifican el tipo de función. 

 

 Finalmente al establecer una diferencia entre graficar solo unos puntos y graficar 

la función solo dos equipos contestaron, tal parece que Cristian y Karla tienen la noción 

de la continuidad aunque no lo expresan así precisamente; en la respuesta de Jorge y 

Alejandro tal parece que al decir puntos de intersección se quieren referir al par de 

puntos ordenados. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.8.  
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Estudiantes Respuestas 

Karla y 

Cristian 
 

Jorge y 

Alejandro 
 

Figura 4.2.2.8. Identifican la diferencia entre graficar solo unos puntos y graficar la función. 

 

Acción mental: AM0. 

Descripción: Identifican el dominio de los valores del radio de acuerdo 

a la tabla y a la gráfica (pregunta 4 inciso a). 
 

Comportamientos y dificultades.  

 De acuerdo a sus respuestas, tal parece que han obtenido el intervalo del 

dominio de acuerdo a la tabla de valores y no a la gráfica, en la cual podrían haber 

determinado un valor más exacto en cuanto al valor máximo. Piedad y Carlos señalan el 

intervalo (0, 6.5) como el dominio de los valores posibles para el radio, este intervalo se 

considera correcto en cuanto al valor máximo puesto que de acuerdo a la tabla de 

valores, 6.5 es el mayor valor para el radio con el cual se obtienen valores positivos 

para la altura. Tres equipos de estudiantes determinaron al intervalo (0, 7), pero con un 

valor de 7 para el radio se obtiene un valor negativo para la altura. Un equipo señala 

que el intervalo es infinito y un equipo no contesta. Algunas de sus respuestas se 

muestran en la figura 4.2.2.9. 

Tal parece que los estudiantes que contestaron infinito no han puesto atención 

sobre el requerimiento de un intervalo para el radio puesto que el valor infinito 

corresponde al valor de la altura cuando el radio mide cero. Respecto al valor máximo, 

tal parece que los estudiantes que indican 7, lo obtuvieron de la tabla sin darse cuenta 

que para este valor se obtiene un valor negativo para la altura. 

Si bien en este proceso se busca que los estudiantes exploren y descubran el 

comportamiento de una función que modela un fenómeno, sus respuestas ponen en 
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evidencia que su aprendizaje no ha sido conducido a través del análisis con miras a 

comprender la información, les hace falta realizar este tipo de prácticas para desarrollar 

un carácter analítico de la información que cada una de las representaciones les ofrece 

a fin de que mediante su exploración minuciosa logren descubrir comportamientos y 

logren construir por sí solos su conocimiento. 

Nota: Piedad y Carlos señalan el intervalo de las celdas que contienen a los valores del 

radio de 0 a 6.5.  

Estudiantes. Respuestas 

Piedad y Carlos 

 

Jorge y Alejandro 

 

Karla y Cristian 

 

Figura 4.2.2.9. AM0. Identifican el dominio de los valores del radio. 

 

Acción mental: AM1. 

Coordinan los valores del volumen con relación a los cambios del 

radio, (preguntas 8 incisos a y b). 
 

Coordina los valores del volumen con relación a los cambios del radio, (preguntas 8 

incisos a y b). 

Comportamientos y dificultades. 

 De acuerdo a la gráfica, los estudiantes reconocen y atribuyen las medidas del 

radio al eje x y el volumen al eje y, su razonamiento covariacional en el nivel 1 de 

acuerdo a la representación gráfica lo desarrollan de forma correcta a excepción de 
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Mariela y Jonathan que hicieron las asignaciones de forma contraria. En la figura 

4.2.2.10., se muestran ejemplos de sus respuestas. 

Estudiantes. Respuestas 

Celestino y Marco 

 

Jonathan y Mariela. 

 

Figura 4.2.2.10. AM1. Asignan las variables a los ejes. 

 

Acción mental: AM2. 

 

Relación entre el radio y la altura del cilindro. 

 Coordinan la dirección de cambio de la altura en relación con 

los cambios en el radio, (pregunta 4, inciso c). 

Relación entre el radio y el volumen del cilindro. 

 Coordinan la dirección de cambio del volumen en relación con 

los cambios del radio, (preguntas 8d, 10c y 10d). 

 

Coordinan la dirección de cambio de la altura con los cambios del radio, 

(pregunta 4, inciso c, de acuerdo a la gráfica). 

 
Comportamientos y dificultades.  

A partir de la gráfica de puntos de radio y altura del cilindro, (ver figura 4.2.2.13. 

a.,) se les cuestiona acerca del comportamiento de los puntos graficados. Todos los 

estudiantes identifican un comportamiento decreciente pero además, la mayoría de los 

estudiantes (excepto un equipo) ya articulan su respuesta de acuerdo al contexto. En la 

figura 4.2.2.11., se muestra un ejemplo de respuesta de acuerdo con el contexto y la 

única respuesta del equipo que no lo relaciona.  
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Sus respuestas vinculadas al contexto del problema ponen evidencia que los 

estudiantes obtienen un aprendizaje significativo que es soportado de forma visual con 

las diferentes representaciones. 

Estudiantes. Respuestas 

Piedad y Carlos 
 

Jorge y Alejandro 

 

Figura 4.2.2.11. AM2. Coordinan la dirección de cambio de la altura con los cambios del radio. 

 

Coordinan la dirección de cambio del volumen con relación a los cambios del radio, (8, 

inciso d, de acuerdo a la gráfica).  

En la pregunta 8 inciso d, referente a su análisis en la gráfica (ver figura 4.2.2.13. 

b), Piedad y Carlos describen su comportamiento como una curva que asciende y 

desciende, Celestino, Marcos, Karla y Cristian no hacen alusión de la curva pero si ven 

el mismo comportamiento, Jonathan y Miriam dicen que es una parábola y Jorge y 

Alejandro señalan que la gráfica crece y en el punto medio empieza a decrecer. Sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.2.12.  

Parejas de estudiantes. Respuestas 

Piedad y Carlos 
 

Celestino, Marcos 
 

Karla y Cristian 
 

Jorge y Alejandro 
 

Figura 4.2.2.12. AM2. Coordinan la dirección de cambio del volumen con relación a los cambios del 

radio (de acuerdo a la gráfica). 



 124 

Los estudiantes tienen un mayor impacto visual en las gráficas al analizar la 

dirección de cambio de las variables, pues todos la han identificado de forma correcta. 

      a)                  b)                                

Figura 4.2.2.13. a., Gráfica que representa a los puntos de radio y altura del cilindro. Figura 

4.2.2.13. b., Gráfica que representa a los puntos de radio y volumen del cilindro. 

 

Coordinan la dirección de cambio del volumen con relación a los cambios del radio, 

(10c y 10 d, de acuerdo a la tabla de valores y a la gráfica). 

Comportamientos. 

 En las preguntas 10c y 10d se les cuestiona acerca de los intervalos donde el 

volumen aumenta y el intervalo donde disminuye. Aunque se esperaba que 

reconocieran todo el intervalo donde se da cada comportamiento, todos los estudiantes 

han señalado solo un intervalo donde el volumen disminuye y un intervalo donde el 

volumen aumenta, de hecho la mayoría de los estudiantes ha señalado el primer 

intervalo donde el volumen empieza a crecer y el primer intervalo donde empieza a 

decrecer. En el caso de Karla y Cristian, señalan el último intervalo donde el volumen 

crece y el último intervalo donde el volumen decrece. Sus respuestas se muestran en la 

figura 4.2.2.14. 
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Estudiantes Respuestas 

Jorge y Alejandro 

 

Karla y Cristian 

 

Celestino y 

Marco 

 

Piedad y Carlos 

 

Figura 4.2.2.14. AM2. Determinan intervalos donde el volumen aumenta y donde disminuye. 

 

Acción mental: AM3. 

 

Relación entre el radio y la altura del cilindro. 

 Coordinan la cantidad de los cambios del radio con relación a 

los cambios de la altura (pregunta relacionadas: 4b). 

Relación entre el radio y el volumen del cilindro. 

 Coordinan la cantidad de cambio de los cambios del radio con 

relación a los cambios del volumen (pregunta relacionada: 8c). 
 

Coordinan la cantidad de cambio de los cambios de la altura con relación a los cambios 

del radio (preguntas 4, inciso b). 

Comportamientos y dificultades.  
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 Los estudiantes identifican claramente que dados los incrementos del radio de 

0.5 unidades, las medidas de la altura disminuyen. Jonathan y Mariela han podido notar 

que los cambios del radio y la altura son constantes aunque en realidad son constantes 

solo los incrementos del radio. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 

4.2.2.15. 

Estudiantes. Respuestas 

Piedad y Carlos 

 

Jonathan y 

Miriam 
 

Jorge y 

Alejandro 
 

Figura 4.2.2.15. AM3. Coordinan los cambios del radio con relación a los cambios de la altura. 

 

Coordinan la cantidad de cambio de los cambios del volumen con relación a los 

cambios del radio (pregunta 8, inciso c, de acuerdo a la tabla). 

Comportamientos y dificultades. 

Piedad y Carlos pueden determinar que el volumen aumenta y disminuye 

conforme la medida del radio aumenta, Su respuesta es correcta aunque se esperaba 

que pudieran identificar de acuerdo a su tabla de valores que los cambios del volumen 

aumentan cada vez en menor medida hasta llegar a un punto en que empieza a 

disminuir de una menor a una mayor cantidad. Celestino y Marcos describen el 

aumento del volumen hasta cierto punto pero no mencionan acerca de que disminuya, 

Jorge, Alejandro, Cristian y Karla señalan que el volumen aumenta cada vez que el 

radio aumenta, ellos no han observado que también disminuye. Jonathan y Mariela 

expresan que el volumen se va alejando. Algunas de sus respuestas se muestran en la 

figura 4.2.2.16. 
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Dadas las circunstancias, se debiera insistir a los estudiantes analizar la 

información que les ofrecen las diferentes representaciones con mayor profundidad y 

puedan determinar de forma efectiva las características de la función, pues no todas 

tienen el mismo comportamiento. 

Estudiantes. Respuestas 

Piedad y 

Carlos 

 

Jorge y 

Alejandro 

 

Jonathan y 

Miriam 

 

Figura 4.2.2.16. AM3. Coordinan la cantidad de cambio del volumen con relación a los cambios del 

radio. 

 

En resumen, en la relación de radio y altura, algunos estudiantes han 

mencionado el crecimiento constante del radio aunque no indican las cantidades 

uniformes de 0.5. En cuanto al comportamiento decreciente de la altura, no identifican 

que cada vez decrece en menor cantidad. Al analizar la relación cúbica del radio y el 

volumen, no les resulta sencillo visualizar que mientras que los cambios del radio 

aumentan de manera uniforme, los cambios del volumen aumentan cada vez en menor 

cantidad hasta llegar un punto que empieza a disminuir, en menor cantidad al principio 

y cada vez en mayor medida. 
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Acción mental: AM4. 

 

Relación entre radio y altura del cilindro. 

 Coordinan la razón de cambio de los cambios de la altura 

respecto a los cambios del radio, preguntas 5 incisos a y b). 

Relación entre radio y volumen del cilindro. 

 Coordinan la razón de cambio de los cambios del volumen 

respecto a los cambios del radio, (pregunta 10 incisos a y b). 
 

Coordinan la razón de cambio de la altura respecto a los cambios del radio, preguntas 5 

incisos a y b). 

Los estudiantes analizan los cambios en su tabla (ver figura 4.2.2.17) y en su gráfica 

(ver figura 4.2.2.13. a). 

 

Figura 4.2.2.17. Tabla de valores de radio, altura, cambios del radio, los cambios de la altura y 

razón de cambio. 

 

Comportamientos. 

Al solicitarles que indiquen el intervalo de las medidas del radio donde la altura 

cambia más, los estudiantes no han podido establecer de acuerdo a la tabla, lo que 
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involucra un intervalo de valores de una variable, la mayoría de los estudiantes han 

indicado a una pareja de puntos (un valor de radio y un valor de altura). Para la 

siguiente respuesta ya señalan de forma correcta a un intervalo.  

Respecto a la identificación del mayor cambio de la altura, podría considerarse 

como respuesta correcta el intervalo (0, 0.5) ya que ahí el cambio relativo es infinito, 

pero de acuerdo al contexto del problema, el intervalo correcto sería (0.5, 1), todos han 

señalado el intervalo (0, 0.5) (ver ejemplos de sus respuestas en la figura 4.2.2.18). 

Estudiantes. Respuestas 

Celestino y Marco 

 

Jorge y Alejandro 

 

Figura 4.2.2.18. AM3. Identifican el intervalo del radio en donde la altura cambia más. 

 

En cuanto a identificar el menor cambio, el cual se da en los intervalos (6, 6.5), 

los estudiantes han señalado el intervalo (6.5, 7), el cual de acuerdo a la tabla de 

valores es correcto, pero de acuerdo al contexto del problema ese intervalo que da 

fuera. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.19. 

Estudiantes. Respuestas 

Jonathan y Mariela. 
 

Celestino y Marco 
 

Figura 4.2.2.19. AM3. Identifican el intervalo del radio en donde la altura cambia menos. 

 

Aunque les falto asociar su respuesta al contexto del problema, ellos han podido 

identificar el mayor y el menor cambio relativo. 
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Coordinan la razón de cambio del volumen respecto a los cambios del radio, (pregunta 

10 incisos a y b. 

Comportamientos y dificultades. 

 Al determinar el intervalo donde el volumen aumenta más, Celestino, Marco, 

Piedad y Carlos indican el intervalo de 0 a 2 aunque se esperaba que indicaran el 

intervalo (0, 0.5) ya que se han determinado los aumentos uniformes del radio de 0.5 

unidades.   

Karla y Cristian señalan el mayor y el menor volumen en lugar del mayor y menor 

cambio.  

 Jorge y Alejandro indican de forma correcta el intervalo (3.5, 4) donde el volumen 

aumenta menos, sin embargo el intervalo que indican (1.5 ,2) no es donde el volumen 

aumenta más. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 

 

Karla y 

Cristian 

 

Celestino y 

Marco 

 

Figura 4.2.2.20. Identifican los intervalos donde el volumen aumenta más y donde 

aumenta menos. 
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 Aunque aún no tienen un completo dominio sobre la AM4, dan muestras de tener 

un acercamiento. En el caso de Cristian y Karla, su dificultad radica en poder diferenciar 

el comportamiento de los valores que toma cada vez la variable dependiente con los 

cambios relativos. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 

4.2.2.20. 

Solución al problema. 

Preguntas relacionadas: 11 (de acuerdo a la gráfica), 13 (de acuerdo al 

análisis de todas las representaciones construidas). 
 

Comportamientos. 

Para dar solución al problema en general todos justifican de acuerdo a la tabla 

de valores, a excepción de Piedad y Carlos quienes justifican de acuerdo a la gráfica. 

Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.21. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad y 

Carlos 

 

Jorge y 

Alejandro 

 

Figura 4.2.2.21. Solución al problema y justificación. 
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Se espera que después de la actividad 3, ellos puedan identificar que otra 

manera de justificar sus respuestas en cuanto al punto máximo es en el intervalo donde 

hay un cambio de dirección de los cambios los cuales también se acercan a cero en los 

puntos máximos.  

TI Descripción. 

P
re

g
u

n
ta

s 

E
n

ri
q
u

e
  

y
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C
e
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J
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th

a
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%
 P

u
n

ta
je

 

TI-A 

Determinan la fórmula para obte- 

ner la altura en función del radio. 
1 1 1 1 1 1 1 

50% 

Determinan la expresión del 

volumen en función del radio. 
6 1 1 1 1 1 1 

TI-F 
Realizan la representación figural 

en Geogebra. 
2 1 1 1 1 1 1 50% 

TI-N 

Elaboran tabla de valores del radio 

y altura en la hoja de cálculo de 

Geogebra.   

3 2 2 2 2 2 2 

90% 

Completan la tabla anterior con los 

cambios del radio, los cambios de la 

altura y la razón de cambio.  

5 2 2 2 2 2 2 

Elaboran tabla que incluye valores 

del radio, valores de altura y 

valores del volumen. 

7 1 1 1 1 1 1 

Completan la tabla anterior con los 

cambios del radio, los cambios del 

volumen y la razón de cambio. 

1

0 
2 2 2 2 2 2 

TI-G 

Grafican los puntos 

correspondientes al radio y la 

altura del cilindro. 

4 2 2 2 2 2 2 

90% Grafica los puntos correspondientes 

al radio y el volumen del cilindro. 
8 2 2 2 2 2 2 

Grafican la función, reconocen la 

función que representa la gráfica. 

1

2 
1 2 2 1 1 1 

 % Puntaje por estudiante.  75% 80% 80% 75% 75% 75% 70% 

Tabla 4.2.2.1. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 2 respecto al comportamiento de los 

estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas. 
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En la tabla 4.2.2.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de la 

actividad 2 respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas 

instrumentadas. De acuerdo a sus comportamientos se ha asignado un puntaje de la 

siguiente forma:  

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del 

investigador; 1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y 

requieren de la ayuda del investigador; 0, si necesitan ser guiados totalmente por el 

investigador. 

Conclusiones. 

 En la obtención de la expresión algebraica para determinar a la altura en función 

del radio, los estudiantes hacen varios intentos para obtenerla, sin embargo, sus 

errores en las reglas del algebra no les permite determinarla de forma correcta. 

Respecto a la obtención de la expresión algebraica para obtener al volumen en 

función del radio, a los estudiantes se les proporciona la fórmula para obtener el 

volumen de un cilindro, sin embargo, no alcanzan a visualizar que siendo que ya 

conocen a la expresión de la altura en función del radio, solo tienen que 

sustituirla en la fórmula del volumen. Debido a sus dificultades se hace necesaria 

la intervención del investigador para guiarlos en la obtención de las expresiones. 

 La construcción de la representación figural en el software fue guiada por el 

investigador, se proyecta cada paso de la construcción mientras que los 

estudiantes la siguen en sus respectivos equipos de c. Por cada trazo que tiene 

que ver con la asignación de las variables a los ejes, el investigador los guía para 

que reflexionen e integren los trazos que son necesarios y las relaciones que hay 

entre las variables en un marco del contexto del problema. 

 En la elaboración de la tabla de valores, solo hizo falta la intervención del 

investigador respecto a la escritura correcta de la función ya que aún no dominan 

el uso de paréntesis.  

 Para realizar la gráfica de puntos de radio-altura y radio-volumen, los 

estudiantes se han apropiado de la herramienta para realizar la gráfica y la 

realizan de forma correcta. Para realizar la gráfica de la función aún requieren la 

ayuda del investigador para introducir la fórmula al software.  
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AM0 
Identifican el dominio del radio de 

acuerdo a la tabla y a la gráfica.  
4 a 1 1 1 2 1 1 58% 

AM1 

Asignan en el eje x, valores del radio 8 a 2 2 2 2 2 1 

92% 
Asignan en el eje y, los valores de la 

altura. 
8 b 2 2 2 2 2 2 

AM2 

Coordinan la dirección de cambio de 

la altura con los cambios en la base. 
4 c 2 2 2 2 2 2 

100% 

Coordinan la dirección de cambio del 

volumen con relación a los cambios 

del radio.  De acuerdo a la gráfica. 

8 d 2 2 2 2 2 2 

Determinan el intervalo donde el 

volumen disminuye 
10c 2 2 2 2 2 N/A 

Determinan el intervalo donde el 

volumen aumenta 
10d 2 2 2 2 2 N/A 

AM3 

Coordinan los cambios de la altura 

con los cambios del radio. 
4 b 2 2 2 2 2 2 

58% 

Coordinan la dirección de cambio del 

volumen con los cambios del radio.   
8c 1 1 1 2 1 0 

AM4 

Identifican el intervalo del radio 

donde la altura cambia más. 
5 a 2 2 2 2 2 2 

86% 

Identifican el intervalo del radio 

donde la altura cambia menos. 
5 b 2 2 2 2 2 2 

Identifican el intervalo del radio 

donde el volumen aumenta más. 
10a 2 1 0 2 2 N/A 

Identifican el intervalo del radio 

donde el volumen aumenta menos. 
10  2 2 0 2 2 N/A 

Sol.al 

Probl. 

De acuerdo a la gráfica.   11 2 2 2 2 2 N/A 

100

% De acuerdo al análisis de todas las 

representaciones. 
13 2 2 2 2 2 N/A 

 % Porcentaje por estudiantes.  87% 80% 73% 100% 87% 67% 82% 

Tabla 4.2.2.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 2 respecto a sus comportamientos en las 

acciones mentales de razonamiento covariacional. 
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En la tabla 4.2.2.2., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada 

equipo de trabajo, aunque el análisis es de tipo cualitativo, se ha asignado un puntaje 

que aproxima sus comportamientos para mostrar las acciones mentales que han 

dominado en esta actividad y en las que se han identificado dificultades. La clasificación 

del puntaje se ha determinado como sigue: 2, si los estudiantes tienen un dominio sobre 

la acción mental, 1, si la respuesta de los estudiantes es parcialmente correcta, 0, si 

presentan dificultades para interpretar la información respecto a los niveles de 

razonamiento covariacional. 

Conclusiones. 

 Respecto a la identificación del intervalo del dominio de los valores posibles 

para el radio, la mayoría de los estudiantes indican de forma incorrecta que 

es (0, 7), el cual han tomado de su tabla de valores, sin percatarse de que si 

el radio es de 7 unidades el valor de la altura es negativo, solo un equipo de 

estudiantes se ha dado cuenta.  Todos los estudiantes han indicado el valor 

mínimo de cero, con el cual se obtiene una medida infinita de altura. Tal 

parece que este problema no es atractivo para los estudiantes puesto que no 

analizan la información de la tabla asociándola con el contexto del problema.  

 De acuerdo al análisis de la información en la tabla de valores, la mayoría de 

los estudiantes pueden reconocer que por cada valor que se le asigna al 

radio se obtiene un valor de altura. En lo que se refiere asignar las variables a 

los ejes de tal forma que los estudiantes puedan ver que la coordenada de 

cada punto indica un valor del radio que se relaciona con un valor de altura, 

solo un equipo de estudiantes no hizo la asignación de forma correcta. 

 En cuanto a la coordinación de la dirección del cambio entre dos variables, 

los estudiantes no tienen dificultad para coordinar la dirección del cambio, la 

gráfica ha resultado ser de mucha ayuda.  

 Respecto a la AM3, los estudiantes analizan el comportamiento de los 

cambios, pero no les resulta sencillo identificar que la altura decrece cada vez 

en menor cantidad a medida que las medidas del radio cambian de forma 

constante.  Al analizar la relación cúbica del radio y el volumen, no les resulta 
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sencillo visualizar que mientras que los cambios del radio aumentan de 

manera uniforme, los cambios del volumen aumentan cada vez en menor 

cantidad hasta llegar un punto que empieza a disminuir, en menor cantidad al 

principio y cada vez en mayor medida. 

Respecto a la coordinación de la razón de cambio, a los estudiantes se les 

pide identificar el intervalo del radio donde los cambios son menores y 

mayores. Aunque en algunos casos los estudiantes determinan los intervalos 

de forma correcta, también tuvieron dificultades para señalar un intervalo de 

0.5 unidades el cual se está considerando como la unidad de comparación de 

la variable independiente.  En el caso de Cristian y Karla, su dificultad radica 

en poder diferenciar el comportamiento de los valores que toma cada vez la 

variable dependiente con los cambios relativos. 

4.2.3. Análisis de resultados de la actividad 3. 

Acción mental: AM2. 

Descripción:  

 Determinan el intervalo de valores de la base en el que el área 

de la ventana aumenta y el intervalo en el que disminuye. 

(Pregunta 1). 

 Determinan el intervalo de valores del radio en el que el 

volumen del cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye. 

(Pregunta 2). 
 

Determinan el intervalo de valores de la base en el que el área de la ventana aumenta y 

el intervalo en el que disminuye. (Pregunta 1). 

Comportamientos.  

De acuerdo a la tabla de valores proporcionada de forma impresa, tres de los 

equipos de trabajo (Mariela, Jonathan, Jorge, Alejandro, Enrique y Obed) han 

determinado de forma correcta el intervalo (0, 6) en el que el área de la ventana 

aumenta y el intervalo (6, 9) en el que disminuye.  

Piedad y Carlos no consideran todo el intervalo donde el área crece o decrece 

sino que solo señalan un intervalo, (0, 0.5) donde el área aumenta y señalan el intervalo 
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(6, 6.5) donde disminuye, aunque no han señalado todo el intervalo, los que han 

señalado son correctos. 

Karla y Cristian refieren que en el intervalo (5.5, 6) el área aumenta, aunque no 

es el intervalo completo en efecto en este intervalo el área aumenta, sin embargo 

señalan (0, 0.5) donde el área disminuye lo cual es incorrecto. 

Marco y Celestino tampoco consideran el intervalo completo en donde el área 

aumenta aunque el intervalo que mencionan (0, 0.5) el área si crece e indican que en el 

intervalo (7.5, 8) el área decrece, aunque es correcto este intervalo no tiene alguna 

característica particular ya que no es donde decrece más y no es donde empieza a 

decrecer. Ejemplo de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.1. 

Estudiantes Respuestas 

Mariela y 

Jonathan 
 

Piedad y 

Carlos 
 

Marco y 

Celestino 
 

Karla y 

Cristian 
 

Figura 4.2.3.1. AM2. Determinan el intervalo de valores de la base en la que el área de la ventana 

aumenta y el intervalo en el que disminuye. 

 

Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen del cilindro aumenta y 

el intervalo en el que disminuye. (Pregunta 2). 

Comportamientos. 
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Los estudiantes responden sobre las mismas ideas que tuvieron en la pregunta 

anterior, tanto para los que contestaron de la forma esperada y los que contestaron de 

forma diferente. Ejemplo de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.2. 

Estudiantes Respuestas 

Mariela y 

Jonathan  

Piedad y Carlos 

 

Marco y Celestino 

 

Karla y Cristian 

 

Figura 4.2.3.2. AM2. Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen del 

cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye. 

 

En este análisis se ponen en evidencia tres puntos importantes que han 

generado confusión y con los cuales se debe trabajar para que los estudiantes 

puedan diferenciar entre:  

 La dirección de cambio (intervalo donde el área crece o decrece), 

 Mayor cambio (intervalo donde la cantidad de cambio es mayor) y  

 Mayor valor de la variable independiente (intervalo donde la variable 

independiente toma mayores valores).  
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Acción mental: AM4. 

Descripción:  

 Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las 

dos funciones, determinan en cuál de ellas el cambio es mayor. 

(Pregunta 3). 

 Determinan el intervalo de la variable independiente en el que el 

área de la ventana y el volumen del cilindro crecen más y el 

intervalo donde crecen menos. (Preguntas 4, 5, 6, 7). 

 Comparan los cambios entre el inicio y la parte más alta de la 

gráfica en las funciones del área de la ventana y en la del 

volumen del cilindro. (Preguntas 8 y 9). 

 Identifican que los cambios son próximos a cero alrededor de los 

puntos máximos. (Pregunta 10). 
 

Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las dos funciones, 

determinan en cuál de ellas el cambio es mayor. (Pregunta 3). 

Comportamientos.  

Dado el mismo intervalo de 0.5 a 1, en las dos funciones, todos han reconocido 

que el volumen del cilindro aumenta más, incluso Mariela y Jonathan lo justifican con la 

diferencia entre los dos cambios.  

Con esta respuesta dan muestra de que ya empiezan a leer la información que 

ofrece la razón de cambio, y además se puede verificar que el hecho de comparar a 

dos funciones les proporciona una mayor perspectiva para diferenciar el 

comportamiento de los cambios. Dos ejemplos de sus respuestas se muestran en la 

figura 4.2.3.3. 

Estudiantes Respuestas 

Mariela y 

Jonathan  

Jorge 
 

Figura 4.2.3.3. AM4. Dado el mismo intervalo de la variable independiente, determinan en cuál de 

las dos funciones el cambio es mayor. 
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Determinan el intervalo de la variable independiente en el que el área de la ventana y el 

volumen del cilindro crecen más y el intervalo donde crecen menos. (Preguntas 4, 5, 6, 

7). 

Comportamiento. 

En la tabla 4.2.3.4., se muestra el resumen de las respuestas de los estudiantes, 

como podrá observarse Enrique y Obed han determinado los intervalos correctos en 

todos los casos. A continuación se interpreta el razonamiento de los estudiantes por 

cada intervalo incorrecto que señalaron. 

Área crece más.  

Karla y Cristian señalan el intervalo (5.5, 6) donde el área crece más, como ya se había 

visto anteriormente, ellos confunden mayor cambio con mayor cantidad de la variable 

dependiente.  

Piedad, Carlos, Marco y Celestino, señalan el intervalo (3.5, 4) aunque no se 

comprende cómo han determinado este intervalo, de la misma forma los demás 

estudiantes señalan intervalos que no indican el mayor o menor cambio ni mayor 

cantidad de la variable independiente. 

Volumen crece más.  

Piedad, Carlos, Marco y Celestino, señalan el intervalo (0.5, 1), tal parece que atribuyen 

a este intervalo donde el volumen aumenta más si consideran que el intervalo de 0 a 

0.5 corresponde a la celda vacía (ver la siguiente figura).  

 

Los intervalos que mencionan Jorge, Alejandro, Mariela y Carlos no son 

precisamente donde el volumen crece más, pero si son intervalos donde el volumen 

crece. 
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Área crece menos. 

Karla y Cristian señalan el intervalo (0, 0.5) con la misma idea de que el intervalo 

donde crece menos es el intervalo donde los valores de la variable independiente son 

menores. 

Piedad, Carlos, Marco y Celestino tienen la misma confusión que Karla y Cristian 

aunque no consideran el mismo intervalo sino el siguiente donde la variable 

independiente toma uno de sus menores valores. 

Jorge y Alejandro han acertado en este intervalo. Mientras que Mariela y Carlos 

señalan el intervalo (6, 6.5), el cual es el un intervalo donde el área decrece menos.  

Volumen crece menos. 

La mayoría de los estudiantes han indicado el intervalo correcto a excepción de 

Karla y Cristian que continúan con la idea de que se trata del intervalo donde el valor 

del volumen es menor y en este caso han indicado el intervalo donde el valor del 

volumen es negativo. 

 Estudiantes Área crece 

 más 

Volumen crece 

más 

Área crece 

menos 

Volumen crece 

menos 

Intervalos correctos (0, 0.5) (0, 0.5) (5.5, 6) (3.5, 4) 

Enrique y Obed (0, 0.5) (0, 0.5) (5.5, 6) (3.5, 4) 

Karla y Cristian (5.5, 6) (3.5, 4) (0, 0.5) (6.5, 7) 

Piedad y Carlos (3.5, 4) (0.5,1) (1, 1.5) (3.5, 4) 

Marco y Celestino (3.5, 4) (0.5,1) (1, 1.5) (3.5, 4) 

Jorge y Alejandro (4.5, 5) (1.5, 2) (5.5, 6) (3.5, 4) 

Mariela y Carlos (2, 2.5) (1.5, 2) (6, 6.5) (3.5, 4) 

Figura 4.2.3.4. AM4. Determinan el intervalo de la variable independiente donde el área de la 

ventana y el volumen del cilindro crecen más y donde crecen menos. 
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De forma general en sus comportamientos se puede obtener que Enrique y Obed 

han podido comprender la información que ofrece la representación tabular respecto a 

la razón de cambio. Karla y Cristian confunden la cantidad de cambio con los valores de 

la variable dependiente. Para los demás estudiantes tampoco es clara esta distinción y 

en algunas ocasiones optan por indicar la cantidad de cambio y en otras hacen 

referencia a los valores de la variable independiente. 

Esta dificultad ya se ha presentado en las actividades anteriores y hasta este 

momento no han podido establecer la diferencia entre el comportamiento de los 

cambios y los valores que toma la variable independiente. 

Comparan los cambios entre el inicio y la parte más alta de la gráfica en las funciones 

del área de la ventana y en la del volumen del cilindro. (Preguntas 8 y 9). 

Comportamientos. 

Se esperaba que notaran que en el primer intervalo el cambio es mayor y en la 

parte más alta es próximo a cero. Mariela, Jonathan, Piedad y Carlos si identificaron 

que en la parte más alta el cambio es próximo a cero. 

Jorge, Alejandro, Marco y Celestino señalan que primero crece y después 

decrece (no miran los cambios sino los valores de la variable independiente). 

Karla y Cristian pueden darse cuenta que el cambio es cada vez menor, tal 

parece que a simple vista ellos han podido ver que el cambio decrece cada vez 0.20 

unidades aunque en realidad es 0.21 y en caso del volumen también ven como los 

cambios van decreciendo aunque en este caso solo observaron la diferencia entre los 

primeros valores de la razón de cambio ya que indican que decrece cada 5, que en 

realidad es 4.71, pero no analizan los posteriores para darse cuenta que el cambio ya 

no decrece de forma proporcional sino que cada vez son en menor cantidad.  

Finalmente Enrique y Obed no han podido ver exactamente que en la parte más 

alta de la gráfica el cambio es más próximo a cero pero si han podido observar que el 

cambio tiene un comportamiento proporcional en el caso del área, en cuanto al volumen 

ellos observan un aumento proporcional, aunque aquí en realidad se trata de un 

decremento y no es proporcional, tal parece que tienen dificultad para comprender que 
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el cambio decrece ya que ellos observan que la gráfica de la función es creciente al 

principio . Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en las figuras 4.2.3.5., y 

4.2.3.6. 

Todos los estudiantes hacen observaciones importantes, desde la respuesta 

esperada y los que han podido ver que el cambio cada vez es menor y disminuye de 

forma proporcional en el caso del área. Sin embargo también se puede apreciar que 

dado el comportamiento de una función, dan por hecho que la siguiente se comporta de 

la misma manera sin realizar un análisis exhaustivo y notar que hay diferencias en el 

comportamiento. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad y 

Carlos 
 

Marco y 

Celestino 
 

Cristian y 

Karla 
 

Enrique y 

Obed  

Figura 4.2.3.5. AM4. Comparan los cambios del área entre el inicio y la parte más alta de la 

gráfica. 

 

Hasta este momento no ha sido evidente para todos ver que en la parte más alta 

de la gráfica los cambios son los más pequeños y próximos a cero ya sea para cuando 

el área y el volumen aumentan o disminuyen.  

La confusión entre el comportamiento de los cambios y el comportamiento de los 

valores de la variable dependiente vuelve a hacerse evidente.  Para ayudarles a aclarar 

esta confusión ayudaría realizar la gráfica de los cambios y analizar las gráficas a la par 

para comprender la información que cada una de ellas ofrece.  
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Estudiantes Respuestas 

Piedad y 

Carlos 
 

Marco y 

Celestino 
 

Karla y 

Cristian 
 

Enrique y 

Obed 
 

Figura 4.2.3.6. AM4. Comparan los cambios entre el inicio y la parte más alta de la gráfica en la 

función del volumen del cilindro. 

 

En esta actividad no se consideró realizar la gráfica de razón de cambio para no 

saturarlos de información pero al ver que se presentaba tal confusión, se les pidió que 

la hicieran (ver figura 4.2.3.7.) para que pudieran distinguir entre la información que 

cada una ofrece. En cuanto a la gráfica de razón de cambio del área ya la habían 

realizado en la actividad 1 y recurrieron a ella para observar de nuevo que mostraba el 

comportamiento de los cambios del área por cada incremento de la base. 

 

Figura 4.2.3.7. Grafica de puntos que representa al radio y el volumen del cilindro y gráfica de 

los puntos que representan al radio y la razón de cambio. 
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Identifican que los cambios son próximos a cero alrededor de los puntos máximos. 

(Pregunta 10). 

Comportamientos. 

En la respuesta de Piedad y Carlos reflejan que han comprendido el 

comportamiento de la razón de cambio ya que ellos explican que en ambas funciones 

hay crecimiento (se puede entender que se refieren al área o volumen) pero que al 

inicio aumentan de mayor a menor cantidad, solo hizo falta que reconocieran el mismo 

comportamiento de menor a mayor cantidad cuando el área y volumen decrecen.  

Estudiantes Respuestas 

Piedad y Carlos 

 

Mariela y Jonathan 

 

Karla y Cristian 
 

Jorge y Alejandro 

 

Figura 4.2.3.8. AM4. Identifican que los cambios son próximos a cero alrededor de los puntos 

máximos. 

 

Mariela y Jonathan han podido notar que aunque los cambios en ambas 

funciones son diferentes, estos se aproximan a cero en los puntos cercanos al punto 

máximo (ellos no expresan tal cual que se aproximan a cero ellos expresan que llega a 

cero, tal vez esto lo han observado en la gráfica de razón de cambio del área donde el 

cambio es cero en el punto máximo).  
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Karla y Cristian han podido apreciar que al llegar al punto máximo el cambio va 

decreciendo. Jorge y Alejandro no han podido apreciar que los cambios son próximos a 

alrededor de los puntos máximos, ya que solo refieren sobre la dirección del cambio del 

área o del volumen. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.8. 

Hasta este momento, la mayoría de los estudiantes ya dan evidencia de 

comprender el comportamiento de los cambios los cuales son más pequeños en los 

puntos cercanos al punto máximo. Para otros sin embargo aún persiste la dificultad 

para diferenciar entre el comportamiento de los cambios y el comportamiento de la 

función.  

En la tabla 4.2.3.1., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada 

equipo de trabajo respecto a la actividad tres. En esta actividad, los estudiantes han 

hecho un comparativo del comportamiento de la razón de cambio en las funciones del 

área de la ventana y el volumen del cilindro. Se han clasificado a las respuestas con los 

siguientes puntajes: 

2, si los estudiantes responden de la forma esperada; 1, si la respuesta de los 

estudiantes es parcialmente correcta; 0, si presentan dificultades para interpretar la 

información. 

CONCLUSIONES.  

 Al analizar la dirección del cambio de las funciones, la mayoría de los 

estudiantes pueden determinar un intervalo en el cual la función crece y 

decrece, pero no señalan el intervalo completo. Además se obtuvo que los 

estudiantes tienen dificultades en cuanto a diferenciar entre la dirección del 

cambio, el mayor cambio y el mayor valor de la variable independiente. 

 En cuanto a las comparaciones de los cambios relativos, al analizar el puntaje 

obtenido por pregunta, se tiene que los estudiantes no tuvieron dificultades 

para identificar que dado el mismo intervalo de la variable independiente en 

cada función, el volumen cambia en mayor proporción que el área.  
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%
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AM2 

Identifican el intervalo de valores de 

la base donde el área de la ventana 

aumenta. 

1 

2 2 0 1 1 2 

69

% 

Identifican el intervalo de valores de 

la base donde el área de la ventana 

disminuye. 

2 2 0 1 0 2 

Identifican el intervalo de valores de 

la base donde el volumen del cilindro 

aumenta. 

2 

2 2 1 1 1 2 

Identifican el intervalo de valores de 

la base donde el volumen del cilindro 

disminuye. 

2 2 1 1 1 2 

AM4 

 

Dado el intervalo (0, 0.5), señalan 

qué aumenta más, al área de la 

ventana o el volumen del cilindro. 

3 2 2 2 2 2 2 

63

% 

Indican el intervalo de la base en 

donde el área crece más. 
4 2 0 0 0 0 0 

Indican el intervalo del radio en 

donde el volumen crece más. 
5 2 0 0 2 2 0 

Indican el intervalo de la base en 

donde el área crece menos. 
6 2 2 0 0 0 0 

Indican el intervalo del radio en 

donde el volumen crece menos. 
7 2 2 0 2 0 0 

Comparan el cambio del área de la 

ventana entre el inicio y la parte más 

alta de la gráfica. 

8 2 1 1 1 1 2 

Comparan el cambio del volumen del 

cilindro entre el inicio y la parte más 

alta de la gráfica. 

9 0 1 1 1 1 2 

Identifican la característica común en 

las dos funciones acerca de los 

cambios en los puntos máximos. 

10 0 2 2 2 1 2 

 % Puntaje por estudiante.  83% 75% 33% 58% 42% 67% 66% 

Tabla 4.2.3.1. Resultados obtenidos de la actividad 3. 
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En las preguntas que se refieren a comparar los cambios en la misma función, se 

les considero parcialmente correcta porque pueden identificar que el cambio aumenta o 

disminuye pero no señalan exactamente el intervalo donde el cambio es mayor o menor 

según el caso. 

Si analizamos por equipos de alumnos, tenemos que Enrique y Obed son 

quienes han podido comprender en mayor medida el comportamiento de los cambios 

aunque en las dos últimas respuestas no han podido ver exactamente que los cambios 

son próximos a cero cerca de los puntos máximos. Karla y Cristian son los que tienen 

mayor dificultad para distinguir entre el comportamiento de los cambios y el 

comportamiento de la función. 

 

4.2.4. Análisis de resultados de la actividad 4. 

Técnica instrumentada: TI-F. 

Descripción: Construyen la representación geométrica figural del 

problema con Geogebra (pregunta 1). 
 

Comportamientos. 

En general todos los estudiantes trazaron primero el segmento sobre el eje y que 

representa a la pantalla con medida de 10 metros por lo que usaron la escala 1:100, 

consideraron también que el borde inferior de la pantalla se encuentra a 3 metros del 

eje x. La dificultad que tuvieron fue ubicar la posición del ojo del observador. El 

investigador les hace notar que si han considerado el borde inferior de la pantalla a 3 

unidades del eje x, se les sugiere volver a leer el enunciado del problema y determinar 

la posición del ojo del observador; de esta forma todos coinciden que se encuentra 

sobre el eje x, la pregunta que surge entonces es, en qué posición del eje x han de 

colocar la posición del observador; aquí se vuelve a poner en evidencia la dificultad 

para reconocer a una variable, la cual puede tomar un conjunto de valores dentro de un 

determinado intervalo válido para el problema. Ante esta dificultad el investigador les 

sugiere que por el momento ubiquen al observador en cualquier posición sobre el eje x, 

por lo que trazan un punto para representarlo.  
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La siguiente dificultad es comprender cuál es el ángulo al que hace referencia el 

problema. Solo Enrique señala el ángulo y se le pide que explique a sus compañeros, 

por lo que todos están de acuerdo y proceden a trazar los segmentos que van de los 

extremos de la pantalla al ojo del observador (ver figura 4.2.4.1.). Finalmente se les 

indica la herramienta del software que pueden usar para trazar el ángulo y poner su 

medida, ya que no habían trabajado con esta herramienta. 

 

Figura 4.2.4.1. Representación figural del problema. 

 

Esta es la tercera representación geométrica que los estudiantes construyen, en 

cuanto al proceso de instrumentalización (dirigido hacia el artefacto), los estudiantes 

muestran que ya se han apropiado del instrumento en cuanto al trazo de puntos, trazo 

de segmentos de recta y uso de la escala. Respecto al trazo y medida de ángulo son 

herramientas que aún no se habían considerado aunque después de recibir la 

instrucción de cómo usar tales herramientas no les representó alguna dificultad. 

En cuanto al proceso de instrumentación (dirigida hacia el sujeto), al construir la 

figura que representa al problema planteado, los estudiantes dan evidencia de tener 

facilidad en cuanto a realizar la representación de objetos constantes, como es el caso 

de la pantalla, con sus respectivas dimensiones y posición, sin embargo dejan ver la 

dificultad que tienen al tratar con objetos que varían, ellos se cuestionaban acerca de 

cuál debería ser la posición del observador, además no les resulto sencillo interpretar 

cual era el ángulo al que hace referencia el problema.  

Si bien, los estudiantes tienen dificultad de reconocer a las variables al realizar la 

construcción de la figura, una vez que las descubren y las asocian con el contexto, ellos 

le dan sentido a los valores constantes y variables en los otros sistemas semióticos y 
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por ende les ayuda a reconocer y comprender también sus cambios al manipular la 

figura.  

Acción mental: AM0. 

Descripción: Identifican variables, constantes, y el dominio de la 

variable independiente, el cual tiene sentido para el problema 

(preguntas 2, 3 y 5 inciso b). 
 

Comportamientos. 

Tres equipos de estudiantes (Piedad, Carlos, Enrique, Obed, Alejandro y Jorge) 

han reconocido como variables a la distancia de la pantalla al observador y el ángulo 

visual del observador, los demás estudiantes solo identificaron a la distancia de la 

pantalla al observador. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.2. 

Estudiantes Respuestas 

Enrique y 

Obed 
 

Marco y 

Celestino 
 

Figura 4.2.4.2. AM0. Respecto a la identificación de las variables. 

 

Los estudiantes que sólo han viso a una variable, tal vez es la falta de 

familiaridad acerca de visualizar lo que cambia y lo que no cambia, ya que al manipular 

el punto que representa al observador el ángulo también cambia pero no se han 

percatado de ello. 

En cuanto a la identificación de las constantes la mayoría de los estudiantes han 

señalado a la medida de la pantalla, solo Jorge y Alejandro, pudieron identificar a la 

altura del borde de la pantalla pero no mencionan acerca de la distancia a la pantalla. 

Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.3. 

De nueva cuenta les ha hecho falta hacer un análisis con más detenimiento para 

extraer toda la información que la representación les ofrece. 
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Respecto al intervalo de la distancia a la que es posible que se siente el 

observador, tres equipos (Enrique y Obed, Mariela y Jonathan, Jorge y Alejandro) 

determinaron el intervalo (0, 20), dos equipos (Marco, Celestino, Karla y Cristian) 

señalan el intervalo (0, 15) y Piedad y Carlos solo mencionan el valor mínimo de cero.  

Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.4. 

Estudiantes Respuestas 

Karla y 

Cristian 
 

Jorge y 

Alejandro 
 

Figura 4.2.4.3. AM0. Respecto a la identificación de constantes. 

 

Estudiantes Respuestas 

Enrique y 

Obed 
 

Karla y 

Cristian 
 

Figura 4.2.4.4. AM0. Respecto a la identificación del dominio de la variable independiente. 

 

Se esperaba que los estudiantes dieran el intervalo (0, 20) ya que de acuerdo a 

la representación figural el cero es el mínimo valor y el 20 es por la nota que se indica 

en el problema acerca de que la butaca más lejana se encuentra a 20 metros de la 

pantalla. Aunque se esperaba también que dado el contexto del problema, los 

estudiantes mencionaran por lo menos a 3 metros como mínimo al suponer que nadie 

se sienta pegado a la pared donde se encuentra la pantalla. Respecto a los estudiantes 

que dieron el intervalo (0, 15), se puede suponer que de acuerdo a la escala que tenían 

en su vista gráfica se alcanzaba a ver hasta el número 15.  
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Técnica instrumentada: TI-N. 

Descripción: 

 

 Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla 

al observador con incrementos de 0.5 unidades y valores del 

ángulo visual del observador, (pregunta 4). 

 b) Completan la tabla con los cambios de la distancia de la 

pantalla al observador, cambios del ángulo visual del observador 

y la razón de cambio, (pregunta 6). 
 

a) Comportamientos. 

De acuerdo a las instrucciones proporcionadas en sus hojas de actividades, los 

estudiantes elaboran una tabla que incluye dos columnas, en la primera anotan valores 

para la distancia de la pantalla al observador con incrementos uniformes de 0.5 

unidades en un intervalo de 0 a 15, en la segunda columna, obtienen los valores 

correspondientes del ángulo visual del observador de acuerdo a la representación 

figural con los valores que se muestran en pantalla.  

Tal parece que el proceso de obtener los valores del ángulo de forma visual es 

cansado, incluso, algunos estudiantes cuestionan al investigador que si para este 

problema no se puede determinar una fórmula como en el caso de los problemas 

anteriores, ya que es más fácil introducirla una vez y copiar. Con este comentario los 

estudiantes muestran que ahora pueden darle sentido a la representación algebraica, 

como una herramienta útil para conocer diferentes valores de una función. 

La obtención de la representación algebraica de la función se ha dejado al final 

puesto que se trata de una función inversa la cual podría resultarles difícil de obtener, 

en consecuencia se requeriría de un mayor tiempo y dejar inconclusa la actividad.  

b) Comportamientos. 

Debido a que en la construcción de esta tabla no se ha introducido alguna fórmula 

referente a una función. Los estudiantes no tienen dificultades para realizarla. En la 

figura 4.2.4.5., se muestra el ejemplo de la tabla de valores. 
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Técnica instrumentada: TI-G. 

Descripción: Grafican y unen los puntos correspondientes a los valores 

de la distancia de la pantalla al observador y valores del ángulo visual 

del observador (pregunta 5). 
 

Comportamientos. 

Los estudiantes grafican los puntos y los unen con segmentos de rectas sin 

ninguna dificultad. En la figura 4.2.4.5., se muestra parte de la tabla de valores, la 

gráfica de puntos unidos con segmentos, y la representación figural del problema. 

 

Figura 4.2.4.5. Representación figural, numérica y gráfica. 

 

 

Acción: AM1. 

Descripción: Coordinan los valores de la distancia de la pantalla al 

observador con los cambios del ángulo visual del observador (pregunta 

5 inciso a). 
 

Comportamientos. 

Todos los estudiantes pueden expresar de acuerdo al contexto del problema, la 

información que ofrece la coordenada de cada uno de los puntos, así que al parecer, 

ellos comprenden que por cada cambio de la distancia de la pantalla al observador, el 
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ángulo visual del observador también cambia y estos cambios se representan en la 

coordenada de cada punto. Un ejemplo de sus respuestas se muestra en la figura 

4.2.4.6. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad y 

Carlos 
 

Figura 4.2.4.6. AM1. De acuerdo a la información que ofrece la coordenada de cada uno de los 

puntos graficados, los estudiantes coordinan los cambios de la distancia de la pantalla al 

observador con los cambios del ángulo visual del observador. 

 

Acción mental: AM2 y AM3. 

Descripción: Coordinan la dirección y la cantidad de cambio de la 

distancia de la pantalla al observador con los cambios del ángulo 

visual del observador, (pregunta 5 inciso c). 
 

Comportamientos. 

Todos los estudiantes determinan de forma correcta que el ángulo visual del 

observador crece hasta cierto punto y a partir de ahí decrece, Piedad además, ha 

podido observar que cuando el ángulo decrece sucede en una mínima cantidad. Dos 

ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.7.  

Estudiantes Respuestas 

Piedad y 

Carlos 

 

Jorge y 

Alejandro 

 

Figura 4.2.4.7. AM2. Coordinan la dirección y la cantidad de cambio de la distancia de la pantalla 

al observador con los cambios del ángulo visual del observador. 
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Solución al problema. 

Descripción: Determinan la solución de problema de acuerdo a la 

gráfica (pregunta 5 inciso d). 
 

Comportamientos. 

Los estudiantes determinan que de acuerdo a la gráfica de los puntos que tienen 

pueden determinar la distancia de la pantalla al observador que maximiza su ángulo 

visual a la pantalla, su justificación la hacen en base a la tabla. Una vez que lleguen a la 

AM3, se espera que además de esta justificación puedan dar otro argumento, el 

referente al cambio de dirección de los cambios en el punto máximo, los cuales podrán 

analizar en la tabla de valores en la columna de la razón de cambio. Dos ejemplos de 

sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.8. 

Estudiantes Respuestas 

Enrique y 

Obed 

 

Jorge y 

Alejandro 

 

Figura 4.2.4.8.  Obtienen una solución del problema de acuerdo a la gráfica y a la tabla. 

 

 

Acción mental: AM4. 

Descripción: Coordinan la razón de cambio de la distancia de la 

pantalla al observador con los cambios del ángulo visual del 

observador (preguntas 6 incisos a, b y c). 
 

Comportamientos. 
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Se analizan las tres respuestas en conjunto por cada equipo de estudiantes para 

determinar si siguen un mismo razonamiento ya sean idóneas o equivocadas. En la 

tabla 4.2.4.1., se muestran los intervalos correctos y los intervalos mencionados por 

cada uno de los equipos. 

Estudiantes Cambio del ángulo 

es mayor. 

Cambio del ángulo es menor. Segmento de 

mayor 

inclinación. 

Intervalos correctos (0, 0.5) (6, 6.5) o (6.5, 7) o (7, 7.5) o 

(7.5, 8). 

(0, 0.5) 

Enrique y Obed (0.5, 1) (6, 6.5) (0, 0.5) 

Piedad y Carlos (0.5, 1) (6, 6.5) (6, 6.5) 

Marco y Celestino (0.5, 1) (6, 6.5) B 

Mariela y Carlos (0.5, 1) (6, 6.5) (6, 6.5) 

Jorge y Alejandro (2, 2.5) (6, 6.5) B, C 

Karla y Cristian (6, 6.5) (0, 0.5) (2.5, 3) 

Tabla 4.2.4.1. AM4. Coordinan la razón de cambio de la distancia de la pantalla al 

observador con los cambios del ángulo visual del observador (preguntas 6 incisos a, b y c). 

 

Intervalo donde el cambio del ángulo es mayor. 

La mayoría de los estudiantes han señalado al intervalo (0.5, 1), al parecer 

suponen que el cambio en el intervalo (0, 0.5) corresponde a la celda vacía de la 

columna que corresponde a la razón de cambio.  

Al principio de la actividad anterior, Karla y Cristian tuvieron dificultades para 

diferenciar entre el mayor cambio y los mayores valores de la variable independiente, al 

finalizar, ellos daban muestra de haber comprendido a que se refería cada aspecto, sin 

embargo, en esta actividad vuelven a tener la misma dificultad ya que en el intervalo (6, 

6.5) el ángulo visual del observador se da el menor cambio y es el intervalo donde al 

ángulo es mayor. 
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Intervalo donde el cambio del ángulo es menor. 

 Karla y Cristian, con su dificultad para diferenciar entre el menor cambio y el 

menor valor de la variable independiente han señalado de forma incorrecta el intervalo 

(0, 0.5). Los demás estudiantes han contestado de forma correcta. 

Segmento de mayor inclinación. 

 Solo Enrique y Obed han señalado de forma correcta al segmento con mayor 

inclinación. Aunque lo que se buscaba con esta pregunta es que los estudiantes 

pudieran percibir la relación entre la pendiente de la recta secante con la razón de 

cambio, la pregunta no se hizo referente a la pendiente sino a su inclinación, por 

considerar que sería un lenguaje más sencillo, sin embargo, algunos estudiantes han 

señalado al intervalo (6, 6.5) lo que podría considerarse que consideraron la mayor 

inclinación respecto al eje y más no respecto al eje x.  Así que en la pregunta se debió 

haber hecho con referencia a la pendiente y no a la inclinación. 

Solución al problema de acuerdo a su análisis en las representaciones 

(preguntas 7 y 8). 
 

Comportamientos. 

Todos los estudiantes expresan que es posible determinar la distancia de la 

pantalla al observador con la cual se maximiza su ángulo visual a la pantalla y que esta 

distancia es 6.5., la justificación de su respuesta es en base a la tabla. Lo que se puede 

notar es que su justificación se basa en la medida del ángulo que se muestra en la 

columna de los valores de la medida del ángulo, pero no han podido descubrir que 

pueden justificar en base a que en los intervalos de las medidas de la distancia de la 

pantalla al ojo del observador, los cambios del ángulo cerca del punto máximo son 

cercanos a cero y hay un cambio de dirección. En la figura 4.2.4.9., se muestra un 

ejemplo de respuesta. 

Tal parece que la justificación de Karla y Cristian se refiere a la manipulación de 

la representación geométrica en la cual, al mover la posición del observador, ellos 

obtienen en 6.5 m el mayor ángulo. 
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Estudiantes Respuestas 

Jorge y 

Alejandro 

 

Figura 4.2.4.9. Solución al problema de acuerdo al análisis de las diferentes representaciones. 

 

Técnica instrumentada: TI-A. 

Descripción: Determinan la representación de forma algebraica del 

ángulo visual del observador en función de la distancia de la pantalla 

al observador y grafican la función (preguntas 9 incisos a, b y c). 
 

Comportamientos. 

A partir de su representación geométrica, se les pide determinar la expresión con 

la cual se puede obtener el ángulo en función de la distancia del observador a la 

pantalla. Los estudiantes tienen dificultades para empezar a determinarla. El 

observador invita a uno de los estudiantes a pasar al pizarrón y entre todos encontrar la 

forma de obtenerla. 

Se les cuestiona acerca de cuántos triángulos rectángulos pueden observar, los 

estudiantes responden que pueden observar a dos. 

A continuación se les pide que indiquen sobre el triángulo menor cuál de sus 

ángulos conocen. Ellos pueden reconocer al ángulo α. La siguiente pregunta es cómo 

se puede conocer el valor de ese ángulo. Al no haber alguna respuesta se les pregunta 

si se puede conocer al establecer las relaciones trigonométricas y de acuerdo a los 

datos en la figura, a cuál de ellas se podría emplear. Los estudiantes empiezan a 

sugerir que la función seno, coseno o tangente, pero al reconocer que no se conoce la 
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medida de la hipotenusa todos coinciden en que debiera usarse la función tangente. De 

esta forma se les pide que determinen el valor de α. 

La misma secuencia de preguntas se les hace para determinar el ángulo del 

rectángulo mayor, los estudiantes reconocen que su ángulo está representado por la 

suma de los ángulos α más β.  

A partir de obtener que 
13 3

arctan arctan
d d


   

    
   

3
tan

d
   y que 

13
tan( )

d
   , no 

reconocen la forma de despejar a los ángulos, así que se les indica que se puede se 

puede obtener aplicando la función inversa.  

Finalmente determinan la expresión para obtener la medida del ángulo visual del 

observador en función de la distancia de la pantalla al observador. 

13 3
( ) arctan arctand

d d


   
    

   
 

A continuación se les indica la forma de introducir la función en Geogebra para 

que puedan visualizarla de forma gráfica y observen también que los puntos que han 

graficado forman parte de la función. 

Aunque los estudiantes han sido guiados por el investigador para la obtención de 

la función de forma simbólica, la importancia de que llegaran a la misma y después 

graficarla tuvo el objetivo de que encontraran el sentido y la importancia de obtenerlas, 

por ejemplo, cuando uno de los estudiantes extrañaba contar con ella para realizar la 

tabla de valores con la cual le facilitaría determinar la medida del ángulo que de forma 

visual. De esta forma, se esperaba que reafirmaran la utilidad de la representación 

algebraica de la función como la manera de obtener un conjunto de valores de la 

variable dependiente por cada valor que toma la variable independiente.  

En la tabla 4.2.4.2., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de la 

actividad 4 respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas 

instrumentadas.  

De acuerdo a sus comportamientos se ha asignado un puntaje de la siguiente 

forma:   
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2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del 

investigador; 1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y 

requieren de la ayuda del investigador; 0, si no pueden disponer de sus conocimientos 

(en el caso de la representación figural y algebraica) y necesitan ser guiados  por el 

investigador.     

TI Descripción. 

P
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s 
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K
a
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C
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P
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d
a
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C
a
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o
s 
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a
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C
e
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st
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M
a
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e
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 y
 

J
o
n

a
th

a
n

 

%
 P

u
n

ta
je

 

TI-F 

Construyen la representación 

geométrica figural del problema 

con Geogebra. 

1 1 1 1 1 1 1 
50

% 

TI-N 

Elaboran tabla que incluye 

valores de la distancia de la 

pantalla al observador y valores 

del ángulo visual del observador. 

4 2 2 2 2 2 2 

100

% Completan tabla con los cambios 

de la distancia de la pantalla al 

observador, cambios del ángulo 

visual del observador y la razón 

de cambio. 

6 2 2 2 2 2 2 

TI-G 

Grafican y unen los puntos 

correspondientes a los valores de 

la distancia de la pantalla al 

observador y valores del ángulo 

visual del observador. 

5 2 2 2 2 2 2 
100

% 

TI-A 

Determinan la representación de 

forma algebraica del ángulo 

visual del observador en función 

de la distancia de la pantalla al 

observador y grafican la función. 

9a, 

9c 
1 1 1 1 1 1 

50

% 

 
% Puntaje por estudiante. 

 80% 80% 80% 80% 80% 80% 
75

% 

Tabla 4.2.4.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 4 respecto al comportamiento de los 

estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas. 

 

 

 

 

. 
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AM Acciones 

P
re

g
u

n
ta

s 

E
n

ri
q
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e
  

y
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b
e
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C
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o
s 

M
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C
e
le

st
in

o
 

M
a
ri

e
la

 y
 

J
o
n

a
th

a
n

 

%
 P

u
n

ta
je

  

AM0 

Identifican dimensiones que 

cambian. 
2 2 2 1 1 1 2 

67% Identifican dimensiones que no 

cambian. 
3 1 1 1 1 1 1 

Determinan el dominio de la variable 

independiente. 
5 b 2 2 1 1 1 2 

AM1 

Asignan en el eje x, a la distancia del 

observador a la pantalla y la medida 

del ángulo del observador al eje y. 

5 a 2 2 1 2 2 2 92% 

AM2 y 

AM3 

Coordinan la dirección de cambio de 

la distancia de la pantalla al 

observador con los cambios del 

ángulo visual del observador. 

5 c 2 2 1 2 2 2 92% 

AM4 

Identifican el intervalo de la 

distancia en el que el cambio de la 

medida del ángulo es mayor. 

6 a 2 0 0 2 2 2 

56% 
Identifican el intervalo de la 

distancia en el que el cambio de la 

medida del ángulo es menor. 

6 b 2 2 0 2 2 2 

Identifican el segmento de la gráfica 

con mayor inclinación. 
6 c 2 0 0 0 0 0 

Soluci

ón al 

proble

ma 

Determinan la solución del problema 

de acuerdo a la gráfica. 
5 d 2 2 2 2 2 0 

83% 
Determinan la solución del problema 

de acuerdo a todo el análisis 

realizado. 

7, 8 

2 2 2 2 2 0 

 % Puntaje por estudiante. 
 95

% 

75

% 

45

% 

75

% 
75% 65% 

78% 

Tabla 4.2.4.3. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 4 respecto a sus comportamientos en las 

acciones mentales de razonamiento covariacional. 
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Conclusiones sobre las acciones instrumentadas de la actividad 4. 

 Al realizar la representación figural del problema en el software, los 

estudiantes inician con el trazo de los objetos que tienen medidas constantes, 

las cuales no tienen dificultad para reconocer y trazar, sin embargo, todos 

tienen dificultades para identificar a valores que son variables y ubicarlos en 

el plano, por ejemplo, no podían determinar la ubicación del observador en el 

plano cartesiano y no fue tan evidente identificar al ángulo visual del 

observador a la pantalla como una medida que cambia y hacer los trazos que 

lo representara. 

 En la elaboración de la tabla de valores y gráfica de puntos, no tuvieron 

dificultades. 

 La representación algebraica fue discutida de forma grupal, con preguntas 

guiadas por parte del investigador, los estudiantes identifican dos triángulos 

rectángulos y la tangente de sus ángulos. No recordaron como obtener la 

función inversa de la tangente para despejar al ángulo, pero si determinan 

que mediante la resta de los ángulos se puede obtener la función del ángulo 

buscado. 

En la tabla 4.2.4.3., se muestra el resumen de los resultados obtenidos respecto 

a sus comportamientos en las acciones mentales de razonamiento covariacional. La 

clasificación del puntaje se ha determinado como sigue: 

2, si los estudiantes tienen un dominio sobre la acción mental; 1, si la respuesta de los 

estudiantes es parcialmente correcta; 0, si presentan dificultades para interpretar la 

información respecto a los niveles de razonamiento covariacional. 

Conclusiones respecto a las acciones mentales de razonamiento covariacional. 

 La mayoría de los estudiantes identifican solo a una de las dos variables y a 

una de las dos constantes involucradas en el problema. Respecto al intervalo 

del dominio señalan como valor mínimo cero y algunos no señalan el valor 

máximo de acuerdo al contexto del problema sino al valor máximo con el que 

construyeron la tabla. Con estas respuestas tal parece que no están del todo 
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involucrados en el contexto del problema, ya que será difícil que el 

observador pueda tener un buen ángulo de observación a la pantalla si su 

distancia a la pantalla es cero y en cuanto a la distancia máxima, en su 

actividad se ha puesto una nota en la que indica que la banca más alejada se 

encuentra a 20 metros de distancia.  

 En cuanto a las acciones mentales AM1, AM2 y AM3 muestran un mayor 

dominio. 

 Respecto a la coordinación de la razón de cambio, la mayoría de los 

estudiantes puede identificar de forma correcta los intervalos donde hay un 

mayor o un menor cambio. Sólo un par de estudiantes continúa con la 

dificultad para diferenciar entre el comportamiento de los cambios y el 

comportamiento de valores que toma la variable dependiente. 

La pregunta con la cual se esperaba que relacionaran la pendiente de las rectas 

secantes que unen dos puntos con la razón de cambio, no fue clara para los 

estudiantes y solo un equipo ha podido identificar la recta con mayor inclinación. 

 

4.2.5. Análisis de resultados del post test. 

 

4.2.5.1. Problema 1. 

Técnica instrumentada: TI-F. 

Descripción: Construyen la representación geométrica figural del 

problema con Geogebra (pregunta 1). 
 

Comportamientos. 

El post test se realizó de forma individual y se les sugirió a los estudiantes 

realizar la representación figural en Geogebra. El día en que se llevó a cabo el post test 

solo acudieron 9 estudiantes, de los cuales Jorge y Cristian realizaron la representación 

figural, Karla, Obed, Piedad, Marco y Alejandro pidieron a sus compañeros que les 

permitieran explorar su construcción. Enrique y Celestino no usaron el software 

dinámico.   
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En el transcurso de las actividades cinco estudiantes llevaban su laptop, pero el 

día en que realizaron el post test solo dos estudiantes la llevaron, esta fue la razón por 

la cual no todos construyeron la figura y las representaciones tabular y gráfica. 

 Los estudiantes que la realizaron tuvieron dificultades para hacer la construcción 

de la figura en el software, ya que no podían relacionar el largo y el ancho del terreno. 

Para que pudieran avanzar en el post test se les ayudó con la construcción para que se 

concentraran en explorar los cambios de las variables. Para hacer la tabla de valores y 

la gráfica de puntos no tuvieron dificultades. 

 

Acción: AM0. 

Descripción: Identifican variables, constantes, y el dominio de la 

variable independiente, el cual tiene sentido para el problema 

(preguntas 2, 3 y 4). 
 

Comportamientos. 

De todos los estudiantes sólo Jorge ha podido identificar las tres variables que 

corresponden al largo, el ancho y el área del terreno, los demás identificaron 

únicamente el largo y el ancho, Celestino menciona que todos, pero no especifica a que 

se refiere. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.1. 

El hecho de que Jorge pudiera identificar a las tres variables puede atribuirse a 

que él ha hecho la representación figural y en su exploración es más fácil para ellos 

identificarlas. 

Estudiantes Respuestas 

Jorge 

 

Alejandro 

 

Figura 4.2.5.1.1 AM0. Identifican variables. 
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En cuanto a las medidas que no cambian, dos estudiantes identifican al 

perímetro, tres estudiantes no señalan como tal al perímetro sino los metros de valla, 

tres estudiantes señalan de forma equivocada al área y Marco no identifica a ninguna 

medida que no cambie. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la tabla 4.2.5.1.2. 

En cuanto al intervalo del dominio de los valores de las variables de largo y 

ancho, cuatro estudiantes señalan el intervalo (0, 200) para las dos variables el cual es 

correcto, Jorge determina de forma equivocada que el intervalo es (0, 100) para las dos 

variables, Cristian señala 200 para las dos variables pero no indica un intervalo que 

contenga el valor mínimo, Karla solo señala el valor de 100, Piedad indica un 130 para 

el largo y un 70 para el ancho, finalmente Celestino no contesta. Algunas de sus 

respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.3. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad 

 

Alejandro 

 

Cristian 
 

Marco 

 

Figura 4.2.5.1.2. AM0. Identifican constantes. 

 

 Aunque Jorge ha hecho la representación figural, no ha podido identificar de 

forma correcta el dominio de las variables.  

Piedad más bien señala un valor posible para la medida de largo y otra para la 

medida de ancho pero no determina un intervalo.  
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De acuerdo a los resultados de las actividades anteriores, el hecho de hacer la 

exploración en la figura dinámica hace más sencilla la identificación del intervalo del 

dominio de las variables. 

Estudiantes Respuestas 

Marco 

 

Jorge  

 

Cristian 

 

Karla 

 

Piedad 

 

Figura 4.2.5.1.3. AM0. Respecto al dominio del largo y el ancho. 
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Técnica instrumentada: TI-A. 

Descripción: Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en 

función del largo (pregunta 5). 
 

Comportamientos. 

Piedad es la única estudiante que determina al ancho del huerto en función del 

largo. Karla lo intenta pero tiene errores de operación (ver . Sus expresiones se 

presentan en la figura 4.2.5.1.4. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad  

 

Karla  

 

Figura 4.2.5.1.4. TI-A. Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en función del 

largo. 

 

Técnica instrumentada: TI-A. 

Descripción: Determina de forma algebraica el área del huerto en 

función de su medida de largo (pregunta 6). 
 

Comportamientos. 

En consecuencia de la respuesta anterior, solo Piedad determina la expresión 

para determinar el área del huerto en función de su largo, aunque tiene un error al 

escribir la expresión, ya que ha cambiado la letra l por h, si se toma en consideración 
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que la expresión que representa al ancho en función del largo la ha obtenido de forma 

correcta, su error se podría considerar como una distracción. El razonamiento de Karla 

es escribir la fórmula del área, pero no puede establecer la función, sino que da valores 

determinados al largo y al ancho para obtener un valor de área específico. Sus 

resultados se muestran en la tabla 4.2.5.1.5.  

Estudiantes Respuestas 

Piedad  

 

Karla  

 

Figura 4.2.5.1.5. TI-A. Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en 

función del largo. 

 

Acción: AM2. 

Descripción: Coordinan la dirección de cambio del área con los cambios 

del largo (pregunta 7). 
 

Comportamientos.  

La pregunta que tiene que ver con esta acción mental, es contestada solo por 

cuatro estudiantes, de los cuales tres son los que utilizaron el software y realizaron 

tablas de valores. 

Marco ha sido el único estudiante que determina de forma correcta la dirección 

del cambio del área de acuerdo a los cambios de la base, pues indica que las medidas 

del área aumentan y disminuyen. 

 Karla determina que el área aumenta conforme aumenta el largo, Cristian solo 

señala que las medidas varían y los demás estudiantes contestan que el área 

disminuye, lo que al parecer, en su respuesta han confundido el comportamiento del 
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área con el comportamiento del ancho del terreno. Ejemplos de sus respuestas se 

muestran en la tabla 4.2.5.1.6. 

Estudiantes Respuestas 

Marco 

 

Karla 

 

Cristian 

 

Jorge 

 

Figura 4.2.5.1.6. AM2. Coordinan la dirección de cambio del área con los cambios del largo. 

 

 

Acción: AM3. 

Descripción: Coordinan la razón de cambio del área respecto a los 

cambios del largo (pregunta 9). 
 

En relación al comportamiento de los cambios del área en los puntos más altos 

de la gráfica, se esperaba que los estudiantes reflexionaran que en tales puntos los 

cambios son más pequeños, la respuesta que mejor se acerca a la respuesta esperada 

es la de Marco, quien puede identificar que “comienza aumentando mucho y después 

poquito”, las respuestas de Piedad, Karla, y Cristian se pueden considerar que se 

refieren a la dirección del cambio. Alejandro, Obed y Jorge han vuelto a tener 

dificultades sobre diferenciar entre el comportamiento de los cambios del área y los 

valores del área, la respuesta que dan es que “aumenta”. Dos estudiantes no 

contestaron. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.7. 
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Estudiantes Respuestas 

Cristian 

 

Piedad 

 

Marco 

 

Karla 

 

Obed 
 

Figura 4.2.5.1.7. AM3. Identifican el comportamiento del cambio del cambio del área en los 

puntos más altos. 

 

Acción: AM4. 

Descripción: Coordinan la razón de cambio del área respecto a los 

cambios del largo (pregunta 8). 
 

En la pregunta 8 se cuestiona acerca del intervalo de la base donde el área 

disminuye más.  

Tal como puede apreciarse en la tabla 4.2.5.1.9., dados los cambios uniformes 

del largo cada 10 unidades, el intervalo en el que el área disminuye más es en (190, 

200).  

Cuatro estudiantes dieron el intervalo (190, 200) el cual es correcto si 

consideraron los incrementos uniformes del largo de 10 unidades, dos estudiantes 

indicaron 195, no dan un intervalo pero si ellos consideraron incrementos del largo de 5 

unidades, pudieron haber visto que el área disminuye más en el intervalo de 195 a 200 

aunque se olvidaron de mencionar el 200 (ver sus ejemplos de sus respuestas en la 

figura 4.2.5.1.8). 
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Estudiantes Respuestas 

Marco 

 

Piedad 

 

Figura 4.2.5.1.8. AM4. Coordinan la razón de cambio del área con los cambios del largo. 

 

 

Figura 4.2.5.1.9. Tabla de valores que muestra valores del largo, del ancho, área, cambios del 

largo, cambios del área y la razón de cambio de los cambios del área respecto a los cambios del 

largo. 

 

 

 Solución al problema (pregunta 10). 
 

Comportamientos. 
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Cinco estudiantes determinan de forma correcta las medidas del largo y ancho 

del terreno de 100 x 100 metros con las cuales se obtiene el huerto de área máxima.  

Piedad y Cristian señalan que con 110 de largo y 90 de ancho se obtiene el huerto con 

mayor área. Dos estudiantes no contestaron. Algunas de sus respuestas se muestran 

en la figura 4.2.5.1.10. 

Estudiantes Respuestas 

Marco 

 

Karla 

 

Piedad  

 

Figura 4.2.5.1.10. Determinan las medidas del largo y ancho del huerto con las cuales se obtiene 

un área máxima. 

  

En la tabla 4.2.5.1.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos del 

post test del problema 1. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las 

técnicas instrumentadas y las acciones mentales de razonamiento covariacional se ha 

asignado un puntaje de la siguiente forma:  

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del investigador 

o bien, si los estudiantes tienen un dominio sobre la acción mental de razonamiento 

covariacional;  

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la 

ayuda del investigador o bien, si la respuesta relacionada a la acción mental de 

razonamiento covariacional es parcialmente correcta;  

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por 

el investigador o bien, si presentan dificultades para interpretar la información respecto 

a los niveles de razonamiento covariacional y contestar de forma correcta. 
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AM Acciones 
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%
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TI-F 

Realizan la 

representación figural 

en Geogebra 

 0 0 1 0 1 1 0 0 0 
20

% 

TI-A 

Determinan de forma 

algebraica el ancho en 

función del largo. 

5 0 0 0 0 0 0 2 0 0 

10

% 
Determinan la función 

del área en función del 

largo. 

6 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

AM0 

Identifican variables. 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 

60

% 

Identifican constantes. 2 0 2 2 2 2 0 2 0 0 

Identifican el dominio de 

las variables largo y 

ancho. 

3 

4 
2 2 0 2 0 2 0 2 2 

AM2 

 

Coordinan los cambios y 

la dirección de los 

cambios del área 

respecto a los cambios 

del largo. 

7 0 0 0 0 0 0 0 2 0 
10

% 

AM3 

Determinan el intervalo 

donde el área disminuye 

más.  

9 0 0 0 0 2 2 2 2 0 
40

% 

AM4 

Coordinan la razón de 

cambio de la altura 

respecto a los cambios 

del radio. Área cambia 

mas 

8 0 2 2 2 0 2 2 2 0 
70

% 

Sol. 

De acuerdo al análisis 

de todas las 

representaciones. 

1

0 
0 2 2 2 2 0 0 2 0 

60

% 

 
% Puntaje por 

estudiante. 
 

20

% 

50

% 

40

% 

50

% 

40

% 

40

% 

60

% 

60

% 

20

% 

42

% 

Tabla 4.2.5.1.1. Resumen de resultados del post test (problema 1). 
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4.2.5.2. Problema 2. 

 

Acción mental: AM0. 

Descripción: Identifican variables y constantes (pregunta 1). 
 

Comportamientos. 

Se espera que los estudiantes identifiquen como magnitudes variables al tiempo 

y a la distancia entre los dos navíos e identifiquen como magnitudes constantes a la 

velocidad de los navíos y la distancia del punto de partida del segundo navío al muelle. 

Los estudiantes hicieron referencia a algunas de tales magnitudes constantes o 

variables, pero ninguno expresó a todas en conjunto, el más cercano a la respuesta 

esperada fue Cristian quien señala que las medidas que no cambian son la velocidad y 

la que cambia es la distancia.  

Piedad no identifica entre las magnitudes a la velocidad y se refirió a ella como 

los kilómetros, por lo que indica que lo que cambia es el tiempo y la distancia y lo que 

no cambia son los kilómetros. Karla llama también kilómetros a la velocidad, pero a 

diferencia de Piedad, señala solo a la distancia como la medida que cambia y los 

kilómetros como lo que no cambia. 

Enrique señala que el intervalo de tiempo no cambia y lo que cambia es la 

distancia conforme el tiempo transcurre. Al parecer ha querido referirse a la velocidad a 

la que viajan los navíos los cuales viajan a diferente velocidad pero esa velocidad es 

por hora.  

Los cinco estudiantes restantes señalan literalmente que 15km, 20t, 10t no 

cambian y que d (t) cambia. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la 

figura 4.2.5.2.1. 
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 Estudiantes Respuestas 

Cristian 

 

Piedad 

 

Karla 

 

Enrique 

 

Jorge 

 

Figura 4.2.5.2.1. AM0. Identifican variables y constantes. 

 

Técnica instrumentada: TI-A. 

Descripción: Determinan de forma algebraica la distancia entre los 

dos navíos en función del tiempo (pregunta 2). 
 

Comportamientos. 

Cinco estudiantes (Celestino, Marcos, Jorge, Alejandro y Obed) intentaron 

determinar a la función de forma algebraica mediante el teorema de Pitágoras, pero 

tuvieron dificultad para identificar a la variable independiente (tiempo), y consideraron 

solo a las magnitudes constantes, de las cuales tampoco identificaron que una de ellas 

hace referencia a una distancia y las otras dos se refieren a velocidad y por lo tanto no 

pueden operarlas como términos semejantes. Karla busca de forma equivocada 

establecer una relación trigonométrica, es claro que tiene dificultad para identificar a los 

valores constantes, variables y que se requiere determinar la distancia entre los dos 

navíos en relación al tiempo. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la 

figura 4.2.5.2.2. 
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Estudiantes Respuestas 

Obed 

 

Marco 

 

Karla  

 

Figura 4.2.5.2.2. TI-A. Ejemplos de los intentos de los estudiantes para obtener la expresión 

algebraica de la distancia entre los navíos en función del tiempo. 
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Acción mental: AM1. 

Descripción: Coordinan los valores de la distancia entre los dos navíos 

con relación a los cambios del tiempo (preguntas 3a y 3b). 
 

 A los estudiantes se les proporciona de forma impresa la gráfica que representa 

al tiempo y la distancia entre los navíos y la tabla con valores del tiempo, la distancia, 

sus cambios y la razón de cambio.  

Comportamientos. 

 Siete de los estudiantes identifican de forma correcta que la coordenada de los 

puntos indican el tiempo representado en el eje x y la distancia entre los navíos se 

representa en el eje y. Cristian y Karla han asignado a la distancia al eje x y el tiempo al 

eje y. Estos estudiantes trabajaron juntos durante las actividades y no tuvieron 

dificultades al respecto, así que su error puede deberse a una distracción porque de lo 

contrario no tienen bien claro que la coordenada horizontal se representa habitualmente 

por la letra x, y la coordenada vertical se representa por la y puesto que los ejes están 

rotulados. Otra explicación puede ser que la representación dinámica les ha ofrecido 

una mejor comprensión para coordinar los cambios. Los ejemplos de sus respuestas se 

muestran en la figura 4.2.5.2.3. 

Estudiantes Respuestas 

Celestino 

 

Cristian 

 

Figura 4.2.5.2.3. AM1. Asignan las variables a los ejes coordenados. 

 

http://es.wikipedia.org/wiki/X
http://es.wikipedia.org/wiki/Y
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Acción mental: AM2. 

Descripción: Coordinan la dirección de los cambios de la distancia 

entre los dos navíos con relación a los cambios del tiempo (pregunta 3 

c). 
 

Comportamientos  

La mayoría de los estudiantes (excepto Cristian y Karla), han identificado la 

dirección del cambio, pues indican que los navíos primero se acercan y después se 

alejan. Cristian señala que los navíos se van alejando conforme transcurre el tiempo y 

Karla determina que la distancia va aumentando de 0.1, 0.2, así que tal parece que ella 

se refiere a los cambios del tiempo y no al cambio relativo entre el tiempo y la distancia. 

Los ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.2.4. 

Estudiantes Respuestas 

Piedad  

 

Marco y 

Celestino 
 

Cristian 

 

Figura 4.2.5.2.4. AM2. Coordinan la dirección del cambio entre las variables tiempo y distancia 

entre los navíos. 

 

 

Acción: AM4 y solución del problema. 

Descripción: Coordinan la razón de cambio de la distancia entre los 

dos navíos con relación a los cambios del tiempo (pregunta 3 inciso d). 
 

Comportamientos. 
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 En la figura 4.2.5.2.5., se muestran los intervalos de tiempo que han señalado los 

estudiantes en la pregunta referente al intervalo en que los navíos están más cerca. 

Estudiantes Los navíos están más cerca 

Intervalos correctos (0.2, 0.3) y  (0.3, 0.4), 

Enrique (0.2, 0.3) 

Marco (0.2, 0.3) 

Piedad (0.2, 0.3) 

Karla (0.2, 0.3) 

Celestino (0.3, 0.4) 

Cristian 0.3 

Obed (1, 1.1) 

Alejandro (1, 1.1) 

Jorge (1, 1.1) 

Figura 4.2.5.2.5. AM3. Intervalo de valores del tiempo 

en que los navíos están más cerca. 

 

 El intervalo (1, 1.1) es el punto más alto de la gráfica, tal parece que los 

estudiantes que han señalado este intervalo han pensado que el punto más alto indica 

que los navíos están más cerca, ya que en los problemas anteriores se buscaba un 

punto máximo, así que les hace falta analizar la información asociada con el contexto 

del problema. 

Acción: AM4. 

Descripción: Coordinan la razón de cambio de la función con 

incrementos uniformes del cambio en la variable independiente 

(preguntas 3 incisos e, f y g). 
 

Comportamientos. 
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 En la figura 4.2.5.2.6., se muestran los intervalos que los estudiantes han 

señalado respecto a la distancia a la que se alejan o se acercan los navíos más rápido 

a más lento.  

 

Estudiantes Los navíos se 

acercan más 

lento 

Los navíos se 

acercan más 

rápido 

Los navíos se 

alejan más 

rápido 

Intervalos correctos (0.2, 0.3) (0, 0.1) (1, 1.1) 

Jorge (0.2, 0.3) (0, 0.1) (1, 1.1) 

Celestino (0.2, 0.3) (0, 0.1) (1, 1.1) 

Marco (0.2, 0.3) (0.1, 0.2) (1, 1.1) 

Enrique (0.3, 0.4) (1, 1.1) (0.2, 0.3) 

Obed (0.1, 0.2) (0.3, 0.4) (0.6, 0.7) 

Alejandro (0.1, 0.2) (0.3, 0.4) (0.6, 0.7) 

Piedad (0, 0.1) (0.2, 0.3) (0.9, 1.0) 

Cristian (1, 1.1) (0, 0.1) (0.6, 0.7) 

Karla (0, 0.1) (0.2, 0.3) (1, 1.1) 

Figura 4.2.5.2.6. AM4. Intervalos de valores del tiempo en que los navíos se acercan 

más lento, se acercan más rápido y se alejan más rápido. 

 

Como puede observarse, Jorge y Celestino han contestado de forma correcta. 

En cuanto a Jorge, se puede obtener de forma íntegra de acuerdo a su respuesta y a su 

justificación (ver figura 4.2.5.2.7.), su comprensión de los cambios de una función en 

cuanto las cuatro acciones mentales de razonamiento covariacional. En cuanto a la 

AM1 puede determinar que la distancia y el tiempo cambian. En cuanto a la AM2, es 

evidente que la ha desarrollado de forma correcta ya que puede identificar cuando los 

navíos se acercan y cuando se alejan mientras que el tiempo transcurre. Respecto a la 

AM3 ha podido coordinar que el intervalo de tiempo es uniforme, mientras que la 

cantidad de cambio de la distancia entre los navíos es mayor en el intervalo (1, 1.1), (si 
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bien, el estudiante ha expresado que los navíos avanzan más en lugar de decir que la 

distancia entre los navíos es mayor, lo que vale la pena destacar es que ha podido 

coordinar la cantidad de cambio de las variables). Finalmente, en cuanto a la 

coordinación de la razón media de cambio, el estudiante da evidencias de haber 

logrado comprender el cambio relativo entre las variables, ya que ha logrado identificar 

los intervalos en que el cambio es mayor o menor respecto a la unidad de medida (0.1 

horas), pero además, ha relacionado de forma visual la pendiente de las rectas 

secantes con la razón de cambio. 

 

Por otro lado, Enrique es otro estudiante que da muestras del acercamiento que 

tuvo al concepto de razón de cambio, aunque la respuesta de la pregunta 3, inciso e no 

se le consideró correcta ya que se cuestionaba acerca del intervalo de tiempo en que 

los navíos se acercaban más lento (confusión acerca de la AM2), él  indicó el intervalo 

en el que se alejaban más lento, pero lo que es interesante resaltar es que en su 

justificación comprende a la razón de cambio como el cambio por unidad de 

comparación ya que expresa que  los navíos tienen un acercamiento menor en el 

mismo lapso de tiempo (ver figura 4.2.5.2.8.). 

 

Figura 4.2.5.2.8. Justificación de la respuesta de Jorge de la pregunta 3e relacionada a 

la comprensión de la razón de cambio. 

 

 

Figura 4.2.5.2.7. Justificación de las respuestas de Jorge con las preguntas 

relacionadas a la comprensión de la razón de cambio. 



 182 

La justificación de las respuestas de Celestino (ver figura 4.2.5.2.9), son visuales, 

aunque no se puede determinar si lo que observó fue el comportamiento de la razón de 

cambio en la tabla o lo hizo de forma gráfica al relacionar las pendientes de las rectas 

secantes.  

 Karla ha señalado los intervalos incorrectos (ver figura 4.2.5.2.9), en la 

justificación de sus respuestas se puede apreciar que no analizó el comportamiento de 

los cambios, ella no considera un cambio relativo entre la distancia entre los navíos y el 

tiempo, solo hace referencia a la distancia que recorren.  

En cuanto a los demás estudiantes, en algunos casos dan los intervalos 

correctos y en otros no, pero no han justificado sus respuestas. 

Estudiantes Respuestas 

Celestino 

 

Enrique 

 

Karla 

 

Figura 4.2.5.2.9. AM4. Coordinan la razón de cambio de la distancia entre los dos navíos con incrementos 

uniformes de cambio del tiempo. 
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En la tabla 4.2.5.2.2., se presenta el resumen de los resultados obtenidos del 

post test. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas 

instrumentadas y las acciones mentales de razonamiento covariacional se ha asignado 

un puntaje de la siguiente forma:  

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del investigador 

o bien, si los estudiantes tienen un dominio sobre la acción mental de razonamiento 

covariacional. 

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la 

ayuda del investigador o bien, si la respuesta relacionada a la acción mental de 

razonamiento covariacional es parcialmente correcta. 

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por 

el investigador para realizar las construcciones o bien, si presentan dificultades para 

interpretar la información respecto a los niveles de razonamiento covariacional. 

AM Acciones 

P
re

g
u

n
ta

s 

E
n

ri
q
u

e
  

O
b
e
d

 

J
o
rg

e
  

A
le

ja
n

d
ro

 

K
a
rl

a
  

C
ri

st
ia

n
 

P
ie

d
a
d

  

M
a
rc

o
  

C
e
le

st
in

o
 

%
 P

u
n

ta
je

  

TI-A 

Determinan la expresión 

algebraica para obtener la 

distancia entre los dos 

navíos ancho en función 

del tiempo. 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0% 

AM0 

Identifican valores que 

cambian. 

1 

0 1 1 1 1 1 2 1 1 

44

% 
Identifican valores que 

cambian. 
1 2 2 2 2 0 2 2 2 

AM1 

 

Asignan la variable 

tiempo al eje x. 
 2 2 2 2 0 0 2 2 2 

77

% Asignan la variable 

distancia entre los dos 

navíos al eje y. 
 2 2 2 2 0 0 2 2 2 

AM2 

Coordinan la dirección de 

los cambios de la 

distancia entre los dos 

navíos con relación a los 

3c 2 2 2 2 0 0 2 2 2 
77

% 
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cambios del tiempo. 

AM3 

Coordinan la cantidad de 

cambio de la distancia 

entre los dos navíos con 

relación a los cambios del 

tiempo. 

3

d 
2 0 0 0 2 2 2 2 2 

67

% 

AM4 

Coordinan la razón media 

de cambio de la distancia 

entre los dos navíos con 

incrementos uniformes 

del cambio del tiempo. 

 

3

e 
0 0 2 0 0 0 0 2 2 

37

% 
3f 0 0 2 0 0 2 0 0 2 

3

g 
0 0 2 0 2 0 0 2 2 

 

% Puntaje por estudiante. 

 
45

% 

45

% 

7

5

% 

45

% 

35

% 

25

% 

60

% 

75

% 

85

% 

56

% 

Tabla 4.2.5.2.2. Resumen de los resultados obtenidos del post test del problema 2. 

 

El hecho de que no todos los estudiantes exploraran el comportamiento de las 

variables en el software dinámico, pone en evidencia que para realizar un análisis 

desde la perspectiva del razonamiento covariacional se requiere hacerlo a partir de la 

exploración de las diferentes representaciones. Por ejemplo si se comparan los 

resultados de Enrique del problema 1 con los del problema 2 tenemos que obtuvo uno 

de los más bajos puntajes siendo que fue uno de los estudiantes que mejor refleja su 

desarrollo en cuanto a las acciones mentales en el problema 2 y en las actividades 

anteriores (ver tabla 4.2.5.2.3). 

Si bien, Enrique y Celestino tuvieron como obstáculo la falta de las diferentes 

representaciones para desarrollar las acciones mentales del razonamiento 

covariacional, surge una pregunta, ¿tiene el mismo efecto construir y explorar las 

diferentes representaciones con el uso de la tecnología en lugar de hacerlo con lápiz y 

papel? 

Al hacer el análisis se consideran dos aspectos: el primero en cuanto a la 

construcción de las representaciones y el segundo en referente a su exploración. 
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Estudiantes Uso del 

software 

AM0 AM2 AM3 AM4 Post test 

Problema 1 Problema 2. 

Jorge Construyeron 

y exploraron la 

figura. 

67% 0% 0% 100% 75 % 75 % 

Cristian 50% 0% 100% 100% 63 % 45 % 

Karla Exploraron la 

figura. 

50% 0% 100% 0% 38 % 45 % 

Marco 50% 100% 100% 100% 88 % 75 % 

Piedad 50% 100% 100% 100% 88 % 75 % 

Alejandro 83% 0% 0% 100% 46 % 75 % 

Obed 83% 0% 0% 100% 46 % 95 % 

Enrique  Sin uso del 

software 

50% 0% 0% 0% 13 % 95 % 

Celestino 50% 0% 0% 0% 13 % 75 % 

  59% 22% 44% 67% 48 % 72 % 

Tabla 4.2.5.2.3. Resultados del post test del problema 1 y comparación de resultados globales con el 

problema del cilindro de la actividad 2. 

 

En cuanto a la construcción de las representaciones.  

Respecto a la construcción de gráficas y tablas los resultados muestran que los 

estudiantes lograron realizarlas en el software cada vez sin dificultades. Hacerlo a lápiz 

y papel les requeriría mucho tiempo con el riesgo de que pierdan interés y prefieran 

abandonar la tarea. En el caso de que lograran construirlas, el problema de hacerlo a 

lápiz y papel es el tiempo invertido y lo laborioso para realizarlas a diferencia de la 

potencialidad del software para construirlas en un tiempo mínimo además de integrar en 

la pantalla a cada una de ella. 

En cuanto a la construcción figural, haremos referencia al problema 4, en el cuál 

no se les proporciona una figura a lápiz y papel a diferencia de los demás problemas 

que si se les fue otorgada.  

Los resultados muestran que hacer la figura que representa al problema a lápiz y 

papel les representa dificultades a los estudiantes. Pero más aún, en la construcción de 

la figura en el software puesto que están inmersos diferentes aspectos tales como: 
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tener conocimientos matemáticos previos, tener la competencia para disponer de los 

conocimientos requeridos y asociarlos con la figura que necesiten representar, también 

la apropiación de las herramientas del software y la habilidad para relacionar variables 

en la figura disponiendo de las herramientas. 

Con estos resultados pareciera que no se aconseja que los estudiantes 

construyan las representaciones figurales en el software dinámico, pero no es así. Los 

resultados obtenidos muestran que los estudiantes comprenden de mejor manera las 

magnitudes constantes, las que son variables así como su dominio y la forma como se 

relacionan. Por éstas razones, se recomienda que construyan la representación figural, 

pero en un principio guiados por el profesor, de tal forma que paulatinamente se 

apropien del software y reconozcan la utilidad de diferentes conocimientos matemáticos 

que anteriormente han adquirido sin encontrar algún sentido de por qué debieran 

aprenderlos.  

En cuanto a la exploración de las representaciones. 

Si bien los estudiantes desarrollan de mejor manera su razonamiento 

covariacional a partir de la exploración de diferentes representaciones, surge la 

pregunta sobre cuál es la ventaja que realicen la exploración en un software dinámico. 

En el segundo problema del post test se les proporcionó de forma impresa la 

correspondiente representación figural, numérica y gráfica, es decir, no hicieron uso de 

la tecnología. Así que podremos realizar una comparación entre el desempeño global 

que obtuvieron los estudiantes en las actividades con el uso de la tecnología y el 

desempeño del post test (problema 2) sin recurrir a su uso (ver tabla 4.2.5.2.4.). 

Tal como se puede observar en la tabla, el uso de la tecnología influye de 

manera importante en cuanto a la exploración de la figura puesto que a partir de ella los 

estudiantes realizan de mejor manera su razonamiento covariacional. 

De forma general se concluye que la exploración dinámica de las diferentes 

representaciones influye de manera sustancial en el estudio de una función con un 

enfoque covariacional. 

 



 187 

                           Actividad 

AM 

Actividades 1, 2 y 4. Post test  

Problema 2. 

AM0 75 47 

AM1 88 78 

AM2 95 78 

AM3 60 67 

AM4 69 37 

Tabla 4.2.5.2.4. Comparación entre el desempeño global de las actividades con el 

uso de la tecnología y el desempeño del post test sin recurrir a su uso 
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES. 

En este capítulo se exponen las conclusiones y se da respuesta a las preguntas 

de investigación en torno a las cuales giró la experimentación. Finalmente, se concluye 

con la reflexión y perspectivas que surgen sobre el planteamiento de posibles líneas de 

investigaciones futuras. 

La presente investigación se ubicó en la comprensión de conceptos y las 

dificultades que los estudiantes encuentran para construirlos y hacer uso de ellos. 

Alrededor de la problemática en la comprensión de los conceptos del cálculo, las 

investigaciones reportan que en su enseñanza, se le da más peso a la formalización 

que al significado con relación a sus aplicaciones. En el proceso de delimitar la 

presente investigación, se direccionó a la comprensión de la derivada, la cual, puede 

representarse en diferentes contextos. A partir de esta reflexión, se consideró que una 

de las formas en que los estudiantes pueden lograr obtener un significado natural de la 

derivada, es que comprendan el concepto de razón de cambio, del cual, las 

investigaciones reportan dificultades en su comprensión. De esta forma, se determinó 

buscar la manera en que los estudiantes pudieran lograr construir y comprender el 

concepto en torno a situaciones que le den sentido y utilidad. En esta búsqueda se 

plantean tres preguntas de investigación y se establecen los objetivos para dar 

respuesta a tales cuestionamientos. 

5.1. Conclusiones. 

Los objetivos principales que perseguía la investigación, por un lado, era 

identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de máximos y mínimos, que 

permitieran a los estudiantes explorar la variación y que pudieran representarse en un 

sistema cartesiano; otro de los objetivos fue verificar la importancia del razonamiento 

covariacional como herramienta para comprender el comportamiento de una función en 

términos de su razón de cambio mediante el análisis y clasificación de las acciones 

cognitivas de razonamiento covariacional; y finalmente determinar cómo la construcción 

y la exploración de diferentes representaciones en un software dinámico y en un 
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contexto de problemas de máximos y mínimos podría ayudar al estudiante a guiar sus 

acciones cognitivas de razonamiento covariacional. 

A continuación se presenta la discusión sobre las respuestas a las preguntas de 

investigación.  En cuanto a la primera pregunta se tiene lo siguiente: 

1. ¿Cuál es el efecto de medir la variación de una función mediante actividades que 

involucran el razonamiento covariacional?  

Al tomar como punto de referencia los resultados obtenidos del pre test, solo la 

tercera parte de los estudiantes pudo expresar de forma verbal el comportamiento de 

un fenómeno a partir de una gráfica. También presentaron falta de comprensión de la 

información que ofrecen las representaciones numéricas, gráficas y algebraicas así 

como la dificultad para relacionarlas y construirlas. 

Durante el desarrollo de las actividades en las cuales es necesario aplicar un 

razonamiento covariacional, los estudiantes mostraron una comprensión considerable 

en cuanto a lo siguiente: 

Cuando exploraron de forma dinámica el comportamiento de las funciones 

inmersas en cada uno de los problemas planteados, pudieron identificar en mejor 

medida los valores constantes y variables, el dominio de éstas, así como coordinar el 

comportamiento de sus cambios en cuanto a su dirección, su cantidad y los cambios 

relativos. Aunque referente a este último punto, (la coordinación de la razón de cambio), 

algunos estudiantes tuvieron dificultades para diferenciar entre el comportamiento de la 

razón de cambio y el comportamiento de los valores de la variable dependiente.  

En relación con la segunda pregunta: 

2. ¿Cómo influye el uso de problemas de máximos y mínimos en la comprensión de 

la variación de una función? 

Si bien, los problemas de contexto están destinados a apoyar un proceso de 

reinvención que permite a los estudiantes luchar a brazo partido con las matemáticas 

formales (Gravemeijer & Doorman, 1999), en la presente investigación, el planteamiento 

de problemas de máximos y mínimos para comprender el comportamiento de la función 

y la razón de cambio, ha resultado influir de forma favorable cuando realizaron la 
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exploración de las diferentes representaciones, así como para responder con sentido a 

cada uno de los cuestionamientos en el desarrollo de las actividades.  

En las situaciones que se consideraron para las actividades, se incluyó un 

problema relacionado con área, un problema relacionado con volumen y un problema 

relacionado con ángulo.  

El problema de la ventana de área máxima resultó ser el más comprensible 

puesto que no tuvieron dificultades para identificar todos los datos que eran variables y 

constantes así como determinar el dominio de las variables, restringido por los valores 

constantes. Por su sencillez y familiaridad con el contexto resultó ser atractivo, por 

ejemplo, un estudiante expresó que “ya podría construir su casa porque ya conocía la 

forma para determinar las medidas de las ventanas”.  

Sobre los problemas del post test, uno fue relacionado con área y otro 

relacionado con tiempo. El hecho de considerar diferentes magnitudes que no tenían 

que ver con el tiempo tuvieron resultados considerables ya que en el problema que si lo 

incluía se obtuvieron resultados favorables de los estudiantes cuyos comportamientos 

en el desarrollo de las actividades fueron acordes a las acciones mentales de 

razonamiento covariacional, de tal forma que, en algunas de sus respuestas, integran 

los cuatro niveles que incluye la comprensión del concepto de razón de cambio. 

Finalmente, en relación con la tercera pregunta: 

3. ¿Cómo influye el uso de un software de geometría dinámica en el estudio de una 

función con un enfoque covariacional? 

Los resultados obtenidos muestran que los estudiantes comprenden de mejor 

manera las magnitudes constantes, las que son variables así como su dominio y la 

forma como se relacionan cuando construyen y exploran la representación figural. Por 

éstas razones, se recomienda que los estudiantes construyan las representaciones 

figurales en el software, pero en un principio guiados por el profesor, de tal forma que 

paulatinamente se apropien de las herramientas del software y vayan adquiriendo 

habilidades para disponer de conocimientos matemáticos adquiridos con anterioridad, 

de los cuales no encuentran utilidad y algún sentido de por qué deben aprenderlos. 
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En cuanto a la construcción de tablas, los estudiantes tuvieron una mejor 

perspectiva de que las diferencias obtenidas respecto a cada una de las variables 

tenían que ver con sus cambios. Al realizar la exploración, era más comprensible 

identificar los cambios de las variables y los cambios relativos. 

La gráfica resultó ser un complemento de mucha utilidad de la tabla de valores, 

puesto que cuando hacían la exploración visual en la gráfica pudieron desarrollar en 

mayor medida las acciones mentales AM1 ya que podían identificar que la coordenada 

de cada punto daba información de las variables involucradas en cada uno de los 

problemas y que cada valor de la variable independiente se relacionaba con un valor de 

la variable dependiente. En cuanto a la AM2, les era más sencillo ver el comportamiento 

de la gráfica y, en algunos casos, lo corroboraban con los datos de la tabla. En cuanto a 

la AM3, podían observar puntos separados al principio de la gráfica y puntos más 

cercanos en los puntos cercanos a los máximos. Respecto a la AM4, cuando los 

estudiantes construyeron la gráfica de razón de cambio, pudieron observar que los 

valores extremos de la variable dependiente se relacionaban con la coordenada más 

próxima al eje x. 

 De tal forma se concluye que, la construcción y la exploración dinámica de las 

diferentes representaciones (figural, numérica y gráfica) influye de manera sustancial en 

el estudio de una función para comprender sus cambios. 

5.2. Reflexiones y perspectivas de investigación. 

Desde el punto donde ubicamos la investigación, tenemos dos perspectivas, una 

que mira hacia atrás, acerca de la falta de habilidad de los estudiantes para recurrir a 

sus conocimientos para aplicarlos en la construcción de uno nuevo, pero esa falta de 

habilidad tiene que ver con su falta de comprensión sobre el origen y utilidad de los 

mismos.  

Por ejemplo, cuando se pidió a los estudiantes determinar la expresión 

algebraica, aunque en la gráfica tenían los elementos para obtenerla, pusieron en 

evidencia que no tenían presentes los conocimientos previos para: determinar la 

ecuación de una recta, identificar en la tabla de valores a la pendiente u obtenerla 
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dadas las coordenadas de dos puntos e identificar los componentes de la ecuación y 

asociarlos con el contexto del problema.  

Viendo más atrás, los estudiantes mostraron una falta de dominio sobre sus 

conocimientos del álgebra. Con este resultado pareciera que el aprendizaje de tales 

conocimientos fue por memorización y sin darle algún sentido, lo que ocasiona que 

tales conocimientos sean fáciles de olvidar. La sugerencia que se hace al respecto es 

hacer una revisión acerca de la forma como se realiza en estos momentos la 

enseñanza de estos conocimientos y lo que las investigaciones han aportado al 

respecto. Mientras que, de acuerdo a los requerimientos que se necesitaron para 

realizar el presente estudio, se sugiere que el aprendizaje del álgebra y la geometría se 

adquieran mediante la construcción de los mismos a partir del planteamiento de 

problemas, auxiliados de un software dinámico matemático. De esta forma, se estaría 

preparando el terreno para el  estudio de las funciones y posteriormente al cálculo. 

Ya que el presente trabajo y diferentes investigaciones han puesto en evidencia 

la utilidad de un software dinámico matemático para explorar y construir conceptos, otro 

punto importante que abordar, es la forma en que los programas de estudio pueden 

incorporarlo. Esta reflexión abarca desde el equipo de cómputo con que cuentan las 

instituciones, la forma de organizar a los estudiantes de acuerdo al equipo con el que se 

cuenta, la forma en cómo hacer saber a los profesores sobre los resultados de estas 

investigaciones y se apropien de la tecnología para llevar a cabo la enseñanza 

encaminada a que los estudiantes construyan con sentido el aprendizaje de los 

conceptos matemáticos. 

Otra de las perspectivas mira hacia dar el siguiente paso de la investigación, el 

cual sugiere desarrollar la acción mental 5 de razonamiento covariacional que tiene que 

ver con la coordinación de la cantidad de cambio instantánea de la función con los 

cambios continuos en la variable de entrada. Llegados a este punto, se buscaría lograr 

que los estudiantes integren diferentes contextos de la derivada, por ejemplo, mediante 

la comprensión del concepto de límite al hacer cambios de la variable independiente 

cada vez más pequeños con ayuda de un deslizador, (herramienta de Geogebra para 

cambiar valores de forma dinámica) y en este proceso, asociar la razón de cambio 
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instantáneo con la gráfica de la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva, 

pero a su vez, que la pendiente de tal recta simbólicamente es el límite del cociente de 

diferencias. De esta forma, el estudiante estaría integrando las diferentes 

representaciones de la derivada, logrando desarrollar la competencia para disponer de 

cualquiera de ellas de acuerdo al contexto en el que se encuentre realizando su 

estudio. 
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APÉNDICE A. PRE TEST. 

PRE-TEST Parte 1 

 

Nombre: _______________________________________________________________ 

 

1. ¿Qué expresión hay que añadir a 23 5 6x x   para que la suma sea 3x? 

 

 

2. Desarrollar los siguientes binomios. 

 

a)  
2

3x   

 

 

b)  
2

x h   

 

 

c) 3( 2)x  

 

 

3. Resolver las siguientes ecuaciones. 

 

a) 2(2 3) 6x x    

 

 

b) 22 3 5 0x x    
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PRE-TEST Parte 2 

 

Nombre: _______________________________________________________________ 

 

4. De acuerdo al siguiente problema contesta lo que se pide: 

Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con        

longitudes de largo (l) y ancho (w). 

 
a) Completa la tabla de valores que muestra la relación entre el largo y el ancho. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Completa la tabla de valores que muestra la relación entre el largo y el área. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

larg
o (l) 

anch
o (w) 0   

  190 

20   

52   

  100 

120   

145   

  36 

188   

200   

la
rgo 

Área 

0   

1
0 

  

2
0 

3600 

5
2 

  

1
00 

  

1
20 

  

1
45 

  

1
64 

  

1
88 

  

2
00 
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c) Utiliza la tabla anterior para obtener la gráfica del largo y el área 

 

 
 

d) El punto (20, 3600) pertenece a la gráfica. ¿Cómo interpretas las coordenadas 

de este punto en el problema propuesto? 

 

 

 

e) ¿Con qué medidas de largo y ancho puedo obtener un área de 9600 metros 

cuadrados?  

 

 

 

f) ¿Cuáles son las dimensiones del huerto con la mayor área posible? ¿Qué punto 

de la gráfica representa el área máxima? 

 

 

 

g) Escribe una fórmula para determinar el área del huerto en términos del largo. 
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5.  Describe cómo la cantidad de agua en una piscina (V,  volumen) cambia con el 

tiempo (t) en cada caso: 

 

a)  

 

 
 

 
            

  
            

  
  

    
  

  
            

  
            

  
            

 

b)  

 

 
 

 
            

  
            

  
  

    
  

  
            

  
            

  
            

 

c)  

 

 
 

 

 

            

  

             

  

   
    

  

  

             

  

             

  

             

                       

d)  
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6. Si los segmentos EB y DC son paralelos, el segmento AB = 2, BC = 18 y EB = 3. 

Calcular la medida del segmento DC. 

 

 

 

 

7. Dada la función  
2( ) 2 5 4f x x x     determina (3)f  y (3 )f h . 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Determina la pendiente y la ecuación de la recta que pasa por los puntos A (-2,-1) y B 

(4,7). 

 

 

 

 

 

 

 

9. Para la ecuación de la parábola  
2 6 11 0x x y     , determina las coordenadas del 

vértice. 
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10. Une con una línea cada tabla con su correspondiente gráfica y ecuación.  

 

x y 
  

 

 
 

    -0.5 1 
       -0.4  0.6 
       -0.3  0.2 
      

2x + y = 1 
-0.2 -0.2 

       -0.1 -0.6 
        0.1 -1.4 
        0.2 -1.8 
        0.3 -2.2 
        0.4 -2.6 
  

 

  0.5 -3 
   

     x y 
   -0.5 3 
  

- 4x²+y = - 1 
-0.4 2.6 

   -0.3 2.2 
   -0.2 1.8 
   -0.1 1.4 
    0.1 0.6 
    0.2 0.2 
 

 

 
 

      0.3 -0.2 
        0.4 -0.6 
        0.5 -1 
  

 

   
 4x²+y = - 1 

         x y 
       -0.5 0 
       -0.4 -0.36 
       -0.3 -0.64 
       -0.2 -0.84 
       -0.1 -0.96 
        0.1 -0.96 
        0.2 -0.84 
        0.3 -0.64 
      

 4x + y = -1 
 0.4 -0.36 

  

 

     0.5 0 
       

         x y 
       -0.5 -2 
       -0.4 -1.64 
       -0.3 -1.36 
   

 

   -0.2 -1.16 
       -0.1 -1.04 
        0.1 -1.04 
      

4x + y = 1 
 0.2 -1.16 

        0.3 -1.36 
        0.4 -1.64 
        0.5 -2 
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APÉNDICE B. INTRODUCCIÓN A 

GEOGEBRA. 

Actividades preliminares con Geogebra. 

Nombre de los alumnos: ________________________________________________                                    

______________________________________________________________________ 

1. Realiza las siguientes construcciones: 

a) Un rectángulo inscrito en un cuadrado.   

b) Un triángulo inscrito en una circunferencia. 

c) Un rectángulo cuya base y altura pueda variar de medidas. 

d) Un rectángulo inscrito en un triángulo.           

En las siguientes figuras se muestran los ejemplos. 

a)                                                                                                      b) 

              

 

        c)                                                                                                       d)                    
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2. Dada la ecuación de la recta 2 7y x   , en Geogebra elabora una tabla 

asignando valores a x y su correspondiente valor de y, ver figura. 

 
 

3. Grafica los puntos que corresponden a los pares ordenados de los valores de  x 

con los valores de y. Une dos de los puntos con una recta.  

 

4. Elige la herramienta deslizador y da clic en la pantalla,  

 
Aparece una ventana para cambiar las propiedades del deslizador, cambia el 

nombre de a por m. En los valores mín. y máx. los cambiaremos por -20 a 20. 

 

5. Elige otro deslizador y nómbralo b. 

6. Introduce la ecuación de la recta y = mx + b. 
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7. En el deslizador establece el valor de m = 1.8 y el deslizador b = 4. 

 

8. Elabora una tabla de valores con los encabezados como se muestra en la figura: 

 

 
 

a) Da valores a x de -5 con aumentos de 0.4 hasta llegar a 3. 

b) Introduce la fórmula en la celda B2 para obtener los valores de y. 

c) A partir de la celda C3 obtén la diferencia del segundo valor de x menos el 

primer valor de x. 

d) A partir de la celda D3 obtén la diferencia del segundo valor de y menos el 

primer valor de y. 

e) A partir de la celda E3, obtén el cociente de D3/C3. 

f) Copia para las celdas requeridas. 

 

9. Observa la ecuación de la recta y el cociente de las diferencias, ¿qué representa 

el cociente de las diferencias en la ecuación? 

_________________________________________________________________

___ 

Con el deslizador cambia el valor de m y observa la tabla. 
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APÉNDICE C. ACTIVIDADES. 

Actividad 1. 
 
Nombre de los alumnos: ________________________________________________ 

______________________________________________________________________                                   

Fecha: ________________________________________________________________ 

Problema.  

El señor Ignacio quiere colocar una ventana rectangular en la fachada de su 

casa la cual tiene forma de triángulo isósceles y mide 12 m de base y 2.5 m de altura 

(ver figura). Quiere que por la ventana entre la mayor cantidad de luz natural posible. 

Determina las dimensiones de la ventana con las que se obtiene la mayor área.  
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Parte 1. Relación entre la base y la altura del rectángulo. 

1. En Geogebra realiza la representación geométrica del problema trazando el 

triángulo que representa a la fachada y un rectángulo inscrito que representa a la 

ventana. Despliega las longitudes de la base y la altura. 

2. De los cuatro vértices del rectángulo, explica por qué solo uno de ellos lo puedes 

mover libremente. 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

 

3. Elabora una tabla de valores en la hoja de cálculo para las dimensiones del 

rectángulo. 

  

 
 

a) Escribe los encabezados en cada columna como se muestra en la figura.              

b) En la columna A escribe las medidas para la base tal como se muestra en la 

figura.  

c) En la columna B anota la medida que corresponde a la altura cuando la base 

toma el valor indicado. 

d) En la columna C, partir de la celda C3 obtén la diferencia de los valores 

consecutivos de la altura, iniciando con los valores de la celdas B6-B5. 

e) En la columna D, partir de la celda D3 obtén la diferencia de los valores 

consecutivos de la base, iniciando con los valores de las celdas A6-A5. 
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f) En la columna E, partir de la celda E3 obtén el cociente de las diferencias de 

la altura respecto a las diferencias de la base, iniciando con los valores de la 

celdas C6/D6. 

g) Copia las fórmulas para los siguientes renglones. 

 

4. De acuerdo a las dimensiones que están involucradas en el problema contesta lo 

siguiente: 

a) ¿Cuáles dimensiones cambian? Explica tu respuesta. 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b) ¿Cuáles dimensiones no cambian? Explica tu respuesta. 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

c) ¿Cuál es el mínimo valor y cuál el máximo que puede medir la base de la 

ventana? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

d) ¿Cuál es el mínimo valor y cuál el máximo que puede medir la altura de la 

ventana? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

5. En tu tabla, observa cómo cambian las medidas de la altura respecto a las medidas 

de la base y contesta lo siguiente: 

a) ¿Qué sucede con las medidas de la altura conforme las medidas de la base 

van aumentando?  

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 

6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que 

aparece y elige la opción crea lista de puntos.  

a) ¿Qué dato te da la coordenada x de cada punto? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b)  ¿Qué dato te da la coordenada y de cada punto? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

c) Une dos de los puntos con la herramienta recta que pasa por dos puntos, 

¿visualmente que sucede con los puntos restantes? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 
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d) ¿Cuál es la ecuación de esta recta? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

e) ¿Cuál es la pendiente de esta recta? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 

f) ¿Cuál es la relación de los valores de la columna E de tu tabla y la 

pendiente de la recta de la ecuación del inciso d? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

.  

g) A partir de la ecuación anterior, escribe la altura en función de la base. 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 

h) En la gráfica, ¿qué información te da la pendiente? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

i) Los valores que se obtienen de y tienen un comportamiento dependiendo 

de los valores que le asignas a x, ¿qué información te da la pendiente 

respecto a tal comportamiento? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 

 

Parte 2. Relación entre la base y el área del rectángulo. 

7. Abre el archivo Actividad1Ventana, el cual contiene la representación geométrica y 

gráfica del problema además una tabla en la que ahora se incluye el área del 

rectángulo, ver figura. 
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a) En la columna A, a partir de la celda A5 escribe la función que determinaste en el 

inciso g de la pregunta 6. 

b) En la columna B se han dado valores para la base con incrementos constantes 

de 0.5 unidades. 

c) En la columna C obtén el área a partir de los valores de base y altura. 

d) En la columna D obtén las diferencias de los valores consecutivos de las 

medidas de base. 

e) En la columna E obtén las diferencias de los valores consecutivos de las 

medidas de áreas. 

f) En la columna F obtén el cociente de las diferencias de las medidas de área 

respecto a las diferencias de las medidas de base. 

 

8. En tu tabla, observa cómo cambian las medidas de la base respecto a las medidas 

del área. 

a) ¿Qué sucede con las medidas del área respecto a las medidas de la base?  

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b) Describe el comportamiento de las diferencias de la base. 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 

c) Describe el comportamiento de las diferencias del área. 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

d)  ¿Cómo se comporta el cociente de las diferencias? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 
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9. Selecciona las columnas de base y área, da clic derecho, en la ventana que 

aparece elige crea lista de puntos.  

a) ¿Qué dato te da la coordenada x de cada punto? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b)  ¿Qué dato te da la coordenada y de cada punto? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

c) En base a los puntos que tienes, ¿podrías decir si es posible construir dos 

rectángulos diferentes que tengan la misma área? 

Si ___ da un ejemplo 

No___ explica por qué no 

10. Con segmentos de recta une los puntos de forma consecutiva. Como podrás 

observar, unos segmentos son de mayor longitud que otros y su inclinación 

también es diferente. 

Analicemos tres de los segmentos para determinar la información que nos 

proporcionan respecto al problema. En la siguiente figura se muestran tales 

segmentos señalados con una flecha.  

         
 

Caso 1. El primer segmento es uno de los de mayor longitud el cual une los 

puntos (0, 0) con (0.5, 1.2). 
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Caso 2. Uno de los segmentos con menor longitud es el que une los puntos (5.5, 

7.45) con (6, 7.5). 

 
 

 

Caso 3. Otro de los segmentos con mayor longitud es el que une los puntos 

(11.5, 12) con (12, 0). 
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a) ¿Cómo cambian los valores de la base en cada caso? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________

¿Cómo cambian los valores del área en cada caso? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b) ¿Dónde es mayor el cambio del área? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

c) ¿Dónde es menor el cambio? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

d) Geométricamente, ¿cuándo tiene una mayor inclinación el segmento? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

e) ¿Cuál es la diferencia del comportamiento de los tres segmentos? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

 
11. Justo atrás de la última columna inserta otra en la cual copiarás los valores de la 

base como se muestra en la figura. 
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Selecciona las dos últimas columnas y elige la herramienta Crea lista de puntos. 
 
¿Qué comportamiento tiene la gráfica de los puntos de la base y razón de 
cambio? 

________________________________________________________________

________________________________________________________________ 

¿Qué relación hay entre la gráfica de los puntos de base y área respecto a la 
gráfica de los puntos de base y razón de cambio? 

________________________________________________________________

________________________________________________________________ 

12. De acuerdo a la gráfica, ¿puedes determinar la medida de base que corresponde al 

área máxima? 

Si ___ explica por qué ______________________________________________ 

No ___ explica por qué ______________________________________________ 

13. Con todo lo anteriormente realizado, ¿puedes dar la solución del problema al señor 

Ignacio? 

Si__ ¿Cuál es la solución? ___________________________________________ 

¿Cómo lo justificas?________________________________________________   

No_ ¿Por qué no? _________________________________________________ 

 

14. De acuerdo al inciso g de la pregunta 6, ¿cómo queda determinada el área del 

rectángulo en función de la base? A (b) = b * __________ (escribe en la línea lo 

que vale la altura en términos de la base). 

15. Introduce la función en la barra de entrada para obtener la gráfica. 

           ¿Qué lugar geométrico representa la función? 

_________________________________________________________________ 
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Actividad 2. 

Nombre de los alumnos: ________________________________________________ 

______________________________________________________________________ 

Fecha: _________  

 

Problema.  

Se desea construir un recipiente cilíndrico de metal con tapa que 
tenga una superficie total de 280 cm2. Determina sus dimensiones 
de modo que tenga el mayor volumen posible. 

Área del cilindro = 2 r h + 2 r2  

Volumen del cilindro =  r2 h  

 

Parte 1. Relación entre radio y altura. 

1. De acuerdo a los datos proporcionados, obtén una fórmula para obtener la altura 
en función del radio. 
 
 
 
 

2. Realiza la representación geométrica del cilindro en Geogebra y despliega los 
valores de la altura y el área. 
¿Cómo se comporta el área? 
_________________________________________________________________ 
 

3. Dadas las medidas del radio del cilindro que se muestran en la tabla, obtén la 
altura correspondiente (elabora la tabla en la hoja de cálculo de Geogebra). 

 

4. En Geogebra grafica los puntos y únelos con segmentos de recta.  
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De acuerdo a la tabla y a la gráfica,  
a) ¿Qué intervalo de valores son posibles para las medidas del radio? 

______________________________________________________________ 

b) ¿Cómo cambian las medidas de la altura conforme aumenta la medida del 
radio? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

c) ¿Qué comportamiento tienen los puntos graficados? 

______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

5. Completa la tabla con las diferencias los valores consecutivos de las medidas de 
radio, de altura y el cociente de diferencias como se muestra en la tabla. 

 

 

 

a) Observa la gráfica y corrobora con la tabla indica en qué intervalo del radio la 
altura cambia más. 

______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

b) ¿En qué intervalo del radio la altura cambia menos? 

______________________________________________________________
______________________________________________________________ 
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Parte 2. Relación entre radio y volumen. 

 
6. Expresa el valor del volumen V en función únicamente del radio r.   

 

 

 

7. Realiza la tabla de valores que incluya altura radio y volumen como se muestra 
en la figura. 
 

 
 

8. En tu tabla selecciona las columnas de radio y volumen, oprime clic derecho y 
selecciona crea lista de puntos. A continuación une los puntos consecutivos con 
segmentos de recta y contesta lo siguiente: 
a) ¿Qué información contienen la coordenada x? 

______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

b) ¿Qué información contienen la coordenada y? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

c) ¿Cómo cambia el volumen conforme la medida del radio aumenta? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 
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d) ¿Qué comportamiento tiene la gráfica? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

 
9. En base a los puntos que tienes, ¿podrías decir si es posible construir dos 

cilindros diferentes que tengan el mismo volumen? 
Si ___ da un ejemplo _______________________________________________                                   

No___ explica por qué no ___________________________________________ 

                            

10. Completa la tabla con las diferencias de los valores consecutivos de las medidas 
de radio, las diferencias de los valores consecutivos de las medidas de altura y el 
cociente de diferencias, como se muestra en la tabla. 

 

 

De acuerdo a la gráfica y a la tabla de valores contesta lo siguiente: 

a) ¿Para qué valores consecutivos del radio, el volumen aumenta más? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

b) ¿Para qué valores consecutivos del radio, el volumen aumenta menos? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 
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c) ¿En qué intervalo de medidas del radio el volumen disminuye? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

 
d) ¿En qué intervalo de medidas del radio el volumen crece? 

______________________________________________________________
______________________________________________________________ 
 

11. De acuerdo a la información que te dan los puntos de la gráfica del radio y 
volumen, ¿puedes determinar las medidas de radio y altura para construir el 
cilindro de volumen máximo? 
 
Si ___ explica por qué ______________________________________________ 

No___ explica por qué ______________________________________________ 

 

12. Grafica la función del volumen del cilindro en función del radio que determinaste 
en la pregunta 6. 
a) ¿Qué tipo de función es? 

______________________________________________________________ 
 

b) ¿Cuál es la diferencia de graficar algunos de los puntos de la gráfica y la 
gráfica de la función? 
______________________________________________________________ 

 
13. De acuerdo a todo lo anteriormente realizado, (tabla de valores, análisis de la 

razón de cambio del volumen respecto al radio, la gráfica de algunos puntos, 
gráfica de la función) ¿puedes obtener las medidas de radio y base para 
construir el recipiente cilíndrico de volumen máximo? 
 
Si__ ¿Cuál es la solución? ___________________________________________ 
        ¿Cómo lo justificas?____________________________________________ 
No_ ¿Por qué no? _________________________________________________ 
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Actividad 3. 

Nombre de los alumnos: ________________________________________________ 

______________________________________________________________________                             

Fecha: _______________________________________________________________ 

Parte 1. Comparando los cambios. 

En el problema de la ventana de área máxima hemos obtenido los cambios del 

área de la ventana respecto a los cambios de su base. En el problema del cilindro 

hemos obtenido los cambios del volumen del cilindro respecto a los cambios de su 

radio.  

Entonces hemos medido cambios que se relacionan con otros cambios, a esta 

relación se le llama cambio relativo de variación y se determina por medio de razones o 

cocientes entre cambios.  

Para dejar más claras estas ideas analicemos la razón de cambio en los dos 

problemas abordados anteriormente (área máxima y volumen máximo) haciendo un 

comparativo. En los dos problemas las funciones son diferentes, considerando que en 

los dos casos la variable independiente la tenemos con un incremento de 0.5 unidades, 

de acuerdo a los datos de las tablas y a las gráficas, analiza lo siguiente y contesta: 

1. ¿En qué intervalo de valores de la base, el área de la ventana aumenta y en cual 

intervalo disminuye? 

Aumenta en el intervalo (     ,     ),   disminuye en el intervalo (     ,     ). 

 

2. ¿En qué intervalo de valores del radio, el volumen del cilindro crece y en cual 

intervalo decrece? 

Crece en el intervalo (     ,     ),   decrece en el intervalo (     ,     ).   

 

3. En el intervalo (0.5, 1) de la variable independiente, ¿qué aumenta más, el área de 

la ventana o el volumen del cilindro? 

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 

4. ¿En qué intervalo de valores de la base, crece más el área de la ventana? 

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 
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5. ¿En qué intervalo de valores del radio, crece más el volumen del cilindro? 

___________________________________________________________________ 

6. ¿En qué intervalo de valores de la base hay un menor crecimiento del área de la 

ventana?  

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 

7. ¿En qué intervalo de valores del radio hay un menor crecimiento del volumen del 

cilindro? 

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 

8. ¿Cómo es el cambio del área de la ventana respecto al cambio de la base en la 

parte más alta de la gráfica, en comparación con el cambio al inicio? 

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 

 

9. ¿Cómo es el cambio del volumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte 

más alta de la gráfica, en comparación con el cambio al inicio? 

___________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________ 

Ventana de área máxima.                                 Cilindro de volumen máximo. 
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Actividad 4. 

Nombre de los alumnos: ________________________________________________ 

______________________________________________________________________                            

Fecha: ________________________________________________________________ 

Problema: 

El borde inferior de la pantalla de un cine de 10 metros de altura está situado a 3 metros 

por encima del ojo del observador. ¿A qué distancia de la pantalla debería sentarse el 

observador para conseguir la visión más favorable? Es decir, ¿cuál es la distancia a la 

pantalla que maximiza el ángulo visual del observador? 

Parte 1.  

1. Realiza la representación geométrica del problema en Geogebra. 

2. De acuerdo al problema, ¿qué medidas cambian? 

_________________________________________________________________ 

3. ¿Cuáles medidas no cambian? 

_________________________________________________________________ 

4. En Geogebra elabora una tabla con dos columnas, en una da ellas da valores a 

la distancia del observador a la pantalla, con medidas desde cero con 

incrementos de 0.5, hasta llegar a 15 y en la otra columna escribe el valor del 

ángulo que se forma de acuerdo a la representación geométrica que has hecho 

en Geogebra. 

5. Grafica los pares de puntos y únelos con segmentos de recta.  

a) ¿Qué información nos dan las coordenadas de cada punto de la gráfica? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

b) ¿Cuál es la distancia mínima y cuál la máxima posible a la que puede 
sentarse el observador? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

c) ¿Cómo cambian las medidas del ángulo conforme el observador se aleja de 
la pantalla? 
______________________________________________________________
______________________________________________________________ 

d) De acuerdo a los puntos que tienes, ¿puedes determinar el valor de la 

distancia con la cual se maximiza el ángulo visual del observador? 

 

Si ___ explica por qué ___________________________________________ 
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No ___ explica por qué ___________________________________________ 

6. Completa la tabla con las diferencias de los valores consecutivos de las medidas 
de la distancia del observador a la pantalla, las diferencias de los valores 
consecutivos de las medidas ángulo y el cociente de diferencias como se 
muestra en la tabla. 

 

f)  ¿En qué intervalo de la distancia, el cambio de la medida del ángulo es 

mayor? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

g) ¿En qué intervalo de la distancia, el cambio de la medida del ángulo es 

menor? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

h) Geométricamente, ¿cuál de los segmentos trazados en tu gráfica tiene una 

mayor inclinación? 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

7. De acuerdo a la gráfica y a la tabla de valores, ¿puedes determinar la distancia a 

la pantalla que maximiza el ángulo visual del observador? 

Si ___ explica por qué ____________________________________________ 

No ___ explica por qué ___________________________________________ 

 

8. Si tu respuesta anterior fue Si, ¿cuál es la distancia a la pantalla que maximiza el 

ángulo visual del observador? 

_________________________________________________________________ 
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Parte 2.  

Determinar la expresión con la que se puede obtener al ángulo en función de la 

distancia del observador a la pantalla a la que se encuentra el observador. 

9. En la representación del problema que has hecho en Geogebra, tienes la 

siguiente figura:  

 
 

Observa que se forman dos triángulos rectángulos: BOC con ángulo    y 

el triángulo AOC con ángulo  . 

a) ¿De qué forma se pueden relacionar estos dos triángulos para obtener el 

valor de   en términos de la distancia (d)? 

 

b) ¿Cuál es la expresión que nos del valor del ángulo   en función de la 

distancia de la pantalla hasta la ubicación del observador? 

 

 

c) En la barra de entrada de la pantalla de Geogebra introduce la función. 

¿Cuál es la diferencia de graficar algunos puntos unidos con segmentos y la 

gráfica de la función? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 
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APÉNDICE D. POST TEST. 

POST TEST 

Nombre de alumno: _____________________________________________________                           

Fecha: ________________________________________________________________ 

Instrucciones: De acuerdo a los siguientes problemas contesta lo que se pide. 

I. Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con 

longitudes de largo (l) y ancho (w), ver la figura. ¿Cuáles son las dimensiones 

del huerto con la mayor área posible? 

 

 

Sugerencia: realiza la representación geométrica del problema en Geogebra. 

1. De acuerdo al problema, ¿qué medidas cambian? 
_________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________ 

2. ¿Qué medidas no cambian? 
_________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________ 

 

3. ¿Cuál es el intervalo de valores posibles para la medida del largo del terreno? 

_________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________ 

4. ¿Cuál es el intervalo de valores posibles para la medida del ancho del terreno? 

_________________________________________________________________
_________________________________________________________________ 
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5. Expresa el valor del ancho (w) del terreno en función del largo (l). 

 

 

6. Expresa el valor del área del terreno en función del largo (l). 

 

 

 

 

7. ¿Cómo cambian las medidas del área del terreno conforme las medidas del largo 

aumentan? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

 

8. ¿En qué intervalo de valores de la medida del largo, el área disminuye más?  

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

 

9. ¿Cómo cambia el área en los puntos más altos de la gráfica? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

 

10. ¿Cuáles son las medidas del largo y ancho del terreno de tal forma que se 

obtenga un área máxima? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 
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II. Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con dirección hacia el 

sur y con velocidad de 20 km/h. El otro parte hacia el muelle desde un punto 

que se encuentra a 15 km al oeste, a 10 km/h. ¿En qué momento se 

encuentran más próximos estos dos navíos? 

La representación geométrica se muestra en la siguiente figura: 

 

1. De los datos proporcionados en el problema, ¿cuáles cambian y cuáles no 

cambian? 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

2. ¿Cuál es la función con la que se puede obtener la distancia entre los dos 

navíos de acuerdo al tiempo? 
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3. En la siguiente figura se muestra la gráfica de puntos unidos con segmentos 

de recta y la tabla de valores que nos dan información acerca del problema 

 

a) ¿Qué información proporciona la coordenada x? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

b) ¿Qué información proporciona la coordenada y? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

c) ¿Cómo se comporta la distancia entre los navíos a medida que el tiempo 

transcurre? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

d) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos están más cerca? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

En las siguientes preguntas justifica tu respuesta de acuerdo a la gráfica y a la 

tabla de valores. 

e) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos se acercan más lento? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

f) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos se acercan más rápido? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 

g) ¿En qué intervalo de tiempo los navíos se alejan más rápido? 

_________________________________________________________________

_________________________________________________________________ 


