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RESUMEN

En la presente investigacion se expone un estudio realizado acerca de la
comprension de razén de cambio al considerar que es un concepto clave
gue conduce a los estudiantes hacia la comprension de los conceptos del
calculo. El estudio se llevo a cabo con estudiantes de bachillerato el cual
incluyd un pre test, desarrollo de cuatro actividades y un post test. Las
caracteristicas principales del disefio de las actividades fueron problemas
de maximos y minimos, el estudio de las funciones con un enfoque
covariacional y el uso de un software de geometria dinamica.

La construccion y la exploracion de diferentes representaciones en un
software dinamico y en un contexto de problemas de maximos y minimos
apoyaron a los estudiantes en la comprension del concepto de funcién con
un enfoque dinamico. Lo que les permitié asociar y medir la variacion de
una funcion a traves de la razoén de cambio. La mayor dificultad se presento
cuando los estudiantes intentaron establecer de forma analitica las
relaciones de las variables involucradas en los problemas planteados.

ABSTRACT

In the present research, a study on the understanding of rate of change
considering that, it is a key concept that leads students to an understanding
of the concepts of calculus is exposed. The study was conducted with high
school students, which included a pre-test, four development activities and
a posttest. The main design features of the activities were maximum and
minimum problems, the study of functions with covariational approach and
the use of a dynamic geometry software.

The construction and exploration of different representations in a dynamic
software and in a context of maximum and minimum problems supported
the students in understanding the concept of function with a dynamic
approach. This allowed them to associate and measure the variation of a
function by the rate of change. The greatest difficulty arose when students
tried to establish analytically the relationships of the variables involved in
the problems.






INTRODUCCION.

Los estudiantes de nivel medio superior experimentan la transicion de las
matematicas estaticas a las matematicas que estudian fenbmenos en movimiento. En
esta transicion es un punto clave para su comprension la forma de como se lleve a cabo

la introduccion de lo conceptual y lo algoritmico de este nuevo conocimiento.

Lo conceptual es saber qué y lo algoritmico es saber como, ambos saberes son
muy importantes y van estrechamente relacionados. Una de las dificultades en el
estudio del célculo que las investigaciones (Moreno-Guzméan, 2003; Andreu-lbarra,
2006; Aguilar-Cerrillo, 2007; imaz & Moreno 2009; Sofronas y otros, 2011) han
reportado, se atribuye a la falta de comprension de los conceptos, cuando el estudiante
aprende algoritmos, pero no comprende el significado de sus resultados numéricos no
adquiere un sentido de lo que opera, por ejemplo, cuando aprende a utilizar las reglas
para derivar pero no comprende qué es una funcion, qué es lo que ésta representa, qué
significa la funcion derivada y que informacion se obtiene de ella. Otro ejemplo es
cuando el estudiante memoriza los criterios de la primera y segunda derivada para
resolver problemas de maximos y minimos, sin concebir la razén de por qué estas

reglas funcionan.

Uno de los principales conceptos del calculo diferencial es el concepto de
derivada de una funcion, el cual, los estudiantes encuentran dificil de entender. En la
blasqueda de lograr la comprensién del concepto de derivada como una herramienta del
calculo diferencial para determinar de forma general el comportamiento de los cambios
instantaneos de una funcion o bien el cambio instantaneo en algun punto especifico, se
considera fundamental que antes de comprender los cambios instantaneos comprendan
la razén de cambio como el cambio por unidad de comparacion y que esta unidad de
comparacion es el cambio de la variable independiente. Ademas, que la razon de
cambio tiene un comportamiento que se determina por la direccion y la cantidad de

estos cambios.

En torno a este planteamiento, el presente trabajo tiene como objetivos:

Identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de maximos y minimos, que
3



permiten a los estudiantes explorar la variacion y que puedan representarse en un

sistema cartesiano.

Verificar la importancia del razonamiento covariacional como herramienta para
comprender el comportamiento de una funcidon en términos de su razén de cambio
mediante el andlisis y clasificacion de las acciones cognitivas de razonamiento

covariacional.

Determinar cdmo la construccion y la exploracion de diferentes representaciones
en un software dinamico y en un contexto de problemas de maximos y minimos ayuda

al estudiante a guiar sus acciones cognitivas de razonamiento covariacional.

En torno a la busqueda del logro de los objetivos, el trabajo se ha estructurado

de la siguiente forma:

En el capitulo 1 se presenta la revision bibliografica de las investigaciones en
matematica educativa acerca de las dificultades que se suscitan en el estudio del
Calculo. Al direccionar la investigacion sobre las dificultades en la comprension del
concepto de derivada se delimita el problema que queda encuadrado en el concepto de
razon de cambio del cual, se exponen las investigaciones acerca de las dificultades
para su comprension y las propuestas para que los estudiantes logren desarrollar esta

conocimiento. Finalmente se enuncian las preguntas de investigacion.

En el capitulo 2 se hace referencia del marco conceptual que sustenta la
presente investigacion. EI marco involucra los problemas de maximos y minimos y el
uso de la tecnologia, y el marco por Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) para la
descripcién de las acciones mentales que intervienen en la aplicacién de razonamiento

covariacional 'al interpretar y representar eventos dinamicos de funcion.

En el capitulo 3 se describe la metodologia de la investigacion que incluye el

disefio del estudio experimental asi como el esquema de analisis de datos. La

1 carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, (2002) definen al razonamiento covariacional como las
actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades variables mientras se asiste a las

formas en que cambian en relacién unas con otras.



metodologia consiste en abordar problemas geométricos de maximos y minimos, utilizar
un software de geometria dinamica (Geogebra), en el cual los estudiantes puedan
realizar la representacion del problema de forma geométrica, numérica y grafica con las
cuales puedan analizar, conjeturar y desarrollar la idea de covariaciéon?, en todos los
casos se pide a los estudiantes que expresen sus ideas por escrito guiados por una
secuencia de preguntas estructuradas bajo el marco tedrico de Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen, & Hsu, (2002).

En el capitulo 4 se exponen de forma general y detallada los resultados del

estudio experimental.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones en torno a las preguntas que

guiaron la investigacion asi como las perspectivas.

Finalmente, en los apéndices se muestran los instrumentos utilizados para llevar

a cabo el estudio experimental.

2 Ver definicion en el capitulo 2, pagina 23.



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA.

1.1. Dificultades en la ensefianza y aprendizaje del calculo.

Dentro de la investigacion en matematica educativa que se ocupa de la
indagacion metddica acerca de la enseflanza y el aprendizaje de las mateméticas
(Kilpatrick, 1995), uno de los temas de interés es el analisis de la comprension de
conceptos y las dificultades que los estudiantes encuentran para construirlos y hacer
uso de ellos (Gutiérrez , 1991) ya que “la comprension conceptual es un componente
esencial del conocimiento necesario para enfrentarse con nuevos problemas y
contextos” (NCTM, 2000, pag. 21).

Alrededor de la problematica en la comprensién de los conceptos del céalculo
algunos autores, imaz & Moreno (2009) y Moreno-Guzman (2003), argumentan que el
principal problema en la enseflanza del calculo se da cuando sus enfoques se
preocupan mas por la formalizacion que por el desarrollo del significado y métodos
genuinos que van dirigidos a la resolucion de problemas cientificos y de la existencia de

los objetos matematicos.

Por otro lado, Andreu-lbarra (2006) y Aguilar-Cerrillo (2007), sefialan dos
principales causas que generan dificultad en la ensefianza y aprendizaje del célculo: la
primera, respecto a las deficiencias de los estudiantes en los conocimientos
matematicos previos (notoriamente los algebraicos) que se requieren para el desarrollo
del curso. La segunda causa con la cual coinciden Sofronas y otros (2011) es el
aprendizaje fragmentado, Andreu-lbarra (2006) refiere que los cursos se imparten bajo
el esquema de una didactica tradicional, con lo que se obtiene un aislamiento de

conceptos, por ejemplo, al pedir a los estudiantes que factoricen la expresion cuadratica

3x* —7x+4 y resuelvan la ecuacion 3x*—7x+4=0, tienen menos dificultad para hacer
esto Ultimo; otro ejemplo es que no relacionan la representacion grafica con las

representaciones numeéricas y simbolicas asociados a los diversos conceptos, lo cual



genera consecuencias desastrosas en el aprendizaje del célculo, ya que los estudiantes
se llenan de formulas y procedimientos dificiles de entender.

Otra de las dificultades que se han documentado tiene que ver con el escaso
manejo de cantidades relativas. (Aguilar-Cerrillo, 2007; Riestra-Velazquez, 1998; Ulin-
Jiménez, 2001), las cuales, de acuerdo a Riestra (Riestra-Velazquez, 1998), intervienen
de manera fundamental en los conceptos fundamentales del Calculo asi como en sus
aplicaciones, por lo que el manejo adecuado de este tipo de cantidades haria mas
entendible y accesible algunos conceptos basicos del calculo. Algunos ejemplos de las
cantidades relativas en el célculo son la velocidad, la aceleracion y la intensidad de
corriente (Ulin-Jiménez, 2001).

1.2. Delimitacién del problema de investigacion.

Al atender a las dificultades de la comprension del concepto de derivada, hay
gue destacar una caracteristica importante y esta se refiere a que puede representarse
en diferentes contextos por ejemplo, graficamente como la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto o como la pendiente de la linea de una curva vista
bajo ampliacién, verbalmente como la razén de cambio instantdnea, fisicamente como
la rapidez o la velocidad, y simbodlicamente como el limite del cociente de diferencias,
aungque hay muchos otros ejemplos fisicos posibles y descripciones graficas, verbales y
simbdlicas (Zandieh, 2000). Si bien el concepto de derivada es tan multifacético, para
delimitar el presente estudio se aborda la de raz6n de cambio tratada como un tema de
pre calculo. Para entender la derivada como una herramienta del calculo diferencial que
sirve para determinar de forma general el comportamiento de los cambios instantaneos
de una funcion, se considera fundamental que los estudiantes comprendan en primera
instancia la razon de cambio como el cambio por unidad de comparacion y que estas

unidades de comparacién son los cambios relativos de las variables.

En esta direccién, a continuacion se presentan algunos resultados relevantes

que proporcionan las investigaciones referentes a la comprension de la razon de



cambio asi como las dificultades que se presentan y las caracteristicas principales de

las propuestas de ensefianza que se han desarrollado para su aprendizaje.

1.3. Dificultades en la comprension de razén de cambio y propuestas

de ensefianza que se han desarrollado para su aprendizaje.

Herbert y Pierce (2008) mencionan que una de las dificultades que los
estudiantes tienen en la comprension de la razén de cambio es originada al introducir el
concepto con problemas que involucran velocidad al considerar que es un tema
cotidiano para los estudiantes. Sin embargo, cuando el concepto se trata en problemas

gue no involucran movimiento, no es trivial aplicar las ideas adquiridas en este contexto.

Otras de las dificultades que encontraron y que también mencionan Carlson,
Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) son: la falta de comprension de la covariacion de las
dos variables involucradas en una relacion funcional y la falta de comprension de la

derivada en cuanto a la importancia de la relacién con la pendiente.

Con base a estas dificultades, Herbert y Pierce (2008) llevan a cabo una
investigacion experimental que tiene como objetivo indagar sobre la transferencia de la
comprension de razon de cambio adquirida en un contexto de movimiento a un contexto
sin movimiento. Los investigadores sustentan su estudio en la teoria de modelos
emergentes de Gravemeijer® con la cual buscan explicar la transmisiéon de un
conocimiento desarrollado en un contexto a otro contexto. De acuerdo a esta teoria se
dice que un modelo emergente es el resultado final de un proceso en el que los
modelos informales utilizados por los estudiantes para resolver problemas en un
contexto particular, se transforman en modelos mas generales utilizados para resolver
problemas en otros contextos diferentes pero similares. La experimentacion se llevé a
cabo con 27 estudiantes de 14 al5 afios de edad de una secundaria en Australia, el

estudio incluyo:

8 La heuristica de modelos emergentes busca describir el desarrollo gradual de las estrategias de
los estudiantes cuando sus actividades matematicas emergen de la construccion de un modelo
matematico para describir un contexto. (Guerrero-Ortiz, 2013).

8



Un pre-test, estructurado por tres preguntas sobre los contextos de: movimiento
vertical, movimiento horizontal y sin movimiento. Cada pregunta fue formulada de
acuerdo a elementos referentes a la comprensiéon de razon de cambio
organizados en una trayectoria hipotética de aprendizaje (ver tabla 1.3.1.) con el

fin de determinar por cada estudiante el nivel de su comprension.

Observacion en el aula de cuatro lecciones guiadas con una trayectoria
hipotética de aprendizaje utilizando el software (JMW) para resolver problemas
de velocidad considerando la posicién y el tiempo relacionado con un ascensor
en movimiento que incluye enlaces automaticos de representaciones numeéricas,
graficas y simbdlicas de las funciones matematicas. El material didactico, basado
en JMW, fue disefiado para fomentar una comprensién mas profunda de la

velocidad como una razén de cambio.

En la primera lecciébn se introduce el software para que los estudiantes lo
manipulen y observen las conexiones del contexto con las representaciones
numeéricas y graficas que el software genera. Se hace hincapié sobre la
covariacion de las variables de acuerdo a la tabla asi como la coordinacion del
comportamiento de las variables que puede reflejarse en las columnas, por
ejemplo cuando una variable se incrementa y la otra disminuye. Asi mismo se
pide que realicen diferentes movimientos, identifiquen similitudes y diferencias,
por ejemplo la constante de variacion y en consecuencia determinen una
correspondencia entre las variables, posteriormente se les pide graficar los

puntos en un plano cartesiano para obtener una representacion visual.

Entrevistas, cuya finalidad fue medir el grado en que la simulacion JMW del
elevador en movimiento y sus asociadas representaciones numéricas, graficas y
simbdlicas ayudan a los estudiantes a pensar en la razén de cambio en un

contexto sin movimiento, por ejemplo el planteamiento del siguiente problema:

Una escuela produce una revista de la escuela una vez al afo.
Cuando se imprimen hay un costo inicial de la preparacion de la revista
para la impresion y luego un costo para la impresién real. Suponga que
el costo de la revista mejora en funciébn del namero de revistas
impresas como se muestra en la grafica (ver figura 1.3.1.), (Herbert &
Pierce, 2008, pag. 242).

9



Figura 1.3.1.Grafica que muestra el costo de la impresion de las revistas en funcién de la
cantidad que se imprimen. Tomada de (Herbert & Pierce, 2008, pag. 242).

Los resultados de la investigacion reportaron que mas de la mitad de los
estudiantes mostraron algunos avances en la comprension de la razon de cambio en un
contexto que no incluye movimiento después de que su comprensiéon de razén de
cambio mejor6 a través de su experiencia de exploracion de la simulacién por
ordenador de un contexto familiar referente al movimiento de un ascensor. Sus
resultados, sumados a otros reportados en sus investigaciones, apoyan el uso de

simulaciones por ordenador para la ensefianza de la razén de cambio.

Finalmente, puntualizan la importancia de guiar a los estudiantes a través de una
cuidadosa exploracion de los aspectos matematicos de la velocidad en lugar de asumir
que este conocimiento estd dado solo porque la velocidad es parte de nuestra

experiencia cotidiana.

Respecto a la observacion que los investigadores sefialan acerca de la
introduccién al concepto de razon de cambio con problemas que involucran el tiempo, al
revisar los programas de bachillerato de estudio se corrobora que en efecto los
problemas en un contexto de velocidad se utilizan en la introduccién al concepto. Asi
gue podria pensarse en considerar problemas que en un inicio no se involucre al tiempo
y posteriormente un problema que si lo incluya y determinar si los estudiantes logran

transferir su comprension de razon de cambio.

10



Codigo | Los estudiantes demuestran habilidad para:

DW | Usar palabras descriptivas para la razén de cambio.

Usar nimeros para describir la razén promedio de cambio de una variable por

NT unidad de cambio en una segunda variable de una tabla.

Usar nimeros para describir la razén de cambio promedio de una variable por
unidad de cambio en una segunda variable a partir de una grafica.

NG

NC Utilizar comparaciones numéricas entre diferentes razones de cambio.

Usar ntumeros para describir la razén de cambio promedio de una variable por

NS unidad de cambio en una segunda variable a partir de una regla simbélica.

GR | Dibujar una grafica de razén de cambio.

Utilizar la frecuencia para evaluar el valor numérico de la variable dependiente
dado un valor de la variable independiente.

EN

SR Formular una regla simbdlica de la razén de cambio.

Tabla 1.3.1. Trayectoria hipotética de aprendizaje utilizada por Herbert & Pierce (2008, pag. 237)
para determinar la comprensién de la razén de cambio.

Puesto que se destaca el uso de simuladores para lograr una mejor ensefianza
de la razon de cambio, en la presente investigacion se considera conveniente hacer uso
de un software dinAmico en el cual los estudiantes puedan explorar el comportamiento
de las funciones. Finalmente, si bien se ha encontrado que la falta de visualizacién de la
covariacion de las dos variables involucradas en una funcion conlleva a la falta de
comprension de la razén de cambio, el estudio de las funciones con un enfoque
covariacional es un aspecto que debiera considerarse como prioritario para la
preparcion de los estudiantes en el estudio de la variacion y el cambio.

Por otro lado, Confrey & Smith (1994) llevan a cabo una investigacion que inicia
con el reconocimiento de que mediante el tratado de las funciones con un enfoque
covariacional, el concepto de razén de cambio se hace mas visible. Sefialan que el
estudio de las funciones con un enfoque covariacional se basa en el llenado de tablas
donde el estudiante puede visualizar el comportamiento de las variables independiente
y dependiente de acuerdo a la relacion que hay entre ambas e incluso con la

experiencia, pueden llegar a obtener de forma analitica tal relacién. El objetivo de su
11




investigacién es dar un enfoque multiconceptual a la razén de cambio anticipando la

preparacién para el céalculo.

Los investigadores manifiestan una critica respecto al analisis de las respuestas
de los estudiantes en una investigacion, sefialan que en general las concepciones de
los estudiantes se evaluan a partir de las definiciones expertas sin tomar en cuenta que
lo que pudiera considerarse como errores, los cuales no son aleatorios o caprichosos,
son una forma de concebir el concepto que pudiera ser correcto incluso como no se
habia pensado antes matematicamente, por lo que recomiendan hacer énfasis en las
ideas y concepciones de los estudiantes las cuales pueden ofrecer aportaciones
importantes. Los problemas que se plantean para determinar la concepcion de la razén

de cambio, involucran funciones exponenciales, tal como el siguiente ejemplo:

El ndmero de células que crecen en un experimento de
laboratorio se ha registrado cada hora en la tabla (ver tablal.3.2.) ¢ Qué
haria usted para predecir el nUmero de células presentes en la proxima
lectura? (Confrey & Smith, 1994, pag. 35).

t c
Tiempo en horas Numero de células

0 9

1 81

2 729

3 6561

4 59049

5 531441

6 4782969

7 43046721

8 387420489
9 3486784401

Tabla 1.3.2. Crecimiento de células. Tomada de
Confrey & Smith (1994, pag. 139).
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Confrey & Smith (1994) refieren que un andlisis convencional de la razon de

cambio en este problema implicaria un calculo sencillo, teniendo diferencias en la

columna c para cada cambio de la columna de t.

Sin embargo, muchos estudiantes eligieron diferentes maneras de describir la

razon de cambio. En particular mencionan tres enfoques:

Una razoén de cambio aditiva. Los estudiantes calculan las diferencias entre los
valores sucesivos de ¢ para cambios constantes unitarios en los valores de t.
Tipicamente organizan su primera columna en unidades incrementadas de uno,
evitan o posiblemente dejan de lado el problema del cambio de unidad (ver tabla
1.3.3.). En la situacion expuesta, los investigadores buscaron en la proporcion de
estas diferencias que la secuencia de las diferencias fuera exponencial como
sugerencia para cuando se examina la derivada de una exponencial. El patron
de estas diferencias es distinto de la situacion que los estudiantes han
experimentado con funciones polindmicas de grado n donde la diferencia de la n-

ésima columna muestra valores constantes.

t c Ac A(Ac) A(A(Ac))
tiempo (hrs) | nimero de células

0 9

1 81 72

2 729 648 576

3 6561 5832 5184 4608

4 59049 52488 46656 41472

5 531441 472392 419904 373248

6 4782969 4251528 3779136 3359232

7 43046721 38263752 34012224 30233088

8 387420489 344373768 306110016 272097792

9 3486784401 3099363912 2754990144 2448880128

Tabla 1.3.3. Diferencias para una funcién exponencial. Tomada de Confrey & Smith (1994, pag. 140).

Una razén de cambio multiplicativa. En cuanto a los primeros dos o tres valores,
los estudiantes a menudo pueden observar que la tabla (ver tabla 1.3.4.a)
aumenta en multiplos de nueve (por una razén constante de nueve). Lo cual
sugiere un segundo concepto de razon de cambio en la que se da una relacion

constante de nueve veces tantas células por hora. Lo que se pretende es
13



desarrollar en los estudiantes una buena comprension de cambio de la relacion,
asi como el cambio de las diferencias (ver tabla 1.3.4. b). En la tabla, ® simboliza

la razén de cambio multiplicativa.

t c i A(A(Aq)) ®(a(a(ac)

tiempo (hrs)| ndmero de células

0 9|,

1 a1 9

2 729 9 A

3 6561 9 4608] 9

4 59049 9 a1a72{” 9

5 531441] 9 373248] 9

6 4782963 9 3359232[" 3

7 43046721 [ 9 30233088]" 9

3 387420489 9 272097792{ 9

9 3486784401 [ 9 2448830128 9

Tabla 1.3.4. Razones para una exponencial (a) y para diferencias (b). Tomada de Confrey & Smith (1994, p4g. 141).

¢ Una nueva razén que surge de la antigua razon de cambio. Algunos estudiantes
describen el patrén como un aumento de ocho veces para cada cambio en una
hora. Ellos describen la cantidad que se afiade en cada momento como ocho
veces al ultimo valor. Confrey & Smith (1994) argumentan que aunque se pudiera
pensar en esto como una manera torpe para describir el patrén en este contexto
donde la razén de multiplicacion es un entero, su utilidad se hace mas evidente

en el contexto de tasas de interés y el interés compuesto.

Otro punto importante que Confrey & Smith (1994) desarrollan en su
investigacion es la construccion de la unidad, definida como la relacion invariante entre
un valor sucesor y un predecesor y que se obtiene como resultado de la accion repetida
gue participa en la numeracion. Esta unidad puede ser diferente a las ya establecidas
tales como metros, kilos, litros, etc., ya que su determinacion e interpretacion se basa

de acuerdo a los contextos en los que se trabaja.

Sugieren que una comprension integrada de la razon de cambio incluye los

siguientes cuatro componentes:
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e La unidad por unidad de comparacion. Ya que es fundamental para la

construccion de la razén de cambio;

e Comparacion entre diferentes razones de cambio. Dado que los estudiantes
tienen una “dimensién comparativa" de diferentes velocidades que les permite

ejercer si es mayor, menor o hay una constancia de la velocidad;

e Las graficas. Que permiten una interpretacion experimental de la pendiente y
proporcionan una expresion alternativa para comprender la variacion de las

razones de cambio a una edad temprana.

e Coordinacién de estas multiples representaciones ya que de esta forma se

robustece el concepto.

Concluyen que un enfoque multi conceptual de la razén de cambio asegura la

preparacion de los estudiantes para el calculo.

Aungque se comparte que la razén de cambio serd mejor comprendida con un
enfoque multi conceptual, seria importante considerar la razon de cambio aditiva como

un inicio para introducir el concepto.

Otro punto importante a considerar de esta investigacion es la comparacion de
las razones de cambio, lo cual nos conduce a preguntarnos si al comparar la razén de
cambio de dos funciones de diferente grado en base a una tabla de valores y su
correspondiente grafica, por ejemplo, una funcidon cuadratica y una cubica, los
estudiantes pueden percibir los diferentes comportamientos de los cambios relativos de
tal forma que logren adquirir tanto una habilidad en la lectura de la tabla sobre el
comportamiento de la razén de cambio y una habilidad visual respecto a la pendiente
de la grafica para intuir como se comporta la razén de cambio en diferentes funciones
con la misma unidad de comparacion de la variable independiente. Pero ademas, que

esa comprension puedan expresarla en términos del contexto de la funcion.

Por otra parte, Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) identificaron en los
estudiantes de calculo, que la habilidad para interpretar el comportamiento de la razén

de cambio la desarrollan muy lentamente, de tal forma que al tratar de interpretar la
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informacion de la gréfica no alcanzan a visualizar en ella un medio para definir una

relacion entre dos variables que cambian a la vez.

Otra de las dificultades que mencionan es acerca de la interpretacion y
representacion de los puntos de inflexién y concavidad en la gréfica, ademas la falta de
conocimiento del porqué de los criterios para determinarlos funciona. Referente al
concepto de limite, encontraron que no es trivial la comprension del concepto, por lo
gue ocasiona un obstaculo importante. En cuanto al concepto de derivada, sugieren
gue una vista de la funcién como la covariaciéon de los valores de entrada con los

valores de salida es esencial para la comprension del concepto.

Todas estas dificultades los llevan a determinar que el razonamiento
covariacional es fundamental para la comprension de los principales conceptos del
calculo y que el curriculo convencional no ha promovido de forma efectiva esta
habilidad de razonamiento en los estudiantes. En torno a estas consideraciones,
desarrollan un marco teédrico Gtil para analizar las capacidades de los estudiantes
acerca del razonamiento covariacional al responder a tareas de funciones dindmicas.
Este marco se expone con mas detalle en el capitulo 2 ya que forma parte del marco
conceptual de la presente investigacién. Aqui damos un ejemplo de cémo emplean los
autores su marco para explicar los diferentes niveles de comprensién del razonamiento

covariacional.

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002) presentan el uso del marco con el
objeto de analizar la capacidad de los estudiantes para aplicar razonamiento
covariacional. Las acciones mentales soportadas por cada imagen de covariacion son
seguidas por una descripcibn de los comportamientos especificos que se han
observado en los estudiantes en estudios anteriores, y sus clasificaciones se realizan

utilizando el marco.

El analisis se lleva a cabo mediante la exploracion de su razonamiento con tres

diferentes planteamientos.

En el primero se presenta una situacion dinamica referente a una botella esférica
llendndose de agua (ver figura 1.3.2.), en la que se pide se bosqueje la grafica de la
altura como una funcion de la cantidad de agua que va teniendo la botella. A pesar de
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que el 25% de los estudiantes realizan el bosquejo de la grafica con aspectos
aceptables, y que se podria decir que alcanzan el nivel 5, su respuesta se clasifica
como pseudo-analitico que de acuerdo a Vinner, es el proceso de pensamiento y
conductas que se caracterizan por ser procesos y comportamientos que carecen de
entendimiento (citado en Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, 2002, pag. 3). Asi que
bajo estas circunstancias, la mayoria de los alumnos alcanzan sin problema el nivel 3

pero hay dificultad para los niveles 4 y 5.

Figura 1.3.2. El problema de la Botella. Tomada de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002, pag.
360).

En el segundo planteamiento se presenta una grafica que representa la razén de
cambio de la temperatura en un periodo de 8 horas y dado esto, se pide graficar la
temperatura en el mismo periodo. En este caso el 20% de los estudiantes realizan la
grafica de forma aceptable, sin embargo, en la entrevista reflejan que la han construido

bajo aspectos memorizados, mas no por la comprension de la razén de cambio.

En el tercer planteamiento se pide describir la velocidad a la que se desliza la
parte superior de una escalera al deslizarse por la pared cuando la parte inferior se va
separando de la pared a una velocidad constante. El 40% de los estudiantes sefalan
gue la velocidad de la parte superior se incrementa, en la entrevista se refleja que la
observacién de un fenémeno fisico es una herramienta potente de representacién para
ayudar a los estudiantes en el razonamiento del cambio de una variable al mismo
tiempo que cambia la otra variable. En este planteamiento la mayoria de los estudiantes

alcanzaron el nivel 3.
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Los autores concluyen que los estudiantes tienen dificultades para construir
imagenes de la razén de cambio continuo y la razén de cambio instantdnea. Por lo que
recomiendan poner mas énfasis en la comprensiéon del razonamiento covariacional
experimentando con funciones que modelan los eventos dinamicos de la vida real ya

que es un aspecto clave para la comprensién de los conceptos del calculo.

El uso del marco es usado también por Mejia & Hurtado (2006, pags. 31-37).
Ellos utilizan los tres primeros niveles del marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, &
Hsu (2002) para analizar las dificultades de los estudiantes en obtener la
representacion algebraica de una funcibn que modela un problema geométrico de
optimizacién y su concepcion acerca del concepto de funcién desde una vista dinamica
de dos variables que cambian conjuntamente. La investigacion se formula en torno a

cuatro protocolos orientados a la percepcién del cambio y covariacion.

En uno de los protocolos se les presenta una situacién de un campo de futbol, se
les proporciona un dibujo (ver figura 1.3.3.) y una descripcién escrita:

Un jugador en P1 recupera el balon y empieza a correr a lo largo de la linea
lateral hacia la meta. EI angulo de tiro en P1 es mostrado (Mejia & Hurtado,
2006, pag. 33).

En cuanto a la percepcion del cambio, los estudiantes analizan las variables que
cambian conjuntamente, identifican el angulo de disparo y la posicion del jugador.
Referente a la covariacion, primero se instruye al estudiante para elaborar tablas en el
software, en la primera columna se dan valores a la variable independiente con
incrementos regulares, en la segunda columna obtienen los valores de la variable
dependiente, en la tercera columna se pide calcular las diferencias de la variable
dependiente y que analicen las diferencias de acuerdo al signo y un supuesto valor de
cero, en su andlisis los estudiantes encuentran lo siguiente: que las diferencias
positivas indican una abertura del angulo y las diferencias negativas indican que el
angulo se cierra. En la coordinacion de los valores de P y el angulo, se busca un
intervalo pequefio para P donde el angulo no cambia; en consecuencia observan que el

angulo es el mismo cuando la diferencia es préxima a cero.
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Figura 1.3.3. Campo de futbol. Tomada de Mejia & Hurtado (2006, pag. 33).

En sus conclusiones, Mejia & Hurtado (2006), obtienen que respecto a la
percepcion de cambio hay un conocimiento incompleto acerca de las variables,
constantes y formulas. Respecto a su razonamiento covariacional en la accion mental 1
(AM1), no distinguen el orden de las variables para graficos y tablas; en la AM2
describen la direccion de cambio de forma verbal, pueden percibir los cambios dados
por las diferencias; en la AM3 las actividades propuestas de forma planificada
permitieron a los estudiantes descubrir y expresar el crecimiento y la disminucion de la
variable dependiente en funcién de las diferencias en las cercanias de los puntos
optimos, aunque esto no sucedi6 en la grafica de la funcién. Los estudiantes

gradualmente transforman sus ideas estéticas de variable, constante y formula.

Respecto a esta investigacion se considera la importancia de la construccion de
tablas de valores por parte de los estudiantes cuyos resultados generaron la
comprension de la relacion entre los valores de las variables asi como la direccion y la
cantidad de los cambios coordinados con el contexto del problema, por ejemplo cuando
los estudiantes pueden obtener que con las diferencias negativas de las medidas del
angulo, éste se cierra y con las diferencias positivas se abre. Para efectos del presente
estudio nos conduce a pensar en la construccion de tablas que incluyan ademas de los
valores de las variables y sus cambios, una columna para obtener la razén de cambio a

fin de que logren comprender el concepto mediante su analisis de los cambios relativos.
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Otro uso que Mejia y Hurtado (2006, pags. 10-14) le dieron al marco fue para
analizar acerca de un fendmeno que surge en el proceso de solucion de problemas
geomeétricos de optimizacion, el cual determinan como fendmeno de conservacion.
Este fendmeno se refiere a que los estudiantes identifican un comportamiento lineal de
las dos variables (llamémosle x e y) que intervienen en la variable a optimizar
(lamémosle z), por ejemplo, si el valor de x incrementa dos unidades, los estudiantes
suponen que el valor de y reduce dos unidades y en consecuencia el valor de z se

conserva.

Los investigadores asocian las raices de este fendmeno con lo que Piaget
(citado por Mejia y Hurtado 2006, pags. 10-14) llama los tres aspectos basicos de
razonamiento que los nifios desarrollan de manera progresiva para resolver problemas
de conservacion: identidad, reversibilidad y retribuciones. El Gltimo de estos aspectos se
encuentra hasta la edad de 12 o 13 afios, cuando se dan cuenta de que los cambios en
una dimension pueden ser compensados por los cambios en otra direccion. A esta
razon se atribuyen que los estudiantes de secundaria apliguen el razonamiento de
compensacion frente a las situaciones geométricas. Basados en estos conceptos junto
con las acciones mentales del marco de razonamiento covariacional de Carlson et al.
(2002), los investigadores exponen dicho fendmeno de conservacion el cual

caracterizan como la comprension de una relacién lineal.

La investigacion la llevan a cabo con dos estudiantes de secundaria que habian
completado con éxito un curso de Geometria Analitica. De tres problemas tipicos de
optimizacién, disefian tres protocolos que consistieron en lo siguiente: en el primero dan
una breve descripcion de una situacion fisica representada geométricamente en una
hoja de papel. Sin ninguna instruccion previa, se pide transformar mentalmente la
situacion mediante el arrastre de un elemento geométrico (normalmente un punto).
Frente a este escenario se pide que dibujen tres o cuatro instantaneas del proceso de
transformacion continua y luego respondan a dos preguntas basicas: ¢qué cambia? y

¢,qué no cambia?

La segunda parte de los protocolos consistié en una simulacién de la situaciéon

en Geometria dinamica y el objetivo era obtener la funcion analitica (algebraica) entre

20



dos de las variables de la primera parte, a través de un enfoque covariacional. La
informacion recogida consistio en respuestas escritas y peliculas grabadas en video.

En general, los resultados de la investigacion reportan un mal uso del
razonamiento de compensacion. Esto lo explican en términos de razonamiento
covariacional por la accion mental 3 (AM3): los estudiantes coordinan la cantidad de
cambio de una variable, Dx, con los cambios en la otra variable, Dy, de tal manera que,
Dx = - Dy, lo cual les resulta un modelo lineal entre las variables tal que z = x + y, donde

z representa a la variable de optimizacion.

Los investigadores sugieren que un refuerzo externo puede ayudar a los
estudiantes a comprender que las cantidades de los cambios de las variables no se
compensan en la misma cantidad. Sugieren también que la solucion de problemas de
optimizacién podria ser vista como una manera de ayudar a los estudiantes a

comprender los cambios que se producen en procesos continuos.

Si bien el fendmeno de conservaciéon que exponen los autores se suscita a partir
del planteamiento de problemas que se presentan en una figura estatica, seria
interesante determinar si este fendmeno prevalece cuando los estudiantes exploran una
figura dinamica, lo cual podria ser analizado con la accion mental 1 de razonamiento

covariacional del marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002).

En general los resultados de estas investigaciones sitlan al razonamiento
covariacional como fundamental para comprender el concepto de funcion, la razon de
cambio y en consecuencia sustancial para el estudio del célculo. Sin embargo persisten
las dificultades desde concebir a una funcién como la relacién entre dos variables que

varian a la vez y que en esas variaciones los cambios se coordinan.

Por lo que, en la presente investigacion se aborda esta dificultad considerando al
razonamiento covariacional como una herramienta que podria ayudar a disiparla. Lo

gue da origen al planteamiento de la siguiente

Hipotesis: ElI razonamiento covariacional ayuda a la comprension del

comportamiento de una funcién a partir de determinar la razén de cambio.
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El comportamiento que nos interesa identificar es donde la funcién crece,

decrece y tiene valores extremos, entre otros.

A partir de esta hipétesis y si se toma en consideracion que las investigaciones
reportan que el uso de la tecnologia ayuda al estudiante a realizar exploraciones
dinamicas de las diferentes representaciones de las funciones (numérica, simbdlica y

grafica), se plantean las siguientes preguntas.

1.4. Preguntas de investigacion.

1. ¢Cual es el efecto de medir la variacion de una funcién mediante actividades que
involucran el razonamiento covariacional?

2. ¢ Como influye el uso de problemas de maximos y minimos en la comprension de
la variacion de una funcion?

3. ¢Como influye el uso de un software de geometria dinamica en el estudio de una

funcion con un enfoque covariacional?

1.5. Objetivos de la investigacion.

Identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de méaximos y
minimos, que permiten a los estudiantes explorar la variacion y que puedan

representarse en un sistema cartesiano.

Verificar la importancia del razonamiento covariacional como herramienta para
comprender el comportamiento de una funcién en términos de su razén de cambio
mediante el andlisis y clasificacion de las acciones cognitivas de razonamiento

covariacional.

Determinar cdmo la construccion y la exploracion de diferentes representaciones
en un software dinamico y en un contexto de problemas de maximos y minimos ayuda

al estudiante a guiar sus acciones cognitivas de razonamiento covariacional.

El cumplimiento de los objetivos anteriores se sustentara dentro del marco

conceptual que se describe en el capitulo siguiente.
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL.

Para apoyar las preguntas que se han planteado, es necesario hacer una
revision de los elementos tedricos que las sustentan y que justifican el enfoque de la
presente investigacion. Estos acercamientos son: el estudio de las funciones con un
enfoque covariacional, el estudio de conceptos matematicos a partir de problemas en
contexto y el uso de la tecnologia digital como un medio de apoyo de la ensefianza y el

aprendizaje de la matematica.

2.1. Razonamiento covariacional.

En primer lugar, se considera importante definir el término covariacion, el cual,
Saldhana y Thompson lo describen como alguien que tiene en mente una imagen
sostenida de dos valores de cantidades al mismo tiempo (citado en Carlson, Jacobs,
Coe, Larsen & Hsu, (2002, p4g. 354) Lo cual, de acuerdo a Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen & Hsu, (2002, pag. 354) implica la coordinacion de las dos cantidades; luego un
seguimiento de cualquiera de los valores con la comprensién de que la otra cantidad

también tiene un valor en cada momento en el tiempo.

De acuerdo a Cooney, Beckmann, Lloyd, Wilson, & Zbiek (2010), la razén de
cambio describe como una cantidad variable cambia con respecto a otra, es decir, la

razén de cambio describe la covarianza entre dos variables.

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu, (2002) definen al razonamiento
covariacional como las actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos
cantidades variables mientras se asiste a las formas en que cambian en relacién unas

con otras.

Para Confrey y Smith (1994) el tratado de las funciones con un enfoque
covariacional implica ser capaz de moverse operacionalmente de ym a ym+1 €n

coordinaciéon con el movimiento de Xm a Xm+1.

Para analizar e informar sobre el razonamiento covariacional de los estudiantes

al responder a las tareas de funciones desde una perspectiva dinamica, Carlson,
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Jacobs, Coe, Larsen & Hsu, (2002), disefian un marco, el cual describe cinco niveles de

desarrollo de imagenes de covariacién que son sucesivamente mas complejos:

En el primer nivel el estudiante comprende la relacion que hay entre una
variable independiente y una dependiente, esto es, en cuanto a que si una

cambia en consecuencia la otra cambia.

En el segundo nivel el estudiante puede coordinar la direccion de cambio
respecto al nivel 1, es decir, puede determinar si la funcidbn es creciente o

decreciente.

En el tercer nivel el estudiante puede ver la cantidad de cambio de una variable
respecto con la otra.

En el nivel 4, el estudiante coordina la razén de cambio promedio de la funcién

con cambios uniformes en la variable de entrada.

En el nivel 5 el estudiante coordina la velocidad de cambio instantanea de la

funcidon con cambios continuos en la variable de entrada.

Los cinco niveles de desarrollo se describen en términos de las acciones

mentales u operaciones que cada imagen sustenta. La tabla 2.1.1., proporciona una

descripcion de las cinco acciones mentales y las conductas asociadas que han sido

previamente identificadas en los estudiantes.

Al considerar que el marco de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002), es

una herramienta que permite analizar el razonamiento covariacional a la hora de

interpretar y representar eventos dinamicos de las funciones, éste sera parte de los

fundamentos de la presente investigacion. Al marco se ha integrado un nivel 0 de

razonamiento covariacional en el cual, el estudiante identifica los datos que son

variables, los que son constantes y determinan el dominio de las variables. Las

acciones mentales que corresponden a este nivel se identificaran como AMO.
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Accién Descripcién de la accién Comportamientos
Mental mental
Accién Coordinacién del valor de una | ® Etiquetado de los ejes con indicaciones
Mental 1 . . verbales de la coordinacién de las dos
enta variable con los cambios en la . . .
otra variable variables (por ejemplo, y cambia con los
(AM1) : cambios en x).
Accid Coordinacién de la direccién | ® Construccién de una linea recta creciente.
ccion
Mental 2 | de cambio de una variable con | o Verbalizar un conocimiento de la
(AM2) los cambios en la otra| gireccién del cambio de la salida teniendo
variable. en cuenta cambios en la entrada
L ) e Trazado de puntos / construcciéon de
Accién Coordma‘lcmn de la Fantldad lineas secantes.
Mental 3 | de cambio de una variable con ) o )
los cambios en la otra | ® Verbalizar una conciencia de la cantidad
(AM3) variable de cambio de la salida teniendo en cuenta
cambios en la entrada.
L | ® Construccion de lineas secantes contiguas
B Coor.dlnacmn .de la razén | para el dominio.
Accion media de cambio de la funcién ) o )
Mental 4 | con incrementos uniformes | ® Verbalizar un conocimiento de la razén de
(AM4) del cambio en la variable de | cambio de la salida (con respecto a la
entrada. entrada) mientras que se consideran
incrementos uniformes de la entrada.
e Construccion de una curva suave con
Coordinacién de la razén de | 1ndicaciones claras del cambio de
Accién cambio instantdnea de la | concavidad.
Mental 5 funC}on con los camblos e Verbalizar una conciencia de los cambios
(AMS) continuos en la variable | jpgtantdneos en la razén de cambio para
1ndepgnd1ente para todo el | t5do el dominio de la funcién (direccién de
dominio de la funcién. concavidades y puntos de inflexién
correctas).

Tabla 2.1.1. Acciones Mentales del Marco de covariaciéon. Tomada de Carlson, Jacobs, Coe,

Larsen, & Hsu, (2002, pag. 357).

2.3. Problemas en contexto.

Si bien, el estudio de las matematicas surge por la necesidad de resolver
problemas, entonces, resolviendo problemas es como puede lograrse un aprendizaje
significativo. Desde tiempos remotos Galileo (imaz & Moreno, 2009) expresaba que “el
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lenguaje en que estad escrita la naturaleza es el lenguaje matematico”, y Fourier
(Bottazzini, 1986, pp. 79-80, citado por imaz & Moreno, 2009, pag. 3) reafirmaba que
“El estudio de la naturaleza es la fuente mas fértil de descubrimientos matematicos...” y
afiadia que “Las técnicas estan legitimadas por la naturaleza fisica de los problemas a

resolver.”

Ya en la actualidad, diversas investigaciones relacionadas a la mejora de la
ensefianza de las matematicas (por ejemplo, la NCTM, 2000, pags. 340-347; Santos
Trigo & Reyes, 2011) han sefalado que a través de la resolucion de problemas la
construccion del conocimiento matematico tiene un alcance efectivo puesto que implica
el enlace de conocimientos ya adquiridos para obtener los nuevos, pero ademas, en el
proceso y en la solucién, el estudiante va dandole sentido a su aprendizaje al tratar con

problemas en contexto.

La NCTM (2000, pag. 341) establece que “los problemas y la resolucién de
problemas desempefian un papel esencial en el aprendizaje de los contenidos
matematicos y en ayudar a establecer conexiones entre las distintas areas de
contenidos”. Se menciona ademas acerca de las consideraciones que deben tomarse
en cuenta, tales como seleccionar cuidadosamente los problemas en el sentido de
jerarquizar la dificultad y que sean apropiados de acuerdo al conocimiento que se busca
establecer en busca de la generalizacion de los conceptos; que los estudiantes estén
familiarizados en buscar estrategias, tener el interés por resolverlos, contar con un
conocimiento sélido de temas que estan involucrados y desarrollar la discusién en clase
sobre las conjeturas y posibles soluciones para lograr obtener una comprensién mas
amplia de los contenidos y procesos matematicos. En conjunto, establecen que en la
resolucién de problemas, se debe fortalecer la competencia de adaptar y ampliar las
matematicas que ya conocen para afrontar los nuevos retos que se les presenten en la

escuela, en el trabajo y en la vida cotidiana.

Santos-Trigo & Reyes-Rodriguez (2011), evidencian que la estructuracion y
solucion de modelos en la enseflanza de las matematicas, fomentan el desarrollo del
pensamiento matematico debido a que en la modelacion de una situacion del entorno

del estudiante, ya sea fisico o social, la comprension de relaciones matematicas se
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favorece porque notan la aplicaciébn de sus conocimientos en situaciones reales. Se
ponen de manifiesto las competencias que son relevantes en las diferentes fases del
ciclo del modelado que van desde la comprension del fendmeno, la construccion del
modelo, la exploracién y la interpretacion de los resultados; todas ellas representadas y

analizadas mateméaticamente.

De acuerdo a Martinez-Silva (2008), el término contexto utilizado para
comprender conceptos matematicos lo define como “el conjunto de situaciones o
problemas en los cuales un concepto o procedimiento matematico adquiere significado;
el conjunto de situaciones que hace util al concepto o procedimiento”.

2.3.1. Los problemas de méaximos y minimos para el estudio de la
covariacion.

‘Los problemas de maximos y minimos pertenecen a los denominados
problemas expresados en palabras, los cuales son el caso tipico: Descripciones
verbales simplificadas de situaciones hipotéticas o que surgieron en la vida practica u
observando la naturaleza; se dan en éstas ciertas cantidades explicitamente y otras no.
Tales versiones estan dirigidas a responder exclusivamente preguntas especificas
mediante valores numéricos, haciendo uso para ello en las cantidades dadas en el texto
y de las relaciones matematicas inferidas entre esas cantidades” (Verschaffel, Greer y

De Corte, 2000, citado por Moreno-Guzman, 2003, pags. 2-3).

Mejia & Hurtado (2006) y Moreno-Guzman (2003), utilizan problemas de
mAaximos y minimos como situaciones de cambio y direccionan la metodologia para
resolverlos a fin de involucrar a los estudiantes en la percepcion y caracterizacion de los
elementos que cambian simultdneamente e identificar regularidades entre los cambios
de tal forma que los conduzca a determinar la relacion funcional analitica entre los
elementos cambiantes, al considerar que la mayor dificultad que tienen los estudiantes
al resolver este tipo de problemas es precisamente encontrar la funcion analitica a

optimizar.

Ya gque diferentes investigaciones han obtenido que un aprendizaje significativo
se logra a partir de problemas en contexto, y que en particular el planteamiento de

problemas de maximos y minimos han sido utilizados como situaciones de cambio, el

27



presente estudio esta organizado en torno a problemas de maximos y minimos. A
través de ellos se busca dar significado a las nociones matematicas implicadas y
permitir a los estudiantes apropiarse del conocimiento, que incluye, desde la
identificacion y dominio de las variables involucradas, el comportamiento de una
variable respecto a la otra y el cambio relativo. Finalmente se espera que el estudiante
determine la funcién que modela al problema y asi, al final estara abstrayendo en una
funcidbn un fendbmeno que cambia, pero también habrd analizado como cambia,
sustentandose en las diferentes formas de representacion (geométrica, numeérica,

geometrica, algebraica y verbal).

2.2. El uso de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas.

Los cambios fundamentales en el plan de estudios del calculo han puesto mayor
énfasis en la visualizacién, este modo de representar conceptos matematicos esta
ganando mas fuerza debido a los avances en la tecnologia informética y el desarrollo
de software matematico dinamico cuya fuerza principal se encuentra en su capacidad
de proporcionar un mayor y mas facil acceso a multiples representaciones (humérica,
grafica y simbdlica) de conceptos mateméaticos (Habre & Abboud, 2006) donde la
interaccion en tiempo real y la representacion grafica de movimiento simulado ayudan a
hacer visibles caracteristicas importantes del razonamiento del alumno acerca del

cambio y la cantidad (Stroup, 2002).

De acuerdo al principio tecnolégico que establece la NCTM (2000, pags. 26-28)
en los estandares para la educacion matematica, el uso de las herramientas
tecnoldgicas utilizadas de forma eficiente, enriqguecen la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas debido a su versatilidad y potencia, los estudiantes tiene oportunidad
de visualizar, organizar y analizar datos, ademas de realizar célculos con eficacia y
exactitud, lo que da lugar a que dispongan de mas tiempo para conjeturar, modelar y

trabajar a altos niveles de generalizacion y abstraccion.

Santos-Trigo & Reyes (2011), enfatizan la potencialidad que tiene el uso de las
herramientas tecnologicas para motivar a los estudiantes en su interés en el

aprendizaje de las matematicas al ir descubriendo relaciones dinamicas entre los
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objetos, encontrar conjeturas, poner en practica sus conocimientos, estimular, recordar
o0 investigar temas ya aprendidos, desarrollar su pensamiento matemético, reconocer y
valorar la utilidad de las demostraciones de forma analitica, tomar sentido a la solucion
de sistema de ecuaciones, la aplicacion de lugares geométricos para demostrar
soluciones, y que la orientacion y aplicacion adecuada del uso de las herramientas por
parte del profesor en la ensefianza de las mateméticas, mejoran el aprendizaje de

forma efectiva.
2.2.1. Geogebra.

Al considerar los beneficios de introducir conceptos con el apoyo de la
tecnologia, se ha determinado usar el software de geometria dindmica Geogebra por
las caracteristicas que retne en cuanto a su sencillez, es gratuito, esta disponible en
diferentes plataformas, es potente puesto que integra de forma dinamica, la aritmética,
la geometria, el &lgebra, el célculo y se pueden realizar representaciones geométricas,

graficas, algebraica y elaborar tablas.

2.2.2. Procesos de aprendizaje relacionados con el uso de la tecnologia.
Como anteriormente se ha mencionado, en la presente investigacion se ha

considerado que los estudiantes construyan en el software dinamico la representacion

figural del problema asi como la construccion de tablas y gréficas.

En el proceso de aprendizaje relacionado con el uso de la tecnologia, Trouche
(2005) sefiala que trabajos recientes en el campo de la ergonomia cognitiva han
proporcionado herramientas teo6ricas que permiten una mejor comprensiéon de los
procesos de apropiacion herramientas como las calculadoras complejas. Verillon y
Rabardel (citado en Trouche (2005)), proponen un nuevo enfoque, que distingue

esencialmente un artefacto de un instrumento.

La génesis instrumental es un proceso de construccion de un instrumento
utilizando un artefacto. Se representa como un edificio estructurado por un proceso
complejo (ver figura 2.2.2.1.), que vincula las caracteristicas del artefacto en cuanto a
sus potencialidades y limitaciones en relacién con la actividad del sujeto considerando

sus conocimientos y sus métodos de trabajo. Tiene dos componentes estrechamente

29



interconectados: el proceso de instrumentalizacion, dirigida hacia el artefacto y el
proceso de instrumentacion, dirigida hacia el sujeto. (Trouche, 2005, pag. 144).

Un artefacto Un sujeto
Sus restricciones Sus conocimientos
Sus posibilidades Sus métodos de trabajo

Instrumentacion

Instrumentalizacién

|
¥

131

r:Un instrumento “hacer algo” W
L Parte del artefacto - esquemas J

Génesis instrumental
Necesita tiempo
A través de las actividades

Figura 2.2.2.1. De artefacto a instrumento. Tomada de Trouche (2005, pag. 144).

De acuerdo a Trouche (2005), el artefacto se define como un objeto material o
abstracto, (por ejemplo una calculadora, un algoritmo para resolver ecuaciones de
segundo grado) que determina parcialmente la actividad del usuario considerando sus

limitaciones y destacando sus potencialidades.

El instrumento es construido por el sujeto a partir del artefacto con la finalidad de

realizar un tipo de tarea, por lo que el instrumento contiene al artefacto.

El proceso de instrumentalizacién implica varias etapas: una etapa de
descubrimiento y seleccibn de las herramientas pertinentes, una etapa de
personalizacion (apropiarse de la herramienta) y una etapa de transformacion de la
herramienta. La instrumentalizacion es un proceso de diferenciacion en cuanto a los

artefactos mismos (Trouche, 2005).

En lo que respecta a la instrumentacién, puede pasar por diferentes etapas: una
fase de explosion y una fase de especializacion. La fase de explosion, se caracterizada

por la oscilacion, el descubrimiento o por fendmenos de verificacion. Progresivamente,
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los estudiantes entran en la fase de especializacion, donde el uso del artefacto tiende a
un equilibrio, estabilizan las estrategias y las técnicas instrumentadas (Trouche, 2005).

Una técnica instrumentada es un conjunto de reglas y métodos en un ambiente
tecnolégico que es usado para resolver un tipo de problemas especificos (Trouche,
2005).

En la presente investigacion, como anteriormente se ha mencionado, se ha
considerado que los estudiantes construyan en el software dinamico la representacion
figural del problema. La construccion de las diferentes representaciones seran las
técnicas instrumentadas que posteriormente servirdn al estudiante para explorar el
comportamiento de las funciones. Si bien, la génesis instrumental ofrece un marco para
analizar los procesos de aprendizaje relacionados con el uso de la tecnologia, en
nuestro analisis no se entrara a detalle en cada fase del proceso, solo se ha de tomar
en cuenta de forma general la viabilidad de que los estudiantes realicen las

representaciones.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA.

Una vez definido el marco conceptual que sustenta la investigacion, en el
presente capitulo se expone la metodologia que se empled la cual incluye a los
participantes, el escenario de recogida de datos, los instrumentos de recoleccion de

informacion y el procedimiento para analizarla.

3.1 Disefio general de la investigacion.

La investigacion se caracteriza por llevar a cabo el analisis de los procesos y las
dificultades en el aprendizaje de conceptos, algoritmos y estrategias de trabajo, que se
manifiestan en las formas como los estudiantes llevan a cabo ciertas tareas y en las
respuestas que dan a determinadas preguntas y puesto que tiene como base la
observacion para obtener las conclusiones, estas caracteristicas sittan a la

investigacién dentro de un esquema cualitativo (Gutiérrez , 1991).
Los participantes.

La experimentacion se llevo a cabo con 12 estudiantes que iniciaban su curso de
quinto semestre de bachillerato que de acuerdo al programa de estudios corresponde al
curso de célculo diferencial. En el semestre anterior habian cursado geometria
analitica. Estos estudiantes no tenian ninguna caracteristica especial y el tema se
relacionaba con el programa en curso. Todas las sesiones fueron coordinadas por

quien realizé el experimento.
Escenario e instrumentos para la recopilacion de informacién.

La parte experimental de la investigacion fue estructurada de la siguiente forma:
1. Un pre test.

2. Introduccién al software de geometria dindamica Geogebra.

3. Cuatro actividades.

4. Un post test.

El trabajo con los estudiantes se realizé durante 10 sesiones de 90 minutos. En

la primera sesion se llevé a cabo el pre test, el cual contestaron por escrito y de forma
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individual; en la segunda se dio una introduccién al software dindmico Geogebra, para
esta sesion y en las sesiones de las actividades los estudiantes trabajaron en parejas
formandose asi seis equipos de trabajo, ademas se dispuso de un proyector para
apoyar a los estudiantes con el uso de las herramientas del software; en las siguientes
siete sesiones se llevaron a cabo las cuatro actividades; en la ultima sesion los
estudiantes contestaron el post test de forma individual y se les propuso utilizar el

software si lo consideraban necesario.

3.2. Disefio del pre test.
El objetivo del pre test fue indagar en los estudiantes sobre algunos
conocimientos de algebra y funciones que se consideran necesarios para llevar a cabo

el estudio. El instrumento completo se presenta en el Apéndice A.

Respecto a los conocimientos de &lgebra se pide operar expresiones
algebraicas, desarrollo de binomios y resolucién de ecuaciones de primer y segundo

grado. Ver ejemplo de los items en la figura 3.2.1.

1. {Qué expresién hay que afiadir a 3x* —5x+6 para que la suma sea 3x?

2. Desarrollar los siguientes binomios.
a) (X + 3)2

3. Resolver las siguientes ecuaciones.
a) 2(2x—3)=6+x
b) 2x*+3x—5=0

Figura 3.2.1. Preguntas del pre test sobre algunos conocimientos de algebra.

Acerca de sus conocimientos de las funciones, se plantea un problema de
maximos y minimos con el objetivo de explorar su comprension acerca del concepto de
funcion considerando la representacion numérica mediante el llenado de tablas, la
representacion grafica de acuerdo a los valores de la tabla, trazo de la gréfica, ver si
identifican que la funcién corresponde a una parabola, los argumentos para determinar
el punto maximo ya sea de forma grafica o mediante los valores de la tabla o con

ambos vy finalmente se busca determinar su habilidad o dificultad para establecer a la
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funcién de forma analitica. Ver ejemplo de algunas preguntas del item 4 en la figura
3.2.2.

4. De acuerdo al siguiente problema contesta lo que se pide:

Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con longitudes
de largo () y ancho (w).

b) Completa la tabla de valores que muestra la relacién entre el largo y el 4rea.

c¢) Utiliza la tabla anterior para obtener la grafica del largo y el area.

Figura 3.2.2. ftem 4 del pre test que plantea un problema de maximos y minimos para explorar la
comprension de los estudiantes acerca del concepto de funcién.

El objetivo del item 5 es determinar si el estudiante puede describir de forma
verbal el comportamiento de una funcién en contexto dada su representacion gréfica.

Ver ejemplo del item en la figura 3.2.3.

Considerando que en algunos problemas de méaximos y minimos una forma de
relacionar a las variables es mediante la semejanza de triangulos, en el item 6 se
indaga sobre las dificultades respecto a este conocimiento. Ver ejemplo del item en la
figura 3.2.4.

En el item 7 se pide obtener el valor de una funcién cuando el valor de x es una
constante y una expresion simbdlica para determinar si el estudiante tiene facilidad para
sustituir y operar con un valor constante y un valor constante mas su incremento. Ver

ejemplo del item en la figura 3.2.5.
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5. Describe cémo la cantidad de agua en una piscina (¥, volumen) cambia con el tiempo
() en cada caso:

a) b) c) d)

Figura 3.2.3. ftem 5 del pre test que muestra las graficas del comportamiento del volumen de agua de una
piscina conforme transcurre el tiempo.

6. Si los segmentos EB y DC son paralelos, el segmento AB=2, BC=18y EB = 3.

Calcular la medida del segmento DC.

Figura 3.2.4. ftem 6, problema de semejanza de triangulos.

7. Dada la funcién f(X)= 2%° —5X+4, determina f(3) y f(3+h).

Figura 3.2.5. ftem 7, determinar el valor de una funcion.

Dado a que se trabajara con la razon de cambio, el objetivo del item 8 es
conocer si el estudiante tiene presente la forma de determinar la pendiente de una recta

conociendo dos de sus puntos.

En el item 9 se solicita obtener el vértice de una parabola para determinar si el
estudiante asocia el vértice con los puntos maximos o minimos de la parabola. Ver

ejemplo del item en la figura 3.2.6.
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9. Para la ecuacién de la parabola x> —6X— Y+11=0, determina las coordenadas del
vértice.

Figura 3.2.6. ftem 9, determinar las coordenadas del vértice de una parabola a partir de su ecuacién.

En el item 10 se presenta una lista de tablas de valores de x e y, una lista de
graficas de tales valores y una lista de las ecuaciones que se relacionan con ambos,

con la finalidad de determinar si el estudiante puede relacionarlas.

3.3. Introduccion a Geogebra.

La construcciéon de diferentes representaciones (geomeétrica, numérica y grafica)
en el software dinamico, forma parte de las actividades que los estudiantes efectuaran
ya que éstas les servirAn como punto de partida para identificar relaciones entre las
variables, pero al mismo tiempo pondran en evidencia sus conocimientos y dificultades
para realizarlas. En esta etapa de la investigacion, se realiza un primer acercamiento de
los estudiantes al software dinamico Geogebra con el objetivo de prepararlos para la
construccion de cada una de las representaciones de las actividades.

En un principio, los estudiantes manipularan la barra de herramientas del
software y descubriran qué objetos se pueden obtener con cada una de ellas.
Conoceran la forma de elegir las herramientas y el trazo que se puede realizar con
herramientas especificas que se utilizaran en la construccién de las representaciones,
tales como puntos, segmentos, rectas perpendiculares, punto medio, punto de

interseccion, y ocultar objetos.

Posteriormente, construiran figuras geométricas inscritas, tablas y graficas (ver
Apéndice B). Referente a las figuras inscritas, se requiere que los estudiantes primero
piensen en la manera de realizar en lapiz y papel una figura inscrita y posteriormente en
la manera para realizarse en el software. Ademas, se requiere que lleven a cabo la
prueba de arrastre de los vértices de las figuras inscritas por ejemplo en la construccion
de un rectangulo inscrito en un triangulo (ver Figura 3.3.1.), el estudiante aprendera que
es necesario asegurarse que los vértices de la figura inscrita pueden moverse

Gnicamente sobre los lados de la figura circunscrita. En cuanto a la construccion de
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tablas se requerira que introduzcan en la hoja de célculo, la formula que hace referencia
a una funcion para obtener valores de acuerdo a los valores dados en una de las
columnas de la tabla. La grafica de puntos la llevaran a cabo de forma manual,
mediante el trazo de cada punto en el plano cartesiano que corresponde al valor de la
abscisa y al valor de la ordenada, esto con el objetivo de validar que no tienen
dificultades en cuanto al uso del plano cartesiano. Finalmente, para realizar la grafica
de la funcion, se indicara la forma de introducirla en la barra de entrada, con el debido
uso de paréntesis y signos como el acento circunflejo para elevar un nimero o variable

a una potencia.

Figura 3.3.1. Rectangulo inscrito en un triangulo isésceles.

3.4. Disefio de las actividades.

El objetivo del presente estudio es analizar la comprension de los estudiantes
acerca del comportamiento de una funcion con un enfoque covariacional para
desarrollar el concepto de razén de cambio, a partir de la construccion, exploracion y
analisis de sus diferentes representaciones en un software dindAmico y en un contexto

de problemas de maximos y minimos.
Instrumentos para llevar a cabo el analisis.

Se disefaron cuatro actividades y un post test para obtener la informacion que
nos permita realizar el analisis. Previo al disefio final de las actividades, se realizd un

estudio piloto, a partir del cual se consider6 replantear las preguntas para conducir al

37



estudiante a determinar la expresion algebraica de la funcién. A continuacion se

describen las caracteristicas generales de los instrumentos.

3.4.1. Disefio de las actividades 1, 2y 4.

Para el disefio de las actividades se buscd que cumplieran con las caracteristicas

que se mencionan:

Iniciar con el planteamiento de problemas de maximos y minimos con la finalidad

de que la funcién a tratar tenga sentido para los estudiantes.

Estructurarlas en una secuencia de instrucciones y preguntas proporcionadas a
los estudiantes de forma impresa (ver apéndice C), las cuales seran contestadas
a medida que construyan un modelo, exploren la situacion y analicen el
comportamiento de las diferentes representaciones (geométrica, numérica y

gréfica) del problema en Geogebra.

Trabajar con los niveles 1, 2, 3 y 4 de razonamiento covariacional del marco de
Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2002). Al marco se ha integrado un nivel 0
de razonamiento covariacional en el cual, el estudiante identifica los datos que
son variables, los que son constantes y determinan el dominio de las variables,

las acciones mentales que lleven a cabo en este nivel se identificaran como AMO.

Herramientas para los estudiantes:

Actividades proporcionadas de forma impresa con las cuales son guiados para
realizar los tratamientos y conversiones en cada una de las representaciones y el
desemperfio de las acciones mentales del razonamiento covariacional. En éstas
hojas de actividades los estudiantes podran expresar sus ideas respecto al

analisis que realicen.

Software de geometria dinamica Geogebra para construir las representaciones,
figural, numérica y grafica, con las cuales podran explorar y analizar el

comportamiento de las funciones.

Respecto a las situaciones que se consideraron para las actividades, se incluyo

un problema relacionado con area, un problema relacionado con volumen y un

problema relacionado con angulo. Sobre los problemas del post test, uno fue
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relacionado con é&rea y otro relacionado con tiempo. El hecho de considerar
diferentes magnitudes, tenian por objetivo evitar que mecanizaran
procedimientos, que estudiaran diferentes funciones para ampliar el panorama

de sus aplicaciones.

Escenario instruccional.

Los estudiantes trabajaran en parejas con el fin de interactuar y promover sus
ideas. El investigador intervendra en dos casos: para ayudar en las dificultades
gue se presenten en la construccion de las distintas representaciones y mediante
preguntas que guien su razonamiento cuando las dificultades del estudiante no

le permitan avanzar.

A continuacion se describen los aspectos que se analizardn en cada una de las
técnicas instrumentadas y las acciones que tienen que ver con los diferentes

niveles de razonamiento covariacional.

3.4.1.1. Construccion de la representacion geomeétrica figural, identificada
por TI-F (Técnica Instrumentada Figural).

Si bien, las investigaciones han referido que el uso de distintos
programas informaticos proporcionan una experiencia exploratoria a los
estudiantes con el objetivo de que tengan un mejor acceso a las
matematicas del cambio y la variacién. Por ejemplo Confrey & Smith
(1994) que llevan a cabo un proyecto en el cual los estudiantes estudian la
razon de cambio en el contexto de la velocidad en el entorno de
exploracion de JMW (Java Math Worlds) y cuyos resultados fueron una
mayor comprension de la velocidad como razén de cambio. En las
actividades propuestas, los estudiantes no solo exploraran las diferentes
representaciones en el software, sino que también llevaran a cabo su
construccion con el fin de que comprendan en mayor medida la

informacion que cada una de ellas les puede ofrecer.

En la construccidon de esta representacion se solicita al estudiante
construir en el software dinamico la figura que representa al problema

tomando en consideracién los datos (Apéndice C, actividad 1, preguntas 1
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y 2; actividad 2, pregunta 2; actividad 4, pregunta 1). En la figura
3.4.1.1.1., se muestra el ejemplo de la pregunta 1 de la actividad 1.

Obijetivos:

a) Que al realizar la construccién de la representacion, el estudiante
pueda identificar los valores constantes, los que cambian y la
relacion que hay entre ellos.

b) ldentificar sus habilidades o dificultades para disponer de sus
conocimientos al representar al problema en una figura.

c) Una vez construida la representacion los estudiantes podran
explorar el cambio de las variables y mediante las preguntas de sus
actividades se espera que desarrollen las acciones mentales de

razonamiento covariacional AMO y AM1.

1. En Geogebra realiza la representacién geométrica del problema trazando el
triangulo que representa a la fachada y un rectangulo inscrito que representa a
la ventana. Despliega las longitudes de la base y la altura.

AlturaV' = 1.07

[u] 2 4 5] =] 10 12

BaseV = 6.85

Figura 3.4.1.1.1. TI-F. Representacion figural del problema de la ventana rectangular
inscrita en una fachada triangular de base 12 y altura 2.5 m, del problema de la
actividad 1.

3.4.1.2. Construccion de la representacion numérica, identificada por TI-N
(Técnica Instrumentada Numérica).

Se utilizara este registro en la construccion de tablas con el objetivo de
que a partir de ella, los estudiantes comprendan la informacion que ofrece

en cuanto a:
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a) La coordinacion del valor de una variable con los cambios de la otra
variable mediante la obtencion de forma visual de los valores de la
variable dependiente en relacion con los valores asignados a la
variable independiente (actividad 1, pregunta 3, inciso c; actividad
4, pregunta 4), ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1. Y la coordinacion
del valor de una variable con los cambios de la otra variable
mediante la obtencion de los valores de la variable dependiente con
una férmula (actividad 1 pregunta 7, inciso c; actividad 2,

preguntas 3y 7).

b) La cantidad de cambio de cada una de las variables mediante el
calculo de las diferencias entre los valores consecutivos de las
variables para promover numéricamente sus cambios (actividad 1,
preguntas 3 y 7 incisos d y e; actividad 2, preguntas 5 y 10;
actividad 4, pregunta 6). Ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1.

c) La razén de cambio entre las dos variables mediante el calculo del
cociente de diferencias para promover numéricamente el cambio
relativo (actividad 1, preguntas 3 y 7 inciso f; actividad 2, preguntas
5y 10; actividad 4, pregunta 6). Ver ejemplo en la figura 3.4.1.2.1.
En la construccion de la tabla se analizaran en conjunto las
dificultades que tienen en realizar esta representacién lo cual
incluye escribir los encabezados, copiar celdas e introducir formulas
de acuerdo a las funciones obtenidas en la representacion

algebraica de la funcion.

Una vez construida la tabla de valores, el objetivo es que analicen
la informacién guiados por las preguntas expuestas en cada actividad y
desarrollen las acciones mentales AM1, AM2, AM3 y AM4.
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3.4.1.3. Construccion de la representaciéon grafica, identificada por TI-G
(Técnica Instrumentada Grafica).

Esta representacion la obtendran a partir de la representacion
numeérica, tiene la finalidad de que el estudiante obtenga informacién
desde la perspectiva grafica acerca del comportamiento de las variables,
para desarrollar la AM1 y AM2, (actividad 1, preguntas 6, 6¢, 9, 10 y 15;
actividad 2, preguntas 4,8, 12 y 12a; actividad 4, pregunta 5). (Ver ejemplo
en la figura 3.4.1.3.1.)

3. Elabora una tabla de valores en la hoja de calculo para las dimensiones
del rectangulo.

A B C D E

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razén de cambio

2 entre las medidas entre las medidas | promedio de la altu...

3 de la base de la altura respecto a la base
a,— a

4 | Base (b) | Altura (a) bz-ba az-a1 hz— h1

5 0

G 2

T 4

a G

9 8

10 10

Ll 12

a) Escribe los encabezados en cada columna como se muestra en la figura.

b) En la columna A escribe las medidas para la base tal como se muestra en
la figura.

¢) En la columna B anota la medida que corresponde a la altura cuando la
base toma el valor indicado.

d) En la columna C, a partir de la celda C3 obtén la diferencia de los valores
consecutivos de la altura, iniciando con los valores de las celdas B6-B5.

e) En la columna D, a partir de la celda D3 obtén la diferencia de los valores
consecutivos de la base, iniciando con los valores de las celdas A6-A5.

f) En la columna E, a partir de la celda E3 obtén el cociente de las
diferencias de la altura respecto a las diferencias de la base, iniciando con
los valores de las celdas C6/D6.

g) Copia las férmulas para los siguientes renglones.
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Figura 3.4.1.2.1. TI-N. Tabla de valores de las variables base y altura de la ventana.
Pregunta 3 de la actividad 1.

5. Grafica los pares de puntos y Unelos con segmentos de recta.

Figura 3.4.1.3.1. TI-G. Ejemplo de pregunta en la que se solicita graficar los puntos
que representan la distancia del observador a la pantalla y el angulo visual del
observador del problema de la actividad 4.

Ademas, se solicitara al estudiante que una los puntos con
segmentos de recta con la finalidad de destacar la informacién visual que
ofrece la grafica en relacion con la inclinacién y la longitud de los
segmentos con la cantidad de cambio relativo. En cuanto a la elaboracion
de la grafica de puntos se analizara su habilidad o dificultad para
realizarla.

Graficaran también los puntos correspondientes a la variable
independiente y la razén de cambio con la finalidad de que puedan
visualizar el comportamiento de los cambios relativos (actividad 1,

pregunta 11), ver ejemplo en la figura 3.4.1.3.2.

11. Justo atras de la ditima columna inserta otra en [a cual cepiaras los valores de la base
como se muesira en la figura.

A B c [n] E F G

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio Razdn de cambio
T entre las medidas | entre las medidas promedio del area
T de |a base del area respecio a la base
[ ) A A,

4 | Altura (a) | Base (b} | Area (&) ba-by Azr-At Base {b) szl

5 25 0| o 0
T 24 0.5 1.2 0.5 12 05 24
T 229 1 229 0.5 1.08 1 219
T 219 15 328 0.5 0989 15 1.98
o | 208 2| awr 05 0.89 2 177
T 188 25 495 05 0n.7e 25 155
I 1.38 3 563 05 D68 3 1.35

Selecciona las dos dltimas columnas y elige la herramienta Crea [ista de puntos.

Figura 3.4.1.3.2. TI-G. Pregunta 11 de la actividad 1. Pregunta en la que se pide
graficar los puntos de la base de la ventana y la razén de cambio.

43



3.4.1.4. Construccion de la representacion algebraica, identificada por TI-A
(Técnica Instrumentada Algebraica).

Representacion algebraica, la cual corresponde al sistema de
escritura simbdlica algebraica. Se espera que a partir de la exploracion,
analisis y asociacion de las representaciones junto con conocimientos
matematicos previos, el estudiante determine la expresion algebraica de la
funcion que relaciona a las variables y constantes que involucra el
problema, realice la grafica de la misma y a partir de ella pueda reconocer
el comportamiento de las variables (actividad 1, pregunta 6, incisos d, e, f,
g, h, i y pregunta 14; actividad 2, preguntas 1 y 6; actividad 4, pregunta 9
incisos a, b y c¢). En la figura 3.4.1.4.1.,, se muestra un ejemplo de

pregunta relacionada).

6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que
aparece y elige Crea lista de puntos.

¢) Une dos de los puntos con la herramienta Recta que pasa por dos puntos,
(visualmente que sucede con los puntos restantes?

d) ¢(Cuél es la ecuacién de esta recta?

e) (/Cudl es la pendiente de esta recta?

f) (Cuél es la relacién de los valores de la columna E de tu tabla y la
pendiente de la recta de la ecuacion del inciso d?

g) A partir de la ecuacién anterior, escribe la altura en funcién de la base.

Figura 3.4.1.4.1. TI-A. Pregunta 6 de la actividad 1, relacionada con la obtencién de la
expresion algebraica que relaciona a las variables base y altura de la ventana.

3.4.1.5. AMO.
Para desarrollar la AMO se le solicita al estudiante identificar las

magnitudes que no cambian, las que cambian y los valores posibles para
cada una de ellas (actividad 1, pregunta 4, incisos a, b, c y d; actividad 2,
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pregunta 4 inciso 4; actividad 4, preguntas 2, 3 y 5b). En la figura

3.4.1.5.1., se muestra un ejemplo.

3.4.1.6. AM1.

Para desarrollar la AM1 se requiere que el estudiante analice que al
cambiar una de las variables la otra también cambia (actividad 1, pregunta
6 incisos a y b, pregunta 9 incisos a y b; actividad 2, pregunta 8 incisos a 'y
b; actividad 4, pregunta 5 a). Ver ejemplo de pregunta en la figura
3.4.1.6.1.

4. De acuerdo a las dimensiones que estan involucradas en el problema contesta
lo siguiente:

a) (Cudles dimensiones cambian? Explica tu respuesta.

b)

c)

d)

;Cuales dimensiones no cambian? Explica tu respuesta.

(Cual es el minimo valor y cual el maximo que puede medir la base de la
ventana?

(Cudl es el minimo valor y cual el maximo que puede medir la altura de la
ventana?

Figura 3.4.1.5.1. Pregunta 4 de la actividad 1 relacionadas con la AMO.

6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que
aparece y elige la opcién crea lista de puntos.

a)

b)

;,Qué dato te da la coordenada x de cada punto?

., Qué dato te da la coordenada y de cada punto?

Figura 3.4.1.6.1. Pregunta 6 de la actividad 1 relacionada con la AM1.
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3.4.1.7. AM2 y AMS.
Para desarrollar la AM2 y AM3, se pide que determinen como es el cambio

de una de las variables respecto al cambio de la otra. Ellos podran
determinar la direccion y la cantidad de cambio de la variable dependiente
mientras observan la cantidad de cambio uniforme de la variable
independiente (actividad 1, preguntas 5, 8 incisos a, by ¢, 10 incisos a y b;
actividad 2, preguntas 4b, 4c, 8c, 8d, 10c, 10d; pregunta 4, pregunta 5c).

En la figura 3.4.1.7.1., se muestra un ejemplo de pregunta relacionada.

b) (;Cémo cambian las medidas de la altura conforme aumenta la medida
del radio?

Figura 3.4.1.7.1. Pregunta 4 de la actividad 2 relacionada con la AM2 y AM3.

3.4.1.8. AM4.
Para desarrollar la AM4 las preguntas tienen que ver con la coordinacion

de la razén media de cambio de la funcién con incrementos uniformes de
la variable independiente. (Actividad 1, preguntas 8d, 10 incisos c, d, e, f;
actividad 2, preguntas 5 incisos a y b, 10 incisos a y b; actividad 4,
pregunta 6, incisos a, b y c). Ver ejemplo de preguntas relacionadas en la
figura 3.4.1.8.1.

5.

a) Observa la grafica y corroborando con la tabla indica en qué intervalo del
radio la altura cambia mas.

b) ;En qué intervalo del radio la altura cambia menos?

Figura 3.4.1.8.1. Pregunta 5 de la actividad 2 relacionada con la AM4.
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3.4.1.9. Solucion del problema.
Los estudiantes determinaran la solucion al problema, se espera

que justifiqguen su respuesta de acuerdo a la gréafica al identificar al punto
maximo y de acuerdo a la tabla de valores, en la cual pueden observar el
mayor valor de la variable independiente. Se espera que también puedan
justificar la solucion con el argumento de que en el punto maximo o cerca
del maximo, el valor de la razon de cambio es mas proximo a cero y
ademas hay un cambio de signo (actividad 1, preguntas 12 y 13; actividad
2, preguntas 11 y 13; actividad 4, preguntas 5d, 7 y 8). Ver ejemplo de
pregunta en la figura 3.4.1.9.1.

13. Con todo lo antericrmente realizade, jpuedes dar la solucidn del problema al sefior
Ignacio?

Si_ jCudl es Ia solucién?

4 COmo lo justificas?

Mo iPor qué no?

Figura 3.4.1.9.1. Pregunta 13 de la actividad 1 relacionada con la solucién al problema.

3.4.2. Disefio de la actividad 3.
Los estudiantes llevaran a cabo la comparacion de la razéon de cambio

entre los problemas de las actividades 1 y 2. El objetivo es que comprendan que
la razén de cambio da informacién acerca de como y cuanto cambia una funcion.
Para el disefio de esta actividad se buscé que cumplieran con las caracteristicas

que se mencionan:

e Una vez completada la actividad 1 en la cual se ha trabajado con una funcion
cuadratica y en la actividad 2 con una funcion cubica, los estudiantes llevaran a

cabo la comparacién de los cambios entre las dos funciones.

e La unidad de cambio de la variable independiente sera de 0.5 unidades a fin de
gue puedan observar que dada la misma unidad de comparacion de la variable

independiente, la razén de cambio de la funcion cubica es mayor.
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Escenario instruccional.

Los estudiantes trabajaran en parejas con el fin de interactuar y promover sus
ideas. Las comparaciones las pueden realizar en las tablas de valores impresas
en sus hojas de actividades y/o en sus tablas y graficas construidas en el

software.

Lo que se va a analizar:

3.4.2.1. AM2.

Para que desarrollen la AM2 que tiene que ver con la direccion de los
cambios, en cada una de las funciones determinaran el intervalo de
valores en el que la variable dependiente aumenta y el intervalo en el que

disminuye (preguntas 1y 2).
3.4.2.2. AM4.

Determinaran en cual de las funciones el cambio es mayor dado el mismo

intervalo de la variable independiente (pregunta 3).

Determinaran el intervalo de la variable independiente en el que el area de
la ventana y el volumen del cilindro crecen mas y el intervalo donde

crecen menos (preguntas 4 a 7).

Compararan los cambios entre el inicio y la parte mas alta de la gréfica en
cada una las funciones para identificar que los cambios son préximos a

cero alrededor de los puntos maximos (preguntas 8 y 10).

Algunos ejemplos de las preguntas de esta actividad se muestran en la
figura 3.4.2.2.1.

1. (En qué intervalo de valores de la base, el area de la ventana aumenta y en cual
intervalo disminuye?

Aumenta en el intervalo (  , ), disminuye en el intervalo ( , ).

3. En el intervalo (0.5, 1) de la variable independiente, /,qué aumenta m4s, el 4rea de la
ventana o el volumen del
cilindro?

6. (En qué intervalo de valores de la base hay un menor crecimiento del area de la
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ventana?

8. {Coémo es el cambio del area de la ventana respecto al cambio de la base en la parte
mas alta de la grafica, en comparacién con el cambio al inicio?

9. (Cémo es el cambio del volumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte
mas alta de la grafica, en comparacién con el cambio al inicio?

Figura 3.4.2.2.1. Preguntas de la actividad 3 relacionadas con la AM2 (pregunta 1) y relacionadas
con la AM4 (preguntas 3, 6, 8,y 9).

3.5. Disefio del post test.

El objetivo del post test es analizar en los estudiantes su razonamiento
covariacional respecto a las acciones mentales AMO, AM1, AM3 y su

comprension de la razén de cambio respecto a la AM4.
Las caracteristicas del post test se mencionan a continuacion:

e El post test consta de dos problemas, el primero es el problema que trata sobre
determinar el &rea maxima de un huerto dado el perimetro de valla para cercarlo,
este problema se incluy6 en el pre test y se ha elegido con el objeto de poder
comparar su comprension acerca del concepto de una funcién desde el punto de

vista de las acciones mentales de razonamiento covariacional.

e En la seleccion del segundo problema se considerdé que estuviera relacionado
con velocidad con la finalidad de constatar la idea de modelos emergentes de
Gravemeijer citado por Herbert y Pierce (2008) asi que se espera que los
estudiantes puedan transportar sus conocimientos adquiridos en problemas
donde no se incluy6 el tiempo a un contexto en el que si se considera. El
problema se expone mediante un enunciado y una representacion geométrica a
partir de la cual se solicita obtener la expresion algebraica de la funcion. Se les
proporciona también la tabla de valores y la grafica correspondiente al problema,

por lo que Unicamente tendran que analizar la informacion.
Escenatrio.

Los estudiantes resolveran el post test de forma individual y se les sugerira usar

Geogebra.
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Lo que se va a analizar:

En el primer problema se valorara la iniciativa de los estudiantes para usar la
herramienta tecnologica y se analizard la apropiacion del instrumento para
construir la figura que representa al problema (TI-F), asi como la construccién de
la tabla de valores (TI-N) y la grafica (TI-G), la cuales les ayudard a analizar el
comportamiento de las variables (problema 1, preguntal). En los dos problemas
se analizara también su razonamiento para determinar la representacion
algebraica de la funcion (TI-A), desde la identificacion de valores constantes y
variables y la forma en que establece las relaciones entre ellas (problema 1,

preguntas 5y 6; problema 2, pregunta 2).
e Se analizard su razonamiento para desarrollar las acciones mentales:
AMO (problema 1, preguntas 2, 3y 4; problema 2, pregunta 1).
AML1 (problema 2, preguntas 3ay 3b).
AM2 (problema 1, pregunta 7; problema 2, pregunta 3c).
AMS3 (problema 1, pregunta 9; problema 2, pregunta 3d).
AM4 (problema 1, pregunta 8; problema 2, pregunta 3 incisos e, fy g).

¢ Finalmente se analizara la obtencion de la solucion del problema (problema 1,

preguntalO; problema 2, pregunta 3d).

En las figuras 3.5.1. y 3.5.2., se muestran ejemplos de las preguntas del post

test. El instrumento completo se encuentra en el apéndice D.

7. ;Coémo cambian las medidas del area del terreno conforme las medidas del largo
aumentan?

8. (En qué intervalo de valores de la medida del largo, el area disminuye mas?

9. (Como cambia el area en los puntos mas altos de la grafica?

Figura 3.5.1. Preguntas del post test acerca del problema del cercado de un huerto.

¢) ;Cémo se comporta la distancia entre los navios a medida que el tiempo transcurre?
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d) ;En qué intervalo de tiempo los navios estdn més cerca?

En las siguientes preguntas justifica tu respuesta.

e) (En qué intervalo de tiempo los navios se acercan mas lento?

g) (En qué intervalo de tiempo los navios se alejan mas rapido?

Figura 3.5.2. Preguntas del post test acerca del problema de la distancia entre dos navios.

3.6 Esquema de analisis de datos.

El analisis de los resultados se llevara a cabo de acuerdo a las técnicas
instrumentadas (TI) y las acciones mentales de razonamiento covariacional (AM). A
continuacion se presenta por cada una de las actividades (1, 2, 3y 4) y el post test, una
tabla que especifica la técnica instrumentada, la acciéon de razonamiento covariacional,
su descripcién, las preguntas de las actividades que se relacionan con cada una de

ellas y las variables tratadas en cada caso.

Esquema de analisis de los datos de la actividad 1.

TI/AM Descripcion de la accién. Preguntas Variables
relacionadas
Construyen la representaciéon geométrica figural del
TI-F ly2
problema con Geogebra.
Elaboran una tabla en la hoja de calculo de Geogebra con | 3 Base y altura
TI-N valores de las variables, los cambios de las variables y la
razon de cambio. 7 Base y area
Identifican variables, constantes, y el dominio de la 4 incisos a
AMO variable independiente, el cual tiene sentido para el b evd > | Base y altura
problema. ey a
Realizan la grafica de los puntos correspondientes a la 6y 6e Base y altura
base y a la altura de la ventana.
TI-G
Reahzap la grafica de los puntos correspondientes a la 9,10, 15 Base y drea
base y area de la ventana.
Realizan la grafica de los puntos de la base y la razén de .
. . . . Base y razon
cambio. Identifican su comportamiento y la relacionan con | 11 .
s . de cambio.
la grafica de los puntos de base y area.
. . . . B 1
AM1 Coordinan el valor de la variable dependiente con relacién 6a y 6b asey altura
a los cambios de la variable independiente. ,
9ay 9b. Base y area
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Coordinan la direccién de cambio de la variable > Base y altura
AM2 . . . . .
dependiente con los cambios en la variable independiente. 8a
AMS3 Coordinan la cantidad de cambio de la variable | 8b, 8c, 10a Base y area
dependiente con los cambios en la variable independiente. | y 10b
Determinan la ecuacién de la recta. 6d
Identifican a la pendiente de la recta en la ecuacidn. 6e
Relacionan la pendiente de la recta con la columna del | 6f
cociente de diferencias.
TI-A Determinan de forma algebraica a la altura en funcién de | 6g Base y altura
la base.
Describen la informacién que ofrece la pendiente respecto 6h
a la recta.
Describen la informacién que ofrece la pendiente respecto
a la relacion de los cambios de la altura y los cambios de la | 61
base.
Determinan la expresion algebraica para obtener las 14
medidas de area en funcién de las medidas de la base.
. , . . . 8d, 10c,
Coordinan la razén de cambio delos cambios del area
AM4 . 10d, 10e y
respecto a los cambios de la base. 10f
) Base y area
Determinan la medida de base con la cual se obtiene el
, .. o 12
Sol. del | area maxima de acuerdo a la grafica.
proble
ma Determinan el valor de 4rea maxima de acuerdo al 13

analisis de las diferentes representaciones

Tabla 3.6.1. Esquema de analisis de datos de la actividad 1.

4.6.1. Esquema de andlisis de los datos de la actividad 2.

TI/AM Descripcién de la accion. Preguntas Variables
relacionadas
Realizan la representacién geométrica del cilindro en
TI-F 2
Geogebra.
Determinan la férmula para obtener la altura en funcién .
del radio 1 Altura y radio
TI-A )
Determinan la expresiéon del volumen en funcién del | 6

Radio y
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radio.

volumen

Elaboran tabla que incluye valores del radio y valores de

la altura. 3 Altura y radio
Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de

altura, cambios del radio, cambios de la altura y la razén 5

de cambio de los cambios de la altura respecto a los

TI-N cambios del radio.

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de 7 Radio y
altura y valores del volumen. volumen
Elaboran tabla que incluye valores del radio, de la

altura, del volumen, sus cambios y la razén de cambio del | 10

volumen respecto a los cambios del radio.

Rea_hzan la grafica de los puntos correspondientes al 4 Radio y altura
radio y la altura del cilindro.

Realizan la grafica de los puntos correspondientes al 3

TI-G radio y el volumen del cilindro.

Radio y
Grafican la funcidn. 12 volumen
Reconocen la funcién que representa la grafica 12a

AMO Identifican el doml,n.lo de los valores del radio, de acuerdo da. Radio y altura
ala tabla y a la grafica.

AM1 Coordlnan los yalores del volumen con relacion a los 8ay 8b. Radio y
cambios del radio. volumen
Coordinan la direccién de cambio de la altura con los .

. . 4c. Radio y altura
cambios en el radio.
Coordinan la direccién de cambio del volumen con 3d Radio y
relacién a los cambios del radio. ’ volumen

AM2
Determinan el intervalo donde el volumen disminuye. 10c
Determinan el intervalo donde el volumen aumenta. 10d
Coordinan la cantidad de cambio del volumen respecto a

. . 8c
los cambios del radio.

AM3
Coordinan la cantidad de cambio de la altura respecto a

. ) 4Db
los cambios del radio.
Radio y altura

AMA4 Coordinan la razén de cambio de la altura respecto a los | 5a y 5b.

cambios del radio.
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10 incisos
ayb.

Coordinan la razén de cambio del volumen respecto a los
cambios del radio.

Radio y
volumen

Obtienen la solucién al problema. 11y 13.

Tabla 3.6.2. Esquema de analisis de datos de la actividad 2.

4.6.2. Esquema de analisis de los datos de la actividad 3.

AM

Descripcion de la aceidn.

Preguntas

Determinan el intervalo de valores de la base en el que el area de
la ventana aumenta y el intervalo en el que disminuye.

AM2

Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen
del cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye.

Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las dos
funciones, determinan en cual de ellas el cambio es mayor.

Determinan el intervalo de la variable independiente en el que el
area de la ventana y el volumen del cilindro crecen mas y el
intervalo donde crecen menos.

4,5,6y7

AMA4

Comparan los cambios entre el inicio y la parte mas alta de la
grafica en las funciones del area de la ventana y en la del volumen
del cilindro.

8y 9

Identifican que los cambios son préximos a cero alrededor de los
puntos maximos.

10.

Tabla 3.6.3. Esquema de analisis de datos de la actividad 3.

4.6.3. Esquema de analisis de los datos de la actividad 4.

TI/AM

Descripcion de la accion.

Preguntas

TI-F

Geogebra.

Construyen la representacién geométrica figural del problema con
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AMO

Identifican variables, constantes, y el dominio de la variable
independiente, el cual tiene sentido para el problema.

2, 3y 5b.

TI-N

Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla al
observador con incrementos de 0.5 unidades y valores del angulo
visual del observador.

Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla al
observador, valores del angulo visual del observador, cambios de la
distancia de la pantalla al observador, cambios del angulo visual
del observador y la razén de cambio de los cambios del angulo
visual del observador respecto a los cambios de la distancia de la
pantalla al observador.

TI-G

Grafican y unen los puntos correspondientes a los valores de la
distancia de la pantalla al observador y valores del angulo visual
del observador.

AM1

Coordinan los cambios de los valores de la distancia de la pantalla
al observador y los valores del angulo visual del observador.

5a.

AM2
y AM3

Coordinan la direccion y la cantidad de cambio de la distancia de la
pantalla al observador con los cambios del angulo visual del
observador.

5¢

AM4

Coordinan la razén de cambio de la distancia de la pantalla al
observador con los cambios del angulo visual del observador.

6 Incisos a,
byec.

TI-A

Determinan de forma algebraica el angulo visual del observador en
funcién de la distancia de la pantalla al observador y la introducen
en Geogebra para obtener la grafica.

9 incisos a,
byec.

Sol.

Determinan la solucién de problema de acuerdo a la grafica.

5d.

Solucién al problema

7y 8.

Tabla 3.6.4. Esquema de analisis de datos de la actividad 4.

4.6.4. Esquema de analisis de los datos del post test.

Problema 1.

TI o AM

Descripcién de la accién.

Preguntas

TI-F

Construyen la representacién geométrica figural del problema
en Geogebra.

AMO

Identifican variables, constantes, y el dominio de la variable

2,3y4.
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independiente, el cual tiene sentido para el problema.

Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en funcién

del largo. >

TI-A
Determinan de forma algebraica el area del huerto en funcion de 6
su medida de largo. )
Coordinan la direccién y la cantidad de cambio del area con los

AM2 . 7
cambios del largo.
Coordinan la cantidad de cambio del area respecto a los cambios

AM3 9
del largo.

AM4 Coordinan la razén de cambio de los cambios del area y largo. 8

Sol. Dan la solucién al problema 10.
Problema 2.
TI 0o AM | Descripcién de la accién. Preguntas

AMO Identifican variables y constantes. 1.

TI-A Determinan de forma algebraica la distancia entre los dos | 2.
navios en funcién del tiempo.

AM1 Coordinan los valores de la distancia entre los dos navios con | 3a y 3b.
relacién a los cambios del tiempo.

AM2 Coordinan la direccién de los cambios de la distancia entre los | 3c.
dos navios con relacién a los cambios del tiempo.

AM3 Coordinan la cantidad de cambio de la distancia entre los dos | 3d.
navios con relacién a los cambios del tiempo.

AM4. Coordinan la razén de cambio de la funcién con incrementos | 3 incisos e,
uniformes del cambio de la variable independiente. fyg.

Tabla 3.6.5. Esquema de analisis de datos del post test.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE
RESULTADOS.

Una vez expuesta la Metodologia, los instrumentos y el esquema de analisis de
los resultados, en este capitulo se presenta el resumen y la descripcion detallada del
analisis de los datos obtenidos. El orden en el que se presentan es de acuerdo a la
secuencia de las actividades que se realizaron, en primer lugar el pre test, a

continuacion las cuatro actividades y finalmente el post test.

4.1. Analisis de resultados del pre test.

PRE TEST

Indagar en los estudiantes sobre algunos conocimientos de algebra y
Objetivo funciones que se han considerado como previos para llevar a cabo el estudio
sobre el tratamiento de las funciones con un enfoque covariacional.

10 estudiantes de bachillerato.

Participantes | Caracteristicas: habian tomado el curso de geometria analitica e iniciaban
con el curso de calculo diferencial.

Instrumento |Pre test con 10 preguntas.

Escenario Los estudiantes contestan de forma individual.

En la tabla 4.1.1., se muestra el resumen de los resultados obtenidos acerca de
algunos de sus conocimientos de algebra. En la tabla 4.1.2., se presenta el resumen de

los resultados referentes a sus conocimientos sobre funciones.

Para cada uno de los items se asignaron categorias de acuerdo a los siguientes
rangos de puntaje: 2, si resuelven o contestan de forma correcta; 1, si resuelven de
forma incorrecta, tienen errores conceptuales, de proceso o de calculo; 0, si no

contestan.
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Se han obtenido porcentajes por item, por estudiante y de forma grupal para

tener una mejor perspectiva de los resultados.

Primero se presentan los resultados obtenidos sobre algunos de sus

conocimientos de algebra.

Como puede apreciarse en la tabla 4.1.1., los resultados arrojan un bajo
porcentaje de respuestas correctas, esto refleja que tal vez solo han memorizado reglas
sin comprender el significado de lo que operan y en el momento de requerir de sus

conocimientos no pueden disponer de ellos.

Solo un estudiante ha podido realizar la resta de expresiones, dos estudiantes
han desarrollado los binomios y una estudiante ha podido resolver las ecuaciones de

primer y segundo grado.

£l licitad o §| 2 5 = 5
g area solicitada = % _.,:_g 2 o 3 g o o 2 5
9) i = g = - =t @ = oo = S
& = = ) ) o g g < A
¥ Al A sl Ol M| S| O » | O] &
1 Resta de
expresiones 0 0 1 1 0 0 0 0 2 0 10%
algebraicas.
2 | Desarrollo de 2 (o o |1 |1 1 o |o 2 0 |20%
binomios.
3 Resolucién de
ecuaciones de 2 |1 o |1 |1 1 |1 o 1 0 |10%
primer y
segundo grado.
% Puntaje por 67
estudiante o 0% | 0% | 0% | 0% 0% | 0% | 0% 67% | 0% | 13%
0

Tabla 4.1.1. Resumen de resultados de conocimientos de algebra.

Como puede esperarse, si los estudiantes no tienen presente las reglas del
algebra, seré dificil que desarrollen binomios y resuelvan ecuaciones, en la figura 4.1.1.,

se muestran algunos de sus errores al realizar operaciones algebraicas.
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Est. Respuestas Errores
1. ¢Qué expresion hay que afadir a 3x* -5x+6 para que la suma sea 3x? Del tgrmlno 3%,
= Y multiplica el
5 OXE - 0x46-Yx= 3X. exponente por el
g , ) valor constante,
o CX-8X=1x+ X .
= después opera de
forma incorrecta.
2 1. ¢ Qué expresion hay que afiadir a 3x° -3x+6 para gue la suma sea 3x? Aplica raiz cugdrada
= s o a un solo término de
= Wrs NI la ecuacién.
o = I - nat
2. Desarrollar los siguientes binomios. Piensa la potencia
o a) (x+3)° X +3 +X+3 como el nimero de
= : veces que ha de
v ¢ (427 X +2Z tX1zZiX42 sumarse el binomio.
b) (x+hyY X+h +X +h
2. Desarrollar los siguientes binomios. b} (x+hy « - | Plensa quela
o , e 1] : BT
S a) (x+3)° . —" | potencia multiplica
= #xi5 Ak
7 al valor constante.
] . I —
= ¢ (x+2) g
O Ny
3. Resolver las siguientes ecuaciones. Tiene dificultades
para sumar nimeros
a) 2(2x-3)=6+x /"/' | negativos.
= UR=( =6+  \ Yx-£=~€1XN /_.// Suma dos ntimeros
Q \ ol =€ = @X-IX ) QX*X=6.’L/’ positivos y los
S 2=5X 5x=12 convierte en
—— £ =12 positivos (-6 — 6 = 12)
b) 2¢ +3x-5=0 X=74 y al sumar x- 4x
obtiene 5x.
) X’? — Suma términos que
by 2x' +3x-5-0 7= ) estan elevados a
e 2z = =5 vt _rl diferente potencia.
= AomamgT No recuerda la
S 5% = -8 ’

RSy K

aplicaciéon de la
formula general o la
factorizacion.

Figura 4.1.1. Errores de los estudiantes al realizar operaciones algebraicas.
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Acerca de la segunda parte del pre test asignada a indagar sobre sus

conocimientos acerca de las funciones, se obtuvieron los siguientes resultados:

Tarea solicitada

Pregunta
Piedad
Enrique
Jonathan
Celestino
Karla
Marco
Cristian
Mariela
Jorge
%Puntaje

Representacion e
interpretacion, tabular,
grafica y regla algebraica de la
relaciéon entre las variables
involucradas en un problema
de maximos y minimos.

Completar tabla de valores de
la relacién lineal entre las 50
4a variables largo y ancho del 212 |01 Lo gz 1b 42 2 %

huerto.

Completar tabla de valores de
4b | la relacién del area y el largo |2 |2 (O |1 |1 |O |2 |1 |1 |2
del huerto.

40
%

Elaborar la grafica de los
4c | puntos del largo y area del |2 |1 O |1 |O |O |2 |0 |1 |2
huerto.

30
%

Interpretar la informacién de 40

4d las coordenadas de los puntos. %

Determinar las medidas del
4e | largo y ancho del huerto para |2 |2 [0 |1 |0 O (O |O |1 |O
un area dada.

20
%

Identificar que el wvalor
extremo de la  grafica 20
corresponde a la solucién del %
problema.

4f

Determinar la regla algebraica
4g | que representa la relacion del |[O |O |O |O |O O |[O [O |O |O

%
area y el largo del terreno. °

Describir el comportamiento
representado en graficas de los
5 cambios del volumen de agua
en una piscina mientras
transcurre el tiempo.
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g o| & .g g o ':%
= Tarea solicitada T 2 8| < 8 Sl | o B E
a0 Q| g 8| o 2 85| @] §| o =| B
& e g| §| 9| 3| S| | S| §| §| &
¥ AlEAl sl Ol M| F|l O S| 5| O &
5a Aumento de volumen 1 1o 12 1o lo 12 1o lol2 lo 030
constante. %
5b | Volumen constante. 1 (o |2 [0 [0 |2 |o |o |z |0 |
5o Vplgmen decr/ece ya que la 9 1o l2 1o 1o l2 1o lo 12 lo ;40
piscina se esta vaciando. %
Piscina que se llena rapido en 30
5d | un principio y después 2 10 (2 |0 |O |2 |O |O |2 |0 %
lentamente.
Resolver un problema 10
6 mediante semejanza de 2 10 (0O |0 |O |O |O |O |1 |O o
triangulos.
Determinar el valor de f(x) con 0
7 valores de x dados. 010 10 10 10 10 10 J0 1 10 %
Determinar la pendiente y 0
8 ecua- cion de unarectadados |0 |0 |1 1 1 |0 |0 |O (O |O %
2 puntos.
Determinar las coordenadas 0
9 del vértice de una parabola O (0 (O (O |O O |O |O |O |O o
dada su ecuacién.
Relacionar representaciones 0
10 | tabular y grafica con su 1 /{0 |1 |0 |O |O |1 |1 |O |O %
ecuacion.
. . 56 |31 (25 |0 |6 |25(19 |0 |38 |19 |21
o,
%Puntaje por estudiante % lo 1o 1% Lo low o o |o o | %

Tabla 4.1.2. Resumen de resultados de conocimientos relacionados a funciones.

En el inciso 4a se pide completar la tabla de valores de la relacion lineal entre el
largo y ancho del terreno. Los estudiantes tuvieron los siguientes errores: duplicaron la

medida del ancho y largo.
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Las respuestas de los estudiantes reflejan dificultad para identificar las medidas
que son variables, el perimetro de valla que es constante, los requerimientos del
problema y la relaciéon entre todas las dimensiones, en consecuencia no han podido

establecer la ecuacién para obtener los valores del ancho o el largo del huerto.

En la figura 4.1.2., se muestra un ejemplo de sus errores en el llenado de la

tabla.

Estudiantes | Respuesta

a) Corfigleta 13 tbla de valores gue muestra ia relacidn entre el largo y ¢l ancho.

Z Bllargo || encka fw] N Lnlfﬁ:‘ I ) Nocho {'..'}
a ( | & :
C 4

zte | wal | T 7 Y

R - B §24 340
S2 243 S —
Karla s | L 198
S g 100 - v
= AL 20 (30
145 Z&.j- | e v
— 1¢4 bl

183 2l - -
i 200 7 12

N - 200 0

Figura 4.1.2. Llenado incorrecto de la tabla de valores de las variables largo y ancho del
huerto.

En el inciso 4b se les solicita completar la tabla con valores del largo y area, las
medidas del largo y una sola medida de area (3600m?), que se les ha proporcionado.
Solo tres estudiantes han llenado la tabla correctamente. Celestino y Jorge, dividen
3600 entre 20 y obtienen la cantidad de 180, la cual no la consideran como la medida
del ancho cuando el largo mide 20, sino como un valor constante y mediante el
producto de este valor de 180 por cada una de las medidas del largo obtienen de forma
incorrecta las dimensiones del area. En cuanto a Karla, a partir de su tabla anterior

multiplica las medidas del largo por la mitad de las medidas del ancho (ver figura 4.1.3.).

Como puede apreciarse, los estudiantes tienen dificultad para establecer una
relacion entre las variables y no han podido determinar el area solo obteniendo el

producto de largo y ancho.

En el inciso 4c se les pide elaborar la grafica de los puntos del largo y area del

huerto. Solo tres estudiantes han realizado la grafica de los puntos de forma correcta y
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tres estudiantes realizan la grafica de forma incorrecta. Enrique asigna los valores del

area en el eje x y los valores del largo en el eje y.

Debido a que Jorge y Celestino han obtenido los valores del area mediante el
producto de las medidas del largo por el valor constante de 180, Jorge obtiene una
grafica lineal creciente al igual que Celestino, aunque no marcan los puntos sino las
lineas que se intersectan en las coordenadas correspondientes. En la figura 4.1.3., se

muestran sus graficas.

Estudiantes Respuesta

b) Completa la tabla de valorss que muestra la relacidn entfe el largo v & area.

o) =
0 eno
20 3E00
L] I
w0 =,
120
14%
ey e |
180 |z 1 Tipg |

. R
i largn | Ares

I

|

Celestino

A3 e na |

by Completa la labla de valores que muesha la relacidn antre el largo y 2l drsa.

| largo firea
| 0 f
i B
20 Elo
S
Karla ] spon

| i F R0

i 145 LEER
L 154 s |
| 18R] fiww

W p

Figura 4.1.2. Llenado incorrecto de la tabla de valores de las variables largo y area del
huerto.

En el inciso 4d, se les solicita que interpreten la informacion de las coordenadas
de los puntos graficados, solo Enrique y Piedad interpretan la informacion de acuerdo al
contexto del problema, Jorge sefala que se refiere a la asignacion de los valores a los
ejes (x = 20, y = 3600) y Karla menciona que da la forma como sera el huerto. El resto
de los estudiantes no contesta ya que no han hecho la grafica. Algunos ejemplos de las

respuestas incorrectas se muestran en la figura 4.1.4.
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Estudiantes Respuesta
¢) Utdiza la tabla anterlor para obtener la grafica del largo y el rea
.o
Enrique 0

Jorge

¢) Utiliza la tabla anterior para obtener la grafica del largo y el drea

X
52k
e |
JBAE i .
3o
Tem
e
& e .
A
1% e : .
L
%0
reve
Fofos
geac ' b
Fiea
v
aem .

Celestino

N e e i ) B —
it |
P
TEEEENWIN
11
1 l - [

Figura 4.1.3. Graficas incorrectas que corresponde a los puntos de largo y area.
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Estudiantes | Respuesta
oy El puntoy (20, 3500} periensce & la gréfica. ¢ Comao interpreias [2z coordenadas de exsia
Enrique punto en e prablema propuesto?  Doe Bl quar e e CEVEm €% de
iNe -':'.-'-. AT 1_||. :.I'.'. el ._'.I||.-_- i.': g ) .:__-. & ._.'...:_- |
d) Elpunto (20, 3600} partensce a la grafica. ¢ Camo interpretas las coordenadas de asle
punta &n el problema propussta?
Jorge o .
2o - y 5o I;-'<~|ba;-¢|<:-1q|:c5 Cres -
woa Y
dy El pundo {20, 3500) pertenace a la grafica. ; Como interpretas las coordenadas de este
ounto e el preilama propuasio?
Karla | PSSR , )
He da fa forma de woms v a hewer e!'j;f.-_-m:.

Figura 4.1.4. Interpretacién de la coordenada de uno de los puntos de largo y area.

En el inciso 4e, se pide determinar las medidas de largo y ancho con las cuales
se pueda obtener un area de 9600 metros cuadrados para analizar su comprension en
cuanto a la informacion de los puntos graficados. Solo Piedad y Enrique dan una
respuesta correcta de 120 m de largo por 80 m de ancho, Karla da valores que dan un
area de 19200m? y Jorge indica 53.35 de largo por 180 de ancho, ya que él ha
considerado que el ancho es un valor constante de 180 m. Ejemplos de sus respuestas

se muestran en la figura 4.1.5.

Estudiantes | Respuesta

&) g Can gque madidas de largo v ancho peado abtener un area de 8300 matroz cuadrados?
Enrique iae hadae

) £ Con qué medidas da largo y ancha pueds obtensr un drea de 5800 matros cuadrades?
Jorge d-53.35

g = 80

&) i Con qué medidas da largo v ancho puedo obtenar un drea de 8600 metros csdrados?

Karla ) BT
g [
Figura 4.1.5. Respuestas acerca de las medidas de largo y ancho con las cuales se pueda
obtener un area de 9600 metros cuadrados.
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En el inciso 4f se les solicita determinar las dimensiones del largo y ancho del
huerto con las cuales se obtenga la mayor area, solo Enrique y Piedad las determinan
de forma correcta y Jorge indica que 200 m? de largo por 180 m? de ancho, debido al
error que ha tenido al considerar que la medida del ancho de 180 m?2 es constante, asi
que de acuerdo a su gréfica él puede obtener de forma incorrecta que la mayor area es
de 3600 m?.

En el inciso 49 se les pide que obtengan una formula para determinar el area del
huerto en términos del largo, solo Jorge muestra evidencia de querer obtenerla a partir
de la formula del area igual al largo por ancho pero no puede determinarla (ver figura
4.1.6.). Los demas estudiantes no contestan.

Estudiante Respuesta
Jorge g} Escribe una farmula para determinar el drea del heere en témminos del laga
Az lavgo X asche Aret__ = _g,.n.:-‘::-:
— g — farg®
b =

—_

Figura 4.1.6. Intento de Jorge para determinar de forma algebraica el area de huerto en funcién de
su largo.

En la pregunta 5 se presentan cuatro graficas que representan al volumen de
agua que contiene una piscina conforme transcurre el tiempo. Tres estudiantes
(Jonathan, Marco y Jorge) contestan de forma correcta en los cuatro casos mientras
gue Piedad solo contesta de forma correcta en dos de los casos, sus dificultades fueron
en cuanto al comportamiento creciente y lineal del volumen, ella explica que el volumen
aumenta de forma minima mientras que transcurre el tiempo. En el caso en que el
volumen se mantiene constante conforme pasa el tiempo, ella indica que el volumen y

el tiempo se mantienen iguales.

El resto de los estudiantes no contestdé. En la figura 4.1.7., se muestra un

ejemplo de respuesta correcta y la respuesta de Piedad.

En la pregunta 6 se pide determinar la longitud de un segmento mediante

semejanza de triangulos, Piedad es la Unica estudiante que lo determina de forma
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correcta, los demas estudiantes no contestan. Su respuesta se muestra en la figura
4.1.8.

En la pregunta 7 se les pide determinar f(3) y f@3+h) si f(X)=2x’-5x+4.
Jorge es el Unico estudiante que contesta y obtiene de forma correcta f(3), sin
embargo, al determinar f(3+h), no desarrolla el binomio al cuadrado de forma correcta

y obtiene un resultado erroneo. Sus operaciones se muestran en la figura 4.1.9.

Estudiantes | Respuesta
4, Describe cdmo la cantidad de agua en una piscina [V, volumen} cambia con el tiempo () en
cada casa:
a}
v|
V L Lhy  Hrsrgendes
| i
b}
W ) ﬂﬂy’i.‘é‘rf rj‘f/’ r_.v’:j'J AT £t £ /
Germpo.. Lo e ;;wfwf'
Carlos
i
]
¥ At o fin"l:.rnf r}ft’z sreF et e .-&'.A’{
[ o Vet iie fetepcle o
I‘\«,___ gl - . |
; E—
dj
v [ .;wa.fzc;/.-i-z_.cfé,/. \C%’u&f m&___v:;/
- FeefBon o s = o fenge g e
/ _ At e e -
t
a}
v E ~ ..:-n,:'le cormm  onten k rer ;-.h "Ill.-e-'mp-,_- -1Lr-_\'-y_ e r'd
T e ey mrenee  vnanime e cye |
ot eateen o .J'"L:mps_'r;"._q:-;m_-mﬁmm—mu,—
(=2 -
) | [ -
Piedad
by
[ |;.' !, ;-“‘- 1l .:_l -llr".-gn-.rf~ Aol (o |I|.r'1 .l.'ra',’l._‘:-l_l.L
) I mh:: - g '1!m:|“cr1<“r |le| ||Ir~~. - ]
: |
Figura 4.1.7. Descripcion verbal de los cambios de las variables de una funcién dada su
representacion grafica.
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Estudiante | Respuesta

6. Silos segmentos EB y OC son paralelos, el segmanto AB = 2, BC = 18 yEB=3. Calcula la
medida del sagmento DC.

Dc =3
Piedad TN

Figura 4.1.8. Respuesta correcta de Piedad al determinar la medida de un segmento
mediante semejanza de triangulos.

Estudiante | Respuesta

7. Dadala funcidn fix)=2x" =3x+4 determina /{3y Fi3+3).

oy 22— :_ Fex = 2t -t
i ] .
= 203~ 'E"::r_ :.:1{3" h:l"-. ‘.'-'I‘f'h"” 1y
Jorge = pray -5 . -

¢ = m-er Y =2 (94 dn] -85 g5 1Y

= &ty SHEFEE AN oy gy
=7 ! - 251”‘ 7 ]
= TRy

Figura 4.1.9. Determinan f(3) y f(3+h) con f(x)= 2x° -5x+4

En la pregunta 8, se les pide determinar la pendiente y la ecuacién de una recta
dados dos puntos. Jorge es el tnico estudiante que puede determinar la pendiente de la
recta pero no recuerda como determinar la ecuacion. Karla solo traza el plano
cartesiano y grafica uno de los puntos y Marco piensa en la formula de la distancia
entre dos puntos la cual incluso no la escribe de forma correcta. Sus respuestas se

muestran en la figura 4.1.10.
En la pregunta 9 se solicita obtener el vértice de una parabola a partir de su

ecuacion —X° —6X— y+11=0. Ningln estudiante hizo al menos un intento por obtenerlo.

Finalmente en la pregunta 10 se les pide relacionar las representaciones tabular
y grafica con su expresion algebraica. Pilar y Jorge son los Unicos estudiantes que
relacionan las tres representaciones. Tal parece que para relacionar las tablas de

valores con las gréaficas consideran los primeros y los ultimos valores de la tabla y los
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ubican en las graficas, para relacionar la ecuacion sustituyen en la misma los mismos

puntos.
Estudiantes Respuestas
. i : o ¥ 7Y
8. Determina la pendiente y la ecuacién de la rectafue pasd.por los puntas A (-2 -1}y B (4,7),
et 1%- i - de—
gl o fx/ _a—j_ - ;I. )
- -] -7 ) / /C'ﬁ ned AU
Jorge "’:Tll—‘p'— x oE- J/om=)-] a——;”_'__? Ve
- = ,-'I __,_,.-H‘"If_ /
_—-'__E I|'I { X z/"’
¥l T.:'r | [ o
{ =y . L M
-l--'_'-'_'-'- a
—
vy oy
E. Detarmina la pendiens y 12 ecuacion de |a recta que pasa por los puntes A (-2,-1) y B 44,70
Karla
£
5 &
al oyl oy g
4. Determina la pendiente v la acuacidn de 1a recta que pasa por los puntos A -2,-1] v B (4,7,
N oy
Y CEA
Marco T
Mgy 4+ )"
EAT
iulal
e}
Figura 4.1.10. Determinan la pendiente y ecuacién de la recta dados dos puntos.

De las cuatro relaciones han tenido tres correctas, en cuanto a las incorrectas,

Piedad relacioné la tabla de valores y ecuacion de una parabola con la gréafica de una

linea recta. Mientras que Jorge relaciond la tabla y grafica de una parabola con la

ecuacion de una linea recta. Con esto se hace evidente que no han podido visualizar

en las tablas el comportamiento simétrico de los valores de y, y asociarlos a una

pardbola y a una ecuacion cuadratica, o bien, observar el comportamiento creciente o
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decreciente de los valores en la tabla y relacionarlos con una linea recta y una ecuacion

de primer orden.

Otros tres estudiantes solo han relacionado las tablas de valores con las graficas
pero dos de ellos solo han acertado en una relacion y uno de ellos no ha hecho alguna

relaciéon correcta. Los cuatro estudiantes restantes no contestaron.
Conclusiones.

En lo que respecta a la breve auscultacion de conocimientos basicos del algebra,
los resultados indican que los estudiantes presentan obstaculos operacionales puesto
gue no tienen presentes las reglas para operar, ya sea en la suma de expresiones, en
el desarrollo de binomios y en la resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado.
Tienen problemas conceptuales porque para operar no distinguen términos semejantes
y al desarrollar un binomio no lo comprenden como el producto del mismo el nimero de
veces que indica la potencia. Finalmente, otra de las dificultades es la operacion con

ndameros negativos.

Los estudiantes trabajaran con la obtencion de la representacion algebraica de
funciones, estos resultados nos adelantan uno de sus obstaculos por los cuales les

resulta complicado obtener la expresion.

En el terreno de las funciones, tienen dificultades para identificar variables y
constantes en un problema, su pensamiento algebraico es limitado puesto que tienen

dificultades para relacionar a las variables y generalizar las relaciones.

En lo que respecta a las gréficas, tienen dificultades para asignar las variables a
los ejes. No pueden identificar en una tabla el comportamiento de la variable
dependiente por cada valor de la variable independiente y relacionarlo en la grafica. No
tienen habilidad para determinar a simple vista la pendiente y la ordenada en una
ecuacion lineal y relacionarla con la grafica. No identifican y relacionan a una ecuacion

lineal con una linea recta y a una ecuacion de segundo orden con una parabola.

Solo una tercera parte de los estudiantes ha podido expresar de forma verbal el

comportamiento de un fenébmeno a partir de una grafica.
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Finalmente, en cuanto a la resolucion de un problema de semejanza de
triangulos, solo una estudiante ha podido resolverlo y ningin estudiante ha recordado la

forma de determinar el vértice de una parabola a partir de su ecuacion.

De forma conjunta se puede apreciar la falta de comprension de la informacion
que ofrecen las representaciones numeéricas y graficas como también la dificultad para
realizarlas. La falta de habilidad de su pensamiento algebraico sumado a la falta de
aplicacion de reglas algebraicas cuando operan expresiones, conforman un fuerte

obstaculo para determinar la representacion algebraica de una funcion.

A través del desarrollo de las actividades propuestas que parten del
planteamiento de un problema de maximos y minimos (con la finalidad de que alcancen
a comprender el significado de los conceptos tratados), se espera que los estudiantes
tengan la oportunidad de reflexionar y detectar patrones y relaciones entre las variables
al mismo tiempo que comprendan la utilidad del lenguaje simbodlico. Después
comprendan el comportamiento de los cambios relativos de las variables a través de su
exploracién y andlisis en las representaciones figural, numérica y gréfica a la vez que
valoren la utilidad de determinar la representacion algebraica como una herramienta
que apoyada con la tecnologia facilita realizar el andlisis de un conjunto de valores de

las variables para determinar la forma y la cantidad en que cambia una funcion.
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4.2. Analisis de resultados de las actividades.

A continuacion se presenta el andlisis detallado de cada una de las actividades

de acuerdo a los esquemas de analisis de los resultados expuestos en la metodologia.

4.2.1. Andlisis de resultados de la actividad 1.

Técnica instrumentada: TI-F.

Descripcion: Construyen la representacion geométrica figural del
problema con Geogebra.

Preguntas relacionadas: 1y 2.

Habilidades o dificultades para disponer de sus conocimientos al representar al

problema en una figura.

La dificultad que los estudiantes tuvieron fue que no recordaron las
caracteristicas de un tridngulo isosceles. El investigador procedio a preguntar qué otros
triangulos recordaban, se inicidé una discusién al respecto hasta que un estudiante logré

identificar las propiedades de un triangulo isésceles y las expuso a sus compaferos.

La construccion de la figura en el software.

Para realizar la figura que representa al problema, los estudiantes no tuvieron
iniciativa para realizarla. Asi que el investigador hizo referencia acerca de que en la
sesion dedicada a la introduccion a Geogebra habian construido la figura de un
rectangulo inscrito en un triangulo, se les hizo observar si esa construccion estaba
relacionada con la figura que representaba al problema, de esta forma notaron la
similitud por lo que expresaron que podrian hacer la misma representacién y
reconocieron que tendrian que considerar las medidas de la fachada para construir el

triangulo.

Si bien se habia trabajado sobre la apropiacion del instrumento en cuanto a las
herramientas especificas que utilizarian, en esta actividad los estudiantes mostraron
aun una cierta falta de apropiacion de las mismas, por ejemplo no recordaban: como
intersectar puntos, seleccionar la herramienta Elige y mueve cada vez que cambiaban

de herramienta, uso del compas y ocultar objetos.
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Identifican los valores que cambian v la relacién gue hay entre ellos.

Una vez terminada la representacion, se les pide que con la herramienta de
Geogebra desplieguen la longitud de la base, altura y area del rectangulo que
representa a la ventana. De esta forma ellos pueden observar las medidas que
cambian, aunque para confirmar que pueden hacer estas observaciones, se les

cuestionara en la fase de la AMO.

En cuanto a la relacion que hay entre las dimensiones que son variables se les
sugiri6 en primer lugar que para asegurar que el rectangulo quedara debidamente

inscrito movieran los vértices y corroboraran que el rectangulo no se deformara.

El problema que tenian en su construccion era que al trazar el rectangulo inscrito
en el triangulo se olvidaban de obtener los vértices mediante la interseccion de las
lineas perpendiculares, por lo que obtenian los vértices del rectangulo sin estar
relacionados y cuando movian uno de ellos el rectangulo se convertia en una figura

diferente (ver ejemplo en la figura 4.2.1.1.).

a)

Figura 4.2.1.1. TI-F. Rectangulo inscrito en un tridngulo (a), vértices no relacionados en la
construccién de un rectangulo inscrito en un triangulo.

Una vez que la figura queda debidamente construida, se les pide que vuelvan a
mover los vértices para asegurarse que el rectangulo esta inscrito en el triangulo y que

no se deforma.

Al tratar de mover los vértices del rectangulo los estudiantes se dan cuenta que
s6lo pueden mover uno de ellos. Ante esta situacién se esperaba que empezaran a
percibir que las variables, (en este caso la base y la altura) estan relacionadas y que

ademas estan restringidas dentro de las dimensiones del triangulo.

En la pregunta 2 se cuestiona acerca de por qué so6lo pueden mover uno de los

vértices, en algunas de sus respuestas (ver figura 4.2.1.2.) se pone en evidencia que
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empiezan a percibir y a expresar que hay objetos independientes y también los hay
dependientes, esta percepcién es muy importante porque los conceptos de variable
independiente y dependiente se empiezan a desarrollar, ya no estan memorizando una

definicion, ellos mismos usan los terminos independiente (libre) y dependiente.

Solo en el caso de Cristian y Karla, tal parece que asocian a todas las

intersecciones a un punto medio aunque tal vez lo que quisieron fue atribuirlo a un

punto inicial.
Estudiantes. Respuestas
2. De los cuatro vértices del rectangulo, exglica por gué solo uno de ellos lo puedes mavet
Mariela y lioremente. ; _ _
Jonathan orqgoe oo de c?-“f—"-’i_..__ dieve:  mobimien Jo bre. e
oty I Ciu_”-nd."\ 'r.j'-f{w‘ .ll,_i::jcjf\ J T W e nale 1

2. De los cuatra vértices del recténgule, explica por qué salo una de ellos lo puedes To¥es
Piedad y Carlos libremente. . ]
pOlCe T0 depeade  de vno in Jr-'er:s'rrtmlmrz o

. ] . wer
2. De las cuatrn vértices del rectangulo, explica por qué solo uno de ellos o puedes mo

Jorge y Alejandro libremente.
Poy gue fue el peota de_onigo S

2. De los cuatro vertices del rectangulo, explica por queé solo uno de ellos lo puedes mover

. libremente. - . ,
Enrique y Obed Lo dodars em uerticE S Onan e e5e

“nbor Ir-.._'\f-‘4 O

2. De los cuatro vértices del rectangulo, explica por qué solo uno de ellos lo puedes mover
. libremente.

Celestino y Marco & Tovroue T oc_"tm tos vortfcey esddn onfdes en esg

g{:m {mﬁr&‘.’r W1 P=l'alt

2. De los custro wariices del rectanguin, explica per qué sck wno de ellgs lo pusdes mowver

. . loremante
Cristian y Karla ; \ | anin oo oderge

TS LN

Loy 0 Al i [T ATE T P LY

Figura 4.2.1.2. TI-F. Identifican relaciones en la construccién del rectangulo inscrito en el
triangulo.
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Técnica instrumentada: TI-N.
Descripcion: Elaboran una tabla en la hoja de calculo de Geogebra, con
valores de las variables, los cambios de las variables y la razéon de
cambio.
Preguntas relacionadas: 3, con las variables base y altura.

7, con las variables base y area.

Relacién entre la base vy altura de la ventana.

Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.

En su hoja de actividades se les proporciona la tabla con el titulo de los
encabezados de cada columna, en la primer tabla (relaciéon entre la base y altura de la
ventana), se dan valores a la variable independiente a partir de cero con incrementos
uniformes de dos unidades, se establecio considerar estos valores porque en esta parte
del proceso se les pide obtener los valores de la altura de forma visual al mover el
vértice del rectangulo que representa a la ventana, ya que la expresion algebraica para
determinar la altura la obtendran mas adelante. Ademas se espera que asocien la

representacion numeérica con la representacion figural.

Escriben las formulas para obtener las diferencias de las variables al restar un
valor sucesor menos un valor predecesor y finalmente también mediante una formula
obtienen el cociente de diferencias. Aunque la construccion de tablas tambien se realiz6
en la sesion de introduccién al software, en esta parte del proceso los estudiantes adn
mostraron dificultad respecto a introducir las férmulas, por ejemplo asignar el nombre de
la celda en la férmula para considerar el valor contenido en ella y se olvidaban de usar
letras mayusculas para el nombre de las celdas. En la figura 4.2.1.3. se muestra un
ejemplo de la tabla.

Relacién entre la base vy drea de la ventana.

Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.

A la base se le asignan valores en un intervalo de 0 a 12 con incremementos
uniformes de 0.5 unidades, esto es para evitar incrementos unitarios que no permita a

los estudiantes percibir el cambio relativo de las variables. Para obtener los valores de
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la altura se les indica que introduzcan la expresion que han obtenido. Se espera que
puedan notar la utilidad de la expresion como una herramienta con la cual se pueden

asignar y obtener un conjunto de valores de las variables en lugar de determinarlos de

forma visual.
A B c D E

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio Razdn de cambio

2 entre las medidas entre las medidas | promedio de la altura

3 de la base de la altura respecto a la base
a—a

4 | Base(b) |Altura{a) ba-bs az-a1 b, b,

5 0 25

B 2 2.08 2 -0.42 -0.21

7 4 167 2 -0.41 -0.21

8 B 125 2 -0.42 -0.21

9 8 0.83 2 -0.42 -0.21

10 10 0.42 2 -0.41 -0.21

11 12 0 2 -0.42 -0.21

Figura 4.2.1.3. TI-N. Tabla de valores de la base y altura de la ventana, sus cambios y
razon de cambio.

Los valores del area los obtuvieron también con una férmula introducida en la
hoja de calculo, hasta esta parte de la actividad no han obtenido la expresién algebraica
para determinar al area en funcion de la base, asi que su razonamiento fue introducir
una formula que multiplica los valores de la base por los valores de la altura. En la

figura 4.2.1.4., se muestra un ejemplo de la tabla.

Para realizar la tabla, requirieron de la ayuda del investigador en cuanto a

introducir las férmulas de las expresiones de la altura y el area.

Accion mental: AMO.

Descripcion: Identifican variables, constantes, y el dominio de la
variable independiente, el cual tiene sentido para el problema
(preguntas 4 incisos a, b, c y d.

Comportamientos y dificultades.

Los estudiantes manipulan el vértice movible del triangulo que representa a la

ventana y no tienen dificultad en identificar a las dimensiones que cambian y las que no,
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Jorge y Alejandro incluso pueden apreciar que las dimensiones que cambian estan
restringidas por las dimensiones del triangulo. Algunas de sus respuestas se muestran

en la figura 4.2.1.5.

A B C D E F
1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razdn de cambio
2 entre las medidas | entre las medidas | promedio del area
3 de la base del area respecto a la base
, A— A,
4 | Altura (a) | Base (b} | Area (A) bz-b1 Az-fa b b,
5 25 0 0
B 24 05 12 05 12 2.4
7 2.20 1 220 05 1.09 219
8 219 15 3.28 05 0.99 198
g 2.08 2 417 05 0.89 177
10 1.98 25 495 05 0.78 156
1 1.88 3 5.63 05 0.68 135
12 177 35 6.2 05 0.57 115
13 167 4 B.67 05 0.47 0.94
14 156 45 7.03 05 0.36 073
15 1.46 5 7.29 05 0.26 052
16 1.35 55 7.45 05 0.16 031
17 1.25 ] 75 05 0.05 0.1
18 115 65 7.45 05 -0.05 -0.1
19 1.04 7 7.20 05 -0.16 -0.31
En la figura 4.2.1.4. TI-N. Tabla de valores de las variables base, altura y area de la ventana, sus
cambios y la razén de cambio.

Sobre el dominio de las variables en general expresaron valores minimos de cero
y valores maximos correspondientes a las dimensiones del triangulo (12 unidades de
base y 2.5 de altura), tal parece que obtuvieron dicho intervalo porque al mover el
vértice ellos tenian un tope minimo de cero y un tope maximo de 12 unidades para la

base y 2.5 para la altura. En la figura 4.2.1.6. se muestra un ejemplo de sus respuestas.

Aqui la utilidad del software se empieza a hacer presente, puesto que la
manipulacion de la figura dinAmica permite que para el estudiante sea evidente
identificar las magnitudes que cambian y las que no, asi como identificar los intervalos

de dominio.

ch LCudl es el minimoe valar y cudl el méximo que puzde medir [2 base de la ventana?
_ed_minime es O y e\ pad PRt T = B

d) aCual a5 el minima valor v eudl el maxime gue pusde medir la altura de la ventana?
ey mintmn es D - el endalimn es o PLE

Figura 4.2.1.6. AMO. Identifican el dominio de las variables.
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Estudiantes | Respuestas
4. De acuerdo a las dimensiones que estan involucradas en el problema

contesta lo siguiente:
a) ¢Cudles dimensiones cambian’ | xplica U reapuasta.

o aluie N O \ e Yo n_?:;_'l o s
Celestino y —Giﬂ-'?ﬂéit—lud—yﬁ P . -
Marco . :

by ¢Cudles dimensiones no cambian? Explica W respuesta.

Lo bos .*:_._..?_-_"\ﬂ altoya ..:j_.a-i Areo_ae\ _
_ Fitdn _Q‘ju Yo _ _

a) ;Cuales dimensiones cambian? Explica tu respussta.
[ { - - - ey i
Kinawne, pods el . Aian L‘Eu'lﬁ én gt esdd  fnse it el e caagole

- i ! b A
Ao Syigf preoel Wi gl S "_‘!'.Uf'.‘.?_!.'-"l._.‘_"'}.‘.‘-"_‘_‘

. ‘1‘ —
Y. ) - -

Jo J.e y 3 b) ¢Cudles dimensiones no cambian? Explica tu respuesta. |

Alejandro = _Bose y alborn pees sy paeliie o pesiden r”;u-.n'! S

AN Jl‘j"iﬁr\ﬂollo —

Figura 4.2.1.5. AMO. Reconocen variables y constantes.

Técnica instrumentada: TI-G.
Descripcion:

a) Realizan la grafica de los puntos correspondientes a la base y la
altura de la ventana, (pregunta 6 y 6c).

b) Realizan la grafica de los puntos correspondientes a la base y
area de la ventana y unen los puntos con segmentos de recta,
(preguntas 9y 10).

c) Introducen la expresién algebraica que representa al drea en
funcién de la base de la ventana (pregunta 15).

d) Realizan la gréfica de los puntos correspondientes a la base y la
razén de cambio (pregunta 11).

e) Identifican el comportamiento de la razén de cambio y la
relacionan con la gréafica de base y 4rea (pregunta 11).

Realizan la gréfica de los puntos correspondientes a la base y la altura de la ventana,
(pregunta 6).

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a las indicaciones proporcionadas en sus hojas de actividades, los
estudiantes seleccionan las columnas que contienen los pares de puntos de base y

altura, eligen la herramienta de crea lista de puntos y realizan la grafica.
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En la pregunta 6 inciso ¢ se pide que unan dos de los puntos trazados, y se
cuestiona acerca de lo que pasa con los demés puntos. Se esperaba que visualizaran
gue todos los puntos pertenecen a la misma recta como puede apreciarse en la figura
4.2.1.5., y en efecto lo observaron, sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.6.
Mas adelante se espera que los estudiantes determinen la ecuacion de esta recta para
obtener la expresion algebraica de la altura de la ventana en funcion de la base.

L G
P T}
2 L I
(8]
[ ] =] J
®
ol [ ke R
0 B 4 5 8 1o 12
Altura = 1.07
Base = 6.85
a) b)
L G
— M
29 I
0
—7
olA [ 7 B
L) 4 & B 10 12
Altura = 1.07 Base — 6.85

Figura 4.2.1.5. Representacién figural y grafica de puntos que representan medidas de la base y
altura de la ventana (a) y grafica de puntos que representan medidas de la base y altura de la
ventana unidos con una linea recta (b).

Estudiantes | Respuestas
¢} Une dos de los puntos con la herramignta recls gue pasa por dos puntos, ivisualmente

Mariela y fue suceds con los purtos restantes? _
Jonathan AFe  dos FEnfog Son roanAg s afihoy 35 &0
e Se nahe gopn YE PO

¢} Une dos de los puntos con la herramienta recta gue pasa por dos puntos, jvisualmente
Piedad y gue sucede con los puntos restantes?
Carlos c}'\f‘ ﬁfj\'}"{\:-‘{‘\ I|I Oy 17 1'\|""|.T1 [:",.‘;"1 1 S N ﬁ [ -'T‘|r-?r
A TS aR0
) Une dos de los puntos con |a herramienta recta que pasa por dos punlos, gvistalmente

Jorje
Al J yd gue sucede con los puntos restantes?

ejandro Se CuapEiian o lo, enizdh _
Enrique c) Una dos de los puntos con la herramienta recla gue pasa por dos punles, jvisualmente

q y gua suceds con los puntos restantes?
Obed Tow  dmyeng a0
. £} Une dos de los puntos con la herramienta recta que pasa por dos puntas, jvisualmente

Celestino y que suceds con los puntos restantes?
Marco se agvega \a urRdn.

.. ¢ Une dos de los puntos con la harramienta recta que pasa por dos punlos, L:.-isualmer'lt&
Cristian y que sucade can los puntos restantes? |
Karla RN Y, F ,_I.ﬂ:_r'.'.'!ﬂ"- He S g grlen o

Figura 4.2.1.6. Comportamiento lineal y decreciente de la relacién de base y altura.
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Realizan la grafica de los puntos correspondientes a la base y area de la ventana y

unen los puntos con segmentos de recta, (prequntas 9 y 10).

Los estudiantes grafican tambien los puntos que corresponden a la base y el
area, y unen estos puntos con segmentos, el ejemplo de esta grafica se muestra en la
figura 4.2.1.7. En la primer grafica los estudiantes necesitaron la ayuda del investigador
para encontrar la herramienta indicada, para hacer la segunda grafica ya tienen dominio

sobre la herramienta para graficar puntos.

Con la finalidad de que puedan diferenciar el comportamiento de una gréafica
lineal con la grafica de una funcion cuadratica, en la pregunta 9, inciso c, se les
cuestiona acerca de que si dados los puntos que han graficado se puede obtener
informacion en cuanto a construir dos rectangulos de diferentes medidas que tengan la

misma area y que den un ejemplo.

| S C,
(] H ) L] ) o 2

Figura 4.2.1.7. TI-G. Grafica de puntos que representa la
base y el area de la ventana.

Comportamientos y dificultades.

Solo Cristian y Karla contestaron que si porque la grafica es simétrica pero no
dieron ejemplos, otra pareja contesto que si pero dio ejemplo de construir un rectangulo
de base 4 con altura 3 y otro de base 6 con altura 2, sin embargo, estas dimensiones
salen del contexto del problema. Tal parece que una pareja de estudiantes al escribir
confundieron el area con la altura pero ademas no pudieron determinar que para dos

valores diferentes de base se podian obtener dos rectadngulos con la misma area, tres
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parejas de estudiantes no contestaron. Sus respuestas se muestran en la figura
4.2.1.20.

Estudiantes Respuestas

c} En bzse a los puntos que tienaes, joodrias decir 51 es posible construir dos rectangulos
diferentes gue tengan la misma area?
3i_y" da un ejempla fr g

Karla y Cristian ey vno gralren simed riea

Mo explica por qué no

&) En base a los puntos qua tienes, /padrias decir =i @3 posible construir dos rectangulos

diferentss que tengan la misma area?
Jorge y Alejandro Si_ v daunsiempls b = H,EY L=t
No___ explica porguéna & = Sla =z

Nao_w_explica por qué no . \E‘-.’:Fi'_tt‘?m:r_ - Y Za

Lo dales i‘t It \ OfOTel il 1y NI LY ‘-Li-‘:’;t‘-{i r"-‘-‘:n..r\.-._"._t'.:ﬂ =yl )]

Enrique y Obed emooon OS5 de U est <£lo oo maman

4 y 1'1]? Con segmentos de recla une los puntos de forma consecutiva. Como podrés chservar, unos
segmentes son de mayor longitud que otros y su inclinacién tambign es diferente.,

Figura 4.2.1.20. TI-G. Identifican comportamiento del area de acuerdo a los valores de la
base.

Introducen la expresion algebraica que representa al area en funcién de la base de la

ventana (pregunta 15).

Comportamientos y dificultades.

Después de que han obtenido la expresion algebraica para determinar el area de
la ventana en funciébn de la medida de base, en la pregunta 15 se les pide que
introduzcan la funcion al software, esta accion la realizan con ayuda del investigador
puesto que se requiere que escriban de forma adecuada los paréntesis necesarios y
utilicen el acento circunflejo para elevar nimeros o términos al cuadrado. Los
estudiantes pueden observar que los puntos que graficaron son parte de la gréafica y el
investigador les hace notar que se pudo haber trabajado con intervalos de la base mas

pequeios que 0.5 o mayores.

Realizan la grafica de los puntos correspondientes a la base vy la razén de cambio.

Identifican su comportamiento v la relacionan con la grafica de base y area.

En la pregunta 11, los estudiantes grafican los puntos correspondientes a la base
y razén de cambio (ver figura 4.2.1.8.). Se les cuestiona acerca del comportamiento de

los puntos, Karla y Cristian aprecian el cambio de valores de positivo a negativo; Jorge
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y Alejandro describen un comportamiento de mayor a menor; Piedad y Carlos empiezan
a sefialar que el comportamiento de la gréafica tiene que ver con el aumento del area
pero en una menor proporciéon aunque no mencionan acerca del decremento referente
los valores negativos; Enrique y Obed pudieron observar exactamente que hay un
crecimiento (no especifican que es el area) y ese crecimiento cada vez se torna en
menor cantidad hasta que llega a un cierto punto (no indican que sea el punto maximo)
y a partir de ese punto empieza a decrecer, estos estudiantes han podido determinar
gue la informacién que ofrece la tabla y la gréfica de razén de cambio, es precisamente

de como son los cambios. Sus respuestas se muestran en la tabla 4.2.1.9.

AlturaV = 1.62 ® .
BaseV = 4.22 ® .

Figura 4.2.1.8. TI-G. Representacion figural y grafica de puntos que representan al area en funcion
de la base y la grafica de puntos que representa a la razén de cambio de los cambios del area
respecto a los cambios de la base.

Estudiantes | Respuestas
Jorge y LQué comportamiznto tiene la grafica de los puntos de la base y razdn de cambio?
Alejandro e o de  onoYyor o ene ooy
Piedad y LOuE cormportamiento tine la gréﬁcazdc loz puntos de la base y razén de cambio?
Carlos Sl e [ S e T e Y e e I sl A 1;;;;.13 a st
Karla y f.':“-e ':Dmf:'ﬂnarf“er“tﬂ tiene la qrahca e los punias de la base y razon de cambio?
: : [y, S# s S AT l i ey "l'lr."? ab o .'n’ll.rl:-
Cristian . 4 A
; Qué compertamiento tene la grafica de los puntos de Ia base y razdn de cambio?
Enrique y ¢Qué qamportamiento fleng la grafica de fos puntos 2 12 b ¥ raz ' que
£iap ol Lo MM (D0 ({2 poie oo AR AL e pl=dy] e
Obed Do~ ciecto  Done ad Qe e g OErl ) delit e e,
Figura 4.2.1.9. TI-G. Identifican el comportamiento de la grafica de razén de cambio.

Se les pide también que relacionen las graficas de area y base con la de razén
de cambio y base.
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Karla y Cristian indican mas bien una diferencia en la cual ellos pueden apreciar
que la del area corresponde a una curva y la de razén de cambio es una recta que
ademas marca la mitad de la base, en esta ultima observacion tal parece que se
refieren a que cruza al eje en la mitad de la base a lo que mas adelante llaman punto
medio con lo cual ellos justifican que con este punto medio de valores de la base se
obtiene la ventana de mayor &rea, esta justificacion puede resultarles desconcertante y
ambigua cuando traten con otra funcion que no sea simétrica, por esta razén se penso
considerar a un problema que involucrara a una funcién cubica y puedan darse cuenta
que conociendo el punto medio del dominio de la variable independiente no es una

razén necesaria y suficiente para determinar los valores maximos de la funcion.

La respuesta de Enrique y Obed es que “en ambas crece y decrece” si bien, en
sus analisis anteriores ellos han comprendido que la informacion que ofrece la grafica
de razdén de cambio respecto a este problema es el aumento del area cada vez en
menor cantidad hasta llegar a un punto en el que empieza a decrecer, al decir que en
ambas crece y decrece, su respuesta es correcta si se estan refiriendo a que en las dos

gréficas se puede apreciar que el area aumenta y disminuye.

Jorge y Alejandro también han podido observar que las dos graficas muestran un
aumento del area cada vez hasta llegar a cero y a partir de ahi el area empieza a
decrecer, ellos pueden percibir que los cambios cada vez son “pocos”, solo hace falta
gue comprendan que a lo que se refieren como “pocos cambios” se tendrian que referir
de mejor manera como cada vez cambios mas pequefios y que estos se relacionan con

el comportamiento descendiente de la gréafica de razén de cambio.

Piedad y Carlos pueden percibir que en las dos graficas hay aumentos y la
diferencia entre ellas es que la gréfica del area aumenta hasta llegar al punto maximo y
en la gréfica de razén de cambio intuyen que muestra los cambios del area cada vez
mas pequefios hasta llegar a un cambio minimo, pero no pueden expresarlo

claramente. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.10.
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Estudiantes

Respuestas

£ Qué relacion hay enfra la grafica de los puntos de base y area respecto a la gréfica de los

Jorge y puntos de base y razdn da cambio?
Alejandro ~Que  fveren cyecwnds eero o ls uer  cverian peco y
—d—l:E—P_LI"_‘.__-._”f uonde  lleonvon nl ot I Y et M N VT I B V=Tl I T |
&0wé relacién hay entre |2 grafica de los puntos de base y area respecto a la grafica de los
puntos de base v razon de cambio?
Piedad o by i ene i, vy -].i."- fllw - Il-n:l":”‘ o fevy 1 e a1
ledady bt “‘-_45-0"" Py e e ek L) O eran orais l".{ [+
Carlos for "'-'*--:-51-—'} ! Ly ".‘J-?'f-?x ol r1'|\-"-.5'|-.lﬁ ||i-P¢_1'-'-. it BY LA L, Ay s e
L et | LA 'h":jr-| el e ol e % i L3 I J...rr'l A fl xri!.'ll,lw_
. - 1
pefeart
¢Que relacién hay entre la grafica de los punios de base y area respecio a la grafica de los
Karla y puntos de base y razén de cambio?
CI‘IStlan s la ’}i base = e L ,C.A)__‘ 274 '(’ st - let ,"f‘f 19250 B o l',tl!"/'l‘,.
cee e Ne—lo el F¥ag lamente Lo i }‘i Ao o btie e s
) i Quérelacian hay entre la grafica de los punfos de bdse y drea respecto a la grafica de los
Enrique puntos de base y razdn de cambio?
Obed U en AhheS OEE  yw  drciese.
v

Figura 4.2.1.10. TI-G. Relacionan las graficas de base y area con la grafica de base y razén de

cambio.

Accién mental: AM1.
Descripcion: Coordinan los valores de la variable dependiente con
relaciéon a los cambios de la variable independiente.
e Relacién entre base y altura de la ventana, (preguntas 6 incisos
ayb).
e Relacién entre la base y el 4rea de la ventana, (preguntas 9,
incisos a y b).

Relacion entre base y altura de la ventana, (prequntas 6 incisos a y b).

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a la representacién grafica se espera que los estudiantes pueden
atribuir que por cada cambio de medida de la base asignada al eje x, las medidas de la

altura cambian y estas son representadas en el eje y. En la figura 4.2.1.11., se muestra

un ejemplo de respuesta ya que todos contestaron de igual forma.

Tal parece que a los estudiantes no les ha causado dificultad asociar las
variables a los ejes porque las asocian al contexto del problema, lo cual muestra que

los problemas en contexto son significativos para relacionar los valores de la variable

dependiente de acuerdo a los cambios de la variable independiente.
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6. Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que aparece y elige
crea lista de puntos.
a) .g,('.l%ué dato te da la coordenada x de cada punto?
A 5

b) ¢Que dato te da la coordenada y de cada punto?
YT

Figura 4.2.1.11. AM1. Asignan las variables a los ejes.

Relacion entre la base y area de la ventana.

Comportamientos y dificultades.

En la pregunta 9 incisos a y b se les pide identificar a la variable que esta
asignada al eje x y a la asignada al eje y, a pesar de que la pregunta podria resultar
obvia puesto que para graficar se solicito seleccionar las columnas que contienen base
y area, solo Enrique y Obed atribuyen de forma correcta las variables a los ejes,
respecto a los demas estudiantes pareciera que no estan atendiendo a las variables
tratadas en esta parte de la actividad ya que han atribuido a la altura en el eje y en lugar

del area. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.13.

Estudiantes | Respuestas
9. Seleccicna las columnas de base y area, da clic derecho, en la ventana que aparece elige
crea lista de puntos
Enrique y a) ¢Qué dato te da la coordenada x de cada punto?
Ao bhnse
Obed
b) ;Quédatotedala coordenada y de cada punto?
el [alfal @)
a) ¢Qué dato te da la ccardenada x de cada punto?
Karla y _!L/‘ n’r/u f‘r( [-:l"; z
Cristian b) ¢Qué dato te da |a coordenada y de cada punto?
¢ o o alfore

Figura 4.2.1.13. AM1. Coordinan los cambios del area con relacién a los cambios de la base,
al asignar las variables a los ejes.

Accién mental: AM2.
Descripcion: Coordinan la direccion de los cambios de la variable
dependiente con los cambios de la variable independiente.

e Relacién entre base y altura de la ventana, (pregunta 5).

e Relacién entre base y area de la ventana, (pregunta 8 a).

Relacién entre base y altura de la ventana, (prequnta 5).
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Comportamientos y dificultades.

La pregunta 5 inciso a conduce al estudiante a identificar la direccion de cambio
de las variables. Todos los estudiantes percibieron de forma correcta la coordinacion de
los cambios de las variables de acuerdo a su tabla de valores. Algunas de sus

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.4.

Estudiantes Respuestas

) (Qué sucede con las medidas de fa allwra confome las medidas de a base van

. aumentando?
Piedad y Carlos
BALAIOS MeAARE Lra Jnsd Y
SR T VO N Y N VT S N o T
a) jOué sucede con las medidas de la aliura conforme las meadidas de la base van
. aumeaniando?
Jorge y Alejandro

e m s

a) JOué sucede con laz medidas de la alwra conforme las medidas de la base van

Celestino y Marco aumentzndo?
e ceducen.

Figura 4.2.1.4. AM2. Identifican la direccién del cambio de las variables.

Relacién entre base vy area de la ventana, (pregunta 8 inciso a).

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a la tabla de valores, la mayoria de los estudiantes identifican de
forma correcta que a medida que los valores de la base se incrementan los valores del
area aumentan y disminuyen, sélo Jorge y Alejandro expresan que cuando la base se
hace grande el &rea disminuye, ellos no estan percibiendo que las dimensiones del area
aumentan y disminuyen conforme las dimensiones de la base aumentan, algunos
ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.12., como puede observarse,

Enriqgue y Obed pueden percibir los cambios proporcionales de la variable
independiente.
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Parejas de | Respuestas
estudiantes.
Enrique y 8. Entutabla, observa cémo cambian las medidas de la base respecto a las meadidas del area.
Obed a) ;0ué sucede con las medidas del drea respecio a las medidas de la base? ; .
O ed overy oomende o dsgieclle v 1e bnee  Seley boeempto
A (oeorn i-""»‘S-'*rfoh".
Piedad y 8. En tutabla, ohserva cadmo cambian las medidas de la base respecto a las medidas del area,
Carlos a) 40ué sucede con las medidas del area respecto a las medidas de la basse?
el ogpen wtventd v elteninod® v o
‘Bae anla cowoentnt 0y
Jorge y 8. Entu tabla, observa cdmo cambian las medidas de la base respecto a las medidas del area.
Alej andro a) ;Qué sucede con las medidas del area respecto a las medidas de la base?
Cunndao la ‘nace 22 bhoce ) savde = Oyeg
d'-’-',t'\‘nwu;e ;
Karla y 4. Entutabla, observa come cambian las medidas de la base respecta = las medidas del area
Cristian g) i0ué sucede con las medidas del Arca respectio a las medides dz la base?
f?'.ir |'"r| PR v1l-'f'-'r-'.l n'lz-' .l'l/'.l ."!/.f-.--' S e ilededp ,".;'\- -2 k] y L".II SO
i .'L-{r.-.'-Jr eeele i it v r_}_lf{_;.-'_{ G nhecirl G2 I FEI I'r’---’n'l I'-'lr:‘r'-: -'l'll'i)rr-" -
e o declenele  vespecto a fa “hase).

Figura 4.2.1.12. AM2. Coordinan los cambios del area con relacién a los cambios de la base.

Técnica instrumentada: TI-A

Relacion entre base y altura de la ventana.
Descripcion de la accion. Preguntas
relacionadas.

Determinan la ecuacién de la recta. 6 inciso d
Determinan la pendiente de la recta. 6 inciso e
Relacionan la pendiente de la recta con la columna del cociente | 6 inciso f
de diferencias.
Determinan de forma algebraica a la altura en funciéon de la 6 inciso g
base.
Describen la informacién que ofrece la pendiente respecto ala | 6 inciso h
recta.
Describen la informacién que ofrece la pendiente respecto a la | 6 inciso 1
relacién de los cambios de la altura y los cambios de la base.

Relacion entre base y area de la ventana.
Determinan de forma algebraica al drea en funcién de la base. | 14

Relacién entre base v altura de la ventana.

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a la grafica obtenida como se muestra en la figura 4.2.1.20. En la

pregunta 6 inciso d se les solicita obtener la ecuacion de la recta que han obtenido.
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ola [ K E
—& :

0 > 4 8 g 10 12
Altura = 1.07 Base — 6.85

Figura 4.2.1.20. Representacion figural y grafica de puntos unidos con una linea recta que
representa medidas de la base y altura de la ventana.

Los estudiantes expresaron que no sabian cémo determinarla. Ante esta

situacion el investigador les hizo las siguientes sugerencias:

Se les hizo notar que de la recta se conocen las coordenadas de los puntos que
han graficado y de acuerdo a estas podian obtener la ecuacién si conocen por lo menos

dos puntos.

En la segunda sugerencia se les recuerda la ecuacion de la recta de la
formay = mx + b y que de acuerdo a esta pueden construir la ecuacion si conocen el

valor de la pendiente y el valor de la ordenada.

En cuanto a determinar la ecuacion conociendo a dos puntos, ningun estudiante
pudo recordar la forma de obtenerla. Referente a la segunda sugerencia expresaron no

comprender la forma de determinarla.

Esta situacién sucedié de igual manera en la prueba piloto, asi que se agregaron

dos preguntas mas a fin de que lograran obtener la ecuacion.

Se les sugirié pasar a contestar la pregunta 6 inciso e, en la que se les solicita
obtener Unicamente la pendiente de la recta, la cual se puede conocer si conocen por lo
menos a dos de sus puntos. Ningun estudiante recordd la forma de obtenerla. Se les
proporciond la formula anotandola en el pintarrén y algunos estudiantes expresaron: “ah

si, esa es la formula para obtener la pendiente, ya recuerdo”.

De esta forma los estudiantes han formado apenas la ecuaciéon de la recta como
y = -0.21x + b, sin embargo no recuerdaron a que se referia la letra b. Se requirio de

otra intervencion por parte del investigador para explicar que b indicaba la ordenada al
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origen, y lo que significaba la ordenada al origen, posteriormente pudieron determinar el

valor correcto de 2.5, obteniendo finalmente la ecuacion de la recta y = -0.21x + 2.5.

Hasta este momento es posible que los estudiantes no comprenden la necesidad
o el objetivo de obtener la ecuacion asi que para clarificar sus ideas se continla

relacionando el contexto del problema con la ecuacién obtenida.

Se les indica que contesten la pregunta 6 inciso f, en la que se les pide observar
los valores de la columna E de la tabla que corresponde al cociente de las diferencias y
digan la relacién que existe entre estos valores y la pendiente de la recta obtenida. Se
esperaba que tuvieran un primer acercamiento acerca de la relacion entre el cambio
relativo de las variables y la pendiente y empezaran a relacionar el valor negativo de la

razén de cambio con la inclinaciéon de la recta.

Algunos estudiantes expresaron que se trataba de la raz6n de cambio de la
altura respecto a la base pero su respuesta tal vez la tomaron del encabezado de la
columna y aun no pueden intuir caracteristicas particulares como las descritas
anteriormente. Otros estudiantes solo dijeron que era el mismo valor. Sus respuestas se

muestran en la figura 4.2.1.21.

Aqui se pone en evidencia la adquisicién de conocimientos por memorizaciéon y
no por comprension pues muestran dificultad para relacionar conocimientos adquiridos
con falta de significado como la pendiente de la recta la cual pudo haber sido aprendida
de manera memorizada como una formula pero sin comprender su utilidad o asociarla a

contextos.

En la pregunta 6 inciso g se les pide que la ecuacién de la recta obtenida la
escriban en términos de la base y la altura, tienen dificultad para leer en la ecuacion
qgue X representa a la base y y representa a la altura, asi que el investigador les sugiere
recurrir a la grafica y observar cuales dimensiones estan asociadas al eje x, cuales al
eje y, y en la ecuacion determinen que variable representa a la base y cual a la altura.
De esta manera los estudiantes terminan por reconocer que y corresponde a la altura y
X corresponde a la base, y asi obtienen la ecuacién de la recta en términos de base y

altura, un ejemplo de la expresién se muestra en la figura 4.2.1.22.
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Estudiantes Respuestas
f) ¢Cual es la relacidn de los valores de la columna E de tu tablza y la pendiente de la recta
. de la ecuacion del inciso d? 3 <
Mariela y Dee LS5 el misimo balor yo guS. 23 ha
Jonathan Londlente g=¢ te ocuPa Qava. .
DV ia A f‘t"»ﬁl'] ........
=TS
f) ¢Cual es la relacién de los valores de la columna E de tu fabla y la pendiente de la recta
Piedad y de la ecuacion del inciso d? iy - : s ndx N
Carlos 2 2a da eazon.. 3o ooambio. de \n_atlong
£\ Q’If\"»“'-'\i:\ O 0O Ro=280. 1T Oy \;"\l \k’-‘.'-:[‘--\('.’
Jorge y f) ¢Cual es la relacion de los valores de la columna E de tu tabla y la pendiente de |a recta
Aleiand de la ecuacion del inciso d?
€jandro ; . laual
= XY T kP i
f) ¢Cual es la relacion de los valores de la columna E de W tabla y la pendiente de la recta
Enrique y de la ecuacidn del inciso d?
Obed Lo vuzen. do ooy e Ve Mot cn velrriclp  (ca. YeSQerdc

2 | oY A

Celestino y

f) ¢Cual es la relacion de los valores de la columna E de tu tabla y la pendiente de |a recta

de |la ecuacion del inciso d7

Marco Pa\ovwaraan de canboio de So.a\oro en xelasan
o QW \-e'\(evc-‘to . &(—‘\ b Sx .
Cristian y f) ¢Cuales la relacion de los valores de la columna E de tu tadla y 1 pendiente de la recta
de la eguacion del inciso 47 ey ) :
Karla ci o focorali.. .. cambl m“f//‘ ole ,/'J."i?/{ et o da _cobmaee £

Figura 4.2.1.21. Relacién entre la pendiente de la recta y la razén de cambio.

g} A partir de la scuasidn anterior, escribe (& altura en funcién o= 1a bass.
d=-0.z20h 25

Figura 4.2.1.22. Determinan la ecuacién de la recta en términos de la base y la altura

En la pregunta 6 inciso h se esperaba que los estudiantes identificaran alguna
informacion que ofrece la pendiente respecto al comportamiento decreciente y
constante de los puntos. Algunos identificaron que se trataba de la cantidad de razén de
cambio entre la base y la altura, otros estudiantes solo se refirieron a la razén de
cambio y otros pudieron percibir que estdn inmersos la base y la altura pero no

expresaron acerca del comportamiento de los puntos. Algunos ejemplos de sus

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.23.

En la pregunta 6 inciso i la pregunta es dirigida a determinar la relacion de la
pendiente con los cambios relacionados de la altura respecto a los cambios de la base,

Piedad, Carlos, Mariela y Jonathan determinan que conforme la base aumenta dos

90




unidades, la altura decrece (aunque no especifican cuanto decrece cada vez), otros tres

equipos relacionan directamente con la razén de cambio, Karla y Cristian contestan que

es el comportamiento del crecimiento, tal vez ellos si intuyen el comportamiento

decreciente pero no supieron expresarlo porque dijeron que hay un crecimiento,

finalmente Jorge y Alejandro atribuyen que la informacion que ofrece la pendiente es la

altura, aunque no expresan acerca del comportamiento decreciente y uniforme de la

misma. Algunos ejemplos de sus respuestas se presentan en la figura 4.2.1.24.

Estudiantes Respuestas ‘
. hy Enla gréﬂ:a? Loué inFnrmau:iuﬁn fe da la pendienta?
Piedad y Carlos E A f"u Cad &_nomhioy {‘ﬁ’-jt 2.0 s eected _L_'| A laloe

| LSS AT Gl ] E T T T T S

Mariela y Jonathan

hy En la gréfca, {,qu& infarmacion te da la penmente?
Oageirp s¢ camhbio

Karla y Cristian Al

hy En la grafica, igus informacion te da la pendiente?
mopAe

Figura 4.2.1.23. Informacién que ofrece la pendiente.

Estudiantes | Respuestas
i} Loz wvalores gue se obtienen de ytienen un comportamiento dependiendo de los valores
Celestino y que le asignas a ¥, jqué informacion te dala penu:iuenle respects a tal comportamisnta?
Marco VYnZon e v bin "'f)"ﬁ"ll""‘? "'5= o o L colesim
del yv= ~XFTnavie, ¥
J
—
iy Loswvalores gue 52 obtiznen de v fiesnen un comportamiente dependiendo dz los valeres
Mariela y que |2 asignas a x, 4gué infarmacién te da la pendients respecto a lal compertamiento?
Jonathan O et PaTaTs T 3 kn lme £ 55 i (. [l o Silwmaa ol Vi«
Barke mlduts has Svwyne €ndo
Jorge y il Los valorss que s obtisnen de v tienen un fnmp{hﬂamienm dependiendo de los valores
c que |2 azignas a ¥, jque informacion t2 da la pendientz respects a tal comportamients?
Alejandro AL o
Karl i) Loswalores gue se obtiznsn de v enen un comportamiento dependizndo de los valores
a.r 6} y que Iz asignas a x, Jouéd informacian t2 da la pendients respecld a el comparamisna?
Cristian l:_nrpf” bl Ael e cord o rJir:- — ey

Figura 4.2.1.24. Informacién que ofrece la pendiente de acuerdo al contexto del problema.

Al final de este proceso el investigador les explicé que en efecto tal como Mariela

y Jonathan lo habian expresado los cambios de las variables estan relacionados, y en

este caso por cada dos unidades que cambia la base, la altura decrece -0.21 unidades,

y como cada cambio uniforme de la base ocasiona un cambio decreciente de la altura,

la representacion grafica de este comportamiento es una linea recta decreciente.
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Para desarrollar esta parte del proceso se requeria de conocimientos previos en
cuanto a la ecuacion de la recta y su pendiente pero desde la prueba piloto y el pre test
ya se habia obtenido como resultado que no recordaran tales conocimientos. Para
continuar con la actividad se hizo necesario que el investigador tuviera intervenciones
para recuperar tales conocimientos y ofrecer otro significado de la pendiente como la

razén de cambio.

Determinan de forma algebraica al area en funciéon de la base.

Comportamientos y dificultades.

Los estudiantes tienen dificultad para obtener la funcién, el investigador les
cuestiona acerca de la forma en que se puede obtener el area de la ventana, los
estudiantes reconocen que se obtiene mediante el producto de base por altura, a
continuacion se les hace notar que han obtenido a la altura en funcién de la base y que
si lo que se requiere es determinar el area en funcion de la base, como quedaria
representada la funcién. Los estudiantes no comprenden el requerimiento, asi que se
les indica que pueden sustituir a la altura por su expresion, de esta forma obtienen la
funcién como se muestra en la figura 4.2.1.25., en la cual les hace falta utilizar un signo
que agrupe a la funcién de la altura para que la multipliquen por la base, por ejemplo
Jorge y Alejandro multiplican por un solo término de la expresién de la altura.

Al final, el observador les hace notar el uso de paréntesis y que ademas pueden

hacer las respectivas multiplicaciones para simplificar la expresion.

Estudiantes | Respuestas

Jorge y 14.De acuerdo al inciso g de la pregunta &, Jcémo queda determinada el drea del reclangulo en
) funcicn de la baze? A{by=h " Linz2it1S {escrlhe en |a linza lo que vale la altura en
Alejandro t&rminos de la base). Bk = bL IR

. 14, De acuerdo al inciso g de la pregl._mta G, icdmo gueda determinada el drea del rectangulo en
Enrique funcion de la base? Ay = b * = U D1 d Ly (escribe en la linea lo que vals |a alura en

y Obed términos de |3 base),

Figura 4.2.1.25. Determinan de forma algebraica al area en funcién de la base.
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Accién mental: 3.
Descripcion: Coordinan la cantidad de cambio del area respecto a los
cambios de la base (preguntas 8b, 8c, 10a y 10b).

Relacién entre base v area de la ventana, (prequntas 8 incisos b v c, de acuerdo a la

tabla de valores).

Comportamientos y dificultades.

Todos los estudiantes reconocen que los cambios o las diferencias de la base se
comportan de forma proporcional. Respecto al comportamiento de los cambios del area,
Jorge y Alejandro sefialan que disminuyen y pasan a ser negativos, aunque se
esperaba que identificaran también que los cambios cada vez son méas pequefios cerca
del punto maximo.

En cuanto a los demas estudiantes, tres equipos describen el comportamiento de
los valores del &rea mas no de sus cambios; Karla y Cristian ven un comportamiento
inversamente proporcional en cuanto a las dimensiones de base y area, lo cual es

incorrecto. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.17.

Estudiantes. Respuestas

b) Describe el comportamignto de las diferencias de la base.
Avmenta .S  cada wvez

Jorge y Alejandro

c) Describe el comportamiento de las diferencias del area
Disminuge o oocn o sey oegahvol

o

b) Describe el compartamienio da las diferencias de la base.
CEapah Ty RO O T el e aRanetal _

Piedad y Carlos ———

) Describe el comportamiento de las diferencias del drea.

~

Oowmenb ) S OV senTpewg 88 ARen

e %

T = R R

b) Describe el compertamiento de las diferencias de |a base.
v )

Qut_wn en  gements de 0.5

Karla y Cristian

¢) Describe gl comportamiento de las diferencias del 4rea.
ﬂ\,é Snceonto rc; b-.\.--* Pl e I/}“',.., rl' Qrea o5 Qe \

to__{eanlio CI e [l FissA) chi \I'r [ LA 2N raus FrivI=

Figura 4.2.1.17. AM3. Coordinan la direccién de cambio del drea con los cambios en la base.
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Con sus respuestas se pone en evidencia la dificultad que tienen para diferenciar
entre los valores que toma la variable dependiente por cada valor de la variable

independiente y el comportamiento de los cambios de las variables.

Comparacion de los cambios relativos en tres lineas secantes de la grafica, (preguntas

10 incisos a y b).

La grafica de la figura 4.2.1.18., con los segmentos sefialados se les proporciona
de forma impresa para que realicen una comparacion respecto a la cantidad del cambio
en cada uno de los segmentos. Los estudiantes podran analizar la grafica y la tabla de

valores en pantalla si asi lo prefieren.
Comportamientos y dificultades.

Al comparar los cambios en los tres segmentos, todos los estudiantes identifican
que el cambio de los valores de la base es uniforme. En cuanto al cambio del area,
Jorge y Alejandro sefialan que dos son iguales y uno es diferente. Piedad y Carlos solo
pueden observar que la figura es diferente; Karla y Cristian sefialan que los valores del
area van disminuyendo, lo cual es correcto, aunque no sefialan acerca de la cantidad
de cambio que disminuye en cada segmento. Finalmente Enrique y Obed pueden
identificar que los cambios del area aumentan y disminuyen, lo cual es correcto si se
refieren a que en los dos primeros segmentos el area aumenta y en el tercero
disminuye pero no han especificado como es dicho comportamiento para cada

segmento. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.19.

a]

Base=12
S

Altura= 2.5

o { K c,
o 2 4 B8 8 10 12

Figura 4.2.1.18. Grafica de puntos unidos con segmentos que corresponden a la base y area de la
ventana.
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Estudiantes Respuestas
a) ¢Como cambian los valores de la base en cada caso?
Son 1_-::!.\,_10\11?9

Jorge y Alejandro - - -
ge y A% b) ¢;Como cambian los valores del area en cada caso?

2 =on iguales U oNO diFrere

a) ;Cémo cambian los valores de la base en cada caso?
|}

s 'b‘k‘f' ""“Q“J"}"\‘f\f YL reas nAch \r* L \\ "

Piedad y Carlos

b) ¢Como cambian los valores del area en cada caso?
\]’r_u-c(m R r{u— -agc-m b =?ec:'iu X=! CeaSo
= - - - =
f \:;Uft[ Cambio

a) ¢Coémo cambian los valores de la base en cada caso?

{/ D)

Vo

b) ¢(Coémo cambian los valores del area en cada caso?
Que  va dl‘\"’?l.ﬁ /\lc’ﬁr'jo

Karla y Cristian

a) ; Como cambian los valores de la base en cada caso?
Ay el noale= R

Enrique y Obed

b) iCoémo carrgan los valores del area en cada caso?
P&& aatalfm el St di=ndfima !;:r £

Figura 4.2.1.19. AM3. Identifican la cantidad del cambio de las variables al comparar tres lineas
secantes que unen dos puntos.

Accién mental: 4.
Descripcion:
e (Coordinan la razén de cambio de los cambios del area respecto a
los cambios de la base (pregunta 8d).
e Comparacion de la razoén de cambio de tres lineas secantes de la
grafica (preguntas 10 incisos c, d, e y f).

Comportamientos y dificultades.

En las pregunta 8 inciso d se cuestiona acerca del comportamiento del cociente
de diferencias el cual pueden observar en su tabla. Los estudiantes pueden notar que
los valores van disminuyendo hasta llegar a cero y pasan a tomar valores negativos.

Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.26.
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Una vez que contestaron en sus hojas de actividades, el investigador les pidio
que notaran que por cada 0.5 unidades que cambiaba la base, los cambios del area
disminuian hasta llegar a casi cero y apoyandose en la gréfica se les mostré6 como cada
vez que aumentaba la medida de la base, la medida del area también aumentaba pero
cada vez en menor cantidad hasta que sus cambios eran casi cero, después el area
seguia cambiando pero ya no aumentaba sino que empezaba a disminuir primero
cambiaba en una menor cantidad casi cero pero cada vez decrecia en mayor cantidad y
gue el hecho de que los cambios indicaran un decrecimiento era la razén por la cual las
diferencias en los cambios eran negativos. También se les mencioné que para este
ejercicio se habian considerado incrementos de 0.5 unidades para los valores de la

base pero que se podrian considerar valores diferentes.

Estudiantes. Respuestas
d) ¢Como se comporta el cociente de las dif_erencias;) )
. Bavana aATAAS @l Ve AlSamPnias anai
Pledad y Carlos ‘\"~ o) »‘-\."j \;\-Z:’-;-,\"; 1 Q\.___(h\x"'-"l L L O R
[ATaYara R RiT ke
d) ¢ Cobmo se comporta el cociente de las diferencias? |
Enrique y Obed {ip pemindends  Woedy legny o 7 Vel g (EO b o
Mariela y d) ;Comose comporta el cociente de las difzrencias?
Il" Jry -"'-'-;" ) [ ] ':II.' e Rl AL "|"i a I
Jonathan - ;
d} sComose compora el cociente de las diferancias?
Karla y Cristian fre v Avswidugends ol wplee
Figura 4.2.1.26. AM4. Coordinan la cantidad de cambio del area respecto a los cambios de la base.

Los alumnos parecieron comprenderlo sin embargo esto se podra verificar con
sus respuestas de los incisos de la pregunta 10 que tiene que ver con la comparacion

de diferentes cambios relativos en la misma gréfica.

Comparacion entre tres lineas secantes de la grafica de puntos que representan a la

base v area de la ventana.

Los estudiantes comparan tres segmentos de la gréfica (ver figura 4.2.1.27).
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LB Base=12
T G, — -

Altura= 2.5

Ny

A | K C,
o 3 4 [ & T 2

Figura 4.2.1.27. Grafica de puntos unidos con segmentos que corresponden a la base y area de la
ventana.

Comportamientos y dificultades.

Enrique y Obed son los Unicos estudiantes que han comprendido que la pregunta
10, inciso ¢, hace referencia a la comparacion de la razén cambio, asi que respecto al
mayor cambio del &rea sefalan de forma correcta que este se da en el caso 1, aunque
al parecer, ellos no se dieron cuenta que en el caso 3, la razdn de cambio es la misma

pero decreciente.

En la pregunta 10, inciso d que corresponde a identificar el menor cambio, se
corrobora la correcta comprension de Enriqgue y Obed y la confusion de los demas
estudiantes que han sefialado como menor cambio en los segmentos correspondientes
al inicio y fin de la grafica en los que en realidad hay un mayor cambio. Sus respuestas

se muestran en la figura 4.2.1.28.

Hasta este momento se pone en evidencia que algunos estudiantes tienen
dificultades para distinguir entre el mayor valor de la variable dependiente y el mayor

cambio de la misma.

En la pregunta 10 incisos e y f se busca que los estudiantes puedan vincular las

relaciones de la razon de cambio con la inclinacion de los segmentos.

Comportamientos y dificultades.
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Respecto a la pregunta del inciso e se pide que sefialen cual de los segmentos
tiene mayor inclinacion. Enrique y Obed sefialan de forma correcta el primer segmento
aunque no mencionaron acerca de la misma inclinacion pero negativa del tercer
segmento; al parecer Karla, Cristian, Piedad y Carlos se refieren al caso 3 donde la
inclinacion si es mayor pero negativa, aunque no indicaron que también tenia mayor
inclinacion el segmento del primer caso; Jorge y Alejandro han confundido el intervalo
en que el area es creciente con la inclinacion de los segmentos. Sus respuestas se

muestran en la figura 4.2.1.29.

Estudiantes. Respuestas .
¢} ¢Dénde es mayor el cambio del area?
Jorge y ED__e) cenhio de la 'L"nf_jurﬂ
Alejandro d) ;Donde es menor el cambio?
En \as oullas de \q f|90'ﬁ'a
c) ¢Donde es mayor el cambio del area?
Piedad y Case L
Carlos d) ,Dénde es menor el cambio?
Cosno =
c) ¢Donde es mayor el cambio del area?
Karla y o> _moyoc en el cade Z
Cristian d) ¢Donde es menor el cambio?
en el ca50 L o fn celda €5y en el 3 on o celole (29
¢) ;Donde es mayor el cambio del area? . :
Enrique y < (oarda  \a r.’}l{’ O «a oy Cﬂ"’fﬂ @
Obed d) ¢Dénde es menor el cambio?
Coondn va de B5 a £ Cﬂ%ﬁ@

Figura 4.2.1.28. AM4. Identifican la cantidad del cambio al comparar diferentes segmeﬁtos que

unen dos puntos.

Estudiantes. Respuestas
Jorge y &) Geométricamente, ;cudndo tiene una mayor inclinacian el segmento?
Alejandro Cuocds wus dal  arioen de o baes ol centio de la
ey (g
Piedad y e) Geométricamente, ¢ cudndo tiene una mayor inclinacién el segmento?
Carlos Jnandn e\ arce  ®is pinsge
Karla y g) Geometricamente, jcuando tiene una mayor inclinacidn el segmento?
Cristian Lopardn fiens 12 de base
Enrique y &) Ge_crnél.ri;:amente. s cuands tigne una ri'la'_-.r-:ur inclinacian el segmenta?
Obed El qre Q)

Figura 4.2.1.29. AM4. Identifican los segmentos de mayor inclinacién.

98




En la pregunta f se solicita que comparen los tres segmentos e indiquen la
diferencia de sus comportamientos. Con esta pregunta se esperaba que identificaran
que el primer y tercer segmento indican los mayores cambios, pero con la diferencia de
que en el primero el area aumenta y en el tercero el area disminuye; después el
segundo respecto al primero, se esperaba que notaran que en los dos hay un aumento
de area, pero en el primero el aumento es mayor que en el segundo y con ello hacer
evidente que los cambios son mas pequefios en la parte mas alta de la grafica y

también hay un cambio de direccion.
Comportamientos y dificultades.

Karla y Cristian refieren que el segmento del caso 1 aumenta y el del caso 3
disminuye, esta percepcion es correcta aunque ellos no han referido acerca del
segundo segmento para indicar que hay un aumento de area pero en menor cantidad;
Enrique y Obed han percibido de la misma manera que Karla y Cristian referente a los
segmentos 1y 3, acerca del segmento del caso 2 pueden notar que se acerca al punto
medio (aunque es correcto porque la funcion es simétrica no lo han asociado con el
punto maximo) tampoco perciben el cambio creciente y pequefio en comparacioén con
los otros; Jorge y Alejandro reconocen que el comportamiento de los tres segmentos
varia, pero solo hacen referencia de los aumentos uniformes de la base cada 0.5
unidades, también han podido apreciar que en el primer segmento hay un aumento y en
el tercero disminuye, respecto al segundo segmento tampoco han podido percibir sus
caracteristicas; Piedad y Carlos refieren la diferencia Unicamente a la inclinacion. Sus

respuestas se muestran en la figura 4.2.1.30.

Con este ejercicio han tenido su primer acercamiento en cuanto a relacionar de
forma grafica la pendiente de las lineas secantes que unen dos puntos con el
comportamiento de la raz6n de cambio, la dificultad que se pone en evidencia es
distinguir entre el comportamiento de los valores que toma la variable dependiente de
acuerdo a los valores de la variable independiente y el comportamiento de la razén de

cambio.
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Parejas de | Respuestas
estudiantes
Jorge y f) ¢Cuales la diferencia del compartamiento de los tres segmentos?
Alejandro Que en los 2 =fagmendes voria  en €l primeya
QUMENTQ ) 2l ce Qs ode 805 4 ) olhoo
Adismiauue ; >
Piedad y f) fuél es la diferencia del comportamiento de los tres segmentos?
Carlos ol H‘\r\\(\\f \C"-'('\ \(\\ AP(‘_W\(\!’\\C),)
Karla y f) ¢Cuél es la diferencia del comportamiento de los tres segmentos?
Cristian vz en el coso | y 3 aumenla y—en e | 2 Alem? nuyc
Enrique y f) gCual es |a diferencia del comportamiento de los tres scgmentos?
Obed En Uno (IU{Y‘\ e n le l‘mr fa oA P {,_xﬂ_,_,_
| "(lo teaa _al _punde ff(C‘ € 230 S olatna
o volows J néoa oS,

Figura 4.2.1.30. AM4. Identifican las caracteristicas intensiva y extensiva de la razén de cambio de
acuerdo a la grafica.

Obtienen una solucién al problema.
Descripcion:
e Determinan la medida de base con la cual se obtiene el area
maxima de acuerdo a la grafica, pregunta 12.
e Determina el valor de area maxima de acuerdo al analisis de las
diferentes representaciones, pregunta 13.

Comportamientos y dificultades.

Enrigue y Obed expresan que de acuerdo a la grafica si se puede determinar la
medida de base igual a 6 y 1.25 de altura pero no explican por qué han determinado
estos valores; Piedad y Carlos sefialan que si pueden obtener los valores de base con
la cual se obtiene la mayor area porque al ordenar los puntos pueden observar cual es
el area mayor; Jorge y Alejandro atribuyen la solucion al punto medio de la base; el
argumento de Karla y Cristian es que pueden obtener el valor porque a medida que

cambia la base aumenta el area. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.1.31.

Respecto a la pregunta 13, todos los estudiantes pueden sefalar la medida de
base con la que se obtiene el area maxima de la ventana, sus justificaciones son
diferentes, Jorge, Alejandro, Karla y Cristian atribuyen la solucién al punto medio,

Piedad y Carlos argumentan que de acuerdo a la tabla de valores y a la grafica se
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puede determinar el area méaxima Enriqgue y Obed no justifican su respuesta. Sus
respuestas se muestran en la figura 4.2.1.32.

Sus respuestas las sustentan con las representaciones visuales en la figura, en
la tabla de valores y corroboran éstos con la grafica, en la que pueden relacionar la
solucion con el punto medio del valor de la base, como se habia comentado
anteriormente. Se espera que en las siguientes actividades las cuales no son simétricas
ellos puedan descubrir que no sucede lo mismo y la razén por la cual no puede suceder

de igual forma.

Parejas de | Respuestas
estudiantes.
Jorge y 12.De acuerdo a la grafica, jpuedes determinar la medida de base que coresponde al dgrea
Alejandro migxima?
Si v explicaporque  S& wueshra el eunto medw de g
base  uvisgpslmenke .
Mo explica por gué
Piedad y 12.De acuerdo a ia grafica, ¢puedes determinar la medida de base que corresponde al area
Carlos maxima? & y
Si ..._'_./-exp"ca por que cl o «l,w‘-- - \--'-‘; Fom Vet L s v‘-.‘(‘:--\r'r Loinag
cued) l"-\\r'l anl;-[‘ (‘-_)1,\.[, SO g —— :,'-_.-\ > :
No __ explica por qué
Ka‘rlé} y 12.De acuerdo a ia grafica, jpusdes determinar la medida de base que corresponde al drea
Cristian maxima?
5i l explica por gué ra ?f"fn'l';'-"' e it g .-'.r'llz-. ||.-’.' s ,|'l:-f:l'l|," -".lI:- ,l'r(,.:_ f'!';':.-'. -
Llededa e F 'g.' ] .c—.ll. (3 TELL -
Mo explica porqué _ _
Enrique 12.De acuerdo a la gréfica, Jpuedes detarminar la medida de base que correspende al drea
ima?
y Obed méxima? 0 : |
S[Lexp|im por gue l'.-."l, .D_'.I.!-;{_":Iﬂ 5 A e ~ Lol I:':UEI,'_" C'Ii’ é:_] .
Mo ﬁexplica por qué @‘ )
Figura 4.2.1.31. De acuerdo a la grafica determinan las dimensiones de la ventana con
las cuales se obtiene el Area maxima.

Se esperaba que pudieran justificar su respuesta también de acuerdo al cambio
de direccién de los valores de area en los puntos cercanos al punto maximo, sin
embargo hasta el desarrollo de esta actividad tal parece que no han podido descubrir

este comportamiento.
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Parejas de Respuestas
estudiantes.
Jorge y 13_Ennftodn lo anteriormenie realizado, (puedes dar la solucidn del problema al sefior Ignacio?
Alejandro Si . ;Cudlesla solucién? boce & oo allira 12H
4Como lo justificaz?  Qov ou® eehe o be en | e
Piedad y 13.Con,todo lo anteriormente realizado, ¢ puedes dar Ia solucion del problema al sefior ignacio?
Carlos Sia/ ¢ Cudl es lasolucion? A elnleas Qo ;
¢Como lo justificas?_porcwr ol weler ¥Miloses o oo bkl
o5 FXrvian IC Aoy ~ £l =y ey ‘\"-"" L ks t 'IJI 17250
Peive \l_ - Q‘;cu,__‘*a',d\tﬁ_ts(,c < L1 vo=s ‘
Karla y 13.Con fodo lo anteriormente rezlizado, ;puedes dar |a solucion del problema al sefior Ignacio?
Cristian Siy ¢Cudles lasolucion? & de [ore y {24 do RS
¢Como lo justificas? gor e v ol F,v_ﬂj,;._ wedio
Enrique 13.Con todo lo anteriormente realizado, ;puedes dar la solucion del problema al sefior Ignacio?
y Obed Six_¢Cudles lasolucion? S\UC =  ynod W ﬂ{‘/: It con 2.5 af
' (;CénEp lo justificas? 3
WUy O [ (= o¢ b€ .
Figura 4.2.1.32. De acuerdo al andlisis de las diferentes representaciones, determinan las
dimensiones de la ventana con la cuales se obtiene el area maxima.

En la tabla 4.2.1.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de esta
actividad. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas

instrumentadas, se ha asignado un puntaje de la siguiente forma:

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del

investigador.

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la

ayuda del investigador.

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por

el investigador.
Nota: Las celdas con el texto N/A indican que los estudiantes no asistieron a la sesion.

Conclusiones.
Dado el planteamiento de un problema de maximos y minimos a los estudiantes se les
solicita realizar las representaciones figural, numérica y grafica con el objetivo de que
comprendan la informacién que cada una de ellas les proporciona para analizar
posteriormente a la funcidén que representa al problema en cuanto a:

e La identificacion de variables y constantes.

e El dominio de la variable independiente de acuerdo al contexto del problema.
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La coordinacion de los valores de la variable dependiente respecto a los
cambios de la variable independiente.

La coordinacion de la direccion de cambio de la variable dependiente respecto a
los cambios de la variable independiente.

La coordinacion de la cantidad de cambio de la variable dependiente respecto a
los cambios de la variable independiente.

La coordinacion de la razén de cambio de la variable dependiente respecto a los

cambios de la variable independiente.

Los resultados proporcionan la siguiente informacion:

Los estudiantes muestran dificultad para disponer de conocimientos previos para
representar el problema en una figura. Con una sesion previa de 90 minutos de
introduccion al software enfocado a las herramientas necesarias para realizar las
representaciones, los estudiantes no muestran una apropiacion del instrumento,
sus mayores dificultades tuvieron que ver con el uso de rectas perpendiculares e
interseccion de puntos para trazar un poligono inscrito.

En la elaboracion de la tabla de valores, los estudiantes muestran una falta de
apropiaciéon del instrumento en cuanto a copiar celdas e introducir las formulas
de las expresiones algebraicas considerando los valores de otras columnas.

Para realizar la grafica de puntos que corresponden a la base y a la altura, los
estudiantes siguen las instrucciones de su hoja de actividades para seleccionar
la herramienta para graficar, pero necesitan la ayuda del investigador para que
seleccionen las columnas con los valores y encuentren la herramienta. Para la
segunda grafica de los puntos de base y area, los estudiantes pueden realizarla
solos y ademas unen los puntos con segmentos de recta. Para graficar la funcién
del area respecto a la base, los estudiantes requieren ayuda para introducir la
expresion en el software con el correcto uso de paréntesis y el acento circunflejo
para elevar términos a una potencia. Para realizar la grafica de puntos de base y
razon de cambio, los estudiantes requieren la ayuda del investigador para
seleccionar los valores. De acuerdo a esta grafica, los estudiantes pueden
describir de forma correcta el comportamiento decreciente de los cambios del
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area. Al pedirles que relacionen la grafica de la funcién con la de razon de
cambio, hacen un esfuerzo por comprender la informacién que cada grafica
ofrece, pero se pone en evidencia la dificultad para distinguir de forma clara que
la grafica de la funcibn muestra los valores que va tomando la variable
dependiente respecto a los valores que toma la variable independiente y que la
grafica de razon de cambio muestra cdmo cambian los valores de la variable
dependiente respecto a los cambios de la variable independiente.

En lo que se refiere a determinar la expresion algebraica para obtener las
medidas de la altura en funcion de la base, aunque en la grafica tienen los
elementos para obtenerla, los estudiantes ponen en evidencia que no tienen
presentes los conocimientos previos para: determinar la ecuacion de una recta,
su pendiente, identificar a que se refiere cada componente de la ecuacién y en
consecuencia como asociarlos con el contexto del problema. En todo este
proceso, se invita a un estudiante a pasar al pizarréon y de acuerdo a una
discusién entre todos y guiados por el investigador se obtiene la expresion. Con
este resultado pareciera que durante el estudio de la recta, no comprendieron
sus caracteristicas porque tal vez no fue asociada a problemas en contexto, asi
que se sugiere introducir su estudio mediante el planteamiento de problemas de
comportamiento lineal (en un principio) y promover la comprension de la
pendiente como la relacion de los cambios de una variable respecto a los
cambios de la otra. Finalmente en la obtencién de la expresion algebraica para
obtener el area en funcién de la base, los estudientes tienen dificultad para
determinarla aun conociendo la expresion para obtener a la altura en funcion de

la base.

TI

Descripcién.

Preguntas
Enrique y
Obed
Jorge y
|Alejandro
Karla y
Cristian
Piedad y
Carlos
Marco y
Celestino
Mariela y
Jonathan
% Puntaje

TI-F

Competencia para disponer de sus
conocimientos al representar el problema en
una figura. 50

—
—
—
—
—
—

Apropiacién del software para construir la
figura.

104




Identifican los valores constantes, los que
. ., 2 1 1 1 1 1 1
cambian y la relacién que hay entre ellos.
Realizan tabla de valores de base y altura. 3 1 1 1 1 1 1
50
TI-N o
Tabla de valores de base y area. 7 1 1 1 1 1 1 ’
Grafican puntos de base y altura 6 1 1 1 1 1 1
Grafican puntos de base y area; unen los 9 2 2 2 2 2 2
puntos con segmentos. 10 9 9 9 9 9 9
Grafican la funcién del area. 15 1 1 1 1 1 1
72
TI-G o
Grafican puntos de base y razén de cambio. | 11 1 1 1 1 N/A | N/A ’
DescrlPen el comportamlento de la gréfica 11 9 9 9 9 | NA | NA
de razén de cambio. a
Relacionan la, grafica de 'base y area con la 11 1 1 1 1 N/A | N/A
de base y razén de cambio. b
Determinan la ecuacién de la recta. 6d 0 0 0 0 0 0
Identllfilcan a la pendiente de la recta en la 6o 0 0 0 0 0 0
ecuacion.
Relacionan la pgndlente dg la re(.:ta con la 6f 1 1 1 1 1 1
columna del cociente de diferencias.
TI-A Determ'lflan de forma algebraica a la altura 6g 0 0 0 0 0 0
en funcion de la base. 93
. . ., %
Describen la informacién que ofrece la
. 6h 1 1 1 1 1 1
pendiente de la recta.
Describen la informacién que ofrece la
pendl'ente respecto a la relac10n_ de los 6i 1 1 1 1 1 1
cambios de la altura y los cambios de la
base.
Determinan la expresién algebraica del
area en funcion de las medidas de la base. 14 0 1 0 0 0 0
% de puntaje por equipos. 47% | 50% | 47% | 47% | 44% | 44% | 49%

Tabla 4.2.1.1. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 1 respecto al comportamiento de los
estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas.
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En la tabla 4.2.1.2., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada
equipo de trabajo respecto a sus comportamientos en las acciones mentales de
razonamiento covariacional. Aunque el analisis es de tipo cualitativo, se ha asignado un
puntaje que aproxima sus comportamientos a las acciones mentales. La clasificacion
del puntaje se ha determinado como sigue:

2, si los estudiantes tienen un dominio sobre la accién mental,
1, si la respuesta de los estudiantes es parcialmente correcta,
0, si presentan dificultades para interpretar la informacion respecto a los niveles de

razonamiento covariacional.

Conclusiones.

» Como resultado se puede sefalar que los estudiantes dominan la AMO a través
de la exploracién de la informacién que les ofrece la representacion figural en un

software dinamico.

» Los estudiantes coordinan de forma correcta los cambios de la base respecto a
los cambios de la altura (AM1), sin embargo respecto a la coordinacion de los
cambios de la base respecto a los cambios del &rea, al asignar la variable area al
eje vy, la confunden con la altura, este error podria considerarse como una
distraccion porque en un principio las variables relacionadas eran la base y la

altura.

» Acerca de la direccion del cambio de las variables de base y altura, los
estudiantes pueden determinar que a medida que la base se incrementa de
forma proporcional, la altura disminuye. Respecto a las variables de base y area,
los estudiantes pueden determinar que el comportamiento de los cambios de la
base aumenta de forma proporcional, sin embargo, en cuando al comportamiento
de los cambios del éarea, la mayoria de los estudiantes describen el

comportamiento creciente y decreciente de los valores que toma el area.

» Al analizar el comportamiento de la razén de cambio, todos los estudiantes
identifican que es decreciente hasta llegar a cero y pasa a tomar valores
negativos. Al comparar tres lineas secantes que unen dos puntos consecutivos

correspondientes a la base y el area. S6lo un equipo de trabajo reconoce que el
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primer segmento indica el mayor cambio donde el &rea aumenta, que el segundo
segmento indica el menor cambio donde el area aumenta y el tercer segmento
indica el mayor cambio donde el area decrece; los demas estudiantes confunden

los mayores cambios con los mayores valores del area.

Respecto a obtener una solucion al problema, todos los estudiantes sefialan de
forma correcta la medida de la base con la cual se obtiene el area maxima. La
justificacion de sus respuestas se basan en la tabla de valores, visualmente en la
gréfica y algunos relacionan la solucién con el punto medio del valor de la base,
pero ninguno de los estudiantes ha podido reflexionar acerca de que en la parte
mas alta de la grafica los cambios son mas pequefios hasta cambiar de direccién
y que en el intervalo de la base donde el cambio es mas pequefio, se obtiene el

valor mas cercano al punto maximo.

w o
< > e ol > g Q2
= Q g > > g o s
AM | Acciones g 2 | >F 28 < a oF 5| E
I 28 S8 S 9 © 8 =% =]
¥ IY PoEEEE Rl 58| £
£ | S5 SR EdSE SS| =
Ident.lflcan las dimensiones que 42 9 9 9 9 9 9
cambian.
e . . 100
AMO Ident'lﬁcan las dimensiones que no ib 9 9 9 9 9 9 o
cambian.
Determinan el dominio de las variables. | 4c4d | 2 2 2 2 2 2
Asignan a la base al eje x. 6a 2 2 2 2 2 2
Asignan a la altura al eje y. 6b 2 2 2 2 2 2
AM1 &
0,
Asignan a la base al eje x. 9a 2 2 2 2 2 2 &
Asignan al area al eje y. 9 2 0 0 0 0 0
Coordinan la direccién del cambio (de 5 9 9 9 9 9 9
acuerdo a la tabla).
AM2 92
. . , %
Coord!man los cambios del area con los 3a 9 0 9 9 9 9
cambios de la base.
Descr.lben el comportamiento de los 3b 9 9 9 9 9 9
AM3 cambios de la base. 67
%
Describen el comportamiento de los 8c 0 2 0 0 | N/A | N/A
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cambios del area.

Comparan la cantidad de los cambios

N/A | NA

de la base en tres lineas secantes. 10a 2 2 2 2
Conzparan la can/t1dad de los cambios 10b 9 1 1 1 Inal Na
del area en tres lineas secantes
Det/ermlnan el.comportamlento de la 3d 9 9 9 9 | nal NA
razén de cambio.
En la comparacién de 3 lineas secantes
de la gr.aflca de puntos de base y area 10c 9 0 0 0 | nal Na
determinan en cual hay un mayor
cambio,

AM4 b
En cual hay un menor cambio, 10d 2 0 0 0 | NNA| N/A ?
Cual de? los. 3 sggmentos tienen una 10e 9 0 0 0 | nal wa
mayor inclinacion.
Identifican 'la diferencia del 10f 9 1 0 1 NA | N/A
comportamiento de los tres segmentos.
De acuerdo a la grafica. 12 2 2 2 2 | NJA | NA

Sol 100

* 0,

De acuerdo a todo el andlisis realizado. | 13 2 2 2 2 | NJA| N/A &

%Puntaje por estudiante

95%

71%

69%

1%

80%

Tabla 4.2.1.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 1 respecto a sus comportamientos en las
acciones mentales de razonamiento covariacional.

4.2.2. Andlisis de resultados de la actividad 2.

Técnica instrumentada: TI-A.

Relacion entre radio y altura del cilindro.

e Determinan la formula para obtener la altura en funcién del radio

(pregunta 1).

Relacion entre el radio y el volumen del cilindro.

e Determinan la expresion del volumen en funcién del radio

(pregunta 6).

Relacion entre el radio vy la altura del cilindro.

Descripcién de comportamientos, dificultades e intervenciones del investigador (inv.).
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En la representacién figural del problema, para que el cilindro se pueda observar
de forma vertical, se requiere asignar al radio al eje x, y la altura al eje y. Asi que el
radio es la variable independiente y la altura en funcion del radio es la variable
dependiente. Entonces, para construir la representacion se requiere conocer a la altura
en funcion del radio, por lo tanto en este problema se requiere que en primer lugar, los
estudiantes identifiguen del problema los valores constantes y variables y a partir de la

formula del area del cilindro, determinen a la altura en funcion del radio.

A los estudiantes se les proporciono la formula del area y volumen del cilindro, la
primera dificultad que tienen es identificar a las variables y constantes de acuerdo a los
datos del problema, por ejemplo, no pueden obtener del enunciado que el area no

cambia y sefialan que T es una variable.

Para aclarar que m no es una variable se les cuestiona si su valor cambia o
siempre vale lo mismo, de esta manera, ellos determinan que no es una variable,

algunos de ellos sugieren usar el valor de 3.1416 para ver menos signos.

El inv., les sugiere analizar la formula del area que se les ha otorgado y
determinen de acuerdo al problema qué valores de la formula no cambian y cuales
pueden cambiar, sin embargo no pueden visualizarlo, la siguiente sugerencia es que
vuelvan a leer el enunciado del problema y es de esta forma como se dan cuenta que el
valor del area lo conocen y lo pueden sustituir. Una vez que sustituyen en la formula el
valor del area conocido de nueva cuenta no pueden continuar, no pueden intuir que se
requiere despejar a la variable altura. Dada la circunstancia el inv., vuelve a preguntar si
es necesario despejar a alguna de las variables y a cudl de ellas para obtener a la
altura en funcion del radio, de esta forma ellos pueden determinar que se requiere

despejar a la variable h.

Realizar el despeje de h fue otra dificultad para los estudiantes, realizaban el
despeje sin considerar las reglas algebraicas, en la figura 4.2.2.1., se muestran algunos

de sus intentos.

En el desarrollo de sus intentos, se pone en evidencia que los estudiantes no
pueden visualizar que una letra representa a un valor que puede cambiar, tal parece
que el hecho de tratar con variables lo ven mas como una tortura que como una
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herramienta de mucha utilidad para tratar con un conjunto de nimeros y no con un solo
namero como solian operar de forma aritmética, por ejemplo una estudiante expresaba
que si se le proporcionaban nimeros con mucho gusto podria obtener el valor de altura

pero con letras no comprendia que debia hacer.

Respecto a operar bajo las reglas algebraicas dan evidencia de solo tener
presente el cambio de signo al cambiar de miembro a un término que esta sumando. En
el uso de las demas reglas tienen dificultades pues tienen nociones de querer factorizar

para simplificar la expresion pero no operan de forma correcta.

Otros de sus errores fueron sumar términos diferentes y Piedad igualaba la
ecuacion a cero para después pasar a ese lado de la ecuacién la variable h, la cual es

parte de un término que consta de otras variables que estan multiplicando.

Estudiantes | Respuestas

1. De acuerdo a los datos proporcionados, obtén una formula para obtener
la altura en funcién del radio.

Jorge y ! 97 {i‘_ &) ?[‘{
Alejandro \= oA -
g0 = 2.0 chAl{[r*
£, 9g5
'h___4 Netl A
v o
2302 = -\ 3 &AST et S VA Tt
235 v =3 (Wi + 2 (2 o SRR A et
. PR e S —
p 2 et AT M 271\ r"—2¢r
-1 { ﬂ>: -230 4 2r‘\r( \r\ 4—).“ r _LN *77-7; r .
= =t 2 Nredd = Kk A = 0 - K
: NAY o #T ) e S < '
Piedad g A N va e . ,
s U= -2c0 LA AR $h) ==29T 4 280 42 TTF
=T~
Carlos "

4.2.2.1. TI-A. Intentos de obtencién de la formula para determinar a la altura en funcién del radio.
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Estudiantes Despeje

Marco y Celestino

N -0 <

iltura.

Figura 4.2.2.2. Expresion en la que los estudiantes despejan la altura del cilindro en funcién del
radio.

En resumen, sus dificultades empiezan en la identificacion de los valores que
cambian y los que no cambian en relacion con el problema, obtener una férmula
mediante la cual se pueda determinar el equivalente a una variable y su falta de
dominio del &lgebra.

Relacién entre el radio vy el volumen del cilindro.

Comportamientos, dificultades e intervenciones del investigador.

Al pedirles que determinaran el volumen en funcion del radio, los estudiantes
expresaron que no sabian como hacerlo. Se les recuerda que en la primera pagina de
la actividad se les ha proporcionado la formula para obtener el volumen de un cilindro y
gue a partir de ella traten de obtener la expresion, pero los estudiantes no alcanzan a

comprender lo que pueden hacer.

El investigador procede a anotar la férmula en el pizarron, se sefiala a la variable
h y se les cuestiona acerca de lo que se puede hacer para que en la expresion
solicitada no se escriba de forma explicita a la variable h.

Ningun estudiante cae en la cuenta de que pueden sustituir a la variable h por su
expresion en funcion del radio. Ante esta situacion se les pregunta si la expresion
puede sustituirse por la variable h. Ellos responden que si se podria porque esa

expresion es lo que vale h.

De esta forma proceden a sustituir a la variable h por la expresion equivalente

pero de igual manera que en la actividad 1 se olvidan de agrupar términos. En el caso
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de Mariela y Jonathan tal parece que no alcanzaron a comprender a que se refiere
expresar el volumen en funcion del radio porque aun con el proceso de preguntas para
acercarlos a determinarla no pudieron obtenerla. Algunas de sus expresiones obtenidas
se presentan en la figura 4.2.2.3., la Unica expresion de forma correcta corresponde a la

respuesta de Karla y Cristian.

En este problema, cuyas caracteristicas no han permitido realizar en primer lugar
la representacion figural de tal manera que los estudiantes pudieran comprender en el
proceso de la construccidon y con la exploracion de la figura los valores constantes, las
variables y la forma en que éstas se relacionan. Si se hace referencia al primer
problema donde se ha realizado en primera instancia la representacion figural se ha
podido reflejar el impacto que tiene el uso de la tecnologia en este proceso, donde la
visualizacion del comportamiento de las variables a través de la construccion y
exploracion dindmica de la figura ayuda en gran medida a los estudiantes a identificar
variables, constantes y sus relaciones en torno a un contexto que facilita la
comprension del comportamiento de las variables, no vistas como signos sin sentido,

sino como magnitudes de un objeto real.

Estudiantes | Respuestas

6. Expresa el valor del volumen Ven funcion tnicamente del radio r.

Karla y
Cristian

Jonathan y > e R o
Mariela. Y r2h \=h y

Figura 4.2.2.3. TI-A. Determinan la expresién del volumen en funcién del radio.
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Técnica instrumentada: TI-F.
Descripcién: Realizan la representacién figural en Geogebra (pregunta
2)

Realizan la construccion de la representacidn con el objetivo de que el estudiante

identifique los valores constantes, los que cambian y la relacidn que hay entre ellos.

Comportamientos y dificultades en la construccion de la figura al software.

Debido a que en la obtencidon de las expresiones algebraicas se requirié de un
mayor tiempo de lo planeado, la representacion de la figura en el software es guiada
por el investigador a través del proyector, a la vez que los estudiantes realizan la

construccion en sus equipos de cémputo.

El objetivo de esta construccion es que los estudiantes tengan un primer
acercamiento al dominio de la variable radio, identifiquen a las variables, la relacion

entre ellas y su asignacion a los ejes.

Las medidas del radio estaran relacionadas con un deslizador (herramienta con
la cual se puede controlar la dimension de un objeto, que en este caso es el radio) el
cual se nombrara r (ver figura 4.2.2.4. inciso a). A las medidas del deslizador, se le
asignara un valor minimo y un valor maximo, asi que se cuestiona a los estudiantes
acerca del valor minimo y maximo que se le puede otorgar al radio del cilindro que ha
de construirse, ellos expresan que el valor minimo puede ser cero para excluir a los
nameros negativos y el maximo no saben como determinarlo por lo que se procede a
dar un valor de 7 unidades para que posteriormente ellos puedan determinarlo en la
tabla de valores.

Para asignar el valor del radio al eje X, se traza una circunferencia de radio r (ver
figura 4.2.2.4 incisos b y c), se intersecta con el eje x, y a partir de los puntos de
interseccion se trazan lineas perpendiculares para delimitar el diametro de la base del
cilindro, (ver figura 4.2.2.4 inciso e). Para asignar el valor de la altura al eje y se traza
una circunferencia de radio h que equivale a la expresion de la altura en funcion del
radio, (ver figura 4.2.2.4 inciso d). La circunferencia se intersecta con el eje y, y a partir

de este punto se traza una linea perpendicular, la cual se intersecta con las dos
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anteriores. De esta forma quedan relacionados el radio y la altura. Se traza un poligono
cuyos veértices son los puntos de interseccion y de esta forma se representa al cilindro

cuyo volumen depende de r y h, (ver figura 4.2.2.4 inciso f).

En cada paso de la construccion los estudiantes reflexionan mediante preguntas
del investigador, las razones por las cuales el radio de la primer circunferencia tiene
radio r y se intersecta con el eje x, la misma reflexion se hace respecto a la segunda

circunferencia de radio h y su interseccion con el eje .

Con la construccion guiada de la figura, los estudiantes la pudieron obtener en
un menor tiempo pues estaban concentrados en seguir cada paso y reflexionaban las
caracteristicas de la construccién respecto a la asignacion de las variables a los ejes y
la forma como se relacionaban. Desde esta perspectiva se puede sugerir que en un
principio en las construcciones que pueden resultar complicadas para los estudiantes,
estas sean guiadas mientras adquieren un mayor panorama de las caracteristicas y
potencialidades que les ofrece cada herramienta del software y en problemas
posteriores ellos puedan representar en una figura un problema dado. La construccién

de la figura completa se presenta en la figura 4.2.2.5.

Valwmen = 187.38
a0+

h = 3043

Area=280cm®  e04

Figura 4.2.2.5. TI-F. Construccion de la figura que representa el problema en el software.
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Deslizador
@ Nimera e
© Angulo r
(© Entero [] Aleatorio
Intervale | Deslizador | Animacién
Win: 0 Wax: 7 Incremento: | 0.1

r=05
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N

€Y Circunferencia dados su Centro y Radio =
21 Radio
r
N
M) 3 3 5 s & 7 &

b)

r=05
A
N
i
N
A0
Y 3 3

r=05

ad
¥ Circunferencia dados su Centro y Radio @
B Radio
h @
1
a0
T T T T T ; T T T
-1 K y‘ 1 2 3 4 5 5 7 8

d)

e)

f)

Figura 4.2.2.4. TI-F. Figuras que muestran algunos trazos en la construccion de la representacién

figural del cilindro.
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Técnica instrumentada: TI-N.

Relacion entre radio y altura del cilindro.

e Elaboran tabla de valores del radio y altura en la hoja de calculo
de Geogebra (pregunta 3).

e Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura,
cambios del radio, cambios de la altura y la razén de cambio de
los cambios de la altura respecto a los cambios del radio
(pregunta 5).

Relacion entre radio y volumen del cilindro.

e EKElaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura y
valores del volumen (pregunta 7).

e Klaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura,
valores del volumen, cambios del radio y cambios del volumen y
la razén de cambio de los cambios del volumen respecto a los
cambios del radio (pregunta 10).

Relacion entre radio y altura del cilindro.

Elaboran tabla de valores del radio y altura en la hoja de calculo de Geogebra (pregunta

3).

En su hoja de actividades se les proporcionan valores para el radio en un

intervalo de cero a siete unidades con incrementos uniformes de 0.5 unidades.
Comportamientos y dificultades para realizar la tabla en el software.

Algunos estudiantes mueven el deslizador que representa a las dimensiones del
radio, cada 0.5 unidades para obtener los correspondientes valores de la altura,
mientras que dos equipos deciden hacer uso de la férmula que han obtenido para
determianarlos, ellos ya empiezan a apropiarse de los instrumentos para agilizar sus
procedimientos, el instrumento referente a la expresion obtenida de la altura en funcion
del radio e introducirla al software mediante una férmula para obtener diferentes valores

de la altura con solo copiarla a las celdas requeridas de acuerdo a los valores del radio.
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Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, cambios del radio,

cambios de la altura y la razon de cambio de los cambios de la altura respecto a los

cambios del radio (prequnta 5).

Comportamientos y dificultades.

En la construccion de esta tabla los estudiantes ya no tuvieron dificultades para

realizarla, puesto que no requirieron ayuda en cuanto a la escritura de las formulas.
Relacion entre el radio y el volumen del cilindro.

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura y valores del volumen,
(preqgunta 7).

Comportamientos y dificultades e intervenciones del investigador.

De acuerdo al ejemplo en su hoja de actividades, los estudiantes llenan la
columna de los valores del radio con incrementos uniformes de 0.5 unidades, para el
llenado de la columna de la altura, los mismos dos equipos de estudiantes ingresan la
formula obtenida anteriormente, a los deméas equipos se les indica la forma de
introducirla al igual que la formula para obtener el volumen ya que la expresién es mas

extensa que las que han trabajado anteriormente.

Elaboran tabla que incluye valores del radio, valores de altura, valores del volumen,

cambios del radio y cambios del volumen y la razon de cambio de los cambios del

volumen respecto a los cambios del radio (prequnta 10).

Comportamientos.

A partir de la tabla anterior los estudiantes completan el llenado de la misma,
introducen féormulas para obtener las diferencias y el cociente de diferencias, en el
llenado de esta tabla no tienen ninguna dificultad. En la figura 4.2.2.6., se muestra un

ejemplo de la tabla.

Como en cualquier actividad, el uso constante y continuo de cualquier artefacto
conlleva a su dominio para manipularlo, en este caso el uso del software tiene los
objetivos de ayudar a la comprension del comportamiento de los cambios de las

variables a traves de sus diferentes representaciones de forma dinamica pero tambien

117



realizar tales representaciones de forma eficiente y en el caso de la construccion de

tablas de valores,

los estudiantes gradualmente han

herramientas del software para construirlas.

podido apropiarse de la

A B C D E F
il Cantidad de cambio | Cantidad de cambio Cantidad de cambio
2 entre l[as entre las promedio del volumen
3 |Altura | Radio | Volumen | medidas de radio | medidas del volumen respecto al radio
4 h r v r2n vZ-\¥ M2 V13 {r2r)
5 oo 0 0
6 83.63 05 £9.61 05 £9.61 139.21
7 4356 1| 136.86 05 67.25 1345
8 281 15 199.4 05 6254 125.08
9 2028 2| 25487 05 5547 110.94
10 15.33 25 300.91 0.5 46.05 92.09
11 11.85 3| 33518 05 326 68.53
12 923 35 355.3 0.5 2013 40.25
13 714 4| 35894 05 363 727
14 54 45 34372 0.5 -15.22 -30.43
15 39 5 3073 05 -36.42 -72.84
16 26 55| 24732 05 -59.98 -119.97
17 143 6| 16142 05 -35.9 -171.8
18 0.36 6.5 4724 05 -114.18 -228.35
19 -0.63 7 -97.57 0.5 -144.81 -289.61

Figura 4.2.2.6. Tabla de valores del radio, valores de altura, valores del volumen, cambios del
radio, cambios del volumen y la razén de cambio de los cambios del volumen respecto a los cambios
del radio.

Técnica instrumentada: TI-G.

Relacion entre radio y altura del cilindro.
e Grafican los puntos correspondientes al radio y la altura del
cilindro, (pregunta 4).
Relacién entre radio y volumen del cilindro.
e Grafica los puntos correspondientes al radio y el volumen del
cilindro, (pregunta 8).
e Grafican la funcidn, reconocen la funcion que representa la
grafica, (preguntas 12 incisos a y b).

Comportamientos y dificultades.
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Los estudiantes no tienen dificultad para realizar las graficas de los puntos y unir

estos con segmentos de recta.

Al final de la actividad se les indica que introduzcan la funcion al software con la
finalidad de que perciban que los puntos graficados son solo algunos puntos que se han
considerado y que se pueden considerar otros valores mas pequefios que 0.5 o mas

grandes.

También se les cuestiona acerca del reconocimiento de la funcion que la grafica
representa. Se esperaba que reconocieran a la funcién cubica, que a diferencia de la
cuadrética esto no es simétrica, algunos estudiantes contestaron que no sabian y dos
equipos (Jorge y Alejandro, Karla y Cristian) contestaron que se trataba del volumen en
funcién del radio aunque esto es cierto, ellos pudieron dar su respuesta a partir de la
instruccion dada para construirla. El ejemplo de esta respuesta se muestra en la figura
4.2.2.7.

Estudiantes | Respuestas

12.Grafica la funcién del volumen del cilindro en funcién del radio que determinaste en la

Jorge y pregunta 6.
Alejandro a) ¢Qué tipo de funciénes? . ‘
\JQ‘}) men N _tuopclon o Yao\O

Figura 4.2.2.7. Identifican el tipo de funcién.

Finalmente al establecer una diferencia entre graficar solo unos puntos y graficar
la funcién solo dos equipos contestaron, tal parece que Cristian y Karla tienen la nocién
de la continuidad aunque no lo expresan asi precisamente; en la respuesta de Jorge y
Alejandro tal parece que al decir puntos de interseccion se quieren referir al par de

puntos ordenados. Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.8.
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Estudiantes | Respuestas
Karla y b) ;,Cuél :::;s la diferencia de graficar algunos de los puntos de la gréfica y la gréfica de la
o uncion?
Cristian Aue und oS Curvd Y o olva separabre cla
Jorge v b LCudl es 1a difersncia de graficar alguros de los puntos de la grafica y la grafice de
; funcian®? i
Alejandro Ol Ve mendnes ode grrgon o) oudde de inberseccinh

Figura 4.2.2.8. Identifican la diferencia entre graficar solo unos puntos y graficar la funcién.

Accién mental: AMO.
Descripcion: Identifican el dominio de los valores del radio de acuerdo
a la tabla y a la grafica (pregunta 4 inciso a).

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a sus respuestas, tal parece que han obtenido el intervalo del
dominio de acuerdo a la tabla de valores y no a la gréfica, en la cual podrian haber
determinado un valor mas exacto en cuanto al valor maximo. Piedad y Carlos sefialan el
intervalo (0, 6.5) como el dominio de los valores posibles para el radio, este intervalo se
considera correcto en cuanto al valor maximo puesto que de acuerdo a la tabla de
valores, 6.5 es el mayor valor para el radio con el cual se obtienen valores positivos
para la altura. Tres equipos de estudiantes determinaron al intervalo (0, 7), pero con un
valor de 7 para el radio se obtiene un valor negativo para la altura. Un equipo sefiala
que el intervalo es infinito y un equipo no contesta. Algunas de sus respuestas se

muestran en la figura 4.2.2.9.

Tal parece que los estudiantes que contestaron infinito no han puesto atencion
sobre el requerimiento de un intervalo para el radio puesto que el valor infinito
corresponde al valor de la altura cuando el radio mide cero. Respecto al valor maximo,
tal parece que los estudiantes que indican 7, lo obtuvieron de la tabla sin darse cuenta

que para este valor se obtiene un valor negativo para la altura.

Si bien en este proceso se busca que los estudiantes exploren y descubran el

comportamiento de una funcion que modela un fenbmeno, sus respuestas ponen en

120



evidencia que su aprendizaje no ha sido conducido a través del analisis con miras a
comprender la informacién, les hace falta realizar este tipo de practicas para desarrollar
un caracter analitico de la informacion que cada una de las representaciones les ofrece
a fin de que mediante su exploracion minuciosa logren descubrir comportamientos y

logren construir por si solos su conocimiento.

Nota: Piedad y Carlos sefialan el intervalo de las celdas que contienen a los valores del
radio de 0 a 6.5.

Estudiantes. Respuestas
4, En Geogebra grafica ios puntus v dnelos con segmentos ds recta
. De acuerdo a la tabla y a la grafica,
Piedad y Carlos a) ¢Que intervalo de vaiores san posivles para las medidas del radio?

Ve~

Ll D \ '

4, En Geogebra grafica los puntos y unelos con segmentos ce recta
De acuerdo a la tabla y a la gréfica,
a) ;Que intervalo da valores son posibles para ias mecidas del radio?

del o o\ 7

Jorge y Alejandro

Uneios con segmentos de recta.

4. En Geogebra grafica 05 puntos
c e Deacuerdo alatablayalagra
Karla y Cristian a) ¢Qué intervalo de valores sun posiblas para las medidas del radio?

Figura 4.2.2.9. AMO. Identifican el dominio de los valores del radio.

Accion mental: AM1.
Coordinan los valores del volumen con relacion a los cambios del
radio, (preguntas 8 incisos a y b).

Coordina los valores del volumen con relacidbn a los cambios del radio, (preqguntas 8

incisos a y b).

Comportamientos y dificultades.

De acuerdo a la gréfica, los estudiantes reconocen y atribuyen las medidas del
radio al eje x y el volumen al eje y, su razonamiento covariacional en el nivel 1 de

acuerdo a la representacion grafica lo desarrollan de forma correcta a excepcion de
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Mariela y Jonathan que hicieron las asignaciones de forma contraria. En la figura

4.2.2.10., se muestran ejemplos de sus respuestas.

Estudiantes. Respuestas

ap it informacion confisnen la coordenada x7
pvelde e | yvady

Celestino y Marco

b} ¢Qué informacian confienen 2 coordans
e \ v o % o

ia ¥

a) 5 0ué informacidn cantienan la cogedenardy. x?
oo toyTeT I !

JONR)

Jonathan y Mariela.

by ;Qug informeciog contiensn 12
L s s M e i

Figura 4.2.2.10. AM1. Asignan las variables a los ejes.

Accion mental: AM2.

Relacion entre el radio y la altura del cilindro.
e (Coordinan la direcciéon de cambio de la altura en relaciéon con
los cambios en el radio, (pregunta 4, inciso c).
Relacion entre el radio y el volumen del cilindro.
e (Coordinan la direcciéon de cambio del volumen en relaciéon con
los cambios del radio, (preguntas 8d, 10c y 10d).

Coordinan la direccién de cambio de la altura con los cambios del radio,
(pregunta 4, inciso ¢, de acuerdo a la grafica).

Comportamientos y dificultades.

A partir de la grafica de puntos de radio y altura del cilindro, (ver figura 4.2.2.13.
a.,) se les cuestiona acerca del comportamiento de los puntos graficados. Todos los
estudiantes identifican un comportamiento decreciente pero ademas, la mayoria de los
estudiantes (excepto un equipo) ya articulan su respuesta de acuerdo al contexto. En la
figura 4.2.2.11., se muestra un ejemplo de respuesta de acuerdo con el contexto y la

Unica respuesta del equipo que no lo relaciona.
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Sus respuestas vinculadas al contexto del problema ponen evidencia que los
estudiantes obtienen un aprendizaje significativo que es soportado de forma visual con

las diferentes representaciones.

Estudiantes. Respuestas

c) 4Cué comportamiento tienen los puntos graficados?

Piedad y Carlos o A PP Ly ST ___l:___.._‘_lll!,_.lll,__-'_-ﬂ_,_ c Jitac; &
. c) iQué comporiamiento tienan los puntos graficadas?
Jorge y Alejandro Que. Ve ferrecienda

Figura 4.2.2.11. AM2. Coordinan la direccion de cambio de la altura con los cambios del radio.

Coordinan la direccién de cambio del volumen con relacién a los cambios del radio, (8,

inciso d, de acuerdo a la grafica).

En la pregunta 8 inciso d, referente a su analisis en la grafica (ver figura 4.2.2.13.
b), Piedad y Carlos describen su comportamiento como una curva que asciende y
desciende, Celestino, Marcos, Karla y Cristian no hacen alusion de la curva pero si ven
el mismo comportamiento, Jonathan y Miriam dicen que es una parabola y Jorge y
Alejandro sefialan que la grafica crece y en el punto medio empieza a decrecer. Sus

respuestas se muestran en la figura 4.2.2.12.

Parejas de estudiantes. | Respuestas

dj ZQue eomportamiento bame [ gradica?

Piedad y Carlos

. dy 0 f":;l'.ﬂ?"ia!"" =nta bieae |
Celestino, Marcos oo tende Lot

oo d) e wn*.uunamian:uﬁer.efagr'a'ﬁca’:
Karla y Cristian bumenin peg lean o o0 ponts en ol gue decrese

e
dy 2 Qud comportamiznio bene |2 grafics?

Jorge yAlejandrO Thae e r'r#-r-||:1"|d_|;_-,___H Er al mundn redam S oL
P Tk o ot ) )

Figura 4.2.2.12. AM2. Coordinan la direccién de cambio del volumen con relaciéon a los cambios del
radio (de acuerdo a la grafica).
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Los estudiantes tienen un mayor impacto visual en las graficas al analizar la

direccion de cambio de las variables, pues todos la han identificado de forma correcta.

® r=38

30 YAl

o _
N

20 ®

— -s0-]

a)

Figura 4.2.2.13. a., Grafica que representa a los puntos de radio y altura del cilindro. Figura
4.2.2.13. b., Grafica que representa a los puntos de radio y volumen del cilindro.

Coordinan la direcciéon de cambio del volumen con relacién a los cambios del radio,

(10cy 10 d, de acuerdo a la tabla de valores y a la gréafica).

Comportamientos.

En las preguntas 10c y 10d se les cuestiona acerca de los intervalos donde el
volumen aumenta y el intervalo donde disminuye. Aunque se esperaba que
reconocieran todo el intervalo donde se da cada comportamiento, todos los estudiantes
han sefialado solo un intervalo donde el volumen disminuye y un intervalo donde el
volumen aumenta, de hecho la mayoria de los estudiantes ha sefialado el primer
intervalo donde el volumen empieza a crecer y el primer intervalo donde empieza a
decrecer. En el caso de Karla y Cristian, sefialan el altimo intervalo donde el volumen
crece y el ultimo intervalo donde el volumen decrece. Sus respuestas se muestran en la
figura 4.2.2.14.
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Estudiantes Respuestas

c) ¢En q{ué intervalo de medidas del radio el volumen disminuye?
g HiS)

Jorge y Alejandro st cadero PO

d) ¢En qué intervalo de medidas del radio el volumen crece?
(O 0. =)

¢} ¢Enquéintervalo de medidas del rao»o el volumen disminuye?

| = 5 ¢ 2
En el P fe y o | 1¢ b5+

Karla y Cristian
d) ¢En qué intervalo de medidas dei radio el volumen crece?
N e in r'y.:v’]!q o f 2.5 . %

C) ¢Enque u\tert'aka deynedidas del radio i volumen disminuye?
dal 4.9)

— R e

Celestino y

Marco

d) u.n qué (@}" on medi as del radio el volumen creca?

c) /,En qué integva'l'c}"de mevidas del radic el volumen disminuye?
Piedad y Carlos e

d) g,/En qué inter&za‘lo de mediias del radio el volurnen crece?
N /
(. C e J

Figura 4.2.2.14. AM2. Determinan intervalos donde el volumen aumenta y donde disminuye.

Accidon mental: AM3.

Relacion entre el radio y la altura del cilindro.
e (Coordinan la cantidad de los cambios del radio con relacién a
los cambios de la altura (pregunta relacionadas: 4b).
Relacion entre el radio y el volumen del cilindro.
e Coordinan la cantidad de cambio de los cambios del radio con
relacién a los cambios del volumen (pregunta relacionada: 8c).

Coordinan la cantidad de cambio de los cambios de la altura con relacidon a los cambios

del radio (preguntas 4, inciso b).

Comportamientos y dificultades.
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Los estudiantes identifican claramente que dados los incrementos del radio de
0.5 unidades, las medidas de la altura disminuyen. Jonathan y Mariela han podido notar
que los cambios del radio y la altura son constantes aunque en realidad son constantes
solo los incrementos del radio. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura
4.2.2.15.

Estudiantes. Respuestas

b) ;Cdmo cambian las medidas de la aitura conforme aumenta la medida del radio?
Piedad y Carlos o O¢ o w Combian cala 08 1, va 0

b) ¢Como cambian las medida

nforme aumenta la maediaa del radio?

Jop?.than y - 1Y =W L 2P Yo il 3 m.) v J',') (3 — ~'«—-—\;+<-—,——,r——
Miriam I ERF @S v se A en la alluro y € &0
Yadio ¥ i SIS i
Jorge y ) 4 Como cambian las medidas de la aliura conforme aumenta la medida del radio?
A] ; d _{}m 4y ytﬂfh v e une  yun E‘I'J__QJ.J.I'J'.'.I'..'.I_"Lll'-"-‘ F‘III '!""L'-’I'-".’._
ejanaro A L= e = -

Figura 4.2.2.15. AM3. Coordinan los cambios del radio con relacién a los cambios de la altura.

Coordinan la cantidad de cambio de los cambios del volumen con relacién a los

cambios del radio (pregunta 8, inciso c, de acuerdo a la tabla).

Comportamientos y dificultades.

Piedad y Carlos pueden determinar que el volumen aumenta y disminuye
conforme la medida del radio aumenta, Su respuesta es correcta aunque se esperaba
que pudieran identificar de acuerdo a su tabla de valores que los cambios del volumen
aumentan cada vez en menor medida hasta llegar a un punto en que empieza a
disminuir de una menor a una mayor cantidad. Celestino y Marcos describen el
aumento del volumen hasta cierto punto pero no mencionan acerca de que disminuya,
Jorge, Alejandro, Cristian y Karla sefalan que el volumen aumenta cada vez que el
radio aumenta, ellos no han observado que también disminuye. Jonathan y Mariela
expresan que el volumen se va alejando. Algunas de sus respuestas se muestran en la
figura 4.2.2.16.
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Dadas las circunstancias, se debiera insistir a los estudiantes analizar la
informacion que les ofrecen las diferentes representaciones con mayor profundidad y
puedan determinar de forma efectiva las caracteristicas de la funcion, pues no todas

tienen el mismo comportamiento.

Estudiantes. | Respuestas
Piedad y g} LCéma cambla el volumen conforme ja medida é2l radio aumenta?
Carlos Wirrety, _hnsdn we Cerdo puesko g g0 okl Gladinyat
Jorge y ¢} ¢Cdmo cambia el volumen comforme Iz medids del radio aumenta 7
Alejandro _mvEodros NG oy e S el ualumen e rodio
__fombgen e . b
Jonathan y ol Eurm cambia al volumen contoame :-q.-:;u_n;i.:i:-:u-;;l "q'lr its :laﬁ_!e_*d’-" -
. . P | [ il
Miriam Seba alebovnido d€1 Yo lio
Figura 4.2.2.16. AM3. Coordinan la cantidad de cambio del volumen con relacién a los cambios del
radio.

En resumen, en la relacibn de radio y altura, algunos estudiantes han
mencionado el crecimiento constante del radio aunque no indican las cantidades
uniformes de 0.5. En cuanto al comportamiento decreciente de la altura, no identifican
que cada vez decrece en menor cantidad. Al analizar la relacion cubica del radio y el
volumen, no les resulta sencillo visualizar que mientras que los cambios del radio
aumentan de manera uniforme, los cambios del volumen aumentan cada vez en menor
cantidad hasta llegar un punto que empieza a disminuir, en menor cantidad al principio

y cada vez en mayor medida.
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Acciéon mental: AMA4.

Relacion entre radio y altura del cilindro.
e Coordinan la razén de cambio de los cambios de la altura
respecto a los cambios del radio, preguntas 5 incisos a y b).
Relacion entre radio y volumen del cilindro.
e (Coordinan la razéon de cambio de los cambios del volumen
respecto a los cambios del radio, (pregunta 10 incisos a y b).

Coordinan la razdén de cambio de la altura respecto a los cambios del radio, preguntas 5

incisos a y b).

Los estudiantes analizan los cambios en su tabla (ver figura 4.2.2.17) y en su gréfica
(ver figura 4.2.2.13. a).

A B C D E
1 Cantidad de cambio Cantidad de cambio Cantidad de cambio
2 entre las entre las promedio del volumen
3 Radio Altura medidas de radio medidas de la altura respecto al radio
4 r h r2-r1 h2-h1 (h2 -h1) i (r2-r1)
5 0 o0
G 0.5 8B.63 0.5 -oa -0
7 1| 43.56 0.5 -45.06 -90.13
8 1.5 2821 0.5 -15.35 -30.71
9 2| 2028 0.5 -7.93 -15.85
10 25| 15.33 0.5 -4.96 -9.91
11 3 11.85 0.5 -3.47 -5.94
12 35 9.23 0.5 -2.62 -5.24
13 4| 714 0.5 -2.09 -4.18
14 4.5 54 0.5 -1.74 -3.48
15 5 3.91 0.5 -1.49 -2.98
16 5.5 26 0.5 -1.31 -2.62
17 B 1.43 0.5 -1.18 -2.35
18 6.5 0.36 0.5 -1.07 -2.14
19 7| -D.B3 0.5 -0.99 -1.98

Figura 4.2.2.17. Tabla de valores de radio, altura, cambios del radio, los cambios de la altura y
razén de cambio.

Comportamientos.

Al solicitarles que indiquen el intervalo de las medidas del radio donde la altura

cambia mas, los estudiantes no han podido establecer de acuerdo a la tabla, lo que
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involucra un intervalo de valores de una variable, la mayoria de los estudiantes han
indicado a una pareja de puntos (un valor de radio y un valor de altura). Para la

siguiente respuesta ya sefalan de forma correcta a un intervalo.

Respecto a la identificacion del mayor cambio de la altura, podria considerarse
como respuesta correcta el intervalo (0, 0.5) ya que ahi el cambio relativo es infinito,
pero de acuerdo al contexto del problema, el intervalo correcto seria (0.5, 1), todos han

sefalado el intervalo (0, 0.5) (ver ejemplos de sus respuestas en la figura 4.2.2.18).

Estudiantes. Respuestas
a} Obsarva la grafica v cormoborando con |2 tebla indea an gud intervale det radio §a altura
Celestino y Marco cambia mas. o

W

a) Observa la grafica y corroborando con la tabla indica en qué intervalo dei radio la altura
cambia mas.

Jorge y Alejandro :
£n e onmendnde B wdio €5 0.5

Figura 4.2.2.18. AM3. Identifican el intervalo del radio en donde la altura cambia mas.

En cuanto a identificar el menor cambio, el cual se da en los intervalos (6, 6.5),
los estudiantes han sefialado el intervalo (6.5, 7), el cual de acuerdo a la tabla de
valores es correcto, pero de acuerdo al contexto del problema ese intervalo que da

fuera. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.19.

Estudiantes. Respuestas

Jonathan y Mariela.

Celestino y Marco { 6.5 o 7

Figura 4.2.2.19. AM3. Identifican el intervalo del radio en donde la altura cambia menos.

Aunque les falto asociar su respuesta al contexto del problema, ellos han podido

identificar el mayor y el menor cambio relativo.
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Coordinan la razén de cambio del volumen respecto a los cambios del radio, (pregunta

10 incisos ay b.

Comportamientos y dificultades.

Al determinar el intervalo donde el volumen aumenta mas, Celestino, Marco,
Piedad y Carlos indican el intervalo de 0 a 2 aunque se esperaba que indicaran el
intervalo (0, 0.5) ya que se han determinado los aumentos uniformes del radio de 0.5

unidades.

Karla y Cristian sefialan el mayor y el menor volumen en lugar del mayor y menor

cambio.

Jorge y Alejandro indican de forma correcta el intervalo (3.5, 4) donde el volumen
aumenta menos, sin embargo el intervalo que indican (1.5 ,2) no es donde el volumen

aumenta mas.

Estudiantes | Respuestas
De acuerdo a la grafica vy a la taola de valores contesta (o siguiente:
a) (,Para que valores consecutivos del radio en {u tabla, el volumen aumenta mas?
Jorge y (1 7 - -
Alejandro L o
b) ¢Para qué valores consecutivos del radio en tu {abla, el volumen aumenta menos?
13.5. 4
De acuerdo a la grafica y 2 la iabla de valores contesia io siguiente:
a) ¢Para qué vzlores consecutivos del racio en tu tabia, el velumen aumenta mas?
KaI‘la y "\ n ,-“! \Valar -7,
Cristian |
b) ¢Para ?ue vglores consecutivos del radio en tu tabla, el volumen aumenta menos?
r ) Aly Z
De acuerdo a la graiica y a ia [sola de vaores contesia o siguienie:
C 1 . a) g,Para; que valores C nsecutivos dei raaio en iu 1abla, el volumen aumenta mas?
elestino y WA A al 2homeanta vnd mayae caos dad
Marco ¢\l ) . i
( b), (,Para que val0§e> consecutivos del racio en tu tabia, el voiumen aumienta menos?
kg D (“

Figura 4.2.2.20. Identifican los intervalos donde el volumen aumenta mas y donde
aumenta menos.
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Aungue aun no tienen un completo dominio sobre la AM4, dan muestras de tener
un acercamiento. En el caso de Cristian y Karla, su dificultad radica en poder diferenciar
el comportamiento de los valores que toma cada vez la variable dependiente con los
cambios relativos. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura
4.2.2.20.

Solucién al problema.
Preguntas relacionadas: 11 (de acuerdo a la grafica), 13 (de acuerdo al
andlisis de todas las representaciones construidas).

Comportamientos.

Para dar solucion al problema en general todos justifican de acuerdo a la tabla
de valores, a excepcion de Piedad y Carlos quienes justifican de acuerdo a la grafica.

Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.2.21.

Estudiantes | Respuestas

11.De acuerdo a la informacién que te dan los puntos de la grafica del radio y volumen, ¢puedes
determinar las rnedidas deradio y altura para construir el cilindro de volumen maximo?

= \
Si_+~ explica por qué Pov {05 \[g‘n{ [N e DN
No__ explica por qué
Piedad y 13.De acuerdo a tode lo anteriormente rezlizado, (tabla de valores, andlisis de la razén de
Carlos cambio del volumen respecto al radio, la grafica de algunos puntos, grafica de la funcion)

¢puedes obtener las medidas de radio y base para. construir el recipiente cilindrico de
volumen maximo? i

Si_/gCuéI es la solucion? V= 32949 > k=4d.5

C

. Como lo jUstificas? Bor lon drabilactar——
7 L= -

11.De acuerdo a la informacién que te dan los puntos de la grafica del radio y volumen, ipuedes
determinar las medidas de radio y altura para construir el cilindro de volumen méximo?

3 3 2 { 3 - R e 7 1M racim &
Si_J/ explicaporqué _potgue 1o afture moxmo es T7.11 Y Yado 1

No___ explica por qué

Jorge y 13.De acuerdo a todo lo anteriormente realizado, (tabla de valores, anéli§i§ de la razén' de
Alejandro cambio del volumen respecto al radio, la gréfica de algunos puntos, grafica de la funcién)

(puedes obtener las medidas de radio y base para construir el recipiente cilindrico de
volumen maximo? alture

Si / ;Cuéleslasolucion? _h 7.14 ¥ *l
¢ Como lo justificas?__po v fa 18 las  erncopHomos > |

ounto ale Velbry

TG =\ n L€ o [a

Figura 4.2.2.21. Solucién al problema y justificacion.
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Se espera que después de la actividad 3, ellos puedan identificar que otra
manera de justificar sus respuestas en cuanto al punto maximo es en el intervalo donde
hay un cambio de direccion de los cambios los cuales también se acercan a cero en los

puntos maximos.
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Determinan la férmula para obte-
ner la altura en funcién del radio.
TI-A 50%
Determinan la expresion del

volumen en funcién del radio.

—
—
—
—
—
—
—

Realizan la representacién figural

TLF en Geogebra.

2 1 1 1 1 1 1 | 50%

Elaboran tabla de valores del radio
y altura en la hoja de calculo de 3 2 2 2 2 2 2
Geogebra.

Completan la tabla anterior con los
cambios del radio, los cambios dela | 5 2 2 2 2 2 2
altura y la razén de cambio.
TI-N 90%
Elaboran tabla que incluye valores
del radio, valores de altura y 7 1 1 1 1 1 1
valores del volumen.

Completan la tabla anterior con los
cambios del radio, los cambios del 2 2 2 2 2 2
volumen y la razén de cambio.

=

Grafican los puntos
correspondientes al radio y la 4 2 2 2 2 2 2
altura del cilindro.

TI-G | Grafica los puntos correspondientes 90%
al radio y el volumen del cilindro.

Grafican la funcién, reconocen la 1 1 9 9 1 1 1
funcién que representa la grafica. 2
% Puntaje por estudiante. 75% | 80% | 80% | 75% | 75% | 75% | T0%

Tabla 4.2.2.1. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 2 respecto al comportamiento de los

estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas.
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En la tabla 4.2.2.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de la
actividad 2 respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas
instrumentadas. De acuerdo a sus comportamientos se ha asignado un puntaje de la

siguiente forma:

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del
investigador; 1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y
requieren de la ayuda del investigador; 0O, si necesitan ser guiados totalmente por el
investigador.

Conclusiones.

» En la obtencion de la expresion algebraica para determinar a la altura en funcién
del radio, los estudiantes hacen varios intentos para obtenerla, sin embargo, sus
errores en las reglas del algebra no les permite determinarla de forma correcta.
Respecto a la obtencién de la expresion algebraica para obtener al volumen en
funcion del radio, a los estudiantes se les proporciona la formula para obtener el
volumen de un cilindro, sin embargo, no alcanzan a visualizar que siendo que ya
conocen a la expresion de la altura en funcién del radio, solo tienen que
sustituirla en la férmula del volumen. Debido a sus dificultades se hace necesaria
la intervencion del investigador para guiarlos en la obtencién de las expresiones.

» La construccion de la representacion figural en el software fue guiada por el
investigador, se proyecta cada paso de la construccibn mientras que los
estudiantes la siguen en sus respectivos equipos de c. Por cada trazo que tiene
que ver con la asignacion de las variables a los ejes, el investigador los guia para
que reflexionen e integren los trazos que son necesarios y las relaciones que hay
entre las variables en un marco del contexto del problema.

» En la elaboracién de la tabla de valores, solo hizo falta la intervencion del
investigador respecto a la escritura correcta de la funciéon ya que aun no dominan
el uso de paréntesis.

» Para realizar la grafica de puntos de radio-altura y radio-volumen, los
estudiantes se han apropiado de la herramienta para realizar la grafica y la
realizan de forma correcta. Para realizar la grafica de la funcién aun requieren la

ayuda del investigador para introducir la férmula al software.
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AMO Identifican el dominio del r:agho de 4a 1 1 1 9 1 1 53%
acuerdo a la tabla y a la grafica.

Asignan en el eje x, valores del radio | 8 a 2 2 2 2 2 1

AM1 . . 92%
Asignan en el eje y, los valores de la 3h 9 9 9 9 9 9
altura.

Coordinan la dlrecmog de cambio de e 9 9 9 9 9 9
la altura con los cambios en la base.

Coordinan la direccién de cambio del

volumen con relacién a los cambios 8d 2 2 2 2 2 2

AM2 del radio. De acuerdo a la grafica. 100%
Determma.n el. intervalo donde el 10c 9 9 9 9 9 N/A
volumen disminuye
Determinan el intervalo donde el 10d 9 9 9 9 9 N/A
volumen aumenta
Coordinan lo§ cambios fie la altura ib 9 9 9 9 9 9
con los cambios del radio.

AM3 58%
Coordinan la dlrecmop de camb19 del 3c 1 1 1 9 1 0
volumen con los cambios del radio.

Identifican el 1nterva¥o de% radio 54 9 9 9 9 9 9
donde la altura cambia mas.

Identifican el 1nterva¥o del radio 51 9 9 9 9 9 9
donde la altura cambia menos.

AM4 86%
Identifican el intervalo del ra(%lo 10a 9 1 0 9 9 N/A
donde el volumen aumenta mas.

Identifican el intervalo del radio 10 9 9 0 9 9 N/A
donde el volumen aumenta menos.
De acuerdo a la grafica. 11 2 2 2 2 2 N/A

Sol.al 100

sy . 0

Probl. | De acuerdo gl analisis de todas las 13 9 9 9 9 9 N/A %
representaciones.

% Porcentaje por estudiantes. 87% 80% | 73% | 100% | 87% 67% | 82%

Tabla 4.2.2.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 2 respecto a sus comportamientos en las
acciones mentales de razonamiento covariacional.
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En la tabla 4.2.2.2., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada
equipo de trabajo, aunque el andlisis es de tipo cualitativo, se ha asignado un puntaje
gue aproxima sus comportamientos para mostrar las acciones mentales que han
dominado en esta actividad y en las que se han identificado dificultades. La clasificacion
del puntaje se ha determinado como sigue: 2, si los estudiantes tienen un dominio sobre
la accidbn mental, 1, si la respuesta de los estudiantes es parcialmente correcta, O, Si
presentan dificultades para interpretar la informacion respecto a los niveles de

razonamiento covariacional.
Conclusiones.

» Respecto a la identificacion del intervalo del dominio de los valores posibles
para el radio, la mayoria de los estudiantes indican de forma incorrecta que
es (0, 7), el cual han tomado de su tabla de valores, sin percatarse de que si
el radio es de 7 unidades el valor de la altura es negativo, solo un equipo de
estudiantes se ha dado cuenta. Todos los estudiantes han indicado el valor
minimo de cero, con el cual se obtiene una medida infinita de altura. Tal
parece que este problema no es atractivo para los estudiantes puesto que no

analizan la informacién de la tabla asociandola con el contexto del problema.

» De acuerdo al analisis de la informacion en la tabla de valores, la mayoria de
los estudiantes pueden reconocer que por cada valor que se le asigna al
radio se obtiene un valor de altura. En lo que se refiere asignar las variables a
los ejes de tal forma que los estudiantes puedan ver que la coordenada de
cada punto indica un valor del radio que se relaciona con un valor de altura,

solo un equipo de estudiantes no hizo la asignacion de forma correcta.

» En cuanto a la coordinacion de la direccién del cambio entre dos variables,
los estudiantes no tienen dificultad para coordinar la direccion del cambio, la

grafica ha resultado ser de mucha ayuda.

» Respecto a la AM3, los estudiantes analizan el comportamiento de los
cambios, pero no les resulta sencillo identificar que la altura decrece cada vez
en menor cantidad a medida que las medidas del radio cambian de forma
constante. Al analizar la relacion cubica del radio y el volumen, no les resulta
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sencillo visualizar que mientras que los cambios del radio aumentan de
manera uniforme, los cambios del volumen aumentan cada vez en menor
cantidad hasta llegar un punto que empieza a disminuir, en menor cantidad al

principio y cada vez en mayor medida.

Respecto a la coordinacion de la razén de cambio, a los estudiantes se les
pide identificar el intervalo del radio donde los cambios son menores vy
mayores. Aunque en algunos casos los estudiantes determinan los intervalos
de forma correcta, también tuvieron dificultades para sefialar un intervalo de
0.5 unidades el cual se esta considerando como la unidad de comparacion de
la variable independiente. En el caso de Cristian y Karla, su dificultad radica
en poder diferenciar el comportamiento de los valores que toma cada vez la

variable dependiente con los cambios relativos.

4.2.3. Andlisis de resultados de la actividad 3.

Accién mental: AM2.
Descripcion:

e Determinan el intervalo de valores de la base en el que el area
de la ventana aumenta y el intervalo en el que disminuye.
(Pregunta 1).

e Determinan el intervalo de valores del radio en el que el
volumen del cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye.
(Pregunta 2).

Determinan el intervalo de valores de la base en el que el area de la ventana aumenta y

el intervalo en el que disminuye. (Pregunta 1).

Comportamientos.

De acuerdo a la tabla de valores proporcionada de forma impresa, tres de los
equipos de trabajo (Mariela, Jonathan, Jorge, Alejandro, Enrique y Obed) han
determinado de forma correcta el intervalo (0, 6) en el que el area de la ventana

aumenta y el intervalo (6, 9) en el que disminuye.

Piedad y Carlos no consideran todo el intervalo donde el area crece o decrece

sino que solo sefialan un intervalo, (0, 0.5) donde el area aumenta y sefialan el intervalo
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(6, 6.5) donde disminuye, aunque no han sefialado todo el intervalo, los que han

sefialado son correctos.

Karla y Cristian refieren que en el intervalo (5.5, 6) el area aumenta, aunque no
es el intervalo completo en efecto en este intervalo el area aumenta, sin embargo

sefialan (0, 0.5) donde el &rea disminuye lo cual es incorrecto.

Marco y Celestino tampoco consideran el intervalo completo en donde el area
aumenta aunque el intervalo que mencionan (0, 0.5) el area si crece e indican que en el
intervalo (7.5, 8) el area decrece, aunque es correcto este intervalo no tiene alguna
caracteristica particular ya que no es donde decrece mas y no es donde empieza a
decrecer. Ejemplo de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.1.

Estudiantes | Respuestas
Mariel 1. (En qué intervalo de valores de la base, &l area de la ventana aumenta v en cual intervalo
ariela y disminuye?
Jonathan Aumenta en el intervalo { oy, &), disminuye en el intervalo (6.5 & ).
Piedad 1, AEn qué interdale de velores de la bass, el drea de la ventana aumenta y en cual intervalo
1edad y disminuye’¥
Carlos Bumentz en el intervalo {7 22, disminuye en el intzrvalo (5 ,5.5).
M 1. GEn guE inkervalo de valores <e la base, el drea de la wentana aumenta y en cual infesvalo
arco.y disminuys?
Celestino Aumenta en el Imerala {0000 daminuye en elinterale (i 500
1. iEn qué intervalo de valores de la base, el drea de la ventana aumenta vy en cual intervalo
Karla y .
o disminuye?
Cristian Aumenta en el intervalo (22, /), disminuye en el intervala {7 ,75),
Figura 4.2.3.1. AM2. Determinan el intervalo de valores de la base en la que el area de la ventana
aumenta y el intervalo en el que disminuye.

Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen del cilindro aumenta y

el intervalo en el que disminuye. (Prequnta 2).

Comportamientos.
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Los estudiantes responden sobre las mismas ideas que tuvieron en la pregunta

anterior, tanto para los que contestaron de la forma esperada y los que contestaron de

forma diferente. Ejemplo de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.2.

Estudiantes Respuestas

Marie]a y 2. (Enqué intervale de valores del radia, el volumen del cilindro crece ¥ en cual intervala decreca?
Jonathan Crece en el intervalo {7} |, & ), decrece en el intervala (.=, 7 ).

Piedad y Carlos 2. iEnquaintervalo de valores dal radic, el velumen d=l cilindro crece y en cual intersslo decrece?

Sroce en el intervale | - o0), decrece enelinfervale (9 4.5

Marco y Celestino

2, AEngue intervalo de valores del radic, 2l velurmen del clindre crecs y e cual inleraka dotrece?
Crecz en el intervalo (0 0 ), decrece enelintervalo { < 050

Karla y Cristian

2. ¢En qué intervalo de valores dal radio, £l velumen del cilindro crece y &n cual intervalo decrece?
Crece en el intervalo (3.9, ¥ ), decreca en el intervalo (5, 2 ).

Figura 4.2.3.2. AM2. Determinan el intervalo de valores del radio en el que el volumen del

cilindro aumenta y el intervalo en el que disminuye.

En este analisis se ponen en evidencia tres puntos importantes que han

generado confusion y con los cuales se debe trabajar para que los estudiantes

puedan diferenciar entre:

» Ladireccién de cambio (intervalo donde el area crece o decrece),

» Mayor cambio (intervalo donde la cantidad de cambio es mayor) y

» Mayor valor

de la variable independiente (intervalo donde la variable

independiente toma mayores valores).
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Accién mental: AM4.
Descripcion:

e Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las
dos funciones, determinan en cual de ellas el cambio es mayor.
(Pregunta 3).

e Determinan el intervalo de la variable independiente en el que el
area de la ventana y el volumen del cilindro crecen mas y el
intervalo donde crecen menos. (Preguntas 4, 5, 6, 7).

e Comparan los cambios entre el inicio y la parte mas alta de la
grafica en las funciones del area de la ventana y en la del
volumen del cilindro. (Preguntas 8 y 9).

e Identifican que los cambios son préoximos a cero alrededor de los
puntos maximos. (Pregunta 10).

Dado el mismo intervalo de la variable independiente para las dos funciones,

determinan en cual de ellas el cambio es mayor. (Pregunta 3).

Comportamientos.

Dado el mismo intervalo de 0.5 a 1, en las dos funciones, todos han reconocido
qgue el volumen del cilindro aumenta mas, incluso Mariela y Jonathan lo justifican con la

diferencia entre los dos cambios.

Con esta respuesta dan muestra de que ya empiezan a leer la informaciéon que
ofrece la razén de cambio, y ademas se puede verificar que el hecho de comparar a
dos funciones les proporciona una mayor perspectiva para diferenciar el
comportamiento de los cambios. Dos ejemplos de sus respuestas se muestran en la
figura 4.2.3.3.

Estudiantes | Respuestas

. 3. En el intervala (0.5, 1} de la variable independiente, ;gué aumenta mas, el drea de |la ventana o

Mariela y el volumen del cilindra? vk

ko lumen &fel 1l ndre
Pl & i - L

Jonathan v i Si0CYEN i de waiicn o cavm b0

5. En el intervala §0.5, 1) de la variable indapendierte, (qué aumenta mas, el drea de la ventana o
Jorge el valuman del cilindra?

wnlumen del clind oo

Figura 4.2.3.3. AM4. Dado el mismo intervalo de la variable independiente, determinan en cuél de
las dos funciones el cambio es mayor.
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Determinan el intervalo de la variable independiente en el gue el area de la ventana y el

volumen del cilindro crecen méas vy el intervalo donde crecen menos. (Preguntas 4, 5, 6,
7).

Comportamiento.

En la tabla 4.2.3.4., se muestra el resumen de las respuestas de los estudiantes,
como podra observarse Enrique y Obed han determinado los intervalos correctos en
todos los casos. A continuacion se interpreta el razonamiento de los estudiantes por

cada intervalo incorrecto que sefialaron.

Area crece mas.

Karla y Cristian sefialan el intervalo (5.5, 6) donde el &rea crece méas, como ya se habia
visto anteriormente, ellos confunden mayor cambio con mayor cantidad de la variable

dependiente.

Piedad, Carlos, Marco y Celestino, sefialan el intervalo (3.5, 4) aunque no se
comprende cémo han determinado este intervalo, de la misma forma los demas
estudiantes sefialan intervalos que no indican el mayor o menor cambio ni mayor

cantidad de la variable independiente.

Volumen crece mas.

Piedad, Carlos, Marco y Celestino, sefialan el intervalo (0.5, 1), tal parece que atribuyen
a este intervalo donde el volumen aumenta mas si consideran que el intervalo de 0 a

0.5 corresponde a la celda vacia (ver la siguiente figura).
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Los intervalos que mencionan Jorge, Alejandro, Mariela y Carlos no son
precisamente donde el volumen crece mas, pero si son intervalos donde el volumen
crece.
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Area crece menos.

Karla y Cristian sefialan el intervalo (0, 0.5) con la misma idea de que el intervalo
donde crece menos es el intervalo donde los valores de la variable independiente son

menores.

Piedad, Carlos, Marco y Celestino tienen la misma confusion que Karla y Cristian
aunque no consideran el mismo intervalo sino el siguiente donde la variable

independiente toma uno de sus menores valores.

Jorge y Alejandro han acertado en este intervalo. Mientras que Mariela y Carlos

sefialan el intervalo (6, 6.5), el cual es el un intervalo donde el &rea decrece menos.

Volumen crece menos.

La mayoria de los estudiantes han indicado el intervalo correcto a excepcion de
Karla y Cristian que continian con la idea de que se trata del intervalo donde el valor
del volumen es menor y en este caso han indicado el intervalo donde el valor del

volumen es negativo.

Estudiantes | Area crece Volumen crece | Area crece Volumen crece
, mas menos menos
mas
Intervalos correctos | (0, 0.5) (0, 0.5) (5.5, 6) (3.5, 4)
Enrique y Obed (0, 0.5) (0, 0.5) (5.5, 6) (3.5, 4)
Karla y Cristian (5.5, 6) (3.5, 4) (0, 0.5) (6.5, 7)
Piedad y Carlos (3.5, 4) 0.5,1) 1, 1.5) (3.5, 4)
Marco y Celestino (3.5, 4) (0.5,1) 1, 1.5) (3.5, 4)
Jorge y Alejandro (4.5, 5) (1.5, 2) (5.5, 6) (3.5, 4)
Mariela y Carlos 2, 2.5) (1.5, 2) (6, 6.5) (3.5, 4)
Figura 4.2.3.4. AM4. Determinan el intervalo de la variable independiente donde el area de la
ventana y el volumen del cilindro crecen més y donde crecen menos.
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De forma general en sus comportamientos se puede obtener que Enrique y Obed
han podido comprender la informacion que ofrece la representacion tabular respecto a
la razén de cambio. Karla y Cristian confunden la cantidad de cambio con los valores de
la variable dependiente. Para los demas estudiantes tampoco es clara esta distincion y
en algunas ocasiones optan por indicar la cantidad de cambio y en otras hacen
referencia a los valores de la variable independiente.

Esta dificultad ya se ha presentado en las actividades anteriores y hasta este
momento no han podido establecer la diferencia entre el comportamiento de los

cambios y los valores que toma la variable independiente.

Comparan los cambios entre el inicio y la parte mas alta de la grafica en las funciones

del area de la ventana y en la del volumen del cilindro. (Prequntas 8 v 9).

Comportamientos.

Se esperaba que notaran que en el primer intervalo el cambio es mayor y en la
parte mas alta es préximo a cero. Mariela, Jonathan, Piedad y Carlos si identificaron

gue en la parte mas alta el cambio es proximo a cero.

Jorge, Alejandro, Marco y Celestino sefialan que primero crece y después

decrece (no miran los cambios sino los valores de la variable independiente).

Karla y Cristian pueden darse cuenta que el cambio es cada vez menor, tal
parece que a simple vista ellos han podido ver que el cambio decrece cada vez 0.20
unidades aunque en realidad es 0.21 y en caso del volumen también ven como los
cambios van decreciendo aunque en este caso solo observaron la diferencia entre los
primeros valores de la raz6n de cambio ya que indican que decrece cada 5, que en
realidad es 4.71, pero no analizan los posteriores para darse cuenta que el cambio ya

no decrece de forma proporcional sino que cada vez son en menor cantidad.

Finalmente Enrique y Obed no han podido ver exactamente que en la parte mas
alta de la grafica el cambio es mas proximo a cero pero si han podido observar que el
cambio tiene un comportamiento proporcional en el caso del area, en cuanto al volumen
ellos observan un aumento proporcional, aunque aqui en realidad se trata de un

decremento y no es proporcional, tal parece que tienen dificultad para comprender que
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el cambio decrece ya que ellos observan que la grafica de la funcion es creciente al
principio . Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en las figuras 4.2.3.5., y
4.2.3.6.

Todos los estudiantes hacen observaciones importantes, desde la respuesta
esperada y los que han podido ver que el cambio cada vez es menor y disminuye de
forma proporcional en el caso del &rea. Sin embargo también se puede apreciar que
dado el comportamiento de una funcion, dan por hecho que la siguiente se comporta de
la misma manera sin realizar un analisis exhaustivo y notar que hay diferencias en el

comportamiento.

Estudiantes | Respuestas

Piedad B. (Comoes el cambio dal area de la vaniana respacto &l cambio de la basa an la parke mas alta da
y la grafica, en eomparagién con el cambic al inigiey
CaI'lOS (.!I-nr el e [ ol P il o

. ,:_,_Cému es el cambio del drea de la ventana respesto al eambio de |2 hase en la parta mas alta d

Marco_y Ia grafiza, en comparacien con el cambic al inicio?

Celestino Primecn crece  t lueap decrece

Cristi 4. JComo es el eambio del area de 13 ventan-;respectu al cambio de la base en la pane mas alta de
ristian y la grafica, en comparacion cen el cambio al inicio?

Karla _"k'l_-;"__‘_‘- 0 Aereerie e - T

Enrique y 8. .g,Cé.'lnn.: es el cambio de.l_érea de la \nen.tana.rgs.pec:u al cambio de la base en la parte mas alla de

Iz grafica, en comparacian con el camkbio al inisio?
Obed T it Nl ~

Figura 4.2.3.5. AM4. Comparan los cambios del area entre el inicio y la parte mas alta de la
grafica.

Hasta este momento no ha sido evidente para todos ver que en la parte mas alta
de la gréfica los cambios son los mas pequefios y proximos a cero ya sea para cuando

el area y el volumen aumentan o disminuyen.

La confusién entre el comportamiento de los cambios y el comportamiento de los
valores de la variable dependiente vuelve a hacerse evidente. Para ayudarles a aclarar
esta confusion ayudaria realizar la grafica de los cambios y analizar las graficas a la par

para comprender la informacioén que cada una de ellas ofrece.
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Estudiantes | Respuestas
. 8. ;Como es el cambio del wolumen del cilindro respecio &l cambia del radio en |a parle mas alia de
Piedad y : . e
la grafica, en comparacicn con el cambio al inicio?
Carlos Mogs & [ W il ol Sah e
£Como es el cambio del volumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte mas alta d
Marco y la gréfica, en comparacion con el cambio al inicio?
Celestino -
Karl 9. jCemo es el cambio del velumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte mas alta de
a.r a y la grafica, en comparacidn con el cambio al inicio?
Cristian Jo_ derwctonds de 5 en 5
) 2, LCama e3 el cambio del valumen del cilindro respecto al cambio dal radia en fa parte més alta da
Enrique y la grafica, en comparazian con el cambic al inicia?
Obed l'l.i"". e r':~L“-i"|"|_f’t"|+. rI s Y I:-h-:[:.'r"!;"_.-‘_
Figura 4.2.3.6. AM4. Comparan los cambios entre el inicio y la parte mas alta de la grafica en la
funcién del volumen del cilindro.

En esta actividad no se consideroé realizar la grafica de razon de cambio para no
saturarlos de informacion pero al ver que se presentaba tal confusién, se les pidié que
la hicieran (ver figura 4.2.3.7.) para que pudieran distinguir entre la informacion que
cada una ofrece. En cuanto a la grafica de razén de cambio del area ya la habian
realizado en la actividad 1 y recurrieron a ella para observar de nuevo que mostraba el

comportamiento de los cambios del area por cada incremento de la base.

Voluwmen = 292.57

. 200 e
Area = 280 cm?®

Figura 4.2.3.7. Grafica de puntos que representa al radio y el volumen del cilindro y grafica de
los puntos que representan al radio y la razén de cambio.
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Identifican que los cambios son proximos a cero alrededor de los puntos maximos.
(Pregunta 10).

Comportamientos.

En la respuesta de Piedad y Carlos reflejan que han comprendido el
comportamiento de la razén de cambio ya que ellos explican que en ambas funciones
hay crecimiento (se puede entender que se refieren al area o volumen) pero que al
inicio aumentan de mayor a menor cantidad, solo hizo falta que reconocieran el mismo

comportamiento de menor a mayor cantidad cuando el area y volumen decrecen.

Estudiantes Respuestas

10, ¢ Qe més puedes decir sobra la razén de camblo cerca del maximo, que sea comin para ambos
problemas?

. X M ~ Y 1 } |
| T i T o o

Piedad y Carlos leacecen . grpe o R S

i

10. ¢ Qué mas puedes decir scbre la razén de cambio cerca del maxime, gque sea comun para ambos

. problemas?
Mariela y Jonathan Zie <on difervepte Qero cuanda ilega
al pernto Mma st ko 1) CaAa o EETO -

Karla y Cristian problemas?

10. £ Qué mas puedes decir sobre la razén de cambio cerca del maximo, que sea comun para ambcs‘
Qe al Magar (J £t f/r' wmaipsn s ‘lF --"nre"(‘-‘r-",r"-ﬂfn]
= :

10. ; Qué mas puedes decir sobre la razon de cambio cerca del maximo, que sea comun para ambos

. problemas? .
Jorge y AleJandI'O Qoue ol lleaay al  puoto ™Mo Y Wng Comy &n-

descendey [ Aea [/ Nolomen )

Figura 4.2.3.8. AM4. Identifican que los cambios son préximos a cero alrededor de los puntos
maximos.

Mariela y Jonathan han podido notar que aunque los cambios en ambas
funciones son diferentes, estos se aproximan a cero en los puntos cercanos al punto
maximo (ellos no expresan tal cual que se aproximan a cero ellos expresan que llega a
cero, tal vez esto lo han observado en la gréfica de razén de cambio del area donde el

cambio es cero en el punto maximo).
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Karla y Cristian han podido apreciar que al llegar al punto méaximo el cambio va
decreciendo. Jorge y Alejandro no han podido apreciar que los cambios son préximos a
alrededor de los puntos maximos, ya que solo refieren sobre la direccion del cambio del

area o del volumen. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.3.8.

Hasta este momento, la mayoria de los estudiantes ya dan evidencia de
comprender el comportamiento de los cambios los cuales son mas pequefios en los
puntos cercanos al punto maximo. Para otros sin embargo aun persiste la dificultad
para diferenciar entre el comportamiento de los cambios y el comportamiento de la

funcion.

En la tabla 4.2.3.1., se muestra el resumen de los resultados obtenidos por cada
equipo de trabajo respecto a la actividad tres. En esta actividad, los estudiantes han
hecho un comparativo del comportamiento de la razén de cambio en las funciones del
area de la ventana y el volumen del cilindro. Se han clasificado a las respuestas con los
siguientes puntajes:

2, si los estudiantes responden de la forma esperada; 1, si la respuesta de los
estudiantes es parcialmente correcta; 0, si presentan dificultades para interpretar la

informacion.

CONCLUSIONES.

» Al analizar la direcciébn del cambio de las funciones, la mayoria de los
estudiantes pueden determinar un intervalo en el cual la funcién crece y
decrece, pero no sefialan el intervalo completo. Ademéas se obtuvo que los
estudiantes tienen dificultades en cuanto a diferenciar entre la direccion del

cambio, el mayor cambio y el mayor valor de la variable independiente.

» En cuanto a las comparaciones de los cambios relativos, al analizar el puntaje
obtenido por pregunta, se tiene que los estudiantes no tuvieron dificultades
para identificar que dado el mismo intervalo de la variable independiente en

cada funcion, el volumen cambia en mayor proporcion que el area.
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Acciones

Preguntas

Enrique y
Obed

Jorge y
lAlejandro

Karla y
Cristian

Piedad y
Carlos

Marco y
Celestino

Mariela y
Jonathan

% Puntaje

AM2

Identifican el intervalo de valores de
la base donde el 4rea de la ventana
aumenta.

[\

=

Identifican el intervalo de valores de
la base donde el area de la ventana
disminuye.

Identifican el intervalo de valores de
la base donde el volumen del cilindro
aumenta.

Identifican el intervalo de valores de
la base donde el volumen del cilindro
disminuye.

69
%

AMA4

Dado el intervalo (0, 0.5), sefialan
qué aumenta mas, al area de la
ventana o el volumen del cilindro.

Indican el intervalo de la base en
donde el area crece més.

Indican el intervalo del radio en
donde el volumen crece mas.

Indican el intervalo de la base en
donde el area crece menos.

Indican el intervalo del radio en
donde el volumen crece menos.

Comparan el cambio del area de la
ventana entre el inicio y la parte mas
alta de la grafica.

Comparan el cambio del volumen del
cilindro entre el inicio y la parte mas
alta de la grafica.

Identifican la caracteristica comun en
las dos funciones acerca de los
cambios en los puntos maximos.

10

63
%

% Puntaje por estudiante.

83%

75%

33%

58%

42%

67%

66%

Tabla 4.2.3.1. Resultados obtenidos de la actividad 3.
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En las preguntas que se refieren a comparar los cambios en la misma funcién, se
les considero parcialmente correcta porque pueden identificar que el cambio aumenta o
disminuye pero no sefialan exactamente el intervalo donde el cambio es mayor o menor

segun el caso.

Si analizamos por equipos de alumnos, tenemos que Enrique y Obed son
quienes han podido comprender en mayor medida el comportamiento de los cambios
aunqgue en las dos ultimas respuestas no han podido ver exactamente que los cambios
son préximos a cero cerca de los puntos maximos. Karla y Cristian son los que tienen
mayor dificultad para distinguir entre el comportamiento de los cambios y el

comportamiento de la funcién.

4.2.4. Andlisis de resultados de la actividad 4.

Técnica instrumentada: TI-F.
Descripcion: Construyen la representacion geométrica figural del
problema con Geogebra (pregunta 1).

Comportamientos.

En general todos los estudiantes trazaron primero el segmento sobre el eje y que
representa a la pantalla con medida de 10 metros por lo que usaron la escala 1:100,
consideraron también que el borde inferior de la pantalla se encuentra a 3 metros del
eje X. La dificultad que tuvieron fue ubicar la posicion del ojo del observador. El
investigador les hace notar que si han considerado el borde inferior de la pantalla a 3
unidades del eje x, se les sugiere volver a leer el enunciado del problema y determinar
la posicion del ojo del observador; de esta forma todos coinciden que se encuentra
sobre el eje x, la pregunta que surge entonces es, en qué posicién del eje x han de
colocar la posicion del observador; aqui se vuelve a poner en evidencia la dificultad
para reconocer a una variable, la cual puede tomar un conjunto de valores dentro de un
determinado intervalo valido para el problema. Ante esta dificultad el investigador les
sugiere que por el momento ubiguen al observador en cualquier posicion sobre el eje x,

por lo que trazan un punto para representarlo.
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La siguiente dificultad es comprender cudl es el angulo al que hace referencia el
problema. Solo Enrique sefiala el angulo y se le pide que explique a sus compafneros,
por lo que todos estan de acuerdo y proceden a trazar los segmentos que van de los
extremos de la pantalla al ojo del observador (ver figura 4.2.4.1.). Finalmente se les
indica la herramienta del software que pueden usar para trazar el &ngulo y poner su

medida, ya que no habian trabajado con esta herramienta.

Figura 4.2.4.1. Representacion figural del problema.

Esta es la tercera representacion geométrica que los estudiantes construyen, en
cuanto al proceso de instrumentalizacién (dirigido hacia el artefacto), los estudiantes
muestran que ya se han apropiado del instrumento en cuanto al trazo de puntos, trazo
de segmentos de recta y uso de la escala. Respecto al trazo y medida de angulo son
herramientas que aun no se habian considerado aunque después de recibir la

instruccion de como usar tales herramientas no les representé alguna dificultad.

En cuanto al proceso de instrumentacion (dirigida hacia el sujeto), al construir la
figura que representa al problema planteado, los estudiantes dan evidencia de tener
facilidad en cuanto a realizar la representacién de objetos constantes, como es el caso
de la pantalla, con sus respectivas dimensiones y posicion, sin embargo dejan ver la
dificultad que tienen al tratar con objetos que varian, ellos se cuestionaban acerca de
cudl deberia ser la posicién del observador, ademas no les resulto sencillo interpretar

cual era el angulo al que hace referencia el problema.

Si bien, los estudiantes tienen dificultad de reconocer a las variables al realizar la
construccion de la figura, una vez que las descubren y las asocian con el contexto, ellos

le dan sentido a los valores constantes y variables en los otros sistemas semiéticos y
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por ende les ayuda a reconocer y comprender también sus cambios al manipular la

figura.

Accién mental: AMO.

Descripcion: Identifican variables, constantes, y el dominio de la
variable independiente, el cual tiene sentido para el problema
(preguntas 2, 3y 5 inciso b).

Comportamientos.

Tres equipos de estudiantes (Piedad, Carlos, Enrique, Obed, Alejandro y Jorge)
han reconocido como variables a la distancia de la pantalla al observador y el angulo
visual del observador, los demas estudiantes solo identificaron a la distancia de la

pantalla al observador. Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.2.

Estudiantes | Respuestas

. - e e mgm——
Enrique y £. D acuerde al problema, gué medidas cambian? | 1

M ! i N =
Obed i .f-.{!:!i;[-:j At WSO AT (O« Lo dust antdon
Marco y 2, Deacverdo al problema, Joué medidas cambian?
Celestino 1 ki 110

Figura 4.2.4.2. AMO. Respecto a la identificacién de las variables.

Los estudiantes que sélo han viso a una variable, tal vez es la falta de
familiaridad acerca de visualizar lo que cambia y lo que no cambia, ya que al manipular
el punto que representa al observador el angulo también cambia pero no se han
percatado de ello.

En cuanto a la identificacién de las constantes la mayoria de los estudiantes han
sefialado a la medida de la pantalla, solo Jorge y Alejandro, pudieron identificar a la
altura del borde de la pantalla pero no mencionan acerca de la distancia a la pantalla.

Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.3.

De nueva cuenta les ha hecho falta hacer un anélisis con mas detenimiento para

extraer toda la informacion que la representacion les ofrece.
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Respecto al intervalo de la distancia a la que es posible que se siente el
observador, tres equipos (Enrique y Obed, Mariela y Jonathan, Jorge y Alejandro)
determinaron el intervalo (0, 20), dos equipos (Marco, Celestino, Karla y Cristian)
sefalan el intervalo (0, 15) y Piedad y Carlos solo mencionan el valor minimo de cero.

Algunas de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.4.

Estudiantes | Respuestas
Karla y Z. De acuerda al prcblama, fLgud medidas cambian?
Cristian ian lon mielide o disfemeie oo oy foeens
Jorge y 3. dCudles medidas no camblan?
Alejandro Plbive  del berde Ae g aall i edlle
Figura 4.2.4.3. AMO. Respecto a la identificacién de constantes.
Estudiantes | Respuestas
Enrique y h) grbcﬁlfl'lu':{:‘m‘l; ::il.é:m:cia minima v cudl la maxima positle 3 la gue puede sentarse ol
Obed r bl
b} ¢Cudl es la distancia minima v cudl la maxima pesible a la que puede senlarse al
Ka_rla} y cbaenador? )
Cristian la miiaiome dtvbhant en 05 i la_mapime _on |5 S
Figura 4.2.4.4. AMO. Respecto a la identificacién del dominio de la variable independiente.

Se esperaba que los estudiantes dieran el intervalo (0, 20) ya que de acuerdo a
la representacion figural el cero es el minimo valor y el 20 es por la nota que se indica
en el problema acerca de que la butaca mas lejana se encuentra a 20 metros de la
pantalla. Aunque se esperaba también que dado el contexto del problema, los
estudiantes mencionaran por lo menos a 3 metros como minimo al suponer que nadie
se sienta pegado a la pared donde se encuentra la pantalla. Respecto a los estudiantes
que dieron el intervalo (0, 15), se puede suponer que de acuerdo a la escala que tenian

en su vista gréafica se alcanzaba a ver hasta el nimero 15.
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Técnica instrumentada: TI-N.
Descripcion:

e Elaboran tabla que incluye valores de la distancia de la pantalla
al observador con incrementos de 0.5 unidades y valores del
angulo visual del observador, (pregunta 4).

e b) Completan la tabla con los cambios de la distancia de la
pantalla al observador, cambios del angulo visual del observador
y la razén de cambio, (pregunta 6).

a) Comportamientos.

De acuerdo a las instrucciones proporcionadas en sus hojas de actividades, los
estudiantes elaboran una tabla que incluye dos columnas, en la primera anotan valores
para la distancia de la pantalla al observador con incrementos uniformes de 0.5
unidades en un intervalo de 0 a 15, en la segunda columna, obtienen los valores
correspondientes del angulo visual del observador de acuerdo a la representacion

figural con los valores que se muestran en pantalla.

Tal parece que el proceso de obtener los valores del angulo de forma visual es
cansado, incluso, algunos estudiantes cuestionan al investigador que si para este
problema no se puede determinar una férmula como en el caso de los problemas
anteriores, ya que es mas facil introducirla una vez y copiar. Con este comentario los
estudiantes muestran que ahora pueden darle sentido a la representacion algebraica,

como una herramienta Util para conocer diferentes valores de una funcion.

La obtencion de la representacion algebraica de la funcion se ha dejado al final
puesto que se trata de una funcion inversa la cual podria resultarles dificil de obtener,

en consecuencia se requeriria de un mayor tiempo y dejar inconclusa la actividad.
b) Comportamientos.

Debido a que en la construccion de esta tabla no se ha introducido alguna férmula
referente a una funcién. Los estudiantes no tienen dificultades para realizarla. En la

figura 4.2.4.5., se muestra el ejemplo de la tabla de valores.
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Técnica instrumentada: TI-G.

Descripcion: Grafican y unen los puntos correspondientes a los valores
de la distancia de la pantalla al observador y valores del angulo visual
del observador (pregunta 5).

Comportamientos.

Los estudiantes grafican los puntos y los unen con segmentos de rectas sin
ninguna dificultad. En la figura 4.2.4.5., se muestra parte de la tabla de valores, la
grafica de puntos unidos con segmentos, Y la representacion figural del problema.

l A B C D E
“\ 1 Distancia Angulo Diferencia Diferencia Razdn de cambio
12 N | 2 | delobservador | visual del entre las entre las del angulo respecto
T a la pantalla observador distancias medidas de a a la distancia
4 | d a d2-d1 a2 -a1 (a2 - a1}/ (d2-d1)
10] 5 |0 0
6 |05 0.13 05 0.13 0.25
7 |1 0.24 05 012 0.24
o 8 |15 0.35 05 01 0.21
o |2 0.44 0.5 0.09 0.17
10 |25 05 05 0.07 0.14
o RIRE 055 0s 0.05 0.1
|12 |35 05 05 0.04 0.08
|13 |4 0.63 05 0.03 0.06
o [ 14 |45 0.65 0.5 0.02 0.04
15 |5 0.66 05 0.01 0.03
L | 16 |55 0.57 0.5 0.01 0.02
e . |17 |6 067 05 0 0.01
] B 0fad | 18 |65 067 05 0 0
s M LN o TR : |19 |7 0.67 0.5 0 -0.01
Ao Eof . |20 [75 0.67 05 0 0.01
5 7 P T s B 21 |8 0.66 05 0.0 0.0
Figura 4.2.4.5. Representacion figural, numérica y grafica.
Accion: AM1.

Descripcion: Coordinan los valores de la distancia de la pantalla al
observador con los cambios del dngulo visual del observador (pregunta
5 inciso a).

Comportamientos.

Todos los estudiantes pueden expresar de acuerdo al contexto del problema, la
informacion que ofrece la coordenada de cada uno de los puntos, asi que al parecer,

ellos comprenden que por cada cambio de la distancia de la pantalla al observador, el
153



angulo visual del observador también cambia y estos cambios se representan en la
coordenada de cada punto. Un ejemplo de sus respuestas se muestra en la figura
4.2.4.6.

Estudiantes | Respuestas

. a} Jlud infarmacién nos dan ks coordenadas da cada punto de la gréfica¥
Pledady I'\-\.Ii..'ll' e i.::. .'-\.'\-.,--.:'1 .;li.'\. i ! — % T I.:H Ko et

Carlos | |ty =

Figura 4.2.4.6. AM1. De acuerdo a la informacién que ofrece la coordenada de cada uno de los
puntos graficados, los estudiantes coordinan los cambios de la distancia de la pantalla al
observador con los cambios del angulo visual del observador.

Accién mental: AM2 y AM3.

Descripcion: Coordinan la direcciéon y la cantidad de cambio de la
distancia de la pantalla al observador con los cambios del angulo
visual del observador, (pregunta 5 inciso c).

Comportamientos.

Todos los estudiantes determinan de forma correcta que el angulo visual del
observador crece hasta cierto punto y a partir de ahi decrece, Piedad ademas, ha
podido observar que cuando el d&ngulo decrece sucede en una minima cantidad. Dos
ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.7.

Estudiantes | Respuestas
Piedad y o) 4Como camblan las medidas del angulo conforma g observadar se alea de b pantalla?
Carlos A ey . ; - ] Lo ek
Ly A . boss  dilednrmad e B
Jorge y 2] glema cambian las madidas del dngulo conforme o chservador 2o akeja do la pantalla?
Alejandro Priccera  muotneiy pl_eocendroy Lo rmogime
Pl el all o B T . sl Al il st

Figura 4.2.4.7. AM2. Coordinan la direccién y la cantidad de cambio de la distancia de la pantalla
al observador con los cambios del angulo visual del observador.
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Solucién al problema.
Descripcion: Determinan la solucion de problema de acuerdo a la
grafica (pregunta 5 inciso d).

Comportamientos.

Los estudiantes determinan que de acuerdo a la gréafica de los puntos que tienen
pueden determinar la distancia de la pantalla al observador que maximiza su angulo
visual a la pantalla, su justificacion la hacen en base a la tabla. Una vez que lleguen a la
AM3, se espera que ademas de esta justificacibn puedan dar otro argumento, el
referente al cambio de direccién de los cambios en el punto maximo, los cuales podran
analizar en la tabla de valores en la columna de la razon de cambio. Dos ejemplos de

Sus respuestas se muestran en la figura 4.2.4.8.

Estudiantes | Respuestas

i De acuerdo a los pusios gue lienes, (puades determinar el valor de la disfancia con |a cusl
s& maxlmiza el angulo visual del sheaneador?

Enrique y y 7
Obed & _oexplica porgué e At i gy e J{,f" .
_rn s ﬂ'j“;{i-_"ﬂ_. v S
d] O scwerdo a los punios que tienas, ¢ puedes determinar =l valor de |a distancia con la cual
g maximiza el angulo visual del ohsemnyador?
Jorge y
Alejandro gi o explicaporque 8% oo egeroid|o Jigeal Y Tereinas 950

Yesdltodes = e doblas

Figura 4.2.4.8. Obtienen una solucién del problema de acuerdo a la grafica y a la tabla.

Accién mental: AM4.

Descripcion: Coordinan la razén de cambio de la distancia de la
pantalla al observador con los cambios del angulo visual del
observador (preguntas 6 incisos a, b y ¢).

Comportamientos.
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Se analizan las tres respuestas en conjunto por cada equipo de estudiantes para
determinar si siguen un mismo razonamiento ya sean idéneas o equivocadas. En la
tabla 4.2.4.1., se muestran los intervalos correctos y los intervalos mencionados por

cada uno de los equipos.

Estudiantes Cambio del angulo | Cambio del angulo es menor. | Segmento de
es mayor. mayor
inclinacion.
Intervalos correctos (0, 0.5) (6,6.5) 0(6.5,7) 0(7,7.5) 0 (0, 0.5)
(7.5, 8).
Enrique y Obed (0.5, 1) (6, 6.5) (0, 0.5)
Piedad y Carlos (0.5, 1) (6, 6.5) (6, 6.5)
Marco y Celestino (0.5, 1) (6, 6.5) B
Mariela y Carlos (0.5, 1) (6, 6.5) (6, 6.5)
Jorge y Alejandro 2, 2.5) (6, 6.5) B, C
Karla y Cristian (6, 6.5) (0, 0.5) (2.5, 3)
Tabla 4.2.4.1. AM4. Coordinan la razén de cambio de la distancia de la pantalla al
observador con los cambios del 4ngulo visual del observador (preguntas 6 incisos a, b y ¢).

Intervalo donde el cambio del &nqulo es mayor.

La mayoria de los estudiantes han sefialado al intervalo (0.5, 1), al parecer
suponen que el cambio en el intervalo (0, 0.5) corresponde a la celda vacia de la

columna que corresponde a la raz6n de cambio.

Al principio de la actividad anterior, Karla y Cristian tuvieron dificultades para
diferenciar entre el mayor cambio y los mayores valores de la variable independiente, al
finalizar, ellos daban muestra de haber comprendido a que se referia cada aspecto, sin
embargo, en esta actividad vuelven a tener la misma dificultad ya que en el intervalo (6,
6.5) el angulo visual del observador se da el menor cambio y es el intervalo donde al

angulo es mayor.
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Intervalo donde el cambio del &ngulo es menor.

Karla y Cristian, con su dificultad para diferenciar entre el menor cambio y el
menor valor de la variable independiente han sefialado de forma incorrecta el intervalo

(0, 0.5). Los demas estudiantes han contestado de forma correcta.

Segmento de mayor inclinacion.

Solo Enrique y Obed han sefialado de forma correcta al segmento con mayor
inclinacion. Aunque lo que se buscaba con esta pregunta es que los estudiantes
pudieran percibir la relacion entre la pendiente de la recta secante con la razén de
cambio, la pregunta no se hizo referente a la pendiente sino a su inclinacion, por
considerar que seria un lenguaje mas sencillo, sin embargo, algunos estudiantes han
sefalado al intervalo (6, 6.5) lo que podria considerarse que consideraron la mayor
inclinaciéon respecto al eje y mas no respecto al eje x. Asi que en la pregunta se debio

haber hecho con referencia a la pendiente y no a la inclinacion.

Soluciéon al problema de acuerdo a su analisis en las representaciones
(preguntas 7y 8).

Comportamientos.

Todos los estudiantes expresan que es posible determinar la distancia de la
pantalla al observador con la cual se maximiza su angulo visual a la pantalla y que esta
distancia es 6.5., la justificacién de su respuesta es en base a la tabla. Lo que se puede
notar es que su justificacion se basa en la medida del &ngulo que se muestra en la
columna de los valores de la medida del angulo, pero no han podido descubrir que
pueden justificar en base a que en los intervalos de las medidas de la distancia de la
pantalla al ojo del observador, los cambios del angulo cerca del punto maximo son
cercanos a cero y hay un cambio de direcciéon. En la figura 4.2.4.9., se muestra un

ejemplo de respuesta.

Tal parece que la justificacion de Karla y Cristian se refiere a la manipulacion de
la representacion geométrica en la cual, al mover la posicion del observador, ellos

obtienen en 6.5 m el mayor angulo.
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Estudiantes | Respuestas

7. De acuordo ala grafica y ok labla de valores, J pueces determinar la distoncia a la pantalla
qua maximiza 2 angulko wisual del obsereader? .
g ¢ expisaporque  per que lenemos  les usleves
u_ Estoes en o deielo
Jorge y Me _ cxplica p;:;-fq.,'ﬁ IO ~ i N - -
Alejandro

& 5i tu respussta antarior fus Si. jcudl s |a distancia 2 la pantalla que maximiza el angulo
wisual del observadory

6£.25 (6.6.5)

Figura 4.2.4.9. Solucién al problema de acuerdo al analisis de las diferentes representaciones.

Técnica instrumentada: TI-A.

Descripcion: Determinan la representacion de forma algebraica del
angulo visual del observador en funcién de la distancia de la pantalla
al observador y grafican la funcién (preguntas 9 incisos a, b y ¢).

Comportamientos.

A partir de su representacion geométrica, se les pide determinar la expresién con
la cual se puede obtener el angulo en funcion de la distancia del observador a la
pantalla. Los estudiantes tienen dificultades para empezar a determinarla. El
observador invita a uno de los estudiantes a pasar al pizarrén y entre todos encontrar la

forma de obtenerla.

Se les cuestiona acerca de cuantos triangulos rectangulos pueden observar, los

estudiantes responden que pueden observar a dos.

A continuacion se les pide que indiquen sobre el tridngulo menor cual de sus
angulos conocen. Ellos pueden reconocer al angulo a. La siguiente pregunta es como
se puede conocer el valor de ese angulo. Al no haber alguna respuesta se les pregunta
si se puede conocer al establecer las relaciones trigonométricas y de acuerdo a los
datos en la figura, a cual de ellas se podria emplear. Los estudiantes empiezan a

sugerir que la funcidn seno, coseno o tangente, pero al reconocer que no se conoce la
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medida de la hipotenusa todos coinciden en que debiera usarse la funcion tangente. De

esta forma se les pide que determinen el valor de a.

La misma secuencia de preguntas se les hace para determinar el angulo del
rectangulo mayor, los estudiantes reconocen que su angulo esta representado por la

suma de los angulos a mas B.

13 3
A partir de obtener que « =arctan (FJ—arctan (Ej ta”/":g y que tan(a+ﬁ):1d—3, no

reconocen la forma de despejar a los 4ngulos, asi que se les indica que se puede se

puede obtener aplicando la funcién inversa.

Finalmente determinan la expresion para obtener la medida del angulo visual del

observador en funcion de la distancia de la pantalla al observador.

a(d) =arctan (E) —arctan (Ej
d d

A continuacion se les indica la forma de introducir la funcion en Geogebra para
que puedan visualizarla de forma grafica y observen también que los puntos que han
graficado forman parte de la funcién.

Aungue los estudiantes han sido guiados por el investigador para la obtencién de
la funcion de forma simbdlica, la importancia de que llegaran a la misma y después
graficarla tuvo el objetivo de que encontraran el sentido y la importancia de obtenerlas,
por ejemplo, cuando uno de los estudiantes extrafiaba contar con ella para realizar la
tabla de valores con la cual le facilitaria determinar la medida del &ngulo que de forma
visual. De esta forma, se esperaba que reafirmaran la utilidad de la representacion
algebraica de la funcion como la manera de obtener un conjunto de valores de la

variable dependiente por cada valor que toma la variable independiente.

En la tabla 4.2.4.2., se presenta el resumen de los resultados obtenidos de la
actividad 4 respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas

instrumentadas.

De acuerdo a sus comportamientos se ha asignado un puntaje de la siguiente
forma:
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2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del
investigador; 1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y
requieren de la ayuda del investigador; 0, si no pueden disponer de sus conocimientos

(en el caso de la representacion figural y algebraica) y necesitan ser guiados por el

investigador.
0 > <))
< e > o J=
o £l g | =8| =8| 5. 28| 95| ¢
TI Descripcién. 5| | 0o 9| 82| 8| 8w| @=| §
an = an - —~w| g9 o @ g s =
& 28| 5% §E| 28| 3| S §| *~
£ 8] S2| 8| £S5 58| =8| =
Construyen la representacién 50
TI-F | geométrica figural del problema | 1 1 1 1 1 1 1 o
con Geogebra. ’
Elaboran tabla que incluye
valores de la distancia de la 4 9 9 9 9 9 9
pantalla al observador y valores
del angulo visual del observador.
100
TI-N .
Completan tabla con los cambios %
de la distancia de la pantalla al
observador, cambios del angulo | 6 2 2 2 2 2 2
visual del observador y la razén
de cambio.
Grafican y wunen los puntos
correspondientes a los valores de 100
TI-G | la distancia de la pantalla al | 5 2 2 2 2 2 2 0
. %
observador y valores del angulo
visual del observador.
Determinan la representacién de
forma algebraica del 4angulo 9a 50
TI-A | visual del observador en funciéon 90’ 1 1 1 1 1 1 o
de la distancia de la pantalla al ’
observador y grafican la funcién.
o . .
% Puntaje por estudiante. 30% | 80% |80% |80% |80% | 80% (’;5
0

Tabla 4.2.4.2. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 4 respecto al comportamiento de los
estudiantes acerca de las técnicas instrumentadas.
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w 1) <))
< 8 >y o > g =
. £ | o g > g ] S
AM Acciones g2 3'8 >3 g 2 o R 3 5 i
oY w0l ohgys 0| ES S
| FEEe 5E 38 S| S 5| N
£ 5SS edad =8| 58 X
Ident}flcan dimensiones que | 9 9 1 1 1 9
cambian.
AMO | Identifican dimensiones que no 3 1 1 1 1 1 1 67%
cambian.
Determman el dominio de la variable 51 9 9 1 1 1 9
independiente.
Asignan en el eje x, a la distancia del
AM1 observador a la pantalla y la medida | 5 a 2 2 1 2 2 2 92%
del angulo del observador al eje y.
Coordinan la direccién de cambio de
AM2y | la distancia de la pantalla al o
AM3 observador con los cambios del de 2 2 1 2 2 2 92%
angulo visual del observador.
Identifican el intervalo de la
distancia en el que el cambio de la | 6a 2 0 0 2 2 2
medida del angulo es mayor.
Identifican el intervalo de la 0
AM4 distancia en el que el cambio de la | 6b 2 2 0 2 2 2 56%
medida del angulo es menor.
Identlflcan. el §egrr}?nto de la grafica 6 e 9 0 0 0 0 0
con mayor inclinacion.
' Determinan la sol,uglon del problema 54 9 9 9 9 9 0
Soluci | de acuerdo a la grafica.
6mn al 33%
proble | Determinan la solucién del problema | 7, 8
ma de acuerdo a todo el analisis 2 2 2 2 2 0
realizado.
. . 95 | 75 | 45 | 75 78%
0, 0, 0,
% Puntaje por estudiante. o, o, o o 5% | 65%

Tabla 4.2.4.3. Resumen de los resultados obtenidos de la actividad 4 respecto a sus comportamientos en las

acciones mentales de razonamiento covariacional.
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Conclusiones sobre las acciones instrumentadas de la actividad 4.

» Al realizar la representacion figural del problema en el software, los
estudiantes inician con el trazo de los objetos que tienen medidas constantes,
las cuales no tienen dificultad para reconocer y trazar, sin embargo, todos
tienen dificultades para identificar a valores que son variables y ubicarlos en
el plano, por ejemplo, no podian determinar la ubicacion del observador en el
plano cartesiano y no fue tan evidente identificar al angulo visual del
observador a la pantalla como una medida que cambia y hacer los trazos que

lo representara.

» En la elaboracion de la tabla de valores y gréfica de puntos, no tuvieron

dificultades.

» La representacion algebraica fue discutida de forma grupal, con preguntas
guiadas por parte del investigador, los estudiantes identifican dos triAngulos
rectdngulos y la tangente de sus angulos. No recordaron como obtener la
funcién inversa de la tangente para despejar al angulo, pero si determinan
gue mediante la resta de los angulos se puede obtener la funcion del angulo

buscado.

En la tabla 4.2.4.3., se muestra el resumen de los resultados obtenidos respecto
a sus comportamientos en las acciones mentales de razonamiento covariacional. La
clasificacion del puntaje se ha determinado como sigue:
2, si los estudiantes tienen un dominio sobre la accién mental; 1, si la respuesta de los
estudiantes es parcialmente correcta; 0, si presentan dificultades para interpretar la

informacion respecto a los niveles de razonamiento covariacional.

Conclusiones respecto a las acciones mentales de razonamiento covariacional.

» La mayoria de los estudiantes identifican solo a una de las dos variables y a
una de las dos constantes involucradas en el problema. Respecto al intervalo
del dominio sefialan como valor minimo cero y algunos no sefialan el valor
maximo de acuerdo al contexto del problema sino al valor maximo con el que

construyeron la tabla. Con estas respuestas tal parece que no estan del todo
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involucrados en el contexto del problema, ya que serd dificil que el
observador pueda tener un buen angulo de observacion a la pantalla si su
distancia a la pantalla es cero y en cuanto a la distancia maxima, en su
actividad se ha puesto una nota en la que indica que la banca mas alejada se

encuentra a 20 metros de distancia.

» En cuanto a las acciones mentales AM1, AM2 y AM3 muestran un mayor

dominio.

» Respecto a la coordinacion de la razon de cambio, la mayoria de los
estudiantes puede identificar de forma correcta los intervalos donde hay un
mayor o un menor cambio. Sélo un par de estudiantes continda con la
dificultad para diferenciar entre el comportamiento de los cambios y el

comportamiento de valores que toma la variable dependiente.

La pregunta con la cual se esperaba que relacionaran la pendiente de las rectas
secantes que unen dos puntos con la razén de cambio, no fue clara para los

estudiantes y solo un equipo ha podido identificar la recta con mayor inclinacion.

4.2.5. Andlisis de resultados del post test.

4.25.1. Problema 1.

Técnica instrumentada: TI-F.
Descripcion: Construyen la representaciéon geométrica figural del
problema con Geogebra (pregunta 1).

Comportamientos.

El post test se realizé de forma individual y se les sugiri6 a los estudiantes
realizar la representacion figural en Geogebra. El dia en que se llevo a cabo el post test
solo acudieron 9 estudiantes, de los cuales Jorge y Cristian realizaron la representacion
figural, Karla, Obed, Piedad, Marco y Alejandro pidieron a sus comparferos que les
permitieran explorar su construccion. Enrique y Celestino no usaron el software
dinamico.
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En el transcurso de las actividades cinco estudiantes llevaban su laptop, pero el
dia en que realizaron el post test solo dos estudiantes la llevaron, esta fue la razén por

la cual no todos construyeron la figura y las representaciones tabular y gréafica.

Los estudiantes que la realizaron tuvieron dificultades para hacer la construccion
de la figura en el software, ya que no podian relacionar el largo y el ancho del terreno.
Para que pudieran avanzar en el post test se les ayudd con la construccion para que se
concentraran en explorar los cambios de las variables. Para hacer la tabla de valores y

la grafica de puntos no tuvieron dificultades.

Accién: AMO.

Descripcion: Identifican variables, constantes, y el dominio de la
variable independiente, el cual tiene sentido para el problema
(preguntas 2, 3y 4).

Comportamientos.

De todos los estudiantes solo Jorge ha podido identificar las tres variables que
corresponden al largo, el ancho y el area del terreno, los demas identificaron
Unicamente el largo y el ancho, Celestino menciona que todos, pero no especifica a que

se refiere. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.1.

El hecho de que Jorge pudiera identificar a las tres variables puede atribuirse a
que €l ha hecho la representacion figural y en su exploracion es mas facil para ellos
identificarlas.

Estudiantes | Respuestas

. De acuerdo al problema, gqué medidas cambian? =

Jorge By b, Ate i e laram oy POEA
. 1. De acuerdo al problema, jqué medidas cambian? |
Alejandro Lot 0 i i w v e e wi |

Figura 4.2.5.1.1 AMO. Identifican variables.
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En cuanto a las medidas que no cambian, dos estudiantes identifican al
perimetro, tres estudiantes no sefialan como tal al perimetro sino los metros de valla,
tres estudiantes sefialan de forma equivocada al area y Marco no identifica a ninguna

medida que no cambie. Ejemplos de sus respuestas se muestran en la tabla 4.2.5.1.2.

En cuanto al intervalo del dominio de los valores de las variables de largo y
ancho, cuatro estudiantes sefalan el intervalo (0, 200) para las dos variables el cual es
correcto, Jorge determina de forma equivocada que el intervalo es (0, 100) para las dos
variables, Cristian sefiala 200 para las dos variables pero no indica un intervalo que
contenga el valor minimo, Karla solo sefala el valor de 100, Piedad indica un 130 para
el largo y un 70 para el ancho, finalmente Celestino no contesta. Algunas de sus

respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.3.

Estudiantes | Respuestas
. 2. 0ué medidas no camblan®
Piedad .
. 2. ¢BQue medidas no cambian?
Alejandro e | .
Cristi 2. ¢Qué medidas no cambian?
ristian L4 S R o £ b eonmncs
£, dLhke medidas no camalany
Marco
Figura 4.2.5.1.2. AMO. Identifican constantes.

Aungque Jorge ha hecho la representacion figural, no ha podido identificar de

forma correcta el dominio de las variables.

Piedad mas bien sefiala un valor posible para la medida de largo y otra para la

medida de ancho pero no determina un intervalo.
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De acuerdo a los resultados de las actividades anteriores, el hecho de hacer la
exploracion en la figura dindmica hace mas sencilla la identificacion del intervalo del

dominio de las variables.

Estudiantes | Respuestas

Marco 3. ¢Cual es el intarvale de valores posibles para la madida del largo del ierranc?

4. :Cudl es el Interyalo de valeres pesibles para la madida de! ancho del t1erreno?

a5J

Jorge 3. 4Cual &g el intervalo de valore2 posibles para la rqadi:ia el largo del lerrene?

Yook ) 4 I Errat e

L D'i‘ ! Go { LI i) ¢
] , ' -

4, 4Cudles el niervalo de valores posicies para 'a madida del ancho del lerrena?

(0, 100)
Cristian 3. jCusl es el intervale de valores posibles pars = medids d=l lzrgo del terrenc’?
s o0

4. jCudl es el intervalo de valores posibles para la medida del ancho del termenc?

gt o

Karla 3 iCual es elimeralo de valores posibles para la medioa del largo d=l ferranc?

1707
(LN

4. pCual 25 el imteralo de valores posibles para la medida dal ancho del fesvaeno¥
It

Piedad 3. ¢Cual es el intervalo de valcres posibles para la medida dal large del tarrena?

4. 1Cudl es el ntervalo de valores posoles para la mecida del ancho del terreno?

Figura 4.2.5.1.3. AMO. Respecto al dominio del largo y el ancho.
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Técnica instrumentada: TI-A.
Descripcion: Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en
funcién del largo (pregunta 5).

Comportamientos.

Piedad es la Unica estudiante que determina al ancho del huerto en funcion del
largo. Karla lo intenta pero tiene errores de operacién (ver . Sus expresiones se

presentan en la figura 4.2.5.1.4.

Estudiantes | Respuestas

b, Ewpresa el valor el ancho 0w del terrzne en funcidn dal larga (.

¥ : - 1 = A

Piedad

9. Expresa el valor del anche (w) del erreno e funglcn del [aasga (i)
Karla oy :

Figura 4.2.5.1.4. TI-A. Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en funcién del
largo.

Técnica instrumentada: TI-A.
Descripcion: Determina de forma algebraica el area del huerto en
funcién de su medida de largo (pregunta 6).

Comportamientos.

En consecuencia de la respuesta anterior, solo Piedad determina la expresion
para determinar el area del huerto en funcion de su largo, aunque tiene un error al

escribir la expresion, ya que ha cambiado la letra | por h, si se toma en consideracion
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que la expresion que representa al ancho en funcion del largo la ha obtenido de forma
correcta, su error se podria considerar como una distraccion. El razonamiento de Karla
es escribir la formula del area, pero no puede establecer la funcién, sino que da valores
determinados al largo y al ancho para obtener un valor de area especifico. Sus

resultados se muestran en la tabla 4.2.5.1.5.

Estudiantes | Respuestas

6. Expresa el valor del area del terreno en funcion del largo (f).

Piedad Dy oo i nor a
L =I5 ¥ \ﬂ, ';?'“. = { LY E‘C_}(”-, = ":,—1‘\}

6. Expresa el valor del area del terreno en funcion del largo (f).
Karla ]

|
{ - N x 4 ’ 3 A
<\ U o 17112 ¢ —

Figura 4.2.5.1.5. TI-A. Determinan de forma algebraica el ancho del huerto en
funcién del largo.

Accién: AM2.
Descripcion: Coordinan la direcciéon de cambio del area con los cambios
del largo (pregunta 7).

Comportamientos.

La pregunta que tiene que ver con esta accidn mental, es contestada solo por
cuatro estudiantes, de los cuales tres son los que utilizaron el software y realizaron

tablas de valores.

Marco ha sido el Unico estudiante que determina de forma correcta la direccién
del cambio del area de acuerdo a los cambios de la base, pues indica que las medidas

del area aumentan y disminuyen.

Karla determina que el area aumenta conforme aumenta el largo, Cristian solo
seflala que las medidas varian y los demas estudiantes contestan que el area

disminuye, lo que al parecer, en su respuesta han confundido el comportamiento del
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area con el comportamiento del ancho del terreno. Ejemplos de sus respuestas se
muestran en la tabla 4.2.5.1.6.

Estudiantes | Respuestas

Marco 7. ATamo cambian |35 medidas del drea del terene conforme las medidss del Brgo aumentan?

Karla 7. ¢Coémo cambian las medidas del area del terreno conforme las medidas del largo aumentan?
Ve s el Qe N AMenTan O (ontnmi e 71 !"’ [fal®]

Cristian 7. ¢Cémo cambian las medidas del area del terreno conforme las medidas del largo aumentan?
I w i wwnoD PO RO A owtindgy
l_:-‘:-xt’--.-— fa e .ﬂ‘—.-\ ey i:\‘—_\ ‘r‘.‘\:\-".-‘.- ) =i { Sule -.-\-n.,x._‘ ,n.‘:\-‘\

Jorge 7. gComo cambian la3 medidas e drea del terreno conforme las medidas del largo aumeantan?

Figura 4.2.5.1.6. AM2. Coordinan la direccién de cambio del area con los cambios del largo.

Accién: AMS3.
Descripcion: Coordinan la razéon de cambio del area respecto a los
cambios del largo (pregunta 9).

En relacion al comportamiento de los cambios del area en los puntos mas altos
de la grafica, se esperaba que los estudiantes reflexionaran que en tales puntos los
cambios son mas pequefios, la respuesta que mejor se acerca a la respuesta esperada
es la de Marco, quien puede identificar que “comienza aumentando mucho y después
poquito”, las respuestas de Piedad, Karla, y Cristian se pueden considerar que se
refieren a la direccion del cambio. Alejandro, Obed y Jorge han vuelto a tener
dificultades sobre diferenciar entre el comportamiento de los cambios del area y los
valores del area, la respuesta que dan es que “aumenta”. Dos estudiantes no

contestaron. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.1.7.
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Estudiantes | Respuestas

9. ¢Como cambia el drea en los puntos mas altos de la grafica?
Cristian Oue  lleopineda heala @\ swen a\le evvmero o

A1 Ay

. 8. LCome cambiz el &rea en los punlos mas alos dz 2 grafica?
Piedad PN S _ ] . [
8. 4%0mo cambia al Arza en los peatos mas alos & |a grafics?
Marco o e fuy o T T Cru e ask ey sachn Lp w3 ipr, i 'Ir'_
1 " v 1 iV
9. ;Como cambia el area en los puntos mas altos de la grafica? , ; ;
> ] N J / / i
Kar].a \Un L 1y Jf’ ldivile) 22y Nea o [72a) f‘f‘--""/’“-( w1 At (2 N IR <ls) P [
, F‘:J Jan ,"gg‘" o
Obed 9, ACGmo cambia gf ares en los puntoz més alies de b gréfica?
e

LIVIL! e r': i

Figura 4.2.5.1.7. AM3. Identifican el comportamiento del cambio del cambio del area en los
puntos mas altos.

Accion: AM4.
Descripcion: Coordinan la razéon de cambio del area respecto a los
cambios del largo (pregunta 8).

En la pregunta 8 se cuestiona acerca del intervalo de la base donde el area

disminuye mas.

Tal como puede apreciarse en la tabla 4.2.5.1.9., dados los cambios uniformes
del largo cada 10 unidades, el intervalo en el que el area disminuye mas es en (190,
200).

Cuatro estudiantes dieron el intervalo (190, 200) el cual es correcto si
consideraron los incrementos uniformes del largo de 10 unidades, dos estudiantes
indicaron 195, no dan un intervalo pero si ellos consideraron incrementos del largo de 5
unidades, pudieron haber visto que el area disminuye mas en el intervalo de 195 a 200
aunque se olvidaron de mencionar el 200 (ver sus ejemplos de sus respuestas en la

figura 4.2.5.1.8).
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Estudiantes Respuestas

Marco 8. LEn gué intervalo de valores de la medida del largo, el drea disminuye mas?

Piedad 8. ¢Enqueintervalo de valares de la medida del largo, el drea disminuye mas?
e =

Figura 4.2.5.1.8. AM4. Coordinan la razén de cambio del area con los cambios del largo.

Al B | ¢ | p]| E| F

1 | ancho |largo | area 12-11 | AZ2-A1 | A2-A1q12-11

2 200 0 0

2 130 10| 1900 10 1900 190
4 180 20| 3600 10 1700 170
5 170 30| S§100 10 1500 150
@ 160 40| G400 10 1300 130
7 150 50 7500 10 1100 110
g 140 60 2400 10 900 90
g 130 70/ 9100 10 700 70
10 120 80| 9800 10 500 50
11 110 90| 9900 10 300 30
12 100 100 10000 10 100 10
13 80| 110 @go0| 10 -100 -10
14 80 120 9600 100 -300 -30
15 70 130 9100 10 -500 -50
16 BO| 140 8400 10 -700 -70
17 50 150 7500 10 -900 -90
18 40| 160 G400 10 -1100 -110
19 30| 170 5100 10 -1300 -130
20 20 180 3600 10 -1500 -150
21 10| 190 1900 10 -1700 -170
22 0 200 o 10 -1900 -190

Figura 4.2.5.1.9. Tabla de valores que muestra valores del largo, del ancho, area, cambios del
largo, cambios del area y la razén de cambio de los cambios del area respecto a los cambios del
largo.

Solucién al problema (pregunta 10).

Comportamientos.
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Cinco estudiantes determinan de forma correcta las medidas del largo y ancho
del terreno de 100 x 100 metros con las cuales se obtiene el huerto de area maxima.
Piedad y Cristian sefialan que con 110 de largo y 90 de ancho se obtiene el huerto con
mayor area. Dos estudiantes no contestaron. Algunas de sus respuestas se muestran
en la figura 4.2.5.1.10.

Estudiantes | Respuestas

10, LCudles son las medidas del largo v anche del tereno de tal forma que se cbbenga un drea
Marco mMaxmay

10. ;Cuales son las medidas del largo y ancho del terreno de tal forma que se obtenga un area

Axima’?
Karla maxima v ) E \ « )
&/an O el invan  Seo W8 v el anche 1geal
[ N [V,

10. ¢ Cuales son las medidas del largo y ancho del terreno de tal forma que se obtenga un area

Piedad méxima? . .
’f{\ L‘l’? ‘{"\-H‘h. 0 E} OAO (ji.? Ao \s o

=

Figura 4.2.5.1.10. Determinan las medidas del largo y ancho del huerto con las cuales se obtiene
un area maxima.

En la tabla 4.2.5.1.1., se presenta el resumen de los resultados obtenidos del
post test del problema 1. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las
técnicas instrumentadas y las acciones mentales de razonamiento covariacional se ha

asignado un puntaje de la siguiente forma:

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del investigador
o bien, si los estudiantes tienen un dominio sobre la accibn mental de razonamiento

covariacional;

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la
ayuda del investigador o bien, si la respuesta relacionada a la accion mental de

razonamiento covariacional es parcialmente correcta;

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por
el investigador o bien, si presentan dificultades para interpretar la informacién respecto

a los niveles de razonamiento covariacional y contestar de forma correcta.
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Acciones

Preguntas

Enrique

Obed

Jorge

)Alejandro

Karla

Cristian

Piedad

Marco

Celestino

% Puntaje

TI-F

Realizan la
representacién figural
en Geogebra

o

o

=

o

[y

[y

]

o

20

TI-A

Determinan de forma
algebraica el ancho en
funcién del largo.

Determinan la funcién
del 4rea en funcién del
largo.

10
%

AMO

Identifican variables.

Identifican constantes.

Identifican el dominio de
las variables largo y
ancho.

w

60
%

AM2

Coordinan los cambios y
la direccién de los
cambios del area
respecto a los cambios
del largo.

10
%

AMS3

Determinan el intervalo
donde el area disminuye
mas.

40
%

AM4

Coordinan la razén de
cambio de la altura
respecto a los cambios
del radio. Area cambia
mas

70
%

Sol.

De acuerdo al andlisis
de todas las
representaciones.

[y

60
%

% Puntaje por
estudiante.

20
%

50
%

40
%

50
%

40
%

40
%

60
%

60
%

20
%

42
%

Tabla 4.2.5.1.1. Resumen de resultados del post test (problema 1).
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4.25.2. Problema 2.

Accién mental: AMO.
Descripcién: Identifican variables y constantes (pregunta 1).

Comportamientos.

Se espera que los estudiantes identifiquen como magnitudes variables al tiempo
y a la distancia entre los dos navios e identifiquen como magnitudes constantes a la

velocidad de los navios y la distancia del punto de partida del segundo navio al muelle.

Los estudiantes hicieron referencia a algunas de tales magnitudes constantes o
variables, pero ninguno expresd a todas en conjunto, el mas cercano a la respuesta
esperada fue Cristian quien sefiala que las medidas que no cambian son la velocidad y

la que cambia es la distancia.

Piedad no identifica entre las magnitudes a la velocidad y se refirié a ella como
los kildbmetros, por lo que indica que lo que cambia es el tiempo y la distancia y lo que
no cambia son los kilbmetros. Karla llama también kildbmetros a la velocidad, pero a
diferencia de Piedad, sefiala solo a la distancia como la medida que cambia y los

kilbmetros como lo que no cambia.

Enrigue sefala que el intervalo de tiempo no cambia y lo que cambia es la
distancia conforme el tiempo transcurre. Al parecer ha querido referirse a la velocidad a
la que viajan los navios los cuales viajan a diferente velocidad pero esa velocidad es

por hora.

Los cinco estudiantes restantes sefialan literalmente que 15km, 20t, 10t no
cambian y que d (t) cambia. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la
figura 4.2.5.2.1.
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Estudiantes | Respuestas
Cristian 1. De los datos pr-::-pn:rcluna:l:ns en el pr-:b|=-n1.a goudbes cambizn ',r-:J.rélns. na cambian’?
bieo  oorn'm Lo Ansheansag WEl eyoe bes pveheencho
1 =1 l'- oL ) = )
Piedad 1. De log datos propescionades en el problema, Joudles cambian ¥ cudkes no cambian?
I E, Lins bt -
_.._'-_. el Ll i
Karla 1. Da loz -:I.=1n::~s |:-rl:|:c~r' ianados en el ||::*'-:u..-la,m'| deuales can |bmn ¥ l:ualu. no cAMDlany
_rmmbia [ad Kile m glrod B I v Al e I
Enrique 1. Delos datos proporctonados en ei preblema, ¢cuéles cambian y cudles no camblan’P
El'sntervaly de . 1feps Na cambfa Lo A9stona Gialr8or
aorfoime A tawve tronsCura
— :
|
Jorge 1. De los datos proporcmnados en el problema, ¢ cuéles cambian y cuales no cambian?
5 km 2 04 104 .~ hn comM\ian A S e W
Figura 4.2.5.2.1. AMO. Identifican variables y constantes.

Técnica instrumentada: TI-A.
Descripcion: Determinan de forma algebraica la distancia entre los
dos navios en funcién del tiempo (pregunta 2).

Comportamientos.

Cinco estudiantes (Celestino, Marcos, Jorge, Alejandro y Obed) intentaron
determinar a la funcién de forma algebraica mediante el teorema de Pitagoras, pero
tuvieron dificultad para identificar a la variable independiente (tiempo), y consideraron
solo a las magnitudes constantes, de las cuales tampoco identificaron que una de ellas
hace referencia a una distancia y las otras dos se refieren a velocidad y por lo tanto no
pueden operarlas como términos semejantes. Karla busca de forma equivocada
establecer una relacion trigopnométrica, es claro que tiene dificultad para identificar a los
valores constantes, variables y que se requiere determinar la distancia entre los dos
navios en relacion al tiempo. Algunos ejemplos de sus respuestas se muestran en la
figura 4.2.5.2.2.
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Estudiantes

Respuestas

Obed

Il [os barcos salen al mismo tiempo; uno de un muellz, con direccién hacia el sur y con
velocidad de 20 kmih. El ctro parte hacia el muelle desde un punto que se encuenira a 15
km al ceste, a 10 kmih, 4 En qué momenle se encuentran mas préximos estos dos navios?

La representacion geomélrica g2 muestra en la siguiente figura:

L R B i d

i (& TN

T
(
|

Marco

Il Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con direccidén hacia el sur y con
velocidad de 20 km/h. El otro parte hacia el muelle desde un punto que se encuentra a 15
km al oeste, a 10 km/h. ¢ En qué momento se encuentran mas préximos estos dos navios?
La representacion geométrica se muestra en la siguiente figura: 4

15~

\ 7"

. gl — ———— —lﬁlnn(----b-{».
§ 5 4 5

~ \J\ | 297 b
>‘77 LAT i

158 e

5 15254 voo

Karla

2. ;Cuél es = funcién con la que se puede obtener la distancia entre los dos navios de
acuerdo al tiempo?
|

- \
lan =

Figura 4.2.5.2.2. TT-A. Ejemplos de los intentos de los estudiantes para obtener la expresién

algebraica de la distancia entre los navios en funcién del tiempo.
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Accion mental: AM1.
Descripcion: Coordinan los valores de la distancia entre los dos navios
con relacién a los cambios del tiempo (preguntas 3a y 3b).

A los estudiantes se les proporciona de forma impresa la grafica que representa
al tiempo y la distancia entre los navios y la tabla con valores del tiempo, la distancia,

sus cambios y la razon de cambio.
Comportamientos.

Siete de los estudiantes identifican de forma correcta que la coordenada de los
puntos indican el tiempo representado en el eje x y la distancia entre los navios se
representa en el eje y. Cristian y Karla han asignado a la distancia al eje x y el tiempo al
eje y. Estos estudiantes trabajaron juntos durante las actividades y no tuvieron
dificultades al respecto, asi que su error puede deberse a una distraccion porque de lo
contrario no tienen bien claro que la coordenada horizontal se representa habitualmente
por la letra X, y la coordenada vertical se representa por la 'y puesto que los ejes estan
rotulados. Otra explicacion puede ser que la representacion dinamica les ha ofrecido
una mejor comprension para coordinar los cambios. Los ejemplos de sus respuestas se

muestran en la figura 4.2.5.2.3.

Estudiantes | Respuestas

Celestino a) Qué infermaciin propercicna ka coordenada x7

R ¥ e T

B LQue i.l“-lﬁ-'rn;.lci{:-"n proporciona la coordenada y?

1 N — il

= = T

Cristian , ; = !
a g e infarrmacion proporciona la coordenada x?

-1 1 = fhm e
e |

By 2Que informacian proporiona B coordenada y?

Figura 4.2.5.2.3. AM1. Asignan las variables a los ejes coordenados.
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http://es.wikipedia.org/wiki/Y

Acciéon mental: AM2.
Descripcion: Coordinan la direcciéon de los cambios de la distancia
entre los dos navios con relacién a los cambios del tiempo (pregunta 3

c).

Comportamientos

La mayoria de los estudiantes (excepto Cristian y Karla), han identificado la
direccion del cambio, pues indican que los navios primero se acercan y después se
alejan. Cristian sefiala que los navios se van alejando conforme transcurre el tiempo y
Karla determina que la distancia va aumentando de 0.1, 0.2, asi que tal parece que ella
se refiere a los cambios del tiempo y no al cambio relativo entre el tiempo y la distancia.

Los ejemplos de sus respuestas se muestran en la figura 4.2.5.2.4.

Estudiantes | Respuestas

Piedad ) ;-'_:C,ﬁ-rnu-s.e.c,c-:np:lrta la distancia entre los navios a medida gue el tempo transcume?

1y 7
f A ] P Sl

[l e i P ol I = bl A e - e ik __'
| |

[y rFli# nf ., f - 2 F i T AN I T =rd

[ Fr

-

o A ] - g - | = 1 R

d) LEngué intervalo de tiempo los navios estan mas cerca

Marco y Gl LGdmo se comporia la distansia entre los navics a medida qua el tiempo transcume?
Celestino (e tpmneAtanAdn  de ol g2
Cristian

c) 4 Camo se comporta la distancia entre los navios a medida que &l tismpo transcure?

Oy efeben s Corw gkt pevey ap’ v donerede
1 l
o i LT AL i ) L N S L ]

e

Figura 4.2.5.2.4. AM2. Coordinan la direccion del cambio entre las variables tiempo y distancia
entre los navios.

Accion: AM4 y soluciéon del problema.
Descripcion: Coordinan la razéon de cambio de la distancia entre los
dos navios con relacién a los cambios del tiempo (pregunta 3 inciso d).

Comportamientos.
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En la figura 4.2.5.2.5., se muestran los intervalos de tiempo que han sefialado los

estudiantes en la pregunta referente al intervalo en que los navios estan mas cerca.

Estudiantes Los navios estan mas cerca

Intervalos correctos | (0.2, 0.3) y (0.3, 0.4),

Enrique (0.2, 0.3)

Marco 0.2, 0.3)

Piedad 0.2, 0.3)

Karla 0.2, 0.3)

Celestino (0.3, 0.4)

Cristian 0.3

Obed (1, 1.1

Alejandro (1, 1.1

Jorge (1,1.1)

Figura 4.2.5.2.5. AM3. Intervalo de valores del tiempo
en que los navios estan mas cerca.

El intervalo (1, 1.1) es el punto mas alto de la gréfica, tal parece que los
estudiantes que han sefalado este intervalo han pensado que el punto mas alto indica
gue los navios estdn mas cerca, ya que en los problemas anteriores se buscaba un
punto maximo, asi que les hace falta analizar la informacién asociada con el contexto

del problema.

Accion: AM4.

Descripcion: Coordinan la razéon de cambio de la funciéon con
incrementos uniformes del cambio en la variable independiente
(preguntas 3 incisos e, fy g).

Comportamientos.
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En la figura 4.2.5.2.6., se muestran los intervalos que los estudiantes han

sefalado respecto a la distancia a la que se alejan o se acercan los navios mas rapido

a mas lento.

Estudiantes Los navios se Los navios se Los navios se
acercan mas acercan mas alejan mas
lento rapido rapido

Intervalos correctos | (0.2, 0.3) 0, 0.1) (1, 1.1)

Jorge (0.2, 0.3) (0,0.1) (1, 1.1

Celestino (0.2, 0.3) (0,0.1) (1, 1.1

Marco (0.2, 0.3) (0.1, 0.2) (1, 1.1)

Enrique (0.3, 0.4) (1, 1.1 0.2, 0.3)

Obed (0.1, 0.2) (0.3, 0.4) (0.6, 0.7)

Alejandro (0.1, 0.2) (0.3, 0.4) (0.6, 0.7)

Piedad (0,0.1) (0.2, 0.3) (0.9, 1.0)

Cristian (1, 1.1) (0, 0.1) (0.6, 0.7)

Karla (0,0.1) (0.2, 0.3) (1, 1.1)

Figura 4.2.5.2.6. AM4. Intervalos de valores del tiempo en que los navios se acercan

maés lento, se acercan mds rapido y se alejan mas rapido.

Como puede observarse, Jorge y Celestino han contestado de forma correcta.
En cuanto a Jorge, se puede obtener de forma integra de acuerdo a su respuesta y a su
justificacion (ver figura 4.2.5.2.7.), su comprension de los cambios de una funcién en
cuanto las cuatro acciones mentales de razonamiento covariacional. En cuanto a la
AM1 puede determinar que la distancia y el tiempo cambian. En cuanto a la AM2, es
evidente que la ha desarrollado de forma correcta ya que puede identificar cuando los
navios se acercan y cuando se alejan mientras que el tiempo transcurre. Respecto a la
AM3 ha podido coordinar que el intervalo de tiempo es uniforme, mientras que la

cantidad de cambio de la distancia entre los navios es mayor en el intervalo (1, 1.1), (si
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bien, el estudiante ha expresado que los navios avanzan méas en lugar de decir que la
distancia entre los navios es mayor, lo que vale la pena destacar es que ha podido
coordinar la cantidad de cambio de las variables). Finalmente, en cuanto a la
coordinacion de la razon media de cambio, el estudiante da evidencias de haber
logrado comprender el cambio relativo entre las variables, ya que ha logrado identificar
los intervalos en que el cambio es mayor o menor respecto a la unidad de medida (0.1
horas), pero ademas, ha relacionado de forma visual la pendiente de las rectas

secantes con la razdon de cambio.

‘npo los navios se acercan mas lento?
dbﬁ [Lk 1 NE Ll hi @iy 25

0 los navios sa\acercan mas rapido?
[’O 0.4\ Lo \&\(\I.IGGDI‘

‘navios se lejan mas rapido?
G Pe vONTAN.

2k

Figura 4.2.5.2.7. Justificacién de las respuestas de Jorge con las preguntas
relacionadas a la comprension de la razén de cambio.

Por otro lado, Enrique es otro estudiante que da muestras del acercamiento que
tuvo al concepto de razon de cambio, aungue la respuesta de la pregunta 3, inciso e no
se le consideré correcta ya que se cuestionaba acerca del intervalo de tiempo en que
los navios se acercaban mas lento (confusion acerca de la AM2), él indicé el intervalo
en el que se alejaban mas lento, pero lo que es interesante resaltar es que en su
justificacion comprende a la razén de cambio como el cambio por unidad de
comparacion ya que expresa que los navios tienen un acercamiento menor en el

mismo lapso de tiempo (ver figura 4.2.5.2.8.).

e} pEnquéinteralo de tiempa los navios se acercan mas lenta?

(,l{‘.‘l.h?_c . BT oy I'r‘_t'flwn Ol el erwe e OO o g

=T ey e ST mn

Figura 4.2.5.2.8. Justificacién de la respuesta de Jorge de la pregunta 3e relacionada a
la comprensién de la razén de cambio.
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La justificacion de las respuestas de Celestino (ver figura 4.2.5.2.9), son visuales,
aunque no se puede determinar si lo que observo fue el comportamiento de la razén de
cambio en la tabla o lo hizo de forma grafica al relacionar las pendientes de las rectas

secantes.

Karla ha sefialado los intervalos incorrectos (ver figura 4.2.5.2.9), en la
justificacion de sus respuestas se puede apreciar que no analizé el comportamiento de
los cambios, ella no considera un cambio relativo entre la distancia entre los navios y el

tiempo, solo hace referencia a la distancia que recorren.

En cuanto a los deméas estudiantes, en algunos casos dan los intervalos

correctos y en otros no, pero no han justificado sus respuestas.

Estudiantes | Respuestas

Celestino 2) ¢Enquéintervalo de uempo los navios se acercan mas lento? .
‘r"i ). L A TR ?ﬁxquv e N e \ .er\’:\C,Q\’CL‘
L2 e WYL ca acefcard e nto,
4 E'\ qué infervalo de tlempo los navios se acsrcan mas rapido?
r.r\ .k.z’ \\ (-) . p’)‘(’\df‘ < - (\rrAY"ODn" '{Q eN

—{‘f-.J’l._P.Q"x VAR
LEn quéirtervalo de tiempo los navios se alejan mas rapide?

-

)

el 1 u\~"\ 1. Tavaus ‘Srjcede U0 camoin

dcmaciaodo e\ evodo.

gEnqué inkervala do tiermpo los navios se acercan més lenta’¥

——

Enrique &

_l‘ﬂ-au;—" J'-'ﬁ o I'r‘_t'_-e'l fo o ovcelcrw serde merdr

(4} Yy o hr“ Aer =12 P e

fi ¢Enqué :nhar'.'a'-u de tiempo oS navios se acercan mas rapldo’ | . ]
II' |I P'l“\l [ tfl ORIy :f"\.-L.-'Ln e I I o ".‘.'.-..

q) iEnquéintervalo de tlempcl Iz navios = alejan mas rapido? .
() .':.-\:l,_J'?h'l n® AN T A = N als] e e

ped QN (00 : —
Karla ) g,En U inter'-'alo de tiempe los navias se acercan mas lenta?

] i [
Ern @ 1ﬂ*l‘""r o me 0 s Al oo ta --il"x‘l'.rlr""-' i |!""J.|"| s -

JLL e:u i ,:-:f:u_
fi  ¢Enquéintersalo de uampc:- loa navios e acercan mas ré\pll:l-:'?

£r el inleceile Az 22 s &3 pheowe o ,_',I!.:*:'-»'-':.'.:'!c.l_’—,'l'“ _han
cefnrpidt lem bire feoce Ae  prercefinn woed i
g c,En que intervale do tiempe los navios e algjan mas rapkzln 7
_fip ~‘3.| r‘*-::.a:f-:,_"l“ 1 rop f.d g Lt A orvevdn o o wue ban
LNl R R r‘-I (3 5% Fam 2. '-"_‘ o pdl

Figura 4.2.5.2.9. AM4. Coordinan la razén de cambio de la distancia entre los dos navios con incrementos
uniformes de cambio del tiempo.
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En la tabla 4.2.5.2.2., se presenta el resumen de los resultados obtenidos del
post test. Respecto al comportamiento de los estudiantes acerca de las técnicas
instrumentadas y las acciones mentales de razonamiento covariacional se ha asignado

un puntaje de la siguiente forma:

2, si realizan las técnicas instrumentadas de forma correcta y sin ayuda del investigador
o bien, si los estudiantes tienen un dominio sobre la accibn mental de razonamiento

covariacional.

1, si realizan las técnicas instrumentadas con algunas dificultades y requieren de la
ayuda del investigador o bien, si la respuesta relacionada a la accién mental de

razonamiento covariacional es parcialmente correcta.

0, si no pueden disponer de sus conocimientos y necesitan ser guiados totalmente por
el investigador para realizar las construcciones o bien, si presentan dificultades para

interpretar la informacion respecto a los niveles de razonamiento covariacional.

w o [«)]
. 8 o L] c g <
AM Acciones o = "g = o ° .3 -
Bl & | gl 5| =| E| 3| 8| B| B
o B & ¥ = H| E| B| B| 5| &
Smi — -t
Al @B o]l d|l M| S| A 3| o 8
Determinan la expresién
algebraica para obtener la
TI-A distancia entre los dos 2 10 0 0 |0 0 0 0 0 0 0%
navios ancho en funcién
del tiempo.

Identifican valores que
cambian.

AMO 1 ;4/4
Identifican valores que ’
cambian.

Asignan la variable
tiempo al eje x.

AM1 77
Asignan la variable %
distancia entre los dos 2 2 2 |2 0 0 2 2 2
navios al eje y.

Coordinan la direccién de
AM2 | los cambios de la |2 |2 |21]2 |0 |0 |2 |2 |2
distancia entre los dos

navios con relacion a los

77
%
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cambios del tiempo.

Coordinan la cantidad de
cambio de la distancia

AMS3 | entre los dos navios con 3 2 0 0 |0 2 2 2 2 2 067
., . %
relacién a los cambios del
tiempo.
) ) 3
Coordinan la razén media | 0 0 2 10 0 0 0 2 2
de cambio de la distancia
entre los dos navios con 37
AM4 Incrementos uniformes 3f |0 0 2 |0 0 2 0 0 2 %
del cambio del tiempo.
3 0 0 2 0 2 0 0 2 2
g
o ) )
% Puntaje por estudiante. 45 45 g 45 35 925 60 75 35 56
% % % % % % % % %

%

Tabla 4.2.5.2.2. Resumen de los resultados obtenidos del post test del problema 2.

El hecho de que no todos los estudiantes exploraran el comportamiento de las
variables en el software dinamico, pone en evidencia que para realizar un analisis
desde la perspectiva del razonamiento covariacional se requiere hacerlo a partir de la
exploracion de las diferentes representaciones. Por ejemplo si se comparan los
resultados de Enrique del problema 1 con los del problema 2 tenemos que obtuvo uno
de los mas bajos puntajes siendo que fue uno de los estudiantes que mejor refleja su
desarrollo en cuanto a las acciones mentales en el problema 2 y en las actividades

anteriores (ver tabla 4.2.5.2.3).

Si bien, Enrique y Celestino tuvieron como obstaculo la falta de las diferentes
representaciones para desarrollar las acciones mentales del razonamiento
covariacional, surge una pregunta, ¢tiene el mismo efecto construir y explorar las
diferentes representaciones con el uso de la tecnologia en lugar de hacerlo con lapiz y

papel?

Al hacer el analisis se consideran dos aspectos: el primero en cuanto a la

construccion de las representaciones y el segundo en referente a su exploracion.
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Estudiantes | Uso del AMO | AM2 | AM3 | AM4 Post test
software
Problema 1 | Problema 2.
Jorge Construyeron 67% | 0% 0% 100% 75 % 75 %
y exploraron la
Cristian figura. 50% | 0% 100% | 100% 63 % 45 %
Karla Exploraronla | 50% | 0% 100% | 0% 38 % 45 %
figura.
Marco 50% | 100% | 100% | 100% 88 % 75 %
Piedad 50% | 100% | 100% | 100% 88 % 75 %
Alejandro 83% | 0% 0% 100% 46 % 75 %
Obed 83% | 0% 0% 100% 46 % 95 %
Enrique Sin uso del 50% | 0% 0% 0% 13 % 95 %
software
Celestino 50% | 0% 0% 0% 13 % 75 %
59% | 22% 44% 67% 48 % 72 %

Tabla 4.2.5.2.3. Resultados del post test del problema 1y comparacién de resultados globales con el
problema del cilindro de la actividad 2.

En cuanto ala construccién de las representaciones.

Respecto a la construccién de gréficas y tablas los resultados muestran que los
estudiantes lograron realizarlas en el software cada vez sin dificultades. Hacerlo a |apiz
y papel les requeriria mucho tiempo con el riesgo de que pierdan interés y prefieran
abandonar la tarea. En el caso de que lograran construirlas, el problema de hacerlo a
lapiz y papel es el tiempo invertido y lo laborioso para realizarlas a diferencia de la
potencialidad del software para construirlas en un tiempo minimo ademas de integrar en

la pantalla a cada una de ella.

En cuanto a la construccion figural, haremos referencia al problema 4, en el cual
no se les proporciona una figura a lapiz y papel a diferencia de los demas problemas

que si se les fue otorgada.

Los resultados muestran que hacer la figura que representa al problema a lapiz y
papel les representa dificultades a los estudiantes. Pero mas aun, en la construccién de

la figura en el software puesto que estan inmersos diferentes aspectos tales como:
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tener conocimientos matematicos previos, tener la competencia para disponer de los
conocimientos requeridos y asociarlos con la figura que necesiten representar, también
la apropiacion de las herramientas del software y la habilidad para relacionar variables

en la figura disponiendo de las herramientas.

Con estos resultados pareciera que no se aconseja que los estudiantes
construyan las representaciones figurales en el software dindmico, pero no es asi. Los
resultados obtenidos muestran que los estudiantes comprenden de mejor manera las
magnitudes constantes, las que son variables asi como su dominio y la forma como se
relacionan. Por éstas razones, se recomienda que construyan la representacion figural,
pero en un principio guiados por el profesor, de tal forma que paulatinamente se
apropien del software y reconozcan la utilidad de diferentes conocimientos matematicos
que anteriormente han adquirido sin encontrar algin sentido de por qué debieran

aprenderlos.
En cuanto a la exploracion de las representaciones.

Si bien los estudiantes desarrollan de mejor manera su razonamiento
covariacional a partir de la exploracion de diferentes representaciones, surge la

pregunta sobre cual es la ventaja que realicen la exploracion en un software dinamico.

En el segundo problema del post test se les proporcioné de forma impresa la
correspondiente representacion figural, numérica y grafica, es decir, no hicieron uso de
la tecnologia. Asi que podremos realizar una comparacion entre el desempefio global
que obtuvieron los estudiantes en las actividades con el uso de la tecnologia y el
desempeiio del post test (problema 2) sin recurrir a su uso (ver tabla 4.2.5.2.4.).

Tal como se puede observar en la tabla, el uso de la tecnologia influye de
manera importante en cuanto a la exploracién de la figura puesto que a partir de ella los

estudiantes realizan de mejor manera su razonamiento covariacional.

De forma general se concluye que la exploracion dinamica de las diferentes
representaciones influye de manera sustancial en el estudio de una funcion con un

enfoque covariacional.
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Actividad Actividades 1, 2y 4. Post test
AM Problema 2.
AMO 75 47
AM1 88 78
AM2 95 78
AM3 60 67
AM4 69 37

Tabla 4.2.5.2.4. Comparacién entre el desemperio global de las actividades con el
uso de la tecnologia y el desemperio del post test sin recurrir a su uso
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES.

En este capitulo se exponen las conclusiones y se da respuesta a las preguntas
de investigacion en torno a las cuales giré la experimentacion. Finalmente, se concluye
con la reflexion y perspectivas que surgen sobre el planteamiento de posibles lineas de

investigaciones futuras.

La presente investigacion se ubicO en la comprensiéon de conceptos y las
dificultades que los estudiantes encuentran para construirlos y hacer uso de ellos.
Alrededor de la problemética en la comprension de los conceptos del célculo, las
investigaciones reportan que en su ensefianza, se le da mas peso a la formalizacion
qgue al significado con relacion a sus aplicaciones. En el proceso de delimitar la
presente investigacion, se direcciond a la comprension de la derivada, la cual, puede
representarse en diferentes contextos. A partir de esta reflexion, se considerd que una
de las formas en que los estudiantes pueden lograr obtener un significado natural de la
derivada, es que comprendan el concepto de razén de cambio, del cual, las
investigaciones reportan dificultades en su comprension. De esta forma, se determiné
buscar la manera en que los estudiantes pudieran lograr construir y comprender el
concepto en torno a situaciones que le den sentido y utilidad. En esta busqueda se
plantean tres preguntas de investigacion y se establecen los objetivos para dar

respuesta a tales cuestionamientos.

5.1. Conclusiones.

Los objetivos principales que perseguia la investigacion, por un lado, era
identificar el tipo de situaciones que conducen a problemas de maximos y minimos, que
permitieran a los estudiantes explorar la variacion y que pudieran representarse en un
sistema cartesiano; otro de los objetivos fue verificar la importancia del razonamiento
covariacional como herramienta para comprender el comportamiento de una funcion en
términos de su razén de cambio mediante el analisis y clasificaciébn de las acciones
cognitivas de razonamiento covariacional; y finalmente determinar como la construccion
y la exploracion de diferentes representaciones en un software dindmico y en un
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contexto de problemas de maximos y minimos podria ayudar al estudiante a guiar sus

acciones cognitivas de razonamiento covariacional.

A continuacién se presenta la discusion sobre las respuestas a las preguntas de

investigacion. En cuanto a la primera pregunta se tiene lo siguiente:

1. ¢Cual es el efecto de medir la variacion de una funcién mediante actividades que

involucran el razonamiento covariacional?

Al tomar como punto de referencia los resultados obtenidos del pre test, solo la
tercera parte de los estudiantes pudo expresar de forma verbal el comportamiento de
un fendmeno a partir de una grafica. También presentaron falta de comprension de la
informacion que ofrecen las representaciones numeéricas, graficas y algebraicas asi

como la dificultad para relacionarlas y construirlas.

Durante el desarrollo de las actividades en las cuales es necesario aplicar un
razonamiento covariacional, los estudiantes mostraron una comprension considerable

en cuanto a lo siguiente:

Cuando exploraron de forma dinamica el comportamiento de las funciones
inmersas en cada uno de los problemas planteados, pudieron identificar en mejor
medida los valores constantes y variables, el dominio de éstas, asi como coordinar el
comportamiento de sus cambios en cuanto a su direccién, su cantidad y los cambios
relativos. Aungue referente a este ultimo punto, (la coordinacion de la razén de cambio),
algunos estudiantes tuvieron dificultades para diferenciar entre el comportamiento de la

razén de cambio y el comportamiento de los valores de la variable dependiente.
En relacion con la segunda pregunta:

2. ¢ Como influye el uso de problemas de maximos y minimos en la comprension de

la variacion de una funcién?

Si bien, los problemas de contexto estan destinados a apoyar un proceso de
reinvencion que permite a los estudiantes luchar a brazo partido con las mateméticas
formales (Gravemeijer & Doorman, 1999), en la presente investigacion, el planteamiento
de problemas de maximos y minimos para comprender el comportamiento de la funcién
y la razén de cambio, ha resultado influir de forma favorable cuando realizaron la
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exploracion de las diferentes representaciones, asi como para responder con sentido a

cada uno de los cuestionamientos en el desarrollo de las actividades.

En las situaciones que se consideraron para las actividades, se incluyé un
problema relacionado con area, un problema relacionado con volumen y un problema

relacionado con angulo.

El problema de la ventana de &rea maxima resultd ser el mas comprensible
puesto que no tuvieron dificultades para identificar todos los datos que eran variables y
constantes asi como determinar el dominio de las variables, restringido por los valores
constantes. Por su sencillez y familiaridad con el contexto resulté ser atractivo, por
ejemplo, un estudiante expresé que “ya podria construir su casa porque ya conocia la

forma para determinar las medidas de las ventanas”.

Sobre los problemas del post test, uno fue relacionado con area y otro
relacionado con tiempo. El hecho de considerar diferentes magnitudes que no tenian
que ver con el tiempo tuvieron resultados considerables ya que en el problema que si lo
incluia se obtuvieron resultados favorables de los estudiantes cuyos comportamientos
en el desarrollo de las actividades fueron acordes a las acciones mentales de
razonamiento covariacional, de tal forma que, en algunas de sus respuestas, integran

los cuatro niveles que incluye la comprension del concepto de razén de cambio.

Finalmente, en relacion con la tercera pregunta:
3. ¢Como influye el uso de un software de geometria dinamica en el estudio de una

funcién con un enfoque covariacional?

Los resultados obtenidos muestran que los estudiantes comprenden de mejor
manera las magnitudes constantes, las que son variables asi como su dominio y la
forma como se relacionan cuando construyen y exploran la representacion figural. Por
éstas razones, se recomienda que los estudiantes construyan las representaciones
figurales en el software, pero en un principio guiados por el profesor, de tal forma que
paulatinamente se apropien de las herramientas del software y vayan adquiriendo
habilidades para disponer de conocimientos matematicos adquiridos con anterioridad,
de los cuales no encuentran utilidad y algin sentido de por qué deben aprenderlos.
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En cuanto a la construccion de tablas, los estudiantes tuvieron una mejor
perspectiva de que las diferencias obtenidas respecto a cada una de las variables
tenian que ver con sus cambios. Al realizar la exploracion, era mas comprensible

identificar los cambios de las variables y los cambios relativos.

La grafica resultd ser un complemento de mucha utilidad de la tabla de valores,
puesto que cuando hacian la exploracién visual en la grafica pudieron desarrollar en
mayor medida las acciones mentales AM1 ya que podian identificar que la coordenada
de cada punto daba informacion de las variables involucradas en cada uno de los
problemas y que cada valor de la variable independiente se relacionaba con un valor de
la variable dependiente. En cuanto a la AM2, les era mas sencillo ver el comportamiento
de la grafica y, en algunos casos, lo corroboraban con los datos de la tabla. En cuanto a
la AM3, podian observar puntos separados al principio de la grafica y puntos mas
cercanos en los puntos cercanos a los maximos. Respecto a la AM4, cuando los
estudiantes construyeron la grafica de razon de cambio, pudieron observar que los
valores extremos de la variable dependiente se relacionaban con la coordenada mas

proxima al eje x.

De tal forma se concluye que, la construccion y la exploracion dinamica de las
diferentes representaciones (figural, numérica y grafica) influye de manera sustancial en

el estudio de una funcion para comprender sus cambios.

5.2. Reflexiones y perspectivas de investigacion.

Desde el punto donde ubicamos la investigacién, tenemos dos perspectivas, una
gue mira hacia atras, acerca de la falta de habilidad de los estudiantes para recurrir a
sus conocimientos para aplicarlos en la construccion de uno nuevo, pero esa falta de
habilidad tiene que ver con su falta de comprension sobre el origen y utilidad de los

mismos.

Por ejemplo, cuando se pidi6 a los estudiantes determinar la expresion
algebraica, aunque en la grafica tenian los elementos para obtenerla, pusieron en
evidencia que no tenian presentes los conocimientos previos para: determinar la

ecuacion de una recta, identificar en la tabla de valores a la pendiente u obtenerla
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dadas las coordenadas de dos puntos e identificar los componentes de la ecuacion y
asociarlos con el contexto del problema.

Viendo mas atras, los estudiantes mostraron una falta de dominio sobre sus
conocimientos del algebra. Con este resultado pareciera que el aprendizaje de tales
conocimientos fue por memorizacién y sin darle algan sentido, lo que ocasiona que
tales conocimientos sean faciles de olvidar. La sugerencia que se hace al respecto es
hacer una revision acerca de la forma como se realiza en estos momentos la
enseflanza de estos conocimientos y lo que las investigaciones han aportado al
respecto. Mientras que, de acuerdo a los requerimientos que se necesitaron para
realizar el presente estudio, se sugiere que el aprendizaje del algebra y la geometria se
adquieran mediante la construccién de los mismos a partir del planteamiento de
problemas, auxiliados de un software dinamico matematico. De esta forma, se estaria

preparando el terreno para el estudio de las funciones y posteriormente al calculo.

Ya que el presente trabajo y diferentes investigaciones han puesto en evidencia
la utilidad de un software dinamico matematico para explorar y construir conceptos, otro
punto importante que abordar, es la forma en que los programas de estudio pueden
incorporarlo. Esta reflexion abarca desde el equipo de cOmputo con que cuentan las
instituciones, la forma de organizar a los estudiantes de acuerdo al equipo con el que se
cuenta, la forma en como hacer saber a los profesores sobre los resultados de estas
investigaciones y se apropien de la tecnologia para llevar a cabo la ensefianza
encaminada a que los estudiantes construyan con sentido el aprendizaje de los

conceptos matematicos.

Otra de las perspectivas mira hacia dar el siguiente paso de la investigacion, el
cual sugiere desarrollar la accion mental 5 de razonamiento covariacional que tiene que
ver con la coordinacién de la cantidad de cambio instantanea de la funcion con los
cambios continuos en la variable de entrada. Llegados a este punto, se buscaria lograr
que los estudiantes integren diferentes contextos de la derivada, por ejemplo, mediante
la comprension del concepto de limite al hacer cambios de la variable independiente
cada vez mas pequefios con ayuda de un deslizador, (herramienta de Geogebra para

cambiar valores de forma dinamica) y en este proceso, asociar la razon de cambio
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instantaneo con la grafica de la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva,
pero a su vez, que la pendiente de tal recta simbdlicamente es el limite del cociente de
diferencias. De esta forma, el estudiante estaria integrando las diferentes
representaciones de la derivada, logrando desarrollar la competencia para disponer de
cualquiera de ellas de acuerdo al contexto en el que se encuentre realizando su

estudio.
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APENDICE A. PRE TEST.

PRE-TEST Parte 1

Nombre:

1. (Qué expresion hay que afiadir a 3x* —-5x+6 para que la suma sea 3x?

2. Desarrollar los siguientes binomios.

a) (x+3)
b) (x+h)’
c) (x+2)°

3. Resolver las siguientes ecuaciones.

a) 2(2x—3)=6+x

b) 2x*+3x-5=0
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PRE-TEST Parte 2

Nombre:

4. De acuerdo al siguiente problema contesta lo que se pide:
Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con
longitudes de largo (/) y ancho (w).

a) Completa la tabla de valores que muestra la relacion entre el largo y el ancho.

larg anch
0
190
20
52
100
120
145
36
188
200

b) Completa la tabla de valores que muestra la relacion entre el largo y el area.

Area

)

3600

NP Rk R R 0N RO
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c) Utiliza la tabla anterior para obtener la grafica del largo y el area

d) El punto (20, 3600) pertenece a la grafica. ;Como interpretas las coordenadas
de este punto en el problema propuesto?

e) ¢Con qué medidas de largo y ancho puedo obtener un area de 9600 metros
cuadrados?

f) ¢Cuadles son las dimensiones del huerto con la mayor area posible? ;Qué punto
de la gréfica representa el area maxima?

g) Escribe una férmula para determinar el area del huerto en términos del largo.
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5. Describe cdmo la cantidad de agua en una piscina (V, volumen) cambia con el
tiempo () en cada caso:

a)

-

b)

—

d)

5
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6. Silos segmentos EB y DC son paralelos, el segmento AB =2, BC =18y EB =3.
Calcular la medida del segmento DC.

D

7. Dada la funcion f(X)=2x"~5x+4 determina f(3) y f(3+h).

8. Determina la pendiente y la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A (-2,-1) y B
(4.7).

9. Para la ecuacion de la parabola —x? —6x— y+11=0, determina las coordenadas del
vértice.
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10. Une con una linea cada tabla con su correspondiente grafica y ecuacion.

X y
05 |1
0.4 0.6
-0.3 0.2
02 [-02
01 [-06
01 |14
02 |-1.8
03 |22
04 |26
05 |-3
X y
05 |3
04 |26
03 |22
02 |18
01 |14
01 |06
02 |02
03 |02
04 |06
05 |1
X y
05 |0
-04__|-0.36
03 |-0.64
02 |-0.84
01 |-0.96
0.1 [-0.96
02 [-0.84
0.3 |-0.64
04 |-0.36
05 |0
X y
05 |2
04 |-1.64
0.3 |-1.36
0.2 |-1.16
01 |-1.04
0.1 [-1.04
02 [-1.16
03 |-1.36
04 |-164
05 |2

202

2x+y=1

-4ty =-1

axe+y =-1

4x +y=-1

4x+y=1



APENDICE B. INTRODUCCION A
GEOGEBRA.

Actividades preliminares con Geogebra.

Nombre de los alumnos:

1. Realiza las siguientes construcciones:
a) Un rectangulo inscrito en un cuadrado.
b) Un triangulo inscrito en una circunferencia.
c) Un rectangulo cuya base y altura pueda variar de medidas.
d) Un rectangulo inscrito en un triangulo.
En las siguientes figuras se muestran los ejemplos.
a) b)

Areade GHEF=17.02
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o

Dada la ecuacién de la recta y=-2x+7, en Geogebra elabora una tabla
asignando valores a x y su correspondiente valor de y, ver figura.

A B
X y

[ T T~ % T Y W T

Grafica los puntos que corresponden a los pares ordenados de los valores de x
con los valores de y. Une dos de los puntos con una recta.

Elige la herramienta deslizador y da clic en la pantalla,

. - ]
> foll PN G | Destmator g
o S y || — o ic en Vista Grafica donde ira e
pl 2 ,
Deslizador [
N Nombre
@ Numero )
) Angulo S
Intervalo | Deslizadorl Animacidn
min: -5 max: |5 Incremento: | 0.1
| apica || cancelar |

™ I
Aparece una ventana para cambiar las propiedades del deslizador, cambia el
nombre de a por m. En los valores min. y max. los cambiaremos por -20 a 20.

Elige otro deslizador y nombralo b.
Introduce la ecuacion de la recta y = mx + b.
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7. En el deslizador establece el valor de m = 1.8 y el deslizador b = 4.

8. Elabora una tabla de valores con los encabezados como se muestra en la figura:

A B C D E
X ¥ 2%l y2-y1 y2-y1 2=

L]

L5 [ (S S 7 s T Y

a) Da valores a x de -5 con aumentos de 0.4 hasta llegar a 3.

b) Introduce la férmula en la celda B2 para obtener los valores de y.

c) A partir de la celda C3 obtén la diferencia del segundo valor de x menos el
primer valor de x.

d) A partir de la celda D3 obtén la diferencia del segundo valor de y menos el
primer valor de y.

e) A partir de la celda E3, obtén el cociente de D3/C3.

f) Copia para las celdas requeridas.

9. Observa la ecuacion de la recta y el cociente de las diferencias, qué representa
el cociente de las diferencias en la ecuacion?

Con el deslizador cambia el valor de m y observa la tabla.
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APENDICE C. ACTIVIDADES.

Actividad 1.

Nombre de los alumnos:

Fecha:

Problema.

El sefior Ignacio quiere colocar una ventana rectangular en la fachada de su
casa la cual tiene forma de triAngulo isésceles y mide 12 m de base y 2.5 m de altura
(ver figura). Quiere que por la ventana entre la mayor cantidad de luz natural posible.

Determina las dimensiones de la ventana con las que se obtiene la mayor area.

™

Area maxima de la ventana incrita en la fachada.
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Parte 1. Relacion entre la base y la altura del rectangulo.

1. En Geogebra realiza la representacion geométrica del problema trazando el
triangulo que representa a la fachada y un rectangulo inscrito que representa a la
ventana. Despliega las longitudes de la base y la altura.

2. De los cuatro vértices del rectangulo, explica por qué solo uno de ellos lo puedes
mover libremente.

3. Elabora una tabla de valores en la hoja de calculo para las dimensiones del

rectangulo.
A B C D E

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razdn de cambio

2 entre las medidas entre las medidas | promedio de la altu...

3 de la base de la altura respecto a la base
a;,— 4

4 | Base(b) | Altura (a) bz-ba dz-a1 hz— h1

5 0

B 2

7 4

8 B

g8 g

10 10

11 12

a) Escribe los encabezados en cada columna como se muestra en la figura.

b) En la columna A escribe las medidas para la base tal como se muestra en la
figura.

c) En la columna B anota la medida que corresponde a la altura cuando la base
toma el valor indicado.

d) En la columna C, partir de la celda C3 obtén la diferencia de los valores
consecutivos de la altura, iniciando con los valores de la celdas B6-B5.

e) En la columna D, partir de la celda D3 obtén la diferencia de los valores
consecutivos de la base, iniciando con los valores de las celdas AG-A5.
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f) En la columna E, partir de la celda E3 obtén el cociente de las diferencias de
la altura respecto a las diferencias de la base, iniciando con los valores de la
celdas C6/D6.

g) Copia las formulas para los siguientes renglones.

De acuerdo a las dimensiones que estan involucradas en el problema contesta lo
siguiente:
a) ¢ Cuales dimensiones cambian? Explica tu respuesta.

b) ¢Cuales dimensiones no cambian? Explica tu respuesta.

c) ¢Cual es el minimo valor y cual el maximo que puede medir la base de la
ventana?

d) ¢Cual es el minimo valor y cual el maximo que puede medir la altura de la
ventana?

En tu tabla, observa cdmo cambian las medidas de la altura respecto a las medidas

de la base y contesta lo siguiente:
a) ¢Qué sucede con las medidas de la altura conforme las medidas de la base

van aumentando?

Selecciona las columnas de base y altura, da clic derecho, en la ventana que
aparece y elige la opcion crea lista de puntos.
a) ¢Qué dato te da la coordenada x de cada punto?

b) ¢Qué dato te da la coordenada y de cada punto?

c) Une dos de los puntos con la herramienta recta que pasa por dos puntos,
¢visualmente que sucede con los puntos restantes?
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d) ¢Cual es la ecuacion de esta recta?

e) ¢Cual es la pendiente de esta recta?

f) ¢Cuadl es la relacion de los valores de la columna E de tu tabla y la
pendiente de la recta de la ecuacion del inciso d?

g) A partir de la ecuacion anterior, escribe la altura en funcién de la base.

h) En la grafica, ¢ qué informacion te da la pendiente?

i) Los valores que se obtienen de y tienen un comportamiento dependiendo
de los valores que le asignas a x, ¢qué informacion te da la pendiente
respecto a tal comportamiento?

Parte 2. Relacion entre la base y el area del rectangulo.

7. Abre el archivo Actividad1Ventana, el cual contiene la representacion geométrica y
grafica del problema ademas una tabla en la que ahora se incluye el area del
rectangulo, ver figura.
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8.

b)

c)
d)

f)

A B C D E F

1 | Altura (a) | Base (b) Area (A} | Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razdn de cambio

2 entre las medidas entre las medidas promedio del area

3 de la base del area respecto a la base
A— A

4 b2-b1 Az-Aa hzThl

l 0
05 BG - BS CG-C5 EG/ES

1
15

2
10 25
11 3
12 35

W | |~ ||

En la columna A, a partir de la celda A5 escribe la funcion que determinaste en el
inciso g de la pregunta 6.

En la columna B se han dado valores para la base con incrementos constantes
de 0.5 unidades.

En la columna C obtén el area a partir de los valores de base y altura.

En la columna D obtén las diferencias de los valores consecutivos de las
medidas de base.

En la columna E obtén las diferencias de los valores consecutivos de las
medidas de areas.

En la columna F obtén el cociente de las diferencias de las medidas de area
respecto a las diferencias de las medidas de base.

En tu tabla, observa como cambian las medidas de la base respecto a las medidas
del area.

a) ¢Qué sucede con las medidas del area respecto a las medidas de la base?

b) Describe el comportamiento de las diferencias de la base.

c) Describe el comportamiento de las diferencias del area.

d) ¢Como se comporta el cociente de las diferencias?
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9. Selecciona las columnas de base y area, da clic derecho, en la ventana que
aparece elige crea lista de puntos.
a) ¢Qué dato te da la coordenada x de cada punto?

b) ¢Qué dato te da la coordenada y de cada punto?

c) En base a los puntos que tienes, ¢podrias decir si es posible construir dos
rectangulos diferentes que tengan la misma area?
Si da un ejemplo

No explica por qué no

10. Con segmentos de recta une los puntos de forma consecutiva. Como podras
observar, unos segmentos son de mayor longitud que otros y su inclinacion
también es diferente.

Analicemos tres de los segmentos para determinar la informacion que nos
proporcionan respecto al problema. En la siguiente figura se muestran tales
segmentos sefialados con una flecha.

2

1 Base=12
<, S
-

Altura=25

Caso 1. El primer segmento es uno de los de mayor longitud el cual une los
puntos (0, 0) con (0.5, 1.2).
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A G D E F
1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razdn de cambio
2 entre las medidas | entre las medidas | promedio del drea
3 de la base del area respecto a la base
4 | Altura (a) | Base (b) | Area (A) ba-b1 Ar-fa ﬁ
I Fl
5 25 ] a
f 24 05 12 0.5 12 24
nl
1.2 L]
1
0.8 4
0.6 +
1.2
0.4
0.2 4
o LB M,
TD 0.5

Caso 2. Uno de los segmentos con menor longitud es el que une los puntos (5.5,
7.45) con (6, 7.5).
16 135 55
17 125 6

745
75

05
0.5

0.16
0.05

0.3
01

0.5

Caso 3. Otro de los segmentos con mayor longitud es el que une los puntos
(11.5, 12) con (12, 0).
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28 0.1 115 12 0.5 -1.09 -2.19
29 0 12 0 0.5 -12 -2.4

1.2

a) ¢Como cambian los valores de la base en cada caso?

¢, Cémo cambian los valores del area en cada caso?

b) ¢;Ddénde es mayor el cambio del area?

c) ¢Donde es menor el cambio?

d) Geométricamente, ¢ cuando tiene una mayor inclinacién el segmento?

e) ¢ Cual es la diferencia del comportamiento de los tres segmentos?

11. Justo atras de la ultima columna inserta otra en la cual copiaras los valores de la
base como se muestra en la figura.
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12.

13.

14.

15

A B C D E F G

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio Razdn de cambio

2 entre las medidas entre las medidas promedio del area

3 de la base del area respecto a la base
, A,— A,

4 | Altura (a) | Base (b) | Area (A) ba2-ba Az-A1 Base (b) ml

5 25 0 0 0

i} 24 0.5 12 0.5 12 0.5 24

7 2.29 1 2.29 0.5 1.09 1 219

8 219 15 3.28 0.5 0.99 15 1.98

9 208 2 417 05 0.89 2 177

10 1.98 25 495 05 078 25 1.56

1 1.88 3 563 0.5 0.68 3 1.35

Selecciona las dos ultimas columnas y elige la herramienta Crea lista de puntos.

¢, Qué comportamiento tiene la grafica de los puntos de la base y razon de
cambio?

¢ Qué relacién hay entre la grafica de los puntos de base y area respecto a la
grafica de los puntos de base y razén de cambio?

De acuerdo a la gréfica, ¢ puedes determinar la medida de base que corresponde al
area maxima?

Si____ explica por qué

No  explica por qué

Con todo lo anteriormente realizado, ¢ puedes dar la solucién del problema al sefior
Ignacio?
Si__ ¢ Cual es la solucion?
¢,Coémo lo justificas?
No_ ¢ Por qué no?

De acuerdo al inciso g de la pregunta 6, ;como queda determinada el area del
rectangulo en funcién de la base? A (b) = b * (escribe en la linea lo
que vale la altura en términos de la base).

. Introduce la funcién en la barra de entrada para obtener la grafica.

¢, Qué lugar geométrico representa la funcion?

215



Actividad 2.
Nombre de los alumnos:

Fecha:

Problema.

Se desea construir un recipiente cilindrico de metal con tapa que /\
tenga una superficie total de 280 cm?2. Determina sus dimensiones N
de modo que tenga el mayor volumen posible.

Area del cilindro = 27wr h + 272
Volumen del cilindro =7 r2 h

Parte 1. Relacion entre radio y altura. ~—

1. De acuerdo a los datos proporcionados, obtén una férmula para obtener la altura
en funcién del radio.

2. Realiza la representacion geométrica del cilindro en Geogebra y despliega los
valores de la altura y el area.
¢, Como se comporta el area?

3. Dadas las medidas del radio del cilindro que se muestran en la tabla, obtén la
altura correspondiente (elabora la tabla en la hoja de calculo de Geogebra).

A B
radio altura
0 |—l

0.5
1
1.5
2
25
3
25
4
4.5
5
55
5}
6.5
16 T

© ||~ o ! & W=

=Y
(=]

=Y
Y

-
58]

=Y
5]

-
.

[y
o

4. En Geogebra grafica los puntos y unelos con segmentos de recta.
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De acuerdo a la tabla y a la grafica,
a) ¢Qué intervalo de valores son posibles para las medidas del radio?

b) ¢Cbmo cambian las medidas de la altura conforme aumenta la medida del
radio?

c) ¢Qué comportamiento tienen los puntos graficados?

Completa la tabla con las diferencias los valores consecutivos de las medidas de
radio, de altura y el cociente de diferencias como se muestra en la tabla.

A B c D E

1 radio (r) altura {a) r2-r az-al az-alir2-rm
2 0 o

3 0.5 88.63 :

4 1 4356

5 15 28.21

i] 2 20.28

¥ 25 15.33

g 3 11.85

9 3.5 9.23

10 4 714

11 45 54

12 5 3.91

13 5.5 26

14 G 1.43

15 6.5 0.26

16 7 -0.63

a) Observa la gréafica y corrobora con la tabla indica en qué intervalo del radio la
altura cambia mas.

b) ¢En qué intervalo del radio la altura cambia menos?
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Parte 2. Relacion entre radio y volumen.

6. Expresa el valor del volumen V en funcién unicamente del radio r.

7. Realiza la tabla de valores que incluya altura radio y volumen como se muestra

en la figura.
A B C
1
2
3 | Altura Radio | Volumen
4 h r W
=) o0 0
G 88.63 0.5
[ 43 56 1
g 28.21 1.5
9 2028 2
10 15.33 2.5
11 11.85 3
12 923 35
13 714 4
14 54 4.5
15 3.01 5
16 26 55
17 1.43 i
18 0.36 6.5
19 -0.63 T

8. En tu tabla selecciona las columnas de radio y volumen, oprime clic derecho y
selecciona crea lista de puntos. A continuacién une los puntos consecutivos con
segmentos de recta y contesta lo siguiente:

a) ¢Qué informacion contienen la coordenada x?

b) ¢Qué informacion contienen la coordenada y?

c) ¢Como cambia el volumen conforme la medida del radio aumenta?
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d) ¢Qué comportamiento tiene la grafica?

9. En base a los puntos que tienes, ¢podrias decir si es posible construir dos
cilindros diferentes que tengan el mismo volumen?
Si da un ejemplo

No explica por qué no

10.Completa la tabla con las diferencias de los valores consecutivos de las medidas
de radio, las diferencias de los valores consecutivos de las medidas de altura y el
cociente de diferencias, como se muestra en la tabla.

A B C D E F
1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio Cantidad de cambio
2 entre las entre las promedio del volumen
3 | Altura Radio | Yolumen | medidas de radio | medidas del volumen respecto al radio
4 h r v r2-r v2-w1 (V2 -V1) i {r2-r1)
5 o 0
6 | 8863 05 | L
7 43.56 1
g 28.21 1.5
] 20.28 2
10 15.33 25
11 11.85 3
12 9.23 35
13 7.14 4
14 54 4.5
15 3.91 5
16 26 5.5
17 1.43 &
18 0.36 6.5
19 -0.63 7

De acuerdo a la grafica y a la tabla de valores contesta lo siguiente:

a) ¢Para qué valores consecutivos del radio, el volumen aumenta mas?

b) ¢Para qué valores consecutivos del radio, el volumen aumenta menos?
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c) ¢En qué intervalo de medidas del radio el volumen disminuye?

d) ¢En qué intervalo de medidas del radio el volumen crece?

11.De acuerdo a la informacion que te dan los puntos de la grafica del radio y
volumen, ¢;puedes determinar las medidas de radio y altura para construir el
cilindro de volumen maximo?

Si___ explica por qué

No___ explica por qué

12.Grafica la funcion del volumen del cilindro en funcion del radio que determinaste
en la pregunta 6.
a) ¢Qué tipo de funcion es?

b) ¢Cual es la diferencia de graficar algunos de los puntos de la grafica y la
grafica de la funcién?

13.De acuerdo a todo lo anteriormente realizado, (tabla de valores, analisis de la
razon de cambio del volumen respecto al radio, la grafica de algunos puntos,
grafica de la funcion) ;puedes obtener las medidas de radio y base para
construir el recipiente cilindrico de volumen maximo?

Si__ ¢ Cual es la solucion?
¢,Coémo lo justificas?
No_ ¢ Por qué no?
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Actividad 3.

Nombre de los alumnos:

Fecha:

Parte 1. Comparando los cambios.

En el problema de la ventana de area maxima hemos obtenido los cambios del
area de la ventana respecto a los cambios de su base. En el problema del cilindro
hemos obtenido los cambios del volumen del cilindro respecto a los cambios de su

radio.

Entonces hemos medido cambios que se relacionan con otros cambios, a esta
relacion se le llama cambio relativo de variacion y se determina por medio de razones o

cocientes entre cambios.

Para dejar mas claras estas ideas analicemos la raz6n de cambio en los dos
problemas abordados anteriormente (drea méxima y volumen maximo) haciendo un
comparativo. En los dos problemas las funciones son diferentes, considerando que en
los dos casos la variable independiente la tenemos con un incremento de 0.5 unidades,
de acuerdo a los datos de las tablas y a las gréaficas, analiza lo siguiente y contesta:

1. ¢En qué intervalo de valores de la base, el area de la ventana aumenta y en cual

intervalo disminuye?
Aumenta en elintervalo( , ), disminuye enelintervalo( , ).

2. ¢En qué intervalo de valores del radio, el volumen del cilindro crece y en cual
intervalo decrece?
Creceenelintervalo( , ), decreceenelintervalo( , ).

3. En el intervalo (0.5, 1) de la variable independiente, qué aumenta mas, el area de
la ventana o el volumen del cilindro?

4. ¢En qué intervalo de valores de la base, crece mas el area de la ventana?
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¢ En qué intervalo de valores del radio, crece mas el volumen del cilindro?

¢En qué intervalo de valores de la base hay un menor crecimiento del area de la

ventana?

¢, En qué intervalo de valores del radio hay un menor crecimiento del volumen del

cilindro?

¢, Como es el cambio del area de la ventana respecto al cambio de la base en la

parte mas alta de la grafica, en comparacion con el cambio al inicio?

¢,Como es el cambio del volumen del cilindro respecto al cambio del radio en la parte

mas alta de la grafica, en comparacion con el cambio al inicio?

Ventana de area maxima.

A B c D E F G

1 Mtura | Base | Area |Cantidad de camhio | Cantidad de cambio | Razon de cambio
[ | del rect- | del rect- | del re... entre las entre las promedio del érea
T téngulo | tangulo | tinqulo | medidas de base | medidas del rea | respectoala base
x| a b A h2-b1 A2 (A2A1) | (b2:b1)

5 0 25 0 0

o os 24 05 1z 05 12 24
T 05 229 122 05 109 219
T 0rs 219 15 3128 05 099 198
T 1208 24N 05 089 1
T 125 1% 25 4% 05 0.78 156
T 15 188 3 563 05 068 1%
T 17 17 15 6.2 05 057 115
? 207 4 6T 05 047 0.94
T 22 156 45 703 05 0.38 073
? 25 146 5 129 05 0.28 052
? 275 1% 55 74 05 018 0.3
7 315 i 75 05 0.05 04
? % 115 65 745 05 -0.05 1
0] 3 1 (AR 05 016 03
E s 0 75 703 05 .28 052
? 4083 B 66T 05 .36 .73
? 4% 073 85 6.2 05 047 .94
? 45 083 9 563 05 057 115

Cilindro de volumen maximo.
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A ] C D E F

1 Cantidad de cambio | Cantidad de cambio | Razon de cambio
T entre las entre [as promedio del volumen
TNtura Radio | Volumen | medidas deradio | medidas delvolumen |  respectoal radio
T h r v 12 V2-i1 V2-Va)i(r2n)
5 w 0

6 me 05 6o 05 §9.51 13021
T 4356 1 13686 05 f7.25 1345
T B0 15 1904 05 f2.54 125.08
T 028 2 8447 05 5547 11094
W 1533 25 30091 05 46.05 9209
T 185 3 351 05 3426 fig.53
T 923 35 A3 04 2043 4025
? 4 4 3RY 04 3163 121
T 54 45 Min 04 1522 -3043
5 w5 05 3542 28
? 26 85 M1 05 -59.98 11997
7 143 8 16142 05 8549 718
? 03 83 41H 05 11418 -228.35
T 83 7 WE 05 1448 -209.61




Actividad 4.

Nombre de los alumnos:

Fecha:

Problema:

El borde inferior de la pantalla de un cine de 10 metros de altura esta situado a 3 metros

por encima del ojo del observador. ¢ A qué distancia de la pantalla deberia sentarse el

observador para conseguir la vision mas favorable? Es decir, ¢ cudl es la distancia a la

pantalla que maximiza el angulo visual del observador?

Parte 1.

1.
2.

3.

4.

Realiza la representaciéon geométrica del problema en Geogebra.
De acuerdo al problema, ¢ qué medidas cambian?

¢, Cuales medidas no cambian?

En Geogebra elabora una tabla con dos columnas, en una da ellas da valores a
la distancia del observador a la pantalla, con medidas desde cero con
incrementos de 0.5, hasta llegar a 15 y en la otra columna escribe el valor del
angulo que se forma de acuerdo a la representacién geométrica que has hecho
en Geogebra.

Grafica los pares de puntos y unelos con segmentos de recta.

a) ¢Qué informacion nos dan las coordenadas de cada punto de la grafica?

b) ¢Cual es la distancia minima y cual la maxima posible a la que puede
sentarse el observador?

c) ¢Como cambian las medidas del angulo conforme el observador se aleja de
la pantalla?

d) De acuerdo a los puntos que tienes, ¢puedes determinar el valor de la
distancia con la cual se maximiza el angulo visual del observador?

Si___ explica por qué
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No _ explica por qué

6. Completa la tabla con las diferencias de los valores consecutivos de las medidas
de la distancia del observador a la pantalla, las diferencias de los valores
consecutivos de las medidas angulo y el cociente de diferencias como se
muestra en la tabla.

A B C D E
1 Distancia ﬁmgulo Diferencia Diferencia Razdn de cambio
2 del observador visual del entre las entre las del angulo respecto
3 a la pantalla observador distancias medidas de a a la distancia
4 d a d2 - d1 a2 -al a2 -at) / {d2-d1)

f) ¢En qué intervalo de la distancia, el cambio de la medida del angulo es
mayor?

g) ¢En qué intervalo de la distancia, el cambio de la medida del angulo es
menor?

h) Geométricamente, ¢cual de los segmentos trazados en tu grafica tiene una
mayor inclinacion?

7. De acuerdo a la grafica y a la tabla de valores, ¢ puedes determinar la distancia a
la pantalla que maximiza el angulo visual del observador?

Si___ explica por qué

No  explica por qué

8. Si tu respuesta anterior fue Si, jcual es la distancia a la pantalla que maximiza el
angulo visual del observador?
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Parte 2.

Determinar la expresion con la que se puede obtener al angulo en funcion de la
distancia del observador a la pantalla a la que se encuentra el observador.

En la representacion del problema que has hecho en Geogebra, tienes la
siguiente figura:

b)

Observa que se forman dos triangulos rectangulos: BOC con angulo o+ y
el triangulo AOC con angulo 3.

¢.De qué forma se pueden relacionar estos dos triangulos para obtener el
valor de _. en términos de la distancia (d)?

¢, Cual es la expresion que nos del valor del angulo _. en funcién de la
distancia de la pantalla hasta la ubicacién del observador?

En la barra de entrada de la pantalla de Geogebra introduce la funcion.
¢, Cual es la diferencia de graficar algunos puntos unidos con segmentos y la
grafica de la funcion?
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APENDICE D. POST TEST.

POST TEST

Nombre de alumno:

Fecha:

Instrucciones: De acuerdo a los siguientes problemas contesta lo que se pide.

l. Un jardinero tiene 400 metros de valla para cercar un huerto rectangular con
longitudes de largo (/) y ancho (w), ver la figura. ;Cuales son las dimensiones
del huerto con la mayor area posible?

Sugerencia: realiza la representacion geomeétrica del problema en Geogebra.

1. De acuerdo al problema, ¢ qué medidas cambian?

2. ¢Qué medidas no cambian?

3. ¢Cual es el intervalo de valores posibles para la medida del largo del terreno?

4. ¢Cual es el intervalo de valores posibles para la medida del ancho del terreno?
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o

Expresa el valor del ancho (w) del terreno en funcion del largo (/).

o

Expresa el valor del area del terreno en funcién del largo (/).

N

¢, Como cambian las medidas del area del terreno conforme las medidas del largo
aumentan?

oo

¢ En qué intervalo de valores de la medida del largo, el area disminuye mas?

9. ;Como cambia el area en los puntos mas altos de la grafica?

10.¢;Cudles son las medidas del largo y ancho del terreno de tal forma que se
obtenga un area maxima?
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Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con direccién hacia el
sur y con velocidad de 20 km/h. El otro parte hacia el muelle desde un punto
que se encuentra a 15 km al oeste, a 10 km/h. (En qué momento se
encuentran mas proximos estos dos navios?

La representacion geométrica se muestra en la siguiente figura:

- — 1Ok - - - - =

S

201

o

De los datos proporcionados en el problema, ¢cuales cambian y cuales no
cambian?

¢, Cual es la funcién con la que se puede obtener la distancia entre los dos
navios de acuerdo al tiempo?
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d)

f)

g)

3. En la siguiente figura se muestra la grafica de puntos unidos con segmentos

de recta y la tabla de valores que nos dan informacion acerca del problema

A

B

t

tiempo

distancia
d

2-1

d2-d1

(d2 -d1)/{t241)

BT e = om T, T =

o

kmi

T T T T T T T T T T T T T
A0 L%} ol 0z 03 04 [} 06 o7 oz og 1 T 12 .

tiempao en horas 19

¢ Qué informacion proporciona la coordenada x?

0
01
02
03
0.4
05
06
07
0.8
0.9

1
11

15
1414
136
1342
136
1414
15
16.12
17.46
18.97
20.62
2236

0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1
0.1

-0.86
-0.54
-0.19
0.18
0.54
0.86
112
1.34
1.51
164
175

-8.58
541
-1.85
185
541
258
11.25
134
15.09
16.42
17.45

¢, Qué informacion proporciona la coordenada y?

., Como se comporta la distancia entre los navios a medida que el tiempo

transcurre?

¢ En qué intervalo de tiempo los navios estan mas cerca?

En las siguientes preguntas justifica tu respuesta de acuerdo a la grafica y a la

tabla de valores.
¢ En qué intervalo de tiempo los navios se acercan mas lento?

¢ En qué intervalo de tiempo los navios se acercan mas rapido?

¢En qué intervalo de tiempo los navios se alejan mas rapido?
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