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RESUMEN

En la presente investigacion se analizara la practica del profesor de matematicas de
educacion secundaria al usar recursos en la resolucion de problemas, que implican el uso de
nameros con signo. Se trata de un estudio de corte cualitativo en el que participaron cinco
profesores de primer grado de secundaria, y cuya recopilacion de datos se efectu6 en dos
etapas. En la primera, se videograbaron las sesiones de clase en las cuales cada profesor
resuelve problemas que involucran el uso de nimeros con signo y se analizaron los datos
recopilados mediante la técnica de triangulacion de estos, tomando como marco teorico la
Aproximacion Documental de lo Didactico (ADD, Gueudet & Trouche, 2009). En la
segunda etapa, con la finalidad de mostrar si son conscientes o0 no -los profesores- de los
recursos usados; en particular, el sistema de referencia, al resolver problemas de nimeros
con signo se entrevistd a dos profesores, los cuales dan muestra del uso de sistema de
referencia como recurso para resolver problemas, previa elaboracion de un “protocolo de
entrevista”; la entrevista incluyo observar los extractos de video recuperados de las sesiones
de clase. En la tesis solo se reportaran los datos recabados, a traves de un estudio de caso,
de dos profesores: Saul y Pedro (pseudonimos) a los cuales se les realizd la entrevista. Los
resultados mostraron que los profesores, usaron recursos aprendidos de su préctica docente.
Dichos recursos permitieron resolver los problemas, por parte de los profesores, de forma
correcta aunque no sean conscientes del uso de los recursos. Saul utiliza, de forma no
consciente, sistemas de referencia distintos para resolver problemas de nimeros con signo;
Pedro, no distingue los significados de los signos y confunde el signo de la operacion
(binario, Gallardo, 1994) con el signo del nimero (unario, Gallardo, 1994) cuando resuelve

problemas.
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ABSTRAC

In the present research, the implementation of different resources on solving signed
numbers' mathematical problems by secondary education's mathematics teacher was
analyzed . It is a qualitative study design, participating five first grade teachers of
secondary education, where data gathering was completed in two stages. In the first one,
the class sessions were videorecorded in which every professor solves problems that
involve the use of signed numbers and then the collected data was analyzed by
triangulation technique, taking as conceptual framework the Documentary Approximation
of Didactics (ADD, Gueudet and Trouche, 2009, 2010) and the meanings of the plus and
minus signs (Gallardo, 1994). In the second stage, with the purpose of showing whether
they are -the teachers- conscious or not of the resources used, particularly the reference
system to solve signed numbers's problems; two professors who showed the use of
reference system as a resource for solving problems, were interviewed; prior preparation of
a "protocol of interview" the interview included watching video extracts retrieved from the
class sessions. In this work only the data collected were reported through a case study of
two teachers: Saul and Pedro (pseudonyms) which underwent the interview. The results
show that teachers used the resources learned by teaching . These resources helped solve
problems by professors correctly despite not being aware of the use of resources. Saul uses
not consciously, different reference systems to solve signed numbers; Pedro does not
distinguish the meanings of the signs and confuses the sign of the operation (binary,

Gallardo, 1994) with the number sign (unary, Gallardo, 1994) when solving problems.



PRESENTACION

La préctica del profesor, entendida ésta como el conjunto de actividades que él o ella llevan
a cabo en el salon de clases, ha sido estudiada por varios investigadores para comprender y
mejorar la educacion y la practica del docente. Gran parte de los temas de investigacion
relacionados con la ensefianza de las matematicas, provienen de la préactica del profesor, ya
que en el aula de clases los profesores se enfrentan a una diversidad de factores y
dificultades que modifican constantemente dicha préactica.

Dentro de la practica del profesor se encuentran presentes los recursos, los cuales
son base importante para llevar a cabo su labor, porque con ellos busca ensefiar a los
estudiantes los conocimientos institucionalizados. Debido a que el docente juega un papel
fundamental en los procesos de ensefianza y aprendizaje, tal como ha sido reportado en
varias investigaciones (e.g., Adler, 2000; Gueudet & Trouche, 2009, 2010, entre otros), la
presente investigacion pretende aportar evidencias en torno al uso no consciente, por parte
del profesor, de los recursos inherentes a su practica; por tanto, el objetivo principal de esta
investigacion es: Documentar como el profesor de mateméticas, aun cuando no es
consciente del uso de sus recursos, resuelve de manera correcta problemas que involucran

ndmeros con signo.

Respecto a la problemética de la ensefianza de las matematicas, referida a la practica
docente, han surgido varias propuestas por parte de los investigadores educativos, quienes
las han abordado desde distintas perspectivas teoricas. En el presente documento se analiza
la practica del profesor desde la perspectiva de los recursos; en particular, el uso no
consciente de los recursos inherentes a la practica del docente de matematicas en torno a la
resolucion de problemas de nimeros con signo. ElI documento esta organizado en cinco
capitulos, en los cuales se explicitan las caracteristicas de esta investigacion, el analisis de

los datos y las conclusiones.



En el Capitulo 1, se presenta el problema de investigacion, los antecedentes que
dieron sustento al problema planteado, y se justifica su importancia. También se plantean
los objetivos que se pretenden alcanzar asi como las preguntas de investigacion que guian
esta investigacion. En el Capitulo 2, se describe el marco conceptual que permite analizar
los datos recabados; la cual esta conformada por la Aproximacion documental de lo
didactico (Gueudet & Trouche, 2009, 2010) y los significados que tienen los signos mas y
menos (Gallardo, 1994)

En el Capitulo 3, se explicitan las caracteristicas metodoldgicas de esta
investigacion: tipo de estudio, poblacion participante y los criterios tomados en cuenta para
seleccionarla, instrumentos para el acopio de los datos, las dos etapas mediante las cuales se
efectud la recopilacion y andlisis de los datos y el contenido matematico y curricular del
estudio. Después, en el Capitulo 4 son analizados los libros de texto usados por Saul y

Pedro para comprender y resolver problemas que implican el uso de nimeros con signo.

En el Capitulo 5, son analizados los datos obtenidos a través de las videograbaciones de las
sesiones de clase; en particular, esta centrado en los recursos inherentes en la préctica de
dos profesores (Saul y Pedro) en la comprension y solucion de problemas de numeros con
signo. Del mismo modo, son analizadas las entrevistas realizadas a los profesores para
observar el uso no consciente de sus recursos, en particular, el sistema de referencia. En
primer lugar se exponen los recursos mas representativos usados por Saul y Pedro para
comprender y resolver problemas que implican el uso de nimeros con signo; en segundo, el

analisis de la entrevista, efectuada a cada profesor acerca del uso de sus recursos.

En el Capitulo 6, se presentan las conclusiones a manera de sintesis de los
resultados obtenidos en este trabajo, los cuales dan cuenta de los objetivos y de las
respuestas a las preguntas de investigacion. Finalmente, se plantean posibles temas de

investigacion, que se desprenden de ésta, para llevar a cabo en un futuro.

Xi



CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se precisa el problema de investigacion, el cual hace referencia a los
recursos usados por el profesor de matematicas de primer grado de educacidn secundaria en
la comprension y uso de los nimeros con signo (positivo y negativo). Aun cuando el interés
es sobre los recursos, la presente investigacion tiene como propdsito analizar la practica del
profesor en la resolucion de problemas que implican el uso de nimeros con signo. En el
capitulo, en primer lugar, se abordan los antecedentes del problema de investigacion aqui
propuesto; se pone mayor atencion a lo reportado en la literatura respecto a la ensefianza de
los nimeros con signo y sistemas de referencia. En segundo lugar, son desarrollados el
problema de investigacion, los objetivos y las preguntas de esta investigacion. En tercero, y

para finalizar, se expone la justificacion.
1.1. ANTECEDENTES

Los numeros con signo (positivos y negativos) han sido estudiados durante mucho tiempo
por los matematicos (e.g., D Alembert, Descartes, Diofanto, Euler, entre otros) e
investigadores (e.g., Bruno & Martindn, 1997; Cid, 2002, 2003; Gallardo, 1994; Glaeser,
1981, entre otros), incluso existen varias lineas de investigacion al respecto. Una de ellas se
enfoca en los obstaculos epistemoldgicos que surgen al ensefiar y aprender los nimeros con
signo. La primera referencia sobre tales obstaculos es en los numeros negativos y aparece
en el trabajo de Glaeser publicado en 1981. En su articulo, este autor realizé una blsqueda,
a través de la historia, de obstaculos que se oponen a la comprension y aprendizaje de los
naimeros negativos porque considera que uno de los objetivos de la didactica era buscar y
determinar los obstaculos que se oponen a la comprension y aprendizaje de esta ciencia
Glaeser (1981).
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Glaeser (1981) hace una revision profunda del pasado en la cual analiza los textos de
grandes matematicos; por ejemplo, Diofanto, Descartes, McLaurin, Euler, Laplace, entre
otros, y considera que en la evolucién de la nocién de nimero negativo®, desde su primera

aparicion hasta el concepto actual, se pueden identificar los siguientes obstaculos:

e Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas;
¢ Dificultad para darle un sentido a las cantidades negativas aisladas;
e Dificultad para unificar la recta numérica;
a) se insiste sobre las diferencias cualitativas entre las cantidades negativas y los
ndmeros positivos;
b) se describe la recta como una yuxtaposicion de dos semi-rectas opuestas que
Ilevan simbolos heterogéneos, y
c) Se rechaza comparar simultaneamente las formas dinamicas y estaticas de los
nameros.
e Laambiguedad de los dos ceros;
a) Cero absoluto: hace referencia a la ausencia de nimeros menores que él, y
b) Cero origen: se marca arbitrariamente sobre un eje orientado.
e EIl estancamiento en el estadio de las operaciones concretas (dificultad para
desprenderse de un sentido concreto atribuido a los numeros), y
e Deseo de un modelo unificador. La necesidad de hacer funcionar un modelo aditivo
igualmente valido para ilustrar el dominio multiplicativo en donde ese modelo es

inoperante.

A partir del trabajo de Glaeser diferentes investigadores se interesaron en comprender
los numeros negativos. Desde entonces, y debido a las dificultades de ensefianza (e.g., el
profesor confunde entre el signo del nimero y el signo de la operacion) y de aprendizaje
(e.g., la comprensién del cero), estos nimeros han sido tema de discusion por la comunidad
de expertos en educacién matematica. De acuerdo con Bruno (2001), tales dificultades no
deben sorprendernos, pues incluso algunos matematicos a lo largo de la historia se
resistieron a utilizarlos. Los nimeros con signo, como tema de discusion, han sufrido un

largo y complejo proceso de aceptacion para considerarlos como nimeros; no es sino hasta

L En su articulo de 1981, Glaeser no habla de niimeros negativos; sin embargo, a este tipo de nimero los llama
“numeros relativos”.
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el siglo X1X cuando Hankel (1867, citado en Cid, 2003, p. 23) los introdujo de manera

formal.

La preocupacion por mejorar la ensefianza y el aprendizaje de los nimeros negativos se
ha manifestado en la publicacion de diversos articulos. Al respecto, algunos investigadores
estan interesados en indagar sobre el signo, positivo y negativo, de estos nimeros. Gallardo
(1994) menciona que el signo puede ser concebido como: unario, binario y simétrico (estas

definiciones se describen en el capitulo 2 de este trabajo).

Por su parte, Detzel, Barrio, Petich y Martinez (2014) afirman que la presentacién de
las notaciones para las operaciones de nimeros con signo es un factor para confundir el
signo unario con el binario. Estos investigadores mencionan que: “Se comienza con las
notaciones incompletas, es decir, las notaciones en las que se han suprimido los signos “+”
que indican operaciéon binaria (por ejemplo, - 4 — 2) para terminar presentando las
notaciones completas (por ejemplo, (-4) + (-2)).” (p. 165). Estos autores, en su propuesta de
ensefianza, consideran hacer el recorrido inverso. En otras palabras, iniciar con la notacién

completa y concluir con la notacion incompleta.

En su tesis doctoral: El status de los nimeros negativos en la resolucién de ecuaciones
algebraicas, Gallardo (1994) hizo un estudio historico-critico e identifico cinco niveles de
conceptualizar a los numeros negativos, inmersos en los procesos de solucion de problemas
encontrados en textos matematicos. La autora afirma que existe evidencia para decir que los
ndmeros negativos han transitado en estos niveles antes de ser considerado como una

nocion matematica formal. Los niveles de conceptualizacidn, son los siguientes:

1. Sustraendo, donde la nocién de nimero esta subordinada a la magnitud;

2. Numero con signo, cuando al nimero se le asocia el signo mas o el signo menos;

3. Ndmero relativo, es donde surge la idea de cantidades opuestas o la idea de
simetria;

4. Numero aislado, se consideran dos niveles: el de resultado de una operacién o como
solucion de un problema o ecuacion, y

5. Numero negativo formal, donde este nimero adquiere el mismo estatus que el

ndmero positivo.
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Cid (2003) hizo una revision de publicaciones que discuten la ensefianza y el
aprendizaje de los numeros negativos. Ella las clasifico en tres areas: a) propuestas de
ensefanza; b) dificultades de aprendizaje y errores en los alumnos, y ¢) implicaciones
didacticas de la epistemologia del nimero negativo. En otra linea de investigacion, Bruno y
Garcia (2004) analizan cémo futuros profesores de educacidon primaria y secundaria
clasifican problemas aditivos con nudmeros negativos, segun las estructuras de los
enunciados. Los investigadores encuentran que es de gran importancia la redaccion de los
enunciados para decidir la clasificacion; asi, establecen que la ausencia o no de palabras
claves lleva a los profesores en formacion a una determinada clasificacion. Bruno y Garcia

(2004) concluyen:

[Q]ue la ensefianza de la clasificacion de problemas aditivos debe proporcionar una amplia
variedad de enunciados que permitan recoger las diferentes variables que pueden aparecer
(linglisticas, contextuales, posicion de la incognita, etc.) con el fin de crear una imagen
amplia de las situaciones, al tiempo que lleve a diferenciar los elementos estructurales

(estados, variaciones, comparaciones) de los no estructurales. (p. 45)

Un trabajo similar al de Bruno y Garcia (2004) es el de Bruno y Martinon (1997),
quienes realizaron una clasificacion funcional seméntica de estos problemas aditivos. La
clasificacion esta conformada por 11 problemas, de los cuales, con base en su estructura y
con el proposito de enriquecer el significado del numero negativo, tres estan referidos a
estados, cuatro a variaciones y cuatro a comparaciones®. La clasificacién que presentan

Bruno y Martinén, es la siguiente:

1. Combinacion de estados;
2. Variacion de un estado;

3. Comparacion de estados;
4

Combinacién de variaciones sucesivas;

2 Para enriquecer el significado del nimero, Bruno y Martinén (1997) conciben situaciones concretas acerca
de estados, comparaciones y variaciones. A continuacion se describen:

a) Estado [e (t)]. Es el estado en el tiempo t. en los ejemplos de estado siempre existe un sujeto, una
magnitud y una unidad de medida (e.g., debo cinco pesos, la temperatura es de 12 grados bajo cero,
etc.);

b) Comparaciones [c]. las comparaciones se refieren a una situacion estatica. Existen dos funciones
estado, y el tiempo carece de importancia (e.g., tengo siete pesos mas que tu, hay ocho grados menos
en México que en Colombia, etc.), y

c) Variacion [v]. las variaciones se refieren a una situacion dinamica, donde transcurre el tiempo. El
tiempo tiene una funcién importante (e.g., gane 15 pesos, la temperatura bajé nueve grados, etc.).
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5. Combinacion de variaciones;

6. Comparacion de variaciones;

7. Variacion de variaciones;

8. Combinacion de comparaciones adyacentes;
9. Combinacion e comparaciones;

10. Variacion de comparaciones, y

11. Comparacion de comparaciones.

Por su parte, Almeida y Bruno (2013) documentan cémo futuros profesores de
educacién primaria resuelven problemas aditivos con ndmeros negativos. En su
investigacion, encontraron una variedad de estrategias usadas en las respuestas de los
profesores, las cuales reflejan diferentes modos de pensamiento. Mencionan que los
profesores son capaces de identificar los problemas que implican nimeros con signo
negativo pues en algun paso de sus respuestas escriben nimeros con signo negativo.
Almeida y Bruno (2013) concluyen que si bien no es dificil, para los profesores de
primaria, resolver correctamente los problemas (“rango de error ha estado entre 8% y
32%”, p. 134) resulta complejo para los docentes resolverlos planteando una operacion con
nameros negativos; particularmente, los problemas en los que el dato desconocido es la
variacion o la diferencia. Para dar solucién a este tipo de problemas recurren al sentido

comun y expresan la solucién de forma contextualizada o a través de graficas.

En cambio, otros investigadores han centrado su atencion en clasificar modelos de
ensefianza en torno a estos numeros. Janvier (1983, citado en Cid, 2003), en su estudio,
distingue tres modelos: el de equilibrio, el de la recta numérica y el hibrido. Sin embargo,
dicha clasificacion fue modificada por Cid (2002). Ella toma en cuenta s6lo a los dos
primeros modelos y los reconoce con el nombre de neutralizacion y desplazamiento,

respectivamente.

En cuanto al modelo de desplazamiento, Cid (2003) afirma que existen diversas
propuestas para usarlas como recurso en la ensefianza de los ndmeros negativos, por
ejemplo, “personajes u objetos que avanzan o retroceden a lo largo de un camino
(Thompson & Dreyfus, 1988; Sanchez & Olmedo, 1991), termometros o escalas de
diversas magnitudes (Bell, 1986; Strefland, 1996), ascensores que suben a los pisos y bajan
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a los garajes (Puig & Adam, 1956; Gradanidis, 1994), globos que se elevan o que se
hunden por debajo del nivel de mar (Petri, 1986)” (p. 7).

Para que tenga sentido el modelo de desplazamiento, propuesto por Cid (2003), y la
existencia de los numeros con signo es fundamental hacer uso del concepto fisico: sistema
de referencia®. En los ejemplos antes mencionados, dados por Cid, esta implicito tal
concepto. Al respecto algunos autores (e.g., Miranda, Radford & Guzman, 2013, entre
otros) sefialan la necesidad e importancia del uso de sistemas de referencia, de forma

correcta, para proponer y resolver tareas donde intervienen los numeros con signo.

Miranda et al. (2013) plantearon un problema de movimiento de dos objetos a
estudiantes de 15 afios y reportaron que estos tenian dificultades en su solucién al
considerar sistemas de referencia distintos para cada objeto inmerso en el problema. Entre
sus conclusiones, Miranda et al. afirman que se debe tomar en cuenta un solo sistema de
referencia en cada problema de movimiento independientemente del nimero de objetos
inmersos; ademas, al graficar en el plano cartesiano la distancia versus tiempo, se debe
interpretar el origen de coordenadas para que el movimiento de los objetos tenga sentido y

poder establecer relaciones ente ellos.

En otro estudio, Miranda, Radford y Guzman (2007) documentan la manera en que
estudiantes de distintos niveles escolares representan el movimiento de objetos mediante
gréficas cartesianas o dibujos, y como este enfoque ha sido de interés por parte de diversos
autores. A partir de las investigaciones de estos autores (Miranda et al., 2007, 2013) se
puede concluir que relacionar los datos de un problema con el sistema de referencia
adecuado no es tarea facil para los alumnos, y en ocasiones se debe a una falta de

conocimiento o comprensién del problema.

Por su parte, respecto al sentido (positivo o negativo) del movimiento, Mochén (1997)
afirma que los alumnos se preguntan a menudo qué signo debe tener la letra “g”
(aceleracion de la gravedad) al intentar sustituirla o calcular su valor numérico en alguna
férmula relacionada con el movimiento de caida libre. Al respecto, Mochén dice que las

respuestas mas frecuentes, por parte de los profesores, es: “negativa [cuando el objeto se

* En fisica, se entiende por sistema de referencia 0 marco de referencia al conjunto de convenciones usadas
por un observador para poder medir la posicion y otras magnitudes fisicas de un sistema fisico (Resnick,
Halliday & Krane, 1996).
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mueve] hacia arriba y positiva [cuando el objeto se mueve] hacia abajo” (p. 64). Ademas,
de acuerdo con estas respuestas, es evidente que los alumnos tienen dificultades de
comprension y aceptan la existencia de velocidades y tiempos negativos, aunque no los

pueden concebir en el contexto real.

Respecto a la problemética, sobre la ensefianza y aprendizaje de los nimeros con
signo, discutida en paragrafos precedentes, es notorio que se han investigado: sistemas de
referencia y numeros con signo. Sin embargo, no existen investigaciones centradas en
ambos conceptos y en la practica del profesor de matematicas de educacion secundaria. Por
ello, se propone la presente investigacion, cuyo propdésito es dar cuenta de los recursos
usados por el docente, de ese nivel educativo, en la comprension y resolucion de problemas

que involucran nimeros con signo.
1.2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Esta investigacion esta centrada en analizar la practica del profesor de matemaéticas, cuyo
énfasis es sobre los recursos usados en la resolucion de problemas que implican numeros
con signo. Como se puede observar en la revision de la literatura esta clase de numeros, que
involucran sistemas de referencia, son objeto de estudio en diversas investigaciones. Los
ndmeros con signo (nimeros enteros), actualmente, se estudian en primero y segundo grado
de educacion secundaria; en particular, en los bloque IV y V de primer grado, y bloque | en
segundo grado (SEP, 2011, pp. 34-38). En el Plan de estudio y el Programa, la SEP (2011)
sugiere trabajar con situaciones de temperaturas, ganancias y pérdidas, elevador, recta
numeérica y localizacion de fechas para dar sentido a los nimeros con signo; ademas, se
presentan enunciados de problemas aditivos y multiplicativos. Sin embargo, consideramos
de suma importancia que se ponga énfasis en el concepto: sistema de referencia en los
planes y programas para secundaria, propuestos por la SEP (2011), porque es fundamental

para la comprensién y solucion de problemas de nimeros con signo.

Diversos investigadores sugieren gque se continle, como linea de investigacién, sobre
los recursos usados por el profesor de matematicas (Adler, 2000; Adler, Ball, Krainer, Lin
& Novotna, 2005). En cambio, otros aseguran que, ante las dificultades en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, aun falta por hacer en torno al conocimiento matematico y
didactico del profesor (e.g., Hill, Sleep, Lewis &Ball, 2007, entre otros); en particular,

coémo él construye su conocimiento al reflexionar en y sobre su préactica, en la ensefianza

7
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del concepto de nimero negativo y las operaciones basicas con nimeros enteros (Nancupil,
Carneiro & Flores, 2013).

El papel que desempefia el profesor de matematicas es de gran importancia en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de esta disciplina. Por tal motivo, la presente
investigacion busca analizar la practica del profesor de matematicas de educacion
secundaria efectuada en el salon de clases. El énfasis es sobre los recursos usados por €l en
la resolucion de problemas que involucra a los nimeros con signo. Asi, de acuerdo con los

antecedentes aqui mencionados, se plante6 el siguiente problema de investigacion:

Impacto de los recursos usados por el profesor en la comprension y resolucion

de problemas de nimeros con signo

1.3. OBJETIVOS DE INVESTIGACION
1.3.1. General

Documentar como el profesor de matematicas, aun cuando no es consciente del uso de sus

recursos, resuelve de manera correcta problemas que involucran nimeros con signo.
1.3.2. Particulares

a) Mostrar que el profesor de matematicas no usa de forma consciente sistemas de

referencia al resolver, en el aula, problemas que involucran el uso de nimeros con signo.

b) Documentar el papel de los sistemas de referencia en la toma de decisiones del profesor

respecto a qué operacion usar (adicion o sustraccion) con nimeros con signo.

1.4. PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Con base en los objetivos, en esta investigacion se plantearon las siguientes preguntas de

investigacion.
1.4.1. Pregunta general

¢Como el profesor de matematicas usa sus recursos para resolver, en el aula, problemas que

involucran nimeros con signo?



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.4.2. Preguntas particulares

a) ¢Como usa el profesor de matematicas el recurso: sistema de referencia cuando resuelve
problemas que involucran el uso de nimeros con signo?

b) El libro de texto como recurso usado por el profesor, ;como influye en la seleccion y
comprension de los problemas discutidos en el salon de clases?

Con base en el Marco conceptual utilizado en esta investigacion, las tres preguntas se
responden por medio del analisis de las videograbaciones de las clases en las que el
profesor de secundaria recurrid a sus recursos, fisicos y no fisicos, para que los
estudiantes comprendieran y resolvieran problemas relacionados con nimeros con signo;
basicamente, se pone atencién a tres recursos: libro de texto (fisico), sistemas de
referencia y nimeros con signo (no fisicos). El andlisis de las entrevistas realizadas a los

profesores también ayudé a responder las preguntas de esta investigacion
1.5. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

Con base en la revision de la literatura, es notorio que se ha investigado sobre los conceptos
de sistemas de referencia (e.g., Miranda et al., 2007; Miranda et al, 2013, entre otros) y
nameros con signo (e.g., Almeida & Bruno, 2013; Bruno, 2001; Cid, 2003; Mochon, 1997;
Glaeser, 1981, entre otros). Estos conceptos son de gran importancia, en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje, pues estan estrechamente relacionados entre si y se debe a que
no pueden existir los nmeros con signo, en problemas contextualizados, sin un sistema de
referencia (Cid, 2002, 2003; Miranda et al., 2007, 2013; Mochdn, 2007, entre otros). En
matematicas no podemos hablar de nimeros positivos y negativos sin antes establecer un
sistema de referencia que permita determinar el sentido (signo) de los numeros. A pesar de
la relacion que existe entre los recursos: sistemas de referencia y numeros con signo, no
existen investigaciones centradas en ambos conceptos y en la préctica del profesor de
matematicas de nivel secundaria; por ello, surge la necesidad de hacer este tipo de

investigacion.

La préactica del profesor es de gran interés para los investigadores porque ésta impacta
en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas. Si se pretende que el profesor lleve a
cabo una “ensefianza de calidad” (Adler et al., 2005, p. 360), es necesario tener presente
que el conocimiento del profesor (entendido como recurso no fisico) es fundamental en su

practica docente (Adler, 2000; Gueudet &Trouche, 2009). En diversas investigaciones (e.g.,

9
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Gueudet & Trouche, 2009; Guzméan & Kieran, 2013), se ha reportado que los profesores
tienen, con frecuencia, falta de conocimiento al resolver problemas de indole matematico.
Al respecto Artzt y Armour-Thomas (1999) aseguran que la falta de conocimiento de los

profesores es fuente de dificultades al ensefiar contenidos matematicos.

Este estudio, también, siguio la linea de investigacion que esta centrada en los recursos
inherentes usados por el profesor en la ensefianza de las matematicas, y la cual ha cobrado
gran interés en los ultimos afios (e.g., Adler, 2000; Adler et al., 2005; Gueudet & Trouche,
2009; Guzman & Kieran, 2013, entre otros). Un trabajo significativo sobre este enfoque es
el de Adler (2000), quien plantea la necesidad de poner mayor atencién a los recursos
inherentes en la préactica del profesor, saber qué son y como funcionan en la practica del
salon de clases. Por tanto, la presente investigacion se caracteriza por investigar y analizar
los recursos; en particular, el sistema de referencia y los nimeros con signo (recursos no
fisicos) y el libro de texto que usa el profesor de matemaéticas de educacion secundaria en el

aula, para resolver problemas de nimeros con signo.

Lo gue motivd esta investigacion se debe: en primer lugar, como ya se menciono
anteriormente, no existen investigaciones acerca de la relacion entre la practica o el
conocimiento del profesor, los sistemas de referencia y los nimeros con signo. En segundo
lugar, a pesar de que existen investigaciones relacionadas con los recursos usados por el
profesor en su practica docente, ninguna de éstas menciona o enfatiza el uso consciente o
no de los recursos inherentes a su préctica. Finalmente, en tercer lugar, el hecho de que el
Plan y Programa de la SEP (2011) no haga mencion del concepto Sistema de referencia
para ensefiar y comprender los nimeros con signo, no quiere decir que esté ausente en la
resolucion de problemas con este tipo de numeros. Por ello, es importante considerar ambos

conceptos.

Por lo tanto para analizar los datos de la investigacion debemos retomar un marco
teodrico para analizar la practica del profesor. De esta manera tomamos como referencia el
enfoque tedrico Aproximacion Documental de lo Didactico (ADD, Gueudet & Trouche,
2009, 2010). Este enfoque teorico es presentado y explicado en el siguiente capitulo de esta

tesis.

10
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MARCO CONCEPTUAL

Para analizar la practica docente en la resolucion de problemas que implican ndmeros con
signo se necesita de un marco teoérico que situé en el centro al conocimiento matematico y
la actividad que el profesor desarrolla dentro del aula de clases. Por tanto, en esta
investigacion se adopté como marco la Aproximacion documental de lo didactico propuesta
por Gueudet y Trouche (ADD, 2009, 2010). De ella sélo son tomados en cuenta los
conceptos: trabajo documental, recurso y documento, y génesis documental, los cuales
mantienen una estrecha relacion para estudiar y comprender la préctica del profesor de
matematicas. Es importante mencionar que la Aproximacion Documental de lo Didactico
toma como base la Aproximacién Instrumental (Rabardel, 1995), cuyos conceptos basicos

son: artefacto, instrumento y génesis instrumental.

En el presente capitulo son explicitados los conceptos de la Aproximacion Documental
de lo Didactico como base en esta investigacion. Es pertinente describir, desde otras
posturas teoricas, el concepto de recurso, pues éste es la base de la practica docente
(Gueudet & Trouche, 2009). Ademas, como parte del marco conceptual de la presente
investigacion y de acuerdo con la problemética aqui planteada, primero, se describen los
significados que adquiere el signo positivo y negativo de acuerdo con Gallardo (1994) y se

define el concepto: sistema de referencia.
2.1. SIGNIFICADOS DE LOS SIGNOS: MAS (+) Y MENOS (-)

En su trabajo doctoral, Gallardo (1994), hizo un estudio historico-critico e identifico tres
significados que pueden adquirir los signos positivo y negativo al resolver tareas
(problemas, ejercicios, etc.) matematicas. Gallardo (1994), menciona que el signo puede ser

concebido como:

a) Unario, con significado estructural, abarca:

Numero relativo, nimero-solucion, nimero resultado y nimero negativo formal;

11
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b) Binario, con significado operacional, considera:

1. Sustraccion en aritmética como sustraer, completar y diferencia

2. Sustraccion en algebra como sustraer un nimero entero, afiadir o opuesto
c) Simétrico, con significado operacional, concibe:

Lo opuesto de un nimero

De acuerdo con el trabajo desarrollado por Gallardo (1994), y para efectos de esta

investigacion, podemos concluir que el signo Unario es aquel que corresponde al numero;

+

por ejemplo, *5, ~8, “4.5, % y el signo binario corresponde a la operacion; por

ejemplo, 5 + "8, 2.6 — 6.5, 1 + 7§.
3 4
En esta investigacion se observara si el profesor de matematicas distingue entre el
signo unario y binario cuando resuelve problemas que implican el uso de los numeros con
signo. Se pone atencion cuando el docente realiza operaciones con este tipo de nimeros y
cuando usa el sistema de referencia para comprender y resolver los problemas planteados
en el salon de clase.

2.2. SISTEMA DE REFERENCIA

En su articulo: ;qué signo realmente tiene la “g”?, Mochon (1997) menciona que en un
problema de caida libre*, donde intervienen las variables distancia, aceleracion y velocidad,
los alumnos suelen preguntarse: “;las variables distancia, velocidad y aceleracion, son
positivas o negativas?” (p. 69). De acuerdo con el autor, las variables pueden ser tanto
positivas como negativas, sélo es cuestion de determinar el sistema de coordenadas

adecuado para obtener cada una de las posibilidades.

En términos de Mochon (1997), es necesario establecer el Sistema de referencia para
comprender y resolver el problema que implica el uso de nimeros positivos y negativos. En

la Figura 2.1 se presentan las posibilidades de determinar el sistema de referencia.

* El problema que presenta Mochon (1997) es el siguiente: “Desde lo alto de un edificio de 30 metros se lanza
una piedra. ¢ Cual debe ser su velocidad inicial para que tarde 10 segundos en llegar al suelo?” (p. 69).

12
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Figura 2.1. Posibles sistemas de referencia para comprender y resolver
el problema de caida libre. Figura tomada de Mochén (1997, p. 70).

En el a) y b), de la Figura 2.1, se puede observar que el origen del Sistema de
referencia lo ubica desde donde lanzan la piedra, mientras que en el c¢) el origen es colocado
en el nivel del piso. También, establece que el movimiento hacia arriba sera positivo en los
incisos a y ¢, mientras que en el inciso b determina que el movimiento hacia abajo sera
positivo. Se puede observar que el sistema de referencia (origen y relacion del movimiento

con los nimeros positivos y negativos) lo determina el sujeto.

De esta manera, para esta investigacion tomamos las nociones que da Mochon (1997) y
la conceptualizacion del sistema de referencia propuesta por Resnick et al. (1996): “en
fisica, se entiende por sistema de referencia 0 marco de referencia al conjunto de convenciones
usadas por un observador para poder medir la posicién y otras magnitudes fisicas de un sistema
fisico”.

Esta conceptualizacion sera usada en el analisis de los datos de la presente investigacién (véase
capitulo 5 de este trabajo), con el proposito de identificar si los profesores reportados usan los
sistemas de referencia de forma consciente o no para comprender y resolver problemas que
implican el uso de nimeros con signo. Dentro del analisis se pondré atencion a la representacion
gréfica que usen los docentes con la intencion de observar si determinan el origen de sus sistema de
referencia y si dan evidencia de determinar las relaciones entre los movimientos de los objetos con
los nimeros con signo o sélo se limitan a usar operaciones de suma y resta en el dominio de los

ndmeros Naturales.
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2.3. CONCEPTO DE RECURSO

El concepto de recurso no es nuevo, sin embargo, investigadores como Adler (2000) han
tratado de dejar en claro este concepto con la finalidad de poder comprender la practica del
profesor. Esta autora lo analiza desde la composicién de la palabra misma, la descompone
como re-curso (re-source). Afirma que la re-conceptualizaciéon del término recurso es
necesaria para entender y comprender la importancia que tiene, el recurso, en los procesos
de ensefianza y de aprendizaje; sobretodo, el papel que juega el profesor a partir de los

recursos que dispone en su practica docente.

Para Adler (2000), los recursos son parte fundamental del quehacer del profesor de
matematicas, porque en ellos se apoya para ensefiar los contenidos; sin embargo, esta
autora aclara que depende del uso que les dé para permitir u obstaculizar su conocimiento

matematico para la ensefianza.

De acuerdo con Adler (2000), los recursos usados en educacion matematica se pueden
analizar desde su verbalizacion, considerando a estos como sustantivo (objetos) y como
verbo (acciones) en la practica y formacion del profesor de matematicas. La autora aborda,
también, la formacion de los profesores y las actividades relacionadas con dicha formacion,
hace énfasis en que ésta debe estar centrada en la conceptualizacion de los recursos que son

inherentes a la practica docente en el proceso de ensefianza.

En ese sentido, la formacion de los profesores de matematicas tendria que abordar los
recursos que usan en su practica docente; ampliando el concepto mas alla de lo implica en
su sentido comun; en otras palabras, considerar a los recursos como objetos materiales
(fisicos) que forman parte del ambiente de la ensefianza y del aprendizaje, ademas, incluir
los recursos humanos y culturales que intervienen. También, considerar en tal formacion
una reflexion sobre como los recursos son una extension del profesor, en el sentido de que

son de él en su préctica y los cuales inciden en los procesos de ensefianza y de aprendizaje.

Para Adler (2000), el enfoque mas comun que se da a los recursos en educacion esta
centrado en los materiales fisicos y los recursos humanos. Estos recursos basicos son
fundamentales para el funcionamiento de la institucion escolar; sin embargo, no son

suficientes para entender la dinamica que se da en el salon de clases; por ello, es necesario
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extender el concepto basico de recurso. Adler hace la siguiente categorizacion de estos

recursos (materiales fisicos, humanos y culturales) que intervienen en la practica docente:

e Los recursos humanos: estan vinculados directamente con los docentes que ensefian
matematicas y con los procesos (acciones) que utilizan en su practica educativa. El
profesor es obviamente un recursos humano fundamental, y la importancia de este
recurso no es solo en funcion de su capacitacion formal sino, también, porque él es
el responsable del proceso de ensefianza. En la investigacion y en el debate en la
formacion de profesores de matematicas se continda explorando la base del
conocimiento del profesor en sus componentes y su profundidad: ;qué tipo de
conocimiento matematico conoce? ;Qué conocimiento didactico tienen el contenido
matematico a ensefiar? ;Cual es la relacion entre estos dos tipos de conocimientos?
Estas y otras preguntas pueden ser planteadas respecto a los recursos humanos que
intervienen en la practica docente.

e Los recursos materiales y no materiales: los recursos materiales son referidos a los
objetos fisicos que ayudan en el proceso de ensefianza; por ejemplo, las tecnologias
y los materiales escolares usados en la ensefianza de las matematicas. Los recursos
no materiales se refieren a los simbolos matematicos usados normalmente en los
cursos de matematicas; por ejemplo: X, y, etc.

Las herramientas tecnoldgicas, como recursos fisicos, incluyen: el pizarron
electrénico, la calculadora, la computadora y el software especializado (como el
software de geometria dinamica), por mencionar algunos. Los recursos materiales
en la escuela, incluyen, por ejemplo: libros de texto y materiales didacticos escritos,
especificamente para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas escolares: los
geoplanos, las calculadoras, por mencionar algunos.

Los objetos matematicos, como recursos no materiales, son amplios; van desde unas
sucesiones numéricas simples hasta teoremas complejos, incluyendo una amplia
gama de objetos matematicos; por ejemplo, una expresion algebraica, una
representacion del triangulo en el plano cartesiano, etc. El contexto es el que
determina la utilizacion de los objetos cotidianos, ya que en si mismos no tienen

ninguna relacién directa con la clase de matematicas que se desarrollan en el aula,
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sino que estos objetos estdn constituidos por las practicas culturales cotidianas,
como comprar y vender, medir y comunicar.

e Los recursos culturales: son menos visibles, pero son creados y desarrollados
culturalmente, y forman parte del contexto de la ensefianza; estos son el lenguaje y
el tiempo. El lenguaje es un recurso cultural y social que incluye la verbalizacion de
los estudiantes durante la clase, asi como el intercambio de ideas con y entre los
alumnos. El tiempo se puede considerar como recurso cultural; utilizado de formas
diferentes en las zonas urbanas y en las rurales. La funcion del tiempo en la escuela
es a traves de los horarios de clase y de los tiempos para llevar a cabo las
actividades de aprendizaje, tanto en la estructura que da el profesor a la clase como
a las tareas.

En la Tabla 2.1 se muestra la categorizacion de los recursos para la ensefianza de las

matematicas en la escuela propuesta por Adler (2000).

Tabla 2.1.
Recursos basicos para el funcionamiento de la escuela (Adler, 2000, pp. 212-213)
Recursos Ejemplos Observaciones
Materiales  Edificio para la escuela, salones de Indispensables para el buen

clase, servicios sanitarios, electricidad, funcionamiento de la estructura escolar.
escritorios, pupitres, sillas, pizarrones,
lapices, plumas, plumones, papel, etc.

Humanos Relaciones profesor-alumno, tamafio
del grupo de clase, criterios de
evaluacion, alcance y contenido de la
calificacion.

Otros recursos y su Transparencia

Humanos Personas: los conocimientos del En cuanto al alcance, el contenido y la
profesor y los padres. orientacidn no hay consenso.

Procesos: colegialidad Para asegurar la continuidad de la practica,
asi como los cambios que surjan.

Tecnologias: pizarrones, calculadoras, Es necesaria la invisibilidad para que la
computadoras, fotocopiadoras, etc. practica se vea a través de la tecnologia.

Materiales de matematicas de la Los significados matematicos no son
escuela: libros de texto, otros textos, evidentes en si; las posibilidades
geoplanos, software didactico, etc. pedagogicas son construidas en la accién,

Objetos matematicos: pruebas, rectas la pedagogia centrada en el aprendizaje
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numeéricas, cuadrados magicos, etc. puede llegar a hacerlos visibles.

Materiales  Objetos cotidianos: dinero, periddicos, Son objetos especificamente matematicos
cuentos, calculadoras, reglas, etc. pero con contexto social, asimismo, deben
ser visibles e invisibles.

Fuera de las matematicas, también, deben
ser visibles e invisibles.

Sociales y Idioma: verbalizacién y comunicacion.  La estructuracion del tiempo necesita ser
culturales visible e invisible, con nuevas pedagogias
0 cuando la escolarizacion se rompe puede
ser demasiado visible.

Tiempo: calendario, duracion de los
periodos de clase, tareas, etc.

Remillard (2013), afirma que es necesario tomar perspectivas en el uso de los recursos
por parte del profesor. Establece que existe una relacién dinamica entre el docente y los
recursos disponibles en su practica. Este autor menciona que los recursos se pueden

considerar:

e Como herramientas para el trabajo de disefio. La manera de percibir a los recursos,
en su forma mas comdn, es como una herramienta que apoya, orienta y refuerza el
trabajo de disefio para la ensefianza, tanto en la preparacion como en el trabajo en
el aula. En este punto de vista tedrico, el profesor y la herramienta son
participantes activos en el trabajo de disefio (Remillard, 2005);

e como artefactos para el trabajo de disefio. Desde una perspectiva socio-historica,
los recursos como herramientas, son artefactos; los cuales, a partir del uso que les
del profesor, se convierten en instrumentos que permiten realizar el trabajo de
disefio, y

e COmo objetos en el trabajo de disefio. Esta perspectiva parte de las dos anteriores.
2.4. APROXIMACION DOCUMENTAL DE LO DIDACTICO
2.4.1. Introduccion a la Aproximacién Documental de lo Didactico

El enfoque tedrico propuesto por Gueudet y Trouche (2009) surgié como una extension de
la Aproximacion instrumental (Rabardel, 1995) y permite indagar y analizar la préctica
docente, asi como el desarrollo del profesor de matematicas. La Aproximacion instrumental

tiene como conceptos claves: artefacto, instrumento y génesis instrumental; mientras que, la
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aproximacion documental de lo didactico tiene como componentes: recurso, documento y

génesis documental, por nombra algunos.

Segun Rabardel (1995), un artefacto es un objeto fisico o simbdlico con significado
cultural y social que sirve para dar sustento a la actividad humana en la ejecucion de ciertas
tareas. Rabardel distingue entre el artefacto e instrumento. Este Gltimo se construye a traves
del artefacto y el uso que le dé el sujeto; es decir, el artefacto llega a ser instrumento a
través del uso (actividad) que le dé el sujeto, con base en sus conocimientos y métodos de

trabajo, y de las caracteristicas mismas del artefacto.

El instrumento es el resultado de un proceso llamado génesis instrumental, a través del
cual el sujeto construye esquemas de utilizacién de ese artefacto para una clase dada de
situaciones. EIl instrumento no puede ser considerado s6lo como un artefacto y se debe a
que el sujeto construye esquemas de utilizacidn; es decir, el instrumento esta compuesto por
el artefacto y los esquemas de utilizacién de éste. Drijvers y Trouche (2008, p. 368)

presentan esta relacion como:
Instrumento = artefacto + esquema de utilizacion

Respecto a los esquemas de utilizacién, Drijvers y Trouche (2008), mencionan que
éstos no se pueden observar de manera directa en los sujetos, sino a través de su préctica
docente; en otras palabras, cuando los sujetos resuelven actividades o problemas utilizando
artefactos. Las personas pueden elaborar esquemas de utilizacion no apropiados para
resolver una actividad en especifico o basarse en concepciones erréneas; por lo tanto, los

esquemas de utilizacién no son faciles de construir.

La geénesis instrumental tiene una naturaleza dual porque presenta dos procesos
dindmicos relacionados entre si. Por un lado, la instrumentalizacion esta dirigida hacia el
artefacto; el sujeto es quien guia la forma en que se utiliza el artefacto, y en cierto sentido,
da forma al artefacto. Por otro lado, la instrumentacion estd dirigida hacia el sujeto; las
posibilidades y limitaciones del artefacto influyen en la actividad del sujeto (Rabardel,
1995). El proceso de la génesis instrumental es iterativo ya que un instrumento, creado a
partir de un artefacto, se puede considerar como un nuevo artefacto, y una vez que el sujeto

lo usa, se genera un nuevo instrumento y asi sucesivamente.
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Gueudet y Trouche (2009), con base en la génesis instrumental, proponen su
Aproximacion Documental de lo Didactico. Este nuevo enfoque permite comprender y
analizar la préactica del profesor, a través de sus componentes principales que son: recurso,
documento, trabajo documental y génesis documental los cuales son descritos a

continuacion.
2.4.2. Aproximacion Documental de lo Didactico

En el &mbito de la educacion matematica existen diversas investigaciones que discuten el
concepto de recurso (e.g, Adler, 2000; Gueudet & Trouche, 2009; Remillard, 2013, entre
otros). A partir de las ideas de Adler, con el objetivo de analizar como el profesor de
matematicas se apropia de los recursos y los transforma en documentos, Gueudet y Trouche
(2009) proponen su enfoque tedrico: Aproximacion documental de lo Didactico. Gueudet y
Trouche (2009) abordan el significado y uso de los recursos desde la practica del profesor.
Estos autores consideran que los recursos usados en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas abarcan tanto los materiales basicos para la ensefianza, asi como los
conocimientos del profesor, las discusiones con los alumnos, las reflexiones que lleva a

cabo el docente al interactuar con sus colegas, al preparar las actividades para sus clases.

De acuerdo con la ADD (Gueudet & Trouche, 2009) el profesor usa recursos fisicos
(e.g., pizarrén, computadora, calculadora, libro de texto, Programa de estudio, entre otros) y
no fisicos (e.g., conocimiento matematico y didactico, entre otros) en su practica docente.
En otras palabras, todo lo que usa el profesor para llevar a cabo su practica es considerado
por estos autores como recurso. En la préctica, el recurso no esté aislado de otros, sino que
pertenece a un conjunto de recursos disponibles para resolver tareas dadas en el aula de

clases.
2.4.2.1. Documento y trabajo documental del profesor de matematicas

Gueudet y Trouche (2009, 2010) afirman que los recursos por ellos mismos no cambian la
practica del profesor, sino que los cambios significativos se dan cuando el profesor lleva a
cabo un trabajo documental. De acuerdo con la ADD, el profesor interactlia e interacciona
con los recursos disponibles para definir su trabajo en el salon de clases (trabajo

documental).
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El trabajo documental se puede dar dentro o fuera del aula de clases y hace referencia
a: “buscar recursos, seleccionar o disenar tareas matematicas” (Gueudet &Trouche, 2009,
p. 199) para implementar en las sesiones de clase. También, en el trabajo documental, se
incluye el resultado (producto) obtenido de los recursos disponibles; este producto es

Ilamado: documento.

Dentro de este enfoque tedrico, ADD, se establece que el documento es originado por
el profesor a través de apropiarse y transformar los recursos, con los que interacciona y al
mismo tiempo estos recursos influyen en el conocimiento y la actividad del profesor.
Gueudet y Trouche (2009) plantean que “los documentos pueden ser considerados en la
forma del verbo documentar: para apoyar algo (en este caso, la actividad profesional del

profesor) con los documentos” (p. 205).
2.4.2.2. Génesis documental

La transformacién de recurso a documento se lleva a cabo a través del proceso
denominado: génesis documental. Del mismo modo que en la génesis instrumental, la
génesis documental involucra los procesos de instrumentalizacion, que es la apropiaciéon y
transformacion de los recursos, y la instrumentacion que se refiere a la influencia de los
recursos sobre la practica del profesor. El profesor al usar, transformar y apropiarse de los
recursos disponibles en su practica docente genera un documento y, cuando esto sucede, se
ha producido la génesis documental. EI documento obtenido influye en la practica del

docente y éste se convierte en un nuevo recurso para él.

De manera anéloga a la génesis instrumental (Rabardel, 1995), en el profesor ocurre
una genesis documental (Gueudet & Trouche, 2009). En el enfoque documental, este tipo
de génesis se aplica al campo de la practica docente y al desarrollo profesional del profesor
de matematicas. En este proceso de génesis, el profesor se apropia y transforma los recursos
disponibles en documentos; al mismo tiempo, construye también sus esquemas de
utilizacion (Gueudet & Trouche, 2009); por ello, un documento es un conjunto de recursos
y esquemas de utilizacion de esos recursos en una determinada clase de situaciones. De esta

manera, la relacion entre documento y recurso puede ser expresada de la siguiente manera:

Documento = recurso + esquema de utilizacion (Gueudet & Trouche, 2009, p. 205)
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Estos investigadores sostienen que la transformacion de recurso a documento, se da de
forma gradual y continua, en la que el profesor construye sus propios esquemas de
utilizacion. Para Gueudet y Trouche (2009, 2010), dichos esquemas son reglas de accion e
invariantes operatorios y pueden ser observados en la practica del profesor a través de sus
acciones (e.g., discurso, procedimientos, entre otros). En este sentido, un esquema de
utilizacion esta integrado por una parte visible y tangible llamada usos, y una parte no

visible e implicita llamada invariantes operatorios (Gueudet & Trouche, 2009).

Los invariantes operatorios se refieren a los conocimientos que guian y determinan el
quehacer del profesor, Gueudet y Trouche (2009) afirman que son los conocimientos
susceptibles de intervenir en la practica docente: “fuerzas impulsoras y resultados de la
actividad del profesor, instrumentadas por un conjunto de recursos” (p. 205). El siguiente

esquema muestra una representacion que hacen los autores acerca de la génesis

documental.
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C Instrumentacion
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R Instrumentalizacion
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O .
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T Documento= recursos + esquemas de utilizacion
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E

M
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Figura 2.2. Esquema de representacion de la génesis documental,
tomado de Gueudet y Trouche (2009, p. 206).

La génesis documental tiene un caracter dialectico y dinamico, ya que la interaccion
que efectua el profesor con los recursos disponibles lo llevan a crear un primer tipo de

documento, que a su vez se convierte en un nuevo recurso; de tal modo que cuando el
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profesor interactla con este nuevo recurso lo lleva a la creacién de otro documento. Al

respecto, Gueudet y Trouche (2009) mencionan que:

La génesis documental no debe ser considerada como una transformacion de un conjunto de
recursos como entrada, y un documento como salida. ES un proceso continuo.
Consideramos aqui que un documento generado por un conjunto de recursos proporciona
nuevos recursos, lo que conducird a un nuevo documento. Debido a este proceso, hablamos

de la relacion dialéctica entre los recursos y los documentos. (p. 206)

De acuerdo con la Aproximacion documental de lo didéctico, la nocion de invariante
operatorio es compatible con el proceso dinamico de la génesis documental (Gueudet &
Trouche, 2010). Ante nuevos recursos usados el profesor pone en juego su repertorio de
invariantes operatorios; estos se asocian y transforman para generan nuevos invariantes

operatorios.

En la presente investigacion, se discuten y documentan los recursos que usa el profesor
de matematicas de primer grado de educacion secundaria para resolver problemas de
nlmeros con signo; se da mayor énfasis a los recursos: sistemas de referencia y ndmeros
con signo positivo y negativo. Los conceptos tedricos de la ADD que se han bosquejado en
este capitulo: el recurso, el trabajo documental y la génesis documental; asi como la
relacién entre ellos, son utilizados en el andlisis de los datos. Estos conceptos permiten
entender como el profesor se apropia de los recursos, al construir sus esquemas de
utilizacién, y los transforma en documentos, en el sentido de la ADD. En el siguiente
capitulo se describen las caracteristicas metodoldgicas de esta investigacion.
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En este capitulo se describe el método usado en la presente investigacion. En la primera
parte, se hace referencia a las caracteristicas del estudio; en la segunda parte, se describe la
poblacion participante, asi como las condiciones tomadas en cuenta para la seleccion de
dicha poblacién. En la tercera parte, se aborda la manera en que fueron recabados los datos
y los instrumentos usados para el acopio de los mismos. Finalmente, en la cuarta parte, se

explica y justifica el contenido matematico y curricular en que se centra esta investigacion.
3.1. TIPO DE ESTUDIO

Esta investigacion es de corte cualitativo, ya que pretende analizar la préctica del profesor
llevada a cabo en un ambito donde se ensefian y aprenden matematicas (Alvarez, 2003;
Cohen, Manion & Morrison, 2007; Taylor & Bogdan, 1984). La investigacion cualitativa
establece que el conocimiento es el resultado de la interaccion entre el individuo y su
entorno; por tal motivo, es indispensable tomar en cuenta el escenario, las personas o
grupos y permanecer proximos al mundo empirico (Alvarez, 2003). El presente estudio
permite descubrir y analizar los recursos usados por el profesor de matematicas de primer
grado de educacién secundaria; en particular, el sistema de referencia como un recurso para

resolver problemas que implican el uso de nimeros con signo.

La mejor forma de conocer, interpretar y analizar lo que sucede en el proceso de
ensefianza es estar en el medio donde se lleva a cabo dicho proceso; para ello, como parte
de la metodologia a seguir en esta investigacion fue el observar al profesor en su contexto
natural: el salon de clase. Al respecto, como afirma Alvarez (2003) “observando a las
personas en su vida cotidiana escuchandolas hablar sobre lo que tienen en mente, y viendo
los documentos que producen, el investigador cualitativo obtiene un conocimiento directo
de la vida social” (p. 26). Estar en el lugar donde se da el proceso de ensefianza permite

obtener los datos de primera fuente, es decir, captar todo aquello que sucede en el aula y
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que se relaciona con el quehacer del profesor. Por su parte, en términos de Taylor y Bogdan
(1984), en esta investigacion cualitativa se busca producir datos descriptivos: las propias

palabras de las personas, habladas o escritas, y la conducta observable.

Asimismo, entre las caracteristicas atribuidas al presente estudio, se retoman siete de

las diez que Taylor y Bogdan (1984) sugieren para toda investigacion de corte cualitativo:

1. En la metodologia cualitativa, el investigador ve el escenario y a las personas en una
perspectiva holistica; las personas, los escenarios o los grupos no son reducidos a
variables, sino considerados como un todo;

2. Los investigadores cualitativos son sensibles a los efectos que ellos mismos causan
sobre las personas, objeto de su estudio;

3. Los investigadores cualitativos tratan de comprender a las personas dentro del
marco de referencia de ellas mismas;

4. EIl investigador cualitativo suspende o aparta sus propias creencias, perspectivas y
predisposiciones;

5. Para el investigador cualitativo, todas las perspectivas son valiosas;

6. Los métodos cualitativos son humanistas, y

7. Los investigadores cualitativos dan énfasis a la validez en [de] su investigacion.

El método en el que se apoya esta investigacion es el estudio de caso, cuya finalidad es
comprender a profundidad la realidad social y educativa. Los estudios de caso, de acuerdo
con Cohen et al. (2007), son ejemplos especificos disefiados para ilustrar un “principio mas
general” (p. 251), y a partir de ellos pueden indagar situaciones, no necesariamente,
susceptibles de un analisis cualitativo. En los estudios de caso son abordados ejemplos
especificos que hacen referencia a un sistema de estudio delimitado (e.g., un nifio, grupo de
personas y escuela) y proporcionan un ejemplo Gnico de gente real en situaciones reales
(Cohen et al., 2007).

En cambio, Godino (1999) considera que la investigacion cualitativa requiere de un
seguimiento continuo, completo y detallado de los procesos que tienen lugar en un
determinado contexto, y este hecho hace que sea necesario centrar las actividades de
experimentacion en pocos individuos y a este tipo de trabajo se le conoce como estudio de
caso. Por su parte, Hitchcock y Hughes (1995, citado en Cohen et al., 2007) consideran que

un estudio de caso tiene las siguientes caracteristicas distintivas:
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1. Tiene que ver con una descripcion rica y viva de los acontecimientos.

2. Proporciona una narracion cronoldgica de los hechos.

3. Mezcla una descripcion de los eventos con el analisis de ellos.

4. Se centra en los actores o grupos de actores individuales, y busca entender su
percepcion de los acontecimientos.

5. En él se destacan los eventos especificos que son relevantes para el caso.

6. El investigador estad implicado integralmente en el caso.

7. Seintenta retratar la riqueza del caso, por escrito, en el informe.
3.2. PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION

Como parte de la poblacién participaron profesores de matematicas de primer grado de
educacion secundaria. Para ello, se acudio a varias secundarias publicas de la Ciudad de
México y el Estado de México con el proposito de invitar a los docentes a participar en esta
investigacion. Para que aceptaran colaborar, se les explico a ellos y a las autoridades
correspondientes (Director de la institucion) la metodologia a seguir en el acopio de los
datos: a) videograbacion de las clases en las que abordan el tema de los nimeros con signo
(enteros, SEP, 2011, pp. 34-38) y, posteriormente, b) una entrevista para comprender y
analizar si el profesor es consciente o no de los recursos usados en la resolucion de

problemas que implican esos numeros.

Aun cuando siete profesores se interesaron en participar en el acopio de los datos, s6lo
se pudo realizar el estudio con cinco de ellos y se debi6 a que sus directores de escuela
también accedieron. Para la participacion de los docentes no se consideraron las siguientes

variables: edad, género, experiencia docente y formacion académica.

De los cinco docentes que participaron en la investigacién, cuatro laboran en la Ciudad
de México y uno en el Estado de México. Como parte de la metodologia, el estudio tuvo
lugar, primero, en el aula de clases donde cada profesor imparte sus clases, y después, para

la entrevista, en un espacio dentro o fuera de la escuela en la cual ellos laboran.

Para el acopio de los datos, en esta investigacion se trabajo con los profesores: Marco,
Saal, Juan, Laura y Pedro (pseudénimos). Es importante mencionar que se videograbaron
las clases de los cinco docentes en las cuales resolvian problemas de nameros con signo;

sin embargo, s6lo a dos de ellos (Saul y Pedro) se les entrevisto. La eleccion de éstos se
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debid a que, al resolver los problemas propuestos durante las clases observadas, fueron los
unicos que usaron sistemas de referencia sin tener idea de ello; en otras palabras, no eran
conscientes de esos recursos. Es importante mencionar que estos dos profesores usaron una
representacion gréafica para comprender el problema y este recurso permitio, al
investigador, observar con mas claridad como es usado el sistema de referencia. Por ello, y
ademas de que su participacion fue la mas representativa respecto a sus colegas, el analisis

aqui reportado esta centrado en Saul y Pedro.

La participacion de Pedro y Saul fue la més representativa para esta investigacion
debido a que solo ellos trabajaron problemas que se contextualizan por arriba del nivel del
suelo llano y por debajo del nivel del mar. Consideramos que estos tipos de problemas
permiten usar distintos Sistemas de referencia. Ademas Saul y Pedro, a diferencia de sus
colegas, recurrieron a la representacion gréafica para comprender y resolver los problemas;
es decir, recursos que no usaron Juan, Laura y Marco. Estos ultimos profesores sélo
resolvieron problemas usando operaciones con numeros con signo; por ejemplo, como
problema para resolverlo con alguna operacidn, establecieron: “si una persona en un juego
de puntos, primero gand cuatro puntos, después perdié 2 puntos y finalmente gand seis

puntos, ¢cuantos puntos obtuvo al final?”

La eleccion de Saul y Pedro, para ser reportados en esta investigacion, se debe a que
ellos usaron Sistemas de referencia distintos cuando resuelven problemas que implican el
uso de los numeros con signo. Ello nos permitié conjeturar que no son conscientes del uso

de este recurso.

A partir de un analisis preliminar de las clases videograbadas consideramos como
hipétesis que los profesores usan de manera ocasional sistemas de referencia —recurso no

fisico— sin ser conscientes de ellos.
3.2.1. Caracteristicas de los profesores reportados

Saul y pedro, al igual que el resto de sus colegas participantes, son profesores
comprometidos con la educacién e interesados en ensefiar los contenidos matematicos
propuestos por la SEP (2011). Para lograr los objetivos y responder las preguntas de esta
investigacion, se decidio reportar los datos de estos docentes debido a los siguientes

motivos: Sadl usa, de forma no consciente, distintos sistemas de referencia para resolver
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problemas de nimeros con signo; en cambio Pedro, no distingue entre los significados de
los signos y confunde el signo de la operacién (binario, Gallardo, 1994) con el signo del

numero (unario, Gallardo, 1994) al resolver problemas de numeros con signo.

El profesor Saul trabaja en una escuela secundaria publica del Estado de México. Para
su formacion profesional, él estudié en la Escuela Normal Superior de Chalco —ubicada en
el Estado de México- e hizo una especialidad en Matematicas. Saul tiene, poco mas de, 26
afios como docente de matematicas en educacion secundaria e imparte esta asignatura en
los tres grados educativos. Durante su participacion en esta investigacion, uso como recurso

el libro: Complemento matematico 1, de Casarrubias y Gémez (2015).

Por su parte, el profesor Pedro labora en una escuela secundaria publica de la Ciudad
de Meéxico. El estudié la licenciatura en educacion secundaria con especialidad en
matematicas en la Escuela Normal Superior de México —ubicada en la Ciudad de México-,
y tiene tres afios de experiencia como titular frente a grupo y un afio de précticas
profesionales. Pedro ha trabajado con los tres grados de educacion secundaria. Como parte
de su practica docente, durante la videograbacidn de sus clases, el solia recurrir al libro de
texto, que proporciona la SEP: Matematicas 1, de Block y Garcia (2013), pero al
considerarlo deficiente lo complementé con otro libro de texto: Matematicas 1. Primer

curso, de caballero, Martinez y Bernardez (1994).
3.3. ACOPIO DE DATOS

El acopio de datos en esta investigacion se realizO en dos etapas. En la primera, se
implemento la observacién no participativa para recabar datos con base en la préctica del
profesor en el salon de clases. En esta etapa se videograbaron las clases en las que Saul y
Pedro “ensefaron” el concepto de numero entero [numeros con signo]; en particular, las
observaciones fueron principalmente en la resolucién de problemas que implican el uso de
dichos nimeros. En la segunda etapa, el instrumento utilizado fue la entrevista, previa
elaboracion de un protocolo, para cada uno de los profesores reportados en este trabajo. A

continuacion, se describe cada una de las etapas.
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3.3.1. Primera etapa. Videograbacion de las sesiones

En la primera etapa, se videograbaron las sesiones de clase de los cinco profesores que
participaron en la investigacion, y en las cuales ensefiaron a los alumnos los nimeros
positivos y negativos (ndmeros con signo). También, se realizd un anélisis de estas
videograbaciones y el libro de texto usado por cada profesor —seleccionado para la

entrevista- en torno a la resolucion de problemas de nimeros con signo.

A través de las videograbaciones se observé a cada profesor en su medio natural —salén
de clase- en el cual usaron los recursos disponibles para ensefiar los nimeros enteros. Para
Ilevar a cabo el acopio de los datos en el aula de clases, nos apoyamos en la observacion no
participativa como instrumento de investigacion valido y fiable (Cohen et al., 2007). Al
respecto, de acuerdo con Alvarez (2003), la observacion no participativa es definida como
el “acto de notar un fenémeno, a menudo con instrumentos, y registrandolo con fines

cientificos” (p. 104).

Las observaciones se llevaron a cabo en las fechas y tiempos determinados por cada
profesor. Se videograbaron todas las sesiones de clase en las que se trabajaron los nUmeros
positivos y negativos, pues el propdésito era captar el mayor numero de recursos usados por
los docentes en la ensefianza de estos contenidos matemaéticos (SEP, 2011). Durante el
tiempo de grabacién, el observador buscé no influir en el desarrollo de las clases, en otras
palabras, “tratdo de pasar lo mas desapercibido posible y no tener ningun tipo de relacion

con los miembros del aula” (Godino, 1999, p. 172).

En la Tabla 3.1 se muestra el nUmero de sesion de clase videograbadas de cada
profesor que participd en la primera etapa del presente estudio. Se intentd cubrir el total de
sesiones, desde que iniciaron con el tema de los ndmeros con signo (e.g., definicion,
operaciones, algoritmos, etc.) hasta que culminaron con la resolucion de problemas; sin
embargo, no fue posible con todos los profesores, puesto que algunos no lo permitieron.
Por ejemplo, Pedro s6lo autoriz6 que se videograbaran las clases en que resolvid

problemas con nameros con signo.
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Tabla 3.1
Numero de sesiones videograbadas de cada profesor
Profesor Formacion académica Clases videograbadas
Marco Normalista 10
Saul Normalista 8
Juan Lic. en matematicas aplicadas 6
Laura Normalista 15
Pedro Normalista 3

Por otro lado, como parte de la primera etapa, también se analizaron las
videograbaciones de cada profesor con el proposito de observar e identificar los recursos
que cada uno de ellos usé en la resolucién de problemas de nimeros con signo. El analisis
se llevo a cabo tomando como referente el concepto de recurso dado en la Aproximacion
Documental de lo Didactico (Gueudet & Trouche, 2009). Después de identificar los
recursos mas representativos que usO cada profesor, se tomaron extractos de las
videograbaciones; en particular, se recuperan las soluciones que hace Saul en los problemas
del avion y del submarino (véase Capitulo 4 de este trabajo), y las soluciones propuestas
por Pedro en los problemas de la mosca y del submarino (Ver Capitulo 5 de este
documento). Como parte de la triangulacion de los datos (Cohen et al., 2007), los extractos
fueron revisados y analizados por el asesor de esta investigacion para corroborar lo
identificado por el investigador respecto a los recursos usados por los docentes en los
problemas seleccionados.

Después de realizar el analisis en conjunto, asesor e investigador, consideramos como
hipétesis que los profesores Sadl y Pedro no eran conscientes de que usaban sistemas de
referencia como recurso para resolver los problemas con nimeros con signo. Sadl cambio
de sistema de referencia al resolver un problema que se contextualiza por debajo del nivel
del mar (problema del submarino) sin hacer explicito dicho cambio a los alumnos; ademas,
en ningun instante hizo referencia a los nimeros con signo porque, para él, sélo es

necesario establecer las operaciones (adicion o sustraccion).
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Por su parte, Pedro, dio muestra de confundir el signo de la operacion con el signo del
numero cuando salié del sistema de referencia (forma gréfica) para realizar las operaciones
Yy, en éstas, no considera los signos de las cantidades; esto, nos permitio observar un uso no
consciente del sistema de referencia. Por ello, fue necesario realizar una entrevista a los
dos profesores con el objetivo de observar y confirmar si son 0 no conscientes del uso de su

recurso (sistema de referencia) y determinar cuales son sus argumentos.

También, como parte de la primera fase del estudio, se realizé un analisis de los libros
de texto usados por Saul y Pedro en torno a los problemas que involucran el uso de
nameros con signo (véase Capitulo 5, pp. 47-99, de este documento). El proposito es saber
como influye este recurso en la practica del profesor de matematicas; observar si los
contenidos del libro son tomados en el desarrollo de la clase y si el profesor reproduce,
textualmente, la forma de resolver los problemas que propone el libro de texto o si realiza
modificaciones a dicha propuesta en su practica. Es importante mencionar que el analisis
estuvo centrado en como son planteados los problemas y la manera en que se sugiere la

solucion de los mismos.
3.3.2. Segunda etapa. Entrevista

En la segunda etapa, con base en los datos recabados en la primera etapa, fueron invitados
los profesores Saul y Pedro para ser entrevistados con el proposito de mostrar si son 0 no
conscientes de los sistemas de referencia que usaron como recurso al resolver problemas de
ndmeros con signo, y tratar de entender su préctica docente. Se pretendié que los
profesores analizaran y argumentaran el uso de sus recursos; en particular, sobre el sistema
de referencia, por lo tanto, las preguntas incluidas en el protocolo de entrevista fueron
abiertas (Cohen et al., 2007) y centradas sobre el sistema de referencia usado en la

resolucion de problemas que involucran nimeros con signo.

Se recurrié a la entrevista semi-estructurada como instrumento para recabar datos; en
términos de Alvarez (2003), el investigador la us6 como una forma de buscar y “entender el
mundo desde la perspectiva del entrevistado, y desmenuzar los significados de sus
experiencias” (p. 109). En la entrevista, se le pidio al profesor que primero observara el
extracto de video de sus clases y, posteriormente, el investigador le hizo las preguntas del
protocolo. Es importante mencionar que el investigador modifico, afiadio o quito preguntas

del protocolo de entrevista con base a las respuestas que fue dando el profesor. Esto fue
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necesario debido a la informacion que proporcionaba cada profesor en el momento de la

entrevista.

Cohen et al. (2007) destacan que en las entrevistas semi-estructuradas el investigador
tiene la libertad de modificar el orden de las preguntas, explicar o afadir informacion
durante el desarrollo de ésta; ademas, puede dar alguna informacion extra al entrevistado de
forma conversacional. Estos autores mencionan que este tipo de entrevista es una situacion
abierta, en la que se dispone de mayor flexibilidad y libertad para dialogar con el

entrevistado.

Con el proposito de que los profesores se sintieran comodos Y, asi, tener la confianza
de preguntarles, ellos decidieron el momento y el lugar para ser entrevistados: Saudl fue
entrevistado en la explanada de la escuela y Pedro en su casa. En todo momento se genero
un contexto de respeto y confianza entre el investigador y los profesores; para ello, se les
informd el proposito de la entrevista y se resalt6 la confidencialidad y anonimato de ellos y

de la informacién obtenida.

Durante la entrevista, primero, se le mostro —a cada profesor— un extracto de video de
alguna de sus clases cuando resolvié problemas con ndmeros con signo; segundo, se le
hicieron preguntas (e.g., ¢Qué significa que la altura de la tierra al avion sea 2870 metros?,
¢ Qué significa que el avion baje 945 metros?, ¢Los 960 metros, que es la profundidad del
submarino, es positiva 0 negativa?, entre otras) de acuerdo con el protocolo de entrevista
(véase anexos, pp. 11-115) y la informacion proporcionada por el profesor entorno a los
recursos utilizados en el sal6n de clases. La entrevista duro, aproximadamente, 50 minutos

con cada docente.

3.4. CONTENIDO MATEMATICO Y CURRICULAR
3.4.1. Contenido matematico

El contenido matematico que se aborda en este trabajo esta relacionado con los nimeros
enteros [numeros con signo]; en particular, con los problemas aditivos. La ensefianza y uso
de los numeros positivos y negativos se trabajan en los tres grados de educacion secundaria
(SEP, 2011); sin embargo, para esta investigacion, nos enfocamos al contenido propuesto
en primer grado debido, a que ahi, se propone abordar problemas aditivos con numeros

positivos y negativos.
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En el Plan de Estudios 2011 (SEP, 2011, p. 73) se han mantenido la organizacion de la

asignatura a través de los ejes:

1. Sentido numeérico y pensamiento algebraico;
2. Forma, espacio y medida, y
3. Manejo de la informacion

A diferencia del Plan de Estudios 2006 (SEP, 2006) en el Plan resiente se ha incluido
un eje llamado: “Actitud hacia el estudio de las matematicas” (SEP, 2011, p. 15). Este
nuevo eje no afecta la organizacion del contenido matematico. El contenido para cada
grado de educacion secundaria estd dividido en cinco bloques; en cada uno de ellos, se

abordan los tres ejes tematicos antes mencionados.

El contenido matematico, que fundamenta esta investigacion, esta ubicado en los
blogues IV y V de primer grado de educacion secundaria (SEP, 2011, pp. 34-38). En el
blogue IV se introducen, por primera vez, los nimeros negativos, y se ensefia a sumar y
restar con numeros negativos y positivos. En el bloque V, se continGa con la ensefianza de
los numeros enteros y se plantean y resuelven problemas aditivos que implican el uso de

ndmeros negativos y positivos.

La eleccion de este contenido matematico es importante para esta investigacion porque
los nimeros negativos han sido estudiados durante mucho tiempo (e.g., Bruno, 2001; Cid,
2003; Gallardo, 1994; Glaser, 1981, entre otros) y hasta la fecha siguen existiendo
dificultades en los procesos de ensefianza (e.g., distinguir entre el signo del namero y el
signo de la operacion se debe a la presentacion de la notacion para las operaciones de
nameros con signo, Detzel et al., 2014, por citar alguno) y aprendizaje (e.g., dar sentido al

cero) de estos ndmeros.
3.4.2. Contenido curricular

El eje tematico: Sentido numérico y pensamiento algebraico, en el Plan de Estudios de

matematicas (SEP, 2011), se divide en cuatro temas:

1. Ndmeros y sistemas de numeracion;
2. Problemas aditivos;

3. Problemas multiplicativos, y

4. Patrones y ecuaciones. (P. 16)
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En el bloque IV se trabaja con el primer tema: nimeros y sistemas de numeracion; en
el blogue V, se trabaja con el segundo tema: problemas aditivos. En la Figura 3.1 y la
Figura 3.2 se presentan el contenido matematico y curricular en el plan de estudios SEP
(2011).

COMPETENCIAS QUE SE FAvORECEN: Resolver problemas de manera auténoma ¢ Comunicar informacion matematica # Validar procedimientos y

resultados * Manejar técnicas eficientemente

APRENDIZAJES ESPERADOS

Eues

SENTIDO HUMERICO
Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

FORMA, ESPACIO Y MEDIDA

MANEJO DE LA INFORMACION

* Construye circulos y poligonos
regulares que cumplan con
ciertas condiciones
establecidas.

¢ L ee informacion presentada
en gréficas de barras y
circulares. Utiliza estos tipos
de graficas para comunicar
informacién.

NUMEROS
NUMERACION

SISTEMAS DE

* Planteamiento y resolucion
de problemas que impliquen
la utilizacion de nimeros
enteros, fraccionarios
0 decimales positivos y
negativos.

FIGURAS Y CUERPOS

* Construccion de circulos a
partir de diferentes datos (&l
radio, una cuerda, tres puntos
no alineados, etc.) 0 que

cumplan condiciones dadas.

MEeDIDA

* Justificacion de la formula
para calcular la longitud

PROPORCIONALIDAD Y FUNCIONES

* Andlisis de la regla de fres,
empleando valores enteros o
fraccionarios.

*» Analisis de los efectos del
factor inverso en una relacion
de proporcionalidad, en
particular en una reproduccion
a escala.

Figura 3.1. Contenido matematico y aprendizajes esperados. Bloque IV, primer grado
de educacidn secundaria. Plan de estudios de educacidn bésica secundaria, 2011, p. 34.

COMPETENCIAS QUE SE FAVORECEN: Resolver problemas de manera autonoma » Comunicar informacion matemética # Validar procedimientos y
resultados * Manejar técnicas eficientemente

APRENDITAJES ESPERADOS

EJes

SENTIDO NUMERICO
T PENSAMIENTO ALGEBRAICO

FDRMA, ESPACIO Y MEDIDA

MANEJO DE LA INFORMACION

*Resuelve problemas
aditivos que implican el
Uso de nimeros enteros,
fraccionarios 0 decimales
positivos y negativos.

PROBLEMAS ADITIVOS

* Resolucion de problemas que
implican el uso de sumas y
restas de nimeros enteros.

Mepipa

*Jso de [as formulas para
caloular el perimefro y ¢l drea
del circulo enla resolucion de
problemas.

PROPORCIONALIDAD Y FUNCIONES

*Resolucidn de problemas de
proporcionalidad multiple.

Figura 3.2. Contenido matematico y aprendizajes esperados. Bloque V, primer grado
de educacion secundaria. Plan de estudios de educacién basica secundaria, 2011, p. 35.
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A partir de esta propuesta del Plan y Programas de la SEP (2011), el profesor se
enfrenta a nuevos retos que demandan actitudes distintas frente al conocimiento
matematico. “No se trata de que el docente busque las explicaciones mas sencillas y
amenas, sino de que analice y proponga problemas interesantes” (SEP. 2011, p. 20). Con
base en lo anterior, en el desarrollo de la presente investigacion se analizan los recursos que
usan los profesores, Saul y Pedro, cuando resuelve problemas aditivos —en el salén de
clases— que implican el uso de numeros con signo (positivos y negativos). Ambos
profesores usan el libro de texto (como recurso fisico) para impartir sus clases. A
continuacion, en el siguiente capitulo, hacemos un andlisis del contenido matematico, de
esta investigacion; en particular, como son abordado los problemas aditivos con numeros
con signo en los libros de texto que usa cada profesor. También se reportan los datos

recabados; asi, como el andlisis de los mismos.
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Capitulo 4

Analisis del recurso fisico

Para ensefiar los numeros con signo a los alumnos de primer grado de educacion
secundaria, Saul y Pedro efectuaron un trabajo documental fuera y dentro del salén de
clases (Gueudet & Trouche, 2009, 2010), durante este trabajo ellos interaccionaron con sus
recursos los cuales les permitieron hacer cambios en su practica docente. Basados en los
datos recabados durante la primera y la segunda etapa de esta investigacion se observo que
los profesores usaron el libro de texto como recurso fisico para ensefiar, a los alumnos, los
ndmeros con signo: en particular, a comprender y resolver problemas aditivos con este tipo
de numeros. A continuacion se presentan y discuten las sugerencias didacticas y el
contenido matematico de este recurso fisico que le ofrece al profesor en torno a la

comprension y resolucién de problemas aditivos.
4.1. LIBRO DE TEXTO

El libro de texto es un recurso fundamental en la practica docente, y los profesores que aqui
participaron extrajeron de éste las sugerencias y actividades que consideraron pertinentes
para la comprensién y resolucion de problemas aditivos de nimeros con signo. En esta
seccion se revisan y discuten tres libros de texto usados en la ensefianza y el aprendizaje de
los nimeros enteros; en articular, para comprender y resolver problemas aditivos. En la
Tabla 4.1 se muestran los libros de texto que cada docente us6 como recurso fisico en su
trabajo documental (Gueudet & Trouche, 2009, 2010) efectuado antes y durante las clases

en el aula.

Esta revision y discusion tiene como propdsito explorar la forma en que los autores
de estos libros abordan los nimeros enteros (nimeros con signo) y, a su vez, el tipo de

problemas que proponen y la propuesta de solucion que dan.
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Tabla 4.1.
Libro de texto usado por los profesores como recurso fisico

Profesor Libro de texto
Saul Complemento matematico 1, Casarrubias y Gomez (2015)
Pedro Matematicas 1, Block y Garcia (2013)

Matematicas 1. Primer curso, Caballero (1994)

Los autores de cada uno de estos libros de texto buscan cumplir con el conocimiento
institucionalizado en el Programa de estudios (SEP, 2011) en torno a la ensefianza de los
nameros enteros a través de la resolucion de problemas; de manera que proponen en el
recurso fisico diversas Actividades e informacion que consideran relevante para el estudio
de estos nimeros y tratando de llevar a cabo las sugerencias didacticas del Programa de

estudio.
4.1.1. Libro de texto usado por Saul
4.1.1.1. Complemento matematico 1, Casarrubias y Gomez (2015)

Como parte de su trabajo documental Sadl usd, durante las clases, el libro de texto
Complemento matematico 1 (Casarrubias & GoOmez, 2015) para ensefiar los numeros
enteros. A continuacién analizamos la forma en que este autor presenta el tema; en
particular, los recursos que usa para resolver problemas aditivos que implican el uso de este

tipo de numeros.

Casarrubias y Gomez (2015) inician el tema indicando que “los numeros que hemos
estudiado [nimeros Naturales] son nimeros positivos (+). Los negativos (-) se usan para
representar cantidades como: 20 metros bajo el nivel del mar (-20), 5 grados bajo cero (-5)”
(p. 113). Como se observa, este autor inicialmente no indica que los negativos sean un tipo
de nimero y solo explicita que se usan para representar cantidades por debajo del cero. Al
indicar que las cantidades que estan bajo el nivel del mar o bajo cero, implicitamente los
autores establece un sistema de referencia en donde el origen es el cero o el nivel del mary

las cantidades por arriba del origen son positivas y por debajo del origen negativas.
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La afirmacion que dio Sadl le permite, en un principio, contextualizar los nimeros
con signo para lograr que los alumnos comprendan el uso de este tipo de numeros; para
esto, él propone algunos problemas (véase Figura 4.1) donde se representan cantidades

positivas y negativas de forma concreta, por ejemplo, el termoémetro.

1
00°C Punto de ebullicisn del agua.
80
78°C Punto de ebullicién del alcohol i
70| ——
60| -
o o 54" C Punto de fusion de la parafina
40| 2
37° C Temperatura normal del cuerpo humano Fi 7
30 ——
o = t 22° C Temperatura media en la Tierra
o il
Pu: 10| —+ = 2
g
g o—- 0" C Punto de congelacion del agua — e
= o =
= { 12° C Helada en la Sierra Tarahumara - P
w -20 &
=
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55 39" C Punto de congelacién del mercurio
-50 T
-60
-70 :
-80 i
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24 =

Figura 4.1. El termdmetro como recurso para contextualizar
los numeros con signo (Casarrubias & Gomez, 2015, p. 115).

Los autores tratan de definir los nimeros con signo y lo hace como ndmeros
simétricos. Casarrubias y Gomez (2015) usa la recta numérica como recurso (Gueudet &
Trouche, 2009, 2010) para explicar y definir los nimeros simétricos (véase Figura 4.2).
Dentro de esta propuesta el autor afirma que “la suma de dos numeros simétricos siempre

es igual que cero, —6+6=0".

NUMEROS SIMETRICOS Y VALORABSOLUTODEUN

& x ero de lados opuestos, se leg
A cada pareja de nimeros que estén a la misma distancia del cero, P HQI\
simétricos. El valor absoluto es su distancia al origen. . .
o -6unidades | - + Gunidades . —o-—-S5osis
[ o Aunkiedes 1 P YEESESSee |
1 |EETeEnse PEEE
GHE e e S B e .
R La suma de dos numeros simeétricos
Elinverso de 5 es -5 |-5] = es siempre cero.
Elinverso de -4 es 4 |-4] =4 st EeD
Los nimeros simétricos tienen el mismo valor absoluto g S
- i a la recta numerica contesta lo gua e

Figura 4.2. Definicion de los nimeros con signo (Casarrubias & Gomez, 2015, p. 115).
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En esta afirmacion se puede observar que los autores no hacen una diferencia entre
los significados de los signos mas y menos; es decir, no hace una diferencia entre el signo
del numero y el signo de la operacién, unario y binario respectivamente (Gallardo, 1994).
Por ejemplo, un ejercicio que propone es “5—5= 0" entonces, ;esta operacion es una resta
de ndmeros naturales 0 una suma de ndmeros con signo? Esta forma de escribir las
operaciones genera dificultades para comprender el significado de las operaciones y de los
numeros con signo. Lo correcto, si los autores afirman que la suma de dos numeros

simétricos es cero, seria usar tanto y diferenciar el signo del nimero y el signo de la
operacion (e.g., "5+ 5=0).

Casarrubias y Gomez (2015) siguen usando la recta como recurso para comprender
los nimeros con signo. Ahora ubican dichos nimeros en la recta numérica. Se debe notar,
que a pesar que el programa de la SEP (2011) establece que el tema es: operaciones con
nameros enteros, el autor extiende el contenido y trabaja con ndmeros positivos y

negativos.

Un recurso que usan los autores para comprender el tema de los nimeros con signo
es el plano cartesiano (véase Figura 4.3). Consideramos que este recurso es fundamental
para resolver y comprender problemas aditivos contextualizados por arriba o por abajo del
nivel del mar, debido a que es un tipo de sistema de referencia en donde, al igual que la
comunidad matematica, establece que los numeros que estan a la derecha y hacia arriba del
cero (origen) son numeros positivos, y los que estan a la izquierda y hacia abajo del cero

seran nimeros negativos.

siempre se dan en orden.
Abm(x):&s'amiaupmlvdeeerosobwelqehonzpmll.
(y): distancia a partir de cero sobre el eje vertical.

Pixy)
Abscisa J Lovdenada e

[ 1. Determina los valores que faltan. dl ok i =

< »
0 1 2 3 4 5 6 7 X

Figura 4.3. El plano cartesiano como récur%o para resolver y comprender
problemas aditivos (Casarrubias & Gomez, 2015, p. 118).
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Una parte fundamental para resolver problemas aditivos es saber operar con los
nlmeros con signo; para ensefiar como sumar y restar, los autores usan la recta numérica.
Con este recurso ellos pretenden que los alumnos comprendan como sumar y restar
ndmeros con signo para que, posteriormente, adquieran el algoritmo para operar dichos
nameros. Al usar la recta numérica para operar nimeros con signo, implicitamente los
autores usan el sistema de referencia en el cual determina que para cantidades positivas se

tiene que mover hacia la derecha y para las negativas hacia la izquierda (véase Figura 4.4).

ADICION DE NUMEROS CON SIGNO

+3 +4
> —

i I | ) -
T e T | R

Sl i
g | t
R 25 B TEVE 8 Y8

(+3) + (+4) =7 B o
Si los dos sumandos son positivos el resultado es S i
positivo. 3 - : i
* e T T BRI SR ey o o
8 TR S Vi T ,,.‘fg_,{ij\'* i8] 7.0 B0 32-
B, 5 a4 3 2 (1D ) Rl m = R
(-2) + (-6) =-8 Si los sumandos tienen sugnOIS C::bf:;:::. el
; i ore! 0s;
Si los dos sumandos son negativos el resultado ‘ resultado es la diferencia de sus vaor ol ustl y
es negativo. ‘ el signo es el del sumando con mayorvaror absolio. |
—— —————e e AQicos.
1. Resuelve las siguientes adiciones | 2. Completa los cuadrados magicos. |

Figura 4.4. La recta numérica como recurso para operar
nameros con signo (Casarrubias & Gomez, 2015, p. 122).

Los autores dan muestra, en este apartado del libro, de distinguir el signo del
namero y de la operacién, no hace ninguna distincion en la escritura; es decir, usa el signo
en la misma posicion para determinar el signo de la operacion y signo del nimero (e.g.,
(+5) + (-3)). Esta forma de escribir puede ocasionar errores cuando el alumno, e incluso el
maestro, resuelvan problemas aditivos con este tipo de nimeros. Lo ideal seria distinguir en
la forma de escribir los signos, por ejemplo, "5+ 3 y con esta forma de escribir los signos
se nota, claramente, que no representa lo mismo el signo mas del nimero cinco y el signo

mas de la operacion; también se evita escribir paréntesis que indica multiplicacion.

Finalmente, los autores proponen una serie de problemas aditivos (véase Figura 4.5)
para que los alumnos apliquen los conocimientos adquiridos. Sin embargo, Casarrubias y
Gbémez (2015) no resuelven ninguno de los problemas ni sugieren cémo resolverlos.
Consideramos que los autores dan por hecho que los alumnos y docente usaran lo
aprendido anteriormente, es decir, sabran usar los nimeros con signo y las operaciones de

suma y resta para representar y resolver los problemas.
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PROBLEMAS ADITIVOS ___

1. Resuelve los siguientes problemas.

a) Un avién se encontraba a 2870 metros de altura, luego bajo 945 metros, despué
ultimo descendié 570 metros. (A qué altura quedé finalmente?

s subio 812 metros Y por

e ——— o L ués se sumerge
b) Un submarino esta a 960 metros de profundidad, luego emerge 275 metros, gaeap wE

i s 2
metros. {Cudntos metros debe emerger para estar en la superficie delmar?

ey
=

e ————————
— = e Ac haia seis NiSOS V DO Ultimo asciende 3 l_

Fighra 4.5. Problemas aditivos qué implican el uso de
nameros con signo (Casarrubias & Gomez, 2015, p. 124).

Como se puede observar en la Figura 4.5, Casarrubias y Gémez (2015) proponen
problemas que se contextualizan tanto por arriba del vinel del mar como por debajo del
mismo. Este tipo de problemas se pueden resolver usando las operaciones de suma y resta
o, también, usando la representacion grafica como recurso para comprender y resolver el
problema. La forma de resolver cada problema es eleccién de quien lo intenta resolver
debido a que el autor no da posibles formas de resolverlo; a pesar de esta libertad, se
esperaria que usaran las relaciones que el autor, implicitamente establecié: movimientos
hacia la derecha o por arriba del cero son positivas y movimientos hacia la izquierda o por

abajo del cero son negativas.

Con base es la relacion anterior, se espera que en los problemas que se
contextualizan por debajo del nivel del mar (e.g., problema del submarino, p. 124), el
docente y los alumnos representen las profundidad a la que se encuentra el submarino con
un numero negativo y los movimientos que realice hacia arriba o hacia abajo con un

numero positivo o0 negativo, respectivamente.

Presentamos una solucién al problema del submarino, considerando el contenido y
las relaciones que establecen los autores. Para indicar la profundidad inicial de 960 metros,
se usaria el numero (7960m) y cuando menciona: que emerge 275 metros, se tiene que
sumar (+275m) y asi tener ~960m+"275="685. Posteriormente, cuando dice el problema

que: se sumerge 306 metros, se tiene que sumar el nimero negativo ~306 para obtener

40



CAPITULO 4. ANALISIS DEL RECURSO FiSICO

~685m+ 306="991 y con este resultado poder contestar el problema, es decir, le debe

emerger 991 metros el submarino para llegar a la superficie.

Consideramos que los autores esperan que los alumnos y el docente resuelvan este
tipo de problemas como se resolvid anteriormente. Sin embargo (como se vera mas
adelante), Saul, a pesar de usar el libro de Carrubias y Gomez (2015) para su trabajo
documental, no lo resuelve de esta forma y él establece que la profundidad del submarino

se representa con un numero positivo.
4.1.2. Libros de texto usados por Pedro

Pedro, durante la entrevista, mencion6 que al considerar deficiente el libro que otorga la
SEP (Matematicas 1, Block & Garcia, 2013), él complementa su trabajo documental con el
libro Mateméticas 1. Primer curso, Caballero (1994) para ensefiar el tema de los nimeros
enteros. A continuacion se revisan y analizan ambos libros para observar y analizar como

los autores plantean la ensefianza de este tipo de nimeros.
4.1.2.1. Mateméticas 1, Block y Garcia (2013)

En el libro de texto de Block y Garcia (2013) se inicia ejemplificando la necesidad de
construir los nimeros Enteros para poder resolver operaciones que no tienen solucién en el
domino de los numeros Naturales, por ejemplo, estos autores mencionan: “ En el conjunto
de los nimeros Naturales, una resta como 7—13 no tiene solucidn, porque no existe un
nimero natural que sumado a 13 dé como resultado 77 (p. 194), mencionan que se
necesitan los niUmeros enteros para dar solucion a dicha resta; sin embargo, los autores no
definen a los nimeros Enteros, los usan para resolver ciertas actividades. Block y Garcia,
buscan concretizar este tipo de nimeros y por ello recurren a situaciones concretas para dar
sentido a los nimeros positivos y negativos. En la Figura 4.6 se muestra un ejemplo del

tipo de problemas que usan para dar sentido a los nmeros con signo.

1. La tabla registra las canicas que Mario gané (con nimeros positivos) y perdié (con
negativos) en varios partidos. Complétala.

+8 -5 +4 +5 -2 0

Figura 4.6. Situacion para concretizar los nimeros con signo (Block & Garcia, 2013, p. 236).
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Los autores usan, como recurso (Gueudet & Trouche, 2009, 2010), la recta numérica
para identificar, posicionar y realizar operaciones con los nimeros positivos y negativos.
Block y Garcia (2013) determinan, al igual que la comunidad matematica, que “los
nimeros positivos estan a la derecha del cero y los negativos a la izquierda del cero” (p.

196). Lo anterior permite determinar la posicion de los nimeros enteros en la recta.

Los autores, al considerar la recta numérica, implicitamente estdn usando un sistema
de referencia en donde su origen es el cero y determinan la relacion entre los movimientos
y los nimeros signados; por tanto, los movimientos hacia la derecha y hacia la izquierda se
relacionan con nimeros positivos y negativos, respectivamente. En la Figura 4.7 se
muestra estas relaciones que implicitamente determinan los autores cuando dan el

procedimiento para sumar nimeros enteros en la recta numérica.

Para sumar (+5) + (~7):
Paso 1: se ubica el primer sumando en la recta numérica.

[z} i

[k R A RSl P e 1 e R AR B, SRS R et

Paso 2: si el segundo sumando es positivz, se cuentan hacia la derecha las unidades que indica; si
es negativo, hacia la izquierda. (=7)
. 4
| ! | | |
| [ ] | I I
-0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 22 -1 0 1

Asi, (+5) + (-7) = -2,
Figura 4.7. Relacion entre los movimientos hacia la derecha y hacia la izquierda con los
nameros positivos y negativos, respectivamente (Block & Garcia, 2013, pp. 236-237).

Aunque los autores, cuando operan a través de la recta numérica, consideran el
signo de los numeros (positivo y negativo, no sucede lo mismo cuando resuelven
operaciones sin usar la recta numérica. Block y Garcia, dan por entendido que los alumnos
tienen presente que +5 se puede escribir sin el signo (5). A partir de esta situacion los

autores introducen operaciones como: 5+5, —3+ 6, entre otras (véase Figura 4.8).
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b) 5+5=

h) 5+5=_

Figura 4.8. Operaciones propuestas en
el libro de texto (Block & Garcia, 2013, p. 239).

La Figura 4.8 nos permite observar que Block y Garcia (2013) no hacen una diferencia
en la escritura de los signos del nimero y de la operacién, y esto puede generar dificultades
en los alumnos e, incluso, en el profesor cuando resuelvan problemas que impliquen el uso
de este tipo de nimeros. Los autores, como ya hemos mencionado, no siempre escriben el
signo del nimero (unario, Gallardo, 1994) cuando escriben operaciones, por ejemplo, en el
inciso b de la Figura 4.8 dan por entendido que los alumnos identifican que el numero cinco

tiene signo positivo, sin tener que escribirlo.

Esta situacion de no escribir el signo del nimero puede, incluso, generar dificultades
cognitivas para aprender a operar este tipo de nameros. Por ejemplo, en el inciso h de la
Figura 4.8 al no diferenciar, en la escritura, entre los significados de los signos produce
complicaciones para aprender, pues al leer menos cinco méas cinco, los alumnos pueden
entender que son dos operaciones; es decir, restar cinco y luego sumar cinco, los cual es un
error. Lo correcto seria leer cinco negativo méas cinco positivo, pero al no haber diferencia

al escribir los signos los alumnos y profesores no logran visualizar esta problematica.

Por lo anterior, consideramos fundamental hacer una diferencia en la escritura de los
signos unario y binario; por ejemplo, la suma —5+5 se puede escribir cémo 5+ "5y
con esta forma de escribir los signos es notorio que los significados son distintos para los
signos mas y menos. Entonces, seria factible para los alumnos y docentes poder leer la
operacion como: negativo cinco mas positivo cinco o cinco negativo mas cinco positivo. De

esta manera, distinguimos entre el signo del nimero (unario) y el de la operacién (binario).
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En la Figura 4.9 se muestran algunos ejemplos de problemas que proponen estos autores en

su libro de texto.

a) Anasaco $5.00 de su alcancia el lunes, metié $8.00 el martes, sacé $3.00 mas el miér-
coles, sacé $2.00 el jueves y meti6 $1.00 el viernes, ¢Alfinal de la semana hay més o
menos dinero en la alcancia que al principio? ;Cuénto?

b) En una serie de juegos de canicas, Pepe perdi6 tres canicas, luego gano dos y después
perdio cinco. ;Cuantas canicas le sobraron?

¢) Mario jugé dos partidos. En el primero perdi6 tres canicas. No recuerda cémo le fue

en el sequndo, pero sabe que acabo ganando una canica. ;Cémo le fue en el segundo
partido?

Figura 4.9. Problemas aditivos planteados en el libro de Block y Garcia (2013, p. 241).

Los autores pretenden ensefiar los nimeros enteros a través de problemas. Sin
embargo todos los problemas que presentan se contextualizan en una recta numérica
horizontal, lo que impide a los alumnos y al profesor enfrentarse a problemas
contextualizados por arriba o por debajo del nivel del mar. Esta situacion los llevaria a usar
un sistema de referencia (recta numérica de forma vertical) para poder comprender y
resolver el problema. Como se puede observar en la Figura 4.9 los problemas se basan en

ganancias y pérdidas para contextualizar a los niUmeros positivos y negativos.

En el libro de texto no se hace mencion de que existen problemas por debajo del nivel

del mar y, por tanto, no presentan posibles soluciones a problemas de este tipo.
4.1.2.2. Matematicas 1. Primer curso, Caballero, Martinez y Bernardez (1994)

El libro de Caballero (1994) es usado por Pedro como complemento al considerar
deficiente el libro de Block y Garcia (2013), entonces se espera que el contenido de este
libro complemente al ofrecido por Block y Garcia. Los autores del libro, para introducir los
nameros con signo, plantean una situacion (véase Figura 4.10) en donde dos personas

parten del mismo lugar pero en direcciones contrarias.
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Supongamos que de un mismo punto
0 parten dos personas en sentidos opues-
tos y que, al cabo de una hora, han cami-
nado 5.6 km cada una. No cabe duda que,
a pesar de haber caminado el mismo nu-
mero de kilometros, se hallan en lugares
diferentes, ya que salieron hacia puntos
contrarios, es decir, que si una se fue hacia
la derecha, la otra se dirigi6 a laizquierda.

& %

-1 T —>
5.6 km 0 5.6 km

Figura 4.10. Actividad inicial para comprender y contextualizar
los numeros con signo (Caballero et al., 1994, p. 144).

Con el problema que se muestra en la Figura 4.10, Caballero et al. (1994)
muestran la existencia de los nimeros con signo, los cuales pueden ser representados en
una recta numérica. Se observa que ubica en una recta numérica a las personas en
direcciones contrarias. Con esta analogia se pretende indicar que los nimeros negativos y
positivos estan en direcciones contrarias pero que guardan la misma distancia respecto del

Cero.

Los autores usan, como recurso (Gueudet & Trouche, 2009, 2010), la recta numérica
para identificar y posicionar a los nimeros positivos y negativos. Al igual que Block y
Garcia (2013) y que la comunidad matemaética, Caballero et al. (1994) consideran que los
nameros positivos estan a la derecha del cero y los negativos a la izquierda del cero (véase

Figura 4.11). Lo anterior permite determinar la posicion de los nimeros enteros en la recta.

re; T

i s

Los nimeros con signo positivo los si-
tuamos a la derecha del origen 0, y los
negativos a la izquierda de dicho punto.

—q =3 =252 ¢ 012 vl v 4

=1 | | 1 i s o

T (e Y |
H - G F E - A B <D -

Figura 4.11. La recta numérica como recurso para identificar
y posicionar a los nimeros con signo (Caballero et al., 1994, p. 145).

Los autores, consideran implicitamente un sistema de referencia al usar la recta

numérica. En dicho sistema, al igual que Block y Garcia (2013), el origen del sistema es el
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cero y la relacion entre los movimientos y los numeros signados. De esta manera
consideran que los movimientos hacia la derecha y hacia la izquierda se relacionan con
nimeros positivos y negativos, respectivamente. En la Figura 4.12 se muestran estas
relaciones que implicitamente determinan los autores cuando dan el procedimiento para

sumar nimeros enteros en la recta numérica.

5. (+5) + (=3) + (+1) +
-7 = -4

A partir de 0, se toma hacia la derecha un
segmento que contenga 5 unidades (+ 5);
del extremo de este segmento, se toma
otro hacia la izquierda que contenga 3 uni-
dades (- 3); seguidamente, otro hacia la

ie-eguivalga a 1 unidad (+ 1);

Figura 4.12. La recta numérica como recurso para operar
nameros con signo (Caballero et al., 1994, p. 144).

Con el prop6sito de concretizar este tipo de nimeros y para poner en préactica lo
aprendido en torno a los nimeros con signo, los autores proponen una serie de problemas
de los cuales dan la solucién aritmética. Dentro de este conjunto de problemas,
principalmente, se encuentran algunos que se contextualizan con pérdidas y ganancias de
dinero, con deudas, entre otros (véase Figura 4.13). Con este tipo de problemas Caballero et
al. (1994) pretenden formalizar las operaciones con ndmeros con signo y obtener los
algoritmos para sumar nmeros enteros.

2. Si debo a un amigo 20 pesos (- 20) 3. Si tengo 70 pesos (+ 70) y debo 40
ya otro le debo 30 esos (_ 30)/ entotal | P (- 40), al hacer el balance de mi

situacion econémica, resulta que el liqui-

debo ]a suma de 50 pQSOS (. SO) do que tengo a mi favor es la diferencia, 0
sea, 30 pesos (+30).

) + (-30) = - X0 (+70) + (-40) = 30

40 L L Wal o B | AN

Figura 4.13. Problemas aditivos para contextualizar 1os numeros
con signo (Caballero et al., 1994, p. 147).
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Los problemas que presentan estos autores se pueden resolver sin tener que usar la
recta numeérica. Pero si se pidiera usar una recta numérica para expresar y resolver los
problemas, sin duda que todos se podrian representar en una recta numérica horizontal. Al
plantear y resolver problemas de este tipo (véase Figura 4. 13) donde so6lo se usan las
pérdidas, ganancias y deudas para concretizar a los nimeros con signo, impide a los
alumnos y al profesor enfrentarse a problemas donde intervenga el movimiento; por

ejemplo, los que se contextualizan por arriba o por debajo del nivel del mar.

En el libro de texto no se hace mencion de que existen problemas por arriba y por
debajo del nivel del mar y, por tanto, no presentan posibles soluciones a problemas de este

tipo.
4.2. COMENTARIOS FINALES RESPECTO A LOS NUMEROS CON SIGNO EN LOS RECURSOS FiSICOS

En la propuesta didactica de los tres libros de texto, aqui analizados, se busca cumplir con
lo institucionalizado en torno a la ensefianza de los nimeros con signo, en primer grado de
educacion secundaria; en particular, estos recursos fisicos le proporcionaron informacion y
actividades al profesor, y al alumno, con la finalidad de comprender y resolver problemas
que implican el uso de este tipo de numeros. Sin embargo, en dos libros de texto no
trabajan con problemas contextualizados por debajo del nivel del mar.

Los autores de los tres libros de texto analizados buscan, a través de ejemplos,
definir y dar sentido a los nimeros con signo. Usan la recta numérica como recurso para
ubicar y operar (suma y resta) con los nimeros con signo. Con este recurso, ellos, usan
implicitamente un sistema de referencia; con el cual, los autores coinciden es indicar que
los movimientos hacia la derecha o hacia arriba se representan con nimeros positivos y los
movimientos hacia la izquierda o hacia abajo (movimientos contrarios a subir o ir a la

derecha) con nimeros negativos.

En los tres libros de texto, también se observd que los autores cuando escriben
operaciones (suma o resta) usan los paréntesis para diferenciar el signo del namero con el

signo de la operacion, por ejemplo, escriben (+8) + (—4) para diferenciar el significado de

los signos. Con este tipo de escritura buscan que los alumnos y el profesor comprendan que
los signos mas y menos tienen significados distintos (signo del nimero y signo de la

operacion). Sin embargo, al usar paréntesis lleva a los alumnos y profesor a realizar
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multiplicacién aun cuando no se ha ensefiado esta operacion (la multiplicacion y division
con numeros con signo corresponde al bloque | de segundo grado de educacién

secundaria); es decir, para resolver la operacion (+8) —(—4) los alumnos necesitan usar “la
regla de los signos” para obtener el resultado de —(—4) = +4 y asi obtener +8+4 =12esta

forma de representar las operaciones genera dificultades entre los alumnos.

En los tres libros de texto aunque pretenden distinguir entre el signo unario y binario,
no proponen escribirlos de forma distinta y esto provoca errores. Consideramos que es
necesario escribir de forma distinta el signo del numero y el signo de la operacion para

evitar usar paréntesis (e.g., “8—4).

Se encontrd que los autores proponen una serie de problemas aditivos para que los
alumnos usen lo aprendido. Sin embargo sélo en el libro de texto de Casarrubias y Gomez
(1998) se proponen problemas que se contextualizan por debajo del nivel del mar (e.g.,
problema el submarino). Consideramos que este tipo de problemas tienen una mayor
complejidad para entenderlos y resolverlos por parte del alumno. Es importante destacar
que ninguno de los tres libros da posibles soluciones a los problemas que propone y, a
manera de conjetura, los autores creen que con ensefiar a sumar y restar nimeros con signo
y usando, implicitamente, un sistema de referencia (movimientos hacia la derecha o hacia
arriba con numeros positivos y movimientos hacia la izquierda o hacia abajo con numeros
negativos) es suficiente para que tanto alumnos como el profesor logren comprender y

resolver este tipo de problemas.

48



CAPITULO 5
ANALISIS DE DATOS Y

DISCUSION DE RESULTADOS

En este capitulo se presenta el andlisis de los datos recabados en las dos etapas de la
investigacién (videograbacion de las clases de los profesores y entrevista a dos profesores).
Se da evidencia del conjunto de recursos inherentes a la practica docente y usados por los
profesores Sadl y Pedro para comprender y resolver problemas de nimeros con signo,
también se muestra el uso no consciente sobre dichos recursos. Para ello, primero, se
expone el analisis de las clases videograbadas de ambos profesores, dando énfasis al
sistema de referencia como recurso usado en la solucién de problemas que involucran los
nameros con signo; segundo, el analisis de la entrevista de cada docente para evidenciar

que no son conscientes del uso de este Ultimo recurso.
5.1. PRIMERA ETAPA. VIDEOGRABACION DE LAS SESIONES

Con base en el analisis de las clases videograbadas en la primera etapa del estudio, el
propdsito que Saul y Pedro tenian, dentro del tema de los nimeros enteros, fue que los
alumnos comprendieran el significado de los nimeros con signo a través de la resolucion de
diversos problemas. Para ello, en términos de la Aproximacion Documental de lo Didactico
(Gueudet & Trouche, 2009), cada profesor uso los recursos disponibles en ese momento;
por ejemplo, el libro de texto, reflexiones sobre operaciones realizadas con nimeros con

signo, entre otros.

Ambos profesores estan comprometidos con que los alumnos aprendan y apliquen
los contenidos curriculares propuestos en el Programa de estudios (SEP, 2011). Una manera
de aplicar tales conocimientos es resolviendo problemas de indole matematico. Por
ejemplo, al terminar de ensefiar los nimeros enteros y al plantear problemas aditivos en la

clase, Saul, les comentd a sus alumnos: “el proposito de la clase es que los alumnos de
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primero ‘c’ aplicaran lo aprendido del tema de los niimeros enteros para poder resolver

problemas cotidianos aplicando [usando] nimeros enteros”.

Como parte de su practica docente en las soluciones de estos problemas, Pedro y
Saul usaron recursos fisicos y no fisicos (Gueudet & Trouche, 2009, 2010), llegando a
coincidir en algunos de ellos; entre los cuales esta el concepto de sistema de referencia (de
forma implicita), signos (flechas, puntos, lineas) para indicar los movimientos de los

objetos, entre otros.
5.1.1. Recursos usados por Saul

En su trabajo documental, Saul echd mano del libro de texto Complemento Matematico 1
(Casarrubias & Gdémez, 2015) como recurso fisico y, de él, selecciond un conjunto de
problemas aditivos de nimeros enteros (nimeros con signo) para resolverlos en el salon de
clases. Para lograr que los alumnos comprendieran y resolvieran los problemas
seleccionados, el profesor, us6 implicitamente, el sistema de referencia como recurso

fundamental en la resolucién y comprension de los problemas.

Dentro del conjunto de problemas seleccionados existen dos que llevan por nombre:
el avién y el submarino® (Casarrubias & Gémez, 2015, p. 124). Durante la solucién de éstos

se da muestra del uso no consciente de distintos sistemas de referencia.
5.1.1.1. Sistemas de referencia como recursos en el problema el avién®

El enunciado del problema “el avion” es el siguiente: “un avion se encontraba a 2870
metros de altura. Luego bajé 945 metros; después, subi6 812 metros, y por ultimo
descendio 570 metros, ja qué altura quedo finalmente el avion?” (Casarrubias & GOmez,
2015, p. 124) Como parte de la cultura en el salén de clases, los alumnos primero tuvieron
tiempo para resolver el problema y después Sadl, junto con ellos, lo expuso desde el
pizarron. En su trabajo documental, Sadl intent6 ir explicando la forma de resolver el
problema para que los alumnos comprendieran el procedimiento y reflexionaran sobre el

que ellos llevaron a cabo.

5 En el libro de texto no aparecen con estos nombres los problemas, sin embargo, por cuestiones de
identificarlos, el investigador les asigné ese nombre a cada problema.

® Problema seleccionado, por Saul, del libro de texto: Complemento matematico 1 (Casarrubias & Gomez,
2015, p 124).
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Ademas, entre los recursos disponibles, Saul recurrié a dos rectas paralelas para

representar graficamente el problema y darle significado real, es decir, simulaban ser la

tierra (véase Figura 5.1), a manera de conjetura consideramos que para Saul representa el

cero (origen). De acuerdo con el discurso de Saul, se puede percibir que sus invariantes

operatorios en torno a este recurso son tres: a) la importancia que tiene la representacion

gréfica para comprender y resolver el problema, b) una creencia acerca de la representacion

de los objetos a través de signos (punto) —para fijar el movimiento de los mismos—, y ¢) un

conocimiento matematico para poder interpretar la tierra como origen (cero) en un sistema

de referencia especifico.

“ .gﬂ\iq‘

N Drowm.,

M

Figura 5.1. Rectas paralelas como recurso para dar

sentido y comprender el problema.

Otro recurso, del que echd mano Saul, son las flechas (signos) para representar el

movimiento e identificar la altura del avion en el problema (véase Figura 5.1). El siguiente

extracto de la clase videograbada muestra lo mencionando en este parrafo.

Saul: Bien vamos a colocar nuestro dibujo. Coloquen aca que estamos a nivel de la

tierra [coloca dos rectas paralelas que representan el nivel de la tierra], y

dibujen un avion. Vamos a resolver el problema. El avion esta en este punto

[dibuja en el pizarron un punto y le coloca la palabra “avion’] entonces, de la

tierra hacia donde esta el avion [dibuja una flecha vertical desde el nivel de la

tierra hasta el punto que representa el avion] se encuentra a 2870 metros

(coléquenle hijos).
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Alumno: ;como maestro?

Sadul: si, de la tierra [sefiala con su dedo indice, de la mano izquierda, las lineas que
representan el nivel de la tierra] hasta donde se encuentra el avién [sefiala el

punto que representa el avion] esta a 2870 metros. ¢Estamos bien?
Alumnos: Si

Como se observa en el extracto, Saul busco fijar el movimiento del objeto a través
de signos (punto) para poder establecer la altura del avion y, de forma implicita, establecer
el origen de su sistema de referencia (lineas paralelas que representan el nivel de la tierra).
En términos de Gueudet y Trouche (2009), esto seria la clase de situaciones. De acuerdo
con sus invariantes operatorios, para Saul darle solucién al problema depende: primero, de
tener un conocimiento previo en torno al concepto altura; segundo, usar un sistema de

referencia para relacionar los movimientos del objeto con las operaciones de suma y resta.

Se puede observar que en la solucion aparece el concepto de sistema de referencia
de manera implicita, porque Saul establece un origen [nivel de la tierra] para observar y
medir los movimientos que hace el avion, indica un sentido [flecha vertical hacia arriba] y
le asocia, inicialmente, una cantidad positiva (2800 metros) a dicho movimiento. Conforme
avanza en la solucién del problema, el profesor da muestra de no usar los nimeros con
signo para establecer las cantidades correspondientes a los movimientos que hace el avién
de subir y bajar. El siguiente extracto de la clase videograbada muestra el uso no consciente
del sistema de referencia y la ausencia de los nimeros con signo en su procedimiento, aun

cuando el tema en la clase es este conjunto de nimeros.

Saul: Ahora, dice que va a bajar nueve cuarenta y cinco metros [se refiere a 945

metros] entonces, ¢Sumo o resto?
Alumnos: resto

Saul: entonces, restamos. La primera operacion seria: 2870 le restamos 945 [coloca en
el pizarron, de forma vertical, la resta2870—-945, véase Figura 5.2] réstenle.

[Da tiempo para que los alumnos resuelvan la resta]
Alumnos: ya

Saul: ya le restaron, alcen la mano quien ya resto.
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Alumna: 1955 [resultado incorrecto]

Saul: [Al ver que dieron un resultado incorrecto él resuelve la resta]. Entonces, queda
1925

Figura 5.2. La sustraccion como recurso para determinar
el movimiento hacia abajo del avion.

Como se puede observar en el extracto, Sadl, usé como recurso las operaciones
basicas (adicion y sustraccion) para determinar la altura del avion después de bajar los 945
metros que indica el problema. De acuerdo con el discurso de Sadul, al preguntar ¢sumo o
resto?, da por hecho —de manera implicita— que los movimientos que realice el avion

estaran asociados a una operacion y no a nimeros negativos o positivos.

En la Figura 5.2 se puede observar que el signo que coloca el docente no
corresponde al signo del nimero (945) sino al de la operacién; es decir, Binario (Gallardo,
2004). EIl profesor se mantiene en el terreno de los nimeros Naturales, y s6lo realiza una
resta entre dos cantidades positivas (2870 — 945), y da muestra de una confusién entre los
significados del signo del nimero y el signo de la operacién. A pesar de que su
procedimiento le permite obtener el resultado, su accionar no es correcto; lo adecuado seria

asociarle un signo (positivo 0 negativo) a los movimientos que realice el avion (e.g.,

"2800+ 945="1855) de esta manera el signo corresponde al numero y determinar el

movimiento que hace el objeto.

En su interpretacion y explicacion, Saul, establecié que cuando un objeto realiza el
movimiento de bajar se le asocia la operacion resta. Esta interpretacion del movimiento le

permitié al profesor calcular la nueva altura del avion después de bajar 945 metros.
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Posteriormente, Sadl, llevé el resultado obtenido a su representacion gréfica; sin embargo,
el tiempo’ no formé parte de sus invariantes operatorios para ese recurso (Gueudet &
Trouche, 2009) porque no lo considerd ni para resolver el problema ni para representar 1os
movimientos que hizo el avién en su dibujo (véase Figura 5.1). Lo anterior se puede

observar en el siguiente extracto de las clases videograbadas.

Saul: Entonces, el avion, vamos a bajarlo. El avidn ya estaria por aca [coloca un nuevo
punto del lado izquierdo y por debajo del primer punto que dibuj6] entonces

cologuen en su diagrama.

Como se observa, para Saul, no es necesario considerar el tiempo (que esta implicito
en el problema del avion que propone) porque no lo necesita para resolver el problema y
por ello coloca el nuevo punto que representa al avion, en su nueva posicion, del lado
izquierdo del primer punto que colocé en su dibujo (véase Figura 5.3); de esta manera, se
consideran como movimientos instantaneos. Para el docente no fue necesario usar en la
resolucion del problema la flecha, como recurso, para determinar el movimiento o la
posicion del avion después de realizar una accién (bajar 945 metros). Lo anterior quizé se
debid, a manera de conjetura, que el profesor considerd que para los alumnos era claro el
movimiento de bajar y la operacion realizada para determinar la nueva posicion del avién vy,
por tanto, no era necesario colocar una flecha hacia abajo para determinar que el avion

descendio.

T =74
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Figura 5.3. Posicion del avion después de bajar 945 metros.

7 El tiempo esta presente, implicitamente, en el problema cuando hace referencia sobre los movimientos de
subir y bajar; por lo tanto, tiene que ser considerado por el docente, en la representacion gréfica del problema
para lograr darle sentido para los alumnos.
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En el problema se menciona que el avion, después de bajar 945 metros, sube 812
metros. Para ello, Sadl usa de manera no consciente el sistema de referencia, porque subir y
bajar esta relacionados a la suma y resta respectivamente. El siguiente extracto de las clases

videograbadas de Saul da evidencia de lo anterior.

Saul: Luego ¢qué dice? Que va a subir de donde estaba acé [sefiala el nuevo punto que

representa la posicion del avion] subié 812 metros, sumamos o restamos?
Alumnos: sumamos

Saul: entonces, siumenle. A esto [hace referencia a los 1925 metros que es la posicion
del avion después de bajar 945 metros] le voy a sumar 812, simenle hijos

[coloca en el pizarron la suma 1925 + 812, de forma vertical]
Alumnos: 2 737

Saul: Entonces, casi se acerca a donde estaba originalmente el avion, entonces vamos a
colocarlo [dibuja un nuevo punto, a la izquierda y mas arriba que el anterior

punto, para representar la posicion nueva del avidn]. ¢ Estamos bien?

Como se observa en el extracto precedente, Saul explicita a los alumnos que los
metros que sube el avion se puede medir a partir de la Gltima posicion del objeto. De esta
forma, existe coherencia en el procedimiento debido a que si el avion sube entonces se tiene
que hacer la operacion contraria a la resta; por ello, el docente y los alumnos coinciden en

sumar la cantidad que asciende (812 metros) con la Gltima posicion del avion.

Saul, sigue sin considerar cantidades positivas 0 negativas para establecer el
movimiento que realiza el avién y s6lo se concreta en usar sumas o restas de nimeros
naturales Yy, nuevamente, no usa el recurso de la flecha para explicitar el movimiento que
hace el avidn (si bien el origen del primer punto —que representa la altura del avion— es el
cero; para las siguientes posiciones se parte de las alturas precedentes, se pueden usar las
flechas para indicar los movimientos que hace el avion). Después de colocar en su
representacion grafica la nueva posicion del avion (2737 metros) a través de un nuevo
punto, Saul resuelve la Gltima parte del problema la cual se refiere al descenso del avion. El
profesor repite el procedimiento y realiza una resta debido a que el avidn baja nuevamente (
2737 —570=2167). Lo anterior se evidencia en el siguiente extracto de la clase

videograbada de Saul.
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Saul: Luego, ¢qué significa la palabra descendié? ;Sube o baja? [Con sus manos hace

movimientos hacia arriba y hacia abajo]
Alumnos: bajo
Saul: baja. Entonces, qué hago, ¢sumo o resto?
Alumnos: resta
Saul: entonces, restamos 570.
Alumnos: 2167

Saul: serian [resuelve la resta] 2167, ahora vean la pregunta que me plantea ¢a qué

altura quedé finalmente el avion?
Alumnos: 2167

Saul: coloquen ahi [en el dibujo], el avién quedd finalmente a una altura de 2167

metros.

Con base en los extractos de la clase videograbada se puede afirmar que un recurso
importante que usa Saul para poder comprender el problema y darle solucion es la
representacion gréafica (dibujo), el cual se hace acompafar de signos tales como: flechas,
puntos y palabras para fijar y dar sentido al movimiento del avién. También esta presente el
uso del sistema de referencia a pesar de que nunca es mencionado explicitamente por Saul,
a manera de conjetura, porque este profesor considera que los alumnos —naturalmente—

comprenden el problema y saben qué operacion realizar para cada movimiento.

Se muestra que Saul uso el sistema de referencia de forma implicita y es porque
establece un origen (nivel de la tierra), a través de dos lineas paralelas; después establece —
de forma erronea— que los movimientos del avidn estan relacionados con la suma o la resta,
y no con cantidades positivas 0 negativas. Para Saul los movimientos hacia arriba se
relacionan con la suma y los movimientos hacia abajo con la resta, lo cual da evidencia que
el profesor no usa los numeros con signo en la resolucion del problema y sélo echa mano
del signo binario (Gallardo, 2004). En términos de Resnick et al. (1996), para el profesor
este seria el sistema de referencia pues establece las convenciones para poder medir la

posicion (altura del avion) y otras magnitudes fisicas (movimiento) de una situacion fisica.
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Sin embargo, no es el sistema de referencia que se espera que use al resolver problemas

aditivos de nimeros con signo porque genera dificultades en los alumnos.

A continuacién analizamos los recursos usados para comprender y resolver el
problema “el submarino”. Dicho problema fue resuelto el mismo dia que el problema del
avion.
5.1.1.2. Recursos usados en el problema el submarino

El enunciado del problema el submarino es: “un submarino estd a 960 metros de
profundidad. Luego emerge 275 metros; después, se sumerge 306 metros, ¢cuantos metros
debe emerger para estar en la superficie del mar [nivel del mar]?” (Casarrubias & Gémez,
2015, p. 124).

Los alumnos necesitan de un cambio radical en la forma de concebir el problema
para poder dar solucién al mismo (méas adelante se dan evidencias de esta afirmacion); sin
embargo, para Saul, no representa un reto porque es un problema que ha resuelto varias
veces en pasados ciclos escolares, por lo cual da muestra de un dominio en la resolucion de
este problema como veremos mas adelante. El profesor resolvio este problema en el
pizarron, al igual que el anterior, e intentd explicar la forma de resolverlo para que los
alumnos comprendieran el procedimiento. Es importante mencionar que los estudiantes
estaban influenciados por el problema anterior (el avidn) y, por tanto, usarian lo aprendido

para tratar de resolver el problema: el submarino.

Saul recurre, una vez mas, a la representacion grafica como recurso para
comprender y resolver el problema del submarino. Establece el origen del que se tomara
referencia para medir la profundidad del submarino. El siguiente extracto de la clase

videograbada muestra lo anterior.

Saul: Sale, vamos a dibujar nuestro submarino [el profesor realiza la representacion
grafica del problema en el pizarron]. Recuerden que el submarino esta debajo
del agua. Aqui dibdjenle que estaria la tierra [traza dos lineas paralelas para
representar la tierra, en lugar de hacer referencia al nivel del mar]. Vamos a
analizarlo, dice que de la tierra [nivel del mar] hasta abajo del mar, ¢hasta donde
se encontrara el submarino? [No da tiempo para que respondan los alumnos] A

960 metros; entonces, ponganle la primera, de la tierra hasta donde esta el
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submarino serian 960 metros [dibuja una flecha hacia abajo, indicando la

profundidad del submarino inicialmente (Véase Figura 5.4)].

o

| L NN

Figura 5.4. Recursos usados, inicialmente, en el problema del submarino.

Como se puede observar, en el extracto precedente, un recurso usado por Saul para
comprender y contextualizar el problema fue la representacion grafica (dibujo). De acuerdo
con el discurso y el procedimiento efectuado en el salon de clases, el establecer un origen
[Saul llama, de forma errénea, nivel de la tierra], determinar la distancia que hay entre los
objetos y la tierra e, incluso, el problema anterior (el avién) forman parte de sus esquemas
de uso porque es un recurso importante para poder indicar los movimientos (subir o bajar)

que realice el submarino y, asi, poder medir la profundidad del mismo.

Para ello, Saul traz6 una linea horizontal que representa el nivel del mar [él, la
Ilamé nivel de la tierra]; esta linea representa el origen (cero metros) de donde parte el
submarino y, del cual, se mide la profundidad inicial del objeto. Este recurso [el origen]
para Saul es muy importante y, por ello, enfatiza a los alumnos: “de la tierra [Sefiala la
linea que representa el nivel de la tierra] hasta abajo del mar”. Como se puede observar en
la Figura 5.4 el profesor usa una flecha vertical orientada hacia abajo para indicar que el
submarino se sumergié y esta inicialmente, a una profundidad de 960 metros. Saul coloca, a
un lado de la flecha, la cantidad 960 [nétese que el profesor no usa ningun signo para el

namero y, por tanto, lo consideramos como una cantidad positiva].

Podemos observar que Saul cambia de sistema de referencia para resolver este
problema, esto lo podemos afirmar porque en el problema del avién el determino, como

parte de su sistema de referencia, que la altura inicial [movimiento hacia arriba] se
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representa con una cantidad positiva y, en el problema del submarino, uno esperaria que
Saul determinara la profundidad inicial del submarino con una cantidad negativa, por ser un
movimiento contrario a subir; sin embargo, el docente relaciona con una cantidad positiva

la profundidad del submarino [movimiento hacia abajo].

En el discurso de Saul no se advierte de este cambio. Al parecer, el profesor espera
que el sistema de referencia (dibujo) les dijera a los alumnos de este cambio. No obstante,
se puede observar que el cambio de sistema de referencia puede ocasionar dificultades en
los alumnos para comprender y resolver el problema, para el profesor nunca genero
conflicto dicho cambio en su préctica docente. Lo anterior se evidencia con el siguiente

extracto de la clase videograbada de Saul.
Saul: Ahora, paso dos, dice: emerge, ;qué es emerge?
Alumnos: va para arriba

Saul: emerge es va para arriba; entonces, ¢qué hacemos? ;Sumamos o restamos [el

profesor sefiala la posicion del submarino]?
Alumnos: sumamos

Saul: si sumamos, seria mas grande la cantidad [comparando con 960], ¢estamos de
acuerdo? Y el submarino se sume mas para abajo [hace el movimiento con su
brazo izquierdo hacia abajo, indicando que el submarino tendria mayor

profundidad]
Alumnos: restamos [convencidos por el argumento del profesor]

Saul: entonces, restamos. Réstenle; a 960 le vamos a restar 275 [coloca en el pizarrén,

de forma vertical, la resta 960 — 275]
Alumnos: 685

Podemos observar que, influenciados por el problema del avion y las relaciones
implicitas que hizo Saul, los alumnos al ser cuestionados sobre qué operacion realizar para
saber la nueva posicion del submarino después de emerger 275 metros respondieron:
sumar. Es evidente que la respuesta esta basada en el problema anterior, donde los
movimientos hacia arriba fueron relacionados con la operacion suma; por tanto, si el

submarino emerge [va hacia arriba] se tiene que sumar. Sin embargo, los alumnos no
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toman en consideracion que el profesor esta usando un nuevo sistema de referencia y, por
tanto, las relaciones que se establecieron anteriormente no se pueden usar para este

problema.

En la solucion del problema, los esquemas de utilizacion que los alumnos poseen y
ponen en juego en torno a la operacion que se usa de acuerdo al movimiento del objeto son
diferentes que los de Sadl. Para los alumnos, los movimientos hacia arriba del submarino se
siguen relacionando con la suma porque no son conscientes del cambio de sistema de
referencia que Saul, de manera inconsciente, hizo al considerar la profundidad del
submarino como una cantidad positiva y por el hecho de estar situados en el campo de los

ndmeros Naturales.

Se observa experiencia en Saul para resolver problemas de este tipo, también confianza
y dominio del recurso usado pues en ningin momento muestra inseguridad cuando los
alumnos le responden que se tiene que sumar cuando el submarino emerge. De acuerdo con
el discurso dado por Saul para justificar por qué no se tiene que sumar cuando el submarino
emerge, se puede observar que él se mantiene en el campo de los numeros naturales y
recurre al orden de este tipo de nimeros para argumentar —de manera matematica— porque
si sumamos 275 a 960 se obtendria una cantidad mayor y, por tanto, el submarino se
hundiria mas. Tal argumento da evidencia de que Saul no usa los nimeros con signo y que
solo considera a los nimeros naturales, y en su representacion grafica recurre, de forma

implicita, a una recta donde los nimeros van creciendo hacia abajo y todos son positivos.

Loa alumnos cambian sus esquemas ante la justificacion de Saul, pues en su discurso
ahora ellos afirman que las cantidades se restan cuando el submarino emerge. No se puede
observar si los alumnos en verdad quedan convencidos del argumento que da Saul y si
logran comprender porque no es una suma. Una vez que los alumnos aceptan que se tiene
que restar no presentan dificultad para resolver el problema, pues tienen en mente que todo
movimiento contrario a subir, en este problema, se relaciona con la suma (operacion

contraria a restar). Lo anterior se muestra en el siguiente extracto de la clase videograbada.

Saul: [resuelve la resta]; entonces, serian cinco, se convierte en cinco seria ocho, se
convierte en ocho serian seis [685]. Coldquenle, ¢subiéo no? [Dibuja, en su

representacion gréafica, una flecha hacia arriba —que va desde el punto que
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representa la profundidad anterior del submarino hacia el nivel del mar— para

indicar que el submarino subio] y coloca la cantidad obtenida (685 m).
Luego dice: sumerge, ¢qué es sumerge?
Alumnos: bajar

Saul: baja. Entonces, va para abajo; si estoy acé [sefiala, en el pizarrén, donde coloco

la flecha hacia arriba y la cantidad de 685 m], ¢qué le hacemos?
Alumnos: se suma
Saul: se suma. Sumenle hijos, 306 metros [coloca la operacidn 685 + 306]
Alumnos: 991

Como se observa en el extracto precedente, los alumnos consideran la operacion
suma para conocer la nueva posicion del submarino después de sumergirse 306 metros.
Esta accion estd influenciada por los argumentos que Saul dio previamente, en los cuales
menciond que cuando el submarino emerge no se puede sumar porque el submarino se
hundiria méas y, por lo tanto, la operacion que relaciona con la accion de subir es la resta.
Esto genero conflicto entre los alumnos, quienes relacionan los movimientos hacia arriba
con la suma; sin embargo, aceptaron la justificacion del docente (sin reflexionar o
cuestionar) por tratarse de una figura de autoridad. Una vez aceptada la nueva relacion, los
alumnos dieron muestra de comprender el uso del sistema de referencia porque fueron
capaces de relacionar, de forma correcta, la operacion que se tiene que hacer para los

movimientos hacia abajo —en el problema del submarino — aun sin comprender el por qué.

A pesar de existir un cambio de sistema de referencia, Sadl sigui6 sin usar los
nameros con signo y sélo se concentrd en las operaciones de adicidn y sustraccion con
nameros naturales. En la Figura 5.5 se puede observar lo antes dicho y cémo Sadul recurre
al uso de las flechas para determinar los movimientos que realiza el submarino, caso
contrario al problema del avion en donde solo uso una vez la flecha para determinar la
altura inicial del avién. Esta situacion, nos permite conjeturar que el docente considera de
mayor complejidad el problema del submarino y, por ello, necesita indicar en todo
momento el movimiento que hace el objeto con la finalidad de que los alumnos

comprendan el procedimiento.
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Figura 5.5. Flechas, como recurso, para determinar el movimiento del submarino
y el uso del signo binario (Gallardo, 2004) para conocer la posicién.

Como se puede observar en la Figura 5.5, Saul sigue sin considerar el tiempo —que
se presenta en el contexto real—, y coloca las flechas que usa para determinar el movimiento
y la nueva posicién del submarino de manera indistinta, sin respetar un orden porque solo le
interesa el desplazamiento que hace de forma vertical; es decir, los desplazamientos que

realiza el submarino.

5.1.1.3. El sistema de referencia como un posible recurso adecuado en la resolucion de los

problemas: el avion y el submarino

Como hemos mencionado Saul usa la representacion grafica como recurso para comprender
el problema y el sistema de referencia para resolver el mismo; sin embargo, al no
considerar los nimeros con signo en su procedimiento, cometio el error de relacionar los
movimientos de los objetos con las operaciones de suma o resta y no con una cantidad
positiva 0 negativa. En la siguiente tabla se presenta una posible solucién de los problemas
presentados usando el sistema de referencia y los nimeros con signo de forma correcta, con
el propdsito de mostrar la forma de trabajar el sistema de referencia y los nimeros con

signo en la solucion de problemas aditivos que implican el uso de estos nimeros.
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Tabla 5.1.
Anélisis de la solucién de Sadl en el problema del avién y una posible solucion

Problema del avién:

Un avion se encontraba a 2870 metros de altura. Luego bajé 945 metros; después, subi6 812 metros, y
por ultimo descendi6é 570 metros, ¢a qué altura quedo finalmente el avion?

Instrucciones Solucion de Solucion Comentarios
Sadl propuesta
Altura inicial 2870 m *2870m Sadl da por hecho que los alumnos

consideran el signo positivo cuando no se
escribe en el nimero

Baja 945 2870 +2870 En la propuesta de Saul s6lo usa el signo
metros - + binario y, con ello, no estd indicado el
_945 ~945 movimiento que hace el avion.
1925 71925 A diferencia de Sadl, en la propuesta se

usan ambos signos el binario (operacion) y
unario (del nimero) Gallardo (1994). Con
esta forma de establecer la operacion se
usa correctamente el sistema de referencia
y, asi, se establece que los movimientos
hacia abajo se relacionan con cantidades
negativas y no con la operacion resta.

Saul relaciona la suma con el movimiento

de subir.
1925 1925
+ 812 + En nuestra propuesta el movimiento de
Sube 812 —=< 7812 subir estd relacionado con una cantidad
metros iti
2737 + 0737 positiva. De es_ta manera se hace un uso
correcto del sistema de referencia, en
donde se establece que los movimientos
hacia arriba son cantidades positivas y los
movimientos hacia abajo son cantidades
negativas.
2737 " 2737
- +
Desciende 570 -570
570 metros
2167 +9167
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En la Tabla 5.1 se puede observar el uso de un sistema de referencia como recurso,

a pesar de que Saul nunca hace mencion de €él. Se nota un uso incorrecto e, incluso, no

consciente, porque no usa los nimeros con signo y se limita a establecer la relacion de los

movimientos del avion con las operaciones suma o resta. Asi, se realiza una suma si el

avion sube y una resta si baja.

En la Tabla 5.2 se presenta la solucién que da Saul al problema “el submarino” y la

propuesta de soluciéon que damos para dicho problema. Debemos mencionar que para este

problema hay dos posibles soluciones: una considerando el mismo sistema que usa Saul en

el problema del avion y, dos, considerando el sistema que usa el profesor en el problema

del submarino.

Tabla 5.2.

Analisis de la solucién, al problema del submarino, de Saul y propuestas de soluciones usando el

sistema de referencia de forma correcta

Problema del submarino:

Un submarino esta a 960 metros de profundidad. Luego emerge 275 metros; después, se sumerge 306 metros, ¢cuantos
metros debe emerger para estar en la superficie del mar [nivel del mar]?

Instrucciones Solucién Propuesta 1: Propuesta 2: Comentarios
de Saul respetando el sistema de
sistema que referencia usado
usa Saul en el problema
del avién
Saul determina que la profundidad del
submarino es una cantidad positiva.
Profundidad 960 m + 960.[.] —960.n
inicial Si usamos el mismo sistema que us6 Sadl en el
problema del avion, la cantidad que representa
la profundidad del submarino, tendria que ser
negativa porque el profesor determind la altura
del avién como una cantidad positiva.
En la propuesta de Saul, nuevamente, sélo usa
el signo binario. Se presentan dificultades en los
alumnos, pues ellos asocian la accion de subir
(emerger) con una suma (problema del avidn)
960 *060 ~960 pero como Sadl uso un sistema distinto para
Emerge 275 - &3 + 975 + + 975 este problema, entonces, la sun_1a ya no funciona
metros ey ey y, por tanto, el _prc_)fesor explica porque no se
685 * 685 - 685 puede sumar e indica que es una resta lo que

tienen que hacer.

En la propuesta 2, sigue existiendo la relacion
establecida en el problema del avidn, es decir, el
movimiento de subir se relaciona con la suma.
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Saul, en su nuevo sistema de referencia,
relaciona la suma con el movimiento de bajar.
En nuestra propuesta 2 el movimiento de subir
esta relacionado con una cantidad positiva o, en

Sumerge 306 685 *685 - 685 términos de Sall, con una suma. De esta

metros + 306 + + manera, se usa el mismo sistema de referencia
— ﬁ ﬁ para no generar conflictos en los alumnos.
91 991 ~991

Se establece que los movimientos hacia arriba
son cantidades positivas y los movimientos
hacia abajo son cantidades negativas.

En la Tabla 5.2 se puede observar el uso de un distinto sistema de referencia para
resolver el problema del submarino. ElI cambio que hace el profesor, sin dar explicacion
alguna de dicho cambio de sistema nos hace conjeturar que no es consciente del uso del
sistema de referencia como recurso para resolver el problema. Si bien, su procedimiento es
correcto y le permite obtener la respuesta correcta, Sall no es consciente de que usa
distintos sistemas de referencia para resolver cada problema antes presentados. Los

sistemas de referencia que uso son los siguientes:

e Problema del avion
- Origen: nivel de la tierra
- Movimientos hacia arriba: suma [correcto: cantidades positivas]
- Movimientos hacia abajo: resta [correcto: cantidades negativas]
e Problema del submarino
- Origen: nivel de la tierra [nivel del mar]
- Movimientos hacia arriba: resta [correcto: cantidades negativas]

- Movimientos hacia abajo: suma [correcto: cantidades positivas]

Consideramos que una forma para no generar dificultades en los alumnos es usar el
mismo sistema de referencia en todos los problemas que resuelva o explicitar el sistema de
referencia que usara en cada problema con la finalidad de que no surjan contradicciones en
los proceso de solucién, y usar nimeros signados para poder asociar a los movimientos

cantidades con signo.
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5.1.2. Recursos usados por Pedro

Pedro, como parte de su trabajo documental (Gueudet & Trouche, 2009), selecciond
algunos problemas aditivos de los libros: Matematicas 1 (Block & Garcia, 2013) y
Matematicas 1. Primer curso (Caballero et al., 1994) y otros de internet para resolverlos en
clase, con la finalidad de reforzar los conceptos, algoritmos y reglas ensefiadas en torno a
los nimeros enteros (nimeros con signo). De acuerdo con el Programa de estudios (SEP,
2011), los problemas aditivos permiten usar sumas y restas con nameros enteros. Estas

operaciones fueron usadas por Pedro como recurso para resolver los problemas.

Para que los alumnos comprendieran los conceptos, algoritmos y operaciones de
nameros con signo al resolver los problemas, al igual que Saul, Pedro también recurrio al
sistema de referencia (representacion grafica) como recurso y una serie de signos para

indicar los movimientos de los objetos que intervienen en los problemas.

Dentro de los problemas que Pedro resuelve en el aula, seleccionamos dos que
resaltan los recursos usados en su solucién. Estos son: la mosca y el submarino®, en ellos se
observo que Pedro tuvo dificultad para distinguir los significados de los signos positivo y
negativo (Gallardo, 1994) y no us6 el signo del nimero al realizar operaciones. En seguida,

son explicitados los recursos usados en cada uno de ellos.
5.1.2.1. Recursos usados en el problema la mosca

Como parte de su trabajo documental (Gueudet & Trouche, 2009), Pedro junto con los
alumnos resolvio el siguiente problema en el pizarron: “Una mosca se encuentra volando en
el campo. Inicialmente se encuentra a una altura de 6 metros. Comienza a realizar ascensos
y descensos, los cuales son registrados. Primero se eleva 2 metros, y luego desciende 3 m.
después asciende nuevamente 5 metros y desciende 4 metros. (A qué altura se encuentra

en ese momento la mosca?”

Un recurso usado por Pedro, al igual que el profesor Saul, es la representacion
gréfica (dibujo) para interpretar y comprender el problema. Ademas, de forma implicita,
usé el sistema de referencia para determinar que el nivel del piso es su origen (cero
relativo) y los movimientos de subir y bajar con la suma y resta, respectivamente. De

acuerdo con el discurso de Pedro, los invariantes operatorios (Gueudet & Trouche, 2009)

8 El investigador asign6 estos nombres a los problemas que Pedro resolvié en clase para poder identificarlos.
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que guiaron el uso de este recurso es el significado que Pedro tiene en torno al nivel de la
tierra. Pedro define el nivel de la tierra como un cero relativo (origen del sistema de
referencia); del cual, se toma la referencia para determinar las alturas y movimientos que
haga la mosca. Ademas, recurre al dibujo para poder fijar el movimiento de la mosca y, de
esta forma, poder establecer su altura. Lo mencionado anteriormente se evidencia en el

siguiente extracto de la clase videograbada.

Pedro: Bien, vamos a resolver el problema. Por aca esta mi pasto [dibuja en el pizarron
lineas que simulan el pasto] y por acé esta mi mosquita [dibuja una mosquita y
una curva, con linea punteada, que representa el movimiento de la mosca] y

estd a una altura ¢de cuanto? [Véase Figura 5.6]
Alumnos: seis metros

Pedro: entonces, vol6 de cero metros [indica el pasto con una flecha y coloca el
namero cero] o sea que estabamos sobre el nivel del piso, hacia seis metros.
Esto es relativo [se refiere a los cero metro, nivel del piso] ahorita les voy a

decir por qué siento que es relativo.

eagd . '

}) yblemas 2@

Figura 5.6. La representacion grafica como recurso para comprender el
problema, y linea curva para determinar la altura de la mosca.

Como se puede observar en el extracto anterior y en la Figura 5.6, Pedro requiere
determinar el origen [cero relativo], y establecer la relacion que existe entre el nivel del

piso y el cero relativo para poder medir la altura de la mosca. Si bien, en ningiin momento
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de la clase el profesor dio una explicacion del porqué lo nombra “cero relativo”.
Consideramos que para él existe el concepto de un cero absoluto y que toma en cuenta el
contexto del problema. Esto da muestra, en un principio, que Pedro usa el sistema de
referencia de forma correcta y, posiblemente, de forma consciente, mas alla de no dar una
definicién ni mencionar su uso, porque advierte que se necesita determinar un origen y que

él lo puede establecer donde sea (Resnick et al., 1996).

Para Pedro es fundamental, al igual que para Saul, fijar los movimientos que realice
el objeto (la mosca), para ello, recurre al dibujo. A diferencia de Saul, quien usa una flecha
como recurso para indicar la altura del avién, Pedro se apoya en una linea curva y le coloca
a un lado la cantidad seis metros (m). El uso de este recurso permite observar que hay

dificultades para medir la altura de un objeto (véase Figura 5.6).

A partir de las acciones y el discurso de Pedro, podemos observar que existen
errores conceptuales en torno al concepto altura porque el profesor asocia la altura (seis
metros) de la mosca con la longitud de la curva que dibuja (la trayectoria de la mosca). La
cantidad seis metros la tuvo que haber colocado a un lado del dibujo que representa la
mosca (como lo hace méas adelante). Es evidente que para Pedro esta representacion no
genera dificultades en los alumnos y que ellos lo comprenden para resolver el problema. En

el siguiente extracto de la clase videograbada se da evidencia de esta afirmacion.

Pedro: entonces, empez6 a hacer esto la mosquita [dibuja lineas curvas, indicando las
posibles trayectorias que hace la mosca al volar] y no sabia a donde ir la mosquita.
Entonces, empez6 a subir y bajar. Luego, primero, se eleva. Entonces, de aqui
[sefala la posicion de la mosca donde su altura es de seis metros] empieza a subir

dos metros, entonces, hasta ahi ;cuanto llevariamos?
Alumnos: ocho metros [no hacen operaciones escritas]

Pedro: hasta ahi, llevariamos ocho metros [coloca en el pizarron una nueva curva
indicando que la mosca subidé y le coloca 8 m] luego desciende tres metros la
mosquita [comienza a trazar una linea curva hacia abajo para indicar el
movimiento de la mosca] la mosca dice me rebelo y ahora me voy para el piso.

¢ Cuanto?

Alumnos: cinco metros

68



CAPITULO 5. ANALISIS DE DATOS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Pedro: estamos a una altura de cinco metros [no realiza ninguna operacion en el
pizarron, todo es mental], y luego dice asciende cinco metros, ¢ Ddnde estamos a los

cinco metros?
Alumnos: 10 metros

Se puede observar que para Pedro no es necesario dar explicacion alguna en torno a
qué operacion hacer para resolver el problema de la mosca, ni escribir dichas operaciones.
Al parecer, él considera que los alumnos cuentan con un conocimiento previo para saber
qué operacion realizar si la mosca sube 0 baja, pues son movimientos que ellos identifican.
Sin embargo, para el profesor es fundamental indicar a partir de donde se suma o se resta la
cantidad que se eleva o baja la mosca. Pedro sefiala con su dedo una nueva posicion que
tiene la misma altura inicial de la mosca y menciona que a partir de esa posicion se tienen

que sumar dos metros (véase Figura 5.7.ay 5.7.b).

Figura 5.7.b. Uso de una marca para pigrg 57.a. Traslacién de la altura inicial de

determinar la altura de seis metros de la mosca

X la mosca a una nueva posicion.
y a partir de ella sumar lo que se eleva.

En la Figura 5.7.a se puede observar que los invariantes operatorios (Gueudet &
Trouche, 2009) que guian el uso de la representacion grafica y el sistema de referencia por
parte de Pedro es considerar el tiempo, porque la mosca estd en movimiento. El profesor
dibuja lineas curvas que representa la trayectoria que hace la mosca y, también, traslada la
posicion inicial de la mosca (seis metros de altura) a una nueva posicién que indica con una
nueva marca [segmento]. Aunque Pedro, inicialmente, menciona que usara un cero relativo
como origen, él no menciona que realiz6 sumas y restas para conocer la nueva posicion del
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objeto. El hecho de que Pedro use sumas y restas para resolver el problema, nos permite
inferir que €l usa, implicitamente, un sistema de referencia para comprender y dar solucion
al problema. Sin embargo, al igual que Saul, Pedro relaciona los movimientos de la mosca
con las operaciones de suma y resta, en vez de relacionar los movimientos de la mosca con
cantidades positivas 0 negativas; en otras palabras, Pedro no usa los nimeros con signo

para resolver el problema de la mosca.

Pedro: si se dan cuenta traté de no usar operaciones, simplemente, la mayoria fue

mental en mi dibujo

A pesar de que Pedro no realiza ninguna operacion escrita, hay evidencia de que tanto
él como los alumnos usan las operaciones de adicidn y sustraccion para conocer la nueva
altura de la mosca después de subir o bajar. Para el profesor es suficiente la representacion
grafica que hace del problema para comprender como resolverlo. De esta manera, se puede
observar que Pedro establece, de manera implicita, que para los movimientos hacia arriba

se suma y hacia abajo se resta.

Pedro no usa los nimeros con signo como recurso para resolver el problema y, sélo
se limita a realizar, mentalmente, sumas y restas de numeros naturales. A manera de
conjetura, €l uso el sistema de referencia de forma implicita, a pesar de indicar el origen de
su sistema, y fue fundamental para resolver el problema de la mosca. Para Pedro es
necesario establecer un origen [nivel del piso o cero relativo] para poder medir las alturas vy,
después, establecer relaciones en torno a los movimientos de la mosca; en este caso, de
forma errénea, asocia a los movimientos hacia arriba la operacion suma y a los

movimientos hacia abajo la operacion resta.

Durante la resolucién de este problema, no surgieron dificultades ni interrogantes en
torno al procedimiento dado por Pedro y los alumnos; sin embargo, en el problema: el
submarino (que a continuaciéon analizamos) aparecen dificultades para comprender los

argumentos que dio el profesor sobre la forma de resolver el problema.
5.1.2.2. Recursos usados en el problema el submarino

Pedro, al igual que el profesor Saul, como parte de su trabajo documental us6 un problema
que se contextualiza por debajo del nivel del mar [el submarino] con el objetivo de que los

alumnos dieran muestra de los conocimientos adquiridos durante las sesiones donde él
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ensefid los numeros enteros. El problema del submarino que usé Pedro es el siguiente: Un
submarino se encuentra a una profundidad de 430 metros. Después descendio 100 metros;
luego subid 150 metros, y finalmente bajo 220 metros mas. (A qué profundidad se

encuentra el submarino al finalizar sus acciones?®

Para este tipo de problema, como ya se menciono, se requiere un mayor esfuerzo
cognitivo para poder percibirlo. Los problemas contextualizados por debajo del nivel del
mar son mas complejos de asimilar; en particular, en torno a los movimientos de subir y
bajar de un objeto. Por lo tanto es necesario explicitar todo lo que se use para resolverlo. A
manera de hipotesis, creemos que Pedro es consciente de la dificultad que representa
resolver este tipo de problemas y, por tanto, recurre a otro tipo de recursos (e.g. signo

menos, flechas, entre otros) para que los alumnos comprendan la forma de resolverlo.

Como parte de los recursos usados por Pedro se encuentra la representacion gréfica.
Este recurso permite, desde la perspectiva del docente, comprender el problema y
resolverlo sin hacer operaciones escritas; sin embargo, cuando se trata de cantidades
grandes se necesita de la operacion escrita. Consideramos que el uso, de forma implicita,
del sistema de referencia sigue presente en la solucion que da Pedro a este problema. Lo
anterior se puede observar en el siguiente extracto de la clase videograbada.

Pedro: un submarino se encuentra a una profundidad de 430 metros. Si yo no quisiera
usar tantas operaciones (aungue si las tendré que hacer) ¢Cémo dibujaria menos
430 metros? [No da tiempo para que respondan los alumnos] pondria mi mar
[representa el nivel del mar con lineas quebradas], y a una profundidad [traza
una flecha vertical con direccion hacia abajo para indicar el movimiento del
submarino] porque estamos descendiendo, ¢cuanto estariamos aqui [hace

referencia a la profundidad inicial del submarino]?

Alumnos: a 430

Pedro: [el profesor escribe el 430] yo utilizaria un signo, utilizaria el signo menos [,
signo del ndmero] porque a la altura del nivel del mar nos consideramos a cero
metros [indica con una flecha la linea que representa el nivel del mar y le coloca

Om] entonces, del nivel del mar lo que baja ya se considera, yo lo considero

° El problema el submarino, al igual que el problema la mosca, que usé Pedro no fue seleccionado de ninguno
de los dos libros de texto que usa. Este problema fue obtenido de una pagina de internet.
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nameros negativos [cantidades negativas] ¢hasta aqui vamos bien? Empezamos

a utilizar los signos menos.

Como se puede observar en el extracto precedente, Pedro al preguntar “;cémo
dibujaria menos 430?”, da evidencia que para €l la profundidad a la que estd el submarino
se relaciona con cantidades negativas. A manera de conjetura, se puede creer que €l uso el
mismo sistema de referencia que en el problema de la mosca, porque para indicar la
profundidad (posicién contraria a la altura de la mosca) recurre al signo menos, signo
contrario al que usé en la altura de la mosca (positivo). Para que el profesor pueda referirse
a profundidades necesita establecer el origen, el cual es el referente para medir la
profundidad inicial del submarino. En la Figura 5.8 se puede observar este recurso usado
por Pedro para contextualizar y comprender el problema.

Figura 5.8. Recursos usados por Pedro para determinar
la profundidad del submarino.

En la Figura 5.8 se puede observar el origen que determina Pedro como cero metros
al nivel del mar. El profesor no indica que sea un cero relativo, como en el problema
anterior, lo cual nos permite conjeturar dos cosas: 1) se le olvido indicar que es relativo ese
cero o 2) para Pedro el nivel del mar es el cero absoluto. Lo anterior se puede deber a que,
en la vida real, toda altura se mide en referencia el nivel del mar (e.g. la altura de la Ciudad
de México es 2250 metros sobre el nivel del mar). Después de fijar el origen, para indicar el
movimiento que hace el submarino, Pedro usa la flecha orientada hacia abajo como recurso
para establecer el movimiento del submarino vy, asi, poder medir la profundidad de 430

metros.
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Pedro establece que la profundidad del submarino se representa con un nimero
negativo y, de manera implicita, relaciona el movimiento hacia abajo —que hace el
submarino (profundidad)— con una cantidad negativa y no con la operacion resta como lo
hizo en el problema de la mosca; sin embargo, esta relacion (movimiento hacia abajo con
cantidad negativa) no la mantiene después cuando sigue resolviendo el problema. Lo
anterior genera dificultades en los alumnos porque no han usado nimeros con signo en este
tipo de problemas; ademas, de que estan influenciados por la relacion que, Pedro, establecio
en el problema anterior. En el siguiente extracto de la clase videograbada se puede observar

lo dicho anteriormente.
Pedro: dice que, descendio, ¢qué es descender?
Alumnos: bajar

Pedro: vamos a bajar, nuevamente [hace alusién a la profundidad, inicial, del

submarino], ¢cuanto?
Alumnos: 100 metros

Pedro: 100 metros [dibuja una flecha vertical hacia abajo para representar que el

submarino bajo] sin hacer tantas operaciones, ¢a qué profundidad estaria?
Alumnos: menos 330

Pedro: menos 530 metros de profundidad [el profesor no atiende el resultado que

dieron algunos alumnos de menos 330]
Alumnos: ¢quinientos?

Pedro: si, ¢no? [Hace un movimiento con sus manos y cara de asombro. No entiende

porque los alumnos dicen menos 330]
Alumnos: Si, [algunos alumnos aln no se convencen de que sean menos 530]

Pedro: bueno, yo, asi lo veo. Porque si estoy a una profundidad de menos 430 metros
[hace un movimiento con su mano indicando que el submarino baja hasta los
430 metros] y vuelvo a bajar [hace un movimiento con la mano méas abajo que

el anterior] ¢A ddnde estoy?
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Alumnos: ah si es cierto [basté con el movimiento que hace el profesor para que se

convencieran del resultado los alumnos]
Pedro: a menos 530 metros sobre el nivel del mar

En el extracto anterior podemos observar que, influenciados por el problema
anterior de la mosca, en este nuevo los alumnos realizan una resta entre naturales
(430 -100=2330) porque el submarino desciende y, por ello, mencionan que la nueva
profundidad del submarino seria menos 330. A manera de conjetura, consideramos que los
alumnos mencionan el “menos” porque saben que debajo del mar se colocan los negativos,
y no porque sea el resultado de su operacion. Pedro no atiende el resultado que dan los
alumnos v les dice que son menos 550. En el resultado que él da no se puede observar si
usa dos cantidades negativas o dos positivas cuando suma, debido a que no hace la

operacion en el pizarrén.

Cuando Pedro colocé la cantidad 100 en un costado de la flecha que usé para
indicar que el submarino volvié a bajar nos permite deducir suma dos cantidades positivas
(430 +100 =550) (vease Figura 5.9.a). Con esta accion también nos percatamos que Pedro
modifica la relacion que habia establecido en el problema anterior; es decir, cambia el
sistema de referencia que habia usado en el problema de la mosca, pues ahora considera
sumar cuando el submarino esta bajando en lugar de restar. Estos cambios no conscientes
del sistema de referencia, por parte del profesor, generan dificultades en los alumnos
porque no identifican que ha cambiado la forma de resolver el problema y que la relacion
gue habian establecido para el problema de la mosca no funciona o no es igual para el del
submarino; sin embargo, los alumnos no quedan convencidos que sean menos 550 y

cuestionan al profesor.

Cuando los alumnos responden en forma de pregunta: “;quinientos?” se puede
observar gque sus esquemas de utilizacién en torno al recurso de la operacién son distintos a
los de Pedro, porque ellos consideran restar mientras que el profesor recurre a la suma.
Asombrado, Pedro, no se explica por qué los alumnos dicen menos 330 y trata de dar un
argumento para explicar y convencer a los alumnos de que la respuesta correcta es menos
550. EI recurre a nuevos recursos (véase Figuras 5.9.b y 5.9.c) para tratar de que los
alumnos comprendan lo siguiente: “si el submarino bajo 430 metros y vuelve a bajar,

entonces, (a qué profundidad estara el submarino?”
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Figura 5.9.a. Uso de cantidad Figura 5.9.b. Indicar que el Figura 5.9.c. Movimiento
positiva para determinar que  submarino bajé primero 430 hacia abajo para indicar que
el submarino bajo. metros. el submarino vuelve a bajar.

El argumento que da Pedro para justificar que la nueva profundidad del submarino,
después de bajar 100 metros es menos 550, no es matematica. El profesor se apoya en los
gestos como recurso no fisico (Gueudet & Trouche, 2009). Cuando Pedro hace el
movimiento de ir mas a bajo (Figura 5.9.c) los alumnos inmediatamente se convencen de la
respuesta dada por él. El discurso, que se presenta en el salon de clase, entre el docente y
los alumnos no nos permite observar que es lo que los convence: 1) el movimiento del

profesor, 0 2) que los alumnos tengan conocimiento sobre la recta numérica e identificaron
que ~550es menor que ~430. Lo ultimo, permite observar que ellos indican que la
respuesta es ~550 porqgue al restar siempre se obtiene una cantidad menor.

A partir de este momento para los alumnos fue claro, de forma implicita, que cuando
el submarino baje se tiene que sumar e, inmediatamente, relacionan los movimientos de

subir con la resta. Esto Gltimo se puede observar en el siguiente extracto de la clase

videograbada.

Pedro: luego subid [indica que estan en menos 530 metros y dibuja una flecha hacia
arriba para indicar que sube el submarino] 150 metros subid. Entonces, ¢que

operacion tendria que ejercer [realizar] para saber la nueva posicién?

Alumnos: resta
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Pedro: muy bien. Tenemos que 530 metros le vamos a restar 150 metros [el profesor
escribe en el pizarrén la operacion 550 —150 de forma vertical, resuelve la resta],

entonces, ¢en donde me encuentro?
Alumnos: 380 metros

Como se puede observar en el extracto precedente, los alumnos convencidos del
argumento que dio Pedro en torno a por qué era menos 530 establecieron una nueva
relacién entre los movimientos del submarino y la operacién. Asi, cuando baje se suma y,
por lo tanto, cuando suba se resta. De esta manera, los alumnos ya no mostraron dificultad
para realizar la operacion correspondiente cuando el submarino subié 150 metros, pues
todos respondieron que se tenia que restar. Pedro da muestra de no usar nimeros con signo
(véase Figura 5.10), més alla de que considera el signo negativo para indicar la profundidad
del submarino, y sélo se limita a usar el signo binario (Gallardo, 1994). El profesor,
nuevamente, usa las operaciones como recurso para determinar la nueva profundidad del
submarino después de subir o bajar, y la flecha hacia arriba para indicar el movimiento del

submarino.

520
,.a C f)M

Figura 5.10. La resta (signo binario) como
recurso usado por Pedro.

La respuesta que dan los alumnos al restar es 380 [positivo], este discurso da
evidencia del uso de las operaciones con numeros naturales al igual que el profesor quien
usa la resta como recurso para determinar la nueva posicion del submarino, sin considerar
el signo negativo que poseen los nimeros en su representacion grafica. A pesar de que los
alumnos dan una respuesta con una cantidad positiva el profesor no se detiene a cuestionar
el porqué de su respuesta y continta resolviendo el problema. En el siguiente extracto, se
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da muestra de lo anterior y del argumento que da Pedro para determinar que es negativo el

resultado.

Pedro: ¢a menos que? [EIl profesor nuevamente, no atiende el resultado que dan los
alumnos] seguimos utilizando numero negativo porque estamos debajo del agua
por eso seguimos utilizando numeros negativos. Estamos antes del cero [indica

el nivel del mar]

Alumnos: ¢por qué negativo? [Pregunta un alumno que sigue sin entender porque se

usa el signo menos]

Pedro: ahorita atendemos las dudas [continua resolviendo el problema sin atender la

duda del joven] luego dice que bajo 220 metros

Se puede observar que el profesor no atiende, al momento, las dudas de los alumnos y
tampoco intenta disipar las posibles dificultades en torno al uso de los nimeros negativos.
Posiblemente, no considera a los alumnos para no generar conflictos en él a la hora de
resolver el problema, de modo que se limita a dar argumentos no matematicos como el
hecho de mencionar que es negativo por estar debajo del nivel del mar. Este argumento no
seria valido si tomamos el sistema de referencia que usa el profesor Saul (véase pp. 55-61,
de este capitulo) cuando resuelve el problema del submarino, porque para él las cantidades

debajo del nivel del mar son, también, positivas.

Los alumnos ya no dan muestra de tener dificultades para saber qué operacion hacer
cuando el submarino baja 220 metros. El profesor resuelve en el pizarrén la suma
(380+220=600) y al preguntar a qué profundidad estamos [se refiere al submarino] la

mayoria de los alumnos responde que a menos 600.

Pedro: luego dice que bajé [dibuja una flecha hacia abajo indicando que baja el

submarino] ya que estamos acd, vuelve a bajar 220 metros
Alumnos: se suma ¢no? Interrumpe un alumno

Pedro: exactamente. Tenemos 380 metros mas 220 metros [coloca en el pizarron la

suma, de forma vertical, 380 + 220 ]. Entonces, ¢a qué profundidad estamos?

Alumnos: a menos 600 metros
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A pesar de que los alumnos, en su mayoria, dieron el resultado correcto, hay algunos
alumnos que dieron muestra de tener dificultades, las cuales quizas son producto del
recurso usado por Pedro para conocer la nueva posicion del submarino; en otras palabras,
el hecho de que él no use los signos de los nimeros cuando resuelve las operaciones,
genera que los alumnos sigan estando en el campo de los nimeros Naturales y, por lo tanto,
su resultado sigue siendo positivo. Por ello, un alumno menciona que a él le dio 600

positivo. Lo anterior se muestra en el siguiente extracto de la clase videograbada.
Pedro: menos 600 metros
Alumno A: maestro, yo le puse en positivo

Pedro: tendrias que especificar 600 metros debajo del nivel del mar [el profesor no da
mayor explicacion, y no atiende a los alumnos que obtuvieron el resultado

positivo]

Alumno B: pues tu ponle el signo menos y ya [hace el comentario al compafiero que

le dio 600 positivo]

Pedro: si tiene solo los 600 [positivo] yo lo que enfatizaria es que como son 600 metros

debajo del nivel del mar. Con ese signo [remarca el signo menos que coloco a

su resultado ~600] dice que con ese signo significa eso [que estan debajo del

nivel del mar] menos 600 metros debajo del nivel del mar. Entonces, ¢ya?
Alumnos: ya

En el extracto precedente se puede observar las dificultades que surgen al considerar
un sistema de referencia distinto al usado en el problema de la mosca. Los alumnos no
comprenden el uso del signo del numero porque el profesor nunca lo us6é en su
procedimiento. Los argumentos que sigue dando el docente son con base en el contexto del
problema; es decir, €l justifica que es negativo por estar debajo del nivel del mar y en
ningn momento da una justificacion matematica, usando nimeros con signo. La mayoria
de los alumnos y el profesor se niegan a usar los nimeros negativos como parte de su

solucién.

Pedro da muestra de considerar este tipo de problemas mas complicado que el de la

mosca; dada la dificultad, busca en todo momento indicar el movimiento que hace el
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submarino a través del uso de flechas. También, muestra inseguridad cada vez que un
alumno lo cuestiona y no sabe como explicar su procedimiento; por tanto, basa sus
argumentos en el contexto del problema en lugar de dar una explicacion matematica.
Quizas, estas dificultades surgen por no usar de forma consciente el recurso: sistema de
referencia

5.1.2.3. El sistema de referencia como un posible recurso adecuado en la resolucién de los
problemas: la mosca y el submarino

El uso, de forma implicita, del sistema de referencia le permite a Pedro resolver ambos
problemas; sin embargo, al igual que Saul, €l relaciona los movimientos de la mosca y del
submarino con las operaciones suma y resta, en lugar, de relacionarlas con cantidades
negativas y positivas. Con la finalidad de comprender y usar de forma correcta el sistema
de referencia para resolver este tipo de problemas, a continuacion se hace un analisis de la
solucion hecha por Pedro de ambos problemas y se da una propuesta de solucién usando de

forma correcta el recurso: sistema de referencia.

Tabla 5.3.
Analisis de la solucién echa por Pedro al problema de la mosca y una propuesta de solucion
correcta usando nimeros con signo

Problema de la mosca:

Una mosca se encuentra volando en el campo. Inicialmente se encuentra a una altura de 6 metros. Comienza a realizar
ascensos y descensos, los cuales son registrados. Primero se eleva 2 metros, y luego desciende 3 m. después asciende
nuevamente 5 metros y desciende 4 metros. ;A qué altura se encuentra en ese momento la mosca?

Instrucciones Solucién de Sadl Solucién propuesta Comentarios

Pedro, al igual que Saudl, da por hecho que los
alumnos consideran el signo positivo cuando no se
escribe en el nimero. Entonces, inicialmente,
relaciona el movimiento por encima del nivel del

Altura inicial 6m *6m piso como una cantidad positiva.

Es necesario, cuando se usa un sistema de
referencia, usar el signo del nimero para no
confundir con el de la operacion.
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Continuacion Tabla 5.3.
Anélisis de la solucién echa por Pedro al problema de la mosca y una propuesta de solucion

correcta usando nimeros con signo

“6 Pedro s6lo usa el signo de la operacion (binario,
+ Gallardo, 1994) vy, con ello, no esta indicado el
movimiento que hace el avion, so6lo, suma los
desplazamientos.

Elevar

0 v o
+
N

2 metros '8
Sin embargo, en la propuesta, se utilizan ambos
signos el binario (operacidon) y unario (del nimero)
Gallardo (1994). Con esta forma de establecer la
operacion se usa correctamente el sistema de
referencia y, asi, se establece que los movimientos
hacia arriba se relacionan con cantidades positivas
y no con la operacién suma.

Pedro, también, relaciona la operacion resta con el
movimiento de bajar.
Desciende
+ La propuesta de solucién indica que el movimiento

de bajar esté relacionado con una cantidad negativa.
N De esta manera se hace un uso correcto del sistema

5 de referencia, en donde se establece que los
movimientos hacia arriba se representan con
cantidades positivas y los movimientos hacia abajo
con cantidades negativas.

3 metros

gl 1w
|

5 ‘5 Nuevamente, Pedro, realiza una suma cuando la
+ + mosca asciende 5 metros en lugar de asociarle la

Asciende 5 +
- —5 cantidad de ©5 al movimiento de subir.

5 metros 10

10 10
Baja 4 metros 4 4

10 *6

En la Tabla 5.3 se observa el uso inadecuado del sistema de referencia al relacionar
los movimientos hacia arriba con la suma y los movimientos hacia abajo con la resta. Pedro
no hace mencidn que usara dicho recurso y eso puede generar dificultades en los alumnos;
ademas, no hace ninguna operacion y confia en que los alumnos sabran que hacer. El
profesor no recurre a los numeros con signo como recurso para resolver el problema,
generando confusién al resolver el problema del submarino porque las relaciones que se

establecieron para este problema no se usan.
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En la siguiente Tabla 5.4 se presenta lo que hace Pedro en el problema del

submarino y una posible solucion por parte del Investigador usando el mismo sistema de

referencia.

Tabla 5.4.

Analisis de la solucién echa por Pedro al problema de la mosca y una propuesta de solucion
correcta usando nimeros con signo

Problema del submarino:

Un submarino se encuentra a una profundidad de 430 metros. Después descendid 100 metros; luego subié 150

metros, y finalmente bajé 220 metros mas.

acciones?

¢A qué profundidad se encuentra el submarino al finalizar sus

Instrucciones

Solucién
de Saul

Propuesta de
solucién

Comentarios

Profundidad
inicial

~430m

~430m

Pedro, inicialmente, da muestra de usar el mismo sistema de
referencia que en el problema de la mosca al considerar la
profundidad del submarino como una cantidad negativa. Sin
embargo, con base en su discurso, se observa que él usa el signo
menos para la cantidad 430 debido a que se encuentra debajo
del nivel del mar. Esto da muestra de no considerar una cantidad
negativa para los movimientos hacia abajo y solo usa el signo
por el contexto del problema.

En cambio, en la propuesta que hacemos, el signo del nimero
representa que el submarino hizo un movimiento hacia abajo, y
por eso esta a una profundidad.

Desciende
100 metros

430
100
530

~430
~100
~530

A pesar de que Pedro no escribe la operacion, podemos deducir
que él suma dos cantidades positivas (430 y 100) porque coloca
a un costado de la flecha que indica el movimiento del
submarino la cantidad 100m (positiva).

Pedro, al realizar una suma cuando el submarino baja, da
evidencia de que usa un sistema distinto al de la mosca porque
ahora los movimientos hacia abajo los relaciona con la suma,
contrario a lo que hacia en el problema de la mosca.

En la solucién de Pedro podemos observar que, para una misma
cantidad, considera ambos signos (“+” y “-“); es decir, cuando
esta es su representacion grafica considera el signo menos a las

profundidades (e.g. ~ 430) y cuando sale de esa representacion
y hace operaciones la considera como una cantidad positiva.
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Continuacion Tabla 5.4.
Anélisis de la solucién echa por Pedro al problema de la mosca y una propuesta de solucion correcta

usando nimeros con signo

Desciende
100 metros

+

430
100
530

+

~430
~100
~530

Por eso, en la propuesta, el signo menos se considera en todo
momento y éste se relaciona con el movimiento que haga el
submarino. Asi como la accion descender implica bajar por eso
se asocia con una cantidad negativa también y de esta manera se
realiza una suma de nimeros con signo.

Subid

150 metros

530
150
380

~530
150
~380

Como ya se indic6, Pedro cambid de sistema de referencia v,
por tanto, ahora a los movimientos hacia arriba se le asocia la
operacién resta. Al resolver la operacion, Pedro, obtiene un
resultado positivo; entonces, para llevarlo a su sistema de
referencia (dibujo) menciona que se coloca el signo menos
porque siguen por debajo del agua [nivel del mar].

Este mal uso del signo, se evita al usar la propuesta que damos
porgue en todo momento consideramos y usamos el signo del
namero; asi, al obtener nuestro resultado un nimero negativo,
nos indica que el submarino sigue por debajo del agua 'y en qué
direccion se coloca la nueva posicion del submarino.

Con la propuesta de uso correcto del sistema de referencia se
cumple el objetivo del Programa de estudios (SEP, 2011) de
usar operaciones con nimeros enteros (negativos y positivos)

Bajo

220 metros

380
220
600

_l_

~530
~220
~600

Nuevamente, Pedro, usa la suma cuando el submarino baja en
lugar de usar una cantidad negativa. Entonces el resultado que
obtiene es 600 positivo, pero al llevarlo a su representacion lo
convierte en negativo argumentando que estan debajo del mar.

El usar nimeros con signo permite evitar esas ambigliedades en
el uso del signo y, por ende, evitar dificultades en la
comprension y resolucion de problemas.

En la Tabla 5.4 se puede observar que Pedro usa un sistema de referencia distinto en

cada problema y, a manera de conjetura, da muestra que no distingue entre el significado

del signo del nimero y el signo de la operacion cuando sale de su representacion grafica

para hacer una operacion, lo cual nos permite pensar en que no es consciente del uso de su

recurso. El procedimiento que usa es adecuado a pesar de hacer un mal uso de los recursos

inherentes a la resolucion de este tipo de problemas. Se puede observar que Pedro usa los

mismos sistemas de referencia que usa Saul. A continuacion se muestran los sistemas, que

de forma implicita, establecio Pedro.
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e Problema de la mosca
- Origen: nivel del piso (cero relativo)
- Movimientos hacia arriba: suma [correcto: cantidades positivas]
- Movimientos hacia abajo: resta [correcto: cantidades negativas]
e Problema del submarino
- Origen: nivel del mar (cero absoluto)
- Movimientos hacia arriba: resta [correcto: cantidades negativas]
- Movimientos hacia abajo: suma [correcto: cantidades positivas]

A pesar de que Pedro usa el signo menos para indicar las cantidades por debajo del
nivel del mar, no hace un uso correcto del sistema de referencia porque vuelve a asociar el
subir con una resta y el bajar con una suma casos contrarios a lo que establecié en el
problema de la mosca. Estas acciones nos hacen conjeturar que Pedro no es consciente del

uso de estos recursos.

El uso de un sistema de referencia distinto en cada problema, el no indicar dicho
cambio, el no usar nimeros con signo en sus operaciones nos permite establecer la
siguiente hipotesis: los profesores, Saul y Pedro, no son conscientes del uso del sistema de
referencia como recurso para resolver y comprender problemas aditivos de nimeros con
signo. A continuacion se presenta el analisis de las entrevistas realizadas a cada uno de los

docentes que corresponden a la etapa dos de esta investigacion.
5.2. SEGUNDA ETAPA. LA ENTREVISTA

Con base en el analisis llevado a cabo en la primera etapa (videograbacion de las sesiones
de clase) y con el proposito de corroborar la hipdtesis planteada en el parrafo anterior, se
realizd una entrevista a Saul y Pedro. Para cada uno de ellos se elaboré un protocolo de
entrevista (véase los anexos, pp. 111-11), en el cual se puso mayor énfasis en el uso del
sistema de referencia como recurso. El objetivo de la entrevista, como ya se ha
mencionado, es mostrar el uso no consciente del sistema de referencia por parte de Saudl y
Pedro.
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5.2.1. Entrevista a Saul en torno al uso del sistema de referencia

En la entrevista, Saul fue cuestionado por el investigador en torno a los recursos usados
(Gueudet & Trouche, 2009, 2010) para comprender y resolver problemas aditivos de
nameros con signo; en particular, sobre el sistema de referencia. El profesor dio
argumentos para justificar los recursos usados en sus clases cuando resolvio los problemas.
A través de sus argumentos, Saul mostrd sus esquemas de utilizacion acerca de los recursos
usados en el salon de clases, también, da evidencia del uso no consciente del sistema de

referencia.

Saul posee un conocimiento matematico para determinar la altura del avion, porque
argumenta que la medicion es de forma vertical partiendo del nivel de la tierra (cero
metros); sin embargo, de acuerdo con su discurso en la entrevista, no es capaz de llevar este
conocimiento a otro instante del problema. Lo anterior se muestra en el siguiente extracto

de la entrevista.

Investigador: usted argumenté que para medir la altura del avién, en un instante, se
parte de la tierra y, de ahi, se mide de forma vertical. Si quisiéramos saber la

altura del mismo avion en otro instante, ¢que haria?

Saul: jeeeh! [guarda silencio 8 segundos] a ver la pregunta es ya partio, estd a una

altura y viene otra segunda etapa: medir la distancia ¢no?

Investigador: si, usted me comentd que para determinar la altura del avion parte de la
tierra y mide (si fuera posible) o supone una cierta cantidad. Supongamos que el
avion avanza y quiere determinar la altura a la que se encuentra el avion, ¢qué

haria?

Saul: pues igual, nada mas ahi me queda dar el dato [hace referencia a suponer la
nueva altura del avion] porque si me pides medirlo realmente estaria complicado

0 a menos que trajéramos instrumentos para medir.

El razonamiento de Saul muestra una falta de dominio del concepto de Altura. A pesar
de tener claro que se mide a partir de la tierra, no es capaz de medir la altura del avion en
otro instante y afirma que necesita dar el nuevo dato. El argumento que ofrece el profesor
no es matematico y permite observar que no es consciente del uso del sistema de referencia,

pues no logra ver que puede trasladar, paralelamente, el origen que habia establecido (cero
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metros) para medir la altura inicial del avion y, a partir de esa traslacion, poder medir

nuevamente la altura, partiendo del nivel de la tierra.

El hecho de que Saul no logre trasladar el origen y use el sistema de referencia (que él
estableci6) para determinar la nueva altura del avidn, se deba a la relacién que
implicitamente determind entre los movimientos del avién y las operaciones de suma y
resta; por ello, necesita una cantidad inicial para partir de ella y asi sumar o restar para
saber la nueva altura, o bien, tiene que suponer la nueva altura dando el dato. Para el
profesor los movimientos de bajar y subir se relacionan con la resta y la suma
respectivamente; sin embargo, no puede justificar, mateméaticamente dicha relacion, lo que
nos permite afirmar que no es consciente del uso del recurso. Lo anterior se muestra en el

siguiente extracto de la entrevista.

Investigador: en este problema se menciona que el avion baja 945 metros, ¢qué
significa que baje 945 metros?

Saul: pues que perdi6 altura
Investigador: y simbdlicamente ¢ qué realiza?
Saul: una resta

Investigador: entonces, si en un instante me pide que el avion esta a 2870 metros y en
un segundo instante va a bajar 945 metros, ¢coémo justifica que se realice una

resta si el avidn va bajando poco a poco?

Saul: obviamente, seria 2870 metros inicio del avion. Entonces, me dice que baja,
entonces le tenemos que aplicar una resta [resuelve la resta en una hoja], a esta
respuesta [sefiala el resultado de la resta, 1925] yo le voy a argumentar que el
avion ya no se encuentra tan “altote”, que es 2870 metros, como ya bajo el avién,
el avidn ya se encuentra mas abajo de este resultado, voy a colocarlo aca [sefiala
en su dibujo un nuevo punto por debajo del anterior que representa los 2870

metros] 1925 metros.

La representacion gréafica y el uso de signos (punto, flechas, entre otros) fueron algunos
de los recursos que Saul uso al resolver el problema del avion en el salon de clases. Como
se puede ver en el extracto de la entrevista anterior, Sadl basa sus argumentos en la

posicion el avion (altura) para justificar la operacion que hizo cuando el avion bajo 945
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metros. Podemos observar que no da un argumento matematico pues s6lo menciona que el

avion ya no esta tan “altote” y por €S0 tuvo que restar para conocer la nueva altura.

Sadal no logra usar el sistema de referencia, que implicitamente establecid, para
justificar por qué se tiene que restar cuando el avion baja. Esta situacién nos permite ver
que el profesor no es capaz de justificar mateméaticamente su accionar debido a que no tiene
presente el uso del recurso. Una forma de justificar es trasladar, paralelamente, el origen a
la nueva posicién del avion y haciendo coincidir, en una recta vertical, las dos posiciones
del avion (altura inicial y al bajar 945 metros) puede justificar por qué hacer una resta
(véase Figura 5.11).

Avian Avien

2870 me ¢ altura inicial 2870 m
s 945 mM

3 Awunz
después de bajar 945 m

trasladar
el origen y la posicion inicial para que coincida
con la nueva posicion del avion

om

0m

Figura 5.11. Uso consciente del sistema de referencia como recurso para
justificar la operacion (propuesta realizada por el investigador).

Investigador: después en el problema se dice que el avidn asciende 812 metros, me
puede explicar, brevemente, ¢;qué significa que ascienda?, ;qué operacion

realiza? Y ¢como justifica dicha operacion?

Saul: Si, igual. Siempre partimos de donde nos quedamos. Entonces, aqui lo que
estamos aplicando es una adicion de nimeros enteros, se conoce COmo suma.
Entonces Ascendidé 812 metros, entonces, le aplico la operacion de suma [el
profesor realiza la suma de 925 metros méas 812 metros]. Entonces, el avion ya

esta a 2737 metros del nivel del mar.

Investigador: como parte de su discurso que dio en la clase y con lo que me acaba de
mencionar, podemos concluir que si un cuerpo se mueve de forma ascendente se
relaciona con la operacion suma, y cuando los movimientos, de ese cuerpo, son

hacia abajo con la operacion resta.
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Saul: Si

Investigador: ¢como justifica esa relacion? ¢Por qué es valida?

Saudl: jAh! mira. Te repito, en matematicas ocupamos este tema en numeros enteros;
trabajar con positivos y con negativos. Cuando hablamos de ascender se asocia a
una operacion de adicion y cuando hablamos de descender tenemos que restarle.

Como se puede observar en el extracto de la entrevista anterior, Saul erroneamente
relaciona los movimientos de subir y bajar con la operacion suma y resta respectivamente, a
pesar de mencionar que estd trabajando con nimeros positivos y negativos él no usa los
nameros con signo cuando resuelve el problema y sélo se maneja en el dominio de los
numeros naturales. Cuando el profesor indica que tiene que sumar o restar a partir de la
cantidad anterior da muestra de que no usa el sistema de referencia y, por tanto, podemos
inferir que no es consciente del uso del recurso cuando resuelve los problemas, esta
inferencia la podemos observar mejor en el problema el submarino donde el profesor
cambia el sistema de referencia que usé en el problema el avion para seguir trabajando con
los Naturales. En el siguiente extracto de la entrevista se muestra lo mencionando

anteriormente.

Investigador: en el problema se menciona que el submarino emerge 275 metros, ¢cOmo

emerge esos 275 metros?
Saul: ¢;emerge? [Pausa]
Investigador: dice emerge 275 metros
Saul: [sigue pensando el profesor] a ver otra vez ;como es?
Investigador: dice que un submarino esta a 960 metros... [Interrumpe el profesor]

Saul: a ok, entonces, estamos a una profundidad de 960 metros. Aqui obviamente hay
que ver que tenemos que hacer una resta, porque repito el submarino esta a una
profundidad de 960 metros y me dice que emerge, entonces, tenemos que restar.
Una resta y ya se encontraria [realiza la resta entre 960 y 275] seria a 695

metros.
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Investigador: ¢por qué es una resta, profesor, si en el problema anterior usted menciono
que los movimientos hacia arriba, que es este caso de emerger, lo relaciona con

las cantidades positivas y la operacion suma?

Saul: aja, pero estamos hablando de dos situaciones diferentes: uno hablamos del nivel
del mar hacia arriba, subir es con suma, y aca [se refiere al problema del
submarino] se invierte ¢por qué?, porque del cero hacia abajo seria incongruente
la respuesta de decir: sabe que si me encuentro a 960 metros y emerge, ¢qué
pasaria si yo le aplico una suma? Entonces, no emergio el submarino. Seria, si le
aplicamos como tu me estéas planteando [es necesario aclarar que el profesor fue
quien establecio esta relacion en el problema “el avion’], [realiza la suma 960
+ 275]. El submarino no puede encontrarse a una profundidad de 1235 metros
¢por qué?, si me esta diciendo que se encuentra en un inicio, el submarino, a 960
metros no podemos decir ahora que se encuentra a 1235 metros, seria una
aberracion lo que estariamos diciendo, entonces ahi el chamaco que hace jah no

puedo sumarle! Entonces, tengo que restarle.

En el extracto de entrevista precedente se puede observar que Saul cambia de sistema
de referencia respecto al que uso en el problema: el avion, ahora resta cuando el submarino
emerge en lugar de sumar como lo hizo cuando el avién ascendia. A pesar de que Saul
menciona que son dos cosas distintas (el problema el avion y el submarino) y, por tanto,

puede hacer operaciones distintas a las establecidas en un primer momento.

Saul al usar de forma no consciente el sistema de referencia no es capaz de dar un
argumento con dicho recurso y basa su justificacion en el dominio de los Naturales, para
explicar a los alumnos por qué no se suma cuando emerge el submarino. De esta manera,
afirma que si suman 275 metros a los 960 metros (profundidad inicial) se obtiene 1235

metros, y como 1235 > 960, entonces, el submarino se hundiria mas; este argumento nos

permite observar que el profesor sigue sin considerar a los numeros negativos y solo se
mueve en el dominio de los nimeros naturales. Sin embargo, no da un argumento valido

que justifique por que se resta y no se suma en su nuevo sistema de referencia.

Basados en su discurso, observamos que Saul no considera a los nimeros negativos,

aun cuando menciona que trabajara con ellos. El hecho de no usar los negativos se debe,
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probablemente, a: 1) Saul se rehusa a trabajar con los nimeros negativos y por ello sélo se
mueve en el dominio de los Naturales o 2) para el profesor solo tiene sentido hablar de
negativos por debajo del nivel del mar si se encuentra en un sistema de referencia particular
(plano cartesiano o sistema de coordenadas XY). En el plano cartesiano, las cantidades a la
derecha y arriba del cero son positivas y hacia la izquierda y para abajo del cero son

negativas. Lo anterior se muestra en el siguiente extracto de la entrevista.

Investigador: ¢los 960 metros, que es la profundidad del submarino, la considera

positiva o negativa?

Saul: en este caso, estamos hablando [se queda pensando unos segundos la respuesta]
como una situacién positiva. Si nos vamos al plano cartesiano pues obviamente
no entra ahi. Porque ahi estariamos hablando de que para arriba estan los

positivos y hacia abajo estan los negativos.

Para Saul no tiene sentido hablar de cantidades negativas, por debajo del nivel del mar,
porgue no se ubica en el plano cartesiano el problema. Este hecho nos permite volver
afirmar que el profesor no es consciente del uso del sistema de referencia al resolver
problemas aditivos y que sélo se ubica en los Naturales con los cuales realiza operaciones
de suma y resta segun el caso. Al no estar ubicados en un plano cartesiano (tipo de sistema
de referencia) los negativos no tienen sentido para Saul y por ello no los usa en su sistema

de referencia. En el siguiente extracto de entrevista se muestra lo mencionado.

Investigador: entonces, si los 960 metros son positivos, supongamos que en ese

momento pasa volando un pajaro a 20 metros.
Saul: ¢en cual estamos hablando?

Investigador: en el problema del submarino. ;Como representaria a ese pajaro, si va a

20 metros volando sobre el nivel del mar?

Saul: pues aqui arriba del nivel del mar, porque no puede estar por abajo, ¢estas de

acuerdo? Porque seria una aberracién
Investigador: Si. Entonces, esos 20 metros, ¢los considera positivos, también?

Sadul: Si, porque esta volando
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Investigador: pero si considera los 960 metros, que es la profundidad del submarino,

como positiva, ¢es correcto que la altura del pajaro sea positiva?
Sadul: Si, porque se consideran por separado.

Investigador: pero si son parte del mismo problema, ¢tiene sentido que un objeto que
estd arriba del nivel del mar y un objeto por abajo del nivel del mar sean

positivos?

Saul: Si desde luego, aqui lo que importa es qué preguntan, por ejemplo yo preguntaria

¢cual es la distancia que hay del pajaro al submarino?

En el extracto de entrevista precedente, se puede observar que Sadl se basa en
argumentos extra matematicos para justificar sus acciones. En esta ocasion manifiesta que
el pajaro va por arriba del nivel del mar porqué si no seria una ‘“aberracion”, esta
afirmacion nos permite observar que el docente, posiblemente, no considera usar nimeros
negativos porque es incorrecto debido a que el ave se encuentra por arriba del cero. Sin
embargo, cuando justifica porque considera los 20 metros a los que vuela el pajaro son una
cantidad positiva observamos que no considera el mismo sistema de referencia que uso,
pues no determina la posicion del pajaro con un nimero negativo en su representacion
gréafica. El profesor trat6 de hacer notar que €l siempre considera tanto los problemas (el
avion y el submarino) como la profundidad del submarino y la altura del pajaro por
separado y que por ello puede usar operaciones distintas para movimientos iguales (e.g.,
cuando suben los objetos) o considerar positivas ambas posiciones (del submarino y del
pajaro).

Cuando Sadul en su discurso menciona que tanto la profundidad del submarino como
la altura del pajaro se pueden considerar positivas en el mismo sistema de referencia da
muestra de un uso incorrecto del sistema de referencia debido a que considera positivos
ambos casos aun cuando los movimientos que hacen el submarino y el pajaro son
contrarios. Para Saul es suficiente usar la estrategia adecuada que permita obtener el

resultado sin importar que no sea consciente de los recursos que usa.
5.2.2. Entrevista a Pedro en torno al uso del sistema de referencia

La representacion gréafica, el sistema de referencia y el sefialamiento del origen (cero

relativo) son parte del conjunto de recursos de los que dispuso Pedro, en el salon de clases,
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para comprender y resolver problemas aditivos de nimeros con signo. Mediante la
representacion grafica, el profesor, intenté contextualizar los problemas fijando el
movimiento de los objetos para poder medir su distancia respecto al nivel de la tierra o del

mar.

De acuerdo con los datos recopilados en la entrevista, es evidente que el profesor
usa un cero relativo en el problema la mosca, para determinar el punto de partida (origen) y
asi medir la altura inicial de la mosca. Durante la entrevista, Pedro da muestra que el cero
absoluto es el nivel del mar; sin embargo, no es capaz de justificar como medir, en una
nueva posicion, la altura de la mosca. En el siguiente extracto de la entrevista se muestra lo

anterior.

Investigador: en su discurso usted dijo que considerar los cero metros, nivel del piso, es

relativo, ¢a qué se refiere con eso?

Pedro: es relativo porque no sabemos si la altura de la mosca esta a nivel del mar.
Estamos a una cierta altura, obviamente, por el contexto del problema yo siento
[considero] que estamos a los cero metros para facilitarselos a los educandos. O
sea, no es la misma altura en la ciudad de México que al ras de la playa, si nos
vamos a Acapulco esa altitud va variando. Entonces estamos a cero metros en la
ciudad de México, pues en realidad no estamos a cero metros estamos, no
recuerdo bien la cantidad, pero si estamos a mas de 1000 metros; entonces, se

sumaria con lo de la mosca. Por eso lo coloqué como relativo.
Investigador: ¢es correcto utilizar el cero relativo en el problema?

Pedro: si, porque hay que colocar un punto de referencia. Hay que empezar con un
punto de referencia porque si los nifios no tienen un punto de referencia para

partir pues, obviamente, ni siquiera sabran a donde llegar.

Investigador: si se quisiera saber la altura de la mosca en otro instante, ;como la

calcularia?

Pedro: En otro instante, tendria que tener mas elementos de otro problema. Porque
estamos hablando en el contexto fisico puede que baje, puede que se canse
(aunque suene muy basico) se canse, entonces, la mosca baja y estamos a cero

metros de nuevo.
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Investigador: supongamos que la mosca no baja totalmente, sin tocar el piso, sigue

volando, ¢cémo calcula esa altura?
Pedro: no podria darte alguna cifra, al menos exacta.

Investigador: pero, ¢cdmo lo haria? ¢Cudl seria el procedimiento para determinar la
altura de la mosca? La mosca estaba a seis metros, inicialmente, y luego subié o

bajo y quiero saber a qué altura esta en otro instante, ;como le hace?

Pedro: pues nada mas hacer operaciones de suma y resta. Dependiendo si es
ascendente, sube, y es una suma y si baja significa que tendria que restar a partir
de la distancia donde estuvo anteriormente [...] Siempre se toman como partida

los puntos anteriores.

Investigador: si no tuviéramos una referencia anterior, punto de referencia. ;Qué haria

para determinar la altura a la que va volando la mosca?

Pedro: podria sacar diferentes valores. A carencia de variables, de no saber si sube o
baja, tendria que hacer un registro e incluso sacar un promedio: sube tres, baja
dos, sube tres, baja dos, etc. Bueno es lo que yo haria porque si me siento un
poco en desventaja al no saber las variables, por ejemplo, puede subir 10 metros
0 bajar hasta el piso. Como desconozco, lo Gnico que si siento es que tendria que
usar sumas y restas y tuviera las variables; si no las tuviera, yo si desconoceria el

método para calcular la altura de la mosca.

En el extracto de entrevista precedente se puede observar que determinar el origen o
punto de partida forma parte de los esquemas de utilizacion de Pedro (Gueudet & Trouche,
2009), en torno al recurso sistema de referencia. El profesor es consciente de la importancia
que tiene el origen para poder determinar la altura de los objetos e incluso hace una
distincion en cuanto al cero, cuando esta o no en el nivel del mar, pero no logra explicar
cémo medir la altura de la mosca en un segundo instante. Con base en su discurso,
podemos inferir que se debe al uso no consciente del sistema de referencia porque para €l es

necesario tener un dato (cantidad) inicial para poder sumar o restar a partir de dicho dato.

Pedro da muestra de tener dificultades en torno al concepto de altura, pues no es capaz
de establecer la altura de la mosca en una nueva posicion sin tener un dato inicial. También,

no asocia la cantidad de la altura con una recta perpendicular (que determina la distancia),
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sino con una linea curva (trayectoria). A pesar de que Pedro tiene muy claro el punto de
partida (origen) para medir la altura de la mosca no es capaz de trasladar su origen inicial a
la nueva posicion de la mosca y a partir de él medir la nueva altura. El profesor siempre
necesita de una altura anterior para sumar o restar la cantidad que ascienda o descienda la
mosca, respectivamente; no puede determinar la altura de la mosca sin tener un dato

anterior. En el siguiente extracto de la entrevista se muestra lo anterior.

Investigador: en el problema se menciona que la mosca se eleva 2 metros, ¢cOmo

cuenta que la mosca se elevd 2 metros? ¢ A partir de donde se elevd 2 metros?

Pedro: a partir del punto de referencia anterior que son 6 metros. Porque yo parto del

punto de vista de que la mosca esta estatica a seis metros y luego me elevo dos.

Investigador: de acuerdo con sus palabras: ¢la accion subir se relaciona con la

operacion suma; los descensos con la operacion resta?
Pedro: Para mi si. En ese contexto y en ese problema si.
Investigador: ¢puede cambiar en algin otro contexto o problema?

Pedro: claro que si, las palabras pueden variar. Si estamos hablando de bajo del mar,

yo, utilizaria otro tipo de herramientas.
Investigador: ¢con base en qué usted justifica esas relaciones?

Pedro: me baso, mas que nada, en la teoria que dan algunos libros. La mayoria lo

toman como ascender que significa suma para algunos

Con base en el discurso de Pedro y con el extracto de la entrevista precedente,
podemos observar que el profesor, como parte de sus sistema de referencia que usa
implicitamente, establece que los movimientos que hace la mosca se subir y bajar se
relacionan con la suma y resta, respectivamente. Observamos que Pedro no usa los nimeros
con signo en esta operacion pues no relaciona los movimientos de subir y bajar con
cantidades positivas y negativas respectivamente; esta situacion puede generar dificultades
en otro tipo de contexto. Pedro tiene presente que las relaciones que ha establecido pueden
ser modificadas en contextos distintos; en otras palabras, el sistema de referencia puede ser

modificado o cambiad. Sin embargo, no es consciente del uso del sistema de referencia
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porgue sélo reproduce lo que dicen los libros de texto que ha consultado sin reflexionar el

porqué de los algoritmos.

Como Pedro mencion0 durante la entrevista, se puede cambiar de sistema de referencia
cuando se trabaja en otro contexto distinto al problema de la mosca, pero mantiene el
sistema en el segundo problema porque determina que la profundidad del submarino es
negativa por estar por debajo del nivel del mar (veéase Figura 5.12). Al considerar una
cantidad negativa para representar la profundidad del submarino, se esperaria que el
profesor mantuviera las relaciones que habia establecido, es decir, sumar cuando sube el
objeto y restar cuando baje; sin embargo, estas relaciones las cambio Pedro y ahora resta

cuando sube y suma cuando baja el submarino:
Investigador: Cuando baja el submarino, ¢qué operacion realiz6?
Pedro: una suma
Investigador: ¢qué numeros sumag?

Pedro: 430 méas 100 metros

“Y3om €=, h

Figura 5.12. El signo menos como recurso para determinar la profundidad del submarino
(imagen tomada de las clases videograbadas para mostrar el recurso usado por Pedro).

En el extracto de entrevista precedente se puede observar que Pedro no usa los signos

del ndmero (Unario, Gallardo, 1994) cuando realiza las operaciones para determinar la
nueva posicion del submarino, aun cuando inicialmente él establecio la cantidad ~430. Lo

que tendria que haber sumado Pedro era: ~430+ 100 Yy asi obtener los 530 en lugar de

430+100=530que puede generar dificultades en los alumnos al considerar nuevamente el
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signo unario en la representacion gréfica. En el siguiente extracto de la entrevista se da

muestra de lo mencionado en este parrafo.

Investigador: cuando sube el submarino, en el video se observa, que usted resta. 530
menos 150, ¢por qué no considera el signo del nuimero cuando realiza las
operaciones, y una vez que obtiene el resultado por qué vuelve a considerar el

signo del nimero en su representacion? ¢ Es correcto lo que hace?

Pedro: porque los alumnos se confunden, entonces, para no tratar de confundirlos
[guarda silencio y escribe en una hoja la operacion -100 — (-100) de forma
horizontal, véase Figura 5.13.a] entonces, esto es abismal para los alumnos;
incluso, para uno como profesor dices: “qué onda con esto” a diferencia que si lo
puedo colocar como -100 — (-100) de forma vertical [véase Figura 5.13.b]. Aqui
cambian las cosas. Béasicamente no los consideré porque a los alumnos se les
complica mucho. Volvi a aterrizarlo en el resultado porque como estamos
hablando de bajo del nivel del mar entonces ya nada mas coloque los signos

negativos.

Como podemos observar en el extracto de entrevista anterior, Pedro argumenta que no
usa el signo Unario (Gallardo, 1994) para no confundir a los alumnos. Sin embargo, él
menciona que la forma en que se presenten las operaciones (forma horizontal o vertical) de
nameros con signo es lo que genera la dificultad para operar. Entonces para no generar
conflicto entre los alumnos Pedro decidié no usar el signo del nimero y sélo se limitd a
usar el signo Binario (Gallardo, 1994) para conocer la nueva posicion del submarino al

bajar o subir.

(b)

- /00)- - 100

Figura 5.13. Formas de presentar las operaciones con nimeros con signo.
a) Horizontal y b) vertical.
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Pedro argumenta que la forma horizontal (Véase Figura 5.13.a) de presentar las
operaciones con numeros con signo es dificil de concebir, incluso, para él como profesor.
Consideramos que dicha dificultad se debe al hecho de no hacer diferencia entre el signo
Unario y el Binario tal como afirma Gallardo (1994). Incluso, al diferenciar los signos del

namero y de la operacidon permitiria no usar los paréntesis cuando se presenta de forma

vertical las operaciones (e.g., “100 — ~100).

Aunque Pedro no considera el signo del nimero cuando hace las operaciones, y una
vez que obtiene el resultado vuelve a considerar el signo en su representacion grafica, este
procedimiento hace que él cambie su sistema de referencia y por ello cuando el submarino
baja se tiene que sumar (contrario a lo que realizaba en el problema de la mosca). El
profesor no usa de forma consciente el sistema de referencia debido a que no puede
argumentar por qué puede no considerar el signo del nimero y después, en su sistema de
referencia, volver a colocar el signo. Consideramos que esta accién (no usar el signo del
ndmero) se debe a que Pedro no distingue entre los signos Unario y Binario; para
comprobar esta inferencia solicitamos al profesor resolver el problema sin considerar a los
alumnos y el afirm6 que lo resolveria de otro modo (tomando en cuenta el signo del

namero). En el siguiente extracto de entrevista se muestra lo anterior.

Investigador: si le pidiera que resuelva el problema, sin considerar que a los alumnos

se puedan confundir, ¢lo resolveria de la misma manera? ;Como lo resolveria?
Pedro: no, yo creo que lo resolveria de otra manera
Investigador: ¢ puede resolverlo por favor?

Pedro: claro. Espero no tener dificultades aqui [se refiere a resolver el problema en ese
instante]. Entonces es menos 430 [escribe en la hoja ~430%] debajo del nivel de
mar. Descendemos [en la hoja escribe, de forma vertical ~430 100] como
tenemos signos iguales, se tienen que sumar.

Investigador: ¢realiza una suma?

Pedro: si, entonces, se conserva el signo y da menos 530 [...] Entonces estamos a

menos 530 metros. Luego volvemos a ascender 150 metros [coloca en su hoja,

% pedro no escribe asi los signos de los nimeros, sin embargo, los escribimos asi para hacer notar que él se
refiere a los signos del nimero y no al de la operacion.
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debajo del 530, 150 ] entonces, los alumnos identifican que son signos
diferentes, y que los signos diferentes se tienen que restar [...] Estamos a menos
380 metros, y dice que volvemos a descender [escribe en la hoja, debajo del
~380, ~120] son signos negativos Yy signos iguales se suman, entonces, resultado
es 500 (véase Figura 5.14). Entonces, hablamos de una profundidad de 500

metros.

Investigador: ¢qué operaciones esta realizando?

N 43
Pedro: al principio
10

~380
~120

. . ~530
Investigador: ¢es una resta la segunda? [Me refiero a 150 ]

, 530
:| €S una suma, despues |:+ una resta; una suma

Pedro: si es una resta.
Investigador: ¢qué nimeros esté restando?
Pedro: 530 menos 150

Investigador: pero ahi, en su operacion, aparece que es menos 530 y usted le va a restar

menos 150. ;Cuanto le da menos 530 menos 150?

Pedro: 380 la respuesta

Investigador: ¢la resta de menos 530 menos 150 da 380 [ 530-"150 = 380]?

Pedro: si, bueno yo asi lo entiendo.
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Figura 5.14. Operaciones realizadas por Pedro
para resolver el problema el submarino”.

En el extracto precedente Pedro usa el signo Unario para resolver el problema.
Aunque suma y resta no considera el signo Binario (de la operacién, Gallardo, 1994), el
profesor no distingue entre el signo del nimero y de la operacion, y los usa indistintamente.
Lo anterior nos permite afirmar que el profesor no es consciente del uso del sistema de
referencia porque aunque usa el signo del nimero no relaciona los movimientos de los
objetos de subir y bajar con cantidades positivas y negativas, lo cual permite no generar
dificultades entre los alumnos porque siempre se usaria el mismo sistema sin tener que
cambiar de relaciones como lo hizo Pedro al sumar cuando la mosca sube y restar cuando el

submarino sube.

Pedro influenciado por las reglas®*, que se usan cuando se ensefia a sumar y restar
con numeros enteros, resuelve el problema sin considerar los significados que tienen los
signos méas y menos (Gallardo, 1994). También da muestra de un uso no consciente del
sistema de referencia cuando no distingue entre los signos Unario y Binario, pues son parte
de su sistema y él no los considera ni cuando realiza las operaciones ni cuando establece las

relaciones entre el movimiento de subir y bajar con la suma y resta respectivamente.

" En la adicién de nimeros enteros cuando se tienen signos iguales se suman las cantidades y se conserva el
signo; cuando los signos son distintos, se restan las cantidades y se coloca el signo del nimero con mayor
valor absoluto.
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Cuando el investigador solicita a Pedro que resuelva el problema nuevamente,
podemos inferir, que al considerar el signo del numero para resolver el problema, él da
indicios de transformar el recurso (sistema de referencia) a documento a traves de una
génesis documental. En un principio él no uso dicho signo cuando resolvio el problema en
el salén de clase y sélo se apoy6, como parte de sus esquemas de utilizacion, en las
operaciones de suma Y resta; sin embargo, cuando volvio a usar el sistema de referencia,
implicitamente, al resolver el problema durante la entrevista, Pedro lleva mas alla el recurso

transformandolo en documento.
5.3. REFLEXIONES FINALES SOBRE LOS RECURSOS USADOS POR SAUL Y PEDRO

El trabajo documental efectuado por Saul y Pedro estuvo centrado en comprender y
resolver problemas aditivos con ndmeros con signo; para ello, como puede observarse en el
andlisis de los datos recabados en la primera etapa, cada profesor dispuso de un conjunto de
recursos especificos como parte de su practica docente. EI programa de estudios (SEP,
2011) fue un recurso fisico inherente en la practica de ambos docentes. Con la finalidad de
seguir la propuesta del Programa, Saul y Pedro, buscaron problemas aditivos como parte de
su trabajo documental (Gueudet & Trouche, 2009). Ademas del libro de texto y del
Programa de estudios (SEP, 2011), ambos profesores usaron otros recursos en su trabajo
documental efectuado en el salon de clases. En ese conjunto de recursos disponibles en su
practica se encontraron las operaciones para representar los movimientos y posiciones de

los objetos, la representacion gréfica, el sistema de referencia, entre otros.

Se observo, durante el analisis, que a pesar de contar con formaciones distintas, usar
distintos libros de texto y diferir en su experiencia laborar, Sadl y Pedro usaron varios
recursos iguales para resolver problemas aditivos en el aula de clases. Dentro de los

recursos que usaron ambos docentes estan:

e larepresentacion gréafica;

e sistema de referencia (implicito);

e flechas para indicar el movimiento del objeto;

e relacionar el movimiento hacia arriba con la suma y el movimiento hacia abajo con

la resta en problemas contextualizados por arriba del nivel de la tierra o el mar;
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¢ relacionar el movimiento hacia arriba con la resta y el movimiento hacia abajo con
la suma en problemas contextualizados por debajo del nivel del mar;

e indicar en cada problema el punto de referencia para medir las aturas o
profundidades (origen del sistema), y

e Usar las operaciones suma y resta

Con la entrevista realizada a cada docente, se puede mostrar que a pesar de usar
varios recursos para comprender y resolver problemas aditivos de nimeros con signo,
Saul y Pedro no son conscientes del uso de algunos de ellos; en particular, el sistema de
referencia. Este hecho se puede observar en Sadl, cuando cambia de sistema de
referencia para resolver el problema el submarino y considera las cantidades por debajo
del nivel del mar como positivas (lo cual es correcto), sin embargo, no advierte en ese

mismo sistema de referencia los objetos por arriba del nivel del mar como negativas.

Por su parte, Pedro da muestra del uso no consciente de este recurso cuando se sale
del sistema de referencia y no considera el signo Unario para operar y, posteriormente,
regresa a su sistema y coloca el signo al nimero. Durante la entrevista el profesor deja
ver gque no diferencia entre el signo Unario y Binario y, por tanto, no es consciente del

uso del sistema de referencia para resolver problemas.

Podemos comentar que durante la entrevista ninguno de los profesores llevé a cabo
una reflexién sobre el uso de sus recursos; si bien esto no era el objetivo de la
investigacion, creemos que es importante que los docentes reflexionen en torno a los

recursos que usan en su practica docente.
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CONCLUSIONES

En este capitulo se da cuenta de las conclusiones de la presente investigacion, llevada a
cabo mediante estudios de caso. Dichas conclusiones son el resultado del analisis y la
discusion de los datos recabados. La investigacion estuvo centrada en identificar y analizar
los recursos usados en la practica del profesor de matematicas de primer grado de
educacion secundaria en torno a la comprension y resolucion de problemas de nimeros con
signo con base en el programa de estudios (SEP, 2011). También, se buscé observar si los

docentes son conscientes o no de los recursos usados durante su préctica profesional.

A continuacién, con base en el analisis de los datos recabados en las dos etapas del
estudio, se muestran los resultados que dan cuenta de los objetivos y las respuestas de las
tres preguntas de investigacion (véase Capitulo 1). Al inicio de este capitulo, se da cuenta
del objetivo general de la investigacion; después, se da respuesta a la pregunta general y a

las dos preguntas particulares que guiaron esta investigacion.

Al final del capitulo, se plantean algunas consideraciones finales, derivadas de la
presente investigacion. Se enfatiza que a pesar de usar recursos, por parte del profesor, que
permiten resolver correctamente los problemas con nimeros con signo, es indispensable ser
conscientes de su uso para no generar dificultades de aprendizaje y de ensefianza cuando se

trabaja con estos nimeros.
6.1. RESPECTO A LOS OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Esta investigacion tuvo como objetivo general: Documentar cémo el profesor de
matematicas, aun cuando no es consciente del uso de sus recursos, resuelve de manera

correcta problemas que involucran nimeros con signo.

En esta investigacion, a través del analisis y discusion de los datos recabados, fue
posible observar los recursos que usa el profesor de matematicas de educacion secundaria
cuando resuelve problemas de numeros con signo en el salon de clases. De acuerdo con

Gueudet y Trouche (2009, 2010), Saul y Pedro —como parte de su trabajo documental—
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seleccionaron un conjunto de problemas para ser resueltos en clase, y recurrieron a sus
conocimientos matematicos (recursos no fisicos) para comprender y resolver dichos
problemas. Para lograr el objetivo general de esta investigacion, se propusieron como

objetivos particulares:

a) Mostrar que el profesor de mateméticas no usa de forma consciente sistemas de
referencia al resolver, en el aula, problemas que involucran el uso de nimeros con

signo.

El andlisis de datos y la discusion de los resultados presentados en el capitulo
precedente permiten observar que los profesores de mateméticas de primer grado de
educacion secundaria usan un sistema de referencia para resolver problemas
contextualizados por arriba del nivel de la tierra y uno distinto para resolver los problemas
que su contexto es por abajo del nivel del mar. Estas acciones, por parte de los profesores,
permiten evidenciar que no usan de forma consciente el sistema de referencia cuando

resuelve problemas que involucran nimeros con signo.

Mediante la entrevista, realizada a cada profesor, sobre los recursos usados por ellos
en el salon de clase, Saul y Pedro dieron muestra de no usar el sistema de referencia
conscientemente. Por un lado, Sadl da evidencia: primero, cuando no usa ndmeros con
signo para representar los movimientos, hacia arriba y hacia abajo, de los objetos
(submarino y avion) que aparecen en los problemas que resolvié y relacionar dichos
movimientos con las operaciones suma y resta; segundo, al considerar la profundidad del
submarino como una cantidad positiva; tercero, cuando fue cuestionado por el investigador
sobre como representaria el vuelo de un pajaro a 20 metros, considerando el mismo sistema
de referencia que uso en el problema del submarino, Saul mencion6 que seria también
positivo. Lo anterior nos permite observar que para el docente no importa si esta arriba o

por debajo del nivel del mar, él siempre considera como una cantidad positiva.

Por otra parte, Pedro da muestra de no usar conscientemente el sistema de
referencia: primero, al igual que Sadl, relaciona los movimientos de subir y bajar con las
operaciones suma y resta en el problema de la mosca, y posteriormente, cambia esa relacion
en el problema del submarino, en lugar, de relacionar los movimientos con cantidades
positivas 0 negativas; segundo, en el problema del submarino en su representacion gréafica

si usa el signo menos para indicar la profundidad del submarino, sin embargo, cuando
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realiza una operacién no considera el signo del nimero, es decir, sale y entra de su sistema
de referencia cuando tiene que operar con los numeros; tercero, al ser cuestionado del por
qué no usa el signo del nimero cuando resuelve las operaciones, Pedro argumenta que es
para no confundir a los estudiantes; sin embargo, cuando resuelve el problema durante la
entrevista, sin considerar a los alumnos observamos que no distingue entre el signo unario y
el binario (Gallardo, 1994) lo cual nos permite observar que no es consciente del uso del

sistema de referencia en el problema del submarino.

Lo anterior nos da evidencia de que los profesores no son conscientes del uso del
sistema de referencia como recursos para comprender y resolver problemas aditivos de

ndmeros con signo.

b) Documentar el papel de los sistemas de referencia en la toma de decisiones del profesor

respecto a qué operacion usar (adicién o sustraccién) con nimeros con signo.

Los resultados obtenidos de las clases videograbadas, analizadas en el capitulo
anterior, permiten observar que para los problemas que se desarrollan arriba del nivel del
mar, los docentes usan un sistema de referencia en el cual determinan realizar una suma si
el objeto sube y una resta si baja. Sin embargo, cuando el contexto de los problemas en por
debajo del nivel del mar, Sadl y Pedro cambian su sistema de referencia; en este sistema de

referencia, los profesores deciden hacer una suma si los objetos bajan y una resta si suben.

Lo anterior, evidencia la importancia de los sistemas de referencia en la toma de
decisiones, por parte de los docentes, sobre la operacion que tienen que usar en la
resolucion de los problemas planteados. De esta manera, para los docentes, es fundamental
usa el sistema de referencia para decidir qué operacion hacer con base en el movimiento de
los objetos en cada problema, a pesar de generar dificultades en los estudiantes por el uso

de distintos sistemas de referencia.

Respecto al objetivo general, podemos afirmar que los profesores de matemaéticas,
reportados en este trabajo, resuelven correctamente los problemas de numeros con signo
que plantean en el salon de clase aun cuando no son conscientes del uso de los recursos

disponibles en su practica docente.
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6.2. RESPECTO A LAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Con base en el analisis de los datos recabados durante la primera y la segunda etapa del
estudio presentado en el capitulo 4 de este documento, se da respuesta a las preguntas que

guiaron la presente investigacion. La pregunta general de este estudio es:

¢ Como el profesor de matematicas usa sus recursos para resolver, en el aula, problemas

que involucran nimeros con signo?

Para dar respuesta a esta pregunta, se analizaron los diferentes recursos que usa el
profesor de matematicas de primer grado de educacion secundaria cuando resuelve

problemas aditivos con nimeros con signo, y se plantearon dos preguntas particulares.

a) ¢Como usa el profesor de matematicas el recurso: sistema de referencia cuando

resuelve problemas que involucran el uso de nimeros con signo?

De acuerdo con el anélisis de los datos recabados, se observo que los profesores
usan el sistema de referencia de forma implicita y no consciente, ademas, durante la
entrevista dieron muestra del uso no consciente del recurso porque presentaron deficiencias

y errores conceptuales al momento de resolver el problema.

Durante el andlisis de las sesiones de clase observamos que Saul us6 dos sistemas
de referencia al resolver los problemas en el saldn de clase. Aun cuando logra resolver los
problemas de forma correcta no es consciente del cambio que hace respecto al sistema de
referencia y solo fundamenta su procedimiento en el hecho de que le permite obtener el
resultado, sin importar que no sea de la manera adecuada. Sadl da muestra del uso no
consciente durante la entrevista cuando afirma que la profundidad del submarino y la altura
a la que vuela un pajaro, en el mismo problema y con el mismo sistema de referencia, se
consideran cantidades positivas. Este hecho nos permite observar que el profesor no es
consciente de que usa un sistema de referencia y que al considerar como positiva la

profundidad del submarino, tendria que establecer la altura del pajaro como negativa.

Por su parte, Pedro usa el sistema de referencia de forma implicita y no es
consciente de su uso. El profesor usa cantidades negativas para determinar las
profundidades del submarino argumentado que como se encuentra por debajo del mar se
usa el signo menos para indicar la profundidad; sin embargo, no usé los nUmeros con signo

para indicar los movimientos del objeto y se limité a realizar operaciones con nimeros
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naturales. Posteriormente, al resultado le colocaba el signo menos para poder representarlo

en su sistema de referencia.

Durante la entrevista se observo que Pedro dio una justificacion de por qué cuando
opera no considera el signo del nimero (Unario, Gallardo, 1994) y cuando vuelve al
sistema le coloca el signo. Al no poder argumentar su procedimiento, podemos afirmar que
Pedro no distingue entre el signo Unario y Binario y, por tanto, nos permite observar que
no es consciente del uso del sistema de referencia porque necesita salir del mismo para

poder operar con los Naturales.

En conclusion y dando respuesta a la pregunta, podemos afirmar que ambos
profesores usan de forma no consciente el sistema de referencia como recurso para
comprender y resolver problemas aditivos en el saldn de clase y, aunque no son conscientes

de su uso, llegan a resultados correctos.

c¢) El libro de texto como recurso usado por el profesor, ¢,cémo influye en la seleccion y

comprension de los problemas discutidos en el salén de clases?

Los libros de texto usados por los profesores de matematicas durante su trabajo
documental (Gueudet & Trouche, 2009, 2010) sirvieron para seleccionar un conjunto de
problemas para resolver en el salon de clase. Sin embargo este recurso no proporciono, a
los docentes, el soporte matematico para el desarrollo de su clase ni sirvié para comprender
y resolver los problemas. Por ejemplo, Pedro recupera problemas de Internet que se
contextualizan por debajo del nivel del mar (e.g., problema “el submarino”) y los libros de
texto que usa no tratan este tipo de problemas. Ademas, en el libro de texto Matematicas 1
(Block & Garcia, 2011) so6lo explica con problemas que usan la recta numérica para
contextualizar y hace distincion entre el signo del nimero y el de la operacion usando
paréntesis. El signo del nimero que se observa en el libro de texto, sirve para indicar el
movimiento de los objetos (véase capitulo 4, pp. 39-41). A pesar de que el libro de texto
establece usar el signo del nimero para indicar el movimiento del objeto, el profesor no usa

los niumeros con signo cuando resuelve los problemas.

Por su parte, Saul aungue selecciona los problemas del libro de texto que usa y

aparecen problemas contextualizados por debajo del nivel del mar, no muestra una forma
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de resolverlos y s6lo aparecen como ejercicios. Sin embargo, al igual que los libros que usa
Pedro, el libro Complemento Matematico 1 (Casarrubias & Gomez, 2015) establece en la
recta numérica que los movimientos hacia la derecha y hacia la izquierda se relacionan con
cantidades positivas y negativas, respectivamente. Este conocimiento no es tomado en
cuenta por Saul por lo cual no usa los nimeros con signo al resolver los problemas dando

evidencia de un uso no consciente.

Para dar respuesta a esta pregunta, podemos observar que el libro de texto como
recurso no influye, en la préctica de los profesores, para comprender y resolver problemas
porque ellos deciden resolver de forma distinta a la propuesta de los libros de texto los
problemas. Esta decision de los docentes de no tomar en cuenta la propuesta del recurso
fisico los llevd a mostrar deficiencias conceptuales y mostrar un uso no consciente de

algunos recursos; en particular, el sistema de referencia.

Abarcando los aspectos que cubren estas dos preguntas particulares y dando
respuesta a la pregunta general que guio esta investigacion, es posible concluir que los
profesores usan de forma no consciente el sistema de referencia para comprender y resolver
problemas en el salon de clase. Ademas, aunque algunos recursos estuvieron presenten en
la practica de los profesores (e.g., libro de texto) estos no influyeron para comprender y

resolver los problemas a pesar de ser un recurso esencial en la practica docente.

Un recurso que estuvo ausente fue el uso de los nimeros con signo y la discusién en
torno al significado del signo del numero para determinar y representar los movimientos de
los objetos. Es notorio que los docentes se rehusan a trabajar con los nimeros con signo; en
particular, con los negativos y no llevan a cabo una reflexion en torno a los recursos

disponibles en su practica docente.
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6.3. INVESTIGACIONES FUTURAS

El andlisis de los datos y los resultados obtenidos en la investigacion aqui reportada
sugieren diferentes implicaciones relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje de los
nameros con signo; en particular, la resolucién de problemas que impliquen el uso de
dichos numeros. La préactica del profesor ha sido objeto de varias investigaciones, debido a
la importancia que tiene en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas.
Autores como Adler (2000), Gueudet y Trouche (2009, 2010), entre otros, sugieren que es
importante saber como aprende el profesor de su préctica y observar los recursos usados en

la misma.

Como afirman Gueudet y Trouche (2009, 2010), los recursos por si mismos no
cambian la préctica del profesor. La funcionalidad de un recurso en y para la ensefianza de
las matematicas reside en su uso durante la practica, y no en su simple presencia. Para que
se produzca un cambio positivo en la préctica del docente es necesario que el profesor
reflexione sobre los recursos usados en su practica. En este sentido, se puede trabajar en
una siguiente investigacion para conocer el proceso de reflexion-en-accion que hace el
docente, tomando como guia la siguiente pregunta de investigacion: ;qué cambios ocurren
en la practica del profesor de matemaéticas al reflexionar sobre los recursos usados cuando

resuelve problemas aditivos, que implican el uso de nimeros con signo?

Los resultados también sugieren que para comprender y resolver problemas aditivos
con nimeros con signo, para este nivel educativo, es necesario conocer y tener presente el
concepto: sistema de referencia para darle un uso consciente y no generar dificultades entre
los alumnos. Con base en lo que Saul y Pedro hicieron durante sus clases, es importante dar
mayor peso al sistema de referencia como recurso y el uso de los nimeros con signo para
determinar la relacion entre este tipo de nimeros y los movimientos que realicen los objetos

en un determinado problema contextualizado por arriba o por abajo del nivel del mar.

Otra linea de trabajo que se desprende de esta investigacion, es investigar como los
profesores de matematicas se apropian de los recursos disponibles; cémo los transforman y
producen nuevos documentos (Gueudet & Trouche, 2009, 2010) y como a partir de la
reflexion-en-accion, con ayuda del investigador, el docente se vuelve consciente del uso de
los recursos disponibles en su practica. La investigacion debe estar centrada en la reflexion

gue hacen los docentes en torno a los recursos inherentes a su practica, a través de un taller,
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para lograr generar un uso consciente de los mismos y observar como se transforma la

practica docente.

De esta manera, para futuras investigaciones seria conveniente analizar la
interaccion entre el profesor y el investigador en torno al proceso de reflexion sobre los
recursos usados en la comprension y resolucién de problemas que involucren nimeros con
signo, y los cambios que hace en su practica profesional como resultado de esta reflexion;
también, investigar la influencia y apoyo de la tecnologia, en particular, del uso de un
Software de Geometria Dindmica (Geogebra) para comprender y resolver problemas, y
lograr un uso consciente de los recursos; seria pertinente observar las diferencias y
semejanzas de los recursos usados por el profesor de matematicas y el profesor de fisica del
nivel secundaria con el objetivo de observar si por la formacion académica usan de forma

consciente o no el sistema de referencia cuando resuelven problemas de nimeros con signo.

Con estas lineas de investigacion, se pretende generar una interaccion y reflexion
con los profesores en torno a los recursos usados durante su practica con el objetivo de

lograr un mejor proceso de ensefianza y de aprendizaje en torno a los nimeros con signo.
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ANEXO 1
PROTOCOLO DE ENTREVISTA PARA SAUL

Inicio: (preguntas generales) ¢Podria decirme su nombre completo? ¢Cudl es su formacion
académica? ¢Cuantos afos tiene dando clases de matematicas? ¢Siempre ha trabajado en
secundaria? ¢En todos los niveles escolares? ¢Qué opinidn tiene sobre la ensefianza de los
nameros con signo (positivo y negativo)? ¢Qué opinién tiene de sus alumnos? ¢Prepara
usted sus clases entes de venir al salon de clases? ¢Qué libro de texto usa para preparar sus
clases? ¢Qué le parece la forma en la que son planteados los problemas sobre nimeros con

signo en esos libros de texto?
[Preguntas sobre la préctica del profesor]

En sus clases de matematicas usted resolvid algunos problemas, que involucran nimeros
con signo [positivo y negativo]. En algunos extractos de las videograbaciones de sus clases,
después de analizarlos, detectamos caracteristicas interesantes en el discurso que usted y

sus alumnos utilizaron en la resolucion de los problemas.

Voy a mostrarle uno de esos extractos que menciono. Se trata del problema de "el avién",

;1o recuerda? Bien, ahi va:
[Mostrar el extracto de video, del problema del aviéon]

[Una vez terminado de visualizar el extracto del video]. Le voy a platear unas preguntas

acerca del discurso utilizado por usted y sus alumnos cuando resolvieron el problema.

[Debo mencionar que la entrevista es con fines de investigacion y no pretendo evaluar su

desempefio en clase; ademas, la informacion que nos proporcione sera confidencial].
Preguntas acerca del problema “el avion”

1. En este extracto de video:
a) ¢Qué significa que la altura de la tierra al avidn sea de 2870 metros?
b) ¢Considera usted que el avion esta fijo o en movimiento?
c) Si el avion estd en movimiento, como garantizar que siempre se mantiene a esa

altura si la tierra no es plana?
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d) ¢Como convence a sus estudiantes de que, en ese momento, la altura del avién a la
tierra es de 2870 metros?

e) ¢Que significado tiene, en este problema, tomar como referencia: la tierra?

f) Si se quisiera saber la altura del avion a la tierra en otro instante, ¢qué haria?

. En el problema se menciona que el avion baja 945 metros,

a) ¢Queé significa que el avion baje 945 metros?

b) ¢Significa que el avion baja de forma vertical los 945 metros?

2870 m 4
baja 945 m l

Tierra

c) Pero, si el avion estd en movimiento, ¢es posible que baje de esa forma
(verticalmente)?

d) ¢Como va bajando el avion si estd en movimiento?

e) Si va bajando poco a poco, moviéndose el avion, ;como representaria que el avién
baja 945 m? ;es posible utilizar la operaciéon (resta), que usted menciond a sus
alumnos?

f) Si en un instante estd a 2870 m y se pide que en un segundo instante el avién haya
bajado 945 m, usted argumenta que se necesita restar a 2870 los 945 m que baja.
¢Coémo justifica esa operacion? ¢Por qué es posible utilizar dicha operacion, si el

avion va bajando poco a poco?

2870 m fL
l baja 945 m

awvicén

Tierra
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3. Después se menciona, en el problema, que el avidn asciende 812 metros.

a) Con base a todo lo anterior, me podria decir: ¢qué significa que el avion ascienda 812
metros?, ¢coOmo podemos visualizar esa accion? ;Como justifica la operacién que
utiliza?

4. Como parte de su discurso, dado en clase, y con lo que acaba de mencionar, ¢podria
explicarme si podemos concluir que si un cuerpo se mueve ascendentemente se
relaciona con cantidades positivas y con la operacion suma, y los movimientos del
cuerpo hacia abajo con cantidades negativas y con la operacion resta?

a) ¢Como justifica esta relacion? ¢Por qué es valida?

El otro problema que resolvio en clase fue “el submarino”.
[Mostrar el extracto de video, del problema del submarino]

1. De forma similar al problema anterior, me puede argumentar:
a) ¢Que significa que la profundidad del nivel del mar [creo que dijo "tierra" en vez de
nivel del mar. Verifica, por favor] al submarino sea 960 metros?
b) Cuando coloca los datos en su figura, ¢considera que el submarino esta fijo o en
movimiento?
c) Si el submarino esta en movimiento, ;,cOmo garantizar que siempre se mantiene a esa
profundidad?
d) ¢Como determina que, en ese momento, la profundidad del submarino es 960 metros?
2. En el problema se menciona que el submarino emerge 275 metros,
a) ¢como emerge esos 275 metros?
b) ¢Como representa, en simbolos, que el submarino emerge 275 metros?
c) (Por qué “resta” profesor, si en el problema anterior usted mencioné que los
movimientos hacia arriba se relacionan con cantidades positivas y la operacién suma?
d) Entonces, ¢la forma de considerar el movimiento del objeto (submarino) en este
problema, es distinta de anterior?
e) Los movimientos de los objetos [avion y submarino] son distintos en cada problema?
f) ¢En que basa su afirmacion? Es decir, ¢por qué puede considerar relaciones distintas

en cada problema?
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3. Si la consideracion del movimiento del objeto, en este problema, es distinta de la
anterior,
a) Los 960 metros, que es la profundidad del submarino, ¢es positiva o negativa?
i. [si dice positiva] Si un pajaro vuela a 50 metros sobre el nivel del mar, ;como lo
representaria en su dibujo?
ii. [si dice negativa] ¢por qué si los movimientos hacia arriba (contario a la
profundidad del submarino) los relaciona con cantidades negativas y la operacion

“resta”?

4. si en un problema de movimiento de objetos se considera la accion “bajar” como
cantidad negativa [problema del avion] y en el otro problema esta accién "bajar" se
relaciona con la suma, ¢no cree que esta consideracion genere conflictos de
entendimiento [respecto al movimiento de los objetos] entre los alumnos?, ;qué podria

hacer para evitar posibles dificultades en los alumnos?
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ANEXO 2
PROTOCOLO DE ENTREVISTA PARA PEDRO

Inicio: (preguntas generales) ¢Podria decirme su nombre completo? ;Cudl es su formacion
académica? ¢Cuantos afos tiene dando clases de matematicas? ¢Siempre ha trabajado en
secundaria? ¢En todos los niveles escolares? ;Qué opinion tiene sobre la ensefianza de los
nameros positivos y negativos? ¢Qué opinidn tiene de sus alumnos? ¢Prepara usted sus
clases entes de venir al salon de clases? ¢Qué libro de texto usa para preparar sus clases?
¢Qué le parece la forma en la que son planteados los problemas sobre nimeros con signo en

esos libros de texto?
[Preguntas sobre la préactica del profesor]

En sus clases de matematicas usted resolvid algunos problemas, que involucran nimeros
con signo [positivo y negativo]. Le voy a mostrar algunos extractos de su clase, y después le

voy a plantear algunas preguntas sobre ellos.

Iniciamos con el problema de "la mosca":

[Mostrar el extracto de video, del problema de la mosca]
Preguntas acerca del problema “la mosca”

1. En este extracto de video:

a) ¢Qué significa que la altura de la tierra a la mosca sea de 6 metros?

b) ¢Considera usted que la mosca esta fija 0 en movimiento?

¢) Si la mosca estd en movimiento, ¢cOmo garantizar que siempre se mantiene a esa
altura?

d) ¢Como justifica que la altura de la mosca a la tierra es de 6 metros siempre?

e) Usted, en su discurso, dice que considerar los cero metros es relativo ¢a qué se
refiere con eso de relativo?

f) Si se quisiera saber la altura de la mosca a la tierra en otro instante, ;cémo la

calcularia?
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2. En el problema se menciona que la mosca se eleva 2 metros,
a) ¢Como cuenta que la mosca se elevd 2 metros? ;A partir de dénde se elevd 2
metros?
b) ¢por qué prefiere utilizar la representacion del movimiento de la mosca en su clase?
c) Los desplazamientos en la grafica no son rectas, entonces, ¢coémo se fija usted en la
altura de la mosca?
d) En el movimiento continuo de la mosca, ¢como justifica las operaciones de subir y

bajar de la mosca en un tiempo cualquiera?

El otro problema que resolvio en clase fue “el submarino”.
[Mostrar el extracto de video, del problema del submarino]

1. Cuando baja el submarino, ¢qué operacion realiz6?

2. ¢qué numeros sumo?

3. ¢por qué no considera el signo del nimero cuando realiza las operaciones, y una vez que
obtiene el resultado por qué vuelve a considerar el signo del ndmero en su
representacion?, ¢es correcto lo que hace?

4. si en un problema de movimiento de objetos se considera la accion “bajar” como
cantidad negativa [problema de la Mosca] y en el otro problema esta accién "bajar" se
relaciona con la suma, ¢no cree que esta consideracion genere conflictos de
entendimiento [respecto al movimiento de los objetos] entre los alumnos?, ;qué podria

hacer para evitar posibles dificultades en los alumnos?
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