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Resumen

Este trabajo de investigacién reporta los resultados de una exploraciéon que se
llevé a cabo sobre la comprension de once profesores de célculo de nivel medio superior,
acerca del concepto de la derivada de una funcién. En especial, se averigué sobre la articu-
lacién entre la parte conceptual y algoritmica de la derivada por parte de los profesores en

la resolucién de problemas.

La recoleccion de datos se hizo mediante un cuestionario de doce problemas, de
los cuales, uno era de caracter conceptual, dos de cardcter operatorio y los nueve restantes
para su solucidén requerian de una conexidon entre los conceptos que involucra la derivada

de una funcién y la destreza para calcular su derivada.

El analisis cualitativo de los datos obtenidos, muestra que el desempeno de los
profesores para resolver problemas que requieren de la articulacidn entre el aspecto concep-

tual y el aspecto algoritmico del concepto de derivada de una funcién no es satisfactorio.

En particular, los profesores no articularon adecuadamente el cardcter puntual
de la derivada con su interpretacién geométrica. Por otra parte, se concluye de los pro-
cedimientos que llevaron a cabo en la solucién de algunos problemas, que ellos conciben
el proceso de derivaciéon como la obtencién de una férmula a partir de otra mediante la
aplicacién formal de las reglas de derivacion y no como el proceso para obtener la funcién

derivada apoyado en un andlisis previo sobre la derivabilidad.






Abstract

The present paper reports the results of a reserch, which it is an exploration
about undestanding of eleven teachers senior high school, about the derivate of function.
Especially, we investiged about the articulation between the conceptual part and algorithmic

of the derivative in problem solving.

The data collection was done through a questionnaire twelve issues, of which
one was conceptual character, two operative character and the remaining nine for solution
required a connection between the concepts involving the derivative of a function and the

ability to calculate its derivative.

The qualitative analysis of the data shows that the performance of teachers to
solve problems that require the joint between the conceptual aspect and appearance the

algorithmic concept of derivative of a function is not satisfactory.

Particularly, the teachers did not properly articulate character punctual of the
derivative with its interpretation geometric. On the other hand, it is concluded that the pro-
cedures performed in the solution of some problems, they conceived the derivation process
as obtaining a formula from another through formal application of the rules of derivation
and not as the process to obtain the derivate function leaning on a previous analysis on

the derivability.
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Introduccion

El célculo diferencial e integral ha sido reconocido como el instrumento mas
efectivo para la investigacién cientifica que jamds hayan producido las Matematicas. Con-
cebido para el estudio del cambio, el movimiento y la medicién de dreas y volimenes, el

calculo es la invencién que caracteriza la revolucién cientifica del siglo XVII.

El calculo diferencial e integral es parte de todo curriculum de ensenanza media
superior y superior de las carreras de ciencias e ingenieria. También suele serlo del curriculum

de otras carreras como son ciencias biolégicas y economia.

Uno de los conceptos centrales del calculo es la derivada. La comprensién de este
concepto y sus significados se requiere para la modelacién de sistemas en diversos contextos
o disciplinas. La derivada de una funcién en un punto dado brinda la oportunidad de mostrar
al estudiante que la Matemadtica es aplicable, y comunicarle que este concepto entrafia un

gran potencial para el estudio de diversos problemas en varias areas del conocimiento.

Numerosas investigaciones muestran que los estudiantes no alcanzan a compren-
der el concepto de derivada a un nivel que les permita aplicarlo, pareciera que los profesores
sblo aspiran a que los estudiantes adquieran destreza para calcular derivadas, olvidando
la importancia de comprender este concepto para su correcta aplicacion en la solucién de

problemas.

En este trabajo se presentan los resultados sobre una investigacion realizada con
once profesores de educacién media superior, sobre uno de los temas medulares del calculo:
la derivada. Este reporte contiene cinco capitulos, a continuacidon se menciona de qué trata

cada uno de ellos.
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En el capitulo 1 se da una breve descripcién de las dificultades que tiene la
ensefianza y el aprendizaje del calculo, se describen los motivos que llevaron a la realizacién
de este trabajo, asi como los objetivos del mismo; finalmente se plantean las preguntas de

investigacion.

En el capitulo 2 se exponen los temas de matematicas que subyacen en nuestra
investigacion. En él se precisa a qué nos referimos por parte conceptual y parte algoritmica
del tema de derivada, es importante aclarar que dichos conocimientos han sido expuestos con
la finalidad de proporcionar al lector un amplio panorama de lo que involucra el concepto
de derivada, mds no para que dichos conocimientos sean abordados por un profesor de
educacién media superior con sus estudiantes. Al final de este capitulo se detalla la propuesta

de Carpenter y Lehrer sobre lo que es “Aprendizaje con entendimiento”

En el capitulo 3 se expone la metodologia seguida en esta investigacion, se da a
conocer el instrumento para la recoleccién de datos, éste es un cuestionario sobre el tema
de ‘“derivada de una funcién" que consta de 12 problemas, cada uno con un propdsito
especifico. También se describe a los 11 participantes, asi como la forma para recolectar los

datos.

El capitulo 4 contiene el analisis de los datos obtenidos. Para cada pregunta
del cuestionario, se concentraron las once respuestas dadas y se analizaron de acuerdo
al propédsito planteado en el capitulo anterior. Ademds se mencionan algunas formas de

actividad mental que ayudarian a una mejor comprensién por parte del profesor.

En el capitulo de conclusiones, se dan a conocer las respuestas a las preguntas de

investigacion, asi como otro tipo de reflexiones hechas a partir de las respuestas obtenidas.

En la parte final de este trabajo como apéndice se muestra el instrumento uti-

lizado en la recoleccién de datos.



Capitulo 1

Planteamiento del problema y pregun-

tas de investigacion
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1.1. Antecedentes y justificacion

El calculo desde su origen ha jugado un papel muy importante en la matematica
y en la ensefianza de la matemdtica. Con el paso del tiempo y con la evolucién de la
matematica la problematica de la ensenanza del calculo se ha hecho cada vez mas com-
pleja pero mds compartida, desde hace tiempo se discute en ambientes mds abiertos, mas
numerosos y especializados. El siguiente extracto del discurso que dirigié en 1910 W. B.

Ford, al asumir la presidencia de la American Mathematical Society asi lo muestra:

...De las diversas ramas de la matemadtica indudablemente ninguna ha recibido tanta atencion

sobre el lado pedagdgico durante los afios recientes como el calculo...

Y anade; dos elementos que requieren atencién prioritaria son los libros de texto
y las aproximaciones sucesivas al cdlculo por los alumnos. Respecto a los libros de texto
la recomendacién apuntaba hacia los contenidos, que estuvieran ligados estrechamente
con la fisica, en problemas cotidianos o de laboratorio; ademas de sustituir el uso de los
infinitésimos por una definicidon precisa de los términos utilizados y sobre todo, que el
primer curso ordinario de calculo debiera ser mas grafico, no en el sentido de emplear
frecuentemente figuras geométricas para ilustrar hechos analiticos, sino adoptar algunas de

las ideas que posee propiamente el llamado cdlculo gréfico (Ford, 1910).

El tema de los libros de texto de célculo ha transitado de un mero comentario a
un objeto de investigacién. En 1961 en el Coloquio organizado por el I.C.M.I. en Lausana
Suiza W.H. Cockcroft presenté un andlisis de los libros de texto de calculo usados en el
periodo 1900 a 1960 en Inglaterra en la ponencia intitulada Some Notes on British Calculus
Text Books . Este discurso se suma a una serie de reflexiones y actividades sistematicas que
colocan sobre la mesa de la comunidad cientifica el problema de la ensenanza del calculo.
La preocupacién se ha incrementado por atenderlo. En las ultimas décadas los eventos que
congregan a las comunidades cientificas y docentes para discutir el problema de la ensefianza
del cdlculo si no han crecido al menos si tienen mayor atencién; en México por ejemplo,

en 1987 dentro de las actividades del V Coloquio del Departamento de Matematicas del
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CINVESTAV, el curso dirigido a la ensefianza del célculo: Acerca del Célculo Diferencial
e Integral, subraya en su presentacién que la organizacion tipica que conserva el curso de
calculo coincide con la organizacién y disefio de los libros de texto editados en el ultimo
siglo, los cuales dedican una gran parte del tiempo a la teoria de conjuntos, pasan por el
producto cartesiano, la definicion de funcién y las funciones continuas; después aparece la
derivada enseguida la integral y las aplicaciones siempre estdn al final de los temas tratados

0 no se incluyen.

Regresando a los foros de discusion del problema de la ensefianza del calculo,
estos no sélo se abrieron en México sino también en otros paises. En ese mismo afio en los
Estados Unidos de Norteamérica Robert White en el Coloquio Nacional Calculus for a New

Century, realizado en 1987 senalaba:

Aproximadamente un millén de jévenes estudian calculo cada afio en los Estados Unidos, poco
menos del 25 % de ellos sobreviven para ingresar al ducto de las ciencias o de la ingenieria.
El cdlculo es el filtro critico que bloquea el acceso a las carreras profesionales para la gran
mayoria de los que se enrolan. La elite que sobrevive es pobremente motivada para llenar las
escuelas de graduados, en muy pocos recaen las necesidades académicas, de la industria y

de los negocios,...

Este hecho llevé a Robert White, presidente de la National Academy of Engi-
neering, a sugerir que el cilculo debe ser mas que un filtro una bomba que impulse en el
ducto cientifico de la nacién. Hacer del calculo una bomba es un reto para los educadores

y cientificos, traspasar la puerta que el célculo abre es un reto para los estudiantes.

Una de las reuniones mds recientes donde se ha discutido el problema de la
ensefianza del calculo fue el 9° Congreso Internacional de Educacién Matematica, ICME-
9 por sus siglas en inglés, realizado en Japén a mediados del ano 2000, en este evento
uno de los reportes dentro de los grupos de estudio de tépicos, TSG por sus siglas en
inglés, llevd por titulo: The teaching and Learning of Calculus. Este grupo compuesto por

70 personas de distintos paises discutid entre otros temas la enseiianza del cdlculo en sus
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respectivos paises, el uso de la tecnologia en los cursos de célculo y la reforma a los libros

de texto.

Acciones como las anteriores han motivado la realizacién de investigaciones rela-
cionadas principalmente con las dificultades que enfrentan los estudiantes en los cursos de
célculo (Tall, 2011; Hitt 2003; Artigue, 1993). Algunas de ellas han permitido comprender
mejor algunos de los obstaculos que enfrentan los estudiantes en el campo conceptual, y eso
ha motivado el surgimiento de cambios curriculares (Imaz, 1985; Artigue, 1996; Mochdn,
1992) y el disefio de estrategias didacticas (DAmbrosio, 1979; Flores, 1991). La mayoria de
estas investigaciones se han concentrado en la blsqueda de esos obstaculos considerando
que una vez identificados se pueden disefiar propuestas didacticas que sean alternativas

bondadosas para su aprendizaje.

En las instituciones de educaciéon media superior, que pertenecen a la Direccidén
General de Educacién Tecnoldgica Industrial (DGETI) segtin los planes y programas el tema
de “derivada” se ensena en el cuarto semestre, iniciando con el subtema “razén de cambio
promedio e interpretacion geométrica”, en ese mismo semestre previamente se abordan los
temas: Pre-célculo, Funciones y Limites. (Las intituciones en las que trabajan los profesores

con los que se realizé la recoleccién de datos de esta investigacién pertenecen a la DGETI.)

El propédsito planteado para la asignatura de célculo diferencial por la DGETI es:

Que el estudiante relacione conocimientos de diversas disciplinas (sistemas y reglas o prin-
cipios medulares) para estructurar ideas, argumentos y crear modelos que den solucidn a
problemas surgidos de la actividad humana, tales como: la distribucion inequitativa de los
recursos econdémicos y la propagacion rapida de enfermedades, entre otros; asi como de
fenémenos naturales (cambio climatico, contaminacién por emision de gases,etc.), aplicando
el razonamiento, el andlisis e interpretacion de procesos infinitos que involucren razones de

cambio.

En otros programas de célculo de bachillerato hay la tendencia a desarrollar en el
alumno la habilidad, destreza y el uso mecanizado de las reglas y técnicas. Estos propdsitos

se observan no sdlo en el curso de calculo sino en todo el curriculum de matematicas en
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el nivel medio superior (De la Pefia, 2002). El desarrollo de habilidades, destrezas y el
uso mecanizado de reglas y técnicas en si misma no es mala, el problema radica en que
frecuentemente el estudio del calculo no se acompana de la comprensién de esas reglas
y técnicas y entonces el resultado es un aprendizaje sin comprensién caracterizado por su

fragilidad.

La memorizacién de hechos o procedimientos en general provoca inseguridad de
cuando y como usarlos, este aprendizaje trae como consecuencia que el estudiante tenga
dificultades en la construccién y uso de los conceptos (Amit and Vinner, 1990). Algunas
investigaciones sefialan que el origen de las dificultades en el aprendizaje se encuentra en
el aula misma, mds especificamente, en la conduccién de la clase por el profesor (Lloyd
& Wilson, 1998). En afios recientes, diversas investigaciones por ejemplo Ponce (2007),
Santos-Trigo & Rivera-Figueroa (2010) y Rivera, Gracia y Diaz (2013) se han enfocado
en estudiar las dificultades en el aprendizaje del calculo, en los distintos niveles educativos.
En estos trabajos, se hace mencién a un problema presente en el aprendizaje del célculo,
en el cual los profesores poseen en gran medida la responsabilidad, debido a que no tienen
el conocimiento matematico necesario que equilibre lo operativo y lo formal, ocasionando

una limitada formaciéon matematica en el alumno.

1.1.1. Aprendizaje de las matematicas con comprension

Hacia mediados del siglo pasado Prenowitz (1951) atribuia las dificultades en
el aprendizaje del célculo, en un primer curso, a los obstaculos propios e inherentes del
calculo mismo. Para Prenowitz, los conceptos del calculo eran dificiles de comprender por
estudiantes que se iniciaban en el tema y, por lo tanto, también dificiles de aplicar en la

resolucién de problemas.

El problema del aprendizaje del calculo sin comprensién por parte de los alumnos
prevalece en la actualidad; aln con los recursos tecnoldgicos y la riqueza bibliografica sobre
el tema, todavia existe esa problematica. En el mejor de los casos, los estudiantes adquieren

cierta destreza en las técnicas pero no poseen una verdadera comprensién. Sin duda alguna,
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los estudiantes requieren del apoyo e instruccién de sus profesores ya sea que se formen
en el aula, activa o pasivamente. En el aprendizaje de las matemadticas, en particular del
caclulo, el profesor es fundamental, ya que organiza el conocimiento y disefia estrategias de
aprendizaje, plantea y resuelve problemas y debiera hacer discusiones y disertaciones con

los alumnos sobre los temas y conceptos.

La extension y calidad del aprendizaje de los estudiantes depende de los tipos
de experiencias que el profesor les proporcione (NCTM, 2000). Es importante ayudar a los
estudiantes a asimilar los conceptos de la disciplina, a involucrarlos en el proceso de su
comprensién, para lo cual es fundamental la intervencién en alto grado de sus profesores

(Skemp, 1980). Freudenthal (1973) afirmaba al respecto:

La persona que ensefa debe saber mas que el que esta aprendiendo y lo debe saber no en el

momento en que estd realizando la accion de ensenar, sino antes.

En este modelo de ensefianza-aprendizaje la responsabilidad del profesor es co-
municar de manera correcta al estudiante los conceptos de la disciplina, esto le demanda
una comprensién clara de los mismos. Dewey (1916) ya alertaba sobre el impacto nocivo
de una ensefanza sin comprensidn; sefalando que afecta la habilidad del estudiante para

reflexionar en el sentido de lo que hace.

Parafraseando a Brophy (1991) podemos decir que la buena comprensién del
profesor le permitird entre otras cosas disefar situaciones didacticas que promuevan el
aprendizaje con comprensién. En caso contrario, inicamente repetira lo memorizado, lo
cual provocard en los alumnos frustracién. En general los sentimientos negativos que la
gente tiene respecto de las matemadticas se atribuyen, correcta o incorrectamente, a sus
profesores (Boas, 1981).

Otras investigaciones, por ejemplo, Borbén (2003), Ponce (2007), Lima (2013)
muestran que la ensefianza y aprendizaje de la derivada ultimamente se ha basado en
operaciones algebraicas, desprovistas de toda reflexion o anélisis. Las circunstancias han

conducido a priorizar la destreza, se puede afirmar, que al concluir un curso de calculo
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diferencial, los estudiantes sélo aprenden a manipular funciones, teoremas, simbolos alge-

braicos y las reglas de derivacidon que les permiten obtener una funcién a partir de otra.

1.2. Planteamiento del problema y preguntas de inves-

tigacion

Partiendo de la necesidad de un aprendizaje con comprensién, lo cual requiere
de una ensefianza con profesores que cuenten con los conocimientos y por supuesto con la
comprensién misma de lo que ensefian, hemos llevado a cabo una investigacién que consiste
en un estudio de caso, realizada con un grupo de once profesores del nivel bachiilerato, con
la cual tratamos de averiguar sobre sus conocimientos y comprensiéon acerca del concepto

de derivada asi como la articulacién entre lo conceptual y lo algoritmico.

La comprensiéon de la derivada y sus significados es fundamental en los futuros
estudios universitarios y es causa de muchos fracasos de los estudiantes pero, como hemos
mencionado, el profesor juega un papel muy importante en los éxitos y fracasos de sus

alumnos.

Por lo anterior nos planteamos la siguiente pregunta general:

m ;Cudl es el desempefio del profesor en la resolucién de problemas, para los cuales se

requiera articular lo conceptual con lo algoritmico?

Para responder esta pregunta general nos propusimos responder las siguientes

preguntas especificas:
= ;Concibe el profesor la derivada de una funcién como un limite?
= ;Comprende el profesor el cardcter puntual de la derivada?

= jComprende el profesor la interpretaciéon geométrica de la derivada de una funcién

en un punto que le permita transitar de lo conceptual a lo geométrico?
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= ;Entiende el profesor que el proceso de derivacién no se reduce a obtener la férmula
de la derivada mediante la aplicacién formal de las reglas de derivacién sino a la

obtencién de la funcién derivada apoyado en un anélisis previo sobre la derivabilidad?

Con el propdsito de responder las preguntas de investigacion, nos planteamos los siguientes

objetivos:

(a) Disefiar cuestionarios con preguntas cuyas respuestas requieran articular el aspecto

conceptual y el algoritmico de la derivada.

(b) Averiguar sobre el conocimiento que tiene los profesores acerca de las propiedades

basicas de la derivada y su interpretacion geométrica.

(c) Disefiar situaciones problematicas donde se ponga en juego el concepto de derivada

y su interpretacion geométrica de manera independiente e interconectada.

(d) Disefiar cuestionarios donde se planteen preguntas o problemas para cuya respuesta

se requiera una comprension del concepto de derivada.



Capitulo 2

Marco conceptual
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2.1. Introduccion

En este capitulo exponemos lo que significa la derivada. Este concepto nace
a la par con sus mismos significados, fisico y geométrico. Actualmente hay varios acer-
camientos al concepto de derivada que conllevan cierto tipo de formalidad que tienen como
proposito precisar su naturaleza como ente matematico. En ocasiones los autores, con sus
acercamientos, tienen la intencién de ubicarlo en un contexto tendiente a su generalizacion
futura en la construccién del conocimiento matematico, por ejemplo su generalizacién al
concepto de derivada para funciones de varias variables. En este sentido hay diversos niveles
de precisién, pero en la mayoria de los casos los acercamientos a la derivada se sustentan
en el concepto de limite, ya sea para presentarla como razén de cambio o como la mejor

aproximacién polinomial de primer grado a la funcién alrededor de un punto.

En esta diversidad de acercamientos o concepciones de la derivada hemos de
distinguir lo adecuado o pertinente para el bachillerato. Su pertinencia esta determinada,
por una parte, por los objetivos de la enseiianza del célculo en ese nivel y, por otra parte,
por la formacién matematica del estudiante, previa a su estudio del calculo, esto incluye su

madurez matematica para comprender diversos conceptos matematicos.

En este capitulo explicaremos lo que vamos a entender por la parte conceptual
de la derivada, pues si bien como concepto podemos decir que la derivada de una funcién
en un punto es un limite, de hecho es el limite de un cociente de diferencias, este concepto
va acompaiado de otros conceptos como son rectas tangentes a curvas en el terreno
geométrico y velocidades instantdneas o en general razones de cambio instantdneas en el
terreno de la fisica. Estos conceptos se sustentan en el de derivada, pero a su vez justifican
su existencia, por lo que podemos considerar que el concepto de derivada consiste no sélo
del limite de un cociente de diferencias sino de los mismos significados de estos cocientes

y de su limite.

Por la parte algoritmica de la derivada nos referimos a las técnicas para obtener

la derivada de una funcién en un punto y asi obtener la funcién derivada de una funcién.
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Las técnicas son, por ejemplo, las reglas de derivacién, icluyendo la regla de la cadena que

es la que nos permite obtener la derivada de una composicion de funciones.

2.2. Parte conceptual de la derivada

A continuacidn se presentan algunas definiciones de derivada que aparecen en
la literatura matematica, con el propdsito de ilustrar la variedad de definiciones que a lo
largo de cierto tiempo han aparecido. Como se dijo al inicio de este capitulo, éstas han
sido escritas de acuerdo al objetivo que su autor persigue, ya sea la generalizacién, la

compatibilidad con otras materias o el nivel educativo en el que se pretende trabajar.

2.2.1. Acerca de la definicion de derivada

Actualmente el calculo ha tenido grandes avances, de tal forma que conceptos
como limite, funcién, continuidad, entre otros, han sido detallados con mayor precisién que
en siglos anteriores. Esto se puede apreciar en algunas definiciones, que al usar frases como
“cuando h se hace indefinidamente pequefio”, " Ax se acerca o tiende a 0“y “asi como =
se aproxima a x1 ", recuerdan el uso del lenguaje intuitivo y no del formal que en nuestra
época se utiliza. Observemos que en algunas definiciones se utiliza el término coeficiente

diferencial en lugar de derivada.

Definicién 1 (Todhunter, 1852)
Sean ¢ (x) una funcién cualesquiera de x 'y ¢ (z + h) la misma funcién pero ahora de z +h.

Entonces el valor del limite
¢(z+h)—¢(x)
h b

cuando h se hace indefinidamente pequefio, se llama coeficiente diferencial de ¢ (x) con

respecto a x.
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Observemos que en esta definicién el autor se refiere a ¢(x) como funcién de x
y a ¢(x + h) como funcién de x + h. Actualmente ¢(x) es el valor de la funcién en x que
en breve decimos la funcién en z, del mismo modo ¢(x + h) es la funcién en x + h. En

esta definicién el autor utiliza el término coeficiente diferencial en lugar de derivada.

Definicién 2 (Townsend and Goodenough, 1910)

Sean f (z) = y una funcién y x; un punto donde la funcién se encuentre definida. Con-

sidérese la razdn:

% _ Af(xy)  f(o+Ax) — f(21)

Ax Ax Ax ’

en donde Az = x — x;. Para Az = 0, esta razdn toma la forma indeterminada g y debe
ser evaluada calculando su limite cuando Ax se acerca o tiende a 0. Este limite recibe el
nombre de derivada de f (z) con respecto a x para el punto = x; y se denota por
D, f (z1). Es decir,

D, f (z1) = lim % = lim —Af (21) — lim f(xy+Ax) — f (1) .

Az—0 Axr Az=0 Az Az—0 Azx

En esta definicién, el autor utiliza la variable y para denotar el valor de f(z),
también utiliza la notacién A para los incrementos. Resulta interesante que el autor se
refiera a la forma indeterminada 8 como un objeto matematico a calcular mediante un
limite. Por otro lado, a diferencia de otras definiciones, en la definicién dada por Towsend y
Goodenough no se hace referencia sobre la existencia del limite del cociente de diferencias

para afirmar la existencia de la derivada.

En las siguientes definiciones debidas a Lima, Kosmala y Pierpont notemos que
definen la derivada de una funcién para puntos de acumulacién del dominio de la funcién que
se va a derivar. Esto recobra sentido cuando consideramos funciones definidas en conjuntos
que nos son intervalos, se trata de una generalizacion del concepto de derivada que va mas
alla del cdlculo para el bachillerato e ingenieria, incluso para el calculo de los primeros anos
de una carrera de matematicas. Con estas definiciones estamos en posibilidad de hablar de

la derivada, por ejemplo, de una funcién definida en el conjunto {0} U {1, %, %, %, ot
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Definicién 3 (E. Lages Lima, 1970)
Sean X CR, f: X 2Ryac XNX'"!Sedice que f es derivable en el punto a, si el
limite

r—a Tr — Qa

)

existe. Si este es el caso, se dice que f'(a) es la derivada de f en el punto a.

Definicién 4 (Kosmala, 1999)
Sean f : D € R — R una funcién y a un punto de acumulacién de D con a € D. La

derivada de f en a se define por

)t T8 =S (@)

r—a T —a

siempre y cuando este limite sea finito. Si tal es el caso se dice que f es diferenciable en

Tr = Q.

Definicién 5 (Pierpont, 1905)

Sea y = f(x) una funcién definida en el dominio D para el cual a es un punto limite

propio.? El cociente

Ay _ f(x)—f(a)

recibe el nombre de cociente de diferencias en a. Si ponemos x = a+ h, entonces tenemos

que

Ay  fla+h)—f(a)

— = ) 2.2

Az h (2.2)
.. Ay . e
Si lim —= existe, finito o infinito, entonces

Az—0 A:[‘
. Ay
v 23

recibe el nombre de coeficiente diferencial de f () en a y se denota por f'(a).

1 X’ denota al conjunto de puntos de acumulacién de X.
2p es punto limite propio de D, si p € D y toda vecindad de p contiene una infinidad de puntos de D.
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La siguiente definicion debida a Veblen considera +0o0 y —oo como posibles va-

lores de la derivada. También incluye estos valores Pierpont en la definicién antes expuesta.

Definicién 6 (Veblen, 1907)
f (@) = f(x1)
r — I
se aproxima a x1, la derivada de f en el punto x; es el limite

o F@ =S @)

T—T1 r — I

Si la razén se aproxima a un limite definido, finito o infinito, asi como =

La razdén que tienen estos autores para incluir 00 y —oo es incorporar la rectas
tangentes verticales en la interpretacion geométrica de la derivada. Obsérvese el siguiente

ejemplo:

Sea ¢ : R — R la funcién dada por v (x) = v/x. Enseguida se muestra su

grafica.

La figura sugiere que la recta x = 0, es decir, el eje y es la recta tangente a la
grafica de la funcién ¢ en el punto x = 0, esto se debe a que

o 2@ =0 (0)

lim po = 400 (2.4)

La inclusién de +00 y —oo en la definicidn tiene el inconveniente de que hay que

excluir estos casos en la mayoria de los teoremas sobre derivada, en particular en las reglas
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de derivacién. La aplicacién formal de la regla de derivacién para la suma de dos funciones

f(z) + g(x) no aplica por ejemplo cuando f'(0) = +oc0 y ¢'(0) = —o0.

Consideremos f : R — R la funcién dada por f(x) = v/ + x. Su gréfica se

presenta a continuacion.

La derivada de la funcién f(z) en = = 0 es infinito, en efecto:

3
1
l’mM = lim gx_g +1— 400

z—0 X z—0

Si f(xr) = —v/& + 2y g(x) = —y/7 y construimos la funcién h(x) = f(x) + g(z), es
decir, h(z) = \/* + 2 — /& = =, tendrfamos que h’(0) = 1. Asi que +00 — oo = 1.

Por otro lado, si fi(z) = —v7 +2vy g1(z) = ﬁ y construimos la funcién
hi(z) = fi(x)+g1(x), es decir, hy(x) = /7 +2x — /2 = 2z, tendriamos que h{(0) = 2.
Asi que +00 — 00 = 2.

De lo anterior, concluimos que operar con los valores +00 y —oo carece de

sentido, por lo que resulta mas conveniente excluir estos valores en la definicién de derivada.

La siguiente definiciéon dada por Thurston difiere de las demas, en que los otros
autores definen la derivada en un punto y él hace referencia a una nueva funcién, con ello
pareciera que el autor concibe el proceso de la derivacién como la obtencién de la funcién
derivada, es decir, la derivacidn como un proceso que consiste en obtener una funcién a
partir de otra mediante las reglas de derivacidn. En esta definicién no se destaca el caracter

puntual de la derivada.
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Definicién 7 (Thurston, 1961)
Sean ¢ : R — R una funcién y @ € R un punto en donde ¢ este definida. Se define la

expresion

ry e @lath)—¢(a)
¢’ (a) = lim Y :

h—0
Puesto que esta expresién depende tinicamente de a, se define una nueva funcién ¢’ definida
para cada a en donde este limite exista. Esta nueva funcién ¢’ recibe el nombre de derivada

de ¢ y su dominio es un subconjunto del dominio de ¢.

Rivera y Ponce (2012) aclaran que el proceso de derivacién no es obtener una
férmula a partir de otra, ellos mencionan que "La derivacion es un proceso que consiste en
obtener la derivada de una funcién en cada punto”, concebirla de otra forma obstaculiza la
comprensién de este concepto, e incluso conduce a resultados erréneos. Uno de ellos es el
creer que el dominio de la funcién derivada estd determinado después de aplicar formalmente
las reglas de derivaciéon. El dominio de la funcién derivada esta dado por los puntos donde
la funcidn inicial es derivable, es decir, donde el limite existe y no donde la férmula obtenida

estad definida.

Por ejemplo, sea f(x) = log(z* — 1), f es una funcién definida para todos los

ndmeros reales |z| > 1y no estd definida para los puntos del intervalo cerrado [—1,1]. Si

. — 2z )
aplicamos formalmente las reglas de derivacién obtenemos f'(z) = > 1 La expresion
x‘ J—
2x
72 _
el dominio de la funcién derivada es el conjunto dado por todos los valores de x tales que

esta definida para todos los reales excepto para los valores —1 y 1, sin embargo,

|z > 1.

Hablar de la derivada de una funcién f en aquellos puntos donde no esta definida
no tiene sentido. Por lo tanto el dominio de la funcién derivada, sin importar su expresion al-
gebraica, esta dado por los puntos donde f es derivable y desde luego estos deben pertenecer

al dominio de f.

En la actualidad las definiciones que se adoptan en la ensefanza del calculo de

bachillerato son las que aparecen, por ejemplo, en los textos de Smith, Longley y Wilson,
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Spivak, y Granville, las cuales presentamos a continuacion. En estas definiciones ya aparecen

los términos derivable, diferenciable y derivacién.

Definicién 8 (Smith, Longley, Wilson 1952)
Sea y = f (x) una funcién univaluada de la variable z. Sea x; un valor fijo de z. Considérese

la fraccion
f (@) — f (1)
r—x

Esta cantidad es en si misma una funcién de x y es llamada el cociente de diferencias.
Este cociente estad definido para todos los valores de z para los cuales f () este definida,
excepto para r;. Cuando x — x;, este cociente bien puede no tener un limite, pero si
existe, este es llamado la derivada de f con respecto a x en el punto x = x; y se denota
por f’(xy). Utilizando la notacién de incrementos, Ax =z —x; y Ay = f(x) — f (1)

se obtiene que

Definicion 9 (Granville, 1952)
La derivada de una funcién es el limite de la razén del incremento de la funcién al
incremento de la variable independiente cuando este tiende a cero. Es decir, si y = f (z)
es una funcién de la variable independiente x, entonces la derivada de f (z) con respecto

€T es
dy df (z) o f@tAn) - f@)
i dr " Amo = A Ax :

La operacién de hallar la derivada de una funcién se llama derivacién.

Definicién 10 (Spivak, 1980)

La funcién f es derivable en a si

f’(a):h’m f(a—l_h)_f(a’)

h—0 h
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existe. En este caso, el limite se designa por f’(a) y recibe el nombre de derivada de f en

a. (Decimos también, que f es derivable si es derivable en a para todo a en el dominio

de f).

En este trabajo de investigacién adoptaremos como definicién de derivada la propuesta en

Rivera (2012).

Definicién 2.2.1 Sea y = f(z) una funcion y xy un punto de su dominio. Si existe el limite

o £ @) = 1 (@)
T—x0 T — ,I'O
diremos que f es derivable en el punto x y que tal limite se llama la derivada de f en

Tg, la cual se denota por cualquiera de los simbolos

£ @) w0 D (x0)

La derivada de una funcién f en un punto a es por definicién el limite

o P @)= £ (@)
z—a T —a
Cuando se habla de la derivada f’(a) de una funcién f en un punto, se supone implicita-
mente que f estd definida en una vecindad abierta de a, es decir, estd definida en un
intervalo de la forma (@ — r,a + r). Supdngase ahora que la funcién estd definida en un
intervalo de la forma [a,a + 7). En este caso, podemos hablar del limite lateral derecho
L@ = f (@)
z—sat T —a
Cuando este limite existe, le llamamos la derivada lateral derecha de f en el punto
a y le denotamos por f’(a™). Similarmente, se define la derivada lateral izquierda como

el limite
o f@) -1 (@

r—a~ r —a

y la denotamos por f'(a™).

De las propiedades de limite se concluye el siguiente teorema:
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Teorema 2.2.2 Una funcion f es derivable en un punto a si y solo si existen las derivadas

laterales ' (a*) y f'(a™) y son iguales, en cuyo caso f'(a) = f'(a™) = f'(a™).

Este resultado es precisamente el que justifica que la funcién valor absoluto no
sea derivable en ©x = 0, pues aunque las derivadas laterales existen, son diferentes por
lo tanto la derivada en x = 0 no existe. Sin embargo, nos atrevemos a decir que la no
derivabilidad de la funcién valor absoluto en el punto antes mencionado generalmente sélo
es justificada por la presencia de un pico en su grafica, razén por la cual resulta oportuno
mencionar este teorema en la parte conceptual de derivada, ya que existen muchas funciones

en las que podriamos preguntarnos si son o no derivables en un punto de su dominio.

Sih: R — Reslafuncién dada por h(x) = |z|. Para saber si h(z) es derivable

en x = 0, se deben calcular las derivadas laterales.

) =t MR
W (0) = i M0

Como las derivadas laterales no coinciden, h’(0) no existe, es decir, h no es derivable en 0.

Las gréficas de la funcidn valor absoluto y su funcién derivada se observan a continuacién.

Y

Definicién 2.2.3 Si una funcion f es derivable en cada punto de un conjunto A, subconjunto
de su dominio, diremos que f es derivable en A . Si una funcion f esta definida en un
intervalo cerrado de la forma [a,b], diremos que f es derivable en |a,b] si es derivable en

cada punto del intervalo abierto (a,b) y existen las derivadas laterales f'(a™) y f'(b7).
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La derivada de una funcién f en un punto xy es, por definicién, una razén de
cambio instantanea y no una razén de cambio promedio en un intervalo. La razén de cambio
instantanea se refiere a un punto, por esta razén diremos que la derivada es un concepto
puntual y la derivabilidad una propiedad puntual, pues se refiere a una propiedad de la

funcién f en un punto xg.

2.2.2. La regla de los cuatro pasos

En textos como Granville, Phillips y Townsend, sugieren al estudiante la famosa
regla de los cuatro pasos como un procedimiento para obtener la derivada de una funcién

en un punto, acontinuacién se enuncia dicha regla.

El proceso para diferenciar una funcién y = f(x), consiste de los siguientes

pasos:
1. Se sustituye en la funcién x por x + Ax, y se calcula el nuevo valor de la
funcién y + Ay.

2. Se resta el valor dado de la funcién del nuevo valor y se obtiene Ay

(incremento de la funcidn).

3. Sedivide Ay (incremento de la funcién) por Az (incremento de la variable

independiente).

4. Se calcula el limite de este cociente cuando Ax tiende a cero. El limite

asi hallado es la derivada buscada.

Los autores ilustran la regla con ejemplos como el siguiente:

Ejemplo 2.2.4  Hallar la derivada de la funcién 3x* + 5. Hagamos y = 322 + 5
1L y+Ay=3(x+Ax)>+5
2. (y+ Ay) —y = 6zAz + 3(Ax)?

A
3 A—i:6x+3Ax
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d
4. En el segundo miembro hagamos Ax — 0. Resulta d_y = 6.
x

) ) d
Finalmente establecen la igualdad y' = — (3z* + 5) = 6z
x
Los autores que la mencionan en sus libros, pretenden "facilitar“ el calculo de
derivadas a sus lectores, sin embargo, la regla de los cuatro pasos es una especie de receta
que dificilmente favorece la comprensiéon del concepto de derivada, pues aiin cuando es un

procedimiento para aplicar la definiciéon hay una ausencia de reflexién sobre la misma.

2.2.3. Interpretacion geométrica

Por definicién, la derivada es un limite y puede interpretarse como la pendiente
de una recta tangente a una curva. Mas precisamente, la derivada de una funcién f en un
punto xy podemos interpretarla como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcién f en el punto de coordenadas (g, f(x)) . De lo anterior se concluye que la recta

tangente a la grafica de f en el punto de coordenadas (xg, f(z)) tiene por ecuacién
y =" (z0) (& — o) + f(x0) (2.5)

Si bien en la ensefianza de la derivada, el acercamiento mediante las rectas
secantes a la recta tangente de la grafica de una funcién en un punto es un buen recurso
didactico, es importante que el profesor se percate de que el concepto de derivada va mas
alld de permitirnos determinar las ecuaciones de rectas tangentes en casos simples, de hecho
es el medio para definir la recta tangente en casos complejos, por ejemplo es mediante la

derivada que definimos la tangente en el punto (0,0) a la gréfica de la funcién:

fo) = Ea?sen(L) + si x#0
0 st x=0
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Es en funciones como la anterior, que la ecuacién 2.5 toma sentido, pues en
ejemplos cotidianos, es facil imaginar cudl seria la recta tangente en un punto de la grafica
de la funcién, de hecho hasta nos permitimos trazarla. Sin embargo, funciones que rompen
con el esquema de recta tangente adquirido desde la primaria permiten reflexionar sobre la
verdadera identidad de esta recta, pues comprender que la recta tangente estd definida a
partir de la derivada y que si ésta no existe, la recta tangente tampoco, permiten comprender
porque rectas como la mostrada en la imagen anterior, pueden ser una recta tangente aln

cuando toque en varios puntos a la gréfica de la funcién o incluso la corten.

Una vez establecida la interpretacién geométrica de la derivada de una funcién
en un punto, resulta interesante comentar una definicién alternativa propuesta por Rivera

(2012).

Definicion 2.2.5 Sea f una funcién definida en un conjunto D y xy € D tal que existe
una vecindad abierta de xy contenida en D . Si existe una recta con ecuacion de la forma
y =m(x — x) + f(zo), tal que

i @) = [m(z = 20) + f(@o)]

T—T0 T — X

=0

diremos que f es derivable en x( y a la pendiente m se le llama la derivada de f en el

punto xg.

La definicién anterior dice en qué se distingue la recta tangente del resto de las
rectas que pasan por el punto (g, f(xg)), en otras palabras, nos dice cudl es la propiedad
que hace que la recta sea tangente a la curva. Consideremos todas las rectas que pasan por

el punto (zo, f(z¢)). Es una familia de rectas que se describe con la familia de ecuaciones

y =m(x — x0) + f(20), meR
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Es claro que para cualquier ecuacién y = m(z — xo) + f(xo), se tiene

lim [f(2) — (m(x — 20) + f(20))] = 0

pues f(z) — (m(z — xo) + f(20)) = (f(z) — f(20)) — m(z — x0) y

f(z) — f(zo) — 0 aligual que = — 29— 0

Sin embargo, la tangente se caracteriza porque su ecuaciéon no solamente cumple esta
propiedad sino que cumple una propiedad mas fuerte. No solo debe tender a cero la diferencia
f(z)—[m(x—x0)+ f(x0)], sino que también debe tender a cero esta diferencia aun dividida

entre r — xg.
f(z) — [m(z — 20) + f(xo)]

r — X9

— 0

Entonces, la definicién 2.2.5 nos dice que para que f sea derivable en x, debe existir una
recta con esa propiedad. En ese sentido, la ecuacién de la recta tangente en un punto, seria
el polinimio de primer grado que mejor se aproxima a la grafica de la funcién en el punto

xZg.

2.2.4. Razén de cambio

Otra de las interpretaciones que tiene la derivada es la de velocidad instantdnea.

Esto, por supuesto, se aplica al caso en el que la funcién a derivar es la ecuacién de
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movimiento de un objeto. Aun cuando se trata de una situacién particular, la velocidad es
uno de los significados importantes de la derivada, ademas el problema de la descripcin de

un movimiento forma parte de los problemas fisicos que estan en la historia de la derivada.

Si una funcién f(t) representa la posicién en un sistema de coordenadas en la
recta, respecto a la variable tiempo ¢, de un objeto en movimiento rectilineo, como puede
ser el de un objeto que se mueve debido a la gravedad de la Tierra, entonces la derivada

i f(t) = f(t)

T—x0 t — to

= [ (to)
en ty, significa la velocidad del objeto en el instante .

La idea comin de velocidad es la de velocidad media. La velocidad media de un
objeto en movimiento es el cociente que resulta de dividir la distancia recorrida por el objeto
entre el tiempo que emplea en recorrer esa distancia. Entender la derivada como velocidad
instantanea requiere de una reflexion sobre lo que es el limite de velocidades medias cuando
se toman intervalos de tiempo pequefios o0 mas precisamente, cuando se toman intervalos

de tiempo que tienden a cero.

La velocidad instantanea y la pendiente de una recta tangente no son significados
de la derivada que se excluyan, de hecho conviene mirarlos simultdneamente. Si considera-
mos la gréfica de la funcién f(¢) en un sistema de ejes cartesianos, en donde el eje de
las abscisas es el eje del tiempo y el eje de las ordenadas es el de la posicién. Entonces la
velocidad instantanea del objeto en el instante ¢ , que denotamos por f(t) es igual a la

pendiente de la recta tangente en el punto (¢, f()). Obsérvese la siguiente figura.

flt)
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En general, una razén de cambio se refiere a como una variable cambia con
f(z) = f(zo)
r — Xy
fendmenos de la naturaleza, por ejemplo: la disipacidn del alcanfor blanco, la desintegracion

respecto a otra, entonces una funcién de la forma puede modelar diferentes

radiactiva del uranio 238, entre otros.

El alcanfor blanco, también llamado neftalina, es un sélido blanco que se sublima
con facilidad. Para su uso comercial, se produce en forma de pequefias esferas. Mientras
el alcanfor se sublima o se disipa, el volumen de las esferas disminuye, asi que el volumen
cambia conforme el tiempo cambia, es decir, el volumen es una funcién del tiempo. Podemos
medir la disipacién por la cantidad de volumen que se pierde por unidad de tiempo. Si V' (¢y)
representa el volumen de la esfera en un instante ¢y, y V/(¢) representa el volumen en un
instante posterior ¢, entonces el volumen disipado es V' (¢) — V (#y). La pérdida promedio de

volumen por unidad de tiempo en el intervalo de tiempo [t, t] es entonces

V(t) = V(to)
t—to

El cociente anterior es una razén de cambio promedio y la razén de cambio

instantanea, en el instante t; es el limite

. V(t) = V(t)

t—to t— 1o

Que es similar a la definicién de derivada en un punto, entonces en este caso, la
derivada nos dice la rapidez con que la esfera pierde volumen en el instante ty. Es asi como

la derivada también posee interpretaciones fisicas, razén de cambio instantdnea.

Se incluye la interpretacién de la derivada como razén de cambio en la parte
conceptual dada la importancia de ésta, sin embargo nuestro interés se centré en la inter-
pretacion geométrica ya que es un recurso muy comun para establecer la definicién de la

derivada.
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2.3. Parte algoritmica de la derivada

Al inicio de este capitulo, se menciond que por la parte algoritmica de la derivada
nos referiamos a las técnicas para obtener la derivada de una funcién en un punto. Simi-
larmente, llamaremos derivacion al proceso de obtencion de la derivada de una funcién
en un punto, entonces la parte algoritmica se refiere a este procedimiento, que involucra la
adecuada aplicacién de las reglas de derivacién, la regla de la cadena y otros conocimientos
previos al tema de derivada, por ejemplo, el dominio de una funcidn, pues es importante

saber para qué puntos tiene sentido preguntarse por la derivada.

2.3.1. Reglas de derivacion

Las reglas generales de derivacién facilitan el calculo de la derivada de una
funcién en todos los puntos donde la funcién es derivable y forman parte de las herramientas
que tanto estudiantes como profesores utilizan en el cdlculo de derivadas y en la resolucién
de problemas.

A continuacién se enuncian las reglas de derivacién, su desarrollo y justificacién puede

consultarse en Rivera (2007).

= Derivada del producto de una constante por una funcién:
Sean f(z) una funcién derivable en un punto xy y « una constante. Entonces, la

funcién (af) (x) = af(z) es derivable en x( y la derivada estd dada por
(af)" (z0) = af " (o)

= Derivada de la suma de dos funciones:
Sean f(x)y g(z) dos funciones derivables en un mismo punto x(. Entonces, la funcién

suma (f + g) (x) = f(x) + g(z) es derivable en z( y ademds

(f +9) (x0) = [ (x0) + g’ (o)
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= Derivada del producto de dos funciones:
Sean f(z)y g(z) dos funciones derivables en un mismo punto z. Entonces, la funcién

producto (fg) (x) = f(z)g(x) es derivable en xq y ademas
(f9)" (z0) = ' (20) g (w0) + f (20) g" (w0)

» Derivada del cociente de dos funciones:

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables en un punto zg y también g(z() # 0.

f f(x)

Entonces, la funcién cociente —(z) = ——— es derivable en x( y ademas
g

g(z)

/ / ) — g (o) f" (x0) — f (o) 9" (o)
(9> i g (o)’

2.3.2. Regla de la cadena

De acuerdo con Rivera (2007), la férmula para derivar funciones valuadas en
funciones (funciones compuestas), es una de las herramientas mas poderosas del cdlculo
diferencial, razén por la cual, los profesores que ensefian esta materia, deben comprenderla
y manipularla adecuadamente. Ademds de brindar a sus estudiantes los ejemplos y contrae-
jemplos que los sumerja en una reflexion profunda, para posteriormente apropiarse de este
conocimiento tan valioso.

Regla de la cadena: Sean [y g dos funciones tales que los valores g(z) de g
pertenecen al dominio de f. Esto nos permite construir la composicién (f o g) = f (g(x)).
Supongamos que g es derivable en un punto xy y que f es derivable en g(z(). Entonces,

la composicién (f o g) = f (g(x)) es derivable es z y su derivada estd dada por

(fog) (x) = f"(9(z0)) g'(x0)

La forma en como se deduce esta férmula puede consultarse en Rivera (2007).
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2.3.3. Las derivadas de algunas funciones elementales

En principio para calcular la derivada de una funcién en un punto hemos de
recurrir a la definicién, sin embargo cuando se pasa al terreno practico, una manera mas
eficiente para calcular derivadas es mediante las reglas de derivacién esto incluye la regla

de la cadena.

Es recomendable tener presentes las reglas de derivacion en el calculo de la
derivada y adquirir cierta destreza en su utilizacién. La aplicacién de estas reglas resulta
especialmente importante cuando se conocen derivadas de algunas funciones y con ellas se

contruyen otras nuevas funciones quizd mas complejas.

A continuacidn se presentan las derivadas de algunas funciones que consideramos

deben formar parte de los conocimientos basicos del profesor.

» f(z) =2" donder esracional, f’(z)=rz""" reR
» f(z)=senz, f'(z)=cosz z€R

» f(z)=cosz, f'(zr)=—senz z€R

2.4. Ensenanza y aprendizaje con entendimiento

En esta seccién se mencionardn algunos aspectos importantes sobre la com-

prensién, y la propuesta de Carpenter y Lehrer (1999), la cual ha sido considerada la mds
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apropiada para analizar los datos obtenidos, ya que las cinco formas de actividad mental
para el desarrollo de la comprensién nos permitiran concluir qué posibles actividades po-
dria desarrollar el profesor que contesta el cuestionario para lograr una mejor comprension
del concepto de derivada, y asi lograr la articulacién necesaria entre lo conceptual y lo

algoritmico.

Se considera que la comprensiéon es un proceso, una sucesién de actos o ac-
tividades mentales, las cuales constituyen el proceso. La comprensidn estd en permanente
desarrollo, crece o se transforma con el tiempo, conforme se realizan diferentes actividades
matematicas; resolucién de problemas, disertacién, discusiones, ejercicios, demostraciones

y otras actividades.

Se debe pensar en la comprensién como emergiendo y desarrollandose, y no
considerar que uno ha comprendido o no un tema, idea o proceso, es decir, la comprension
no es un atributo estdtico del conocimiento de un individuo (Carpenter y Lehrer, 1999).
Se puede decir que uno estd permanentemente comprendiendo una idea, un tema o un

concepto (Rivera, Garcia y Diaz, 2013).

Hiebert y Carpenter (1992) consideran que una idea matemadtica, concepto o
proceso se comprende cuando su representacion mental forma parte de una red interna de
representaciones, y el nivel de comprensién queda determinado por el niumero y la fuerza
de las conexiones realizadas, si sélo algunas de las ideas potencialmente relacionadas estan

conectadas o si las conexiones son débiles la comprensién puede ser bastante limitada.

La comprensién ocurre cuando las representaciones son conectadas en redes cada
vez mas estructuradas y cohesivas. Las redes de representaciones mentales se construyen
gradualmente conforme nueva informacion se conecta a las redes existentes, cuando esto
ocurre se forman nuevas conexiones entre informacién previamente desconectada, y las

redes anteriores son modificadas o abandonadas.

En toda actividad matematica se involucra el conocimiento conceptual y el
conocimiento procedimental, se reconoce (ahora) que ambos son importantes para la habi-

lidad matematica. Para este trabajo se tomaron las definiciones consideradas en Hiebert y
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Carpenter (1992); se identifica al conocimiento conceptual con conocimiento que se com-
prende, es decir, es conocimiento conceptual sélo si forma parte de una red, mientras que
el conocimiento procedimental se considera como una secuencia de acciones, por ejemplo,

los algoritmos aritméticos.

Reconociendo la importancia de la comprensién en matematicas, es importante
diseiiar un ambiente en el salén de clase que la promueva, es decir, acciones que promuevan

la creacidén de conexiones entre los diferentes conceptos y procedimientos.

Carpenter y Lehrer (1999), proponen cinco formas de actividad mental para el

desarrollo de la comprension:

m Construccidon de relaciones

Extensién y aplicacién de conocimiento matematico

Reflexion sobre las experiencias

Articulacién de lo que el individuo conoce

Apropiacion del conocimiento matematico

Es importante aclarar que no tienen un orden especifico, algunas se presentan
durante todo el proceso de comprensién, mientras que otras se van adquiriendo y mejorando

conforme la comprensién aumenta.

La construccion de relaciones es relevante, ya que los objetos matematicos reco-
bran significado segtin la forma en que estan relacionados con otros. Las personas construyen
significados para una nueva idea o proceso enlazdndolos a los ya conocidos. El desarrollo
del entendimiento no sélo es agregar nuevos conceptos y procesos a lo que ya se sabe;
si no también la creacién de estructuras que integren el conocimiento. El conocimiento

estructurado es menos susceptible a olvidarse.

Pérez Rosal (2011) enfatiza que una de las caracteristicas del aprendizaje con
entendimiento es el tener cierta claridad de cémo puede ser aplicado lo aprendido. Tam-

bién asegura que existe una gran distancia entre saber definiciones, teoremas, lemas ... y
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poder aplicarlos, utilizar un conocimiento en la resolucién de problemas requiere de ideas
ingeniosas. La aplicacién de un concepto a diferentes situaciones ayuda a comprender sus

significados y por lo tanto a la comprensién del concepto mismo.

La reflexion esta presente en todo el proceso de comprensién, mientras que
una comunicacién adecuada se presenta en las etapas finales; para comunicar las ideas se
requiere un alto nivel de reflexién y se requiere tener el recurso del lenguaje (matematico),

una comunicacién clara con un lenguaje adecuado refleja un nivel alto de comprension.

Lo anterior es importante sobre todo para el profesor, que requiere tener la
habilidad y las herramientas para poder explicar la misma idea de diferentes formas, de
manera que la mayoria de los estudiantes la entiendan, es decir, es importante que su

comprension este en los niveles mas altos.

En resumen, para desarrollar este trabajo de investigacidn se ha considerado que
el objetivo principal de la ensenanza matematica es desarrollar la comprensién, una impli-
cacién obvia, de acuerdo con la definicidon utilizada, es que la ensefianza debe ser disefiada
de forma que los estudiantes construyan conexiones. El profesor debe crear un ambiente en
el que las actividades, problemas y comunicacién de las ideas estén enfocadas a la com-
prension de los conceptos y procedimientos matematicos. En otras palabras, todo profesor
debe experimentar, reconocer y valorar las cinco formas de actividad mental propuestas por

Carpenter y Lehrer; para asi involucrar a sus estudiantes en éstas.
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3.1. Introduccion

Este trabajo de investigacion de tipo cualitativo, fue desarrollado en tres etapas:
la primera consistié en disefiar un conjunto de problemas sobre el tema de derivada; la
segunda fue aplicar el cuestionario a profesores de Educacién Media Superior que estén o

hayan impartido Calculo, y en la tercer etapa se hizo el analisis de las respuestas obtenidas.

El cuestionario disenado estd formado por doce problemas. Estos problemas
fueron planteados con la intencidon de averiguar los conocimientos del profesor tanto en
el aspecto conceptual de derivada como en el calculo practico de ésta. Algunos de ellos,
fueron pensados de tal forma que para su solucién se requiriera de ambos aspectos, en
otras palabras, en el cuestionario fueron incluidos problemas que requieren una adecuada
articulaciéon entre el concepto de derivada y sus significados, asi como la aplicacién de las

reglas de derivacion.

3.2. Diseno del instrumento

A continuacién se describen los problemas que constituyeron el cuestionario:

La derivada de una funcién en un punto posee una interpretacion geométrica: es
la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto dado. Sin embargo,
es comun que en un curso de célculo diferencial, no se reflexione lo suficiente y sélo se fije
una algoritmia. Es decir, derivar una funcién se llega a concebir sélo como el proceso de
obtener una férmula a partir de otra, sin reflexionar sobre el caracter puntual de la derivada

o la informacién que proporciona esa férmula obtenida.

Con el propésito de averiguar la comprensién de los participantes sobre el caracter

puntual de la derivada y su interpretacién geométrica, se disefiaron los problemas 1y 2.

Problema 1. Si f(x) = 2° + z + z5_1' ies cierto que su derivada f'(z) = 2z + 1

corresponde a una recta tangente a la grafica de f 7 Argumente su respuesta.
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Problema 2. Indique en que punto la recta y = 3x + 1 es tangente a la gréfica de la

funcién f(x) = %1’3 — %JZQ + d5x + %

El primero, se refiere a la interpretacion geométrica de la derivada en un punto
como pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en el punto correspondiente.
En este problema se presenta una funcién polinomial de grado 2 cuya funcién derivada
coincide con la ecuacién de la recta tangente en un punto. Se desea averiguar si el profesor
esta consciente de que es una mera coincidencia el hecho de que f’(x) tenga la misma
expresion algebraica que la ecuacidén de la recta tangente en un punto de la gréfica. Es
decir, se pretende averiguar si el profesor cree que la expresidon que se tiene al derivar una

funcién (en especial cuadrética) es “la ecuacién de la recta tangente”.

En el problema 2, se presenta una funcién y la ecuacién de la recta tangente a
su grafica y se pide que el profesor encuentre el punto de tangencia. Con él se pretende
averiguar si los participantes comprenden que la interpretacién geométrica de la derivada
permite la existencia de dos puntos de la grafica de la funcidn cuya recta tangente tenga la
misma pendiente, es decir, la derivada evaluada en cada uno de esos puntos tiene el mismo

valor pero las ecuaciones de las rectas tangentes son diferentes.

La definicion de derivada en un punto por medio de las derivadas laterales, es
una definicién que toma gran importancia cuando se desea conocer la derivabilidad de una
funcién en un punto que sospechamos no es derivable. Sin embargo, cuando se pasa de la
parte conceptual al calculo practico de la derivada mediante la aplicacidn de las reglas de
derivacidn, ni siquiera se cuestiona en qué puntos la funcién esta definida, si es continua o

dénde es derivable.

En este sentido, algunas de las funciones que requieren una mayor reflexién sobre
el proceso de derivacién son las funciones definidas por piezas o por pedazos. Los puntos
donde se hace el cambio de la regla de definicién son tratados sin cautela. En ocasiones
simplemente se derivan las expresiones correspondientes a cada uno de los intervalos a uno

y otro lado del punto, sin reparar las consideraciones que deben hacerse para estos puntos.

Para averiguar cudl es el trato que dan los profesores a las funciones definidas

por piezas, se disefaron los problemas 3y 4.
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22 —5x+2 1< <2
Problema 3. Halle la derivada de f(x) =
2t —5r — 3 2 <1< +00
32 51 x>0

Problema 4. Encuentre la segunda derivada de f(x) =
x? st z <0

La funcién planteada en el problema 3 es derivable en todo R excepto en el
punto = = 2. Esta funcién es muestra de que, atin cuando la regla de definicién para cada
intervalo sea simple, como lo es el caso de las funciones polinomiales, el punto donde cambia

dicha regla necesita un trato especial.

En el problema 4, se plantea una situacién similar. La funcién dada en este
problema es derivable en todo IR, sin embargo, la segunda derivada en z = 0 no existe,
es decir, f en x = 0 no es dos veces derivable. Nétese que f’(x) también es una funcidn
definida por piezas y que el punto donde cambia la regla de definicién es x = 0, por lo

tanto al igual que con f(z), este punto merece un trato especial para calcular f”(x).

En el siguiente problema 5 tratamos de averiguar si el profesor comprende la
definicién de derivada a un nivel que le permite deducir una regla de derivacién, pues con
el resto de los problemas averiguaremos si es capaz de articular esta defincién con algunas

aplicaciones.

Problema 5. Deduzca la férmula de la derivada de una suma de dos funciones:

(f +9)(x) = f'(x) + g'(x)

En el capitulo 2 de esta tesis, se aclaré que preguntarse por la derivada de una
funcién sélo tiene sentido para los puntos que pertencen a su dominio. Es decir, si se desea
indicar dénde una funcién es derivable, lo primero es conocer su dominio y extraer de

i ; r)— J\Z
este conjunto los puntos donde el lim f() = f(wo)
T—rITQ xr — 'IO

existe. En ese sentido se planted el

problema 6.
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Problema 6. Sea f(x) = log(x® — 1), al aplicar las reglas formales de derivacion se
obtiene f’(l’) = % Indique dénde f es derivable.

En este problema se presenta una funcién y la que se obtiene al aplicar formal-
mente las reglas de derivacion. Deseamos averiguar si para determinar los puntos donde la
funcién es derivable el profesor acude a la férmula que se obtiene mediante la aplicacién
formal de las reglas de derivacién o analiza previamente ddnde la funcién es derivable de

acuerdo a su dominio.

Usualmente la no derivabilidad de una funcién se ilustra con la funcién valor
absoluto f(z) = |z|. Esta funcién es no derivable en = 0 y esta no derivabilidad se
interpreta geométricamente por la existencia de un pico en su grafica. La identificacién de
la no derivabilidad con la existencia de picos es tan comtin que es la manera de explicar la

inexistencia de la derivada. Recordemos la grafica de esta funcién.

y

En el siguiente problema se presenta una funcién asi como su funcién derivada.
También se presenta la grafica de la funcién. La escala utilizada en los ejes de coordenadas
es tal que da la impresion de que hay picos en los puntos del forma x = km con k € Z. La

funcién es derivable en todos los puntos = € R y su derivada esta dada por

1 . . . .
g'(z) = 3(senz)3 cosz. Deseamos averiguar si el profesor se apoya sin reflexionar en la

figura para determinar dénde la funcidn es derivable o bien si analiza el problema analitica-
mente. Si se apoya en la figura es probable que afirme que la funcién no es derivable en los

puntos donde aparentemente hay un pico.

4
Problema 7. Sea g(x) = (senx)3, en la siguiente figura se muestra su grafica. Al utilizar

_ 4

1 o .
3 (senx)3 cos x. Diga si g es derivable

las reglas formales de derivacion se obtiene g’ ()

ent =kmconk € Z.
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En el siguiente problema se pide que el profesor halle la derivada en todos los
puntos donde las funciones son derivables, pero se trata de averiguar si en efecto el profesor
sabe que la funcién valor absoluto es no derivable en z = 0. También se trata de averiguar si
por el hecho de que el valor absoluto |z| aparece en la expresién de otra funcién consideran
que la funcién es no derivable en x = 0. La funcién que se le presenta en el inciso (b),

aun cuando estd construida con el valor absoluto, es derivable en todo R, en particular en

z = 0.

Problema 8. ;En qué puntos las siguientes funciones son derivables? Halle la derivada en

esos puntos.

(a) f(x) =[]
(b) h(z) = z|z| + 222

Con el problema 9 tratamos de averiguar acerca de la destreza de los profesores
en la aplicacién de las reglas de derivacién (incluyendo la regla de cadena) en casos de
funciones simples pero con cierto grado de complejidad. Esto nos servird de referencia

cuando analicemos sus respuestas a los problemas de corte mas conceptual.

Problema 9. Derive las siguientes funciones.

T

(a) f(z) = ‘

Cosen2zx 422+ 1

(b) g(z) = sen(sen(senz))
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En el inciso (a) de este problema se pide que deriven una funcién cociente,
cuyos numerador y denominador contienen funciones que deberian ser del dominio de los
profesores. En el inciso (b) se pide calcular la derivada de una funcién compuesta, para

averiguar la destreza de los profesores al aplicar la regla de la cadena.

Las derivadas de las funciones arcsen(x), arccos(x) y arctan(z) son de las
funciones elementales que deberian ser conocidas por los profesores. Con el problema 10
pretendemos averiguar si la derivada de la funcién arco seno forma parte de los conocimien-
tos del profesor. Es importante observar que este cuestionario fue aplicado sin advertirle al
profesor sobre los temas que se le iban a preguntar, de modo que el profesor respondiese

de acuerdo a los conocimientos de los que se ha apropiado.

Problema 10. Si f(z) = 2% arcsen(x), halle f'(x).

Con el siguiente problema 11 tratamos de averiguar si el profesor se percata de
la necesidad de analizar la funcidn, de la cual se pide obtenga la derivada, antes de proceder
a aplicar las reglas de derivaciéon. Es un problema en el que su solucién requiere articular la
parte conceptual de la derivada con la parte algoritmica. Esta vinculaciéon también se pone

de manifiesto en los problemas 3, 4, 6, 8 y 12.

Problema 11. Encuentre la derivada de las siguientes funciones.

() f(z) = log (1og (xf—il))

(b) g(z) = (sen®2* —2)

N

En este problema se presentan dos funciones cuyo dominio es vacio. El inciso (a)

es una funcién compuesta donde interviene repetidas veces la funcién logaritmo. Dado que
2

— no esta definida

t 41

para real alguno. Esto significa que la expresién no define ninguna funcion o dicho de otra

222 .
log <4—> toma valores menores o iguales a cero, log (10g (
zt+1

manera, "define una funcién con dominio vacio”. Por lo tanto no tiene sentido averiguar

sobre su derivabilidad, ni mucho menos hallar su derivada.
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Del mismo modo, la expresidon con la que se pretende definir una funcién g

consiste de una raiz cuadrada, el exponente % asi lo indica, por lo que sélo estd definida
cuando el radicando es mayor o igual a cero, sin embargo sen”? 23 < 2 para todo x € IR,

por lo tanto g(x) esta definida en ningtin punto.

Para resolver el problema 12 se requiere vincular la parte conceptual de la deriva-
da con las férmulas de derivaciéon que le dan sustento a la parte algoritmica, en este caso

preguntamos sobre la correcta escritura de la regla de la cadena.

Problema 12. Indique cudl o cudles de las siguientes férmulas estdn escritas correctamente.

(@) flg(z)) = f'(9(z)) g'()
(b) (fog)(x)=["(9(x))g'(x)
)
(@) (fog)'(x)=((f"cg)(g) (x)

En él se presentan cuatro formas diferentes de escribir la regla de la cadena.
Las variaciones que presentan sélo son de escritura; sin embargo, el inciso (a) da la idea
de que al aplicarla se obtendra una férmula, pues en la expresién f(g(z))’ el punto donde
se calculard la derivada queda oculto. Este problema ha sido disefiado para averiguar si los
profesores han reflexionado sobre la regla de la cadena y si el caracter puntual de la derivada

ayuda en su decision.

3.3. Participantes

El cuestionario descrito en la seccion anterior fue disefado para profesores de
educacién media superior, que estén impartiendo clases de Calculo, ya sea Diferencial o

Integral; o que en alglin momento hayan dado la materia.

Cumpliendo con el perfil antes mencionado, los participantes fueron once pro-
fesores: tres de un Colegio de Bachilleres del Estado de México (COBAEM), tres de un

Centro de Bachillerato Tecnolégico ubicado de la misma entidad (CBT), tres de un Centro
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de Estudios Tecnoldgicos y Cientificos del Estado de México (CECYTEM) y dos de una

Escuela Preparatoria Particular ubicada en el mismo estado.

Cabe mencionar, que nueve de los docentes actualmente son titulares de un
curso de Célculo y dos de ellos han impartido la materia en semestres anteriores. Enseguida

se menciona su formacién académica y el tiempo que han enseiiado Calculo.
COBAEM

= Profesor A. Ingeniero en Matemiticas, IPN, 4 semestres.

= Profesor B. Ingeniero Civil, IPN, 2 semestres.

= Profesor C. Ingeniero en Alimentos, UNAM, 2 semestres.

CBT
= Profesor D. Arquitecto, UNAM, 3 semestres.
= Profesor E. Ingeniero Quimico, UNAM, 4 semestres.

= Profesor F. Ingeniero Mecanico, UNAM, 8 semestres.

CECYTEM
= Profesor G. Ingeniero Industrial, TESJI!, 4 semestres.
= Profesor H. Ingeniero Electrénico, UAEM, 1 semestre.

= Profesor I. Ingeniero Agrénomo, ITSC?, 4 semestres.

Escuela Preparatoria Particular
= Profesor J. Ingeniero Industrial, UASD 3, 12 semestres.

= Profesor K. Lic. en Fisica y Matematicas, IPN, 1 semestre.

Tecnoldgico de Estudios Superiores de Jilotepec, Edo. de México.
2Instituto Tecnolégico Superior de Comalcalco, Tabasco.
3Universidad Auténoma de Santo Domingo, Reptiblica Dominicana.
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3.4. Recoleccion de datos

La recoleccién de datos fue mediante la aplicacidon del cuestionario, ya que los
participantes no aceptaron una entrevista videograbada o la grabacién de audio. En el caso
del COBAEM y CBT, fue posible reunir a los docentes en un aula dentro de las instalaciones
de cada instituciéon, dandoles un tiempo de 90 minutos para contestar el intrumento, sin
embargo la mayoria entregaron el material a los 60 minutos aproximandamente. Bajo estas

circunstancias se puede asegurar el no uso de tablas o libros.

La situacion con los profesores del CECYTEM vy la Escuela Preparatoria fue
diferente, por cuestiones de tiempo aceptaron contestar el cuestionario sélo si se les permitia
llevarselo y posteriormente entregarlo. Por lo que se desconoce el tiempo empleado y el uso
de tablas o libros, aunque el profesor | y el profesor J, al momento de entregar el material

aceptaron haber consultado tablas.
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4.1. Introduccion

El andlisis de datos fue hecho por problema, es decir, las once preguntas obtenidas

para cada problema fueron analizadas de acuerdo al propdsito planteado.

El cuestionario contiene un problema de caracter conceptual (problema 5), dos
de caracter operatorio (problema 9y 10) y los nueve restantes involucran los dos aspectos,
esto es, requieren de la adecuada articulacién entre la parte conceptual de derivada y la

parte algoritmica.

4.2. Analisis del problema 1

El problema 1, involucra la parte conceptual de la derivada de una funcién con
la parte algoritmica, con él se determinaria si los profesores comprenden la interpretacién
geométrica de la derivada.

Problema 1. Si f(r) = 2%+ x + 2

. ies cierto que su derivada flx) =2+ 1

corresponde a una recta tangente a la grafica de f 7 Argumente su respuesta.

Sélo dos participantes, el profesor A y E, se preguntaron por el punto de tan-
gencia, sin embargo sus procedimientos no son claros, revelan falta de claridad sobre la
interpretacion geométrica de la derivada, de hecho al no haber explicaciones se puede
asegurar la falta de articulacién del lenguaje necesario para describir lo que ocurre en su

solucion.

fea de f? < b ROy X4L = O

Respuesta del Profesor A
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4.2. Analisis del problema 1

El profesor E pareciera que trata de encontrar el punto de tangencia proponien-

dolo, al escribir “si x = 1" y encontrar la ecuacién de la recta tangente en ese punto muestra

que comprende la interpretacion geométrica de la derivada, sin embargo no al grado que le

permita generalizar su procedimiento.

~

Respuesta del Profesor E

La respuesta del profesor H, se apoya de las gréficas de las funciones. Confiando

en la idea intuitiva de recta tangente asegura que la recta dada no es tangente, pues su

figura muestra que toca dos puntos de la gréfica de f, este error se debe a lo inexacto de

la graficacion de f(z).
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L
L

-

wd "3

Respuesta del Profesor H

Por otro lado, cinco profesores aseguraron la tangencia sin siquiera preguntarse

en qué punto, de hecho el profesor C asegura que esa es la definicién de derivada, que en el
capitulo 2 se aclaré es la interpretacién geométrica. En esta respuesta se puede observar el

error comun de creer que la derivada de una funcién cuadratica es la ecuacion de la recta

tangente y no la pendiente de la recta tangente en un punto de la gréfica.

WL UG J P . i o P TR
2" la aehinioon Oe OetL Cfu} ¢35 €0
' r b -

%f);xf'?f"f'-;f , e iﬂf !5 “51’“

\a ecla

Respuesta del Profesor C

La solucién dada por el profesor F, muestra como se puede mencionar o escribir la
interpretacion geométrica de la derivada de una funcién sin comprenderla. Ya que es capaz

de escribir “bien” la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién cuadrética

pero no de utilizarla en la resolucién del problema.
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wni el tangente o fo graflee de f§ Sy

Arpumente su respuesln. Lo doscidm oo fﬂfﬂrt/f" @ LA f"“”“;"A' /
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Respuesta del Profesor F

El profesor | en su respuesta, hace notar que la derivada de una funcién nos

permite conocer la pendiente de la recta tangente, sin embargo no destaca el cardcter

puntual de la derivada.

i 25

’/é’f)_"-.g’: T'X"’“-;_—,.?M.-ou(ug

’f{

T ex) = a2xn+1,
I’,?’P*T_;;_ jv’m:‘t’; . cfg ,'{q__

P}Mﬁbﬂ! -f_iaz‘_ 5/_@‘ ;5_ /:?JG

7 mstinde o f cunia
S #

) F
R T, .;L-Qfa_ug:e«_ /b U B
!

Ho € ateie

Respuesta del Profesor |

La siguiente tabla sintetiza los resultados obtenidos en el problema 1.

No contesta

Asegura que no

es la recta tangente

Asegura que es

la recta tangente

Busca el punto

de tangencia

Profesor K

D, H, I

B,C, FG,J

A E

Total 1

3

5

2
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4.3. Analisis del problema 2

El problema 2, también requiere de la articulacién entre la parte conceptual y la
parte algoritmica de la derivada, con él también se averiguaria sobre la comprensién de los

profesores sobre la interpretacion geométrica de la derivada.

Problema 2. Indique en que punto la recta y = 3x + 1 es tangente a la gréfica de la

funcion f(x) = 32% — 32* 4+ 5z + 3.

La siguiente respuesta muestra que el profesor | tiene claro que la derivada de
una funcién en el punto x es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién
en ese punto, por lo que calcula la derivada y la iguala a 3. En general, en este problema
su procedimiento muestra una buena comprensién de la interpretacién geométrica de la
derivada, comparandola con la respuesta dada en el problema 1 podemos asegurar que la
comprensidn es generativa, puesto que en la primera no resalta el cardcter puntual de la

derivada y en la segunda si lo hace.

2 3 =3 7/ oL - Y 2. A:.i.-L: o ds K= 1, Tamensel
- 9 %+ 4 &£3 ja r i 7 o F ey { 3 E
’ | f ! (= 2 'r?ll frt]v_lh
/ i i / E L | + =4 (3) -5 7+ 3
o La vyta, Jog= + X . %- - f-:;i i \ (z}* 3 2
: ) F | i 1
"H'_ G Chy A '.:'l._.'-":a T"'"_‘.';G“ ik Je2a... \ .I.'“l\l = %*~+1
_ /4 / 4
Pondy ponr 3=t So Ja yee ?i_! As || fe-ns': e ¥.
fﬂii;mm. Ay 7" s L s
— =T =) | Py —— = N { 3\
A ,.ﬂ' FornaTo T:'"?!“u“i Ch
I " J
il a il ' |
=" - 2L AT, penleaacle f
|
2= k¥-zx4+5, ':I
XE-3znt2=2, :
|
Cx-a) (R=1)= 0. \resg w
X:'f: d ¥ = ." |

Respuesta del Profesor |
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El profesor E, al encontrar un punto donde la derivada de la funcién sea igual

a 3 muestra que tiene clara la interpretacion geométrica de la derivada, sin embargo, no

considera el caso de que existan dos o mds puntos cuya pendiente de la recta tangente

coincida, pero la ecuacién de la recta sea diferente en cada punto.

-

Respuesta del Profesor E

La respuesta del profesor A sugiere que comprende la interpretacion geométrica

de la derivada de una funcién en un punto, pero tiene obstaculos algebraicos para encontrar

el punto donde la recta dada es tangente.
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creer que la derivada de una funcién es la ecuacién de la recta tangente

Tk o ey )

Lo
.8

Respuesta del Profesor A

En la siguiente respuesta dada por el profesor F, compara la derivada de la

funcién f con la ecuacién de la recta dada. Si fuera asi, el profesor caeria en el error de

f?ama

4

1
r‘["f{x}: E"-——f = g%z /

77
Al

bo rocts gz Ax el s €4 ”(;”2/”"' Fo
- r "
9 _ff?jf.',} ,’r("rik.ﬂ e Gl’-.-: __('ﬂ it e e -'\’)_\

e

Respuesta del Profesor F

La siguiente tabla sintetiza los resultados del problema 2.

No contesta

No tiene clara Busca graficamente

la interpretacién geométrica

Busca analiticamente

el punto el punto
Profesor | C, D, G, K, J F B, H A E, |
Total 5 1 2 3
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4.4. Analisis del problema 3

Con el problema 3, se averiguaria si el profesor sabe que para las funciones
definidas por piezas, los puntos donde la regla de definicion cambia merecen un trato
especial.

22 —5x+2 l<ax <2
Problema 3. Halle la derivada de f(x) =

xt —bxr —3 2 <x < +00

De los once participantes sélo un profesor se cuestiond por lo que sucedia en ese
punto. La mayoria sélo aplica las reglas de derivacién, de los profesores que lo hacen, se
distinguen dos casos, aquellos que escriben los intervalos correspondientes a la expresion
algebraica que encuentran y los que solamente escriben el resultado que obtienen al aplicar

las reglas de derivacién.

En la respuesta del profesor H, se puede observar como aplica adecuadamente
las reglas de derivacién a las expresiones algebraicas dadas, incluso las reescribe y obtiene
su derivada sin cuestionarse sobre lo que ocurre con esta funcién en el punto =z = 2. El
utiliza dos notaciones en su respuesta, <, y £/, con la segunda el profesor sugiere que

puesta, 7=,y f/, g p giere q
entiende la derivacién como el proceso de obtener una férmula a partir de otra, puesto que
no escribe f'(x), es decir, no escribe que la derivada debe ser valuada en un punto. El no
tener claro el cardcter puntual de la derivada también se refleja en el hecho de sélo escribir

las expresiones algebraicas sin escribir el intervalo.

Respuesta del Profesor H

La respuesta anterior sugiere la necesidad de construir relaciones entre la no
derivabilidad y las funciones definidas por piezas, ademas de requerir una reflexién profunda

sobre el caracter puntual de la derivada.
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El profesor F, reescribe f(z) como dos funciones diferentes y para cada una

calcula su derivada, escribiendo el intervalo donde estd definida cada regla de definicion.

Escribirlas asi, oculta la necesidad de verificar la derivabilidad de f(z) en el punto z = 2

F'{;x} = 'XZ—S'Xf Z .y
£tz 235
#e )z A e >

i)z yx3>-3

fa xsz

Bl vy & AT

Respuesta del Profesor F

El profesor G se da cuenta de que la funcién en el punto x = 2 es discontinua,

esto sugiere que sospecha del trato especial que debe darse al punto x = 2, sin embargo

no menciona nada al respecto, de hecho ni siquiera deriva las reglas de definicién.

Respuesta del Profesor G

A continuacidén se presenta una tabla con la informacién del problema 3.

No contesta | Deriva Deriva Cuestiona qué
y escribe intervalos | sucede en el punto z = 2
Profesor K,J B, D, H F,E, A C G
Total 2 3 4
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4.5. Anadlisis del problema 4

El problema 4 también fue propuesto para averiguar si los profesores en las
funciones definidas por piezas recordaban el trato especial que merece el punto donde

cambia la regla de definicién.

3z? si x>0
Problema 4. Encuentre la segunda derivada de f(z) =

x? si <0

La funcién f(z) es derivable en todo R pero su derivada no es derivable en
el punto x = 0, es decir, f(z) no es dos veces derivable en x = 0. Ningin profesor se
percatd de esta situacion, al igual que en el problema 3 sélo derivaron las reglas de definicién
y en el mejor de los casos escribieron los intervalos donde eran vélidas. Mostrando asi que
lo conceptual con lo algoritmico no estan relacionados, porque en ninglin momento se

preguntan si la funcién es derivable en el punto x = 0.

En las siguientes imagenes se pueden apreciar algunas de las respuestas dadas

por los profesores.

fff [ 3s* six 2o j | Ex f” | &
C&B*L = 5 3 - (_x;)“-‘_?

s x5O

Respuesta del Profesor B

Respuesta del Profesor H
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4."] L)z 2t A x)=6x
Tt (¥ )= xe

_('_? A ,/, J ¢
Pix)l=2 G x

Respuesta del Profesor D

El profesor G parece recordar que el punto x 0 merece un trato especial,
porque calcula f(0) y afirma su continuidad, sin embargo no da una respuesta. Esto sugiere
la necesidad de establecer relaciones entre los conocimientos adquiridos para evitar el olvido
de ellos. Probablemente este profesor en alglin momento trabajé con las funciones definidas
por piezas pero no puede recuperar ese conocimiento porque fue presentado de forma

aislada.

3;:{3’ xv/O
»
/ = 5 aed
4\{@ w0 _ (O,\—\\nucv
)
¢ (0) =0

Respuesta del Profesor G

Los resultados del problema 4 se concentran en la siguiente tabla.

No contesta

Deriva las funciones

sin escribir intervalo

Deriva las funciones

y escribe el intervalo

Se cuestiona sobre

el puntox =0

Profesor

H I J, K

A CB

D, E F

G

Total

3

3

1
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4.6. Analisis del problema 5

Este problema es de corte conceptual, con él se averiguaria sobre la comprensién

de los profesores sobre la definicién de derivada.

Problema 5. Deduzca la férmula de la derivada de una suma de dos funciones:
(f+9)(x) = f'(x) +g'(x)

En el capitulo 2, se mencionan diferentes definiciones de derivada. En las res-
puestas de los profesores sélo se observé la dada por incrementos, ya sea utilizando la
notaciéon Az o h. De los once profesores cuatro intentan deducir la férmula de la derivada

de una suma, y solamente dos hacen un buen procedimiento.

En la siguiente respuesta se puede apreciar como el profesor |, se sabe la definicidn
de derivada dada por medio de incrementos, utiliza h y deduce la regla para derivar una
suma de funciones. Lo cual parece indicar una buena comprensién sobre la definicién de

derivada.
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Respuesta del Profesor |
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La respuesta dada por el profesor J, muestra que sabe la definicién de derivada
por medio de incrementos. Este profesor utiliza la regla de los cuatro pasos para deducir la
regla de la suma de dos funciones, esto pone en duda su comprensién de la definicion de

derivada, pues aunque deduce la férmula parece que sélo estd siguiendo una receta.

© Sean \ \
N & A '
J 4 L AU=V=1] e y
DU > AV Ay
h_j {ﬁ A LA ) !
[ ax ' BR
IR T TR
I\ D AN A A

B

Respuesta del Profesor J

El profesor G pretende utilizar la definicién de derivada dada por medio de incre-
mentos, utilizando A sin embargo menciona que calculard el limite cuando h > 0, con esto,

podemos afirmar que la definicién de derivada no es un conocimiento consolidado dentro

de los conocimientos adquiridos por el profesor.

3 ( Ly
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Respuesta del Profesor G
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En la siguiente respuesta, parece que el profesor E conoce la definicién de deriva-
da dada por medio de incrementos, sin embargo no logra utilizarla en la deduccién de la

regla de derivacion.

- ]
A o
A ] AR
(70 AL

Respuesta del Profesor E

Los otros dos profesores que dan una respuesta a este problema no mencionan
la definicién de derivada. Uno de ellos sélo la verifica proponiendo funciones f y g, el otro

parece interpretar (f 4+ ¢g)(z) como un producto.

/;‘3 ! Z P 0 i - 2, 25
\‘/(5'_- »_E.”-j - X il .I:.U() = i & -I wht g Lx) = T+ox

s s B e

‘ﬁ(}ﬂ - X \g‘ (_}() . é)‘i— r,

el = dak =8

Respuesta del Profesor B
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5, /;()‘) £ ff('x) = X /f Kﬁ)
Q_A’A(“ Iy o
s ’)((/fj) = f(x)ﬁéj/(x)

Respuesta del Profesor F

En general, este problema muestra que el concepto de derivada como un limite
no es un conocimiento del que se hayan apropiado los profesores, dado que la mayoria de

ellos no da una respuesta adecuada a esta pregunta.

En la siguiente tabla se resumen los resultados del problema 5.

No contesta | No sabe la definicion Conoce la definicién Sabe la definicién

pero no deduce la regla | y deduce la regla

Profesor | A, C, F, H, K B, D E, G I, J

Total 5 2 2 2

4.7. Analisis del problema 6

Para averiguar cémo los profesores determinan los puntos donde una funcién es

derivable, se disend el problema 6.

Problema 6. Sea f(x) = log(x® — 1), al aplicar las reglas formales de derivacion se

x

obtiene f'(r) = — T Indique donde [ es derivable.
x —_

Como se sospechaba, de los seis profesores que contestan el problema los seis

determinan los puntos donde f(x) es derivable, a partir de la funcién encontrada al aplicar

las reglas de derivacién. Es decir, determinan los puntos donde f’(x) estd definida para

indicar en qué puntos f(z) es derivable, en lugar de analizar para qué puntos del dominio
de f(z) el limite lim f(@) = f(z0)

T—x0 T — xo

existe.

Las siguientes figuras muestran algunas respuestas de los profesores.
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b F eo domiidle . tauat pars s S
)?//‘;mm;s: /ﬁ €' m )(;t f‘_j

Respuesta del Profesor F

Respuesta del Profesor E

b ¢ jﬁ(fﬂ:,rixi o ,/q Sheivoda de ,7/(;3: ,/93 ('xt-f)’ o ad

/ﬁ;z-‘cfa_-ife_ am. X=2 4.

Respuesta del Profesor |

Las dltimas dos respuestas muestran claramente como los profesores miran f'(x)

y a partir de esto, determinan los puntos donde f(x) es derivable.

En la siguiente tabla se informa sobre los profesores que no contestaron la pregunta 6.

No contesta | Revisa la funcién encontrada Analiza para que puntos

con las reglas de derivacién | de f(z) existe lim @) = f(@o)
T—rTQ r — X

Profesor | B, D, G, J, K A C E F H,I
Total 5 6 0
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4.8. Analisis del problema 7

Con el problema 7 deseabamos averiguar si los profesores se apoyaban de la figura
dada para determinar si la funcién es o no derivable en los puntos de la forma x = km o si

recurrian a la definicién de derivada.

4
Problema 7. Sea g(x) = (senx)3, en la siguiente figura se muestra su grafica. Al utilizar
1
las reglas formales de derivacion se obtiene g'(x) = %(Sen x)3 cos x. Diga si g es derivable

ent =kmconk € Z.

Dos profesores aseguraron la derivabilidad de la funcién en los puntos de la forma
x = km, uno de ellos se apoyé de la figura asegurando que como la funcién era continua

entonces era derivable, es el caso del profesor A.

e

B, 07

/Zyﬁbﬁ %‘:'7'9”‘{/[\(0\ .C.':B l:dn}:nuo\

derivable en x = km con k € Z.

Respuesta del Profesor A

Por el contrario el profesor C justifica analiticamente la derivabilidad de g(z) en
los puntos de la forma x = km  “probando” que la funcidn esta definida en esos puntos.

Lo cual no es un argumento valido para asegurar la derivabilidad.
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oy g

Respuesta del Profesor C

Otro profesor asegura la no derivabilidad de la funcién en los puntos de la forma

x = km apoyandose en la gréfica, desafortunadamente no se sabe si precisamente se refiere

a los “falsos picos” que observa en la figura.
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Y Hez

Respuesta del Profesor |

En las tres respuestas anteriores se puede observar como dentro de los conocimien-

tos del profesor lo conceptual estd en un lugar y lo algoritmico en otro, ninguno de los tres

profesores logré una articulacidn entre estos dos terrenos para dar un argumento valido de

la derivabilidad de la funcién en los puntos de la forma = = k.

La siguiente tabla resume los resultados del problema 7.

No contesta

Asegura la

no derivabilidad | derivabilidad

Asegura la

Profesor | B, D, E, F, G, H, J, K I

A C

Total 8 1

2
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4.9. Analisis del problema 8

Con el inciso (a) del problema 8, se averiguaria si los profesores saben que la
funcidn valor absoluto no es derivable en el punto z = 0y con el inciso (b) si los docentes
aseguran la no derivabilidad de otra funcién por el hecho se tener |z| en su regla de

definicion.

Problema 8. ;En qué puntos las siguientes funciones son derivables? Halle la derivada en

€sos puntos.

(@) f(z) = |z|

(b) h(z) = z|z| + 222

La no derivabilidad de la funcién valor absoluto en el punto x = 0 al parecer no es
tan conocida entre los profesores de educacién media superior, pues de los once participantes
sélo dos conocen esta informacién. Sin embargo no justifican la no derivabilidad de esta
funcién en el punto x = 0, ni siquiera mencionan la presencia de picos en la grafica de la

funcién. Enseguida se muestra la respuesta dada por el profesor |.

“. (Q;,/x}: J : '33‘" K}‘O " ﬂ ,_-7/UWCL;/;-L sz/vaC_w[q‘ru =210 af
)8 v T

9 MeD

Respuesta del Profesor |

Este problema lo contestaron cinco profesores, de los cuales tres desconocen la
no derivabilidad de la funcién valor absoluto en el punto = = 0, incluso pareciera que no
conocen la funcién valor absoluto porque calculan la derivada de f(z) como si el simbolo
del valor absoluto no estuviera. A continuacidn se muestran dos respuestas donde se puede

apreciar esta situacion.
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i} /; ] = /)-c,"/
P 727

Respuesta del Profesor F

(a) f(z) = |z| y'z

Respuesta del Profesor C

/7:9\‘?'-"-1 R S A

En la siguiente tabla se puede observar cuantos profesores no contestaron el

inciso (a) de este problema.

No contesta Desconoce que f(z) = |z Sabe que f(z) = |z|

no es derivable en x =0 | no es derivable en z =0

Profesor | B, D, E, H, J, K C,F, G Al
Total 6 3 2

En el inciso (b) del problema 8, hubo menos respuestas pues sélo tres de los
once profesores abordé el problema, de los tres ninguno lo hizo de la forma correcta. Como
desde el inciso (a) mostraron no saber sobre la no derivabilidad de la funcién valor absoluto
en el punto x = 0, a la funcién g(z) del inciso (b) sélo le aplicaron las reglas de derivacién

sin mas preambulo.

En las siguientes imagenes aparecen dos de las respuestas dadas.

L) Lewl = sfafpax®
/??x} = /ZX/'%"/X o

Respuesta del Profesor F

El profesor C, al aclarar que trabajaria con el intervalo (0,+4o00) justifica el
no escribir el valor absoluto, sin embargo la presencia de y’ muestra la concepcién de la
derivada como una férmula, ademas de las deficiencias en el uso de un lenguaje matematico

apropiado.
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(b) hiz) = x]:?:i + 222 Wh - ¥ r!.a Y xdx ¥+ 4
P b 4 - ) St ul -, ~ X x A Avw - 7w X Az & v
Q DNovine lae simaidamtan faimmadamna 47 -

Respuesta del Profesor C

La siguiente tabla resume los resultados obtenidos en el inciso (b) del problema 8.

No contesta

Desconoce que f(x) = |z

no es derivable en z =0

Asegura la no derivabilidad

de g(z) en x = 0 por la presencia de |z|

Profesor | A, B, D, E, H, |, J, K

C.FG

Total

8

3

4.10. Andlisis del problema 9

El problema 9 como ya se habia mencionado es de caracter operatorio, con él

se averiguaria sobre la destreza de los profesores para aplicar las reglas de derivacién y la

regla de la cade

na.

Problema 9. Derive las siguientes funciones.

(@) f(z)

e

Cosen?x 42241

(b) g(z) = sen(sen(senz))

Los resultados obtenidos no fueron los esperados, las respuestas de los profesores

muestran que en la parte algoritmica de la derivada, también tienen deficiencias. Esto lo

demuestra la mala lectura del lenguaje matematico, los errores cometidos durante el calculo

de las derivadas y el no contestar la pregunta.

En el inciso (a) sélo el profesor F y el profesor E aplican correctamente las reglas

de derivacién obteniendo adecuadamente f’(x), la siguiente figura muestra el procedimiento
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de uno de ellos. En esta respuesta se puede observar como ademas de calcular la derivada,
también se simplifica demostrando que el profesor tiene una buena formacion en el terreno

operatorio.

P! ¢ " , )
a) 'T/Cx) = “(.EQL?%““G’S**ZX} ~ (Gen*x fx‘zvﬂj(g?‘/
(Sa, 2 %x’g,)z

o/ i
) (x): é (»Zse,,xfos.Y b e Séﬁgﬁ_xz_‘)

(5en?<sx%47) 2

Respuesta del Profesor F

Por otro lado, la respuesta del profesor J no es la adecuada, aunque aplica
correctamente la regla para dividir un cociente, se equivoca al calcular la derivada de

sen? x + 22 + 1 dejando ver su falta de destreza en el célculo de derivadas.

o S R A,
B TN e :
(\::\-;_ l.\:.){\,;{_ W{ - ﬁ -) :\_ - .’--.-\\ = (u-.l_-, I\\-'-'\' iy i\\‘ -f‘l-- :4‘ s oy 7, J
% } X ¥ : = e )| Clans
\j";\& [ :'\;\;,‘\_f( +y Ty I'}{
vl %
| =& (Ij: X | (s |
i X x \:l\‘l i CKQ"‘\:‘ y Ly L ) = ¥ * | \
7 Soaf X b \ ¥
[ = L | (
N "22Xgo sxt X 2Y g il

Respuesta del Profesor J

Algunos profesores tuvieron problemas con el lenguaje matematico y calcularon
la derivada de otra funcién, dejando ver que aun cuando el uso de un lenguaje apropiado
es indispensable para el desarrollo de la comprensidn, no es un recurso que los profesores

tengan. La siguiente figura muestra un ejemplo de estas respuestas.
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X
(o4

gmlﬁxz+x$l)

9.a) _
oo =

X
""'cﬁ-z Senntetenen) ﬁ_;é( (2 st{xtw-w‘l = Oos{xxr1) ‘(1’&*03
SM'Z’CKE\L x+ 1

(Zx ( %w?ﬂ Ot ) = (2x ) D Lualitent ) fod O+x H))

|
—.g-(‘,r__\_, =

Quﬁ (¥ Trt )

.ﬁ.‘\c_

Putivse A2 31 .

P

Ax

iggmv)z ) Gy i = d_\isw_@ Lwa., fgmﬂ_— Cry

N8

) a4y
ZSM\I « Cov e

dv

al‘;a)

Respuesta del Profesor |

La siguiente tabla concentra los resultados del problema 9 inciso (a).

No contesta

Calcula la derivada

de otra funcidn

Aplica incorrectamente

las reglas de derivacién

Aplica correctamente

las reglas de derivacién

Profesor

A B D, G H K

C |

J

E F

Total

6

2

1

2

En el inciso (b), dos de las respuestas dadas fueron inesperadas, los profesores

J y E confunden la composicién de la funcidon con una multiplicacién, esto es, calculan

la derivada de la funcién sen®(x). Estas respuestas reflejan una falta de apropiacién del

lenguaje matematico, por lo que la lectura y escritura de funciones mas complejas a las que

usualmente trabajan seria recomendable.

~ !
< N t‘ R -A ) (:) Q.

o 0 L
Ly = s Cog XD

ry

Respuesta del Profesor J
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Respuesta del Profesor E

Otra respuesta que muestra la falta de articulacién del lenguaje matematico es
la dada por el profesor G, parece que el profesor utiliza x como simbolo de multiplicacién
en medio de funciones de variable x. Si no fuera asi, su respuesta mostraria que no sabe
aplicar la regla de la cadena. La falta de interés por una buena escritura también se puede

apreciar al escribir una expresién algebraica sin igualarla a g'(x).

Respuesta del Profesor G

El profesor B, proporciona una respuesta equivocada, lo que refleja la deficiente
construccion de relaciones entre la regla de la cadena y la aplicacién de esta. Desde luego,
la Gnica forma para lograr aplicar adecuadamente la regla de la cadena a cualquier funcién
es el hacer ejercicios constantemente, para que las relaciones contruidas alrededor de esta

sean mas fuertes.

o
P

(Vb g'00 = Jom Oealseax)) Go.(3eq lsenxd)

Respuesta del Profesor B

De los once profesores sélo cuatro contestaron correctamente, sus respuestas

eran similares a la dada por el profesor A.

e

\ . ] [ = Y A f\‘ i . 3
9 () (dﬁ{ SenlSean) Jriodoenx ) e Lo

Respuesta del Profesor A
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En la siguiente tabla se resumen los resultados del problema 9 inciso (b)

No contesta | Calcula la derivada | Aplica incorrectamente | Aplica correctamente

de la funcién sen®(x) | la regla de la cadena | la regla de la cadena

Profesor D, H, K E, J B, G A C I F

Total 3 2 2 4

4.11. Analisis del problema 10

El propésito del problema 10 era averiguar si la derivada de la funcién arcsen(x)

formaba parte de los conocimientos que el profesor ha adquirido.
Problema 10. Si f(z) = 2% arcsen(x), halle f'(x).

Como se sospechaba, la mayoria de los profesores no recuerda la derivada de la
funcién arcsen(z), sélo uno pudo calcularla sin ayuda de tablas, pues aunque otros dos
profesores contestan correctamente este problema, al entregar el cuestionario admiten haber

consultado tablas de derivadas.

La siguiente imagen muestra la Unica respuesta dada sin ayuda de tablas. Sin
embargo también muestra la deficiencia en el uso de un lenguaje matematico apropiado,
ya que la expresion algebraica dada no es igualada a f’(z), ademds al hacer uso de la
regla para derivar un producto de funciones escribe z2d arc sen(x), con lo cual parece hacer

. ., d
referencia a la notacién d—f(xo).
x

§i f(z) 52 qrosens, halle f'(z). = X2 d (arcsenx) + one sep % ( x2)
U ? e - !
o ( T-sens + O1C Senx (| 'Zx)

G
Fmonsiemten Ta davisiada da Tan adcaidasd -

Respuesta del Profesor C
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En la siguiente imagen se muestra una de las respuestas obtenidas empleando

tablas de derivacién.

10 L J‘é)f ?’zpzc, &MI" LaJ—-‘L J;»\

[ i
Fery= XE —— + 2w (ate mx) |
-t

[ =2
TC-,:): +
Ni-x®

27k anc S

Respuesta del Profesor |

Un ejemplo claro de que la dificultad para resolver este problema era no saber la
derivada de la funcién arco seno es la respuesta dada por el profesor B. El no tiene dificultad
para identificar que la funcién f(x) es un producto y por lo tanto requiere la regla para
derivar el producto de dos funciones, sin embargo no puede concluir su procedimiento porque

desconoce la derivada de la funcién arco seno.

W ool - trlaman)

Respuesta del Profesor B

La tabla siguiente informa sobre cudntos profesores no contestan el problema 10, se intuye

que no lo hacen porque tampoco recuerdan la derivada de la funcién arcsen(x).

No contesta

No recuerda la derivada

de la funcién arcsen(z)

Utiliza tabla

de derivadas

Conoce la derivada

de la funcién arcsen(z)

Profesor | A, D, E, F, G, H, K

B

l, J

C

Total 7

1

2

1
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4.12. Analisis del problema 11

Con el problema 11 se averiguaria si los profesores antes de aplicar las reglas de
derivacion hacen un andlisis de la funcién a derivar. Con esto, mostrarian que comprenden
el caracter puntual de la derivada y ademas, que saben que aunque el problema parezca
meramente operatorio siempre es recomendable preguntarse por los puntos donde la funcién

es derivable.

Problema 11. Encuentre la derivada de las siguientes funciones.

(a) f(z)=log (log (xf - 1))

(b) g(x) = (senz® — 2)?

Desafortunadamente el inciso (a) no fue contestado por la mayoria de los profe-
sores. De los cuatro que contestan el problema, los cuatro dan una respuesta equivocada,

dejando ver sus dificultades para calcular la derivada de la funcién logaritmo .

A continuacidn se presenta una de las respuestas dadas.

9 22t . 42022 - (4) (1)
/H Fl I) )(Li 4 1)2
o= Y VA P R I iog
\J:I‘I,XS 1842;7}-, )
| x3 Yt )
'4'/ Oh/a \ X?s‘:(‘)v({'lh

Respuesta del Profesor G

La siguiente tabla contiene la informacién sobre el inciso (a) del problema 11.
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No contesta Aplica mal las Calcula correctamente | Analiza previamente
reglas de derivacién la derivada la funcién
Profesor A, B, D, C, E, G, I
F, H, J K
Total 7 4 0 0

En el inciso (b) del problema 11, hubo mas profesores que contestaron. Aunque
muchas de estas respuestas fueron equivocadas, pues de los nueve profesores que dieron

una respuesta sélo dos aplicaron correctamente las reglas de derivacién.

La siguiente imagen muestra la respuesta dada por el profesor F, él calcula la
derivada de la funcién g(z) sin percatarse de que esta funcién tiene dominio vacio. La
respuesta dada es un ejemplo de como la parte conceptual y la parte algoritmica de la
derivada se conciben de forma aislada, pues aunque el célculo de ¢g'(x) esté bien hecho, de

nada sirve porque no existen puntos donde g(x) sea derivable.

“)r

1.- b) Aj;k) o 5- (5% ZXSJZJ i/Z/-é (5619<3)(3?<z((¢'52<22");]
j(/x): fac® (Sﬂ»zx{zj i, /Sc% x‘(ﬁwjxf/’)

Respuesta del Profesor F

Otra de las respuestas que muestran la falta de articulacién entre lo conceptual
y lo algoritmico es la dada por el profesor A, él también calcula la derivada de g(z) sin
analizar previamente la funcién. Sin embargo, en problemas como el 1, 2, 6 y 8 habia dado
pruebas de comprender el caracter puntual de la derivada, que en la resolucidn de este

problema no utilizé.

- 1
. T ' |
B . e 3 .-_;:;,
JZ Do X= 4 ! |
i ) [
" - ( &
x A & e >, i
e L Jeax - = I 3 |
. i
. R ' {=s
% » Fo "’f} y r { i -
¥ o == JUM) A= s J JCHRH = : o P o A
. ? 4 ‘:F Lo i ! | £
AL s Jadde ., 1.3 e 3 r . | !
NEIEL T 5 TR R e TN o @7 LRV I
aadmidenFoe’ £ silnc oots ot iy o A B tamm onto

Respuesta del Profesor A
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Las respuesta dadas por el profesor C y J son muestra de la falta de destreza en
el célculo de la derivada de una funcién. Sin embargo, consideramos que esta deficiencia

no era obstaculo para que antes de iniciar el proceso de derivacién se analizara la funcién

g(z).

Respuesta del Profesor C

Respuesta del Profesor J

En la siguiente tabla se concentran los resultados del problema 11 inciso (b)

No contesta Aplica mal las Calcula correctamente | Analiza previamente
reglas de derivacién la derivada la funcién
Profesor H, K B,C,DEGIJ A F
Total 2 7 2 0




4.13. Analisis del problema 12 87

4.13. Analisis del problema 12

El problema 12, permitiria averiguar si los profesores han reflexionado sobre la
regla de la cadena, pues aunque los docentes la utilicen constantemente y al parecer lo
hagan bien con funciones sencillas, la comprensiéon de esta importante herramienta en el

calculo de derivadas va mas alla de poder aplicarla.

Problema 12. Indique cudl o cudles de las siguientes férmulas estan escritas correctamente.

(@) flg(x))" = f"(9(x)) g’ (x)

(b) (fog)'(x)=["(9(x))g'(x)
(©) (fog)(x)=(f"og)(@)g(x)
(d) (feg)'(x)=((f"°g)(g")) (z)

En este problema los docentes podrian haber leido cuidadosamente la igualdad
dada en cada inciso, y compararla con el procedimiento que siguen al utilizar la regla de
la cadena. Quizés, aplicar cada expresion a dos funciones especificas ayudaria a percatarse
que todas establecen la regla de la cadena pero con una escritura diferente. Ademas si el
profesor comprendiera el caracter puntual de la derivada se daria cuenta de que el inciso

(a) lo oculta, por lo que esta forma de escribir la regla de la cadena no es conveniente.

Desafortunadamente aunque se insisitié a los profesores que argumentaran su

respuesta, la mayoria sélo hace marcas en los incisos del problema 12.

El profesor A es el (nico que trata de justificar su decisién, sin embargo su
argumento es corto y no permite saber algo sobre el procedimiento que siguié para elegir

el inciso (b). Enseguida se muestran algunas de las respuestas dadas.
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(a) f(g(z))’ = [’ (a(z)) g'(z)

(¢} (fog)(z)=(f"0g)(z)g'(z)
(@) (fog)'(z)=((f"og)(g")(x)

= (b) (fog)iz) = f"(g(z)) g'(z) _.;_'%r ave

{ ]
<5 unpe E"\ﬁﬂ@lﬁ": MN\PL-Q.Sl

Q.

Respuesta del Profesor A

(d) (feg)(z)=((f°9)(g)) ()

(@) [g@) = /' (g() @) __
®) (fog)(@) =1 (g@)g'®) — WO,
(c) (fog)(z)=(f'og) (@g'(x) — plo

— N,

r

Respuesta del Profesor B

/ PR S s o
o) flglz)Y = [ glz)) g’ (x)

* (6] (fog)(x)=f(g(z})a'{z)

y

fe] (feg)ix)=feg)(xg'(z)

() (feg)(@) = (L 2 g) (s7) (2)

Respuesta del Profesor |

La falta de justificacion en las respuestas y el no contestar este problema, muestra

como se puede aplicar una regla de derivacion sin reflexionar sobre ella. Pues aunque se

apliquen adecuadamente sélo se estd siguiendo una receta donde las relaciones son tan

débiles que un pequend cambio basta para confundir al profesor.

En la siguiente tabla se muestra qué inciso eligié cada profesor.

Sin respuesta | inciso (a) | inciso (b) | inciso (c) | inciso (d)
Profesores J,C F K H, I,B | D, G, A,I D, E
Total 4 3 4 2 0
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En la tabla se puede observar como sélo los profesores (D e I) eligieron dos
incisos y de los siete que contestaron el problema, tres eligen el inciso (a) que oculta el

caracter puntual de la derivada.

A continuacién se presenta una tabla que concentra la informacién sobre los

problemas que cada profesor no contestd.

Profesor Problemas que no contesté Total

5, 8b, 9a, 10, 11a 5
B 6, 7, 8a, 8b, 9a, 11a 6
C 2,5, 12 3
D 2, 6,7, 8a, 8b, 9a, 9b, 10, 11a 9
E 7, 8a, 8b, 10 4
F 5,7, 10, 11a, 12 5
G 2,6,7, 9, 10 5
H 4,5, 7, 8a, 8b, 93, 9b, 10, 11a, 11b 10
I 4, 8b 2
J 2,3,4,6,7, 8a, 8b, 11a, 12 9
K 1,2,3,4,5,6,7, 8a, 8b, 93, 9b, 10, 11a, 11b, 12 | 15
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Los resultados obtenidos de las respuestas de los once profesores nos permiten
establecer algunas conclusiones o respuestas para cada una de las preguntas de investigacion

planteadas al inicio.
Tratando de responder la pregunta general que planteamos al inicio

¢ Cual es el desempeno del profesor en la resolucion de problemas, para los cuales

se requiera articular lo conceptual con lo algoritmico?
responderemos cada una de las preguntas especificas.
¢ Concibe el profesor la derivada de una funcion como un limite?

Las respuestas de los profesores nos revelan que la definicién de derivada como
un limite no es un concepto del que se hayan apropiado, de manera que puedan evocarla
y aplicarla cuando se requiere. En el problema 5 la mayoria de los profesores no contesté y
de los que contestaron, sélo dos pudieron deducir una regla de derivacién mediante la

definicién.

El que los profesores no recuerden el concepto de derivada de una funcién como
un limite, se puede concluir de sus respuestas dadas a los problemas 3 y 4, pues en las
funciones definidas por piezas, no recordaron que para el punto donde la regla de definicién
cambia lo mds conveniente es calcular la derivada por medio de la definicién. Una situacién
similar se presenta con los problemas que involucraban la funcién valor absoluto, ya que el

punto = = 0 requeriere de verificar el limite del cociente de diferencias.
¢ Comprende el profesor el caracter puntual de la derivada?

Las respuestas a las preguntas 3, 4, 6 y 11 revelan que los profesores no tienen
claridad suficiente sobre el caracter puntual de la derivada. Por ejemplo, en la funciones
definidas por piezas, proceden a derivar cada una de las férmulas utilizadas en los diversos
intervalos que componen el dominio, sin darle el tratamiento adecuado a los puntos extremos
de estos intervalos. Otra situaciéon donde se observa una desarticulacién entre lo conceptual
y lo algoritmico es el caso del calculo de la derivada mediante la aplicacién formal de las

reglas de derivacién, con lo cual la funcién obtenida no corresponde a la funcién derivada.
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Una situacién mas sutil es el caso de las derivadas de funciones definidas por férmulas que

aplican a ningun punto, vale decir, funciones con dominio vacio.

¢ Comprende el profesor la interpretacion geométrica de la derivada de una fun-

cion en un punto que le permita transitar de lo conceptual a lo geométrico?

Los resultados de los problemas 1y 2, nos revelan que algunos profesores pueden
evocar correctamente la interpretacién geométrica de la derivada como la pendiente de una
recta tangente, pero son incapaces de aplicarla adecuadamente en la resolucién de estos
problemas donde se requeria la interpretacién geométrica. Ademas las respuestas de algunos
profesores muestran que confunden la derivada de una funcién de segundo grado, con la

ecuacion de la recta tangente.

¢ Entiende el profesor que el proceso de derivacion no se reduce a obtener la
férmula de la derivada mediante la aplicacion formal de las reglas de derivacion sino a la

obtencion de la funcién derivada apoyado en un analisis previo sobre la derivabilidad?

Las respuestas dadas a los problemas 7, 8, 9, 10 y 12 indican que los profesores
conciben el proceso de derivacién como la obtencién de una férmula a partir de otra por
medio de la aplicacién de las reglas de derivaciéon y no como la obtencién de la funcién
derivada apoyado en un analisis previo sobre la derivabilidad. Ademas, muestran que el
proceso de derivacién no es realizado con suficiente cautela, la deficiente escritura de los
procedimientos y la falta de destreza en el cdlculo de derivadas mostrada en las respuestas

de los profesores son prueba de ello.

Para finalizar podemos decir que el desempefio de los profesores en la resolucion
de problemas, para los cuales se requiera articular lo conceptual con lo algoritmico no es
satisfactorio. Las respuestas a las preguntas revelan que no son capaces de articular el

aspecto conceptual de la derivada con el cdlculo de la derivada apoyado en los algoritmos.

Las preguntas del cuestionario permitieron a los profesores reflexionar sobre su
comprensién acerca de la derivada de una funcién. Asi mismo, desperté en ellos la necesidad
de resaltar el cardcter puntual de la derivada y la interpretacién geométrica de ésta en sus

préximos cursos de calculo diferencial.
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Los métodos tradicionales de ensefianza son insuficientes en la formacién de
los estudiantes de nivel medio superior. En especial, los profesores de matematicas deben
plantear situaciones que involucren a sus estudiantes en la reflexién de conceptos tan im-
portantes como el de la derivada de una funcién. Desde luego, el profesor puede lograrlo
si tiene conocimientos matematicos principalmente en calculo diferencial e integral, lo cual
quiza podria lograrse si hubiese instituciones dedicadas a la formacién de profesores del

nivel bachillerato.
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Apéndice A

Cuestionario

Fecha:

Nombre:

Formacion académica:

Semestres que ha ensefiado Calculo:

Conteste el siguiente cuestionario, sin calculadora, libros o tablas. Justifique sus respuestas.

P.1 Sif(z)=a>+2+ %, ies cierto que su derivada f’(x) = 2z + 1 corresponde a una

recta tangente a la grafica de f7 Argumente su respuesta.

P. 2 Indique en qué punto la recta y = 3z + 1 es tangente a la grafica de la funcién

_ 1.3 _ 3,2 1
flx) = 32° — 52° + 52 + 3.

_ 22 —br+2 si l<ax<?2
P. 3 Halle la derivada de f(z) =
z* —5x —3 st 2 < <400
322 si x>0

P. 4 Encuentre la segunda derivada de f(z) =

x? si <0

P. 5 Deduzca la férmula de la derivada de una suma de dos funciones:

(f+9)(x) = f'(z)+g'(x)
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P. 6 Sea f(x) =log(xz? — 1). Al aplicar las reglas formales de derivacién se obtiene

2
() = — I T Indique dénde f es derivable.
:L‘ —

P.7 Seag(z) = (senx)3, en la siguiente figura se muestra su grafica. Al utilizar las reglas

. .y . 1 . . .
formales de derivacién se obtiene g’(z) = 3(sen )3 cosz. Diga si g es derivable en z = kr

con k € Z.

P.8 En qué puntos las siguientes funciones son derivables? Halle la derivada en esos

puntos.
(a) flz) = |z]
(b) h(z) = z|z|+ 222

P. 9 Derive las siguientes funciones.

T

(a) flz) = -

Cosen2x 422+ 1

(b) g(z) = sen(sen(senx))
P.10 Si f(x) = x?arcsenz, halle f'(z).
P. 11 Encuentre la derivada de las siguientes funciones.

(2) f(x) = log (log (xffl))

(b) g(z) = (sen®z® — 2)

o[
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P. 12 Indique cudl o cudles de las siguientes férmulas estan escritas correctamente.



