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Resumen

El proposito de este estudio fue analizar y documentar como el uso sistematico y coordinado
de las tecnologias digitales (GeoGebra, YouTube y Padlet) permiten a los estudiantes
representar y explorar los problemas matematicos y, como pueden aprovecharse para
extender las discusiones de sus ideas y acercamientos a los problemas mas alla del salon de
clases. Asimismo, caracterizar un ambiente de aprendizaje que incorpore este tipo de

tecnologias.

El estudio se realizd con un grupo de 18 estudiantes de primer semestre de bachillerato, los
cuales cursaban la materia de Matematicas 1. Los participantes estaban familiarizados con el
uso del sistema de geometria dindmica (GeoGebra), utilizaban herramienta bésicas como:
punto, interseccion, recta, segmento, recta perpendicular, recta paralela, rastro, lugar
geométrico, poligono, poligono regular, circunferencia, distancia o longitud, area, y algunos
comandos en la barra de entrada. Se llevaron acabo seis sesiones de trabajo con un total de 10

horas.

Los participantes utilizaron GeoGebra para construir modelos dindmicos de los problemas y
obtener lugares geométricos relacionados con los atributos de dichas construcciones;
YouTube para aprender y utilizar formulas, realizar calculos o procedimientos algebraicos y
Padlet para compartir y discutir informacion. Los resultados muestran que el uso sistematico
de las tecnologias digitales promueve y amplia la discusion y busqueda de sentido de las

ideas matematicas y la resolucion de problemas.



Abstract

The purpose of this study was to analyze the extent to which the systematic and
coordinated use of digital technologies (GeoGebra, YouTube and Padlet) allows the
students to represent and explore mathematical problems and, wags in which they can

engage in mathematical discussion beyond the classroom.

18 high school freshmen students participated in activities that involved the concept of
quadratic equiation, who were studying the Mathematics I assignation. The participants
were familiar with he use of dynamic geometry system (GeoGebra), the used basic tools
as: point, intersection, line, segment, perpendicular line, parallel line, trace, locus,
polygon, regular polygon, circumference, distance or lenght, area and some input bar

commands.

The participants used GeoGebra to build dynamic models of the problems and to get
loci related with such constructions attributes. They also relied on the use of YouTube to
understand the use of formulas, and to carry out algebraic procedures. Similarly, they
used Padlet to share and discuss information related to the topic in study. In general
terms, there is evidence that the use of several digital technologies became important for

students to understand and discuss mathematical ideas and to solve problems.



CAPITULO 1

Problema de investigacion

Este capitulo describe la importancia de las actividades de resolucion de problemas en los
procesos de aprender matematicas con el uso de las tecnologias digitales. Se mencionan
algunas ventajas y dificultades que se presentan actualmente en el sistema educativo en la
implementacion de un enfoque basado en la resolucidon de problemas y se revisan algunas
investigaciones relacionadas en esta area de estudio. Al final se presentan las preguntas que

guian esta investigacion.

1.1 Introduccion

En los ultimos afios se ha identificado a la resolucion de problemas como una actividad
importante en el aprendizaje de las matematicas (Santos-Trigo, 2014). La resolucion de
problemas implica analizar un problema desde distintas perspectivas para identificar y
explorar relaciones matematicas que surjan durante el proceso de solucion, esperando que el
estudiante desarrolle una disposicion inquisitiva y no persiga como Unico objetivo resolver el
problema (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2009). Comprender y analizar como aprenden
y desarrollan conocimientos matematicos los estudiantes cuando resuelven problemas es uno
de los objetivos que tiene la Educacion Matematica como un campo de investigacion (Santos-
Trigo, Moreno-Armella & Camacho-Machin, 2016). También, en estas ultimas dos décadas,
la tecnologia ha ido evolucionado tanto en su desarrollo y disponibilidad, y como
consecuencia ha ampliado la agenda en la disciplina (Hegedus & Moreno-Armella, 2010). La
forma de comunicarse, obtener informacion, socializar, desarrollar y comprender el
conocimiento disciplinar se han ido modificando constantemente gracias a las tecnologias
digitales, es decir, debido a los desarrollos y la disponibilidad de las tecnologias digitales, se
presenta una transformacidon continua en los diferentes medios y ambitos en las que se

utilizan (Santos-Trigo & Moreno-Armella, 2016).

El software es cada vez mads visual, interactivo y dindmico. El hardware ha

evolucionado permitiendo que programas complejos puedan ser ejecutados en
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trabajos realizados a distancia, esto es gracias a su portabilidad y a los avances de las

redes (Hegedus & Moreno-Armella, 2009, p. 399).

Santos-Trigo y Reyes-Martinez (2014) consideran que el uso coordinado de las tecnologias
digitales puede ser un factor fundamental para alcanzar los objetivos deseados en la
enseflanza matematica, pues abre diversas formas de identificar, formular, representar,
explorar, y resolver problemas. Es decir, los estudiantes encuentran nuevas oportunidades
para construir y comprender el conocimiento matematico!. Al respecto, Borba, Clarkson y
Gadanidis (2013), coinciden en que el conocimiento matematico ya no se reduce al profesor y
al libro de texto exclusivamente, pues con el uso de internet los estudiantes tienen acceso
ilimitado a la informacién mediante diferentes sitios como wikis, redes sociales (facebook y
twitter), blogs y videos (YouTube), en el cual algunos sitios se especializan en enseiiar,
compartir y/o debatir contenido matematico, como el caso particular de Khan Academy
donde se puede acceder de forma gratuita a una plataforma disefiada para aprender desde
matematicas basicas hasta avanzadas. Santos-Trigo, Moreno-Armella y Camacho-Machin
(2016) argumentan que “la construccion y la comprension del conocimiento matematico es
un proceso continuo, donde los alumnos comparten ideas individuales y se involucran en las
discusiones colectivas” y en ese sentido, es importante llevar las discusiones matematicas

mas alla de las sesiones formales.

De acuerdo con Santos-Trigo, Reyes-Martinez y Aguilar-Magallon (2015), el uso coordinado
de las tecnologias digitales permite que las tareas sean el medio adecuado para extender las
discusiones matematicas fuera del salon de clases, donde los estudiantes a través de sus
propias acciones y las interacciones con sus pares logran desarrollar conceptos
fundamentales, lo que les ayuda a comprender y desarrollar las competencias en la resolucion

de problemas.

El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM por sus siglas en inglés, 2011)
resalta la importancia de elegir cuidadosamente las tareas, de tal forma que ayuden a

desarrollar el conocimiento matematico y conectarlo con otras areas de la misma; para lograr

I Para Schoenfeld (1992), el conocimiento matematico es tener la iniciativa de analizar las estructuras y sus
relaciones estructurales para comprender como encajan las cosas, ademas de pertenecer a una comunidad
matematica.

4
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ese objetivo, las tareas deben tener sentido para los estudiantes, ofreciendo oportunidades
para que demuestren sus procesos de razonamiento. En otras palabras, las tareas son un
ingrediente esencial dentro de un espacio de trabajo en matematicas, de hecho, "una tarea
pedagbdgicamente matematica tiene como objetivo involucrar a los estudiantes en actividades

que podrian transformar la forma en que ven y hacen las matematicas" (Leung, 2011, p. 326).

Por otro lado, la NCTM (2011) también propone que se realicen cambios en la estructura del
salon de clases, que genere un ambiente colaborativo donde se promueva la argumentacion a
las conjeturas realizadas por los estudiantes, facilitado la conexion del conocimiento anterior
con el conocimiento recién adquirido. La colaboracion y la discusién son aspectos también
valorados por Santos-Trigo (2015) cuando se trata de resolver problemas; “el proceso de
resolver problemas o comprender un concepto matematico involucra ciclos iterativos de
discusion y colaboracion en los que los estudiantes deben tener la oportunidad de expresar,

revisar, contrastar, interpretar y refinar sus ideas y métodos de solucion” (p. 141).

Es reconocido que el uso de la tecnologia digital brinda a los profesores y estudiantes
diferentes formas de representar y explorar problemas o conceptos matematicos (Santos-
Trigo & Camacho-Machin, 2013), por eso, es conveniente considerar su incorporacion en la
ensenanza y aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, incorporarlas sistematicamente en
los sistemas escolares representa un reto, pues por un lado se tienen los contenidos,
estrategias y habilidades que los estudiantes deben aprender (propuestas curriculares),
mientras que por otro se tienen los tipos de escenarios de enseflanza que se deben considerar
en el aprendizaje (entornos de aprendizaje) (Santos-Trigo, Reyes-Martinez & Aguilar-

Magallon, 2015).

Hegedus y Moreno-Armella (2009) indicaron que la incorporacion de las tecnologias
digitales en las practicas escolares requiere que los maestros desarrollen nuevos hébitos de la
mente para transformar gradualmente enfoques de instruccion. De igual manera, reconocen
que el uso de las tecnologias digitales en las aulas extiende las formas de razonar acerca de
los problemas; asi como también requieren una nueva organizacion curricular. Ademas,

Santos-Trigo (2015) menciona la importancia de que “los estudiantes desarrollen una cultura
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digital> donde se valore el trabajo en equipo y la practica de una reflexidon matematica

continua que los lleve a engancharse en procesos de resolucion de problemas” (p. 133).

A pesar de las dificultades, el uso coordinado de las tecnologias digitales pueden ser pieza
clave para alcanzar los objetivos deseados en la ensefianza matematica, pero, /cuales son los
objetivos de la ensefianza matematica? Segun Schoenfeld (1992), el reto en la ensefianza
matematica es crear las condiciones para generar un ambiente que refleje los valores propios
de la practica o actividad matematica, en ese sentido, considera los siguientes objetivos para

la ensenanza de las matematicas:

e Dar sentido a la disciplina. Que los estudiantes entiendan lo que son las
matematicas y como se hacen, deben aprender a valorarlas y sentir confianza en su
capacidad para hacerlas.

* Comprender conceptos relevantes. La ensefanza debe orientarse a la comprension
conceptual con la finalidad de que los estudiantes sean capaces de usar su
conocimiento con flexibilidad e ingenio.

* Explorar problemas y situaciones problematicas. Los estudiantes deben contar con
un ambiente propicio que les permita aprender enfoques y técnicas para hacer
frente a problemas y situaciones problematicas.

e Desarrollar un punto de vista matematico. Que los estudiantes aprendan a proponer
estrategias para analizar y comprender, para percibir la estructura y las relaciones
estructurales, para ver como encajan las cosas. Deben desarrollar sus habilidades
analiticas y la capacidad de razonar cadenas de argumentos.

e Desarrollar un lenguaje formal. Los estudiantes deben aprender a comunicarse
utilizando el lenguaje matematico para presentar sus analisis en pruebas claras y
coherentes.

e Mejorar la autonomia. Los estudiantes deben desarrollar la capacidad de leer,

interpretar y utilizar el texto y otros materiales matematicos por si solos.

2 Liang & Wang (2015) definen la cultura digital como un conjunto emergente de valores, creencias, normas y
practicas que caracterizan a una unidad o cualquiera de sus partes constituyentes que se crearon, continuaron o
transformaron a través de actos e interacciones de las personas dentro de la sociedad actual de la red (p. 201).

6
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A lo anteriormente mencionado debe sumarse que los educadores tienen el compromiso de
desarrollar en sus estudiantes la habilidad para resolver problemas (Tawfik, Sanchez &
Sparova, 2014), en ese sentido, Santos-Trigo y Moreno-Armella (2016) concuerdan en que
“el uso sistematico de las tecnologias digitales juegan un papel importante en los maestros y
en los estudiantes para comprender las ideas matematicas y para participar en actividades de

resolucion de problemas” (p. 190).

1.2 Planteamiento del problema

La resolucion de problemas y el uso de las tecnologias digitales son temas de interés en la
agenda de investigacion en Educacion Matematica. Alagic y Alagic (2013) sefalan que los
entornos de ensefianza que buscan mejorar el aprendizaje de los estudiantes en las
matematicas, deben tomar en cuenta incorporar el uso de diversas tecnologias digitales, pues
gracias a las affordances® que ofrecen, profesores y alumnos pueden trabajar en un ambiente

de aprendizaje que fomenta la colaboracion y la interaccion directa.

Con el uso de las tecnologias los estudiantes reflexionan continuamente sobre qué
formas de razonar acerca de los conceptos y los problemas son importantes para
detectar la invariancia y apoyar las relaciones matematicas. Se reconoce que las
diferentes tecnologias digitales ofrecen distintas oportunidades para que los alumnos
se involucren en el pensamiento matematico®. Por lo tanto, la existencia de varios
tipos de tecnologias hace necesario identificar lo que es una tecnologia en particular
y lo que puede ofrecer a los estudiantes durante el proceso de comprension de las
ideas matematicas y la resolucion de problemas (Santos-Trigo, Reyes-Martinez &

Aguilar-Magallon, 2015, pp. 299-300).

De acuerdo con lo anteriormente sefialado, hablar de “tecnologias” bajo el contexto de la
ensefianza de las matemadticas sigue causando confusion (NCTM, 2011), pues profesores y

estudiantes las asocian con calculadoras, programas informdticos o proyectores, es decir,

3 Affordances se refiere a el conjunto de estimulos mediante los que un objeto proporciona a un organismo
(agente) la oportunidad de realizar una accion.

4 De acuerdo con Schoenfeld (1985) pensar matematicamente va mas alla de conocer una gran cantidad de
informacién, es decir, se requiere que dicha informacion se utilice como una estructura y de forma eficiente para
resolver problemas.

7
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tienden a pensar en el hardware o en el software que han utilizado comunmente. Por tal
motivo, la NCTM (2011) sugiere que se haga una cuidadosa distincion conforme las
affordances que ofrecen las tecnologias digitales que se relacionan con la ensefianza

matematica y su razonamiento.

Una clasificacion de las tecnologias digitales, segun las actividades que desarrollen, es la que
ofrecen Hegedus y Moreno-Armella (2009). Las clasifican en dos tipos de infraestructura: a)
la infraestructura de representacion (IR), que ofrece a los estudiantes la capacidad de ver a
través de constructos abstractos o figuras simbdlicas, es decir, analizar distintos componentes
de un problema mediante una representacion obtenida por un software dinamico o
interactivo; b) la infraestructura de comunicacion (IC), que es la estructura organizativa de las
diversas entradas y salidas disponibles de comunicacion en la sociedad. Todo lo que sirva

para enviar o recibir informacion.

A pesar de que la ejecutabilidad de las representaciones visuales mejora los entornos de
aprendizaje, no debe desatenderse la comunicacion de resultados a través de un espacio
publico donde el trabajo de cada estudiante pueda ser visto y analizado. Pues la capacidad
metacognitiva de un estudiante es favorecida cuando desarrolla trabajo significativo de
matematicas fuera del aula de manera individual a través de las redes, y visualiza trabajos de
sus compafieros que le permiten reflexionar sobre su propio trabajo en referencia a otros

(Hegedus & Moreno-Armella, 2009).

Cuando los autores hacen mencion de la infraestructura, se refieren a un conjunto de reglas
invisibles que se redefinen a través del entorno y el usuario; por ejemplo, los puntos moviles
en un sistema de geometria dinamica (SGD) son parte de la infraestructura que permiten

observar realmente las propiedades de una construccion de alguna figura matematica.

Por su parte, la NCTM (2011) clasifica a las tecnologias digitales como tecnologias de
transmision y tecnologias para las actividades matematicas. Por un lado, las tecnologias de
transmision se utilizan para enviar y/o recibir informacioén, lo cual permite la comunicacion y
la colaboracion entre profesores y estudiantes; se debe tomar en cuenta que éstas no presentan
una relacion intrinseca con las matematicas, es decir, no son especificamente de uso

matematico, pues es responsabilidad de los actores (profesores y estudiantes) utilizarlas con
8
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el objetivo de que ayuden al razonamiento y que dé sentido a las matematicas. Por otro lado,
se encuentran las tecnologias para las actividades matematicas, que son con las que se pueden
desarrollar tareas matematicas o que responden a las acciones del usuario respetando las
propiedades matematicas; algunos ejemplos son: hojas de calculo, sistemas algebraicos

computacionales, sistemas de geometria dindmica, etc.

Hacer una clasificacion pertinente de las tecnologias digitales permite un mejor
entendimiento de su uso, y asi, alcanzar uno de los objetivos principales en la Educacion

Matematica, que es

el uso sistemdtico y coordinado de diferentes tecnologias debe ayudar a los
estudiantes a desarrollar formas de pensar que resulten importantes en la formulacion
de preguntas y la resolucion de problemas. La meta es que los estudiantes desarrollen
competencias para resolver no sélo los problemas que se enfrentan en un ambiente

escolar, sino aquellos que aparecen fuera de la escuela (Santos-Trigo, 2015, pp.

134-135).

Bajo este supuesto, Tzu-Bin, Chen y Chai (2015) enfatizan sobre los nuevos medios de
comunicacion los cuales han generado un cambio significativo en las formas de difundir la
informacion entre las personas. Consideran que “la comunicacion y la informacion son dos
elementos clave que constituyen el aprendizaje, independientemente de si uno ve el
aprendizaje como la adquisicion de conocimiento, la participacion significativa dentro de una
comunidad, o la creacion de conocimiento” (p. 1), es por ello, que muchos educadores ven a
los nuevos medios de comunicacion y a las tecnologias emergentes como elementos
fundamentales para lograr cambios revolucionarios en la ensefianza y el aprendizaje. En otras
palabras, las tecnologias actuales y emergentes estdn creando nuevos espacios de aprendizaje

que desafian muchas suposiciones de las practicas tradicionales en la educacion.

De hecho, los nuevos medios de comunicaciéon son una plataforma para el trabajo
colaborativo en la resolucion de problemas, creando asi, entornos de aprendizaje en linea.
Para que la colaboracion sea eficaz en este formato, segin Tawfik, Sanchez y Saparova

(2014), se espera que los estudiantes exterioricen las posibles soluciones a los problemas que
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discuten con sus compaferos, hagan preguntas significativas que desafien supuestos e

integren la perspectiva de los demas en la resolucion de problemas.

Sin embargo, debe considerarse el entorno escolar y la ecologia del aula para introducir los
nuevos medios de comunicacion, en caso contrario puede que contribuyan en poco o nada en
el aprendizaje para los estudiantes con conocimientos medios en las escuelas del siglo XXI
(Buckingham, 2007). Es cierto que con el uso de las tecnologias los estudiantes pueden
consultar recursos en linea como libros de texto, wikis, buscador de respuestas
(WolframAlpha) y videos que les ayuden a complementar, ampliar o contrastar las
actividades vistas en clase. No obstante, el acceso a diferentes recursos en linea no avala que
los estudiantes puedan seleccionarlos y utilizarlos eficientemente para su aprendizaje (Santos-

Trigo & Reyes-Martinez, 2014).

Por ejemplo, Chernobilsky, Nagarajan y Hmelo-Silver (2005) encontraron que los alumnos
en un ambiente en linea no pudieron hacer preguntas o desafiar a otros significativamente
durante actividades de colaboracién para resolver problemas. Del mismo modo, Noroozi,
Weinberger, Biemans, Mulder y Chizari (2013) encontraron que los estudiantes sin andamios
mostraron niveles mas bajos en la contestacion y la argumentacion durante su discurso. Otros
estudios realizados en la aplicacion de aprendizaje basado en problemas dentro de un
ambiente en linea demostraron que los estudiantes no pueden participar en el debate
sostenido durante la colaboracion para resolver problemas. En cambio, hay estudiantes que
usan el proceso de resolucion de problemas para exteriorizar sus pensamientos y perspectivas
sin tener en cuenta a sus pares (Oh & Jonassen, 2007) y participan en la creacion de consenso

rapido (Gijlers, Saab, Van Joolingen, De Jong & Van Hout-Wolters, 2009).

Existen trabajos de investigacion que se sustentan en las tecnologias de comunicacion
principalmente, algunos de ellos se basan en el modelo de Aula Invertida, que consiste en
asignar a los estudiantes textos, videos de YouTube o contenidos adicionales para revisar
fuera de clase, con el fin de desarrollar un ambiente interactivo donde el profesor guia a los
estudiantes mientras aplican los conceptos y se involucran en su aprendizaje de manera activa
dentro del salon de clases. La Escuela Clintondale high School en Michigan implement6 el
modelo en todos sus programas y con ello lograron disminuir el porcentaje de reprobados en

sus clases, adicionalmente, el rendimiento de los alumnos en los examenes estandarizados a
10
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nivel global increment6 (Green, 2012). También la Escuela Arab High School en Alabama
vio como resultado que, al aplicar el modelo para los temas de magnetismo y electrostatica de
la clase de Fisica, los alumnos se mostraron mas comprometidos y participativos en clase

(Lawrence, 2014).

Otras investigaciones se centran en las tecnologias para la actividad matematica, por ejemplo,
Santos-Trigo, Reyes-Rodriguez y Espinoza-Pérez (2007) se enfocaron en cémo los profesores
usan el software dindmico (GeoGebra) con el proposito de evaluar sus procesos en la
solucion de un problema. Reportan que el software dindmico sirvi6 para argumentar, verificar
y extender el problema. Otro caso es el que reportan Santos-Trigo y Reyes-Rodriguez (2011),
en donde usan un software dindmico (Cabri) y una calculadora simbdlica (Derive) para
observar el proceso de solucion de profesores de bachillerato a un problema de modelacion.
Representar, identificar relaciones matematicas, formar conjeturas, establecer conexiones
entre distinto contenido matematico, favorecer la busqueda de argumentos, son algunos de los

beneficios que resaltan los autores.

A pesar de los resultados que se reportan al utilizar las tecnologias de comunicacion o para la
actividad matemadtica, se observan algunas limitaciones en dichos trabajos. Por ejemplo, las
investigaciones que existen sobre Aula Invertida no se relacionan con el area de matematicas
especificamente, hay ambigiiedad con respecto al rol del profesor dentro y fuera del aula, no
se delimitan las propiedades que debe tener la informacion seleccionada en linea y tampoco
hacen mencion sobre el uso de las tecnologias para la actividad matematica. Una posible
causa puede ser debido a la falta de estudios que aporten informacion acerca de jcomo debe
implementarse el modelo cuando se trata de matematicas? ;Qué criterios se deben seguir con
el fin de seleccionar y discriminar informaciéon en linea? ;Cémo deben los estudiantes
analizar la informacion disponible?;Qué actividades matematicas debe promover el profesor
dentro del aula para que los estudiantes utilicen los recursos obtenidos fuera del horario de
clases?. En el caso de investigaciones que reportan el uso de un software de geometria
dindmica (GeoGebra o Cabri) o de tecnologias para la actividad matematica, normalmente
usan de muestra a profesores o estudiantes de posgrado, es decir, hay pocos resultados con
estudiantes de nivel bachillerato, lo que trae como consecuencia dificultades para

implementar las tecnologias digitales en el aula.
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Si bien, los diferentes usos y aportaciones que ofrecen las tecnologias para la actividad
matematica son importantes, también es esencial comunicar los resultados obtenidos al
utilizarlas, y en este aspecto Santos (2007) afirma que “el poder matematico consiste no
solamente en detectar, construir, inventar, entender, o manipular patrones; sino también en ser
capaz de comunicar esos patrones a otros” (p. 45), sin embargo no suele prestarse atencion a

dicho tema.

Por este motivo, el problema de investigacion que se presenta se centra en analizar y
documentar como el uso sistematico y coordinado de las tecnologias digitales permiten a los
estudiantes representar y explorar los problemas matematicos y, como pueden aprovecharse
para extender las discusiones de sus ideas y acercamientos a los problemas mas all4 del salon
de clases. Asi, en un ambiente de aprendizaje dentro del aula, los estudiantes pueden utilizar
las tecnologias para la actividad matematica (GeoGebra, WolframAlpha y calculadora) que
ayuden a explorar y representar conceptos matematicos. Ademas de las tecnologias de
comunicacion (Wikipedia, YouTube y Padlet) que les permitan argumentar, revisar, colaborar
y extender la discusion de contenidos matematicos fuera del aula. Segin Santos-Trigo y
Reyes-Martinez (2014) el uso coordinado de estas tecnologias puede ofrecer distintas

oportunidades a los estudiantes para desarrollar el pensamiento matematico.

Rivera-Dolores (2012) presenta una investigacion con estudiantes de bachillerato sobre el uso
de herramientas computacionales en el desarrollo de varias formas de razonar y resolver
problemas matematicos rutinarios, la cual gira en torno a la resolucion de problemas
rutinarios asociados con la funcion cuadratica. El objetivo principal del estudio fue promover
la ensefianza-aprendizaje de este concepto a través del software de geometria dinamica. El
autor observod que algunas de las dificultades que presentaron los estudiantes se relacionan
con el domino de conceptos algebraicos y la comunicacioén de ideas o resultados. “También
se observo que el desempefio de los estudiantes mejoro significativamente después de haber
implementado una sesion de discusion y reflexion sobre las ideas matemadticas de los

estudiantes” (p. 111).

La funcidn cuadratica forma parte del curriculum en el nivel medio superior y se relaciona
con conceptos fundamentales como es el caso de las conicas, asi que debido a su relevancia y

dificultades presentadas, se convierte en el foco principal para la presente investigacion.
12
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Algunas preguntas que fueron usadas para enmarcar el estudio son: ;como utilizar lo nuevos
medios de comunicacion para mejorar la transmision de ideas y resultados de los
estudiantes?, ;de qué manera los estudiantes pueden apropiarse de los conceptos algebraicos
si se usan las tecnologias digitales? y ;como promover discusiones y reflexiones sobre ideas

matematicas con el uso de estas tecnologias?

1.3 Preguntas de investigacion

1. (/Qué caracteriza a un ambiente de aprendizaje que incorpora el uso coordinado de
algunos medios de comunicacion (YouTube y Padlet) y un Sistema de Geometria

Dinamica (GeoGebra)?

2. (Qué acercamientos y formas de resolver los problemas muestran los estudiantes cuando
usan sistematicamente algunos medios de comunicacién y un Sistema de Geometria

Dinamica?
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CAPITULO 2

Marco conceptual

En este capitulo se describe el marco conceptual que se utilizo para: disefiar ¢ implementar
las actividades que trabajaron los estudiantes en el salon y fuera del horario de clases,
identificar los habitos de razonamiento matematico, seleccionar las tecnologias digitales de
manera adecuada, implementar estrategias que favorecen el desarrollo de los hébitos de
razonamiento matematico cuando se emplean las tecnologias digitales, y analizar e interpretar

los resultados que muestran los estudiantes en las diferentes actividades.

2.1 Resolucion de problemas

La resolucion de problemas matematicos es un marco que se ajusta a las necesidades de este
trabajo, debido a que permite caracterizar el desarrollo del pensamiento matematico en los
estudiantes por medio de analizar los recursos basicos con los que cuentan, las estrategias
cognitivas o heuristicas, estrategias metacognitivas y por ultimo las creencias y componentes

afectivos (Santos-Trigo, 2014).

Polya (1962) considera que existe un problema cuando se sabe el resultado al que se desea
llegar pero se desconoce el camino. Cuando los estudiantes se enfrentan a un problema, es
importante que el profesor les permita asumir una parte razonable del trabajo, es decir, “el
maestro debe ayudar al alumno discretamente, sin imponérsele” (Polya, 1965, p. 25). Para
que la ayuda sea de forma natural el profesor debe comprender lo que pasa por la mente del
estudiante, pues solo asi podra brindarle el apoyo necesario para que pueda conseguir
autonomia y lograr sus objetivos. Algunas preguntas que el autor propone que se le planteen
al estudiante para que se concentre en la incognita de algiin problema son: ;Qué se requiere?;
(qué quiere usted determinar?; ;qué se le pide a usted que encuentre? El fin es esclarecer el

problema a partir de preguntas sencillas, obvias y de sentido comun.

Polya (1965) comenta que si un estudiante no se detiene a comprender lo que el problema le

solicita, entonces, y lo mas seguro, es que el estudiante no reflexione ni asimile lo que esta
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haciendo. Asi que Polya en su libro de How to solve it que publicd en 1945, identifica cuatro
fases importantes en la resolucion de problemas que son un puente hacia el aprendizaje del

estudiante.

1.  Comprension del problema: En esta fase un componente fundamental es que el
estudiante tenga el deseo de resolver el problema, no basta Unicamente con
comprenderlo. Una eleccion adecuada del problema puede permitir el interés y
comprension por parte del estudiante. También, otros aspectos a considerarse es que el
estudiante identifique los componentes del problema, es decir, la incdgnita, los datos y
la condicion, lo que implica introducir una notacion adecuada para expresar esta
informacion. Algunas preguntas que pueden ser de utilidad en esta fase son: ;Cual es la
incognita?; ;cudles son los datos?; ;es posible satisfacer la condicion?

2. Concepcion de un plan: Esta fase es esencial para la solucion de un problema, porque
aqui se construye la idea que daré sustento al como proceder, y para que esto suceda el
estudiante debe basarse en sus experiencias y conocimientos adquiridos previamente.
Algunas preguntas que guian esta fase son: ;Conoce algun problema relacionado?;
(puede enunciarse el problema en forma diferente?; ;ha empleado todos los datos?; ;ha
hecho uso de toda la condiciéon? Cuando estas preguntas se comprenden y se examinan,
pueden inducir una conexion de las ideas, pues dichas preguntas buscan la
generalizacion, particularizacion, el empleo de la analogia o el descartar una parte de la
condicion, que ayude a variar el problema para encontrar informacion auxiliar que sea
apropiada para la solucion.

3.  Ejecucion del plan: Ejecutar el plan, implica conocimientos ya adquiridos, buenos
habitos de pensamiento, concentracion y paciencia. En el transcurso es deseable que el
estudiante verifique cada paso, sin perder de vista la diferencia que hay entre “ver” y
“demostrar”, es decir, que reconozca la exactitud de sus pasos mediante un
razonamiento intuitivo o una demostracion formal. Unas posibles preguntas para guiar
esta fase son: ;jPueden ustedes ver claramente que el paso es correcto?; ;pueden
también demostrar que es correcto?

4.  Vision retrospectiva: Para que el estudiante consolide sus conocimientos y desarrolle
sus aptitudes para resolver problemas es importante que examine nuevamente el
resultado y el procedimiento que lo condujo a el. A pesar que el problema haya sido

concluido, siempre se puede buscar mejorar la solucion y la comprension. Preguntas
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relevantes son: ;Puede verificar el resultado?; ;puede verificar el razonamiento?;
(puede obtener el resultado de un modo distinto?; ;puede verlo de golpe?; ;puede

utilizar el resultado o le método para resolver algun otro problema?

Al respecto, Schoenfeld en su libro Mathematical Problem Solving, considera insuficientes
las estrategias planteadas por Polya para la resoluciéon de problemas, sostiene que este
proceso es mas complejo e involucra mas elementos. En este sentido, Schoenfeld (1985)
propone un marco conceptual basado en la resolucion de problemas, que permita entender
coémo intentan los estudiantes resolver problemas y a partir de ello, qué actividades se pueden
formular para ayudarlos. El marco consta de cuatro dimensiones que analizan el proceso que

sigue el individuo al resolver problemas:

Dominio del conocimiento o recursos.

Estrategias congnitivas o métodos heuristicos.

Estrategias metacognitivas.

Sistemas de creencias.

Dominio del conocimiento o recursos

Los recursos son los conocimientos y las herramientas que el individuo tienen a su
disposicion o las formas en que se apropia de estos. Schoenfeld identifica cinco tipos de

conocimientos que influyen en el uso de los recursos:

1. Conocimiento informal e intuitivo. A partir de las experiencias que tienen los
estudiantes acerca de los conceptos utilizados en sus rutinas diarias, desarrollan
intuiciones acerca de las matemadticas y sobre las formas de aprenderla. “A las
matematicas se les identifica como un cuerpo de conocimientos donde existe un
lenguaje codificado y un conjunto de significados que el estudiante debe
aprender” (Santos, 2014); sin embargo, algunas dificultades que presentan al intentar
entender los conceptos matematicos, es debido al conocimiento informal.

2. Hechos y definiciones. Los hechos y definiciones validan los procesos para resolver
problemas, ademds de ser necesarios para plantear o seleccionar algunas rutas de

solucion. Contar con los recursos va mas alld de incluir los hechos y definiciones
17



Capitulo 2. Marco conceptual

basicas, significa que el estudiante puede acceder a este conocimiento y utilizarlo para
resolver el problema.

3. Procedimientos rutinarios. Estos procedimientos son considerados técnicas, es decir,
especifican el como debe resolverse un problema, pero no especifican los algoritmos a
utilizar. Por esa razon, Schoenfeld (1985) los considera de nivel tactico y no estratégico.

4.  Conocimiento acerca del discurso del dominio. Este conocimiento se relaciona en la
manera que el estudiante percibe conceptos o reglas para resolver un problema. Si un
estudiante entiende un aspecto particular de alguna regla, probablemente no pueda
trasladarla a otro contexto.

5. Errores consistentes o recursos débiles. Segtin Matz (1980) los errores sistematicos en
lo que incurren los alumnos en la resolucion de problemas son el resultado de un
fracasado intento por adaptar conocimientos, adquiridos previamente, a una nueva
situacion. En otras palabras, los errores son el resultado de un procedimiento

sistematico imperfecto que el alumno utiliza de modo consistente y con confianza.

Estrategias cognitivas o métodos heuristicos

Las heuristicas son reglas generales que pueden ser utiles para resolver problemas
eficazmente. Algunas estrategias relevantes para entender o avanzar hacia la solucioén son:
explotar analogias, introducir elementos auxiliares en el problema, dibujar figuras, trabajar
casos particulares, etc. Aunque se acepte la importancia y el potencial de las heuristicas en la
resolucion de problemas, Santos-Trigo (2014) menciona que una preocupacion tanto de los
educadores de matematicas como los maestros es saber ;como deben ser ensefiadas éstas a

los estudiantes?

Segun Schoenfeld (1985): “Heuristicas son las reglas de oro para resolver problemas
efectivamente. Son estrategias bastante amplias para lograr progresos en problemas no
familiares o dificiles” (p.44). Con esta definicion surge la siguiente pregunta: ;los
procedimientos algoritmicos o rutinarios (definidos en la seccién de recursos) se pueden
considerar como heuristicas? Surge la sospecha de que un procedimiento algoritmico no
puede considerarse como heuristica, pues dicho procedimiento se utiliza cominmente para
resolver ejercicios (los cuales se consideran familiares y sencillos) y segiin la definicion las

heuristicas son propias de los problemas. Schoenfeld (1985) aclara este punto: “Muchos
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educadores matematicos en los Estados Unidos confieren un invariante nivel de heuristica a
la aplicacion de ciertos tipos de técnicas en la resolucion de problemas™ (p. 60). Entonces,
segun el autor, las heuristicas son estrategias generales usadas para resolver problemas en los
cuales el individuo tiene dificultades. El caracter general de las heuristicas es un aspecto
importante para entender su definicion, por lo tanto, los procedimientos algoritmicos y de
rutina al tener un caracter especifico (utilizados en problemas particulares) no pueden
considerarse heuristicas. “Cuando una técnica es asociada cercanamente con una disciplina en
particular, y es utilizada como un procedimiento estandar, la implementacion de dicha técnica

se considera una cuestion de recursos” (Schoenfeld, 1985, p. 60).

Una conclusion importante es que el conocer las heuristicas no significa que el individuo
pueda utilizarlas, es decir, el uso de heuristicas va acompafiado con una habilidad para tomar
decisiones, fruto de su experiencia en la resolucion de problemas. Ademas, aunque las
heuristicas son de caracter general (pueden usarse para resolver problemas en cualquier
disciplina) el éxito en su implementacion depende de los recursos con los que cuenta el
individuo en la disciplina concreta (Schoenfeld, 1985, p. 92).

Schoenfeld (1985), a partir de los planteamientos de Polya, se ha dedicado a proponer
actividades de resolucion de problemas que se pueden llevar a cabo en el aula, con el fin de
propiciar situaciones semejantes a las condiciones que los matematicos experimentan en el

proceso de desarrollo de resolucion de problemas.

Estrategias metacognitivas

Las estrategias metacognitivas se refieren al monitoreo o autoevaluacion del estudiante
cuando resuelve problemas, ademds de estar consciente de las propias capacidades o
limitaciones. Para Santos-Trigo (2014) la metacognicién se refiera al “conocimiento de
nuestro propio proceso cognoscitivo, al monitoreo activo y a la consecuente regulacion y
orquestacion de las decisiones y procesos utilizados en la resolucién de un problema” (p. 69).
Es decir, si un estudiante se enfrenta a un problema que cuenta con diferentes caminos para
llegar a la solucion entonces debe tener la capacidad de evaluar si el procedimiento
seleccionado lo ayudara a resolver el problema, en caso contrario, no debe engancharse en la
primer idea, si el desarrollo no lo lleva a ninglin lado debe retroceder e intentar de nuevo con

otra opcion.
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Schoenfeld (1985) afirma que el control trata sobre las decisiones importantes que se toman
acerca de qué hacer en un problema. En esta parte se toman decisiones para formar un plan
con sus respectivas metas y monitorear las soluciones. Las acciones que involucran un

control son:

Tener claridad acerca de lo que trata el problema antes de iniciar el proceso de resolucion.

Considerar varias formas de resolver el problema y seleccionar un método particular a

partir de una evaluacion en relacion con su utilidad.

Monitorear el proceso y decidir cuando abandonar algin camino que no esté produciendo
resultados.

« Revisar el proceso de resolucion y evaluar la respuesta obtenida.

Sistemas de creencias

Las creencias sobre la matematica inciden notablemente en la forma en que los estudiantes, e
incluso los profesores, abordan la resolucion de algun problema. Es decir la concepcion que
tenga el individuo acerca de las matemadticas determina la forma de como selecciona uno
cierto método para resolver un problema. En la caracterizaciéon de las matematicas,
relacionada con la resoluciéon de problemas, se puede inferir que pensar matemdaticamente
incluye ciertas predilecciones. Por ejemplo, la intencion de percibir una estructura, de buscar
y analizar conexiones, de abstraer y percibir propiedades uniformes en objetos y sistemas que
puedan aparentar ser diferentes, de usar abstraccion y otros métodos como medios para
investigar relaciones y estructuras, son actividades que se vinculan directamente con el que
hacer matematico. Es decir, el trabajo de un matematico, al resolver un problema, muestra
gran parte de estas actividades. En este sentido, existe una relacion entre la forma de coémo se

perciben las matematicas y la forma de trabajar con problemas matematicos.

De acuerdo con lo anterior mencionado, Santos-Trigo (2008) considera como elemento
importante en la resolucion de problemas el empleo de herramientas computacionales
(tecnologias digitales en la actualidad), pues no solo facilita aspectos como buscar,
representar, y describir cambios (variantes o invariantes) entre los objetos asociados con un

problema, que es esencial para que los estudiantes identifiquen patrones, conjeturas o
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relaciones, sino también facilita la implementacion de estrategias y ayuda a extender el
repertorio de las heuristicas. En este contexto, el uso de la tecnologia influye en la
conceptualizacion y forma de interactuar con los problemas, es decir, el uso de las
herramientas digitales ha permitido la introduccién y consideracion de nuevos aspectos
cognitivos matematicos en el desarrollo de las competencias de los estudiantes y, como
consecuencia, ofrecen un potencial para repensar y estructurar nuevas agendas de

investigacion.

La presencia de las tecnologias digitales transforma y mejora el espacio de trabajo
matematico donde los estudiantes desarrollan su practica matematica. De hecho, esa
presencia invita a los estudiantes a tomar provecho de las herramientas matematicas
que vienen incorporadas con el nuevo medio (Santos-Trigo, Moreno-Armella, &

Camacho-Machin, 2016, p. 2).

La cognicion es influenciada por el uso de herramientas tecnoldgicas segin Leung y Bolite-
Frant (2015), pero ademas sefialan que existe una estrecha relacion entre el desarrollo de las
ideas y conceptos matematicos con respecto al desarrollo de la tecnologia. Asi que, las formas
de resolver un problema dependen, en gran medida, de los recursos con los que se disponga.
En este sentido, no es suficiente con que los profesores conozcan y dominen los contenidos
de la materia que imparten, sino deben buscar de qué manera se puede incorporar la
tecnologia en su practica y mejorar la ensefanza-aprendizaje para los estudiantes (Mishra y

Koehler, 2006).

Santos-Trigo y Ortega-Moreno (2013) afirman que el uso sistematico y coordinado de las
tecnologias digitales ayuda a conectar ideas fundamentales a través de los conceptos claves.
Por ejemplo, la mediatriz es un concepto fundamental en la construccién dinamica de las
conicas, en las cuales se utilizan figuras como tridngulos y rectdngulos (Santos-Trigo y

Moreno-Armella, 2016).

Sin embargo, incorporar las tecnologias digitales a los sistemas de educacion no es tarea facil,
pues implica ajustes o cambios en los contenidos que deben aprender los estudiantes, y
buscar de qué manera se pueden organizar y estructurar los ambientes de aprendizaje (Santos-

Trigo, 2015). En otras palabras, se busca que los estudiantes formulen e identifiquen
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problemas y busquen diferentes formas para resolverlos, como consecuencia de construir y

desarrollar conocimiento, estrategias y habilidades apoyados por el uso coordinado de las

tecnologias digitales. En esta perspectiva, el autor resalta los puntos que demanda el uso

coordinado de diversas tecnologias cuando se resuelven problemas:

Busquen informacion relacionada con los temas de estudio en diferentes medios, lo cual
incluye libros digitales y sitios en linea. En esta busqueda los estudiantes deben utilizar
métodos y estrategias que les permitan sintetizar, analizar y contrastar diferentes tipos de
informacion.

Aprendan a trabajar en grupo o equipo, para aprender a escuchar otros puntos de vista,
discutir y compartir ideas y soluciones.

Desarrollen constantemente nuevas herramientas que les permitan representar y explorar
diversos problemas, incluyendo las representaciones dinamicas.

Desarrollen y practiquen diferentes maneras de planificar, monitorear y evaluar los
procesos de resolucion de problemas.

Representen y discutan resultados intermedios y finales que puedan ser accesibles a
colegas y publico en general.

Generen resultados que sean compartidos y utilizados por una comunidad amplia.

Se involucren en actividades que fomenten la creatividad en la resolucion de problemas.
Un aspecto fundamental en el desarrollo de las ciencia es buscar diferentes maneras de
resolver un problema. La creatividad se desarrolla a partir de analizarlo desde caminos no
convencionales, y los estudiantes deben siempre buscar métodos originales o formas
novedosas de abordarlo.

Construyan y expresen valores y principios éticos. El conocimiento disciplinar se
desarrolla dentro de una comunidad donde sus integrantes constantemente dialogan,
escuchan y manifiestan respeto por las contribuciones e ideas de los demas. Asi, el
respeto a las diferencias y el desarrollo de responsabilidades civiles debe ser parte de la

formacion de todos. (pp. 136-137)

En relacion a las tareas matematicas, Santos-Trigo (2015) senala que son el medio por el cual

los estudiantes mas que seguir y aplicar un conjunto de procedimientos, tienen la oportunidad

de involucrarse en un proceso de cuestionamiento, de busqueda de relaciones y de reflexion

conceptual. Para lograr este objetivo, los estudiantes deben utilizar el conocimiento y las
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habilidades adquiridas con anterioridad que les permitan discutir los problemas,
representarlos de diferentes formas para que puedan explorarlos, formular relaciones y
conjeturas, engancharse en la busqueda de diversos argumentos para sustentarlas y comunicar

los resultados.

En la misma direccion, las tecnologias digitales sirven para ampliar la busqueda de
informacion relacionada con los temas en estudio, es decir, los estudiantes, ademas de tener
acceso a una gran cantidad de paginas con informacion escrita, tienen acceso a videos en
linea que les permite contrastar o extender las explicaciones de conceptos expuestos por el
profesor. Pero esto significa que los estudiantes deben desarrollar habilidades para
seleccionar, discriminar, sintetizar e incorporar esta informacién en sus experiencias de

aprendizaje.

2.2 Habitos de razonamiento matematico

El NCTM (2009) define como hébito de razonamiento a una forma productiva de
pensamiento adquirida por repeticion de actos iguales o semejantes, que comunmente se
presenta en los procesos de investigacion matemadtica. En la siguiente lista se enuncian los

habitos de razonamiento e ilustran los tipos de pensamiento que deben convertirse en rutina.

Analisis de un problema:

« Identificar conceptos matematicos pertinentes, procedimientos o representaciones que
revelen informacion importante sobre el problema y contribuir a su solucion.

« Definir variables y condiciones pertinentes cuidadosamente.

 Buscar patrones y relaciones.

« Buscar trazos auxiliares o expresiones equivalentes que revelen diferentes aspectos del
problema.

« Tomar en cuenta los casos especiales o andlogos mas simples.

« Aplicar conceptos previamente aprendidos a nuevas situaciones de problemas, adaptar y
extender seglin sea necesario.

« Hacer deducciones y conjeturas preliminares.

« Decidir si un enfoque estadistico es apropiado.
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Implementacion de una estrategia:

« Usar con proposito los procedimientos.

Organizar la solucion (calculos, manipulaciones algebraicas y muestra datos)
« Hacer deducciones logicas basadas en el progreso actual, verificar conjeturas, y extender
hallazgos iniciales.

 Seguimiento de los avances hacia una solucion, revisar la estrategia escogida.

La busqueda y el uso de conexiones a través de diferentes dominios matematicos, diferentes

contextos y diferentes representaciones.

Al reflexionar sobre una solucion a un problema:

« Interpretar una solucion y la forma en que responde al problema.

« Tener en cuenta el cardcter razonable de una solucion.

« Revisar las hipotesis iniciales acerca de la naturaleza de la solucidn, incluyendo el ser
consciente de casos especiales y soluciones extrafias.

« Justificar o validar una solucion.

« Reconocer el alcance de la inferencia de una solucion estadistica.

« La conciliacion de diferentes enfoques para resolver el problema.

 Argumentar y refinar la solucion para que pueda comunicarse con eficacia.

« Generalizar la solucion a una clase mas amplia de problemas y buscar conexiones con otros

problemas.

Desarrollar los habitos de razonamiento matematico en los estudiantes debe ser una prioridad
en el sistema educativo y en particular en el nivel medio superior. En este camino, los
profesores pueden ayudar a que los estudiantes mejoren y alcancen niveles mas altos de
razonamiento a través de tareas y preguntas. La siguiente lista son consejos que los

profesores pueden utilizar para desarrollar estos habitos en sus estudiantes.

« Proporcionar tareas que los estudiantes puedan resolver por si mismos.

« Solicitar a los alumnos repetir el problema en sus propias palabras.
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« Dar a los estudiantes tiempo para analizar un problema de forma intuitiva, explorar aiin
mas el problema mediante el uso de modelos, y luego proceder a un enfoque mas formal.

« Resistir la tentacion de decir a los estudiantes como resolver un problema cuando se
frustran.

« Proporcionar tiempo de espera adecuado después de una pregunta para que los estudiantes
formulan su propio razonamiento.

« Animar a los estudiantes a hacer preguntas de sondeo de si mismos y entre si.

« Esperar a que los estudiantes comuniquen su razonamiento a sus compaieros y al profesor,
oralmente y por escrito, mediante el uso de vocabulario matematico adecuado.

« Dar explicaciones a modo de ejemplo, y que los estudiantes reflexionen sobre lo que las
hace efectivas.

« Establecer un clima en el aula en el que se sientan comodos compartiendo sus argumentos

matematicos y criticando los argumentos de los demés de una manera productiva.

Mas adelante se menciona como usar las tecnologias para favorecer el desarrollo de estos

habitos.

2.3 Tecnologias digitales

Las tecnologias digitales juegan un papel importante en el desarrollo de las habilidades
cognitivas, GeoGebra por ejemplo, puede mejorar y transformar las capacidades cognitivas
de los estudiantes asi como ayudarlos a desarrollar otras nuevas cuando representan y
exploran tareas. “Una tecnologia cognitiva deja rastros en nuestra mente a través de trabajo
constante y después de un tiempo se convierte en parte de nuestros recursos
cognitivos” (Santos-Trigo & Moreno-Armella, 2016, p. 189). Hay ventajas y limitaciones que
son inherentes al disefio de la tecnologia, sin embargo, Santos-Trigo y Moreno-Armella
(2016) han encontrado que los usuarios descubren otras durante su implementacion, debido al

uso innovador de la tecnologia que les permite eliminar esas limitaciones.

Con el uso de las tecnologias digitales es posible transformar los problemas de rutina en un
conjunto de actividades no rutinarias, es decir, la tecnologia ayuda a encontrar nuevas
maneras de resolver los mismos problemas y extenderlos (Santos-Trigo & Camacho-Machin,

2009). En este sentido, los modelos dinamicos se vuelven importantes para explorar
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comportamientos matematicos de una familia de objetos a través del arrastre, la busqueda del
lugar geométrico, y la cuantificacién de atributos o affordances graficos. Esta exploracion de
los objetos no so6lo proporciona informacion sobre invariantes o patrones que participan, sino

también formas de justificar las relaciones emergentes o conjeturas.

2.3.1 Clasificacion de las tecnologias

“La educacion matematica de la mas alta calidad debe apoyar a los estudiantes en la
confianza y en el uso de la tecnologia eficaz” (NCTM, 2011, p. vii). Usar la tecnologia
eficazmente en matematicas implica saber como seleccionarla segun sus affordances para que
ayude a resolver las actividades o problemas con los que se enfrentan los estudiantes. Asi
que, con la intencion de cubrir este requisito, a continuaciéon se muestran diferentes

propuestas de como clasificar la tecnologia segun sus affordances.

Tecnologias con infraestructuras de representacion

Los elementos con los que deben contar las tecnologias con infraestructuras de

representacion, segiin Hegedus y Moreno-Armella (2010), son:

« Navegacion. Capacidad de moverse alrededor de la pantalla, mover figuras matematicas,
desplazarse y hacer zoom en un sistema de coordenadas.

« Interaccién. Mantener, arrastrar o manipular objetos.

« Anotacion. Afiadir marcas, literales o numeros a figuras o diagramas.

 Construccion. Figuras matematicas o diagramas pueden ser construidos en partes a través
de herramientas especificas.

« Simulacion. Permitir que los objetos que forman parte de, o asociados a, las figuras o
diagramas, sean animados, u observar la simulacion de un conjunto de datos cuando se
cuenta con el modelo.

« Manipulacion. Figuras o diagramas pueden ser modificados al interactuar con
caracteristicas particulares de la construccion, preservando las reglas matematicas dentro de

la construccion. (p. 26)
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Estas caracteristicas son inherentes a un SGD, como en el caso de GeoGebra, donde pueden

construirse representaciones matematicas.

Nuevos medios de comunicacion

(Por qué “nuevos medios de comunicacion” y no solamente medios de comunicacion?, es
decir, ;cuales son las affordances tnicas de los nuevos medios de comunicacion?. Tzu-Bin,
Chen y Chai (2015), mencionan que definir o delimitar el significado de este término es
dificil por los constantes cambios y transformaciones de la tecnologia. No obstante,
argumentan que existe una tendencia hacia donde convergen los nuevos medios de
comunicacion, y por lo tanto, hay caracteristicas que permiten establecer la distincién entre
estos y los medios de comunicacion convencionales. Los nuevos medios de comunicacion se

definen por las siguientes caracteristicas:

Digital: los nuevos medios de comunicacion se crean normalmente en forma digital.

Virtualidad: Se propagan a través de internet.

Hipertextualidad: la informacion estd fragmentada en pequefios segmentos y se vincula con

hipervinculos.

Interactividad: permiten la fécil creacidon de mensaje multimodal que promueve las

interacciones y comunicacion entre los participantes.

En este sentido, los autores consideran a los nuevos medios de comunicacion como medios
de comunicacién social. Esto es, el término ya no se asocia con su tecnologia o hardware sino

mas bien con la facilidad de interactuar y crear mensajes por medio de internet.

Tecnologias de transmision

Las tecnologias de transmision permiten a los profesores y estudiantes presentar, comunicar y

colaborar entre si (NCTM, 2011). Se caracterizan de la siguiente manera:

« Tecnologia de presentacion: pizarrones interactivos, software de presentacion de
diapositivas (por ejemplo, PowerPoint), dispositivos de proyecciéon o monitores de

acompafiamiento (que permiten a un grupo de personas ver una presentacion comun).
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+ Tecnologia de la comunicacion: tanto de Intranet (red de comunicaciones dentro de la clase
o la escuela) como Internet (interaccion entre los estudiantes y profesores a grandes
distancias).

 Tecnologia de intercambio (colaboracion): la que permite una vision compartida de trabajo
de uno o mas individuos o un acceso compartido a un area de trabajo comin o a un
documento.

+ Tecnologia de evaluacion / monitoreo / distribucion: incluye sistemas de mandos de
respuesta para plantear preguntas, herramientas de recoleccion y analisis y software para el
control de muchas pantallas de dispositivos individuales (permitiendo la evaluacion
formativa y la retroalimentacion, asi como la supervision y la gestion de los dispositivos de

los estudiantes).

Las tecnologias de transmision son mas eficaces cuando los actores no tienen que prestar
atencion a éstas especificamente, es decir, solo se centran en las ideas matematicas o tareas
transmitidas. Por ejemplo, si se recibe una llamada telefonica con informacion urgente, es el

contenido de la llamada lo importante, no el teléfono que se utilizé en particular.

Tecnologias para la actividad matematica

Segtn el NCTM (2011), las tecnologias para las actividades matematicas son aquellas que
estan disenadas para responder a las acciones matematicas del usuario. A continuacion se
presentan categorias que abarcan este tipo de tecnologias y ejemplifican como pueden ser

utilizadas.

« Kits de herramientas computacionales/representacionales (calculadoras graficas, sistemas
algebraicos computacionales [CAS], hojas de célculo): Estos paquetes proporcionan un
conjunto de herramientas para la aritmética y célculos algebraicos con nimeros y simbolos,
asi como herramientas para la representacion o visualizacion de funciones y datos en forma
de tablas y formas gréficas.

« Ambientes de geometria dinamica (Geometer’s sketchpad, Cabri, GeoGebra): En un
ambiente de geometria dindmica (AGD), las herramientas clasicas de construccién como
compas y regla, y las herramientas de mediciéon como regla y transportador se expanden y

se hacen dindmicas. Objetos geométricos virtuales pueden ser creados y manipulados a
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nivel de la pantalla. Cualquier construccion o medicion basadas en estos objetos se
actualizan automaticamente cada vez que se manipulan.

« Micromundos (entornos limitados por reglas definidas matematicamente): Un micromundo
matematico tiene alguna estructura matematica subyacente codificada dentro de €l y se crea
para ilustrar o promulgar determinados conceptos o procedimientos matematicos. Por
ejemplo, un programa donde se manipulen virtualmente baldosas, el algebra podria limitar
el movimiento de éstas a las formas que se pueden interpretar con sensatez en términos de
un modelo de area, mientras que las baldosas reales se pueden apilar, superponer, o
desalinear.

« Las simulaciones por ordenador (parametro impulsado por representaciones virtuales de los
fendomenos fisicos). Por ejemplo, el usuario podria ser capaz de establecer el angulo de
elevacion y la velocidad inicial de un proyectil y después observar la trayectoria simulada

resultante del objeto lanzado usando esos parametros. (pp. xii-xiii)

El software o hardware de una tecnologia para la actividad mateméatica puede estar

constituida por la combinacidn de estas categorias, no necesariamente de una.

Para la presente investigacion se seleccionaron las tecnologias con base en las caracteristicas
que mencionan Hegedus y Moreno-Armella en el 2010 (tecnologias con infraestructura de

representacion). En particular las que interesan son:

* Wolfram: servicio en linea que responde a las preguntas directamente, mediante el
procesamiento de la respuesta extraida de una base de datos estructurados, en lugar
de proporcionar una lista de los documentos o paginas web que podrian contener la
respuesta, tal y como lo hace Google.

* GeoGebra: es considerado un sistema de geometria dindmica debido a los
diferentes tipos de herramientas con los que cuenta. Es decir, ademas de contar con
mandos explicitos de geometria, también tiene a su disposicién una hoja de célculo,

un software de geometria dindmica y de geometria en 3D.

y complementarlas con las tecnologias que se adaptan a los nuevos medios de comunicacion

que proponen Tzu-Bin, Chen y Chai en el 2015. Las que se consideraron son:
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* Wikipedia: enciclopedia libre que puede ser editada por sus usuarios.

* Google Docs: procesador de texto online que permite crear y dar formato a
documentos de texto, ademas de colaborar con otras personas en tiempo real.

* YouTube: sitio web en el cual los usuarios pueden subir y compartir videos. En la
actualidad existen varias instituciones que lo utilizan con fines educativos.

* (lassroom: sistema de gestion de aprendizaje que Google pone a disposicion de
todos los usuarios de Google Apps para educacion.

e Padlet: muro digital que permite guardar y compartir diferentes contenidos
multimedia sin necesidad de estar registrado. También puede utilizarse como un
archivo personal o como una pizarra colaborativa.

e Khan Academy: plataforma que cuenta con ejercicios de practica, videos
instructivos y un panel de aprendizaje personalizado que permite a los alumnos

aprender a su propio ritmo dentro y fuera del salon de clases.

2.3.2 Uso de la tecnologia digital en la resolucion de problemas

Las tecnologias digitales son un elemento clave en el desarrollo cognitivo de los estudiantes,
ofrecen la oportunidad de mejorar las habilidades y las estrategias con las que se cuentan.
Pero no es suficiente con tener acceso a las tecnologias para obtener los resultados esperados,
se necesita, ademds de saber sus caracteristicas segun sus affordaces, emplear habitos de
razonamiento que faciliten su gestion. En respuesta, el NCTM (2011) propone como deberian
profesores y estudiantes utilizar las tecnologias para que propicien el uso de estos habitos

cuando se trabaja bajo un ambiente de resolucion de problemas.

A continuacién se muestra como deben los estudiantes emplear la tecnologia para propiciar

cada habito de razonamiento:

 Analizar el problema: identificar que instrumentos de las tecnologias son apropiados para
usarlos y cuando usarlos.

« La implementacion de una estrategia: buscar de qué forma se puede incluir la tecnologia y
monitorear el proceso de solucion.

« La busqueda y el uso de conexiones: realizar diferentes representaciones del problema con

las tecnologias.
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« Al reflexionar sobre una solucion a un problema: reconocer las oportunidades y
limitaciones que ofrece la tecnologia en los resultados obtenidos, revisar diferencias entre

enfoques con y sin tecnologia e interpretar los resultados en el contexto del problema.

Por lo tanto, el trabajo del profesor consiste en centrarse en las preguntas que pueden
plantearse con el uso de las tecnologias, no tanto en las respuestas que proporciona. Un
escenario adecuado de accidon-consecuencia permite plantear preguntas que den sentido a la

actividad:

Predecir consecuencias de la accion (;qué pasaria si...?).

Considerar la posibilidad de la acciéon para producir una consecuencia determinada (;qué

deberia hacer...para que suceda?).

Conjetura/prueba/generalizacion (;cuando...?).

Justificacion (;por qué...?). (p. xvi)

Los profesores deben aprender a plantear preguntas significativas, pues incluso el entorno o
escenario mas convincente puede quedar sin efecto, pero ;como puede el profesor planear un
escenarios de accion-consecuencia adecuadamente que implemente las tecnologias digitales?
Una guia que ofrece el NCTM (2011) son los siguientes diez puntos que deben considerar los

profesores cuando planean escenarios de accidn-consecuencia que emplean tecnologia:

1. (Es la accion intencionada, reflexiva y deliberada? (Ejemplos: cambiar el valor de un
parametro numérico, el cambio de ubicacion o la forma de un objeto geométrico; casos
de contra ejemplo) ;Hay sefiales adecuadas de qué accidn o acciones deberian tomarse?

2. (Sé algun conocimiento técnico especializado que se necesita para tomar accion
(habilidades relacionadas con la tecnologia)? El tiempo dedicado a la ensefianza y el
aprendizaje de la sintaxis no matematica, la configuracion y las convenciones propias de
la plataforma debe ser minima: en general, cuanto menor y mas simple, mejor.

3. (Es la acciéon matematicamente significativa? Mientras que la accion de la pantalla en si
fisicamente que podria describirse como "clic" o "arrastre", el usuario podria describir la
accion en términos matematicos: “he cambiado un valor para investigar la pendiente ....”

99 ¢

“movi el vértice de ....” “estiré el grafico verticalmente con respecto al eje x ....”
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(Las consecuencias son inmediatas, visuales, y matematicamente significativas? Que las
consecuencias aparezcan en la misma pantalla en la que se realiza la accion es el ideal.
(La conexion entre la accidon y la consecuencia es evidente? ;Hay otras consecuencias
visuales (pero menos matematicamente significativas) que sirven como distractores o
compiten por la atencion? ;Hay desorden que hace menos evidente la conexion entre
accion-consecuencia? ;Es claro para el usuario que la accidén estd impulsando la
consecuencia?

(El uso de la tecnologia proporcionan mejoras que van claramente por encima de lo que
podria lograrse con papel y lapiz?

,Son las representaciones matematicamente fieles (fiel a las matematicas) y
cognitivamente fieles (no perceptualmente engafiosa)? Relacionado, pero mas dificil de
detectar: (Hay sutilezas matematicas que se pase por alto? ;Es la gama de ejemplos
innecesariamente restringido de manera que puedan dar lugar a falsas generalizaciones?
(El escenario de accidon-consecuencia proporciona oportunidades para la reflexion? ;Qué
preguntas pueden hacerse para que tenga sentido el uso del escenario e incentive el
razonamiento?

(Qué conocimiento previo de matematicas y entendimientos necesitan los estudiantes
para utilizar el escenario interactivo y poder responder preguntas?

(Qué nuevos conocimientos y entendimientos podrian los estudiantes construir a partir de
responder a estas preguntas? Mas importante, ;el uso de este escenario tecnologico
proporciona nuevas oportunidades atractivas para los estudiantes para construir la

comprension de las ideas matematicas importantes? (pp. Xvi-xvii)

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2009) argumentan que el uso de las herramientas

computaciones les da a los estudiantes la oportunidad de construir representaciones visuales

del problema, formular conjeturas que puedan ser validadas empiricamente y mediante

enfoques mas formales generalizar y probar esas conjeturas. En consecuencia, los profesores

pueden utilizar problemas rutinarios que se encuentran en los libros de texto para que los

estudiantes busquen diferentes formas de representarlos, extenderlos y explorarlos. Por

ejemplo, es posible representar y examinar las propiedades matematicas de forma visual,

numérica, algebraica y grafica de un problema con el uso de un SGD.

Los autores proponen cinco fases en la resolucién de problemas para convertir los problemas

de rutina que aparecen en los libros de texto en un vehiculo que involucre a los estudiantes en
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la practica matematica, es decir, para que los profesores puedan planear sus lecciones y
organizar actividades de aprendizaje que promuevan el desarrollo del pensamiento
matematico de sus estudiantes. Estas fases son: 1) comprension del problema a resolver; 2)
implementacion de un plan de solucion; 3) busqueda de patrones y una solucidon general; 4)
conexiones y extensiones; 5) vision retrospectiva y reflexiones. Es fundamental el uso de
diversas herramientas computacionales durante cada fase en la resolucion de problemas, por

ejemplo:

el uso de software dinamico se vuelve importante para representar inicialmente el
problema en términos de sus propiedades principales y mas tarde para visualizar el
problema de forma dindmica. Ademas, esta herramienta puede ser utilizada para
cuantificar los atributos matematicos como areas, perimetros, angulos, segmentos de
longitudes, pendientes, etc., y observar como cambian cuando se mueven algunos
objetos (puntos o lineas) dentro de la representacion del problema (Santos-Trigo &

Camacho-Machin, 2009, p. 275).

Por lo tanto, los estudiantes deben tener claro que llegar a una solucién del problema dado no
es suficiente, sino que tienen que aprovechar las herramientas computacionales para plantear

y explorar otras preguntas o problemas.

El objetivo en el uso de la tecnologia digital es capacitar a los alumnos con
affordances que amplifiquen y mejoren sus formas de construir conocimiento. Los
maestros juegan un papel importante en la provision de condiciones para que los
estudiantes utilicen la tecnologia en los enfoques de la solucion del problema

(Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2014, p. 63).
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CAPITULO 3

Metodologia de la investigacion

En este capitulo se detalla la metodologia en la que se sustentd la investigacion, es decir, se
describen las caracteristicas de una investigacion cualitativa, se enmarca el contexto de los
participantes en la investigacion, se detallan las sesiones de trabajo junto con las actividades
de clase y extra clase (tareas), se especifican los instrumentos utilizados para la recoleccion de
datos al igual que sus caracteristicas, y se resaltan elementos importante del analisis de los

datos.

3.1 Caracteristicas de una investigacion cualitativa

Una investigacion cualitativa segiin Herndndez, Ferndndez y Baptista (2014) se encamina por
temas significativos de investigacion. Los estudios cualitativos pueden desarrollar preguntas e
hipotesis antes, durante o después de la recoleccion de datos y el andlisis de datos. En la
mayoria de los casos estas actividades ayudan a descubrir cudles son las preguntas de
investigacion mas importantes, ademas de perfeccionarlas y responderlas; a diferencia de la
mayoria de los estudios cuantitativos, donde la claridad sobre las preguntas de investigacion e

hipdtesis precede a la recoleccion y el analisis de los datos.

3.2 Participantes en la investigacion

El estudio se realizo con un grupo de estudiantes de primer semestre de bachillerato, los cuales
cursaban la materia de Matematicas I. El grupo estuvo conformado por 18 estudiantes con
edades entre 15 y 17 afos. Es importante mencionar que todo el grupo estaba familiarizado con
el uso del software de geometria dinamica (GeoGebra), la mayoria utilizaba las herramientas
basicas como punto, interseccion, recta, segmento, recta perpendicular, recta paralela, rastro,
lugar geométrico, poligono, poligono regular, circunferencia (centro, punto), distancia o

longitud, area y algunos comandos en la barra de entrada, sin dificultad.

3.3 Sesiones de trabajo y tareas

3.3.1 Sesiones de trabajo
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Se llevaron a cabo seis sesiones, tres sesiones por semana: dos de 2 horas y una de 1 hora,
haciendo un total de 10 horas de trabajo presencial bajo un ambiente de resolucion de
problemas. En cada sesion los estudiantes resolvian problemas geométricos mediante el uso de
ecuaciones cuadraticas apoyados por el SGD. Las sesiones se llevaron a cabo en un aula de
computo, donde cada estudiante disponia de una computadora con acceso a internet y con
GeoGebra (SGD) para desarrollar las actividades propuestas. Excepto en una sesion que fue
desarrolladas en un salon de clases debido a que no hubo acceso al aula equipada, esto no fue
un impedimento o limitante para la investigacion. El profesor contaba con una computadora,

cafion y pintarron.

Con el fin de que los estudiantes discutieran sus ideas y analizaran configuraciones dindmicas
desde diferentes perspectivas, se les propuso formar binas. También, se les solicitd que
expusieran los acercamientos o avances de las construcciones dindmicas con el uso del SGD y
el cafion para contrastar sus resultados con el resto del grupo, y al termino de cada sesion, el
profesor les pidi6 a los estudiantes enviar por correo electronico un archivo de GeoGebra que
describiera lo que habian realizado hasta el momento y agregaran con el comando texto,

comentarios y reflexiones con respecto al trabajo presentado por sus compaieros.

En un ejercicio grupal se solicito a los estudiantes la solucion del siguiente problema:

El perimetro de una sala rectangular es de 56 m. Si el largo se diminuye en 2 metros y el ancho
aumenta en 2 metros, la sala se torna cuadrada. a) Construir en GeoGebra la familia de

rectangulos que cumplan con la condicion inicial. b) ;Cuéles son las dimensiones de la sala?

Este problema originalmente solo pide las dimensiones de la sala (inciso b), pero gracias al uso
del SGD se pudo modificar el problema agregando el inciso (a) que ayudo a centrar la atencion
de los estudiantes en las propiedades geométricas de la figura y en sus relaciones. Es decir, se
busca que los estudiantes no se detengan unicamente en el algebra, sino que a partir de una

construccidn visual puedan analizar y comprender diferentes elementos de la figura.

El problema planteado se obtuvo del libro la funcion cuadratica: enfoque de resolucion de
problemas (Santos-Trigo, 2010). Es un problema rutinario al que se le agregaron preguntas
para que los estudiantes tuvieran la oportunidad de extenderlo y conectarlo con una serie de
problemas similares que permitieran la reflexion, andlisis y comprension de conceptos

matematicos.
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3.3.2 Tareas

Es sabido que “las tareas son elementos clave para que los profesores puedan orientar, fomentar
y analizar los procesos de los estudiantes que participan en la comprension y construccion del
conocimiento matematico” (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2014, p. 63), es decir, las tareas
son un ingrediente esencial del espacio de trabajo de matematicas. En ese sentido, se emplearon

tres tareas a lo largo de las sesiones donde cada una tenia distintos objetivos.

Para complementar la solucion de dichas tareas, se implementaron las tecnologias digitales de
comunicacion YouTube y Padlet para que los estudiantes tuvieran la oportunidad de extender
las discusiones matematicas mas alla del salon de clases. Se les indico que en el muro digital
(Padlet) debian exteriorizar las posibles soluciones a los problemas de las tareas, hacer
preguntas significativas, compartir videos (de YouTube) o enlaces de paginas que fueran de
utilidad e integrar la perspectiva de los demas a sus trabajos, con el objetivo de lograr un

ambiente colaborativo en su resolucion.

Las instrucciones proporcionadas a los estudiantes para resolver las tareas fueron las siguientes:

« Todas las respuestas deben de contar con la fuente de donde se obtuvo la informacion (incluir
enlaces).

« Responder de forma clara y detallada; explicar con tus propias palabras independientemente
de haber obtenido la informacion en péaginas de internet o videos.

« Revisar videos de YouTube que te ayuden a resolver los ejercicios que se plantean. Los
enlaces de los videos revisados deberan estar al final de la hoja con un comentario breve que
indique por qué te parecié adecuado el video.

« Si se te complica escribir notacién matematica en el documento que vas a entregar, puedes
hacerlo en tu cuaderno, tomarle una foto al ejercicio y colocar la imagen en el inciso

correspondiente (la imagen debe ser clara).

Las tareas solicitadas se muestran a continuacion:

Tarea 1

Objetivo: Que el estudiante identifique las condiciones necesarias para que una ecuacion sea

cuadratica, sus coeficientes y pueda resolverlos con algun método seleccionado.
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(Como puede resolverse una ecuacion cuadratica?

(Cuantas raices reales puede tener una ecuacion de segundo grado?

(Qué relacion existe entre el discriminante de una ecuacion cuadratica y el niumero de
raices?

(Qu¢ se obtiene si se suman o se multiplican las raices de una ecuacion cuadratica?
(Como se resuelve una ecuacion cuadratica por factorizacion?

(Como se identifican las raices de una ecuacion cuadratica en la grafica correspondiente?
(Como puede resolverse una ecuacion cuadratica, si b=0 o c=0?

Identifica aquellas expresiones que correspondan a una ecuacion de segundo grado.
Explique su respuesta en cada caso.

a) a’?—=5a+7=0

b) x2+5x+3>0

c) x2+5)?%=0

d 0=CB-x)2+x)

e) 4x>+x%>=5

f) 0= 2k + 8k?

g) rx’+cx+g=k

h) x(x+1) =x

i) (g)2 +12=x

G+ ()y=3

k) (x—1)%=0
) 0x2+5x+3=0
m) x2+y?=0

n) (x+3)(x+5)

0) x3+x%=5

p) 7x+2x+3=0

qQ 3m+7x+2=-1
) g>=9

s) 8=7n-—9n?

t) x2+16x—8000=0

) (s

v) x2=3x+V5=0
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9. Cada una de las siguientes ecuaciones cuadraticas es un caso especial de la forma general
ax? + bx + ¢ = 0. Identifique en cada una de ellas los valores a, b y c. Por ejemplo, para
laecuacion3x —x2=0:a=-1,b=3yc=0.

a) x2=0

b) 0 =5 — 3x?

c) —7x2+8x=0
d) x2=3

e) 6—x2=0

f) 4x—9x2=0
g) 3 =2x%—-"5x

10. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a) 8=7a—9a?

b) 0=3x%+7x+2
¢c) x—3)(x+5)=0
d 3=m?-2m+3
e) 15x2 —7x =4

) x2—6x+9=0

g s*=9

h) x2+4=0

i) —-x2—x—-1=0

j) x*+8x=-16

k) 25¢*+5¢c—12=0
) 4n(n—3)=-9

Tarea 2

Objetivos:

a) Que el estudiante sea capaz de identificar una ecuacion cuadratica a partir de su definicion.

b) Que el estudiante mediante la revision de un video tutorial (YouTube) identifique y utilice
el concepto de discriminante en problemas no rutinarios.

¢) Que utilizando videos de YouTube el estudiante sea capaz de resolver ecuaciones

cuadraticas mediante el método de completar el trinomio cuadrado perfecto.

1. ;Cuales son las condiciones necesarias que deben existir para que una ecuacidon sea

cuadratica?
39



Capitulo 3. Metodologia de la investigacion

2. Laecuacion x? + x% + 3 = 0 ;es cuadratica?. Justifica tu respuesta.
3. Revisa el siguiente video: https://www.youtube.com/watch?v=cz2Z48HJMO08 y contesta.
a) ¢Para qué valor de k& la ecuacion 3x2 + 8x + k = 0 tiene una raiz real?
b) (Para qué valores de k la ecuacion kx? — 6x + 5 = 0 tiene raices reales?
c) (Para qué valores de k la ecuacion 4x? + x + k = 0 no tiene raices reales?
4. Revisa los siguientes videos y resuelve lo que se te pide:
https://www.youtube.com/watch?v=Ly-]E7Asxg0
https://www.youtube.com/watch?v=F51pLctp69c
resuelve los siguientes ejercicios completando el trinomio cuadrado perfecto.
a) x2—5x—6=0
b) 4x?—4x—-8=0
c) —4x?2+12x—-8=0

Tarea 3

Objetivo: Que el estudiante utilice los recursos obtenidos de las tareas y sesiones anteriores,

ademas de explorar y resolver nuevos cuestionamientos como el vértice de la parabola.

Construye el modelo dinamico que represente la familia de rectdngulos cuya altura sea el

triple de su base disminuida en dos unidades.

Encuentra la grafica que representa al perimetro de la construccion dindmica.

Encuentra la grafica que representa al area de la construccion dindmica.

 (En qué puntos del eje x corta la grafica del area y donde esté su vértice?.

Indica para cudles valores de la base del rectdngulo el perimetro y area son iguales.

Agrega todas las relaciones que consideres interesantes.

Quien desarrolla esta investigacion participd en los muros digitales planteando preguntas y
compartiendo videos con la meta de mejorar los acercamientos y la participacion de los

estudiantes al resolver sus tareas.

3.4 Instrumentos de recoleccion de datos

A continuacion se mencionan y describen los instrumentos que se utilizaron para recolectar los

datos en esta investigacion.
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Archivos de GeoGebra: estos archivos fueron entregados por los estudiantes al final de cada
sesion por via correo electronico. Fueron de gran utilidad para observar y analizar los primeros
acercamientos que tuvo cada estudiante con respecto a la construcciéon de cada problema
solicitado. El andlisis fue posible gracias a la opcidén protocolo de construccion que incluye el
SGD, el cual permite generar cada construccion paso a paso, sin embargo, esta opcion presenta
una limitante al no guardar los objetos eliminados de cada construccion. De cualquier modo,
este aspecto fue cubierto con las notas de campo y con las videograbaciones que se hicieron a

los diferentes equipos y a cada estudiante que exponia sus acercamientos en el cafion.

Videograbaciones: el objetivo de grabar las sesiones de clases fue contar con los acercamientos
iniciales de cada construccion, con las discusiones y participaciones de los estudiantes en torno
a los conceptos matematicos, con los procedimientos algebraicos realizados en papel y lapiz, y
las reflexiones sobre los distintos resultados obtenidos. Las grabaciones se centraron en los
monitores cuando cada equipo describia su trabajo y en el pintarron cuando pasaba algin
estudiante a explicar sus avances o cuando se generaba una discusion grupal. Como se conto
unicamente con una camara, no fue posible grabar el desarrollo de las actividades de todos los

estudiantes.

Muro digital Padlet: se utiliz6 como un medio de comunicacion (foro) que sirviera de apoyo
en las tareas, es decir, que los estudiantes expresaran sus dudas, compartieran informacién de
paginas o videos relacionados con los temas, mostraran acercamientos de las posibles
soluciones y que intercambiaran opiniones sobre estos acercamientos. El objetivo de usar este
muro digital es contar con la evidencia de las discusiones e interacciones que muestran los

alumnos en torno a los problemas y conceptos matematicos planteados en las tareas.

Archivos en Word: las tareas fueron entregadas en estos archivos con el propdsito de tener
todos los procedimientos de los problemas discutidos en Padlet de manera clara y organizada,

ademas de analizar las soluciones del resto de los problemas que no se presentaron en el muro.

Notas de campo: son las evidencias escritas de las observaciones del investigador, donde se
distinguen situaciones fuera de lo comun en relacion a las actividades de los estudiantes cuando
resuelven problemas con el uso del SGD. Las notas de campo sirvieron para complementar la

informacion y el analisis de los datos.
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3.5 Analisis de Datos

De acuerdo con Hernandez, Fernandez y Baptista (2014), analizar los datos es proporcionar
una estructura que permita reducir los datos, organizarlos y verificar los resultados. Es decir,
los datos que se obtienen en una investigacion cualitativa son muy diversos, por ejemplo,
visuales, auditivos, textos escritos, expresiones verbales y no verbales, ademas de las
narraciones del investigador, por eso los objetivos principales del andlisis cualitativo son
explorar los datos, organizarlos en unidades y categorias, describir las experiencias de los
participantes, descubrir los conceptos y patrones presentes en los datos para interpretarlos y
explicarlos en funcidn del planteamiento del problema, comprender el contexto y asociar los

resultados con el conocimiento disponible.

Por lo tanto, se puede dividir en tres fases el andlisis de datos. La primer fase implico
seleccionar, simplificar y transformar los datos por medio de identificar patrones, hacer
transcripciones o resumir la informacion. En el caso de las actividades que se realizaron dentro
del aula, se utilizaron los archivos de GeoGebra y las grabaciones para identificar en las
diferentes construcciones elaboradas por los estudiantes, los conceptos matematicos aplicados
y los posibles acercamientos a la solucion. El muro digital Padlet fue un instrumento necesario
en el estudio para evidenciar las discusiones e interacciones que tuvieron los estudiantes cuando
se enfrentaron a los problemas planteados en las tareas, pero se complemento6 con los archivos
de Word que sirvieron para contar con los procedimientos completos de los problemas de

manera clara y organizada.

La segunda fase consistid en organizar los datos con el objetivo de observar regularidades o
invariantes que faciliten la interpretacion de estos y ayuden a entender los intereses del estudio.
Los procedimientos, las participaciones y las interacciones entre estudiantes y profesor que se
desarrollaron al resolver problemas tanto en el salon de clases como en las actividades extra
clase, se caracterizaron bajo el marco propuesto por Schoenfeld (1985), ademas se busco
identificar los habitos de razonamiento matematico que establece la NCTM (2009) cuando los

estudiantes utilizan sistematicamente las tecnologias digitales.

La tercer fase tiene que ver con la formulacion y verificacion de conclusiones. Al organizar los
datos, se detectaron aspectos importantes que ayudaron a darle sentido a los resultados y poder
exhibir una serie de conclusiones relacionadas con el desarrollo del estudio. Al final, se

presenta una seccion sobre las conclusiones después de haber analizado los datos.
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Analisis y discusion de datos

Este capitulo se divide en tres secciones: 1) Sesiones de trabajo.- donde se analizan y resaltan
los resultados més importantes obtenidos en el salon; 2) Tareas.- muestra el analisis de las
participaciones en Padlet (muro digital), de los videos de YouTube revisados por los
estudiantes y de las respuestas a los problemas o ejercicios de las tareas; 3) Discusiones de las
sesiones y tareas con el uso de las tecnologias digitales.- en esta seccion se analiza como
usaron las tecnologias digitales los estudiantes, en las sesiones de trabajo y las tareas y se

discuten las ventajas y dificultades que se presentaron al implementarlas.

4.1 Sesiones de trabajo

En cada una de las sesiones de trabajo, que se muestran a continuacion, se inicia describiendo
el problema o actividad que se llevo a cabo en clase. Enseguida se muestran los
acercamientos mas relevantes, donde se analizan las estrategias, exploraciones, dificultades y
soluciones del problema planteado. Cabe mencionar que en la cuarta y quinta sesion, los
estudiantes utilizaron procedimientos algebraicos que fueron revisados a través de algunos
videos de YouTube que se compartieron en los muros digitales (Padlet), estos se analizan en

la seccidn 4.2.

4.1.1 Primera sesion

En la primera sesion se buscod resolver el siguiente problema: El perimetro de una sala
rectangular es de 56 m. Si el largo se diminuye en 2 m y el ancho se aumenta en 2 m, la sala
se torna cuadrada. a) Construir en GeoGebra la familia de rectangulos que cumplan con la

condicion inicial y b) determinar cudles son las dimensiones de la sala.

Se esperaba que con la experiencia que tenian los estudiantes en el uso del SGD, lograran
construir una representacion o modelo del enunciado del problema (inciso a), sin embargo,

mostraron dificultades para completar esta tarea. Por ejemplo, Ricardo construyé un



Capitulo 4. Resultados

rectangulo con las dimensiones que se buscan determinar en el inciso b (12 de ancho y 16 de
largo), pero no cumple con lo solicitado en el inciso a, debido a que los vértices son puntos
libres en el plano como se observa en la figura 1. Es decir, como la construccién no es
robusta entonces se limita a la representacion de un rectangulo, imposibilitando el andlisis, la

busqueda de patrones, la formulaciéon de conjeturas, etc.

¥ p=@,17) ¢ C=(13,17)
16
14
12
10
d b=16
8
6
4
2 ja=an B =(13,1)
0 a=12
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 1. Rectangulo construido a partir de 4 puntos libres en el plano.

Otro caso fue el de doce estudiantes que mostraron el mismo resultado, esto es, construyeron
un rectangulo a partir de dos vértices con movimiento controlado (es decir que los puntos B y

C se encuentran sobre los ejes como se muestra en la figura 2).

10

C=PRunta[EjeY] D

16
14
12

10

A=Interseca[EjeX, EjeY] |B=Punta[EjeX]
2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2

(=

Figura 2. Rectangulo construido a partir de 2 vértices con movimiento controlado (B y C).

Esta construccion dindmica ayud6 a que los estudiantes fueran ajustando los valores de los
puntos B y C hasta encontrar el rectangulo con las dimensiones de la sala. Aun asi, cuatro

estudiantes tuvieron dificultades con situar los puntos B y C de tal manera que el rectangulo
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tuviera 56 unidades de perimetro. En la figura 3 se observa como, Tania y Antonio, asociaron
el perimetro con la longitud de la base del rectdngulo que, como consecuencia, provocod un
obstaculo para ubicar el punto C, ocasionando que no pudieran continuar con la actividad.
Mientras que Kevin y Janette, se enfocaron en encontrar las medidas de un rectangulo cuya
area fuera de 56 unidades cuadradas (Fig. 4). Esto ultimo se gener6 porque los estudiantes se
centraron en obtener el valor de 56 en poligonol, que es el nombre predeterminado del area

de una figura cuando se usa el comando poligono en GeoGebra.

C = (0, 20) D
—260
10 1
olA B=(56,0)
- - - _ - oY .
0 10 20 30 40 50 60
a=>56
Figura 3. Rectangulo cuya base mide 56 unidades.
C D
_4‘ ‘

21 poligonol = 56

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 4. Rectangulo con area (poligonol) igual a 56 unidades cuadradas.

En la figura 5 se pueden observar seis rectangulos diferentes pero con igual perimetro (de 56
unidades) que construyd Angel, acompafiados de una tabla con valores enteros, que
representan las bases y alturas de los rectangulos, propuesta por Karen a partir del resultado
de Angel. Este acercamiento contribuy6 a que los estudiantes visualizaran el comportamiento
de la familia de rectangulos que solicitaba en el inciso a del problema, apreciaran que la suma
de la base y la altura de cada rectangulo era un valor constante, observaran el momento en

que la sala se tornaba cuadrada y determinaran sus dimensiones.
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- a8 ] c]
24 1 |base altura

224! M 2 1 27 28

. JH L 3 2 26 28

- 4 3 25 28

5 4 24 28

6 5 23 28

D 7 6 22 28

-8 7 21 28

N 9 8 20 28

10 9 19 28

11 10 18 28

12 1 17 28

13 12 16 28

14 13 15 28

15 14 14 28

16 15 13 28

B [K 17 16 12 28

14 16 18 P - - ~n~

Figura 6. Sistema de ecuaciones lineales planteado por Emiliano para responder el inciso b.

El profesor aproveché este resultado para plantear el siguiente cuestionamiento: ;cudntos
rectangulos se pueden construir con perimetro igual a 56 unidades? Las respuestas se basaron

en la tabla que propuso Karen, es decir, el grupo contestd que pueden construirse 27
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rectangulos, a excepcion de Karen, quien argumentd que pueden construirse infinitos
rectangulos debido a que no se consideraron valores con decimales en la tabla. Un estudiante
(Emiliano), propuso un sistema de ecuaciones lineales para encontrar las medidas de la sala
(Fig. 6). Después de resolver y comprobar el sistema, se contrastd y verifico que sus

resultados coincidian con los valores de la tabla propuesta por Karen.

Al cierre de la sesion, el profesor reflexiond con los estudiantes sobre la importancia de crear
un modelo o representacion del problema para explorar otras propiedades implicitas y
extenderlo. Para esto, el profesor mostrd una construccion dindmica (Fig. 7) que modelaba lo
enunciado en el problema, la cual sirvi6 para ejemplificar el tipo de construcciéon que se
esperaba por parte de los estudiantes y exhibir las ventajas de ésta, como identificar, formular,
representar y explorar otros conceptos matematicos relacionados con el problema, cuando se
plantean preguntas, como por ejemplo: ;como es el lugar geométrico que describe el punto
B? (el profesor activa la opcion de pintar el rastro del punto B (Fig. 7) para contestar esta
pregunta y plantear una nueva pregunta) ;Cudl es la ecuacién que representa al lugar
geométrico? ;En qué intervalo debe estar el punto A para que tenga sentido el problema?
(Como es la grafica que representa al area de la construccion dindmica? ;En qué momento el
modelo alcanza su area maxima? Estas preguntas no fueron contestadas, solamente expuestas

a los estudiantes con el objetivo de que las consideraran en las actividades posteriores.

25

20

15
B=(x(A), 28-x(A))

101

e N

0 5 10 Ts 20 25

Figura 7. Modelo del problema presentado por el profesor.
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En esta sesion, se evidencid que los estudiantes usaron GeoGebra Unicamente para
representar la solucion del problema. Es decir, las construcciones fueron representaciones
graficas de las dimensiones de la sala (donde se observaron dificultades al asociar el
perimetro con las construcciones), desatendiendo lo solicitado en el primer inciso, a
excepcion de Karen y Angel que, trabajando en colaboracion, lograron observar patrones

implicitos en el problema.

Por otra parte, el profesor busco desarrollar los habitos de razonamiento matematico en los
estudiantes. Esto es, considerd un problema donde podia llegar a la solucion, no solo con las
construcciones sino también algebraicamente como lo mostr6 Emiliano, dio tiempo para
analizar el problema y explorarlo mediante el uso de modelos para luego proceder a un
enfoque mas formal, se abstuvo de resolver el problema (aunque hubiera frustracion en los

estudiantes), motivo a plantear preguntas y fomento6 la comunicacion de resultados.

4.1.2 Segunda sesion

En esta sesion se replanted el problema inicial, con la finalidad de que los estudiantes
tuvieran la oportunidad de construir un modelo dindmico en el que su movimiento dependiera
de un solo punto. Para alcanzar este objetivo, se propuso el siguiente enfoque: Construir un
modelo dinamico, en GeoGebra, que represente a la familia de cuadrados con un vértice en
el origen y otro sobre el eje x. Los diferentes acercamientos y las formas de resolver el
problema que mostraron los estudiantes, exhibieron ciertas dificultades y se identificaron los

recursos, estrategias o heuristicas y conceptos utilizados en la construccion.

Las dificultades que experimentaron los estudiantes, se relacionaron con la falta de
conocimiento sobre como utilizar las herramientas que ofrece GeoGebra. Esto se observo con
Cesar y Alan, que solo lograron trazar una perpendicular al eje x que pasa por el punto B (Fig.
8a), y con Valeria, que utiliz6 la construccion de la primera sesion (Fig. 2) y solo trazo la
diagonal (segmento AD, ver figura 8b). En el caso de Janette y Kevin, a pesar de que se
basaron en la misma construccion que Valeria, definieron el punto D en funcion del punto B
correctamente (Fig. 9), sin embargo, utilizaron al punto C como vértice de la figura

mostrando dificultades para concluir la construccion.
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4 - C D
40
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0o 1 2 3 F o 1 2 3 r
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Figura 8. Dificultades en la construccion de un cuadrado.

D=(x(B)}, x(B))

51 3
/
—40-

Figura 9. Construccion de Janette y Kevin.

Para atender las dificultades que mostraron los estudiantes, el profesor hizo algunas
sugerencias de como seleccionar las herramientas apropiadas de GeoGebra para utilizarlas en
la construccion del cuadrado. Se les recomendd que revisaran las herramientas del SGD e
identificaran aquellas para construir angulos rectos y segmentos de la misma longitud, y que
tomaran en cuenta la barra de entrada y el sistema de coordenadas en el que se encontraban

trabajando.

Después de la intervencion del profesor, los estudiantes lograron resolver el problema
utilizando diferentes herramientas, recursos y estrategias. Por ejemplo, en la figura 10 se
observa que Israel resolvio el problema con la herramienta poligono regular (herramienta que

sirve para construir un poligono regular dados dos vértices consecutivos y el nimero de lados
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de la figura), sin embargo, utiliz6 este resultado para buscar una forma diferente de construir
el modelo dindmico. La estrategia de Israel se basé en observar el comportamiento del punto
C a través de la opcidn rastro, esto le permitido descubrir que la recta que pasaba por los
puntos A y C eran donde se ubicaban los vértices opuestos al vértice que se encontraba en el
origen, entonces, a partir del punto movil E y la recta encontrada, consiguié concluir el

modelo dinamico.

D C 7 4
,.
4 6 ..,
&
C
s D
3-
4
o"’
21 PoligonolA, B, 4 3
g [ T ] PoligyA, B, 4]
2 '/'
1 o
S 4
B
A B —9 >
0 ' © 1". 0o 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 3 4 S
8
7 . G F
6
D C ¢
5 D C
5
4
4
3
PoligongfA, B, 4] 3
2 PoligongfA, B, 4]
2
1
1
0 B
-1 0o 1 2 3 4 5 6 7 o B E
/ 0o 1 2 3 4 5 6 i 8

Figura 10. Construccion de Israel a partir del uso de la herramienta poligono regular.

Cabe mencionar que Israel identificd que la recta encontrada se podia representar como y = x,

por lo tanto, construy6 nuevamente el modelo que respondia al problema sin usar la

herramienta poligono regular (Fig. 11).

Miguel, para construir el cuadrado, utiliz6 la herramienta circunferencia (centro, punto) que
le ayud¢ a trasladar la medida del segmento AB al eje de las ordenadas (Fig. 12), obteniendo
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asi, un modelo dindmico solicitado en el problema. Mientras que Monserrat y Angel

definieron al vértice C en funcién del punto B (Fig. 13).

o/ fiy=x

C=Intersecalf, g]

B

0 1

!

Figura 11. Construccion de Israel a partir de la recta y = x.

C=lIntersecalc, EjeY, 2]

Figura 12. Construccion de Miguel a partir de la herramienta circunferencia (centro, punto).

4D C=(x(B), x(B))
3
5
1
0lA , .B
0 2 3 4

4 C=(0, x(B)) D

3

5

1]

0lA B
0 1 3 r

Figura 13. Construccion del cuadrado a partir de definir al vértice C en funcion del punto B.
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En esta sesion, se observo como la construccion del modelo dindmico del problema permitio
que los estudiantes construyeran significados de objetos matematicos. Es decir, representar el
cuadrado en GeoGebra, implico analizar las propiedades geométricas para seleccionar
adecuadamente los objetos geométricos necesarios para su construccion y, a pesar de
modificar las dimensiones de sus lados, mantener dichas propiedades. Las diferentes
estrategias que usaron los estudiantes, en la construccion del modelo dindmico, evidenciaron
cémo emplearon los comandos de GeoGebra o las propiedades de los objetos matematicos
que éste ofrece. Por ejemplo: usar circunferencia para trasladar la medida de un segmento,
trazar perpendiculares para construir angulos rectos y activar rastro para identificar el lugar
geométrico. Este ultimo es considerado una heuristica, porque puede usarse de forma general

para encontrar nuevos elementos que ayuden a resolver un problema con el uso del SGD.

La participacion del profesor fue importante para que los estudiantes alcanzaran la solucién
del problema. Ayudé a que identificaran objetos matematicos pertinentes, que fueron
necesarios para implementar una estrategia, y tuvieran la oportunidad de compartir diferentes

enfoques en la resolucion del problema.

4.1.3 Tercera sesion

El objetivo de esta sesion fue que los estudiantes exploraran y analizaran atributos
matematicos derivados del modelo dinamico construido en la sesion anterior. En este sentido,
se les solicito lo siguiente: Representar grdaficamente el comportamiento del perimetro y del
area cuando la longitud de la base del cuadrado (segmento AB) cambia. Los primeros

acercamientos mostrados fueron relacionados con graficar el perimetro.

Los resultados que se muestran en la figura 14, exhiben como los estudiantes de manera
implicita definieron una relacion o funciéon que depende del punto B que, segun como se haya
definido, sirvid para encontrar la grafica correspondiente al perimetro del cuadrado. Ademas,
también se observa que las graficas son distintas, lo que permitié6 generar una discusion
alrededor de las siguientes preguntas: ;por qué se obtuvieron resultados diferentes? y ;cual

de estas graficas tiene sentido segun el contexto del problema?.
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Figura 14. Gréficas del perimetro.

Angel, para graficar el perimetro asociado al modelo dinamico, definié un punto como E =
(x(B), 4x(B)) (Fig. 14a) y trazé la recta e que pasa por los puntos A y E, pero no argumento
por qué esta recta representa a la grafica, lo que provocé un obstaculo al momento de graficar
el area. Con respecto a la recta e, Israel argument6 que se trata de la recta y = 4x (Fig. 14a)
debido a que asi se definidé la coordenada de las ordenadas. Karen y Monserrat, en su
construccion (Fig. 14b), definieron el punto E como E = (x(B), 4d) y encontraron el lugar
geométrico que describe dicho punto (d es la longitud de un lado, por lo tanto depende del
punto B). En la discusion grupal, los estudiantes concluyeron que la diferencia en las graficas
fue por como se defini6 la ordenada en cada punto E y, que en ambos casos, solo era

necesario analizar el primer cuadrante.

Una vez que los estudiantes habian graficado el perimetro asociado al modelo dindmico,
obtuvieron la grafica del area siguiendo las mismas estrategias, sin embargo, mostraron
dificultades al momento de graficarla. Por ejemplo, en la figura 15 se puede observar como

los estudiantes para poder graficar el area asociada a la construccion dinamica, definen la

53



Capitulo 4. Resultados

coordenada de las ordenadas, del punto F, en funcion del punto B como x(B)*x(B) o c*x(B)
y, de la misma manera que Angel trazé una recta para graficar el perimetro, trazaron una recta
(que pasaba por los puntos A y F) para graficar el area, a pesar de no tener sentido. Segun
Matz (1980) estas dificultades pueden presentarse cuando el estudiante busca adaptar un
conocimiento adquirido a una nueva situacioén. Este es un obstaculo cognitivo que se generod
por no cuestionar la accion de Angel cuando graficé el perimetro, ya que un obsticulo
cognitivo no es por falta de conocimiento mas bien es conocimiento adquirido que ha
demostrado su efectividad en ciertos contextos, por esta razon, cuando el alumno utiliza este

conocimiento fuera de dichos contextos, origina respuestas inadecuadas (Socas, 1997).

121 E=(X(B), 4x(B)) 121 E#(x(B), 4x(B))
10 101
F=(x(B), x(B)*x(B)) F=(x(B), c*x(B))
8 81
6 6
4] 41
D C D C
, Perimetro = 12 ] Perimetro = 12
Area =9 Area = 9
0 A ) ‘B = (3, 0) 0 A ' B ' '
0 2 4 6 0 2 T 4 6

Figura 15. Gréaficas del area.

No obstante, el error es considerado parte inseparable del proceso de aprendizaje y en este
aspecto, Socas (2011) recomienda presentarles a los estudiantes situaciones matematicas que
les permitan reajustar sus ideas. De acuerdo a esto, GeoGebra permitié que los estudiantes
contrastaran la recta obtenida con el lugar geométrico que describia el punto F (como se
observa en la figura 16), el cual revelaba la grafica correspondiente al area asociada a la

construccion. Es decir, con ayuda de la herramienta “lugar geométrico”, los estudiantes
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compararon su resultado y detectaron el error. Ademas, ayudo a plantear nuevas interrogantes
como /por qué las graficas que representan el drea del modelo dindmico son distintas?, ;cudl
tiene sentido segin el contexto del problema?, ;como se grafica? y ;qué significa la
interseccion entre ambas graficas (la del perimetro y la del area)?, consiguiendo que los

estudiantes se involucraran en una actividad de exploracion, andlisis y discusion.

201

181

16 1

14 1

(x(B), 4x(B))

I

(X(B), c*x(B))

EA(x(B), 4x(B))

F=(x(B), x(B)*x(B))

Area = 4
Perimetro = 8

4 6 8 10
etro=11.88
8.83

Figura 16. Rastro del perimetro y del érea.

Después del tiempo asignado por el profesor para que los estudiantes exploraran y analizaran
los lugares geométricos encontrados, se comenzd una discusion en torno a qué conceptos
matematicos y variables son pertinentes para justificar o validar la solucion del problema. El
grupo considerd que solo era necesario analizar el primer cuadrante, pues era donde
coincidian ambas graficas (Fig. 16), pero Israel comentd que para obtener la grafica del area
debia considerarse el lugar geométrico descrito por el punto F = (x(B), x(B)*x(B)) (Fig. 16a),
ya que la coordenada de las ordenadas estaba en funcion del punto B y definia una parabola,
mientras que el lugar geométrico descrito por F = (x(B), c*x(B)) (Fig. 16b) no podia

graficarse porque dependia de dos variables. Angel mostro las graficas de la recta y la
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parabola (Fig. 17) y argument6 que visualmente se podia observar que la interseccion entre
las graficas determinaba el momento en que los valores asignados para el area y el perimetro

del modelo dindmico eran iguales.

181

16 | E=(x(B), 4x(B))
F=(x(B), x(B)?)

My =4z

12

101

8.

6.

D C
Perimetro=16

5] Area=16
B

5 4 2 Jo 2 % & 8 1

Figura 17. Graficas del perimetro y del area mostradas por Angel.

En resumen, se observo que el uso de GeoGebra fue fundamental para explorar y analizar
atributos matematicos, como el area y el perimetro en este caso, mediante la manipulacion de
un punto moévil (punto B) dentro la representacion del problema. También se mostrdé como el
SGD ayud6 a superar las dificultades o recursos débiles (segun Schoenfeld) al utilizar
heuristicas como: rastro (lugar geométrico) y definicion de un punto con movimiento

controlado.
4.1.4 Cuarta sesion
La finalidad de la cuarta sesion fue que los estudiantes exhibieran los recursos obtenidos en

las tareas que realizaron fuera de clases. Para cumplir este objetivo se aprovechd el resultado

de la sesion anterior (Fig. 17) y se les solicitd lo siguiente: Demostrar algebraicamente que
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los valores asignados al area y el perimetro del cuadrado coinciden cuando la longitud de

uno de sus lados mide 4 unidades.

Resolver este problema llevd a que los estudiantes desarrollaran una serie de actividades
matematicas relacionadas con la ecuacion cuadratica como, por ejemplo: a) plantear una
ecuacion que involucrara igualar las expresiones del area y del perimetro, b) reconocer la
ecuacion como cuadratica, ¢) escribir la ecuacion en su forma general, d) identificar los
coeficientes, e) utilizar alguin método para su resolucion y f) verificar la solucion obtenida.
Ademas, permitié que se observaran los conceptos matematicos involucrados y como fueron
utilizados, asi como constatar si el uso coordinado de YouTube y Padlet ayud6 a los

estudiantes a aprender recursos o estrategias utiles para resolver el problema.

Por ejemplo, en la figura 18 se muestran los resultados de las participaciones de Miguel,
Yenyfer, Karen y Angel, quienes se centraron en plantear la ecuacién cuadratica que
involucra igualar las expresiones del area y del perimetro e identificar los coeficientes. A
pesar de que Miguel plante6 la ecuacion cuadratica adecuadamente, Yenyfer y Karen
mostraron dificultades para identificar los coeficientes (Fig. 18a). En cambio, Angel logr6

identificarlos escribiendo la ecuacion en su forma general (Fig. 18b).

/]

H - - K )

=X \2_“14 X + O =i
(l:X/bzﬁ)(/C: b.;~\/l
| ; ”

Q:X\ ’C\ \‘

a b
Figura 18. Participaciéon de Miguel, Yenyfer, Karen y Angel.

Una vez que se tuvieron los coeficientes, Ricardo aplicd la formula general y encontré las
posibles soluciones o los valores de x (Fig. 19). Sin embargo, Michel compar6 las soluciones

con la grafica que mostrd Angel en la sesion anterior (Fig. 17) y observo que la solucion x =
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-4 no coincidia. En consecuencia, Angel verifico las soluciones sustituyéndolas en la
ecuacion cuadratica planteada por Miguel y encontrd que x2 no era solucion (Fig. 20), es
decir, dio un argumento formal de lo que observd Michel y suficiente para comprobar si el
resultado encontrado por Ricardo era correcto. Ricardo corrigié el desarrollo y llego a la

solucion del problema (Fig. 21).

Figura 19. Férmula general aplicada por Ricardo.

Figura 20. Verificacion de Angel. Figura 21. Correccién del procedimiento de Ricardo.

También, Angel presentd otro procedimiento para resolver la ecuacion (Fig. 22) y validar una
vez mas las soluciones. Aplico el método de factorizacion, en particular el factor comun,

mostrando un camino mas corto para llegar a la solucion sin necesidad de hacer operaciones
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aritméticas. Ademas, escribi6 la ecuacion de la forma (x-a)(x-b) = 0 para argumentar el por

qué x = 0 se ponia de manera directa.

Figura 22. Factorizacion de la ecuacion cuadrética desarrollada por Angel.

En relacion a YouTube y Padlet, se observo que los procedimientos algebraicos utilizados por
Ricardo y Angel, eran los mismos que se desarrollaban en los contenidos de los videos de
YouTube compartidos en el Padlet (muro digital) asociado a la Tarea 1' (Fig. 23). Estos
videos que fueron seleccionados por los estudiantes, implicd una actividad de busqueda y
discriminacion de material audiovisual de contenido educativo que explicara de manera clara,
concisa y concreta, procedimientos algebraicos para resolver ecuaciones cuadraticas, que

fueron recursos necesarios para resolver la Tarea 1.

*Resolver ecuaciones cuadiaticas ponfactoriza- 8.

wid . @ & WD

Figura 23. Videos compartidos en Padlet que muestran como resolver una ecuacion

cuadratica por férmula general y factorizacion.

! La Tarea 1 se describe y analiza en la seccion 4.2.
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A lo largo de la sesion los estudiantes exhibieron recursos matematicos obtenidos mediante el
uso de YouTube y Padlet. Por ejemplo, YouTube permitié que replicaran procedimientos
rutinarios, como el uso de la férmula general para ecuaciones cuadraticas y el método de
factorizaciéon. Asimismo, accedieron a conceptos matematicos como: forma general,
coeficientes, raices y comprobacion de una ecuacion cuadratica. Por otro lado, la plataforma
Padlet fue la que sirvi6 para que los estudiantes compartieran y accedieran a informacion y

videos recopilados por ellos mismos.

4.1.5 Quinta sesion

El objetivo de la quinta sesion fue verificar si los estudiantes se habian apropiado de los
conceptos matematicos y estrategias utilizadas hasta el momento. Para esto, el profesor
propuso la siguiente actividad: a) construir un modelo dinamico de un rectangulo tal que la
altura mida el doble de la base; b) graficar la relacion entre el perimetro y la base; c)
graficar la relacion entre el drea y la base; d) observar y analizar las grdficas, e) sustentar
el analisis con argumentos algebraicos. A continuacion se presenta la evidencia de como los
estudiantes lograron apropiarse de los conceptos y estrategias aplicadas en las sesiones

anteriores.

Para construir el modelo dindmico, los estudiantes utilizaron las estrategias exhibidas en la
construccion del cuadrado. Comenzaron situando el punto A en el origen y el punto B sobre
el eje x (punto con movimiento controlado), a partir de esto se presentaron tres resultados
diferentes: a) graficaron la ecuacion y = 2x obteniendo la recta que contiene a la diagonal del
rectangulo, concluyendo la construccidon con el trazo de perpendiculares (Fig. 24a). Esta
construccion se baso en el resultado que presentd Israel cuando construy6 el cuadrado (Fig.
11); b) trazaron circunferencias para trasladar dos veces la medida del segmento AB al eje y
(Fig. 24b), asegurando que la condicion del primer inciso de la actividad se cumpla. En este
resultado utilizaron las mismas estrategias que Miguel utilizé para construir el cuadrado (Fig.
12), es decir, las circunferencias sirvieron para trasladar la medida de la base (segmento AB);
¢) definieron el vértice C como (x(B), 2*x(B)) donde B es el punto movil sobre el eje x y
trazaron las respectivas perpendiculares para construir el rectdingulo ABCD (Fig. 24c).
Definir un vértice a partir del punto moévil fue la estrategia utilizada por Monserrat y Angel

cuando construyeron el cuadrado (Fig. 13).
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2D C C D _|D C=(x(B), 2x(B))
i = 2
4 44 4
2 2 2
0 /A . 0JA B 0lA .B
0 2 ? 0 2 0 2 4
a b c

Figura 24. Construcciones dinamicas de los rectangulos con altura igual al doble de su base.

Con respecto al inciso b de la actividad, los estudiantes obtuvieron la grafica a partir de
definir un punto E cuya ordenada era el valor del perimetro en funcién de la abscisa del punto
B, observaron el lugar geométrico que describia dicho punto y finalmente identificaron la
ecuacion de la gréafica (Fig. 25). Este procedimiento mostrado por los estudiantes para
alcanzar un fin determinado (la gréafica), implic6 ordenar los resultados a los que habian
llegado Angel e Israel cuando graficaron el perimetro de la construccién dinamica del

cuadrado (Fig. 17).

12 ? E=(x(B), 6x(B)) 12 ? E=(x(B), 6xX(B)) 12 ! E=(x(B), 6x(B))
10 10 10
8 8 8
6 6 6 y = b
H
D | o} |c o |c
4 4 r 4 *
H .
Perimetro = 12 s Perimetro = 12 Perimetro = 12
2 2[ 2
0JA B 0fA B 0 B
0 b 4 5 ;0 b 4 6 0 p 4 6

Figura 25. Procedimiento para obtener la grafica del perimetro asociado al modelo dinamico.
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En el inciso c los estudiantes siguieron la misma estrategia que en el inciso anterior. Al igual
que en el inciso b, definieron un punto F cuya ordenada era el valor del area del modelo

dinamico que dependia de la abscisa del punto B, observaron el lugar geométrico que

describia dicho punto e identificaron la ecuacién de la grafica (Fig. 26).
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Figura 26. Procedimiento para obtener la grafica del area asociada al modelo dindmico.

Los estudiantes analizaron las graficas, como se solicitaba el inciso d, de la misma manera
que se hizo para el modelo dindmico del cuadrado (Fig. 17). Esto es, localizaron la
interseccion entre ambas graficas y le asignaron el punto G (Fig. 27) que corresponde al

punto con coordenadas donde el valor del area y el perimetro de la construccion coincidieron.

18 !G=(3, 18)
16
141 ,
y=1x
12
10
8 y|= 6z
_Ip]| |c
41 Perimetro = 18
Area = 18
2.
B
4 2 fo 2] 4 6 8 10

Figura 27. Visualizacion de la interseccion de ambas graficas.
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De acuerdo con los datos visualizados en la gréafica, los estudiantes plantearon una ecuacion
cuadratica (Fig. 28) con la finalidad de comprobar y sustentar los resultados obtenidos en el
SGD. Los procedimientos algebraicos utilizados para resolver dicha ecuacion fueron:
aplicacion de la formula general y factorizacion, que son los mismos que se utilizaron en la
cuarta sesion (Figs. 21 y 22). En ambos casos se llegd a la solucion esperada, es decir, se
obtuvo que la medida de la base del rectangulo tenia que ser 3 unidades y por lo tanto la

altura 6 unidades. De esta manera se le dio respuesta al inciso e de la actividad.

Figura 28. Soluciones de la ecuacion cuadratica 2x? = 6x por medio de férmula general y

factorizacion.

En esta sesion los estudiantes integraron en forma sistemdtica conceptos y estrategias que
utilizaron a lo largo de las sesiones anteriores, apoyados por GeoGebra. Por ejemplo, se
observa en la figura 24 el manejo del movimiento controlado para construir el rectangulo, es
decir, mostraron una heuristica particular del SGD. Relacionaron las propiedades del
rectangulo para construirlo ya sea por medio de rectas, circunferencias o coordenadas,
mostrando dominio en recursos de geometria euclidiana y geometria analitica. La herramienta
de lugar geométrico demostrd su efectividad al permitir que los estudiantes visualizaran el
comportamiento de los puntos definidos para representar el perimetro y el area, y llegar asi, a
las graficas solicitadas. Por Gltimo, argumentaron algebraicamente los resultados obtenidos
en el SGD que, de manera implicita, fueron recursos obtenidos en los videos de YouTube
compartidos en el Padlet asociado a la Tarea 1, es decir, aprovecharon nuevamente un recurso

que seleccionaron y compartieron fuera de clase.
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4.2 Tareas

Las tareas contenian problemas y ejercicios que los estudiantes tenian que resolver con la
ayuda del internet, es decir, tenian que buscar conceptos, formulas, procedimientos
algebraicos e informaciéon en general en diferentes sitios, como en wikis o en videos
educativos de YouTube, que brinda el internet, con la finalidad de hallar la solucion a los
distintos cuestionamientos de las tareas. El objetivo de las actividades extraescolares fue
observar si los estudiantes pueden resolver problemas rutinarios y no rutinarios inicamente
con el material revisado y analizar cémo influyen en el desarrollo de las sesiones
presenciales. En cada tarea tenian acceso a un Padlet (muro digital) para compartir
informacion e integrar la de sus compaieros a sus trabajos. A continuacién se muestran las

participaciones en Padlet, los resultados de las tareas y sus analisis.

4.2.1 Tarea 1

Para completar la Tarea 1, los estudiantes tuvieron que investigar caracteristicas y conceptos
relacionados con la ecuacion cuadratica que les ayudaran a identificar la ecuacion y sus
coeficientes, y posteriormente utilizar algin método o procedimiento matematico, encontrado

en internet, que les permitiera obtener las soluciones.

4.2.1.1 Participaciones utilizando el Padlet en la Tarea 1

En el muro se mostraron participaciones sobre cémo clasificar las ecuaciones cuadraticas, la
relacion entre su discriminante y numero de soluciones, y se compartieron videos que
ensefian métodos o procedimientos algoritmicos para resolver una ecuacion cuadratica. En la

figura 29 se muestran las participaciones mas relevantes acompafiadas de una descripcion.

Participaci()n 1 Antonio de la Cruz

Antonio, comparte una foto de un cuaderno
donde muestra la clasificacion de las
ecuaciones cuadraticas, nimero de soluciones

y métodos para resolverlas.
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Participaci(')n 2 Antonio de la Cruz
La férmula para obtener el discriminante de una ecuacion cuadratica es:
N7
Antonio, comparte una foto de un

cuaderno donde muestra la relacion 29.0( 5
que existe entre el signo del

= [ 3 v
"l daminante, de opo ecocion es B -Hac M pes
ay.dd pofd. saber el nomero de soluenes feales e

discriminante y el numero de PRSIk o PP

| B LV 77 eduaones
soluciones de una ecuacion {0 sdlusa

. - —J Ningona
cuadrética. ‘ A Eaell! 02“6

Kevin Cedillo
Este video me fue muy atil.

Participacion 3

Kevin, comparte un video sobre L)

. - PROFE
coOmo resolver una ecuacidon NET .|

cuadratica aplicando la formula

Sx(x +2) + 6 = 3

Angel Enriquez
Este video les ayudara a resolver algunos de los ejercicios de la tarea. Este video
nos muestra como llevar a cabo la factorizacion, nos explica detalle por detalle

Participaci(’)n 4 de la factorizacion.

Angel, comparte un video sobre SEEWIEH
como resolver una ecuacidn
cuadratica por medio de

factorizacion.
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Angel Enriquez

Part1c1pa010n 5 En este video se muestra como realizar las ecuaciones cuadraticas por medio de
la formula general. Este video te ayuda a identificar los valores de ab,c en
cualquier ecuacién cuadratica para llevar a cabo la formula general.

Angel, comparte un video que ayuda
a identificar los coeficientes de una
ecuacion cuadratica y aplica la
formula general para llegar a la

solucion.

Figura 29. Participaciones en el Padlet (muro digital) de la Tarea 1.

4.2.1.2 Resultados de la Tarea 1

En los ejercicios donde los estudiantes tenian que identificar las expresiones algebraicas que
correspondian a una ecuaciéon de segundo grado, se evidenciaron cuatro tipos de dificultades:
a) omiten la condicion de igualdad, b) no identifican expresiones o ecuaciones equivalentes,
) suponen que una variable, incognita o coeficiente son lo mismo y d) omiten la condicion
de a # 0. A manera de resumen, en la Tabla 1 se muestra el nimero de estudiantes que

presentan dificultades y los reactivos que exhiben dichas dificultades.

Tabla 1. Dificultades que presentaron los estudiantes para identificar ecuaciones
cuadraticas.

Nume.ro de Dificultad Evidencia
estudiantes
b)x’+5x+3>0
Omiten la condicion de Antonio: si ya que tiene un término elevado a
igualdad, es decir, identifican la potencia 2, un término elevado a la potencia
10 a la expresion ax’+bx+c 1y un término sin potencia alguna.
como la forma general de la
ecuacion cuadratica. n)(x+3)x+5)

Valeria: x =-26x =-6
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Tabla 1. Dificultades que presentaron los estudiantes para identificar ecuaciones

cuadraticas.
1mer . . .
Nu e. 0 de Dificultad Evidencia
estudiantes
do0=03-x)2 +x)
Miguel: no por que los 2 términos estan
elevados a la primera potencia y esa es una
ecuacion de primer grado.
e) x> +x?=15
Emiliano: No, porque tiene dos términos
elevados al cuadrado.
h)yx(x +1)=x
Antonio: no porque no hay ningliin termino
elevado a la segunda potencia y tampoco
ningln termino cuya potencia es 0.
. - . Karen: d d d =0
No identifican expresiones ar,en 1o €8 € Segundo gmdopordic 4 J
. estd constituye a una de primer grado.
equivalentes.
i) (x/8)°+12=x
Kevin: No.
K)y(x-1)°=0
Cesar: no porque al poner un paréntesis con
exponente 2 automaticamente los 2 términos
tienen ese exponente y no cumplen las reglas
para ser una ecuacion cuadratica o de segundo
grado.
rg’=9
Emiliano: No, porque no tiene término lineal
ni término independiente solo el cuadrado
g’ textg=k
Karen: no es de segundo grado porque solo
. . debe de contar con una variable y aqui cuenta
Consideran que una variable, .
o . con mas y no esta igualada a cero.
6 incognita o coeficiente son lo
mismo.
m)x’+3? =0
Angel: No, por que tiene 2 variables
diferentes.
DOx’+5x+3=0
. .., Emiliano: Si, porque tiene un término
8 Omiten la condicion de a # 0. porq

cuadratico, un término lineal y un término
independiente igualado a cero.
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Con respecto a los ejercicios donde tenian que identificar los coeficientes de cada ecuacion
cuadratica, los estudiantes exhiben tres tipos de dificultades (Tabla 2): consideran solo los
términos que estan en el mismo miembro que el término cuadratico, seleccionan a, b y ¢, de
forma consecutiva e identifican unicamente el coeficiente del término cuadratico. Estos
resultados pueden ser consecuencia de prescindir de la representacion de la ecuacidon en su
forma general. Angel, quién compartio el video donde se explica como identificar los

coeficientes, fue la excepcion.

Tabla 2. Dificultades que presentaron los estudiantes para identificar los coeficientes.

Numero de

. Dificultad Evidencia
estudiantes

Consideran solo los términos 9) fz =3 - - g) _3 =2x2_ - 5x B
que estan en el mismo a=1;b=0;c=0 a=2;b=-5;,¢c=0

8 ) ..
miembro que el término
cuadratico.
b) 0 =5 - 3x? €)6-x>=10
5 Seleccionan a, b y ¢, de forma a=0;b=5;¢c=-3 a=6;b=-1;c=0
consecutiva. C)-7x2+ 8 =0 f) 4x- 92 =0
a=-7;b=8;¢=0 a=4;b=-9;¢c=0
a)x’ =0 €)6-x2=10
a=1;b=0;,¢c=0 a=-1;b=6;,¢c=0
Identifican unicamente el b)0=135-3x’ f) 4x - 9x7 =0
6 coeficiente del término a=-3;b=3,¢=0 a=-9;b=4,c=0
cuadratico y asignan como b al ¢) 7,2 + 8x = ¢ g) 3 =2x2- 5x
segundo término consecutivo. a=-7;b=8,;,¢c=10 a=2;b=-5;,¢c=3
d)x*=3

a=1;b=3;¢c=0

Los tultimos ejercicios de la Tarea 1 eran resolver, mediante el método que desearan,
ecuaciones de segundo grado. Los procedimientos mostrados por los estudiantes reflejaron el
uso excesivo de la formula general para hallar las soluciones, es decir, optaron por usar la
formula general hasta en ecuaciones que podian solucionarse con un despeje directo (Fig.
30). En la figura 31 se observan dificultades que se asociaron con la aritmética y con la
seleccion adecuada de los coeficientes (como se mostrd en la tabla 2). Angel es el unico
estudiante que utilizd despeje, factorizacion y formula general adecuadamente para resolver

las ecuaciones cuadraticas (Fig. 32).
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(g) s2 =9 (c) (x=3)x+5)=0
- XA2 +5x-3x-15=0
JoAD(=9) | | Xarax-ts=o
) _T23V22 - 4W)(=15)
2 = 20D
-2+V4+60
x = V36 v 2EVERE
- 2 _ 2164
X=—g
6 x=—2i8
X = — x = 3 -
2 x1= 6/2=3 rom 101225

Figura 30. Resultados de estudiantes que solo aplican la formula general.

(i) x2-x-1=0
1+V1-4
r=—-
-2
1+V1-4
X=—"]1—
-2
1+V-3
X=——
-2
14173 _1-173
x——_2 x——_2
=-1.36 x=2.36

Figura 31. Operan con raices negativas y seleccionan incorrectamente los coeficientes.

Figura 32. Soluciones mostradas por Angel.
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4.2.1.3 Discusion de la Tarea 1 en el aula

Se utilizd una sesion para discutir los resultados de la Tarea 1 con el objetivo de determinar el
por qué los estudiantes presentaron dificultades en identificar tanto las ecuaciones cuadraticas
como sus coeficientes. Al inicio de la sesion se les preguntd a los estudiantes cudles eran las
caracteristicas o elementos que debia tener una ecuacion para que fuera cuadratica, a lo que
respondieron: 1) el mayor exponente debe ser dos; 2) a # 0; 3) tener una igualdad; 4) debe

tener la forma ax? + bx + ¢ = 0 (Fig. 33).

Figura 33. Caracteristicas que debe cumplir una ecuacion cuadratica segin los estudiantes.

Se retomaron ejercicios de la Tarea 1 para verificar si, con las caracteristicas que
proporcionaron los estudiantes, identificaban tanto las ecuaciones cuadraticas como sus
coeficientes. Por ejemplo, en la figura 34 se observa que los estudiantes afirmaron que la
ecuacion rx? + cx + g = k es cuadratica si k = 0, sin embargo, en una discusion grupal Israel
comentd que antes de elegir a los coeficientes la ecuacion debia estar igualada a cero (como

marca el punto 4 de la figura 33), por lo tanto, el coeficiente C tenia que ser igual a g - £.

Otro caso fue el de la ecuacion x(x + 1) = x (Fig. 35), en donde los estudiantes desarrollaron
el producto y seleccionaron los coeficientes sin igualar a cero (como habia comentado Israel),
es decir, obtuvieron la ecuacion x> + x = x con coeficientes a = I, b = 1 y ¢ = 1. Este
resultado generd una discusion en el grupo; Angel, argumentd que la ecuacion era x> = 0, por
la misma razén que dio su compaiero Israel, con coeficientes a = 1, b = 0y ¢ = 0, pero
Antonio considerd que no era posible dicho resultado puesto que no se iba a poder aplicar la

formula general debido a que “no habia” b y c. Por lo tanto, se sustituyeron los coeficientes
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propuestos por Angel en la formula y se obtuvo la solucién, sustentando el argumento de

Angel (Fig. 36).

Figura 34. Respuestas de los estudiantes con respecto a los coeficientes de la ecuacion

cuadratica.

Figura 35. Desarrollo del producto y seleccion de coeficientes sin igualar a cero.

Figura 36. Ecuacion y coeficientes propuestos por Angel y aplicacion de la formula general.
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Antes de finalizar la sesion, el profesor planteé la ecuacion x? + x? + 3 = ( y pregunto si era
una ecuacion cuadratica, el grupo estuvo de acuerdo en que si era porque segun ellos cumplia

con todas las caracteristicas.

En esta sesion, se observo que los estudiantes tienden a prestar atencion al término cuadratico
y al niimero de términos de la ecuacion para identificarla. Es decir, si la ecuacién contiene
tres términos y uno de ellos es cuadratico entonces es considerada como ecuacion cuadratica,
independientemente de que tengan dificultades en identificar a los términos lineal e
independiente, como se observa en las figuras 34 y 35. Esta circunstancia puede estar
relacionada con la formula general, ya que los estudiantes fuerzan las condiciones de las
ecuaciones para contar con los tres términos de donde obtendran los coeficientes (a, by ¢
distintos de cero) y poder llegar a la solucion. En resumen, los estudiantes desarrollan
adecuadamente el algoritmo para resolver las ecuaciones cuadraticas (férmula general), sin
embargo, tienen dificultades en identificarlas y en seleccionar correctamente sus coeficientes,

dando como resultado una serie de errores al momento de aplicar el algoritmo.

4.2.2 Tarea 2

En esta tarea se recuperaron preguntas de la sesion asociada a la Tarea 1, para analizar si los
estudiantes con acceso a internet, podian después de una discusion en el aula, identificar y
justificar por qué una ecuacidon es cuadratica. También, se buscd analizar si mediante la
revision de videos educativos de YouTube podian resolver problemas rutinarios y no

rutinarios.

4.2.2.1 Participaciones utilizando el Padlet en la Tarea 2

Fueron colocados dos muros digitales con una pregunta en cada uno (Figs. 37 y 38), las
cuales se tomaron de la Tarea 2, con el proposito de que sirvieran para iniciar una discusion
donde los estudiantes tuvieran que comunicar sus resultados y justificarlos. A continuacion,
en las figuras 37 y 38, se muestran las participaciones mas significativas en los muros

acompafiadas de una breve descripcion.

72



Muro 1.

Participacion 1

Capitulo 4. Resultados

Pregunta:

La ecuacion

x2+x"2+3=0

Pregunta planteada por el profesor.

Participacion 2
Karen en su

participacion argumenta
que x = x/”2.

Participacion 3

Angel reafirma el
argumento de Karen.

Participacion 4

Israel argumenta que el
exponente del término
lineal puede ser
cualquier numero
menor a dos.

Participacion 5

Miguel argumenta que
€s una ecuacion
cuadratica porque
cumple con la formula
general.

¢Es cuadratica?. Justifiquen su respuesta.

karen Gonzalez
En efecto, esta es una ecuacion cuadratica, porque cumple con la forma

ax2 + bx + ¢ =0 ya que al resolver la ecuacion, x 1/2 se convierte en raiz
cuadrada

Vx entonces aqui ya obtendremos un nlimero, pues "x" es igual a 1y la raiz
cuadrada de 1 es 1. Quedaria:

X2+x+3=0

Angel Enriquez

Si es una ecuacién cuadratica, por que como dice Karen, al elevar "x"ala 1/2 lo
podemos representar como la raiz cuadrada de "x" y como x no tiene
coeficiente ya sabemos que es 1y la raiz cuadrada de 1 es 1 entonces quedaria
X

xN2 +x+3=0

Angel Ortega

Cred que si es una ecuacion cuadratica ya que el profesional dijo que en una
ecuacién cuadratica el mayor exponente de la ecuacién es 2 y como la X esta
elevada a 1/2 no supera al dos por lo tanto yo digo que si es una ecuacién
cuadratica

Miguel Salazar

claro que si es una ecuacion cuadratica puesto que cumple con la formula
general y ademas de eso al elevar la variable "x" a 1/2 terminara siendo uno
entonces nunca excede el maximo exponente establecido para las ecuaciones
de segundo grado que es 2
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Participacion 6

El profesor hace una
intervencion solicitando
una justificacion mas
rigurosa de las
afirmaciones planteadas
por los estudiantes y
aprovecha la
participacion de Miguel
para plantear un nuevo
problema.

Participacion 7

Monserrat también
argumenta que x = x/2.
Al final responde a la
segunda pregunta del
profesor

Participacion 8

El profesor aprovecha
la participacién de
Monserrat cuestionando
a los participantes si es
correcta la solucion
propuesta por ella.

Capitulo 4. Resultados

Profe Adrian
Dudas:

1.- Los comentarios hasta ahorita hacen la afirmacién de que:

) 12
X=X

;cémo aseguran que esa igualdad es cierta?.
2.- Si la ecuacion propuesta en la pregunta cumple con ser una ecuacién
cuadratica entonces:

-5 +6=0

también lo es.

¢Cuales son sus posibles soluciones?

Montserrat Ramirez

Yo al igual que mis otros compafieros digo que si se puede utilizar al exponente
lineal con exponente en fraccién siempre y cuando sea 1/2, porque yo recuerdo
que el profesor nos dijo en clases pasadas que "elevar al exponente 1/2 viene
siendo lo mismo que elevarlo al exponente 1"

Y la solucién seria: solucién 1: 3y soluciéon 2: 2 y discriminante 1.

Profe Adrian
Montserrat comenta que una de las soluciones de la ecuacién

x2-5x"2 4+6=0
es 3, eso significa que
(B’ -53)"+6=0

;eso es cierto?. Como el termino elevado a la 1/2 causa ruido, alguien puede
decir que se obtiene si hacemos la operacion:

53)12

recuerden que pueden utilizar calculadora para revisar sus resultados, es
valido.

Figura 37. Participaciones en el primer Padlet (muro digital) de la Tarea 2.

En estas participaciones se observa que los estudiantes no debaten ni cuestionan las

participaciones de sus compaiieros, provocando comentarios repetitivos. Otro aspecto que

debe resaltarse, es que no hay seguimiento de las participaciones, es decir, una vez que los

estudiantes comentan en el muro ya no vuelven a participar. Por ejemplo, cuando el profesor
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intentd generar una discusion dando seguimiento a los comentarios previos, solo Monserrat
atendi6 una vez. Las participaciones restantes fueron repetitivas. Ademas, ningliin estudiante

compartio algun enlace o video que complementara o contrastara las respuestas de sus

compaferos.
Muro 2.
Profe Adrian
Participacion 1 Revisen el siguiente video y contesten:

¢Para qué valores de k son reales las raices de la siguiente ecuacién?
El profesor plantea un

problema no rutinario y
comparte un video de

Khan Academy que °
explica la relacion entre
el discriminante de una
ecuacion cuadratica y el ",
numero de soluciones.

kx* —6x+5=0

ax ¥ +vC= © b“"“,c, 7O = 7 whriomes

Participacion 2 Angel Enriquez

Los valores que necesita "k" en la ecuacion presentada para poder tener raices
Angel menciona que k I reales son valores distintos de 0, que "k" no valga 0 y que los valores de k sean
puede tomar valores valores con el signo negativo. Y solamente cuando "k" vale 1, este puede tener

. cualquier signo.
negativos o uno.

Participacion 3 Karen Gonzalez
Necesita tener valores negativos, para que el discriminante "b2 - 4ac" obtenga
Karen menciona que k un resultado positivo, quiere decir mayor que cero y asi tendremos dos raices

reales.
debe tomar valores

) Ty g . , ,
negativos. Sib2 -4ac>0 (positivo) tendremos dos raices reales diferentes.

Miguel Salazar

Pues aparte del video es como el maestro nos ensefio que una de las
condiciones es que "a" no puede valer 0 en este caso tomaremos como "a" a la
Miguel reafirma el} jetra "k asi que no puede valer 0, ademas si su valor no es 1 el signo tiene que
comentario de Angel. ser negativo por que si es uno puede tener cualquier signo

Participacion 4

Participacion 5 Ray Palacios
Los valores necesarios para "K" en la expresion KxA2-6x+5=0 y obtener sus
Raymundo reafirma el raices reales deben ser diferentes a cero y que este cuente con el signo

. negativo, asi lograremos obtener 2 soluciones reales y con signo positivo.
comentario de Karen. & g y gno p
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Profe Adrian
Jovenes sus respuestas son generales, lean bien la pregunta: (Para qué valores
de k...2.

Participacion 6

El profesor interviene
p L. Es decir, cuando k=1 ;tiene soluciones reales la ecuacion? ¢y si k=2? ;k=0?
con el objetivo de que k=102,

n mas preci nj .. : . _—
sea as precisos ¢ Tienen que decir cuales valores de k satisfacen la condicién de que las

sus participaciones. soluciones de la ecuacién sean reales.

Angel Enriquez
Con la ayuda del video que nos puso en profe en la tarea, pude saber como
sacar los valores de k.

Participacion 7

(\ e veloces e K <o
(fem\es gvs CqicesS de \¢ & &\_ eake (Ll\_,li‘(\o

Kt — Gx +vs=0
Q=¥ b»--G c=5

Angel revisa el video
compartido por el
profesor y muestra el

desarrollo algebraico g b?‘q'«&
que le permite ;6-{,)2- ‘{(K)(S)
encontratr, (;on uln R 20k 70
argumento formal, §
2
todos los posibles ‘ 26 >? oX
3 ,(.
valores de k. , K( ik Blat
e A P dos los wereS
[_K '3_4; mencces 4 /5.
Participacion 7 abi rodriguez

se necesitan valores negativos

Janette reafirma el para que los valores de k sean pOSitiVOS para que sea mayor que ceroy
comentario de Karen. obtener 2 soluciones

Figura 38. Participaciones utilizado el segundo Padlet (muro digital) de la Tarea 2.

Las participaciones del segundo muro evidencian, una vez mas, que los estudiantes no
discuten sus resultados y participan con los mismos comentarios que fueron compartidos al
principio. Un resultado importante de este muro fue el de Angel, quién mostré un desarrollo
algebraico estructurado a partir de revisar un video de YouTube, que explica la relacion del
discriminante con respecto al nimero de soluciones de la ecuacién cuadratica pero no
muestra ningin ejemplo o problema como el que se les planted, permitiéndole llegar a la

solucion.
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4.2.2.2 Resultados de la Tarea 2

En el ejercicio que se asocia con identificar la ecuacion x? + x/? + 3 = 0, los estudiantes
muestran las mismas respuestas que se dieron en el primer muro (Fig. 37). La consecuencia
de este resultado puede deberse a la falta de evaluacion, es decir, en ningiin momento se les
indico si la respuesta que mostraron en Padlet era correcta o incorrecta. Por otro lado, en los
problemas no rutinarios se exhibieron tres tipos de dificultades en los resultados: a)
encuentran unicamente casos particulares, b) analizan solo el signo de la variable que estan
buscando y c) usan incorrectamente la propiedad del discriminante en relacion al nimero de
soluciones. Cabe sefialar que para resolver estos problemas los estudiantes tuvieron acceso al
video que el profesor compartio en el segundo muro (Participacion 1 de la figura 38). A
continuacion se muestran los problemas no rutinarios y ejemplos de las dificultades que

tuvieron los estudiantes.

Los problemas no rutinarios que tenian que resolver fueron los siguientes:
a) (Para qué valor de k la ecuacion 3x? + 8x + k = 0 tiene una raiz real?
b) (Para qué valores de k la ecuacion kx? - 6x +5 = 0 tiene raices reales?

c) (Para qué valores de & la ecuacion 4x° + x + k£ = 0 no tiene raices reales?

Una de las dificultades que tuvieron los estudiantes al momento de resolver este tipo de
problemas, fue que al responder de forma empirica obtuvieron soluciones de casos
particulares. En la figura 39 se observa que las respuestas de los estudiantes son el resultado
de examinar cudles valores enteros positivos que se le asignan a &, cumplen con la condicion
del discriminante segun el inciso que se esté respondiendo. Por ejemplo, en el inciso b debe
cumplirse que el discriminante de la ecuacion sea mayor que cero para obtener raices reales,
es decir, que (-6)? - 4(k)(5) > 0 6 36 - 20k > 0y esto sucede cuando k < 9/5 y k # 0. Sin
embargo, los estudiantes examinan solo los casos para k = /, 2, 3, ..., dando la respuesta para

este inciso de k = 1.
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(a) ¢Para que valor de k la ecuacién 3x2 + 8x + k = 0 tiene una raiz real?

R= Para tener 2 soluciones reales tiene que ser 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(b) ¢Para qué valores de k la ecuaciéon kx? - 6x+5 =0
tiene raices reales?

Tiene que valer inicamente 1

(c)¢Para qué valores de k la ecuacién 4x? + x + k=0 no
tiene una raices reales?

Puede tener cualquier valor positivo.

Figura 39. Los estudiantes responden con casos particulares a los problemas no rutinarios.

Otra dificultad, se relacion6 con analizar inicamente los signos de la variable & suponiendo
que ésta solo toma valores enteros (Fig. 40). Por ejemplo Karen, en el inciso b responde
cuando k es menor a cero, es decir, si k£ < 0 entonces el discriminante 36 - 20k es positivo, por
lo tanto, se obtienen raices reales. Pero deja a un lado los casos cuando k puede tomar valores

positivos.

(b) ¢Para qué valores de k la ecuacién kx2 - 6x + 5 = 0 tiene raices reales? R: Cuando es menor a

0.
(b) éPara qué valores de k la ecuaciéon kx2 - 6x + 5 = 0 tiene raices reales?

Necesita tener valores negativos, para que el discriminante "b2 - 4ac" obtenga un resultado
positivo, quiere decir mayor que cero y asi tendremos dos raices reales.
Sib2 —-4ac>0 (positivo) tendremos dos raices reales diferentes.

(c) éPara qué valores de k la ecuacién 4x2 + x + k = 0 no tiene una raices reales?

Necesita tener valor positivo para que el discriminante sea negativo, menor que ceroy
entonces no se tendrd un solucidn real, ya que los nimeros negativos no tienen raices
cuadradas.

Si b2 —4ac < 0 (negativo) No soluciones reales.

Figura 40. Los estudiantes analizan el signo de k.
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Un estudiante mostrd un procedimiento algebraico como el que utilizd Angel en Padlet (ver
Participacion 7 de la figura 38), evidenciando dificultades para seleccionar adecuadamente la
ecuacion o inecuacion que relaciona al discriminante con el numero de soluciones de la

ecuacion cuadratica correspondiente a cada inciso, como se observa en la figura 41. En el

inciso c tiene dificultades con el despeje.

Figura 41. Procedimiento algebraico mostrado por un estudiante.

Los ultimos ejercicios de la tarea eran ecuaciones cuadraticas que se tenian que resolver
completando el trinomio cuadrado perfecto. Para que los estudiantes utilizaran este método
tuvieron que revisar dos videos educativos de YouTube (de julioprofe, Fig. 42) donde se les
explicaba como hacerlo. En general, los estudiantes no mostraron dificultades en solucionar

este tipo de ejercicios. Algunos ejemplos se muestran en la figura 43.

>l o) 2:49/7:54

Figura 42. Videos de julioprofe en YouTube que explican la completacion de cuadrados para

resolver ecuaciones cuadraticas.
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(a) x2-5x-6=0
X2 —5x +6.25-6.25-6=0
(x-2.5)2-6.25-6=0
(x—2.5)2-12.25=0
(x-2.5)2=12.25
vV (x-2.5)2 =12.25

Ix-251=3.5

X-25=-35 X-2.5=35
X=-3.5+2.5 X=35+25
X=-1 X=6

Figura 43. Ejercicios y soluciones de los estudiantes.

En esta tarea se observa que los estudiantes no recuperan informacion de las participaciones

que se llevaron a cabo utilizando el Padlet. A pesar del procedimiento algebraico que mostro

Angel en el muro digital (Fig. 38) para dar respuesta al problema, solamente un estudiante

intentd replicarlo en su tarea (Fig. 41). Los videos fueron de ayuda para analizar y resolver

los problemas, en el caso de los ejercicios o problemas rutinarios mostrados en la figura 43,

los estudiantes desarrollan el algebra y llegaron a la solucidén sin mostrar dificultades, en

cambio, en los problemas no rutinarios, los resultados evidencian que el material audiovisual

revisado por los estudiantes fue insuficiente para llegar a la solucion correcta.
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4.2.3 Tarea 3

La tltima tarea se conformo de actividades y preguntas que demandaron en los estudiantes, el
uso de los recursos obtenidos en las tareas y sesiones anteriores. La finalidad de esta tarea fue
analizar si los estudiantes pueden resolver problemas de ecuaciones cuadraticas, construir un
modelo dinamico, determinar las graficas asociadas a los atributos del modelo, asociar
elementos de la grafica con las ecuaciones correspondientes y argumentar algebraicamente,

es decir, si se apropiaron de los recursos y estrategias utilizados hasta el momento.

4.2.3.1 Participaciones utilizando el Padlet en la Tarea 3

En el muro Padlet se colocaron dos problemas en los que se solicitd encontrar la ecuacién
cuadratica a partir de tener una raiz o conocer el producto y la suma de las raices. Con esto,
se buscd analizar si los estudiantes exploraban nuevas propiedades, conceptos o
procedimientos, a través de investigar y compartir nueva informaciéon para resolver los
problemas. En la figura 44 se muestran las participaciones mas relevantes del muro

acompafiadas de una descripcion.

Profe Adrian
Ejercicios:

a) Una raiz de la ecuaciéon
5
3x"=10x+ k=0
es 3. Determine el valor de la constante k y halle la otra raiz de la ecuacion.
Participacion 1

Problemas compartidos | b) Halle la ecuacion cuadratica si se sabe que:

por el profesor. X +x =6

donde

son las raices de la ecuacion.
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Participacion 4

Karen, para resolver el |
sistema de ecuaciones |
del inicio b), usa |
sustitucion y genera
una ecuacion |
cuadratica, de la cual, .
encuentra sus raices por ' '

medio de la formula 6-X.° X2 A= 6._‘18 = ¢
general. Identifica la \ ‘

ecue;c(:ii(’)n cuadratica que : Xz ( G- Xz) ==
se pide. e +6Xx+1:= O ok ‘_ *m"
| VAORESDE )
XL | .;H-:f

§ [El’L..;i T+

:
e, =

=z

Figura 44. Participaciones en el Padlet (muro digital) de la Tarea 3.

En la figura 44 se observa que los estudiantes no tuvieron necesidad de buscar nueva
informacion para resolver el problema, pues fue suficiente con los procedimientos que ya
habian revisado y utilizado en otros problemas. No obstante, solo cinco estudiantes

participaron mostrando sus soluciones.

4.2.3.2 Resultados de la Tarea 3

Los resultados de esta tarea se analizan en dos partes; la primera parte muestra la
construccion del modelo dindmico y las representaciones graficas del perimetro y del area
asociadas a dicha construccion; la segunda parte se enfoca en los procedimientos algebraicos
que utilizan los estudiantes para darle sustento a la parte visual. Se presentaran los resultados

mas significativos para el andlisis.

La construccion de Angel (Fig. 45) se puede dividir en tres fases: 1) definicion de puntos, es

decir, en esta fase define los puntos necesarios para construir el modelo dindmico y los
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puntos que se relacionan con el area y perimetro de éste; 2) analisis del lugar geométrico, en
otras palabras, activacion de la opcion rastro para observar el comportamiento de los puntos
relacionados con el area y perimetro del modelo cuando éste tiene movimiento; 3) asociacion
de graficas con respecto al lugar geométrico, esto es, identificar las graficas correspondientes

a los lugares geométricos trazados por los puntos dinamicos para definirlas y, localizar o

analizar diferentes elementos de éstas.

20 H = (2.87, 18.95)

L[E=((B), Perimetro) 10 (x(B), Perimetro)

12

10 y=8x—4

(=]

E=(x(B), Perimetro)

i
i
!
§

“F:(x(B), Area)

=(x(B), Area)
F=(x(B), Area)

E'S

Perimetro = 12 Perimetro = 12

Area = 5.3 Area — 8

Area = 8
B

p 4 6 8
(0.46, -0.28)

10

16
1 4
4
: 1 2
6 i
— _ 4 ) — 2 -
D C=(x(B), 3x(B) - 2) \ § flc=x@®), 3x®) - 2) jf(.L) =3z — 2w
Perimetro = 9.63 2P§$,C=(X(B), 3x(B) - 2)
- W
G 4

0 p 4 6 8

1 2 3

Figura 45. Fases de la construccion del modelo y sus graficas elaborado por Angel.

Angel, analiz6 los lugares geométricos cuando el punto B se acercaba al origen y observo que
el camino que describian se debia a la forma en como estaban definidos los puntos E y F, es
decir, el area y el perimetro no dependian de la coordenada x del punto B, por lo tanto,
siempre se mantenian positivos. Por lo que no tuvo dificultades en asociar las graficas
correspondientes a los lugares geométricos y encontrar las intersecciones (puntos G y H),

donde segun el area y el perimetro de la construccion son iguales (fase 3 de la figura 45).

En cambio Antonio, construyd el modelo dindmico a partir de la recta y = 3x - 2 que

determina la altura del rectangulo en funcién de la coordenada x del punto A (Fig. 46),
enseguida trazd las graficas asociadas al perimetro y area de la construccion y finalizo

utilizando la opcidn rastro para verificar que los lugares geométricos coincidan con éstas.

84



Capitulo 4. Resultados

18
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16
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12
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y=3x—2 8

F=(2.8

flx) =/8x — 4

g(x)f = 3z? — 2

y=3x —2

52,18.94814)

18

16

14

12

F=(2.8¢852,18.94814)

f(x) =/8x — 4

G=(x(A), 8x(A) - 4)
g(z) = 32* — 2z
H(x(A), 3x(A)? - 2x(A))

y=3xr —2

5

12

Figura 46. Construccion del modelo y gratificacion por Antonio.

Después de estas construcciones, los estudiantes determinaron en donde corta la parabola al

eje x y qué coordenadas tiene su respectivo vértice. Para éste ultimo, utilizaron una féormula

que les permiti6 obtener la coordenada de las abscisas y asi, evaluar la funcion para encontrar

la ordenada, involucrandose en temas de evaluacion de funciones y conceptos de geometria

analitica. Los resultados se muestran en la figura 47.

Figura 47. Puntos de interseccion de la parabola y el eje x, y coordenadas del vértice.

Por ultimo, obtuvieron las posibles soluciones donde el area y el perimetro coinciden. Los

procedimientos que se observan en la figura 48 corresponden al método de completacion del

trinomio cuadrado perfecto y a la formula general.
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e 3x2—2x = 8x -4
A VALY 3x2 — 10x = -4

£ =58 2 3x2 - 10x+4=0
10+ V100 — 48

X

6
_10+V52
*= 7%
104721
=76
X1= 2.86851709182133
X2= 0.4648162415120036

Figura 48. Posibles soluciones donde el area y el perimetro coinciden.

4.3 Discusion de las sesiones y las tareas con el uso de las tecnologias digitales

El uso de GeoGebra en las sesiones permitid extender un problema rutinario, de tal manera
que los estudiantes ya no se tuvieron que enfocar Unicamente en el manejo de reglas
algebraicas, sino también en como representar el problema de una forma distinta, es decir, en
construir un modelo dinamico. Las diferentes construcciones dindmicas que se solicitaron a
lo largo de las sesiones posibilitd que los estudiantes construyeran significados de objetos
matematicos. Por ejemplo, trazar el cuadrado en GeoGebra, requiridé que se analizaran sus
propiedades geométricas para seleccionar los objetos geométricos adecuados para construirlo
y, sin importar que las longitudes de sus lados fueran modificadas, mantener dichas
propiedades. Las estrategias que utilizaron los estudiantes en la construccion del modelo
dindmico mostré cémo razonaron las propiedades de los objetos matematicos en funcion de
los comandos de GeoGebra. Por ejemplo, trazar rectas perpendiculares para construir el
angulo recto que se forma entre los lados y usar una circunferencia para trasladar la medida

de su lado.

Obtener una representacion distinta del problema permitié plantear nuevas preguntas que se

relacionaron con los atributos del modelo dindmico, tales como: ;cudl es la grafica del
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perimetro que se asocia al modelo?, ;cudl es la grafica del area que se asocia al modelo?,
(qué interpretacion se le puede dar a la interseccion de ambas graficas? y ;qué otros
elementos pueden identificase? Responder estas preguntas implicdé que los estudiantes
desarrollaran conceptos y formulas vinculados con geometria analitica. Por ejemplo, definir
un punto en funcion de una de las coordenadas de otro punto fue el resultado de construir una
regla de correspondencia que se utilizd para analizar el lugar geométrico del area o del
perimetro, identificar caracteristicas importantes del lugar geométrico que traza dicho punto
para asignarle la funcién o gréfica correspondiente y encontrar elementos bésicos de las
graficas como sus vértices o intersecciones. Es importante destacar que el uso del lugar
geométrico con el SGD fue una heuristica esencial para obtener los acercamientos o

resultados mencionados.

Las tecnologias de comunicacion (Padlet y YouTube) proporcionaron espacios de discusion
en linea y material audiovisual enfocados en brindar informacion que ayudara a resolver
problemas y ejercicios de corte algebraico, dando la oportunidad de trabajar en un ambiente
colaborativo. Los videos educativos de YouTube fueron de gran utilidad para que los
estudiantes se apropiaran de formulas, algoritmos y procedimientos algebraicos, que servirian
para resolver los ejercicios o problemas no rutinarios. Por ejemplo, la formula general, el
método de factorizacion, completacion del trinomio cuadrado perfecto y uso del
discriminante. Sin embargo, solo un estudiante pudo resolver un problema no rutinario con el
apoyo de los videos, mientras que el resto del grupo obtuvo resultados incompletos, es decir,

los contenidos de los videos parecen no aportar ideas mas alla del contenido tradicional.

Con respecto al muro Padlet, el objetivo era que los estudiantes generaran una discusion en
torno a los resultados e informaciéon compartida por sus compafieros, es decir, que
cuestionaran ideas, plantearan nuevas preguntas, argumentaran sus respuestas, exploraran
nuevos métodos, etc. Pero mas bien, sirvido como un espacio de almacenamiento de respuestas
o informacion, pues los estudiantes solo se preocuparon por obtener su participacion. Por
ejemplo, en la figura 37 el profesor intentd generar una discusion, pero los estudiantes que ya
habian participado no volvieron a comentar. En la figura 38, Angel, mostr6 un resultado con
su respectivo desarrollo y las participaciones posteriores de los estudiantes siguieron dando

contestaciones generales. A pesar de que no se logro el objetivo que se esperaba obtener con
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el muro Padlet, se aprovechd para dar seguimiento a las diferentes soluciones mostradas por

los estudiantes después de que revisaran los videos.

El uso coordinado de los nuevos medios de comunicacion y de las tecnologias de
representacion (YouTube, Padlet y GeoGebra), permitié transformar un problema de rutina en
un conjunto de actividades no rutinarias sin desatender la parte algebraica. Por medio de
Padlet y las tareas se compartieron enlaces de videos educativos de YouTube que permitieron
que los estudiantes aprendieran y/o reforzaran sus recursos algebraicos, mientras que en las
sesiones se trabajo en construir un modelo dinamico que permitiera analizar diferentes
propiedades, atributos y graficas implicitas del problema, donde los procedimientos
algebraicos ayudaron a la argumentacion de estos resultados visuales. Sin embargo, las
definiciones y los conceptos relacionados con el problema se mantienen como conocimiento
informal. Por ejemplo, en las tablas 1 y 2 se observa que los estudiantes presentan
dificultades tanto para identificar una ecuacidén cuadratica como sus coeficientes, teniendo

como consecuencia respuestas incorrectas aunque aplicaran la formula general.
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CAPITULO 5

Conclusiones y reflexiones finales

En este capitulo se presentan las conclusiones generadas con base en las preguntas de
investigacion que se plantearon, las cuales tuvieron como objetivo analizar y documentar las
caracteristicas de un ambiente de aprendizaje que incorpora el uso coordinado de los nuevos
medios de comunicacion y de las tecnologias para la actividad matematica, asi como los
acercamientos y formas de resolver los problemas que exhibe un grupo de estudiantes de
bachillerato cuando trabajan bajo este ambiente. Para finalizar el trabajo, se presentan
reflexiones referente a los alcances y limitaciones de esta investigacion, asi como posibles
areas de oportunidad que se desprenden de los resultados y que pueden reanudarse en nuevos

estudios.

5.1 Conclusiones

Primera pregunta de investigacion. ;Qué caracteriza a un ambiente de aprendizaje que
incorpora el uso coordinado de algunos medios de comunicaciéon (YouTube y Padlet) y un

Sistema de Geometria Dindmica (GeoGebra)?

Existen trabajos de investigacion centrados en analizar y documentar el impacto de usar
distintas tecnologias digitales en ambientes de resolucion de problemas (Aguilar, 2014;
Ortega, 2014 y Olvera, 2014). Todas estas investigaciones se centran en el uso de un SGD
(GeoGebra). En este estudio, el trabajo y discusion matematica entre los participantes estuvo
limitada a las interacciones presenciales que se dieron durante la clase. En este estudio, la
discusion de las ideas matematicas se extendid mas alla del salon de clase y se describen

como las tecnologias incidieron en los comportamientos del profesor y los estudiantes.

El papel de las herramientas

Se puede describir el uso de herramientas digitales en dos momentos: dentro y fuera del salon

de clases. Para la actividad matematica dentro del salon de clases el uso de GeoGebra fue
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determinante. La actividad matematica fuera del salon de clases se promovio a través del uso
del Padlet y YouTube. En cuanto al uso de GeoGebra, los resultados muestran que esta
herramienta permitio a los estudiantes representar y explorar los problemas. Es importante
mencionar que las representaciones y exploraciones iniciales de los estudiantes estuvieron
basadas en enfoques estaticos. En este contexto la herramienta facilitd la implementacion de
heuristicas de resolucion de problemas como el analisis de casos particulares por medio del
uso de tablas y construcciones dindmicas no robustas, es decir, construcciones en las cuales
no se mantienen las propiedades estructurales de las figuras al arrastrar sus elementos. En
este camino, la actividad matematica se centrd6 en obtener construcciones robustas. Un
resultado importante de esta etapa fue el uso, por parte del estudiante, de comandos como
“recta perpendicular” y “compas” para la representacion de propiedades estructurales de
cuadrados y rectangulos. Una vez obtenidas configuraciones dindmicas robustas los
estudiantes exploraron los problemas a partir de la variaciéon (movimiento controlado). En
este camino la visulizacion del rastro y lugares geométricos fueron estrategias determinantes
para que el estudiante analizara el comportamiento de puntos modviles que representaban la
covariacion de atributos (area y perimetro) de las figuras (cuadrados y rectangulos). Estas
exploraciones condujeron a estudiantes hacia una caracterizacion de los lugares geométricos
en término de sus ecuaciones. En resumen, el uso de GeoGebra fue importante no solo para
representar y explorar los problemas, sino también para generalizarlos y extenderlos; por
ejemplo la extension al problema inicial que se trabajo en la sesiones dos y cinco. Una idea
central que permea esta fase es que el uso de GeoGebra permitio transformar un problema
rutinario en una oportunidad para que el estudiante se involucrara en actividades de
exploracion, identificacion, formulacion, representacion, experimentacion, analisis de

conjeturas y la resolucion del problema.

Como producto de las exploraciones hechas por los participantes en el saléon de clases se
obtuvieron ecuaciones cuadraticas que fueron discutidas y analizadas fuera del salon del
clases con ayuda de Padlet y YouTube. Estas herramientas de comunicacion permitieron que
los estudiantes se apropiaran de férmulas y procedimientos algebraicos que sirvieron para
resolver las ecuaciones planteadas en los problemas. Los videos que seleccionaron los
estudiantes fueron los que contaban con mayor cantidad de “me gusta” por parte de los
usuarios y el criterio que utilizaron para compartirlo era si ellos podian replicarlo, es decir, si

les quedaba claro como emplear los procedimientos algebraicos y aritméticos para resolver el
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problema. Debe resaltarse que los videos ayudaron a que reforzaran o aprendieran los
métodos y recursos relacionados con resolver ecuaciones cuadriticas, sin embargo, no
mejoraron el dominio conceptual de dichas ecuaciones. Por ejemplo, Angel compartié videos
que le ayudaron a resolver correctamente una serie de ejercicios y problemas considerados
como rutinarios pero mostré dificultades en identificar una ecuacidn cuadratica. Con respecto
a Padlet fue un medio donde los estudiantes compartian soluciones y enlaces de los cuales
obtenian informacién, sin embargo, no se generaron discusiones como se esperaba. Esto
implicd que el profesor iniciara discusiones en las sesiones de trabajo dentro del salon de
clases para evidenciar el manejo de recursos y conceptos trabajados con el apoyo de las
herramientas de comunicacion. Gracias al uso coordinado de estas tecnologias los estudiantes
reforzaron notablemente sus habilidades y dominio sobre desarrollos algebraicos y
operacionales. Sin embargo, también es necesario considerar otro tipo de materiales que
mejore la interaccion y discusion de los estudiantes fuera del salon de clases asi como

modificar las estrategias de su implementacion.

El papel del estudiante

Las actividades que desarrollaron los estudiantes se analizaron en dos sentidos: actividades
dentro y fuera de las sesiones de trabajo. En las sesiones de trabajo discutieron e
interactuaron en torno a las propiedades, uso de herramientas y representacion del problema.
Fuera de clases buscaron informacién sobre métodos o procedimientos que les ayudara a
resolver el problema. Las discusiones e interacciones generadas por los estudiantes ayudaron
a plantear distintas estrategias para construir un modelo dinamico. Esto llevdo a que
visualizaran aspectos como la variacion y lugares geométricos que implicd la busqueda de
argumentos o justificaciones para dicho sistema de representacion. En este sentido, la
informacion que analizaron fuera de clases ayud6 a mejorar sus recursos algebraicos e
implementarlos para argumentar y comunicar sus resultados mediante otro sistema de
representacion. Sin embargo, esta forma de trabajo es poco comun para los estudiantes. No
cuentan con métodos para discriminar informacién y falta compromiso en la revision de

materiales audiovisuales (videos de YouTube).

El papel del profesor
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Para describir el papel del profesor se resaltan dos momentos: dentro de las sesiones de clases
y participaciones fuera del salon mediante el uso de las herramientas de comunicacion. El
profesor guid con preguntas y actividades las sesiones de trabajo que fueron determinantes
para que los estudiantes pudieran explorar, identificar y representar el problema mediante el
uso de un SGD. Mientras que con las herramientas de comunicacion le dio seguimiento a los
resultados y videos compartidos por los estudiantes. Las preguntas y actividades que formuld
el profesor en las sesiones se centraron en que los estudiantes analizaran y buscaran
diferentes caminos para representar el problema. Sin embargo, los estudiantes mostraron
algunas dificultades que el profesor no detectdé inmediatamente durante la discusion con los
estudiantes, al momento de graficar el drea asociada a la construccion dindmica del cuadrado.
Esto demuestra que el profesor debe tener un amplio dominio o ser experto en el uso de las
herramientas digitales, para que pueda extender y conectar los diferentes acercamientos y
resultados mostrados por los estudiantes. Con respecto a las herramientas de comunicacion el
profesor utilizé6 YouTube y Padlet para trabajar problemas y ejercicios fuera de las sesiones
de clases con la intencion de generar una discusion alrededor de las soluciones y conceptos
asociados a los problemas. Los resultados observados es que los estudiantes solo exponen sus
soluciones y revisan el minimo de informacidén para completar sus actividades. En este
sentido, es importante proponer distintos caminos que ayuden a mejorar el compromiso e

interaccion por parte de los estudiantes cuando usan las herramientas de comunicacion.

Segunda pregunta de investigacion. {Qué acercamientos y formas de resolver los problemas
muestran los estudiantes cuando usan sistematicamente algunos medios de comunicacion y

un Sistema de Geometria Dinamica?

En este sentido, se puede decir que el uso sistematico de los nuevos medios de comunicacion
y de las tecnologias para la actividad matematica favorecieron los héabitos de razonamiento
matematico. La construccion de modelos dindmicos permitidé que los estudiantes
construyeran e identificaran objetos matematicos y conceptos, definieran variables, buscaran
relaciones, analizaran casos mas simples, hicieran deducciones e interpretaran las soluciones.
El acceso a los videos educativos de YouTube ayud6 a que los estudiantes aprendieran a
organizar las soluciones mediante calculos y manipulaciones algebraicas, asi como a verificar
y argumentar dichas soluciones. Las participaciones en Padlet promovieron la comunicacion

de resultados, lo que implico el refinamiento de las soluciones. En otras palabras, estas
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tecnologias en conjunto favorecen el analisis de un problema, la implementacion de una

estrategia, el uso de conexiones y la reflexion de la solucion.

En las sesiones de trabajo, el uso de GeoGebra permitié que los estudiantes examinaran y
analizaran el tipo de herramientas con las que contaban y las propiedades geométricas de la
figura a construir, con la finalidad de representar el problema como un modelo dinamico que,
como consecuencia, podian explorar comportamientos matematicos de una familia de objetos
a través del arrastre, buscar el lugar geométrico, y expresar numéricamente los atributos o
graficas del modelo. Por ejemplo, en la construccién del cuadrado se observd que Israel
utilizd la herramienta (comando) poligono regular, que construye el cuadrado de manera
automatica, esto le permiti6 analizar el lugar geométrico de uno de sus vértices y graficarlo,
para posteriormente trazar el cuadrado sin ayuda del comando. Es decir, gracias al SGD el
estudiante descubre una propiedad del cuadrado y genera un plan para trazarlo. Otro caso fue
el de Miguel, quién utilizé el comando circunferencia para trasladar la medida del segmento
dado a uno de los ejes y completar la construccioén del cuadrado. Ambos resultados exhiben

una forma distinta de pensar el problema en términos de los comandos.

Trazar las gréaficas relacionadas con el perimetro y el area de los modelos dindmicos, fue una
actividad que evidencio6 el uso del SGD como un instrumento de verificacion. Por ejemplo, en
la figura 15 se observa que los estudiantes definen los puntos (E y F) que describen el
comportamiento del perimetro y area cuando se mueve el punto B, sin embargo, trazan dos
rectas que pasan por cada punto respectivamente y el origen, asignandolas como las graficas
correspondientes al modelo. Enseguida activan el rastro de los puntos E y F (Fig. 16),
permitiéndoles observar que la recta AF no representaba a la grafica del area, ademas se
generd una discusion en torno a los lugares geométricos. En la Tarea 3 (Fig. 46) Antonio

también usa la opcidn rastro para verificar si sus graficas eran correctas.

La revision de los videos educativos de YouTube aport6 el sustento algebraico al andlisis y
soluciones visuales encontradas con GeoGebra. Es decir, los estudiantes aprendieron o
reforzaron formulas, célculos y procedimientos algebraicos que les permitieron expresar los
resultados visuales en términos algebraicos, consiguiendo una representacion distinta para la
soluciéon que sirve como sustento o argumentacion. Por ejemplo, en la cuarta sesion se

observa que los estudiantes plantean una ecuacidon cuadratica a partir de las graficas
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mostradas por Angel (Fig. 17), de la cual, identifican sus coeficientes, aplican la formula
general y factorizacion y verifican resultados (figuras 19, 20, 21, 22). Estos procedimientos
son los mismos que se muestran en los videos de YouTube que compartieron en Padlet (Fig.

29).

Padlet se pensd6 como un medio para que los estudiantes discutieran sus acercamientos y
refinaran sus resultados finales, sin embargo, solo participaban compartiendo una solucién o
informacion, sin atender o revisar las participaciones de sus compaiieros. Por lo tanto, sirvid
como un espacio donde el profesor podia dar seguimiento a los resultados mostrados por los
estudiantes. Por ejemplo, con el uso de los muros digitales se observd que un video de
YouTube compartido para resolver un problema no rutinario fue insuficiente, pues los
estudiantes muestran respuestas generales o de casos particulares sin justificar

matematicamente. Es decir, Padlet permitié observar esa limitante del video.

5.2 Reflexiones finales

Las interacciones entre estudiantes y profesor, asi como las formas de resolver el problema y
actividades relacionadas, fueron resultado del uso coordinado de las tecnologias digitales en
esta investigacion. Por un lado, el SGD ayud6 a que un problema rutinario se convirtiera en
una actividad productiva donde los estudiantes tuvieron la oportunidad de identificar y
explorar relaciones matematicas, representar, analizar, argumentar y conectar diferentes
conceptos y contenidos matematicos a partir de la extension del problema. Por otro lado, los
nuevos medios de comunicacién ayudaron a que los estudiantes se involucraran en procesos
de busqueda de informacion, revision de material audiovisual, discriminacion y

comunicacion de resultados.

Los resultados de esta investigacion pueden servir como guia para implementar el uso
coordinado de los nuevos medios de comunicacion, como YouTube y Padlet, y las
tecnologias de representacion, como GeoGebra, en actividades de ensefianza aprendizaje que
desarrollen en el estudiante una forma de pensar y disposicion hacia el estudio de las
matematicas, donde exhiban distintas formas de representar fenomenos, identifiquen

relaciones y patrones, formulen conjeturas, justifiquen y comuniquen resultados.
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Capitulo 5. Conclusiones y reflexiones finales

Como el uso coordinado y sistematico de este tipo de tecnologias permite que los estudiantes
puedan reforzar o aprender formulas, cédlculos o procedimientos algebraicos por su cuenta,
entonces es posible que los profesores dispongan de tiempo para plantear problemas no
rutinarios sin desatender el curriculum. Asi, los estudiantes comienzan a desarrollar distintos
habitos de razonamiento matematico, extender o buscar conexiones y eventualmente formular
sus propios problemas o preguntas. También, puede promover que los estudiantes sean parte
de una comunidad que, como cualquier otra, les permite aprender de las ideas expuestas por
los integrantes asi como compartir las suyas. En este sentido, el entendimiento o comprension
de las ideas matematicas pueden ser mas accesible al resolver cuestionamientos y problemas

tanto en aula como fuera del horario de clases.

Una de las limitaciones de esta investigacion fue el no encontrar videos educativos de
YouTube que promuevan la discusiéon o formulacion de preguntas matemadticas. Otra
limitacion fue el uso que tuvieron los estudiantes del Padlet ya que, aunque hubo
participaciones, no se logrd el objetivo de generar una discusion grupal. Por lo que, una
posible ruta de investigacion puede ser en la busqueda de ;como utilizar Padlet, YouTube u
otro medio de comunicacion para que incentive la discusion de resultados por parte de los
estudiantes? Y ;como profesores y estudiantes pueden disefiar materiales audiovisuales que

se centren en promover ambientes de resolucion de problemas?
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