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Resumen

El objetivo de este estudio fue analizar el valor epistémico o la credibilidad que se
manifiestan cuando los estudiantes de licenciatura, con conocimientos de demostracion,
enfrentan tareas de interpretacion y construccion de pruebas localmente vélidas de
ciertas configuraciones geomeétricas, de las que plantean situaciones de conflicto. Se
propuso a los estudiantes una serie de enunciados que son validos para un nimero finito
de casos, esto con el fin de observar los cambios en el valor epistémico asociado a la
figura y a la informacion discursiva formada por teoremas, definiciones y
conocimientos matematicos previos. Observamos el grado de conviccion de los
estudiantes sobre las evidencias que aportod la figura, el cual fue detectado en tres
niveles o momentos. En el primero se considerd a la figura como una fuente de
evidencia, en el segundo se dudd de ella incorporando la informacion de propiedades y
relaciones de forma incipiente y en el tltimo momento las propiedades ganaron espacio

y fueron ellas la fuente de evidencia fundamental.
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Abstract

The aim of this study was to analyze the epistemic value or the credibility that are
appeared when undergraduate students, with knowledge of proof, deal with
interpretation and construction activities of locally valid proofs about certain geometric
configurations, these activities set out conflict situations. It was proposed to students
series of statements that are valid for a finite number of cases in order to observe
changes in the epistemic value associated to the figure and the discursive information
which consist of theorems, definitions and previous mathematical knowledge. We
observed the conviction grade of the students about the evidences that are provided by
the figure, that grade was detected in three levels or moments. The figure, in the first
moment, was considered as a source of evidence by the students, in the second they
doubted figure incorporating information of properties and relations in an incipient way
and in the last moment the properties took space and were the source of fundamental

evidence.
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1. Introduccion

El desarrollo de la comprension de los procesos de prueba en Geometria euclidiana por
parte de los estudiantes resulta bastante complejo en la ensefianza y aprendizaje de ésta.
Debido a que la relacion entre los aspectos tedricos y el dibujo de la figura en cuestién
es critica para el desarrollo de estos procesos. En otras palabras, las propiedades
derivadas de los aspectos estructurales pueden estar en conflicto con los dibujos

disponibles a los estudiantes.

En particular, en este trabajo estamos interesados en analizar el valor epistémico® o la
credibilidad que se manifiesta cuando los estudiantes de licenciatura, con conocimientos
de demostracion, enfrentan tareas de interpretacion y construccion de pruebas
localmente vaélidas de ciertas configuraciones geométricas, en las que se plantean
situaciones de conflicto, trabajadas con apoyo en razonamientos inductivos, abductivos

y deductivos.

En este trabajo consideramos fundamental que los estudiantes enfrenten situaciones de
validacién para asumir la responsabilidad de confrontar la verdad y en las que se
establezcan conflictos cognitivos, esto con el fin de fomentar un cambio en la
credibilidad de los aspectos perceptuales hacia las propiedades estructurales de las

figuras.

También consideramos los diferentes tipos de discursos que se establecen en el aula: el
propio de la matematica y aquel que se establece en el lenguaje comdn, lo que nos lleva
a distinguir entre argumentacién y demostracion. Ademas de considerar el uso de la
deduccion, la induccion y la abduccion como estructuras que organizan la

argumentacion.

Por otra parte, la actividad experimental consistié en proponer una serie de enunciados
que son validos para un namero finito de casos con el fin de observar los cambios que
en el valor epistémico de la figura por un lado y la informacién discursiva formada por
teoremas definiciones y conocimientos matematicos previos por el otro. También se

formularon problemas en los que se fomenta el uso de los razonamientos inductivos,
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abductivos y deductivos. Ademas de promover en los estudiantes un modelos de accién
particular, en estos ultimos problemas mencionados, con el fin de establecer un motor

de busqueda de las propiedades estructurales de las figuras.

Observamos el grado de conviccion sobre las evidencias que aporta la figura el cual fue
detectado en tres niveles 0 momentos que van desde considerar a la figura como una
fuente de evidencia, para luego dudar de ella incorporando la informacion de
propiedades y relaciones de forma incipiente, en el Ultimo momento las propiedades

ganaron espacio y eran ellas la fuente de evidencia fundamental.



2. Antecedentes del problema

1.1 Introduccion

En el presente apartado daremos una breve resefia historica sobre el surgimiento de la
demostracion en Geometria. También trataremos los antecedentes de la demostracion
desde el punto de vista de la investigacion actual en Matematica educativa para luego
centrarnos en analizar los contenidos de los programas de estudio de Matematicas y los
contenidos de algunos libros frecuentemente utilizados.

En esta ultima direccion se han realizado estudios que analizan el desempefio de los
estudiantes con respecto a la demostracion en los niveles superiores de educacion. Por
ejemplo, Jones (2000) estudi6 la experiencia de los estudiantes con la prueba
matematica en los niveles universitarios, el autor muestra que los estudiantes pueden
completar su grado académico sin tener una imagen completa de lo que constituye una

demostracion y como ésta se desarrolla.

Por su parte, Alibert y Thomas (1991) consideran que la demostracion es parte
fundamental y necesaria en el proceso de construccion del conocimiento matematico,
idea con la cual coincidimos, sin embargo, adquirir el conocimiento suficiente de lo que
constituye, significa y da sentido a las pruebas matematicas es una de las principales

dificultades de los estudiantes que comienzan un estudio formal de la matematica.

A continuacion veremos algunos aspectos que fundamentan el problema que deseamos
investigar en este trabajo, para lo cual pasaremos a presentar: 1. Una breve resefia
historica de la Geometria, 2. Investigacidbn en matematica educativa sobre la
demostracion, 3. Programas de estudio de matematicas, 4. Libros de texto de Geometria

plana.

1.2 Breve resefia histérica de la Geometria

La historia de la matematica y su aprendizaje muestran que la matematica se encuentra
en un continuo cambio y construccién, donde sus elementos no permanecen fijos y
estaticos, sino que evolucionan y se transforman de acuerdo a las exigencias de cada

época o periodo.



En el caso de la Geometria, diversos autores como Bell (1949/2011), Eves (1969) y
Kline (1972) sefialan que los indicios de lo que hoy conocemos como matematica se
debieron a la necesidad préctica de aspectos de la agricultura. Sin embargo, no fue hasta
que se logré abstraer las relaciones generales de estos fenOmenos que se pudieron
establecer propiedades, por ejemplo, de la figura geométrica, asi como establecer un
medio de validacion eficaz que permitio que se constituyera en una disciplina. Un breve
repaso por la historia nos muestra algunos aspectos generales que se consideraron para

la validacion de los resultados geomeétricos.

Los primeros avances en esta area aparecieron en civilizaciones como la Babilonica y
la Egipcia, en las que se lograron resultados que establecian ciertas relaciones
geométricas, por ejemplo: reglas para calcular areas y volimenes, aproximaciones de la
relacion entre la circunferencia y el diametro de un circulo y el hecho de que reconocian
ciertas proposiciones como lo que después fue llamado teorema de Pitagoras (Eves,
1969).

Los resultados obtenidos entonces se basaron en tanteos y procedimientos empiricos,
obteniendo buenas aproximaciones, al mismo tiempo que algunos resultados
incorrectos, pero aproximados. Estos resultados fueron suficientes para cubrir las
necesidades de esas civilizaciones (Eves, 1969). Este periodo de la matematica puede
considerarse como una época en la que los esfuerzos se dirigian hacia la busqueda ante
todo de soluciones de problemas especificos en los que eventualmente aparecian las

reglas operatorias.

Pero fue hasta la llegada de los griegos que se concibio a la matematica como deductiva
y con ellos aparecid el término “demostracion” (Bell, 1949/2011). El hecho de haber
comprendido que una proposicion matematica requeria de una formulacion de cierto
tipo y que no era suficiente exhibir un nimero grande de casos en los que se verificara 'y
el hecho de solicitar un cierto tipo de justificacion supuso un gran progreso en la

historia de la matematica, aparecié entonces la demostracion.

Entre los griegos mas destacados relacionados con la idea de demostracion se encuentra
Tales de Mileto (630 a.c.-545 a.c.) a quien se le atribuyen varios resultados geométricos
elementales, cuyo valor radica no en su contenido, sino en el empleo de razonamiento
deductivo como base de sus argumentos, en lugar del uso de la intuicion y la

experimentacion (Eves, 1969).



Otro griego sobresaliente en este sentido fue Pitagoras (572 a.c.), quien propuso y
demostré resultados importantes, por ejemplo propiedades relacionadas con las
paralelas, la teoria de la proporcion limitada a cantidades conmensurables, el llamado
teorema de Pitagoras, entre otros. Una de las caracteristicas de las demostraciones en
esa epoca fue que eran mas convincentes que rigorosas, debido a que sus premisas

consistian de hechos que eran considerados obvios y evidentes en si mismos.

Por otra parte, Jankhe (2010) muestra la relacion entre el dialogo y el debate establecido
por los griegos como un modelo de organizacion y progreso del método axiomatico
deductivo en matematicas. El autor sefiala que en un principio el estatus epistémico de
los axiomas era indefinido, es decir, los axiomas podrian ser considerados verdaderos,
probables o incluso incorrectos. El autor basado en los estudios realizados por Szabo
(1960) afirma que:

De acuerdo con Szabo, los tres conceptos de hipdtesis, aitema (postulado) y
axioma tienen un significado similar en las dialécticas pre-platonicas y pre-
aristotélicas. Todos ellos designaron a aquellas proposiciones iniciales sobre los

cuales los participantes en un debate dialectico deberian estar de acuerdo...

Szabé (1960) muestra que el uso pre-aristotélico del término axioma fue bastante
similar al término aitema, de modo que axioma significa un enunciado sobre el
cual los participantes de un debate tienen un acuerdo o cuya aceptacion dejaron
como indecidida. Por otra parte, deja en claro que las proposiciones designadas
en los Elementos de Euclides como axiomas o0 nociones comunes se habian puesto
en duda en el periodo temprano de la filosofia Griega, a saber por Zenén en la
escuela Eleética (siglo quinto A.C.) Janhke (2010, p.19).

Continuando con el proceso de cambio del estatus epistémico de los axiomas Jankhe
(2010) nos dice:

“En un segundo periodo, comenzando con Platon y Aristoteles (400 A.C) los
términos axioma y aitema cambiaron dramaticamente su significado; ahora ellos
designaban proposiciones consideradas absolutamente verdaderas. Por lo tanto,
el estatus episttmico de un axioma no seguia siendo indefinido sino
definitivamente fijo. Este cambio en el estatus epistémico siguid mas o menos

natural porque en ese momento los matematicos habian comenzado a construir



teorias. Los axiomas fueron supuestos como verdaderos de una vez por todas, y
los matematicos se interesaron en derivar tantas consecuencias a partir de ellos
como fuese posible.” Janhke (2010, p.20).

Desde nuestro punto de vista, el autor sugiere que la préctica de un discurso racional
provee un modelo para la organizacion de una teoria matematica de acuerdo al método

axiomatico deductivo.

Esta organizacion axiomatica deductiva de las proposiciones fue un principio
establecido por los griegos en los tiempos de Euclides que deberia aplicarse no solo a la

matematica, sino a cualquier campo de conocimiento (Janhke, 2010).

Asi pues, fue gracias a Euclides (325 a.c.-265 a.c.) y su obra los Elementos, que se
logro sistematizar la Geometria a partir de 5 postulados o axiomas (Eves, 1969). El gran
éxito de Euclides fue sugerir los elementos minimos que sustentaron la Geometria, esto
se debid a la formulacidn explicita de los axiomas, que eran considerados evidentes por
si mismos. Sin embargo, en la actualidad esta afirmacién sobre la evidencia es
considerada insuficiente en el marco de una matematica que privilegia al rigor y la

formalidad.

Bajo esta Optica, también se considera que en la obra de Euclides existen algunos fallos
I6gicos como proposiciones no demostradas y definiciones circulares, de la misma
manera hay algunas objeciones actuales debido al uso de evidencias empiricas para
validar (Kline, 1972). A pesar de estos detalles, se considera a los Elementos de
Euclides como el primer gran progreso en la historia del pensamiento matematico, ya
gue con esta obra se logrdé una estructura, un procedimiento y un criterio para la
matematica que se apoyaba en las cadenas deductivas para su funcionamiento (Eves,
1969).

Por ultimo, destacamos el surgimiento de las Geometrias no euclidianas, que
surgieron a partir del debate que provoco la necesidad de demostrar la independencia
del quinto postulado de Euclides. El impacto que este descubrimiento tuvo en la
matematica, se relaciona con la idea de que los axiomas dejaron de ser considerados
como evidentes por si mismos. Se veria después que los axiomas de las teorias no
euclidianas y la propuesta por Euclides pueden ser considerados consistentes unos con

otros y que finalmente son sustentos de las teorias respectivas (Eves, 1969).



1.3 Investigacion en matematica educativa sobre la demostracion

La investigacion reciente acerca del aprendizaje y ensefianza de la demostracién, ha
sido abordada desde distintos puntos de vista y se han considerado diversos elementos

que intervienen en su desarrollo escolar.

En particular, para los fines de esta investigacion, destacamos entre otros los que se
refieren a los aspectos epistemologicos de la demostracion (Balacheff, 2004, 2008), sus
aspectos cognitivos (Tall, 1999), la relacion entre el razonamiento y la demostracion
(Yackel y Hanna, 2003), las creencias de los estudiantes (Chazan, 1993),la relacion
entre la argumentacién y la demostracion (Duval, 1999b; Garuti, Boero y Lemut 1998;
Boero, Garuti y Lemut, 2007), la demostracion en Geometria (Mclure, 2000), el rol de
la visualizacion y la imagen en la demostracion (Hanna y Sidoli, 2007; Mariotti y
Antonini, 2009) vy las dificultades que enfrentan los estudiantes en la demostracion

(Harel y Sowder, 2007), trabajos que brevemente abordaremos a continuacion.

Sobre los aspectos epistemoldgicos de la demostracion, Balachef (2004, 2008) abordd
la existencia de un significado compartido de la prueba matematica y la diversidad de
enfoques entre los investigadores en el campo de la matematica educativa. El autor
establece que las diferentes posiciones epistemoldgicas influyen en las investigaciones

sobre la ensefianza de la demostracion.

“El mirar a la demostracion desde una perspectiva matemdtica o una
psicoldgica, o desde una perspectiva légica o socio-linglistica, puede conducir a
diferentes afirmaciones, pero lo que es importante, entonces, es relacionar estas
diferencias para explicar la naturaleza de la demostracion con el fin de mantener
la integridad del objeto que estudiamos y para garantizar la relevancia practica
de la investigacion. Recientemente, la situacion de nuestro campo de
investigacion es bastante confusa, con diferencias profundas en las maneras de
entender que es la prueba matematica dentro de la problematica de la ensefianza

y el aprendizaje, pero éstas permanecen sin especificar. *“ (Balachef, 2008, p.501)

Por otra parte, Tall (1999) y Tall, Yevdokimov, Koichu, Whiteley, Kondratieva, &
Cheng (2012) estudiaron el desarrollo individual de las pruebas adecuadas en los

distintos niveles educativos. Se concentraron en las caracteristicas del desarrollo



cognitivo de las pruebas, enfatizando las maneras como los individuos desarrollan sus
construcciones desde las acciones y percepciones del mundo real hacia el mundo mental

del conocimiento matematico. Tall (1999) mantiene que:

“Aunque los expertos en matematicas pueden afirmar que comparten una nocion
coherente de la demostracion, el desarrollo cognitivo de la demostracion es
dependiente de la estructura cognitiva y las representaciones disponibles para el
estudiante en un momento dado. El concepto formal de demostracién en términos
de la definicion y deduccidén ldgica tiene una dificultad cognitiva significativa;
éste requiere una inversion de ‘“conceptos descritos verbalmente” hacia

“definiciones verbales que prescriben conceptos” (Tall, 1999, p.134)

Por lo tanto, Tall (1999) sostiene que es necesario considerar el desarrollo cognitivo del

estudiante en las pruebas presentadas en el aula, comenta:

“El desarrollo cognitivo de los estudiantes necesita ser tomado en cuenta de
modo que las pruebas sean presentadas en formas que son potencialmente
significativas para ellos. Esto requiere que los educadores y los matematicos
reformulen la naturaleza de la prueba matematica y consideren el uso de
diferentes tipos de pruebas relacionadas con el desarrollo cognitivo del
estudiante” (Tall, 1999, p.135)

Otro aspecto importante es el abordado por Yackel y Hanna (2003) quienes analizan la
importancia del razonamiento y la demostracion. Muestran estudios que intentan
explicar qué significa el razonamiento y como los estudiantes aprenden a razonar

matematicamente.

Los autores mantienen que es muy complejo hablar del término “razonamiento”, ya que
su significado es aceptado universalmente sin ninguna aclaracion. Sugieren una forma
de entender al razonamiento matematico, esta perspectiva sostiene que el razonamiento
matematico es una actividad comun en la cual los estudiantes participan con la

interaccidn de otros para resolver problemas matematicos.

Los estudios sefialados por Yackel y Hanna (2003) muestran que los estudiantes en los
grados escolares elementales pueden sumergirse en este tipo de actividades, como
desarrollar y verificar conjeturas usando razonamientos deductivos e inductivos. Sin

embargo, el desarrollo de la comprension de la prueba matematica permanece como un
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reto a superar para los estudiantes y es bastante complejo crear una atmosfera en el aula

que permita fomentar el razonamiento, la explicacion y la justificacion.

Lo anterior, debido a que el razonamiento empleado en matemaéticas es muy distinto al
empleado en la vida cotidiana e incluso puede existir un conflicto entre ellos en
determinadas situaciones. Ya que en el razonamiento de la vida cotidiana no se requiere
del rigor matematico para las justificaciones de las afirmaciones y la aclaracion de sus

supuestos, teoremas y reglas de inferencia (Yackel y Hanna, 2003).

Por su parte, Balacheff (1991), citado por Yackel y Hanna (2003, p. 233), subraya que
cuando el énfasis en la instruccion se hace sobre la forma de lo escrito y no en el
razonamiento de los estudiantes, éstos no logran desarrollar una valoracion del rol de la

prueba matematica como una herramienta que establece la validez de un enunciado.

Por lo tanto, una tarea en la matematica educativa es desarrollar maneras significativas y
adecuadas para ayudar a los estudiantes a comprender las demostraciones formales
desde sus explicaciones, justificaciones y experiencias tempranas de razonamiento
(Yackel y Hanna, 2003).

Por otro lado, en el terreno de las creencias de los estudiantes, Chazan (1993) realiz6 un
estudio sobre la comprension de los estudiantes en cuanto a las similitudes y diferencias
entre problemas de medicion y la prueba deductiva. En €l se destacan dos conjuntos de
creencias problematicas que los estudiantes tienen sobre la argumentacion deductiva y

la empirica.

La primera consiste en considerar la evidencia como prueba, al respecto Chazan (1993)

mantiene que:

“Algunos estudiantes sostienen que la medicion, como la escritura de una prueba
deductiva, puede permitirle a uno alcanzar conclusiones que son ciertas, que son

aplicables a los conjuntos que tienen un numero infinito de miembros”. (Chazan,

1993, p.361)

La segunda consiste en considerar la prueba deductiva como simple evidencia. Chazan
(1993) afirma que algunos estudiantes ven a las pruebas deductivas en Geometria como

pruebas para un solo caso, el caso que representa el diagrama asociado.



Estos resultados nos muestran que los estudiantes manifiestan creencias contrarias a
algunas nociones aceptadas acerca de la prueba matemética y que es necesario un
trabajo especifico con el fin de establecer un cambio en los valores epistémicos de los

estudiantes.

Por otra parte, las relaciones entre argumentacion y demostracioén han sido abordadas
por diferentes investigadores y han mantenido una discusion sobre este tema. Una
postura es la desarrollada por Duval (1999b), quien establece que existe una ruptura
cognitiva entre la argumentacion y la demostracion, esto es, que pasar de la
argumentacion a un razonamiento valido implica un descentramiento especifico que no

se favorece por la discusion o por la interiorizacion de una discusion.

Sin embargo, existe otra postura que pretende resolver en cierto sentido a la anterior y
es la propuesta por Boero, Garuti y Lemut (1998) quienes consideran que es posible
cerrar esa brecha a través de la unidad cognitiva de teoremas, que consiste en la
continuidad existente entre la produccion de una conjetura y la posible construccion de

su prueba.

Los estudios basados en la unidad cognitiva no niegan que existe la distincion entre
argumentacion y demostracion, sino que se centran en la idea de una posible

continuidad entre ellos en lugar de una ruptura (Mariotti, 2006).
Asi, las investigaciones realizadas bajo esta perspectiva, mantienen que:

“durante la produccion de una conjetura, el estudiante trabaja progresivamente
su proposicion a través de una actividad argumentativa intensa funcionalmente
entremezclada con la justificacion de la plausibilidad de sus opciones. Durante la
siguiente etapa de demostracion de enunciados, el estudiante se conecta con este
proceso en una manera coherente, organizando algunos de los argumentos
producidos previamente conforme a una cadena l6gica” (Garuti, Boero y Lemut
1998, p.249).

La investigacion experimental muestra que una prueba es mas accesible para los
estudiantes si una actividad de argumentacidon es desarrollada para la produccién de una

conjetura (Boero et al, 2007).
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Por otra parte, distintos autores han visto a la Geometria como una oportunidad para la
introduccién a la demostracion y a los sistemas axiomaéticos. Por ejemplo, Mclure
(2000) considera a la Geometria euclidiana como un lugar muy favorable para comenzar
un entrenamiento matematico con los estudiantes y mantiene que los Elementos de

Euclides son una herramienta valiosa para ensefiar los métodos deductivos.

Segun Mclure (2000), la Geometria Euclidiana, a diferencia de otras materias como
Algebra lineal y Analisis Matematico, involucra objetos familiares que pueden ser
ensefiados visual y verbalmente, ademas de que las afirmaciones que se hacen sobre
éstos son accesibles a los estudiantes. El autor también sostiene que los métodos ldgicos
tienden a ser menos sutiles que en otras partes introductorias de las matematicas; debido
a que, por ejemplo, ellos involucran menos cuantificadores. Por ultimo, mantiene que es
posible alcanzar un aprendizaje importante en este tema sin tener una perfecta

comprension sobre los sistemas axiomaticos.

Uno de los aspectos intrinsecos en el estudio de la Geometria es el relacionado con el
papel y la naturaleza de la visualizacion y las imagenes o representaciones visuales. En
lo referente a la investigacion sobre el potencial y el rol de estos aspectos en la
demostracion, no hay un acuerdo entre los investigadores y es abordado desde
diferentes perspectivas.

Por ejemplo, Hanna y Sidoli (2007) muestran un estudio sobre las maneras en que es
discutida la visualizacion en la filosofia de las matematicas, donde destacan aspectos

relacionados con la justificacion y la explicacion.

En el estudio, los autores mantienen que hay una controversia sobre el rol de la
representacion visual en la demostracion y muestra tres posturas que se tienen al
respecto, las cuales consisten en ver a la representacion como un complemento o como

una demostracion en si misma o bien como una parte integral de la prueba matematica.

La primera postura mantiene que las representaciones visuales no pueden ser méas que
complementos en la demostracién y su rol consiste en ser facilitadores en la
comprension de la matematica en general. Por ejemplo, Francis (1996), citado por
Hanna y Sidoli (2007, p.74), mantiene que el uso de graficos por computadora no obvia

la necesidad del rigor en la verificacion del conocimiento adquirido a través de la
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visualizacion y que esta clase de experimentacion no reemplaza la metodologia

desarrollada por los matematicos.

Una segunda postura sostiene que las representaciones visuales pueden constituir una
demostracion y no ser solamente herramientas heuristicas. Por ejemplo, Barwise y
Etchemendy (1991, 1996), citado por Hanna y Sidoli (2007, p.74), buscan maneras de
formalizar el razonamiento diagramatico y argumentan que es posible construir
argumentos légicos y rigorosos basados en representaciones visuales. Un
cuestionamiento a la postura es como extraer la informacién implicita de estas
representaciones de tal manera que se produzca una demostracién valida sin el uso de

sentencias.

La tercera postura mantiene que las representaciones visuales no constituyen una
demostracion pero si juegan un rol esencial en las pruebas matematicas. Por ejemplo,
Casselman (2000, citado por Hanna y Sidoli, 2007, p.74) exploré el uso de las imagenes
en la exposicion matematica y sugiere que las ilustraciones pueden fomentar la
comprension matematica y transmitir informacion que incluso en ocasiones puede

tratarse de una demostracion.

Por ultimo, Hanna y Sidoli (2007) concluyen que a pesar de que es aceptado
universalmente el rol de la visualizacion como un componente importante en la
comprension matematica, es necesario realizar un esfuerzo para buscar las maneras
como la visualizacion puede ser mas util en los aspectos de la justificacion y la

explicacion en matematicas.

Por su parte, Mariotti y Antonini (2009) analizan la relacion entre aspectos figurales y la

demostracion por contradiccion en Geometria. Los autores mantienen que:

“La relacion entre los aspectos figurales y los aspectos teoricos se vuelve crucial
en el caso de la demostracion por contradiccion, donde el razonamiento puede
necesitar un control tedrico especifico por la falta de un soporte adecuado de la

representacion figural.” (Mariotti y Antonini, 2009, p.82).

El aspecto figural fue una herramienta efectiva para el estudio realizado por Mariotti y
Antonini (2009), ya que ayudd a describir el proceso cognitivo involucrado en las

demostraciones indirectas en Geometria.
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De acuerdo a estos autores, la dialéctica entre lo conceptual y lo figural puede explicar
las dificultades de los estudiantes en la demostraciones indirectas. En dicho estudio, se
presentaron casos en los que la produccién de un argumento indirecto usado por los
estudiantes puede ser interpretada como emergente de la necesidad de integrar

armoniosamente lo figural y lo conceptual.

Por otra parte, diversos estudios han evidenciado distintas dificultades que los
estudiantes enfrentan en los procesos de demostracion o validacion. Por ejemplo, Harel
y Sowder (2007) muestran que los estudiantes basan sus respuestas en las apariencias de
las imagenes o dibujos que se les presentan, validan sus resultados apoyandose en
ejemplos especificos, no son capaces de distinguir entre los argumentos inductivos y los
deductivos, no logran entender que no es necesario mas ejemplos una vez que una
demostracion es dada, prefieren aquellas pruebas basadas en rituales o presentadas por
la autoridad del maestro o los libros y no encuentran el sentido y significado de la
demostracion, ya que creen que en una prueba sélo hay que verificar hechos que ellos

ya conocen o son demasiado triviales para sentir la necesidad de su prueba.

Los estudios anteriores proveen un panorama de las distintas cuestiones implicadas en
la ensefianza y aprendizaje de la demostracion que han tenido una atencion especial por

los investigadores en la matemaética educativa.

Las investigaciones muestran que el esfuerzo necesario para fomentar el razonamiento,
la explicacion y la justificacion mediante la elaboracion de demostraciones en el salén

de clases, es considerable.

El énfasis en los aspectos formales no es suficiente para promover una comprension
significativa en los estudiantes sobre la necesidad de la demostracion y su papel en la
matematica, por lo que es necesario prestar atencion en la credibilidad de los estudiantes
cuando usan las fuentes de evidencias disponibles para desarrollar sus justificaciones

matematicas.

Por lo anterior consideramos que para dar sentido al razonamiento en la construccion
del conocimiento matemético asociado a la demostracion es necesario realizar un
trabajo deliberado en la direccion de establecer un cambio en los valores epistémicos de

los estudiantes desde las bases empiricas hasta la intelectuales .

13



A continuacion pasaremos a hacer una breve revision de algunos programas de estudio

en matematicas observando el papel que la demostracion tiene en ellos.

1.4 Programas de estudio de matematicas

Los programas de estudio son un medio que pretende mejorar la educacion de manera
eficiente, en estos programas se presentan de manera explicita los objetivos y las

expectativas que se pretenden sean alcanzadas en los cursos normales.

En esta seccion presentamos programas educativos del nivel medio superior y nivel
superior en México, con el fin de exhibir aspectos que se relacionan con la ensefianza y
aprendizaje de la demostracion, y de alguna forma ir mostrando el trayecto y los retos
que enfrentan los estudiantes en los cursos de matematicas, en especial en el desarrollo

de la demostracion.

De manera breve, mostramos los objetivos y las expectativas de estos programas en
relacién al desarrollo del razonamiento deductivo y la demostracién. Los programas de
estudios corresponden a las siguientes instituciones: el Bachillerato general de la
Secretaria de Educacion Publica (DGB-SEP), la Licenciatura en matematicas de la
Universidad Auténoma de Zacatecas (UAM-UAZ) y la Licenciatura en Ensefianza de
las Matematicas de la Universidad Autbnoma de Yucatan (FMAT-UADY).

1.4.1 Nivel medio superior

El plan de estudios de la direccidn general del bachillerato de la secretaria de educacion
publica en México (DGB-SEP, 2011), tiene como objetivo en la asignatura de
matematicas propiciar el desarrollo de la creatividad, el pensamiento légico y critico
entre los estudiantes. Lo anterior, mediante procesos de razonamiento, argumentacion y
estructuracion de ideas que conlleven al despliegue de distintos conocimientos,
habilidades, actitudes y valores en la resolucion de problemas matematicos. Ademas de

que en sus aplicaciones trasciendan el ambito escolar.
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Para llevar a cabo su objetivo, el plan de estudios consta de cuatro asignaturas de
matematicas, de las cuales en dos asignaturas se imparten temas de Geometria del
plano. En el desarrollo de los temas de Geometria se espera que el estudiante utilice las
propiedades y las caracteristicas de los diferentes objetos abordados a partir de
situaciones que identifique en su comunidad. También se espera que los alumnos
resuelvan ejercicios o problemas de su entorno mediante la aplicacion de los diferentes
teoremas, construyan hipétesis, disefien y apliquen modelos para probar su validez
(DGB-SEP, 2013).

Se espera que el estudiante pueda desarrollar la habilidad de pensar criticamente en
situaciones matematicas y en otros contextos a través del razonamiento, la explicacion y

la justificacion en problemas geométricos.

Sin embargo, los estudiantes no cuentan con las herramientas adecuadas para
enfrentarse a situaciones donde se fomente el desarrollo de habilidades como
argumentar, conjeturar y demostrar, ya que sus antecedentes escolares se enfocan en
otro tipo de actividades como el célculo, la construccion, el algoritmo, entre otros
(Acufa, 1996).

Por lo tanto, se requiere que la ensefianza proporcione a los estudiantes herramientas
para que ellos estén en condiciones de construir su propio conocimiento, en particular
para que logren introducirse en las nuevas estructuras de conocimiento, como lo son: el

razonamiento deductivo y la demostracion.

En este nivel, el énfasis en las demostraciones es presentarlas sélo para garantizar la
validez de un teorema y no para su desarrollo y construccion. El estudiante adopta un
lenguaje especifico con el cual se desarrollan las pruebas matematicas establecidas en
este nivel y se espera que logre comunicar y validar sobre situaciones presentadas en la
vida cotidiana. No obstante, en ocasiones la demostracion se llega a ver como una receta

y s6lo se privilegian aspectos algoritmicos de la matematica.

1.4.2 Nivel superior
Este nivel es crucial en la formacion de las concepciones de las pruebas matematicas de
los estudiantes, ya que es en los primeros afos de los cursos universitarios de

matematicas cuando se exponen a una matematica formal y rigorosa. En esta etapa los
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estudiantes desarrollan su perspectiva sobre la necesidad de la demostracion en la
actividad matematica, la necesidad del rigor y la preferencia de un tipo de prueba sobre
otra (Alibert y Thomas, 1991).

A diferencia del nivel medio superior, la demostracion juega un papel esencial en el
transcurso de los cursos universitarios de matematicas. A continuacién exponemos los
objetivos y las expectativas de los programas de estudio de las dos licenciaturas de nivel
superior mencionadas anteriormente, en los cuales se establecen como prioridad, entre

otras, la comprension de los fundamentos y métodos de la matematica.

El primer programa es de la licenciatura en matematicas de la Unidad Académica de
Mateméticas de la Universidad Autonoma de Zacatecas (UAM-UAZ, s.f.), el cual es un
programa dirigido a jovenes egresados de cualquier bachillerato que tengan interés por
mejorar la calidad de la educacion matematica en el pais, resolver problemas aplicados

y explorar la investigacion en matematicas.

La asignatura de Geometria corresponde al segundo semestre de la carrera. El curso es
una exposicién general de lo que actualmente se conoce como Geometria Moderna, la

cual se refiere principalmente a Geometria en el plano.

Este curso es formal y en cuanto a las demostraciones se tratan durante todo el curso. El
objetivo general del curso es que el alumno adquiera una cultura general acerca de los
fundamentos de la Geometria Moderna y que formalice la estructuracion de las
demostraciones con las que trabajara, siendo el mismo aspecto geométrico del curso el
que le facilite dicho objetivo (UAM-UAZ, s.f.).

Por otra parte, la licenciatura en ensefianza de las matematicas que pertenece a la
Facultad de Matematicas de la Universidad de Yucatdn (FMAT-UADY, s.f.) es un
programa cuyo objetivo general es formar profesionales en el manejo de las estructuras
tedricas fundamentales de la matematica y los procesos matematicos en la ensefianza y
aprendizaje de esta disciplina.

En particular, en la asignatura de Geometria plana y del espacio se espera que el alumno
plantee y resuelva problemas geométricos, asi como también desarrolle su percepcion
espacial. Esta asignatura se espera que sirva como punto de partida para la introduccién
al pensamiento matematico formal (FMAT-UADY, 2013).
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Al finalizar el curso se espera que el alumno sea capaz de utilizar y aplicar las
definiciones, elaborar demostraciones a través de métodos inductivos, deductivos,
métodos indirectos como la reduccién al absurdo y el contrapositivo, asi como el

correcto uso de los términos utilizados en dichas demostraciones.

Un objetivo en comun de estos programas de estudio es llegar, en cierto sentido, a los
aspectos formales y rigurosos de la demostracion y es por medio de la Geometria que se
introducen estos aspectos. Se enfatiza la prueba matematica como una secuencia de
pasos que se establecen a través de la aplicacion de reglas logicas para obtener la verdad
en matematicas, es decir, la demostracion es vista como una derivacion formal de
proposiciones, en la cual no se consideran los aspectos cognitivos necesarios para lograr
desarrollar estas actividades bajo la perspectiva de la investigacion en matematica

educativa, que antes hemos comentado.

1.5 Libros de texto

En esta seccion presentamos una breve descripcidn de tres libros de texto que aparecen
en los programas de estudio indicados anteriormente. Exponemos los contenidos, la
estructura y el tratamiento que promueven sobre las demostraciones en Geometria. Por

ultimo, realizamos observaciones sobre lo expuesto.

Estos libros de texto son: Geometria plana y del espacio (Wenthworth y Smith, 1983),
Geometria y Trigonometria (Guzman, 1992), Geometria plana y del espacio con una
introduccion en el espacio (Baldor, 2004) e Introduccion a la Geometria Moderna
(Shively, 1984).

1.5.1 Geometria planay del espacio (Wenthworth y Smith, 1983)
A continuacion mostramos una breve descripcion del libro, rescatando ciertas
caracteristicas en la introduccion y presentacién del método deductivo y las

demostraciones.

17



El primer capitulo es una introduccién de cuestiones generales de Geometria plana, se
muestran algunas definiciones bésicas y algunos axiomas. Se presenta a la Geometria
como la encargada del estudio de las propiedades de las formas o figuras a través de

demostraciones rigorosas.

Se establece a las figuras geométricas como entes abstractos y los autores se apoyan en
ilustraciones para explicar las caracteristicas de éstas. Se define a la figura geométrica

como una combinacion de puntos.

Los autores realizan algunas recomendaciones sobre las figuras geométricas. Se exhorta
que al principio el alumno construya las figuras con exactitud empleando el compas y la
regla hasta que se acostumbre al uso de estos instrumentos. Posteriormente, se aconseja

que se dibujen las figuras a mano, aproximando las condiciones que deben cumplir.

En las indicaciones para realizar las demostraciones se sefiala que no es necesario que
las figuras satisfagan las condiciones exactamente, sino que es suficiente suponer que
cumplen las propiedades. También se recomienda el uso de sintagmas en las figuras

para facilitar su tratamiento.

Antes de comenzar con las demostraciones, los autores ponen de manifiesto las
limitantes de la vista en la solucion de problemas geométricos, esto mediante algunos

ejercicios y una explicacion breve.

“Cuando se dibuja una figura que debe llenar ciertos requisitos, es preciso demostrar
por el razonamiento que en efecto los llena. La vista no puede servir de guia seguro,

pues a menudo engaria.” (Wenthworth y Smith, 1983, p.15).

En la Figura 1 se muestra como los autores buscan confrontar aspectos visuales con las

afirmaciones en Geometria a través de mediciones de las figuras en cuestion.

EJERCICIO 2.°

A\ T, " ’y 13§, :
1. Cdleulese a la vista la diferencia entre  ad>—

nQ 3 —<n
las longitudes de 4B y X, Midanse luégo <

aaQ . " o o i £ - -

las dos rectas, o bien compdrense sus longi- X )}
tudes por medio del compds o de una tiva 4 c B
de papel. :

2. Cdleulese a la vist: iferenci
Cdlculese a la vista la diferencia entre

las longitudes de las rectas ABv CD y luégo
hdgase la pruchba ¢ 0 . )
dgase la prucba como en el caso anterior.
n ™ ’ - D

Figura 1. Confrontaciones sobre aspectos visuales presentadas en el libro
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Continuando con la introduccion y la necesidad de la demostracion, los autores hacen

los siguientes apuntes sobre las pruebas matematicas y sus caracteristicas.

“[prueba matemdtica] consiste en encadenar axiomas, postulados y teoremas ya
demostrados de tal manera que dicho encadenamiento conduzca necesariamente
a la conclusion de que la proposicion que se trata de demostrar debe ser
verdadera; pues de otro modo no lo serian las proposiciones de que tal
conclusion se deduce.” (Wenthworth y Smith, 1983, p.35).

Después del primer teorema presentado en el libro, se explica que:

“Se observara que este teorema (y lo mismo se aplica a cualquier otro) es en si
el mismo enunciado de una proposicion que debe demostrarse, mientras que la
demostracion que le sigue es un encadenamiento de proposiciones la verdad de
las cuales se admite, sea como axioma, sea por haberse demostrado
previamente.” (Wenthworth y Smith, 1983, p.25).

La forma de presentar la demostracién de una proposicion, se hace mediante una
columna donde se presenta una secuencia de proposiciones seguidas de su justificacion

o referencia, por ejemplo, como se muestra en la Figura 2.

7
80. Dos dngulos opuestos por el vértice son wguales,

C B

D A
Sean AC y BD dos rectas que se cortan en O,
Demostrar que LAOB =4 COD.
Demostracién. £ AOB + 2 BOC = 2 rt.,
LBOC +ZL COD = 2 rt. N.°43

(La suma de los dos dngulos adyacentes que una recta forma con
otra es igual a dos rectos.)

<. LAOB +LBOC =L BOC+ZLCOD. N.253,6.°

o LAOB=LCOD. N.°52,1.°
(Si de cantidades iguales se restan cantidades iguales, los
resultados son iguales.) L.C.D.D.

Figura 2. Demostracidn del teorema de los a&ngulos opuestos por el vértice

En conclusion, la estructura general de la presentacion de los temas de este libro

consiste en mostrar las definiciones y proposiciones (acompafiadas de su demostracién)
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relevantes y por ultimo se propone una serie de problemas a resolver, que en su mayoria
son acompafiadas de la sentencia “Demuéstrese qué”, a lo largo de todo el texto la
actividad se desarrolla con esta dinamica suponiendo que el trabajo duro daré los frutos
de identificar cuales son las proposiciones adecuadas y entender la razon de cierto

encadenamiento y no otro.

1.5.2 Geometria y trigonometria (Guzman, 1992)

En los primeros capitulos se muestran los fundamentos de la Geometria y se explica
brevemente en qué consisten los axiomas, los postulados, el método deductivo, la
demostracion y la figura geométrica.

Se presenta a la figura geométrica definiéndola como un conjunto de puntos, se enfatiza

como un objeto abstracto y se introduce el método deductivo de la siguiente manera:

“[método deductivo] Usado en la ciencia, principalmente en la Geometria,
consiste en “encadenar’ conocimientos que se suponen verdaderos de tal manera
gue se obtienen nuevos conocimientos. Es decir, obtener nuevas proposiciones
como consecuencia logica de otras anteriores. Deductivo significa que obra o

procede por deduccion.” (Guzman, 1992, p.15).
Sobre la demostracion explica lo siguiente:

“[la demostracion] Finy termino del procedimiento deductivo; en légica decimos
que es un razonamiento que establece, de modo absolutamente convincente, una
verdad, mostrando que ella depende de otra, que es evidente o por lo menos

admitida. La demostracion es el método propio de las ciencias matematicas”

(Guzmaén, 1992, p.15).

En las demostraciones presentadas en el libro se comienza distinguiendo la hipétesis de
la tesis, después se presentan los argumentos en dos columnas. En la Figura 3 se

presenta una demostracion del libro.
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La suma de los angulos interiores de todo triangulo es igual
a dos angulos rectos o sea 180° (fig. 4-16).

Tenemos en la figura 4-16 el triangulo ABC, le trazamos una
paralela a la base, la recta MN por el vértice C, formandose Lx
y Ly.

Hipotesis: LA, LBy LC son los angulos interiores del AABC.

Tesis: LA + LB + LC = 2rt. = 180°.

Demostracion:
@) x4+ LC+ Ly=2rt . .. consecutivos
pero Lx =LA (2) . . . por alternos internos
Ly =LB (3) .. . por alternos internos FIG. 4-16

Substituyendo (2) y (3) en (1)... Una cantidad se puede
substituir por su igual en
cualquier operacion.

LLA + LB+ LC= 2rt. = 180°

L.q.q.d.
Figura 3. Demostracién del teorema de la suma de angulos interiores de un triangulo.

Respecto a la exposicion de los temas se destaca que el autor comienza con las
definiciones de las figuras a tratar, exhibiendo sus propiedades, después continda con la
exposicion de algunas demostraciones de teoremas relevantes. Por Gltimo, propone
gjercicios que en su mayoria consisten en hallar valores numéricos de propiedades
especificas de los objetos geométricos abordados. En la Figura 4 se muestran algunos
ejercicios propuestos en el libro.

1. Los tres angulos interiores de un triangulo son: 4, By C.

Calcgla'r el valor del LC correspondiente a cada uno de
los siguientes valores de /A y LB:

A = 50°20’ B=60°10’ =
A = 42°50’ B =1756°17'15” C=
A =25°42’45”  B=100°45’34" C=
A:=.82°55’ B =65°33"16" C=

2. Si ;.mo de l?s angulos de un tridngulo rectangulo es de
5_6 27, ;cuanto mide el otro angulo agudo?

3. 8i uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo
es el doble‘del otro, ;cuanto miden esos dngulos?

AN N

Figura 4. Ejemplos de tipos de problemas presentados en Guzman (1992).

La mayoria de los ejercicios consisten en establecer propiedades numéricas de los
objetos geométricos abordados, existen pocos problemas de demostracion. El papel de
la demostracion en este libro solo es el de verificar la validez de los teoremas y no su

construccién y desarrollo, por lo que no enfrenta los obstaculos que representa su

aprendizaje.
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1.5.3. Geometria plana y del espacio con una introduccion a la trigonometria

(Baldor, 2004).

El autor de este libro presenta a la Geometria como aquella ciencia que estudia las
propiedades intrinsecas de las figuras y que es a través del méetodo deductivo como se

validan sus proposiciones.

Al definir los elementos basicos de la Geometria el autor se apoya de iméagenes para

ilustrar sus propiedades, caracteristicas y se resaltan los aspectos abstractos vinculados a

éstos.

Por otra parte, se introduce el método deductivo como sustento de la Geometria y se

establecen sus principales caracteristicas.

“[método deductivo] Este método consiste en encadenar conocimientos que se
suponen verdaderos de manera, que se obtienen nuevos conocimientos. Es decir,

obtener nuevas proposiciones como consecuencia logica de otras anteriores.”

(Baldor, 2004, p.7).

Sobre el manejo de ideas erroneas el autor nos sefiala que debemos poner cuidado en los
teoremas y sus reciprocos, y considerar el posible error de las mediciones debido a las

limitaciones técnicas de los instrumentos que se pueden utilizar, como la regla.

En la presentacion de las demostraciones se destacan las hipétesis de los teoremas, la
tesis y las construcciones auxiliares que se hacen sobre la figura. ElI formato de las
demostraciones es el de dos columnas lo que luego es solicitado como un requisito no
solo de organizacion cuando hay que demostrar. Por ejemplo en la Figura 5, se muestra
la demostracion de la proposicion que nos indica que todo angulo exterior de un

triangulo es igual a la suma de los dos angulos interiores no adyacentes.
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Lx 4+ LB=2R
S dEr=92R— /LB - poNi1ENdos;

También; /A -+ /B4 LC=2R : o 16 ralo teriores;
S LA4 LC=2R-LB (2 asponiendo;
Comparando (1) y (2), tenemos:

[ = AA+ €

Figura 5. Demostracién presentada en dos columnas.

En ocasiones las demostraciones aparecen en parrafos, combinando el lenguaje comun
con el lenguaje geométrico. Por ejemplo, en la Figura 6 se muestra la demostracion del
teorema que nos indica que el nimero de diagonales que pueden trazarse desde un
vértice de un poligono es igual al ndmero de lados menos tres, el peso de la

argumentacion verbal es definitivo en este caso.

EM Si desde un vértice cualquiera se trazan todas las dia-
gonaleq posibles, siempre habra tres vértices a los cuales no se puede trazar
diagonal: el vértice desde el cual se trazan y los dos vértices contiguos.

Como el nimero de vértices es igual al nimero de lados n. resulta:

d=n—3.

Figura 6. Demostracion presentada en el lenguaje comun.

Los problemas abordados en este libro son de tipo numérico y de demostracion. La
estructura de exposicién es la tradicional que consiste en presentar definiciones,
teoremas relevantes y problemas propuestos. No se rescata la observacion de los
aspectos figurales de la figura ni tampoco establecen explicitamente cémo es el proceso

de demostracion de determinado teorema.

1.5.4 Introduccion a la Geometria Moderna (Shively, 1984)

El libro presenta una introduccion a la llamada Geometria Moderna, que se refiere a la
que se desarroll6 desde los tiempos de Euclides hasta la época actual, pero en donde se
agregan ciertos elementos y nuevos descubrimientos con los que los griegos no

contaban, por ejemplo, magnitudes con sentido y la idea de elementos infinitos.

Para abordar los temas presentados en el libro, el autor sugiere que el lector debe contar
con cierta madurez matematica y conocimientos de Algebra Superior y Trigonometria

Plana. En éste no se presentan una lista de los axiomas béasicos que sustentan la
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Geometria, sino se da por sentado que el lector cuenta con los conocimientos
necesarios, por lo que el objetivo del libro no es abordar los fundamentos logicos

axiomaticos del tema.

La forma de presentar los temas consiste en plantear las principales definiciones y
componentes de éste, los teoremas importantes del tema y por Gltimo sugiere una lista

de proposiciones, las cuales deben de ser demostradas por el estudiante.

La forma de presentar las demostraciones en el libro consiste en mostrar las principales
ideas que sustentan la demostracion del teorema en cuestién, sin embargo, en ocasiones

la prueba esté incompleta y se pretende que el lector la finalice.

Por ejemplo, el teorema de Ptolomeo, que establece que el producto de las diagonales de
un cuadrilatero ciclico es igual a la suma de los productos de los lados opuestos, se

demuestra de la siguiente manera:

“En la figura 10 [muestra un cuadrildtero ciclico con vértices ABCD] dibujemos
la linea AE, formando el angulo DAE igual al angulo CAB y hagamosla
intersectar DB en E. Entonces, puesto que los triangulos DAE y CAB son
semejantes, se infiere por la proporcionalidad de sus lados que AD*BC =
ED*AC. Y de los triangulos semejantes ADC y AEB, tenemos también
AB*CD=BE*AC. Sumando estas ecuaciones y sefialando que BE+ED=BD,
tenemos AD*BC + AB*CD =AC*BD”. (Shively, 1984, p.26).

En la demostracidn se observa que el autor primero presenta la descripcion del trazo
auxiliar, sin embargo, no explica la naturaleza de éste. Luego, no menciona por qué los
triangulos DAE y CAB son semejantes, asi como los tridngulos ADC y AEB, ya que
supone que sera evidente para el lector. Por Gltimo, se espera que a partir de lo anterior

y de cierta manipulacién algebraica el estudiante complete la demostracion.

Por lo anterior, el estudiante debe tener cierta experiencia con el tratamiento de las
figuras geométricas, dominar los principales métodos de demostracion, asi como los
fundamentos de validacion en geometria, ademas del conocimiento de las proposiciones
principales de la Geometria Euclidiana para poder abordar los temas de estudio que

presenta el libro.
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Los contenidos del libro, respecto a la demostracion, se tratan con pocas sugerencias
dando por sentado que el estudiante estaria en condiciones de llevar a cabo las
demostraciones con algunas indicaciones, gran parte del problema de este libro es que
no sienta bases para la comprension de la pertinencia de las afirmaciones que llevan a la

demostracion.

1.5.5 Observaciones de los libros presentados

Parece ser que el objetivo de los libros presentados anteriormente es s6lo comunicar
algunos hechos relativos a las demostraciones y ciertos resultados relevantes en el
estudio de la Geometria, es decir, no se toman en cuenta el aprendizaje de la
demostracion ni el proceso de desarrollo de los estudiantes en lo relativo a la
construccién o aprendizaje de la demostracion. Se expone la prueba matematica como
una derivacion formal de una secuencia de pasos que parten de axiomas o0 teoremas, a

través del razonamiento deductivo para llegar a una conclusiéon o tesis.

En el proceso de construccion de las demostraciones presentadas en los libros no se
establecen por qué y como se obtienen las proposiciones que se presentan en las pruebas
y se supone que la logica formal serd suficiente indicador para darle sentido al
encadenamiento de estas proposiciones y se espera que el estudiante de forma natural

asimile estos aspectos.

Este tipo de tratamiento puede ser problematico para los estudiantes que comienzan el
estudio de esta materia y enfrentan al aprendizaje de la demostracion. Ya que no
cuentan con los mismos recursos gue tiene un matematico consolidado para dar sentido
a establecer el conocimiento matematico. Por ejemplo, reconocer la plausibilidad de una
conjetura, la eleccién de un tipo de pruebas sobre otras, elegir una estrategia adecuada
para hacer frente a la demostracion, reconocer la naturaleza de los argumentos que
sustentan la prueba matematica y establecer los medios adecuados para negar un

enunciado matematico.

En el tratamiento de la figura no se rescatan los aspectos pictéricos de ésta, olvidando
que si bien hace referencia a un objeto abstracto, es a través de su representacion que

tenemos acceso a ella y ésta es susceptible de distintas operaciones que permiten dar
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sentido a la demostracion a través del andlisis de sus componentes y a partir de ensayos

de diversas aproximaciones a la obtencion de la tesis en cuestion.

De manera general podriamos decir que tanto en los programas de estudio como en los
libros de texto revisados no se consideran las necesidades de desarrollo cognitivo del
estudiante, en estos prevalece el tratamiento légico formal que es dificil para el

estudiante.

1.6 Planteamiento del problema

En la actualidad se considera que el razonamiento matematico debe ser parte de los
objetivos a desarrollar en todos los niveles educativos. De esta manera la demostracion
ha sido reconsiderada para ser ensefiada en la escuela, en especial en los cursos

universitarios de matematicas.

Pero tenemos que aunque la historia y las investigaciones apuntan sobre la necesidad de
incorporar los aspectos cognitivos en la ensefianza de la demostracion, los libros de
texto y los programas de estudio no hacen eco de estas necesidades, por lo que se

justifica analizar aspectos relacionados con su construccion.

Uno de los aspectos poco estudiados en la investigacién sobre el aprendizaje de la
prueba matemética es el relativo a la credibilidad o valor epistémico? que los estudiantes
asignan a la demostracion, es decir, los estudiantes depositan su confianza con mayor
facilidad en las evidencias empiricas que en las tedricas, no es de extrafiar que algunos
autores consideren que algunas de sus funciones fundamentales son que éstas validen

expliquen y en particular que convenzan.

Por otro lado, consideramos que una forma en la que es posible hacer que los
estudiantes reconsideren su confianza en las evidencias empiricas es mediante una
practica de aprendizaje que incluya situaciones de conflicto que sean posibles de superar

con los medios disponibles.

Las representaciones gréficas, usualmente usadas en la Geometria, son susceptibles de

distintas operaciones y tratamientos que nos ayudan a comprender las relaciones entre

2 . e
Grado de verdad o conviccién sobre algo.
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los objetos geométricos y el desarrollo de las demostraciones en esta materia, lo que las

hace un buen medio para llevar a cabo esta tarea.

Consideramos por lo tanto, que la credibilidad construida sobre el dibujo con apoyo en
las propiedades estructurales y tedricas de la figura geométrica, es uno de los aspectos
cruciales en el desarrollo del pensamiento geométrico, en particular en la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion y es uno de los elementos que contribuyen a dotar de
sentido a la prueba matematica, en particular en lo que se refiere a su funcién de

validacion.

Por tanto, el problema que vamos a tratar a continuacion se refiere al estudio de la
credibilidad o valor epistémico que se manifiesta cuando los estudiantes de licenciatura,
con conocimientos de demostracién, enfrentan tareas de interpretacion y construccién
de pruebas localmente vélidas de ciertas configuraciones geométricas que plantean
situaciones de conflicto cuando se desea generalizar, estas son trabajadas con apoyo en

razonamientos inductivos, abductivos y deductivos.

27



2. Marco Teorico

2.1 Introduccion

A continuacion trataremos sobre el marco tedrico que apoya nuestra investigacion. En
un primer momento haremos algunas consideraciones generales para ubicar
adecuadamente el tema. Posteriormente, desarrollaremos las ideas que organizan este
capitulo iniciando con la idea de Balacheff (2000) relacionada con la importancia de la
validacion en la demostracion matematica. Después, consideramos a Duval (2007)
quien hace referencia a los diferentes tipos de discursos que se establecen en el aula: el
propio de la matemaética y aquel que se establece en el lenguaje comun, lo que nos lleva
a distinguir entre argumentacion y demostracion. Ademas de considerar el uso de la
deduccién, la induccién y la abduccion como estructuras que organizan la

argumentacion.

Luego, hacemos mencidn de la importancia del razonamiento visual (Herhskowitz et al,
1996) para acercarnos al aprendizaje de la demostracion en Geometria, asi como la
importancia de la deteccion de los atributos relevantes. Nos apoyamos en las relaciones
entre la visualizacion y el razonamiento discursivo en términos de Duval (1998), quien
considera a la visualizacion como un medio heuristico en la solucién de problemas

geomeétricos.

Por ultimo, hacemos uso del conflicto cognitivo (Herschkowitz y Shwarz, 2011) con el
fin de fomentar un cambio de valor epistémico entre los estudiantes que va desde sus
concepciones apoyadas en la evidencias perceptuales hasta las necesarias para llevar a

cabo una demostracion.

2.2 Consideraciones generales

La Geometria esta presente en los distintos niveles educativos, desde la escuela primaria
hasta los estudios universitarios. Sin embargo, durante ese tiempo esta no tiene el

mismo sentido y significado.

Houdement y Kuzniak (2003) y Kuzniak y Rauscher (2011) ponen en evidencia que
existen tres tipos de paradigmas diferentes que llevan a distinguir varias formas de
Geometria: Geometria | (Geometria natural), Geometria Il (Geometria axiomatica
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natural) y Geometria 11l (Geometria axiomatica formal), sobre estos paradigmas los

autores afirman que:

“Geometria | (Geometria natural). La fuente de validacién es lo sensitivo, esta
intimamente relacionado con lo real. La intuicion es frecuentemente asimilada a
la percepcion inmediata, al acto de experimentar y deducir sobre objetos
materiales por medio de la percepcion y los instrumentos. El ir y venir entre la

realidad y el modelo es permanente y es permitido para probar afirmaciones.

Geometria Il (Geometria axiomatica natural). La fuente de validacion se basa en
leyes hipotéticas deductivas en un sistema axiomético. Un sistema de axiomas es
necesario pero los axiomas estan cerca a la intuicion del espacio que nos rodea.
El sistema axiomatico puede ser incompleto, pero las demostraciones dentro del

sistema son necesarias para el progreso y para alcanzar certeza.

Finalmente, Geometria Il (Geometria axiomatica formal). En esta Geometria, el
corddén umbilical se corta entre la realidad y lo axiomatico: los axiomas no estan

mas basados sobre lo sensitivo...

El tipo de razonamiento es el mismo que en Geometria Il, pero el sistema de
axiomas es completo e independiente de su aplicacién en el mundo real. El Unico
criterio de verdad es la consistencia, (es decir ausencia de

contradicciones). ”(Houdement y Kuzniak, 2003, p.4).

El principio fundamental que los autores establecen, es que los paradigmas son
homogéneos, es decir, es posible razonar dentro de cada paradigma sin conocer la
naturaleza del otro. Otro punto clave en esta propuesta es que los paradigmas no estan

organizados en una jerarquia estricta haciendo mas aceptable uno que otro.

En particular, en este trabajo nos centramos en el paradigma de la Geometria I, debido
al caracter de la investigacion que pretendemos desarrollar que se refiere a la
demostracion matematica como medio de validacion en Geometria, sin olvidar aspectos
perceptivos e intuitivos que participan en su construccion e intervienen en la formacion

del valor epistémico de las construcciones que le darian sentido.

Por otra parte, como lo hemos venido mencionando, la demostracion nos parece

esencial en el desarrollo de la matematica, ya que es el medio de validacion en esta
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disciplina y en lo referente a la educacion ésta deberia estar presente entre los
contenidos esenciales, aunque no de la misma forma que se presenta en la actividad de
los matematicos.

A este respecto, tenemos que en el terreno de la educacion ésta no es la Unica funcién
de la demostracion, también puede ser una herramienta valiosa para construir
conocimiento matematico. En esta direccion, Hanna y Barbeau (2008) nos presentan a
las demostraciones como portadoras de conocimiento, es decir, las demostraciones van
mas alla de establecer la verdad de una afirmacion matematica y pueden tener el
potencial de transmitir a los estudiantes métodos, herramientas, estrategias y conceptos
para resolver problemas, lo anterior en el sentido de Rav (1999, citado por Hanna y
Barbeau, 2008, p.85).

Asi, la demostracion en la escuela contribuye con el desarrollo de la comprension de la
matematica de los estudiantes. No solo es una necesidad formal y rigorosa de la
disciplina, sino que es una herramienta valiosa en el desarrollo de ideas y métodos en la
solucién de problemas, ademas de jugar distintos roles en la escuela.

Desde el punto de vista de Hanna (1990), en la escuela se debe diferenciar entre las
pruebas que prueban y las pruebas que explican. Para la autora una prueba que explica,
muestra por qué un teorema es verdadero y provee un conjunto de razones que se
derivan del problema mismo. Este tipo de pruebas son propicias al comienzo de la
ensefianza y aprendizaje de la demostracion.

Al respecto, De Villiers (1993) hace un analisis basado en consideraciones
epistemoldgicas y en testimonios de matematicos sobre las funciones de la
demostracion. EIl investigador destaca cinco funciones de la demostracion, en
contraparte de sélo considerarla en términos de verificacidn-conviccion. Las funciones

son:

- Verificacion (concerniente a la verdad de una afirmacion).

- Explicacion (profundizado en por qué es verdad).

- Sistematizacion (la organizacion de varios resultados dentro de un sistema de
axiomas, conceptos fundamentales y teoremas).

- Descubrimiento (el descubrimiento o invencion de nuevos resultados).

- Comunicacion (la transmision del conocimiento matematico).
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En todas estas funciones hay una innegable utilidad para el desarrollo del pensamiento
matematico entre los estudiantes debido a la importancia de construir ideas, las que den
sentido a esta actividad para los fines no s6lo de construccion de las secuencias ldgicas,
sino para la aceptacion de que ésta es la forma en la que trabaja la matematica.

Por lo tanto, el sentido de los problemas de demostracion en la escuela, no esta tanto en
lo validado, sino en desarrollar formas de pensar a través de ideas y estrategias que son
puestas en juego en la solucién de estos problemas.

Con relacién a la formacion de ideas y creencias de los estudiantes en el desarrollo de
métodos de prueba, nos centraremos en la credibilidad que los primeros le dan a los
procesos que participan de la prueba y en especial al de la demostracion, es decir,
estamos interesados en la formacion de los valores epistémicos desarrollados en los

procesos de validacion en Geometria y en especial en su poder generalizador.

2.3 Procesos de validacion

Nos referimos a los procesos de validacion matemaética en el sentido de Balacheff
(2000) quien los estudié en el aula, donde se establece el papel de la situaciébn como

determinante para el tipo de pruebas que se realizan en matematicas.

La validacion en matematicas se entiende como aquel razonamiento que tiene como fin
asegurarse de la validez de una proposicion y que para los fines de la educacion puede

eventualmente contribuir a producir una explicacion convincente.

La puesta en marcha o no de un proceso de validacion, fundamentado en la teoria, esta
relacionado con el andlisis que el individuo hace de la situacion (Balacheff, 2000),
donde su evaluacidn, las decisiones y las acciones sobre la veracidad del enunciado en
cuestion estan intimamente relacionadas con los conocimientos del sujeto, la
racionalidad que pone en juego sobre el contexto en el cual se desarrolla, asi como de

los valores epistémicos involucrados en éste.

Sobre la validacion, Balacheff (2000) sugiere que existen varias formas y niveles de
esta, cuya movilizacion y puesta en obra son provocadas por la situacion en la que uno

se pueda encontrar. EI hecho de proponer un problema a los estudiantes, no garantiza
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que se ponga en marcha un proceso de validacion de lo que se afirma, debido a que esto

puede no parecer relevante.

En el proceso de validacion de los estudiantes, Balacheff (2000) menciona dos
obstaculos en la produccién de las demostraciones geométricas. El primer obstaculo se
refiere a que la evidencia de los hechos se impone a la razén; es decir, los alumnos no
experimentan la necesidad de demostrar, ya que las figuras son tomadas por ellos como
evidencia de la demostracion. El segundo obstaculo es que la ensefianza de la
matematica, despoja a los estudiantes de la responsabilidad de considerar la verdad; esto
es, el enunciado en cuestion es dado por verdadero y lo que estd por descubrir es la

estructura de la demostracion.

Por otra parte, este autor distingue entre explicacion, prueba y demostracion. La
explicacion es un discurso que establece y garantiza la validez de una proposicion por
parte de quien la emite. Prueba, es aquella explicacion aceptada por una comunidad. Y
una demostracion matematica, es aquella prueba aceptada por la comunidad
matematica, se trata de una serie de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto
bien definido de reglas. Lo anterior nos permite entender los diferentes usos que se le

dan a los términos prueba y demostracion en el aula.

Con el tratamiento de proposiciones se diferencian dos tipos de situaciones
relacionadas: de validacion y de decision. El objetivo de la primera es la produccién de
la prueba de un enunciado, mientras que en la segunda se exige la ejecucion de procesos
de validacion, sin que, sea necesaria una produccién explicita de pruebas (Balacheff,
2000).

Este autor también distingue dos tipos de pruebas: las pruebas pragmaticas y las
pruebas intelectuales. Las primeras recurren a la accion o la ostension, mientras que las
segundas se apoyan en formulaciones de las propiedades en juego y de sus relaciones.
Estas pruebas no establecen de la misma manera las proposiciones que sustentan,
porque lo que garantiza la prueba pragmatica es la singularidad del evento que la
sustenta en cambio la prueba intelectual implica un significado contra otro, una

pertinencia contra otra y una racionalidad contra otra.
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El desarrollo de pruebas intelectuales requiere desprenderse de la accion y el proceso
efectivo de la solucién del problema. El lenguaje de la familiaridad permite una
evolucion en este proceso, donde debe convertirse en una herramienta de calculo l6gico
y no sélo en un medio de comunicacion, para esto se requiere una descontextualizacion,

una despersonalizacion y una destemporalizacion de lo propuesto (Balacheff, 2000).

Segun Balacheff (2000), la transicion de pruebas pragmaticas a pruebas intelectuales,
Ilegando a la demostracidn, no sélo se apoya en cierto grado de conocimientos. Se debe
reconocer una teoria como tal, donde se establecen claramente los argumentos
aceptados por una comunidad. Esta transicion se apoya en tres polos que interactdan
fuertemente: el polo de los conocimientos, el polo linguistico o de la formulacion y el
polo de la validacion o de los tipos de racionalidad que sustentan las pruebas

producidas.

Las pruebas pragmaticas e intelectuales se dividen a su vez en: en el primer caso
empirismo ingenuo, experiencia crucial, ejemplo genérico y en el segundo: experiencia

mental y el calculo sobre enunciados.

- El empirismo ingenuo se caracteriza por las conjeturas que se obtienen del examen de
pocos casos Yy que son elegidos aleatoriamente, en éste el problema de generalizacién no

es abordado.

-En la experiencia crucial existe la voluntad de someter a prueba una proposicion a
través de la seleccion de un ejemplo, donde el problema de generalizacion es abordado

en un marco empirista.

-El ejemplo genérico, se da cuando se aborda un ejemplo con el fin de hacer explicito
un modelo de accion que fundamenta la conjetura. Se formulan operaciones y
transformaciones sobre un objeto en particular, siendo éste un representante
caracteristico de determinada clase, logrando liberar las propiedades, caracteristicas y

estructuras de la clase a la cual pertenece el objeto.

-La experiencia mental se centra en la accion, interiorizandola y separandola de su
ejecucion sobre un representante en particular; es la explicacién de las razones que

fundamentan la validez de la proposicion y se basa en un analisis de las propiedades de
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los objetos. Se caracteriza por operaciones mentales que no tienen un estatus

matematico.

-El céalculo sobre enunciados es un calculo simbdlico que sostiene pruebas
independientes de la experiencia y que se fundamentan en la trasformacion de

expresiones formales a través de definiciones y propiedades caracteristicas.

Estos tipos de prueba permiten diferenciar y analizar los distintos procesos de
validacion, aunque, en un proceso de solucion de un problema pueden aparecer distintos

niveles de prueba en un mismo binomio de estudiantes (Balacheff, 2000).

En estos tipos de prueba existe una ruptura entre los dos primeros y los restantes, ya que
en los ultimos no solo se trata de verificar la verdad del enunciado, sino de establecer el
caracter necesario de su validez estableciendo las razones que los justifiquen, en otras
palabras, el paso de una verdad formulada con base en la evidencia de los hechos a
aquella fundada en la razon (Balacheff, 2000).

Por otra parte, en las pruebas pragmaticas el paso del empirismo ingenuo a la
experiencia crucial corresponde a la toma de conciencia de asegurar la generalidad del

enunciado en cuestion con base en la experiencia como medio de conviccién.

En las pruebas pragmaticas el ejemplo prototipo (Schwarz y Herschkowitz, 1999) juega
un papel importante en la medida que el problema de generalizacién se tome en cuenta,
ya que éste puede ser una representacion fiel de los objetos a los que se refiere. Ademas
de ser un ejemplo sobre los que los estudiantes tienen mas disponibilidad. Sin embargo,
este tipo de ejemplos podria ser un primer obstaculo para el desarrollo de pruebas mas
elaboradas (Balaccheff, 2000).

Por otro lado, recurrir a la experiencia mental marca la transicion de las pruebas
pragmaticas a las pruebas intelectuales, en la medida que las acciones dejan de ser
efectivas y se vuelven acciones interiorizadas. El ejemplo genérico constituye un estado
intermedio que depende del uso del caracter general (Balacheff, 2000). Asi, la transicion
del ejemplo genérico a la experiencia mental debe cumplir con lo siguiente: el paso de

la accién a la accion interiorizada y una descontextualizacién, basandose en una
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construccion del lenguaje que implica el reconocimiento y la diferenciacion de los

objetos y de las relaciones en juego que lo separan de lo particular.

Abundando sobre el ejemplo genérico, Biehler y Kempen (2013) presentan a las
pruebas genéricas, entendidas como aquellas que se basan en el ejemplo genérico, como
herramientas didacticas para comprender y establecer un punto de partida de una
demostracion. Lo anterior se establece, debido a que este tipo de pruebas permite a los
estudiantes encontrar argumentos generales y la idea principal que completan la
demostracion, ademas de ser un medio de conviccion de la verdad de un enunciado para

los alumnos.

Sin embargo, la evolucién de la prueba genérica no es sencilla para los estudiantes, ya
que tienen dificultad para generalizar desde lo particular, ademas de reconocer y tomar
en cuenta la cualidad genérica del ejemplo en cuestion (Mason y Pim, 1984; Nardi,
2008; Selden, 2012, citados por Biehler y Kempen, 2013, p.2)

Siguiendo con el desarrollo de los tipos de prueba, es a partir de la experiencia mental
que los procesos de descontextualizacién, destemporalizacion y despersonalizacion
pueden continuar, permitiendo la expresién de pruebas que consisten en un calculo
sobre enunciados, esto es, de acciones interiorizadas a un céalculo de relaciones
(Balacheff, 2000).

Consideramos en este trabajo, la importancia de no solo establecer una jerarquia en los
tipos de prueba en los estudiantes, sino también tener en cuenta el desarrollo cognitivo
asociado a la prueba en cuestion, es decir, si la prueba es de tipo pragmatico las

concepciones que la apoyan es probable que también tengan este caracter.

Desde nuestro punto de vista si bien es cierto que en la propuesta de Balacheff se
considera que se contraponen dos tipos de pruebas, las pragmaticas y las intelectuales,
en donde las primeras recurren a la accion o la ostension, mientras que las segundas se
apoyan en formulaciones de las propiedades en juego y de sus relaciones, también estan
presentes dos tipos distintos de concepciones sobre la forma en que los problemas deben
ser resueltos, las que corresponden a dos fuentes distintas de evidencias y por tanto a

valores epistémicos distintos.
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Por lo anterior suponemos que es importante que los estudiantes enfrenten situaciones
de validacion para asumir la responsabilidad de confrontar la verdad con el fin de
formar un valor epistémico adecuado al tipo de pruebas intelectuales. Pretendemos asi
entender el significado de las concepciones puestas en juego y los medios de conviccion
de ellos con el fin de establecer los mecanismos adecuados para provocar una evolucion

en las pruebas que realizan.

2.4 El papel de los contraejemplos en la formacion de los valores epistémicos

Distintos autores se han apoyado en el uso de contraejemplos con el fin de fomentar un
desarrollo en los procesos de prueba de los estudiantes. Por ejemplo, Komatsu (2010)
sugiere que los contraejemplos pueden funcionar como una fuerza conductora en los

estudiantes para refinar sus pruebas.

Por su parte, Balacheff (2000) nos habla de la dialéctica entre pruebas y refutaciones
como un mecanismo para el desarrollo de los procesos de validacion, aunque, las
refutaciones no resultan ser un recurso automatico para los estudiantes. Sobre el
tratamiento de los contraejemplos en el aula, se observa una diferencia fundamental con
los matematicos, ya que para el estudiante, un sélo contraejemplo no es suficiente para
que renuncie a sus supuestos, a diferencia de los matematicos quienes adoptan las reglas

de validacion matematica.

Respecto a lo anterior, Balacheff (2000) estable que son necesarias dos condiciones o
construcciones para la conciencia de una contradiccion: la existencia de una expectativa
0 una anticipacion y la posibilidad de construir o formular una afirmacion relacionada a

esta expectativa, ademas de la posibilidad de plantear su negacion.

Balacheff (2000) se apoya en la propuesta de Lakatos (1982) sobre las pruebas y
refutaciones y logra identificar los siguientes tipos de comportamiento de los
estudiantes, sobre el tratamiento de los contragjemplos: abandono de la conjetura,
modificacion de la conjetura, modificacion ad hoc de la conjetura, introduccion de una
condicion, anotacién de una excepcion, regreso a la definicion y el rechazo del

contraejemplo.
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El trabajo de Lakatos (1982) nos ofrece una critica y una nueva perspectiva sobre el
progreso de la construccion del conocimiento matematico a través de la dialéctica entre
pruebas y refutaciones. Sin embargo, los resultados de Balacheff (2000) nos muestran
que hay distintos factores que intervienen en el aula sobre el tratamiento de las
refutaciones en los estudiantes que son distintos a los de los matematicos consolidados,

por lo tanto el proceso puede ser distinto.

De lo anterior, podriamos suponer que el cambio del valor epistémico que asignan los
estudiantes a tareas que incluyen contradicciones, no solo no es suficiente para cambiar
su parecer, sino éstas pueden pasar inadvertidas, al parecer el valor epistémico que los
estudiantes tienen respecto a su actividad usual y a las evidencias perceptuales que de

ella derivan conforman lo que se suele Ilamar una concepcion robusta.

Otro factor en la aceptacion, de los contraejemplos segun Balacheff (2000) puede ser el
que provoca la interaccion social entre los propios estudiantes, este hecho puede
constituirse en un obstéculo, debido a la incapacidad de coordinar sus puntos de vista y
a la manifestacion de la imposicion entre ellos. Aunque en algunos estudiantes esta
interaccién puede constituirse como un motor en la evolucién de los procesos de
prueba, pero en ambos casos, ellos no se pueden sustraer de la influencia de lo que

dicta su comunidad.

Consideramos que un tratamiento de pruebas y refutaciones como el que siguid
Balacheff en sus investigaciones, da cuenta del hecho de que trabajar una dialéctica de
la validacion, no es suficiente para provocar en el estudiante la idea de que una
racionalidad se opone a otra, ni para establecer una evolucion de los procesos de prueba.
Con frecuencia el estudiante ademas tiende a retener como valido aquel tratamiento que
le ha dado algun éxito aun incluso cuando no sea completo, pero en el que pueda sentir

suficiente confianza.

Las concepciones de los estudiantes sobre lo que es adecuado para resolver un
problema, asi como la confianza que tienen en los procedimientos que usan para ello
son robustas, por ello consideramos que el papel que puede jugar un contragjemplo no
es suficiente en la mayor parte de los casos para provocar un cambio en los valores
epistémicos o en la credibilidad de ellos, algunos de los factores que prueban ser

influyentes en este proceso de cambio son la interaccion de ellos con otros estudiantes y
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el éxito que les ha reportado cierta estrategia, sin embargo, es mediante este tipo de
experiencias que serd posible que el estudiante considere la importancia de usar fuentes
de evidencia intelectuales en contraste con las perceptuales.

2.5 Tipos de estructuras en la construccion del discurso de los estudiantes

El término razonamiento es usado en un una amplia gama de sentidos y significados,
que consisten en determinarlo como aquel procedimiento o facultad que usa un
individuo para resolver una dificultad o un problema. Especificamente Ilamamos
razonamiento a cualquier proceso que nos permita obtener nueva informacion a partir de

un conocimiento previo (Duval, 1998).

De esta manera, los argumentos son el producto del proceso de razonamiento. En
particular estamos interesados en los argumentos validos en procesos de razonamiento
matematico. En el desarrollo de éstos, se pueden incluir, desde el punto de vista
estructural, razonamientos inductivos, abductivos y deductivos, ademéas del uso de
formas de pensamiento que estan influidas por la intuicién y los distintos tipos de
representacion (Viholainen, 2011). Siendo el razonamiento deductivo el medio de

validacidn por excelencia en matematicas.

Consideramos que una de las dificultades que enfrentan los estudiantes al estudiar
matematicas es adoptar el razonamiento matematico a diferencia de otras formas de
razonamiento fuera de ella. Por lo que nos lleva tomar en cuenta las distintas estructuras

de los discursos que aparecen en el aula.

Una postura sobre las diferencias y relaciones de la argumentacion basada en el
lenguaje comdn y la demostracion es la sefialada por Duval (2002, 2007), quien sostiene
que son dos formas de razonamiento que no funcionan de la misma manera, no obstante
que utilizan los mismos conectivos proposicionales y formas linglisticas semejantes. El
autor mantiene que ésta es una de las razones por lo que la mayor parte de los

estudiantes no entiende los requisitos de pruebas matematicas.

Para aclarar lo anterior, Duval (2007) hace las siguientes distinciones entre la

argumentacion y la demostracion, desde un punto de vista cognitivo: la diferencia entre
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el valor epistémico y el valor légico de una proposicion, el estatus del contenido de las

proposiciones y la organizacién de la demostracion al respecto de la argumentacion.

Como primer punto, el autor considera que cualquier razonamiento, explicito o
implicito, trabaja con proposiciones, las cuales tienen un valor y un estatus. Asi, no hay
razonamiento sin una organizacion discursiva, normada por diferencias funcionales

entre sus proposiciones que la componen (Duval, 2007).

Abundando sobre esto, en la estructura de un razonamiento deductivo hay dos niveles
de organizacion: el nivel de organizacion de varias proposiciones en un paso deductivo

y el nivel de organizacion de varios pasos deductivos en una prueba (Duval, 2002).

Esto es: el nivel de organizacion de varias proposiciones en un paso deductivo consiste
en pasar de proposiciones dadas como premisas 0 como hipotesis a otra proposicion
(conclusidn), en virtud de una regla explicita. Enlazar proposiciones en un paso
deductivo requiere tomar en cuenta el estatus de una proposicion que se refiere a la
funcion especifica de una proposicion dentro de un proceso discursivo. Se distingue
entre estatus operatorio (premisa, conclusion y teorema) y estatus teérico (definicion,

conjetura, teorema, principio, regla, etc.), Duval (2007).

En cambio, en la argumentacion, con base en el lenguaje comdn, las proposiciones no

tienen estatus sino que la inferencia se basa en el contenido (Duval, 2007).

Por lo tanto, se observa una diferencia en el uso de los conectivos de la lengua (o, pero,
porque, si... entonces, etc.). Mientras que en la argumentacion se emplean estos
conectivos para hacer explicita la relacion establecida entre el contenido de dos
proposiciones, en la demostracion los conectivos sirven para sefialar el estatus

operatorio (Duval, 2007).

Notese que el estatus es una categoria que puede aplicarse a los elementos que
conforman la estructura de la demostracién, es decir, en el nivel local como hipotesis,
tesis o teorema, y en el nivel global de la teoria como conjetura, teorema, axioma, etc.
Consideramos que ademas hay que hacer una distincion entre los tipos de
procedimientos o estrategias propias de los estudiantes que se aplican sobre la
informacion disponible para la demostracion, es decir, estrategias algebraicas,

aritméticas o figurales.
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Por otra parte, Duval (2007) menciona que la brecha que hay que superar es la toma de
conciencia de la complejidad implicita en el significado de las proposiciones dentro de
distintas organizaciones en las cuales subyacen los distintos tipos de razonamiento. Asi,
el significado de una proposicion es determinado por el contenido, el estatus, el valor

epistémico y el valor légico.

El valor epistémico al que se refiere Duval en esta obra, es el grado de verdad o de
conviccion que una persona tiene en una proposicion: absurdo, irreal, posible, probable,
obvio, evidente, necesario, apodl’cticos, etc. El valor epistémico “necesario” es propio
del hecho de derivar deductivamente una proposicion en relacién a otras (Duval,
1999c). Por otra parte, el valor légico es el valor que resulta de una prueba: verdadero,
falso, indecidible (Duval, 2007).

El reconocimiento de un valor l6gico de verdad de una proposicion depende del valor
epistémico que le es reconocido por los estudiantes, y no a la inversa (Duval, 1999c).
En otras palabras, el valor epistémico de lo evidente estd asociado con lo verdadero asi
como lo absurdo esta asociado con lo falso, lo que elimina la exigencia de una prueba
en los estudiantes. Asi, una proposicion que es evidente simplemente por la
comprension de su contenido o por una constatacién visual, podria llevar a un

estudiante a considerarla automéaticamente como verdadera (Duval, 1999c).

El valor epistémico depende del conocimiento base del sujeto y de la comprension de la
proposicion, que puede apoyarse en aspectos tedricos o basados en el lenguaje comun.
De esto resulta, un primer conflicto entre los valores epistémicos del profesor y el de los

alumnos, los cuales pueden ser diferentes (Duval, 2002).

Dado que el valor epistémico es parte del sentido de una proposicion es necesario
determinarlo en los estudiantes, ya que es el grado de fiabilidad o conviccion de una
proposicion (Duval, 1999c) y hace referencia a las creencias arraigadas de los

estudiantes. A este respecto, Duval (1999c) afirma que:

La explicitacién del valor epistémico de una proposicion se hace a través de su
engarce en aquellas expresiones que luego Russell y Carnap se llaman “actitudes
proposicionales”, y mas generalmente, a través del recurso a las construcciones

que se llaman completivas: “yo creo que...”, “se admite que...”, “estoy seguro

3 . . . . 7.
Incondicionalmente cierto, necesariamente valido
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que...”, “es evidente que...”, “es imposible que...”, etc. Una misma proposicion
p puede ser engarzada en expresiones de actitud proposicional diferentes segun el
estado del conocimiento del sujeto que la comprende: “yo creo que p”, “es

evidente quep” ...

Sin embargo, se observara que lo mas frecuente es que el valor epistémico de una
proposicion quede implicito. Esto, por una simple razon: la comprension de la
proposicion implica la determinacion del valor epistémico de su contenido. Para
que se explicite el valor epistémico de una proposicion, es necesario que haya un
conflicto cognitivo potencial... Tal conflicto no surge solo de la presencia de una
contradiccién l6gica entre dos proposiciones, sino también en la presencia de una
escogencia de valores epistémicos para una misma proposicion. Este conflicto
puede ser mas fuerte cuando los valores epistémicos pueden ser tan extremos

como evidente o absurdo.” (Duval, 1999c, p. 172)

Como se menciond anteriormente, la presencia de un contraejemplo no es suficiente
para provocar una evolucion en los procesos de prueba, por lo que al igual que Duval,
consideramos que es necesario un conflicto cognitivo potencial, esto es, que la situacién
provoque una reorganizacion sobre lo que se cree y lo que no. Este conflicto no es de
tipo légico, su naturaleza es mas bien de tipo epistémico porque se provoca
desconfianza en lo supuesto anteriormente y obliga al estudiante a reformular su postura
respecto a la nueva situacién, es decir, hay un conflicto con la escogencia de los

distintos valores epistémicos.

Por otra parte, para Duval (2007) el resultado de cualquier razonamiento no es solo
producir nueva informacion, sino también y sobre todo, el cambio del valor epistémico
de una proposicién cuya verdad queremos probar o para intentar convencer a alguien

mas sobre esta.

Los distintos razonamientos juegan sobre una amplia gama de valores epistémicos, sin
embargo, un razonamiento valido en matematicas apunta sobre los valores epistémicos

de necesario y apodictico (Duval, 1999c).

Para entender la organizacion de un paso deductivo y el modus operandi de un teorema,

los estudiantes deben experimentar que el razonamiento cambia el valor epistémico de
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lo que es afirmado como conclusién que va desde lo visualmente obvio a un valor

epistémico de necesario (Duval, 2002).

Por otro lado, el nivel de organizacion de varios pasos en una prueba es el lazo entre
dos 0 mas pasos deductivos. La conclusion de un paso es tomado en el siguiente, pero
su estatus cambia. La premisa de un paso debe ser la conclusion de un paso previo o
debe ser la hipotesis. Desde la primera conclusion hasta la conclusion final, el
razonamiento deductivo se mueve hacia adelante a través de sustituciones sucesivas de
conclusiones validas, mostrando continuidad entre las conclusiones. En la
argumentacion, apoyada en el lenguaje comudn, no hay un enlace de las proposiciones

como la anterior (Duval, 2002).

Sin embargo, debemos acotar que este camino esta lleno de tropiezos debido a que para
llevarse a cabo, el estudiante debe adquirir experiencia suficiente para poder decidir

cudl de todos los caminos es el adecuado para llegar a la tesis.

Desde nuestro punto de vista, la postura de Duval hace referencia a los diferentes tipos
de discursos distinguiendo por un lado aquel propio de la matematica y el que se
establece en el lenguaje comdn, esta distincidn se centran en la diferencia entre el valor
epistémico y el valor légico de una proposicion ademas del estatus del contenido de las

proposiciones y la organizacién de la demostracion al respecto de la argumentacion.

Respecto a la argumentacion en clase, se observa que los estudiantes cometen los
siguientes errores: mezclar hip6tesis con su conclusion, confundir una proposicion con
su reciproco, no constatar las condiciones de aplicacién de un teorema y vacios en el

progreso del razonamiento.

Por otro lado, si bien la validacién en matemaéticas se lleva a cabo a través del
razonamiento deductivo, tenemos otros tipos de razonamiento que pueden jugar un
papel importante en el proceso de demostracion en Geometria, tales como: el abductivo

y el inductivo.

La abduccion es una inferencia la cual permite la construccion de una afirmacion
comenzando de un hecho observado (Magnani, 2001: Pierce 1960; Polya, 1962; citados
por Pedemonte, 2007, p.29). La conclusion de una abduccidn es plausible, no cierta, y
procede hacia atras, desde un resultado o consecuente hacia un caso 0 antecedente

(Pedemonte, 2007). Por su parte Meyer (2010), considera que la abduccion es el proceso
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en el cual el individuo forma hipdtesis con el fin de explicar hechos que deben ser

verificados, debido a que no se garantiza su validez.

Mientras que la induccion se refiere a una inferencia la cual permite la construccion de
una afirmacién generalizada desde algunos casos particulares (Fann, 1970; Polya, 1954;

citados por Pedemonte, 2007, p.29).

La intencion de esta investigacion relacionada con el uso de situaciones de conflicto con
el fin de cambiar la credibilidad del estudiante, desde lo perceptual hasta lo conceptual
en lo que se refiere a la prueba geométrica, hizo importante considerar distintos tipos de

estructuras de razonamiento tanto abductivas como inductivas y deductivas.

Al respecto de estos razonamientos, Pedemonte (2007) propone analizar la
argumentacion y la prueba matematica desde un punto de vista estructural. La conexion
I6gica entre las proposiciones de una argumentacion difiere a la de una prueba, es decir,
cada paso de la prueba matematica puede ser descrito como un paso deductivo, mientras
que en la argumentacion puede ser de distinta naturaleza como el caso de los pasos

abductivos e inductivos.

En el caso de pruebas deductivas, la autora afirma que se requiere un cambio
estructural: de los pasos o procesos abductivos e inductivos hacia pasos o procesos
deductivos. Si la prueba y la argumentacién tienen igual estructura, entonces hay una
continuidad estructural, aunque es dificil encontrar argumentaciones deductivas
(Pedemonte, 2007).

En este trabajo consideramos que aunado a lo dicho por Duval (2007), respecto a los
diferentes tipos de discursos puestos en funcionamiento en el aula, es necesario tomar
en cuenta los razonamientos abductivos e inductivos como estructuras que organizan el
discurso de los estudiantes con el propdsito de dar sentido a la demostracion a partir de
los indicadores del rigor matematico y atendiendo lo relativo al desarrollo de valor
epistémico de esta actividad.

2.6 Visualizacion en Geometria Euclidiana

A continuacion mostramos aspectos de la actividad geométrica que tienen que ver con

la importancia del razonamiento visual para fomentar la comprension en Geometria
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(Herschkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996), el tipo de representacion con las que
trata la Geometria y los procesos cognitivos involucrados en esta materia, en especial, la
caracterizacion de la visualizacion como medio heuristico de trabajo (Duval,
1995,1998).

La visualizacion es la estructura cognitiva mas cercana a la adopcion de ideas
perceptuales, es a través de esta actividad, que toma forma la llamada intuicion, que al
decir de Fischbein (2002) tiene aspectos ligados a la credibilidad: ser autoevidente,
tener certeza intrinseca, ser perseverante, ser coercitiva, que adquiere un estatus teorico,

ser extrapolativa, ser global, hacer implicaciones y ser sumaria.

La visualizacién juega un papel esencial en la comprensién, coordinacion y
organizacion de los elementos figurales y discursivos que participan en el desarrollo de
las pruebas de los estudiantes. Sin embargo, en la ensefianza y aprendizaje de la
demostracion en Geometria se enfocan en la presentacion de las pruebas geométricas
como la escritura de una cadena deductiva de argumentos, y asi se tiende a descuidar
aspectos visuales y pictéricos de la figura geométrica que participan en el proceso de

validacién de los estudiantes.

Herschkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996) mantienen que las representaciones
visuales o formas visuales pueden ser medios para una mejor comprension de los

conceptos, procesos y fenomenos de diferentes areas de las matematicas.

Por lo que una educacion visual es necesaria para una correcta y efectiva interaccion
con las formas, sus relaciones entre ellas, sus transformaciones y sus interacciones con
otras entidades. La forma visual de pensar y razonar no es trivial, y ésta debe ser
correctamente planeada en una educacion visual y es por medio de un enfoque
fenomenoldgico que el estudiante puede tener una mejor comprension del espacio y la
forma. (Herschkowitz et al, 1996).

El razonamiento visual no sélo es un apoyo intuitivo del razonamiento, sino que es la
columna vertebral de una prueba rigurosa, ya que éste nos lleva a una nueva forma de
mirar la situacion y asi desarrollar el proceso de demostracion, siendo éste en algunas

ocasiones el principal método de ataque (Hershkowitz, 1998).
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Por otro lado, estaremos considerando a la figura en términos de Mesquita (1998), quien
las considera como de naturaleza externa e iconica. Externa, significa que estd
incorporada materialmente en papel u otro apoyo. Icénica o figurativa, significa que esta

centrada en una imagen visual (en oposicion a otros posibles sistemas semioticos).

Por otra parte, teniendo en cuenta que todo objeto geométrico tiene un conjunto de
atributos criticos (caracteristicas relevantes) y un conjunto de ejemplos (Herschkowitz,
1989), es que consideramos el fendmeno del prototipo, que consiste en aquellos
ejemplos de los objetos geométricos que son mas populares y mejor reconocidos que

otros (Schwarz y Herschkowitz, 1999).

Lo que resulta valioso en Geometria debido a que el caracter de ser o no prototipo
establece preferencias que afectan el valor epistémico dado a la figura, estos autores
afirman que cada concepto tiene uno o varios prototipos y que el estudiante al
enfrentarse a la figura geométrica debe diferenciar entre los aspectos relevantes y

aquellos que no lo son.

Las figuras o representaciones graficas de los objetos geométricos son entonces visibles
y exhiben aspectos reconocibles, estas cualidades nos permiten trabajar las
proposiciones matematicas asociadas a las figuras que le dan cuerpo a los objetos
geométricos de manera que tenemos una representacion particular que hace referencia a
las propiedades abstractas del objeto geométrico lo que hace que tenga una naturaleza

dual.

El tratamiento de las figuras geométricas requiere de la visualizacion porque es a través
de ellas que tenemos acceso a modelos que nos representan las condiciones bajo las

cuales las proposiciones son ciertas o no.

En particular Duval (1999a) distingue entre vision y visualizacion, los cuales son dos
procesos que no juegan el mismo papel en el desarrollo del razonamiento matematico.
En su propuesta, la visualizacion en matematicas es aquella en la que se construyen
representaciones semidticas y es la que usamos para identificar las propiedades y
relaciones entre las figuras, las posibles organizaciones de éstas y las modificaciones
configurales, por ello es el tipo de visualizacion que estamos interesados en fomentar

entre nuestros estudiantes.
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En particular, el tratamiento figural del que habla Duval (1998) destaca la importancia

de la relacion Gestalt entre los componentes de la figura o elementos figurales:

“- Ser una configuracion, esto es ser una unién o fusién de varias gestalts
constituyentes teniendo relaciones entre ellas las cuales caracterizan la

configuracion.

- Estar anclada en un enunciado que fija algunas propiedades representadas por
la Gestalt (hipdtesis). Este anclaje discursivo da la entrada matematica en la
figura (condicion de la prueba).” (Duval, 1998, pag. 39)

Por otra parte, con el fin de analizar el trabajo heuristico de una figura, Duval (1995) la
considera como una aprehension cognitiva. Este autor distingue cuatro tipos de
aprehensiones cognitivas: perceptual, secuencial, discursiva y operativa.

La aprehension perceptual indica la habilidad de nombrar figuras y reconocer en éstas
varias subfiguras, la aprehensién secuencial es requerida para describir una
construccién, la aprehension discursiva se refiere a que las propiedades representadas
en un dibujo sean determinadas a traves de la aprehension perceptual y la aprehension
operatoria se refiere a las varias formas de modificar la figura.

Duval (1995) nos menciona que para funcionar como una figura geométrica, un dibujo
debe evocar al menos la aprehension perceptual combinada con una de las otras tres
aprehensiones. Pero, es mediante la aprehension operatoria que logramos entender las
modificaciones de una figura, y asi lograr obtener una idea de la solucion del problema

geomeétrico en cuestion.
Duval (1995) distingue cuatro maneras de modificar una figura:

e Mereoldgica: consiste en dividir el todo de una figura en partes de distintas

formas, y asi combinar estas partes en otra figura o subfigura.
o Optica: consiste en hacer mas grande o angosta la figura, incluso inclinarla.
e De lugar: es cambiar la orientacion o la posicion de la figura.

Cada una de estas modificaciones, pueden ser realizadas mental o fisicamente (Duval,
1995). Asi, en un problema de Geometria, estas modificaciones pueden mostrar la
solucion o sugerir las ideas principales de una demostracion (Mesquita, 1989, citado por
Duval, 1995).
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Por lo tanto, al resolver problemas es necesario un desarrollo de habilidades que
consisten en un reconocimiento figural y en establecer conexiones de este
reconocimiento con el proceso discursivo. Lo que nos lleva a hacer hincapié en la
asociacion entre los objetos geométricos, sus propiedades y sus relaciones para observar

mereoldgicamente su estructura.

La visualizacion que requiere la demostracion en Geometria estd relacionada con la

relacién entre la actividad de visualizacion y la de razonamiento.

2.7 Uso del conflicto cognitivo

Distintos estudios (ej. Hadas, Hershkowitz y Schwarz 2000, 2002; Prusak, Hershkowitz
y Scharwz 2011; Stylianides y Stylianides 2008, 2009; Zaslavsky 2005; Zazkis y
Chernoff 2008) han abordado el uso del conflicto cognitivo como un mecanismo para
promover un aprendizaje significativo sobre la demostracién. Lo anterior, a través de
confrontar la comprensidn, las creencias y las concepciones de los estudiantes con el fin

de establecer una necesidad de explicaciones deductivas que superen el conflicto.

Es por medio del contraejemplo, la contradiccion y la incertidumbre que se intenta
establecer un conflicto cognitivo en los estudiantes. La contradiccion puede conducir a
los estudiantes hacia la incertidumbre de los resultados que obtienen, llevandolos a una
busqueda de explicaciones deductivas que superen la contradiccion (Hadas,
Hershkowitz y Schwarz 2000, 2002; Hadas y Hershkowitz 2002). Ademés la
incertidumbre puede hacer que los estudiantes tomen conciencia del rol de la

demostracién como una herramienta de conviccién (Hadas y Hershkowitz, 1999).

Sin embargo, a pesar que un contraejemplo es un concepto matematico que refuta una
proposicion, éste no necesariamente conduce a una situacion identificada como
contradiccion en los estudiantes, como ya hemos comentado. Ademas de que no es
suficiente con tratar de establecer un conflicto para fomentar el desarrollo de la
comprension de los alumnos de manera estable, sino también un medio adecuado para
superarlo (Zazkis y Chernoff, 2008).

Por lo tanto es necesario establecer un entorno adecuado para propiciar el desarrollo de

la comprension matematica y la formacion de los valores epistémicos de los estudiantes.
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Por su parte, Prusak, Hershkowitz y Schwarz (2011) nos muestran cdmo a través de un
tratamiento llamado disefio argumentativo se puede producir una argumentacion
productiva. Se entiende por argumentacion productiva al cambio de un razonamiento
basado en intuiciones y apoyadas principalmente en la imagen a otro tipo de

razonamiento producido por una necesidad logica.

Este disefio se basa en tres principios que son: una situacion de conflicto, situacion de
colaboracion y proveer un dispositivo para constatar y controlar las hipétesis (Prusak
etal, 2011).

La situacion de colaboracion es aquella en la que dos 0 méas personas aprenden o
intentan aprender juntas, compartiendo objetivos. El dispositivo es fundamental para la
toma de decisiones, mover a la discusion y confrontar expectativas y evidencias

conflictivas.

La situacion de conflicto consiste en establecer un conflicto cognitivo, éste ocurre
cuando los estudiantes se confrontan con datos u opiniones que contradicen sus

argumentos iniciales.

Johnsson y Johnsson (1998, citado por Prusak et al, 2011, p.22) mencionan dos tipos de
conflictos importantes en la ensefianza y aprendizaje: los conflictos conceptuales y los
conflictos de controversia. Los primeros ocurren cuando la informacion recibida no es
consistente con la asumida anteriormente por los estudiantes. Mientras que los segundos
ocurren cuando las ideas, afirmaciones y conclusiones de un estudiante son
incompatibles con las de otro, formando una controversia que conduce a una busqueda

entre los estudiantes para llegar a un acuerdo.

Consideramos que la actividad de validacién en los términos de una produccion
argumentativa como la que mencionan Prusak et al (2011), es en la que deseamos
situarnos para los fines de esta investigacion, en la necesidad de un cambio de valor
epistemico entre los estudiantes que va desde sus concepciones apoyadas en la
evidencias perceptuales hasta las necesarias para llevar a cabo una demostracion,

apoyandose en evidencias intelectuales.

Nos referimos a un conflicto que puede establecerse desde la interaccion entre los
estudiantes para abordar una contradiccion, donde se ponen en juego distintas

concepciones en la toma de decisiones que mueven la discusion para confrontar
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expectativas de cada uno, hasta el conflicto potencial mencionado por Duval (1999c)

entre la escogencia de valores epistémicos que propicia este tipo de situacion.

2.8 Preguntas e hipotesis de investigacion

Teniendo en cuenta lo anteriormente discutido, planteamos a continuacion nuestras

hipotesis y preguntas de investigacion:
Hipotesis de trabajo

Los estudiantes con experiencia en demostracion podrian aprovechar un entorno de

conflicto para dar sentido a la demostracion
Hipotesis de investigacion

La situacion de conflicto cuidadosamente disefiada puede provocar un cambio en la
formacion de los valores epistémicos de los estudiantes haciéndoles adoptar evidencias

de tipo intelectual.

Considerando que en este trabajo se hace una formulacién de enunciados que son
validos para un numero finito de casos, esto con el fin de observar los cambios que en el
valor epistémico asociado a la figura por un lado y la informacion discursiva formada
por teoremas definiciones y conocimientos matematicos previos por otro, es que las

preguntas de investigacion se plantean de la siguiente manera:

1. ¢Coémo funciona el valor epistémico de los estudiantes cuando se les solicitan

justificaciones de representaciones graficas que son validas en casos especificos?
2. ¢Cual es el papel que la representacion grafica juega en estas tareas?

3. ¢De que manera se propicia el cambio cognitivo entre los estudiantes cuando se

incluye el conflicto como método constructivo?
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3. Metodologia

3.1 Introduccién

Con el fin de alcanzar nuestro objetivo en la direccidn de analizar el valor epistémico de
los estudiantes e introducir actividades rigurosas para provocar cambios en éste o en la
credibilidad asignado a la figura y las inferencias asociadas a una prueba, se realiz6 un
disefio experimental que se llevd a cabo con estudiantes que tenian experiencia en

demostracion escolar en matematicas.

Para fomentar el andlisis de las relaciones estructurales de las figuras geométricas y el
desarrollo de la demostracion, es necesaria la construccién activa por parte del
estudiante de recursos en donde se relacionan distintos tipos de razonamientos sobre las
figuras geométricas, las cuales requieren de un tratamiento especial para la deteccion,

organizacion y eleccién de la informacion relevante.

En este trabajo damos especial importancia a actividades que contradicen las
expectativas de los estudiantes, a través de conflictos cognitivos, esto con el fin de
fomentar un cambio de la credibilidad en los aspectos perceptuales de las figuras hacia
las propiedades estructurales de éstas, donde debera encontrar las condiciones bajo las

cuales la proposicién propuesta es cierta.

3.2 Participantes

En este trabajo consideramos clave el primer afio de licenciatura en matematicas, ya que
en este afio es cuando los estudiantes desarrollan su perspectiva sobre la necesidad de la
demostracion en la actividad matematica, la necesidad del rigor y la preferencia de un

tipo de prueba sobre otra.

El estudio se llevé a cabo con 6 sujetos de nivel universitario cuatro mujeres y dos
hombres, cuya edad oscilé entre los 18 y 20 afios. Ellos comenzaban el segundo
semestre de la Licenciatura de Matematicas en Universidad Autonoma de Zacatecas, en
particular, empezaban el curso de Geometria Moderna en donde las primeras semanas

se abordd la Geometria Euclidiana.

Los estudiantes, con base a la formacion previa, conocian los contenidos basicos de
Geometria plana y ya habian tenido experiencia con la demostracién en sus cursos de

matematicas de nivel medio superior y en las asignaturas de Algebra Superior y Célculo

50



Diferencial de la licenciatura de matematicas y comenzaban un estudio formal de las

demostraciones geomeétricas.

Los estudiantes participaron de manera voluntaria como parte de un taller

complementario al programa normal de estudios.

3.3 Puesta en escena de la investigacion

La puesta en marcha de la actividad experimental fue llevada a cabo en un pequefio
taller de tres sesiones de dos horas cada una, en el transcurso de una semana como parte

del apoyo de los cursos regulares de Geometria moderna.

En cada sesidn se propuso una secuencia de actividades cuyo objetivo era evidenciar y
analizar el desarrollo 0 no de los valores epistémicos o la credibilidad involucrados en
los procesos de validacion en Geometria, esta secuencia tenia un orden especifico, en
los primeros momentos se explord lo relativo a sus preferencias y formas de proceder
respecto a las figuras geométricas, en un segundo momento se buscd establecer
conflictos conceptuales y de controversia a partir de los distintos problemas, en un
tercer momento la controversia y los conflictos fueron abordados en conjunto de forma

que los estudiantes pudieron resolverlos.

En la estructura operativa del planteamiento de los problemas procuramos establecer
una situacion de conflicto y una situacion de colaboracion. Lo anterior en un ambiente
de lapiz y papel, aclaramos que no se hizo uso de la computadora ya que la figura es
abordada de forma distinta debido a que los comandos inducen otro tipo de

comportamientos.

3.4 Instrumento

Con el fin de alcanzar nuestro objetivo de investigacion, se disefid un cuestionario que
proponia actividades que planteaban conflictos cognitivos, esto con el fin de fomentar

un cambio en la credibilidad de los aspectos perceptuales de las figuras apoyadas en las
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propiedades estructurales de estas y dar sentido a los razonamientos inductivos,

deductivos y abductivos.

Usamos proposiciones validas en un namero finito de casos cuyo analisis requiere de un
tratamiento detallado del dibujo de la figura en cuestion. Con el fin de que el estudiante
encontrara las condiciones bajo las cuales es cierta la proposicién propuesta.

El desarrollo de nuestro disefio consistié en dos etapas. La primera consistia en indagar
y explorar las formas de validacion de los estudiantes de manera individual en
problemas abiertos, en especial desedbamos establecer si los estudiantes incorporaban
caracteristicas irrelevantes a las figuras propuestas basados en un acercamiento
meramente visual. Posterior a la solucion de algunos problemas se les mostré a los
estudiantes una figura que pretendia ser un contraejemplo relacionado con las posibles
pruebas de ellos, con el fin de indagar sobre el tipo de argumentos que los estudiantes

mantenian a partir de ella, por ejemplo ver Tabla 1.

Tabla 1. Problemas primera fase.
Enunciado Figura Posible contraejemplo
Sea un triangulo AABC tal que A A
MP Il AC, AB Il NP y P es el M N M N
punto medio de BC. ;Son iguales
CMy BN?
B P C B P C

Tabla 1. Problema 9 de la primera etapa.

En la segunda etapa se abordaron una serie de problemas en donde se fomenta el uso de
los razonamientos abductivos, inductivos y deductivos para su solucion, ademas de
establecer conflictos en la conviccion en los tipos de prueba usados por los estudiantes.

En la Tabla 2 se muestra en un ejemplo de los problemas de la segunda etapa.

Tabla 2. ¢Es posible inscribir un triangulo equilatero sobre otro tridngulo equilatero?
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Tabla 2. Problema 2 de la segunda etapa.

Los distintos problemas se pueden abordar de diversas maneras para establecer si es

posible o no de inscribir una figura sobre otra del mismo tipo, ademas de una forma de

determinar tal figura inscrita. Estas maneras pueden ser: a través del analisis de casos

especificos de figuras, por medio de la abduccién o la deduccién. Por ejemplo, en la

Tabla 3 se muestran tres formas de abordar el problema de inscribir un triangulo

equilatero sobre otro triangulo equilatero.

Tabla 3. Formas de abordar los problemas.

Anélogamente en A
DFA

De

tomamos

modo que si

distancias

Formas Anélisis de casos en Abduccion Deduccion
concreto
Problema
Caso  del tridngulo | Analizar el caso de los | Supongamos que el | Sean los puntos D, F
equilatero puntos medios del A | ADEF es un|Y E tal que
ABC. triangulo equilatero. | DA=CF=BE.
A
Analizar los puntos | Luego Entonces
y tercios, cuartos,
. /EDB + /DBE + | AFAD=ADBE=A
quintos, etc. De los
= + | ECF (LAL
£ | lados del A ABC. <BED  =/BED (LAL)
/DEF + ZFEC
. Por lo tanto, ADEF
B b C De modo que si "y
. . es equilatero.
tomamos distancias | EMtONces g
iguales en cada lado,A ZFEC=ZEDB
DEF es equilatero. Por lo tanto
AEDB=AFEC
(ALA)
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iguales en cada lado,

A\ DEF es equilatero.

Tabla 3. Distintas maneras de abordar los problemas

Por ultimo, los estudiantes confrontaron sus ideas respecto a los problemas planteados
grupalmente al final de cada etapa, lo que provoco que muchas de sus ideas originales
fueran puestas en duda asi como su credibilidad respecto a los tipos de pruebas que
desarrollaron anteriormente. Para revisar las actividades de manera integra, sugerimos ir

al anexo.

Ademas del cuestionario planteado, se realizaron entrevistas informales a lo largo del

desarrollo de las actividades.

3.5 Descripcion de las actividades

A continuacion mostramos algunos fragmentos representativos de las actividades
aplicadas durante las sesiones, asi como la explicacion de los objetivos especificos de

éstas.

3.5.1 Primera etapa

Con el fin de indagar y explorar las validaciones de los estudiantes de manera
individual, planteamos problemas abiertos en los cuales en ninglin momento se les pidid
de forma explicita la demostracion o prueba de sus resultados, esto se debié a que
deseabamos observar el tipo de acercamientos preferidos por los estudiantes frente a

este tipo de tareas.

A continuacion en la Tabla 4 presentamos unos ejemplos en donde establecemos el

objetivo y detallamos los posibles conflictos esperados en su solucion:
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Tabla 4. Problema de la primera etapa

Enunciado Dibuja y di cuantas diagonales tienen los siguientes poligonos.

Figura geométrica

presentada.

Obijetivo Indagar si la figura esta en relacién al nimero de diagonales encontradas en los

poligonos presentados.

Posible Conflicto | Un posible conflicto se plante6 en el sentido de que los estudiantes tienen
diferentes concepciones sobre lo que es una diagonal de un poligono, ademas
que en la ultima figura presentada es muy dificil dibujar todas las diagonales.
Por ejemplo, consideran que una diagonal tiene que estar en el interior del
poligono, sin embargo esta consideracion no se mantiene en las distintas

figuras geométricas presentadas.

Tabla 4. Problema 3 de la primera etapa.

También queriamos ver si ellos asumian la responsabilidad de la verdad ademas de que
tuvieran libertad para explorar la situacion. En especial desedbamos establecer si los
estudiantes incorporaban caracteristicas irrelevantes a las figuras propuestas, basados en

un acercamiento meramente visual.

Otro tipo de problemas consistio en indagar si los estudiantes eran capaces de detectar,
organizar y seleccionar la informacion relevante de la figura geométrica y el papel de la

visualizacion en la produccion de sus pruebas.

Tabla 5. Problemas de la primera 4-1y 6-1

Enunciado Figura Objetivo
Dado un triangulo cualquieraA A Indagar si los estudiantes
ABC y D un punto en el interior detectar, organizar y
de AABC seleccionar la informacion

relevante del diagrama en una
¢Como es el é&ngulo ZA forma deductiva.

respecto del angulo #D (mayor,

igual o menor)?
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Si en la siguiente figura AD=BC Indagar si los estudiantes

y AC=BD ;Como es ZA D C descomponen y detectan las
respecto de B (mayor, menor o subfiguras  relevantes vy
igual)? realizan el trazo auxiliar para
la prueba.
A
B

Tabla 5. Problemas 4 y 6 de la primera etapa.

Posterior a la solucién de los estudiantes se les mostr6 una figura geométrica
relacionada con el problema en cuestion, con el fin de convertirse en contragjemplo en
aquellos casos en los cuales se basaban en consideraciones meramente visuales. Lo
anterior, con el fin de indagar sobre el tipo de argumentos que los estudiantes

mantenian e intentar propiciar un conflicto cognitivo. Por ejemplo ver Tabla 6.

Tabla 6. Ejemplos de problemas propuestos en la primera etapa.

Problema Figura inicial Figura de prueba
Sea un triangulo AABC A A
tal que MP Il AC, AB I M N M N

NP y P es el punto medio

de BC. ¢{Son iguales MB y

B p C B P C
CN?
Sea AABC un triangulo
cualquiera, se trazan dos D D

cuadrados sobre los lados v €

AByCAvyseanD Yy E los -
vértices de los cuadrados
para formar el ADAE.

¢Son iguales los triangulos
AABCy ADAE?

Tabla 6. Problemas 8 y 9 de la primera etapa.
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3.5.2 Segunda Etapa

Esta etapa consistié en plantear una serie de problemas similares en donde se fomento el

uso de razonamientos abductivos, inductivos y deductivos para su solucion.

En la Tabla 7 se muestra la idea general de la problematica en cuestion.

Tabla 7. ¢ Es posible inscribir una figura dentro de otra del mismo tipo?

Triangulo equilatero Tridngulo isdsceles Cuadrado Rectangulo

Tabla 7. Problemas de la segunda etapa.

La situacion planteada consistié en involucrar a los estudiantes en determinar si era
posible inscribir una figura dentro de otra del mismo tipo, ademas se les pidid
determinar una forma clara de como inscribir las figuras y se les cuestiono si tal forma

siempre era posible.

Después se les sugirio una metodologia de trabajo que buscaba proporcionar a los
estudiantes un motor de busqueda de las propiedades estructurales de las figuras
geométricas abordadas, que consistio en establecer un modelo genérico de accion sobre

las figuras.

En este caso se referia a construir una figura localizando puntos sobre los lados de la
figura original a una distancia igual sobre cada lado, de manera que uniendo los puntos

marcados se tenia una figura que era del mismo tipo que la figura original.

Esta situacion es muy rica como experiencia para el estudiante debido a que no tiene
familiaridad con este tipo de propuestas y también debido a que provoca un cambio de
valor epistémico frente a una proposicion que funciona sélo para cierto tipo de figuras

como el triangulo equilatero o el cuadrado, pero falla en el rectangulo.
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A continuacion mostramos el orden en el que fueron presentados los distintos

problemas, cuestionamientos y  objetivos especificos. En la Tabla 8 mostramos el

segundo problema planteado asi como los principales cuestionamientos,

recomendaciones Yy objetivos de la actividad.

Tabla 8. Objetivos especificos

Problema

Cuestionamientos y recomendaciones

Objetivos

¢ Es posible inscribir un
triangulo equilatero dentro

de otro triangulo?

1. La primera pregunta se plante6 de
manera general si era posible o no

hacer este tipo de construccion.

2. Se

relacién entre

les cuestiond si existe una
los triangulos para

determinar la construccion.

3. Se

triangulo de los puntos medios o

les recomendd analizar el

suponer que han encontrado el
triangulo inscrito y determinar las
condiciones  necesarias para la

construccion.

4. Se les preguntd que si era posible
determinar otros triangulos equilateros

inscritos diferentes a éste.

5. Se les cuestiond cuantos triangulos
inscritos se pueden encontrar, con las
coémo

condiciones establecidas, vy

determinarlos.

6. Se les plante6 en la discusién de la
solucién un modelo de accién a los

estudiantes.

1. Explorar las distintas
estrategias que siguen los
estudiantes.

2. Determinar el nivel de

generalizacion de la
respuesta anterior.
3. Fomentar los

razonamientos inductivos y

abductivos.

4. Confrontar a los
estudiantes con la
generalidad de los

enunciados que mantenian.

5. Establecer en los
estudiantes un modelo de
accion sobre el triangulo
equilatero para determinar

la construccion requerida.

6. Establecer el motor de
busqueda descrito

anteriormente.

Tabla 8. Problema 2 de la segunda etapa.
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En la Tabla 9 se presenta el problema 3 de esta fase.

Tabla 9. Objetivos especificos

Problema Cuestionamientos y Objetivos
recomendaciones

¢Es posible inscribir un tridngulo | 1. Se puso en juego la validacién | 1. Confrontar la conviccion
isosceles dentro de otro triangulo | del modelo de accion propuesto. | del modelo de accion de los
isésceles, bajo el modelo de estudiantes.

accion descrito anteriormente?
2. Indagar la credibilidad de

los estudiantes en  sus
procesos de prueba y su
tratamiento sobre la figura en
relacion con el motor de

busqueda.

Tabla 9. Problema 3, segunda etapa.

Para mas informacidn ver las secuencias de actividades completas que aparecen en el

anexo.

3.6 Recoleccién de datos

Los medios utilizados para registrar los datos que se obtuvieron durante el experimento

fueron:
1. La produccidn escrita de los estudiantes de los cuestionarios propuestos

2. La videograbacién de las actividades y la transcripcion de las escenas mas

representativas particularmente las discusiones de las parejas como grupales.
3. Apuntes de la bitacora del investigador

El andlisis de los datos fue esencialmente cualitativo, destacando los eventos en donde,

desde nuestro punto de vista, se dan o0 no cambios en la credibilidad de los estudiantes
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4. Resultados

4.1 Primera etapa. Trabajo individual de los estudiantes
En los resultados mostrados a continuacion se enfatizan las actividades en la que los

estudiantes tuvieron que confrontar sus ideas y evidenciar su credibilidad o valor
epistémico al realizar las pruebas de los distintos problemas, de manera que

mostraremos preferentemente estas situaciones.

4.1.1El problema de las definiciones de las diagonales
Tabla 10. Problema de las diagonales.

Enunciado Dibuja y di cuantas diagonales tienen los siguientes poligonos.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Figura geométrica

presentada.

Tabla 10. Problema 3-1

En el problema 3-1 se pretendia analizar las distintas concepciones de los estudiantes
sobre lo que es una diagonal de un poligono. A continuacién en la Tabla 11, se muestra

las respuestas de los estudiantes sobre el nimero de diagonales.

Tabla 11. Resultados del problema de las diagonales.

Respuestas | Linea que pasa por un | Linea que pasa por un vértice y | Linea interior que

vértice 'y que divide | que divide el area por la mitad pasa dos Vértices
simétricamente. no contiguos.
Alumnos | A6 Al, A5Y A3 A2Y A4

Tabla 11. Distintas concepciones sobre la diagonal de un poligono.

Observamos que sélo dos de ellos pueden dar un acercamiento a la definicion pese a la
indicacion sobre el carécter interior. Los cuatro restantes estan sujetos a la descripcion

de un caso particular en que aparecen las diagonales.
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Ademas que el nimero de diagonales determinadas por los estudiantes estaba
relacionado con las diagonales que ellos podian dibujar sobre la figura, es decir, su
respuesta esta relacionada con lo ostensivo de la figura. En los casos de los estudiantes
A4y A5, el problema provoco una evolucion de las concepciones acerca de la diagonal,

como ejemplo mostramos la respuesta del estudiante A4 en la Figura 7.

Z
% K
PN PN | 4
3:;0&% tf)&lb ) AN d) 4. ]
9 & . 7

mm%\. nNO e

Figura 7. Respuesta del estudiante A4

En un primer momento, el estudiante considero a la diagonal como aquella recta que
divide a la figura simétricamente, como en las primeras respuestas de los incisos a, b y
d. Después, el estudiante transformé su concepcién al considerar la diagonal como
aquella recta interior de la figura que pasa por dos veértices no contiguos. Esta
transformacion fue obligada por el tipo de ejemplos que tuvieron que ir resolviendo, que
fue en general desde considerar una linea que divide a la mitad a la figura y que pasa

por un vértice hasta aquella linea interior que pasa por dos vértices no contiguos.

4.1.2 Problemas de interpretacion y manipulacion de la figura.

Tabla 12. Problemas de interpretacion y manipulacion de la figura.

Problema 4 Figura sugerida Problema 6 Figura sugerida
Dado un  triangulo A Si en la siguiente
cualquieraAABC y D figura AD=BC vy | p C
un punto en el interior de D AC=BD
AABC
¢Colmo  es LA
¢Como es el &ngulo ZA B C| respecto de ZB A B
respecto del angulo #D (mayor, menor 0
(mayor, igual o0 menor)? igual)?

Tabla 12. Problemas 4-1 y 6-1.
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En los problemas 4-1 y 6-1 se ponia en juego la interpretacion y manipulacion de las
figuras para evidenciar la credibilidad o valor epistémico puesto en juego en las pruebas
de los estudiantes. En la Tabla 13, mostramos los tipos de respuestas que se dieron

sobre el problema 4-1.

Tabla 13. Tipos de respuesta problema 4-1.

Imagen como | Imagen como | Confunden Organizacion
evidencia general en | evidencia general en | teorema. deductiva, con
Respuestas . : «
un caso particular , a | un caso particular, | “Porque el lado | algunas
través de la | inclinacion o tamafio | opuesto a los | consideraciones
manipulacién de la | de los lados. angulos son | extras.
figura iguales”.
Alumnos | A5 Ady A6 A3y A2 Al

Tabla 13. Tipos de respuesta del problema 4-1.

De manera general podemos decir que en esta actividad los estudiantes A5, A4 y A6
hacen juicios asociados a las pruebas empiricas, mientras que A2, A3 y A4 a las que

podrian llegar a ser intelectuales.

Entre las distintas respuestas obtenidas en el problema 4-1, destacamos lo realizado por
el estudiante A5 quien logré reconocer a la figura sugerida como un representante de
una clase y establecié un modelo de accidn genérico sobre ésta, aunque la prueba se

apoyaba en lo ostensivo que evidenciaba tal accion.

Figura 8. Figura realizada por el estudiante A5, donde muestra que es evidente que el &ngulo D es mayor

que el angulo A

El estudiante A5 dio la siguiente explicacion sobre la figura que él realizo:
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A5: Lo podemos poner mas para abajo (el punto), asi (dibuja en la parte cercana a
la base) y aqui no se cumpliria, quedaria demostrado (que el angulo D es mayor que el
angulo A), casi nada mas me guié por la figura.

Sin embargo, el estudiante a pesar que hace referencia a una manipulacion de la figura
para obtener su respuesta, tuvo dificultades en el lenguaje simbdlico y con el lenguaje

comdn para expresar su respuesta.

;Cémo es el angulo LA respecto del &ngulo D (mayor, igual 0
menor)? Explica tu respuesta.
ﬁ/\ > Ar POC cyle el (f‘

Biene ensyae aheclurs ol 2K ‘

Figura 9. Respuesta del estudiante A5 sobre el problema 4-1.

Por otra parte, a lo largo de la primera etapa algunos estudiantes lograron establecer una
organizacion deductiva en sus pruebas, sin embargo recurrian en aspectos ostensivos de
la figura en cuestion. Tal fue el caso del estudiante Al en el problema 4-1, como se

muestra en la Figura 10.

Interpretacion Teorema: T éangulos interiores

i _ de un triangulo = 180 °,
B Y c

6 <R e menor ug C\‘OQ 8 9608Ied i oBuitp Hipotesis: Conclusion:
Cn ABRL 2am0icd e W“ (o fite 1./ACB=/BCA /CAB < /CDB
Jos Oy merpes e 61 486g Qo 10 AGAI0) Y /DBC= /BCD
4 f‘\ Mo Gande (A det b b de 10y {'D 2 /ABC < /DBC

je U A €5 (600 Y /BCA < /BCD

Figura 10. Respuesta del estudiante Al del problema 4-1

En la respuesta anterior, observamos que el estudiante organizé deductivamente su
prueba, sin embargo, debido a lo ostensivo de la figura asumio que los triangulos ABC

y DCB eran isosceles, lo que lo llevé a considerar la hipotesis 1.
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Por otra parte, en el problema 6-1 (ver pagina 64), la mayoria de los estudiantes
recurrieron a lo ostensivo de la figura para validar sus respuestas. A continuacion en la

Tabla 14 mostramos las respuestas que se obtuvieron en el problema 6-1.

Tabla 14. Tipos de respuesta problema 6-1.

Respuestas Imagen usada como | Imposibilidad de | Imagen usada como
evidencia prueba, argumentan la | evidencia, uso de
falta de hipotesis. trazos auxiliares.
Alumnos A6, A4, A5 Al A2, A3

Tabla 14. Tipos de respuesta del problema 6-1.

En las respuestas observamos que a pesar de que algunos estudiantes lograron hacer
trazos auxiliares, ellos no lograron establecer una estrategia que los llevara a una prueba
deductiva, sino que siguieron apoyandose en la figura como una fuente de evidencia
perceptual de ciertos argumentos en las pruebas que realizaron, como se muestra en la
Figura 11.

l{u"i

Loy ladel won guoiled  porque
3

\as dos- deaonales on de un

cecrantulo Y lo parten en 'x\j;ntﬁ"",,
¥

D APD =aBCP

Sen conag j‘l\&c entonces
>

4 A=49

Figura 11. Respuesta del estudiante A3 del problema 6-1.

En la respuesta anterior observamos que el estudiante consideré como un rectangulo al
cuadrilatero ABCD, por lo que se desprende que los lados AP, PC, DP y PB son
iguales, siendo P el punto de interseccion de las diagonales. Por lo tanto, bajo estas
condiciones los triangulos DAP Y CPB son congruentes por el criterio de congruencia

LAL, ya que los angulos ZAPD Y ZCPB son iguales por ser opuestos por el vértice.

Podemos decir que la forma, como los estudiantes estan tratando a la figura, se apoya en
que ésta impone caracteristicas a lo largo del tratamiento que se va haciendo de ella,

esta consideracion carece de generalidad, por lo que los estudiantes, pese a mencionar
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condiciones cercanas a las definiciones no estan en condiciones de hacer pruebas
intelectuales en este momento, aqui podemos detectar que la credibilidad de estos
estudiantes se apoya en las caracteristicas del ejemplo dado.

Los problemas 7 y 5 de la primera etapa tienen un disefio equivalente al que aparece en
la Tabla 15, donde se pretendia analizar las pruebas que realizan los estudiantes cuando

se enfrentan a problemas que tienen condiciones similares.

Tabla 15. Problema 7-.1

Tarea: Establecer si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos y realizar una figura que poye

la respuesta.

a) La diagonal de un cuadrado siempre es mayor que los lados del cuadrado.

b) La diagonal de un rectdngulo siempre es mayor que los lados del rectangulo.

c¢) La diagonal de un rombo siempre es mayor que los lados del rombo.

d) La diagonal de un paralelogramo siempre es mayor que los lados del paralelogramo.

Tabla 15. Problema 7-1

En el problema 7-1, la mayoria de los estudiantes no lograron reconocer que en el caso
del rombo, una diagonal no necesariamente es mayor que los lados, sélo el estudiante

Al reconocié que en este caso no se cumple tal afirmacion.

Por otra parte, la mayoria de los estudiantes se basaron en el teorema de Pitagoras para
responder los enunciados “a” y “b” y sé6lo un estudiante tuvo un acercamiento
meramente visual. Sin embargo, al abordar los enunciados ¢ y d en los cuales el teorema
de Pitagoras ya no era aplicable, los estudiantes recurrieron a las propiedades ostensivas
de las figuras que realizaron. En algunos casos recurrieron a los ejemplos prototipos de
cada objeto geométrico en cuestion, por ejemplo los estudiantes A2 y A6, cuyas

respuestas del inciso ¢ se muestran en la Figura 12.
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Estudiante A2

\

1 )
OLYY

S, Prasras & coue
A  feosgh o COnDQADy Ry,

m\ AL o lﬁ'h‘]‘(t”\{['ﬂl”f(‘l-

Figura 12. Respuesta del enunciado “c” de los estudiantes A2 y A6 del problema 7-1

Al preguntarle al estudiante A2 a qué se referia con la definicion de diagonal de un
paralelogramo, éste contestd que la definicion nos indicaba que: la diagonal va de un
veértice a otro y en la figura se mostraba que la diagonal es mayor que sus lados. La
respuesta del estudiante A6, evidencia que la imagen del concepto de rombo que tiene

no se apoya en la definicidn, sino hace referencia al ejemplo prototipo del rombo.

Algunos de ellos hicieron mencidn a los enunciados anteriores para validar su respuesta,
es decir, como se cumplié en los incisos a y b, entonces también se cumple en los
incisos ¢ y d. Tal fue el caso del estudiante A4, quien determiné como verdaderos los
dos primeros enunciados apoyandose en el teorema de Pitagoras, sin embargo, en los
siguientes dos enunciados hizo referencia a los anteriores para validar su respuesta y no
dio una prueba sobre estos, detectamos en este caso el uso del método inductivo usado

defectuosamente.

]
\

lgoal ot €N le @aTel
v

>

&
I\\ik\'l Y\ ¢

Figura 13. Respuesta del estudiante A4 del enunciado d del problema 7-1.

Por otra parte, como lo mencionamos anteriormente, sélo el estudiante Al reconocid
que en el rombo una diagonal no necesariamente es mayor que sus lados. Sin embargo,
al responder el enunciado “d” acerca de los paralelogramos, éste se guid por la figura
que realizé y aplicé el teorema que dice que a mayor angulo se opone mayor lado en un
triangulo para contestar que era verdadero tal enunciado. En la Figuras 14 se muestran

las respuestas del estudiante Al.
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Figura 14. Repuesta del estudiante Al del enunciado c y d del problema 7-1.

En el problema 5 (ver Tabla 12) los estudiantes se basaron en la férmula del &rea de un

triangulo, hicieron consideraciones apoyadas en lo visual y también hicieron referencia

al caso anterior, en la Tabla 16 se muestran los tipos de respuesta de los problemas 5.1 y

5.2.

Tabla 16. Problema 5-1.

Problema 5.1

Problema 5.2

Enunciado

Figura sugerida

Enunciado

Figura sugerida

Dado un triangulo
rectaingulo AABE y
sean D el punto medio
de AB y C un punto
talque E es punto
medio de BC. ;Cémo
es el &rea del tridngulo
A ABE respecto del
triangulo ADBC

(mayor, igual 0

menor)?

Dado un triangulo
cualquiera AABE vy
sean D el punto medio
de AB y C un punto
talque E es punto medio
de BC (Como es el area
del triangulo A ABE
respecto del triangulo
ADBC (mayor, igual o

menor)?

Tabla 16. Problema 5-1.

En la Tabla 17 mostramos los tipos de respuesta obtenidos en este problema.
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Tabla 17. Tipos de respuesta del problema 5-1.
Problema 5.1 Problema 5.2
Formula del area del Ostensivo Influencia caso anterior Ostensivo
triangulo.
A2, A5, Al, Ad A3y A6 A2y Ad A3, A5, A6

Tabla 17. Tipos de respuesta problema 5-1

De las distintas respuestas, destacamos el acercamiento visual de A1, quién se apoyé en
el reconocimiento visual de distintas subfiguras, distinguiendo y operando distintas
relaciones visuales entre ellas. En la Figura 15 se muestra la respuesta del estudiante
Al

Qo e ' mipmd

£ e el 5o anlenidr

Oalhe o A AoP Y APEG

Ofacece en \as Ao Crguo

a \a B gue Queda €S coron.
AR J \

Figura 15. Respuesta del estudiante Al del problema 5.2-1

El estudiante logro distinguir las subfiguras que se muestran en la Figura 15.

o\ o=\

Figura 16. Las subfiguras del proceso de reconocimiento figural del estudiante Al.

En la Figura 17 se muestra el proceso de reconocimiento figural del estudiante Al,

donde realiz6 distintas operaciones entre las subfiguras mostradas anteriormente.
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Figura 17. Proceso de reconocimiento figural del estudiante Al.

En el proceso de reconocimiento figural, se observa que el estudiante asumié la
ecuacion 1 debido a las caracteristicas percibidas de la figura sugerida, lo que fue un

obstaculo para la necesidad de una prueba intelectual.

Por otra parte, en el problema 10-1 (ver Tabla 18) se mostraron dos problemas en los
cuales el contenido de los enunciados era el mismo, sin embargo establecian
condiciones distintas, a diferencia de los problemas 7 y 5 donde el contenido era
ligeramente distinto. Lo anterior con el fin de establecer si se mantenia en los

estudiantes el valor epistémico seméntico del que hace mencion Duval.

Tabla 18. Problema 10-1.

Tarea Enunciado Figura sugerida

X

a) Las diagonales se bisecan.

b) Las  diagonales  son

. ] perpendiculares.
1. Determina las propiedades

que tienen las diagonales de un | ¢) Las diagonales son iguales.

rombo.
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d) Las diagonales bisecan los
angulos de los vértices. @

a) Las diagonales se bisecan.

2. Determina en cuales casos las

diagonales siempre pertenecen a

. . b) Las  diagonales  son
un rombo y realiza una figura

perpendiculares.
que apoye tu respuesta. Sin figura sugerida.

c) Las diagonales se bisecan y

son perpendiculares.

d) Las diagonales son iguales y

son perpendiculares.

Tabla 18. Problema 10-1

Resultd que ningun estudiante logro diferenciar las tareas 1 y 2. Todos los estudiantes
mantuvieron que se trataban de tareas iguales en los primeros dos enunciados de cada
una. Por ejemplo en la Figura 18 se muestran las respuestas del estudiante Al que

muestran lo anterior.

11.1) Propiedades de las diagonales de un 11.2) Diagonales que siempre
rombo. pettenecen a un rombo.

Las diagonales | Lasdiagonales | Las diagonaes | Lasdiagonales | Las diagonales
e bisecan 300 e bisecan y son | son igudles y son

Las diagonales Las diagonales Las diagonales bisecan los ] v
se bisecan son 00 iguales. angulos de los perpendiulares :trp.endvcuﬁ..'(-s perpendiculares.
perpendiculares vértices ) ) )

Figura 18. Respuesta del estudiante Al del problema 10-1

Por otro parte, algunos estudiantes recurrieron a ejemplos prototipo para sustentar su

respuesta. Por ejemplo, en la Figura 19 se muestran las respuestas del estudiante A2.
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11.1) Propiedades de las diagonales de un

11.2) Diagonales que siempre pertenecen

rombo. a un rombo.
R &=y =X
>< x - N ¥
Las diagonales‘ | : X : T | \|
Las diagonales | Las diagonales  [Las diagonales | bisecan los Las diagonales | Las diagonales | Las diagonales | Las Ilagona s
se bisecan. son son iguales. dngulosdelos | s bisecan. son se bisecan y son | son igualesy son
perpendiculares. vértices. perpendiculares. | perpendiculares. | perpendiculares.

Figura 19. Respuesta del estudiante A2 del problema 10-1

En la Figura 19 se observa que el estudiante reconocié como propiedades del rombo
solo aquellas caracteristicas no relevantes que son visibles en el ejemplo prototipo.

Los resultados anteriores nos llevan a considerar que se han desarrollado los siguientes
tipos de eventos relacionados con la fuente de credibilidad de los estudiantes hasta este
momento por principio de cuentas consideran a las propiedades ostensivas de las figuras
particulares como la fuente de sus evidencias, utilizan métodos inductivos y deductivos
inadecuadamente también hacen uso de definiciones y teoremas lo que no pueden usar
con éxito y finalmente no distinguen el valor epistémico tedrico de las inferencias

utilizadas.

4.1.3 Conflictos cognitivos en el trabajo individual
Al intentar establecer un conflicto cognitivo en los estudiantes, con el fin de fomentar

un cambio en la credibilidad que tienen sobre la figura, ellos evadieron el conflicto y
mantienen firmes sus concepciones a pesar de que logran tomar conciencia de la

contradiccion que supone tal conflicto.

A continuacion mostramos los resultados obtenidos en el trabajo individual de los

estudiantes del problema 8-1, los cuales ejemplifican lo antes mencionado.
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Tabla 19. Problema 8-1.

Enunciado Figura

Sea AABC un tridngulo cualquiera, se trazan dos D E
cuadrados sobre los lados ABy CAysean Dy E
los vértices de los cuadrados para formar el A
DAE.

a) Si el angulo ZABC= 70° y el angulo ZBCA= B C
40° ; Cuénto mide el &ngulo ZDAE?

b) ¢Cuanto suman los dos angulos rectos mas los
angulos «.DAE y ZCAB?

Tabla 19. Problema 8-1

La mayoria de los estudiantes reconocieron un conflicto conceptual que surgié de la
medida que obtuvieron del angulo ZDAE y la suma de éste con los dos angulos rectos
méas el angulo ZCAB. Sin embargo, este conflicto no provocdé un cambio en ese
momento de la credibilidad de los estudiantes sobre las propiedades ostensivas de la

figura sugerida. Por ejemplo las respuestas de los estudiantes Al y A4.

C
a) Si el dngulo tABC= 702 y el dngulo + BCA= 402 ;Cuanto mide el
angulo LDAE? Explica tu
respuesta.
el _analo DAE nde Go® €D el S \ecneo D
de\ L;:(\(\x ado Qui heqe A-Qn°. J20x \Q 4 20k
e\ ﬂ'\h;»‘\u LARC=302 Y X BA=Y es\an
0O\ No~ OWw oo me da (K00 . e

Figura 20. Respuesta del alumno Al del problema 8.

En la respuesta observamos que el estudiante basa su respuesta en caracteristicas no
relevantes de la figura, ya que ésta le sugiere que el £ DAE es de 90 grados. Lo que
provoca un conflicto con las propiedades encontradas, debido a que éstas le indican que
el £ CAB es de 70 grados y este angulo, para el estudiante, tendria que ser igual al £

DAE. Sin embargo, su manera de superar tal conflicto es argumentando que la hipétesis
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del problema no son correctas, por lo que es necesario adecuar las hipdtesis del

problema.

Otro caso fue el del estudiante A4, que a pesar del conflicto hizo caso omiso a las
propiedades de la figura que él conocia y forzo6 sus argumentos.

ande  70° ”}Lh\ qut el & PAC
DY qut ON OPU€ ST OF 0y el e ydiCe
+ N !
v oAk 70 €0y O \o suoes de lo s
‘:('\\1'\&':r S ‘N \‘,f'|(\'t cle @l B Lanau e
- v
£ ©o -

> ;Cuanto suman los dos angulos rectos mds los dngulos LDAE y

LCAB? .
G0+ 48v0° » ‘7@‘ = AL

Figura 21. Respuesta del estudiante A4 del problema 8-1.

Algo que resultaria sorprendente de la respuesta de este estudiante es la suma que
realiza sobre los &ngulos, aunque en este caso no es que el estudiante no conozca el
resultado, sino que trata de no contradecir sus argumentos los cuales estan basados en la

idea que tiene €l sobre la figura.

Por ultimo, en la Tabla 20 mostramos los resultados generales sobre el sustento de las

pruebas realizadas por los estudiantes en la primera etapa.

Podemos observar que la actitud de los estudiantes ante el conflicto que supone la figura
y los resultados conocidos no es bienvenido por ellos, no se preguntan sobre posibilidad
de que la figura que tienen frente a ellos no sea mas que una representacion particular y
que por ello no represente exactamente lo indicado por la hipotesis, de manera que
delegan su confianza en la figura no solo para obtener informacion sino como fuente de
informacién verdadera. Muchos de las dificultades que observamos en esta situacion en
la que se propone el conflicto, se relacionan con las que vienen teniendo en la primera
parte de la actividad y que ya hemos comentado pero que se puede resumir en el uso de
métodos, definiciones y teoremas de manera incorrecta debido al papel que juega la
figura de la cual hacen un uso ostensivo por lo que no distinguen el valor epistémico de

la inferencia semantica.

A continuacion en la Tabla 20 presentaremos un panorama de los tipos de pruebas desde
el punto de vista que incluye aspectos adicionales a las pruebas pragmaticas e
intelectuales que los estudiantes realizaron durante esta etapa de trabajo:
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Tabla 20. Resultados generales sobre el sustento de las pruebas realizadas por los estudiantes.

Estudiante Al A2 A3 Al A5 A6
Problem
4 Ostensivo- Teorema Teorema Ostensivo Inductivo- | Ostensivo
Deductivo mal mal Ostensivo
aplicado aplicado
5.1 Férmula area Férmula Ostensivo Férmula Férmula Ostensivo
area area area
5.2 Ostensivo Ostensivo Ostensivo Inductivo- Ostensivo | Ostensivo
Ostensivo
6 Imposibilidad | Ostensivo | Deductivo- Ostensivo Ostensivo Deductiv
de prueba Ostensivo o-
Ostensivo
7.1 Deductivo Deductivo Deductivo Deductivo Ostensivo Inductivo
7.2 Deductivo Deductivo Deductivo Deductivo Ostensivo Inductivo
7.3 Ostensivo Ostensivo No Inductivo Ostensivo | Ostensivo
contesto
7.4 Deductivo- Ostensivo Ostensivo Inductivo Ostensivo | Ostensivo
Ostensivo
8 Deductivo- Deductivo- | Deductivo- | Deductivo- Deductivo- | Deductiv
Ostensivo Ostensivo Ostensivo Ostensivo Ostensivo o-
ostensivo
9 Ostensivo Deductivo- | Deductivo- Tma. Mal Ostensivo | Ostensivo
Ostensivo ostensivo aplicado
10.1 Deductivo Ostensivo Ostensivo Ostensivo Ostensivo | Ostensivo
10.2 Confusion Confusion Confusion Confusion Confusion Confusio
hip6tesis — Hipétesis- Hipotesis- hip6tesis hip6tesis n
Tesis Tesis Tesis Tesis Tesis hipotesis
Tesis
Ostensivo Ostensivo

Tabla 20. Resultados generales sobre las pruebas realizadas en la primera etapa.
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En la tabla anterior consideramos a las pruebas deductivos-Ostensivas como aquellas
que tienen una estructura deductiva, sin embargo, tienen argumentos que se obtienen a

partir de las caracteristicas ostensivas de la figura en cuestion.

También distinguimos las pruebas ostensivas de las inductivas ostensivas, siendo las
primeras las que se obtienen a partir de las caracteristicas ostensivas de una figura en
particular, mientras que las inductivas-ostensivas son aquellas que se obtienen de las

caracteristicas ostensivas pero que surgen del andlisis de varios casos de figuras.

De acuerdo a los resultados generales de las pruebas realizadas en la primera etapa es
que clasificamos a los estudiantes en tres tipos de concepciones que presentan con
mayor regularidad en las pruebas que realizan y dan cuenta de las decisiones y acciones

sobre la veracidad del enunciado en cuestion.

Estos tipos de concepciones son: pragmatico-ostensivas, antes del tipo intelectual o

transicional e intelectual-deductiva (ver Tabla 21).

Las primeras consisten en apoyarse en la accion, la ostension y en la singularidad del
evento analizado, ademéas que provoca en el estudiante una necesidad efectiva de la
solucién del problema, es decir, si funciona lo planteado en la respuesta es suficiente

para validarla.

Las segundas consisten en establecer el caracter necesario de validez, los estudiantes
logran establecer un discurso con cierta racionalidad a través de la formulacién y
organizacion de algunas propiedades generales, sin embargo, este discurso puede o0 no

ser deductivo y recurren a lo ostensivo como referencia para validar sus respuestas.

En las ultimas se establece una necesidad logica deductiva de las propiedades
formuladas, es decir, establecen una organizacioén de un paso deductivo como de un
encadenamiento de varios pasos deductivos para validar una proposicion o recurren al

contraejemplo para refutarla.
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Tabla 21. Concepciones presentes en las pruebas de los estudiantes
de la primera etapa.
Concepciones Pragmatico- Antes del Intelectual
intelectual o
Ostensivo . Deductivo
transicional
Estudiante
Al X
A2 X
A3 X
Ad X
A5 X
AS6. X

Tabla 21. Tipos de concepciones presentes en las pruebas de los estudiantes de la primera etapa.

Ningun estudiante considera necesario establecer un discurso deductivo para validar sus
respuestas, sino que se basan en otro tipo de consideraciones. Cuatro de los seis
estudiantes se encuentran en las concepciones del tipo transicional donde el uso de las
figuras se mantiene como un medio de evidencia absoluta que en algunos casos se
impone a los aspectos tedricos de ésta y dos estudiantes mantiene fuertemente las

concepciones pragmaticas ostensivas como sustentos de las pruebas que realizan.

4.1.4 Discusion grupal de los problemas de la primera etapa
La primera etapa también cont6 con una sesiéon de discusion en grupo, donde en el

primer momento se indujo a los estudiantes a compartir el resultado de la tarea 8-1 que
contenia el conflicto cognitivo presentado en la seccion anterior ademéas de

cuestionarles sobre la congruencia o no de los AABC y AADE (ver Tabla 19).

La discusion giré alrededor de la importancia de la definicion de recta lo que no les
permitia avanzar para resolver el conflicto, por lo que el investigador interviene
proponiendo una segunda figura (ver Figura 22) que responde a las misma hipétesis, lo
que desencadena otra discusion ya que resulta un contraejemplo para sus suposiciones

debido a que los puntos que suponian sobre una recta no lo estan.
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Figura 22. Figura presentada después del conflicto cognitivo con la suma de los

angulos.

Esta situacion los condujo a una situacion de conflicto que profundiza sobre la
aceptacion de la existencia de ejemplos que no son los usuales y que podrian estar en

conflicto con los aceptados.

Algunos estudiantes expresaron que la figura no hacia referencia al problema, sin
embargo a cuestionarles si ésta cumplia las hipotesis del problema se mantuvieron en un
estado de incertidumbre o duda, lo que provoco en ellos una discusion sobre lo que

significa que tres puntos sean colineales.

En la discusidn se manifestaron distintos puntos de vista sobre lo que es una linea recta,
sin embargo no lograron ponerse de acuerdo y expresaron que era necesario conocer la

definicién de linea recta para poder contestar el problema de una forma correcta.

En el comienzo de la discusion no lograron darse cuenta de que esta nueva figura resulta
un ejemplo no usual de sus suposiciones y que es tan valida como la anterior. Sin
embargo, en el transcurso de ésta los estudiantes aceptaron que no necesariamente al

construir cuadrados sobre un triangulo cualquiera los AABC y A ADE son congruentes.

4.2 Segunda etapa trabajo por parejas
La segunda etapa consistio en analizar si los estudiantes seguian incorporando

caracteristicas irrelevantes a las figuras propuestas o si habia una mayor aceptacion de
ejemplos que refutan sus opiniones, basados en un acercamiento meramente visual, a
diferencia de la primera etapa ellos estaban en una situacion de colaboracion primero

por parejas y luego grupal. El primer problema se muestra en la Tabla 22.
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Tabla 22. Problema 1-2.

Enunciado Figura 1 Figura 2

Si en el cuadrado ABCD, ED=DG

A D A D
y F esta sobre BD. (EI
cuadrilastero DEFG es un F G G
F
cuadrado?
B C ¢

Tabla 22. Problema 1-2

En los equipos se observo distintos comportamientos de los estudiantes, a diferencia de
la primera fase, la credibilidad sobre la figura fue distinta en algunos de ellos. Por
ejemplo, el equipo de los estudiantes A3 y A4 no asumid la propiedad sugerida por la
figura dada y antes de mostrarles la segunda figura lograron establecer un modelo de
accion sobre ésta que validaba su respuesta, es decir, reconocio las distintas posiciones

que puede tener F dentro de la diagonal del cuadrado ABCD.

A E D

+

GDDEFQL nw_ €O
F N on wedvedo, <olg

O1_ EEUDG ¢ EDNFE

Figura 23. Respuesta de los estudiantes A3 y A4 del problema 1 de la segunda fase.

Los otros dos equipos mantuvieron un conflicto de controversia al mantener puntos de
vista contrarios, lo anterior propiciado por el contraejemplo. Por ejemplo, el equipo de
los estudiantes A1 y A6 no logro establecer un acuerdo entre ellos, ya que para el
estudiante A6 no era suficiente una figura como contragjemplo para negar que el
cuadrilatero EFGD sea un cuadrado. A continuacion mostramos un extracto de su

didlogo:
AT: En este caso esta bien (se refiere a que EFGD es un cuadrado)

Al: Es que tampoco te dicen cuanto valen, te dicen que ED=DG pero tampoco te

dicen cuanto es la unidad de ese segmento, si estos dos segmentos son iguales aqui te lo
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dicen como cuadrado (sefiala la figura sugerida en el problema), pero por ejemplo aqui

ya te lo estan poniendo asi (sefiala el contraejemplo), hasta entonces no.
AT7:  Aqui forman un angulo recto (sefiala la figura dada)

Al: Por la figura que él (hace referencia al observador) puso pero dado el caso que

no fuera asi, eso lo tienes que demostrar.
AT7:  Pues demuéstrame que no es (pausa prolongada). Nosotros decimos que si es.
Al:  No me convencio tu idea

Como se muestra en el didlogo, los estudiantes mantenian puntos de vista distintos y no
lograron establecer un acuerdo en la respuesta. Como vemos en la figura 24, la

respuesta del estudiante A6 se impuso.

|z Foamais

A £ oo -SS e

3 [ 7 __les _anaolos de oS
> g6 _cuadradoS __ABCD y EFGD

son tguales. poy \o Junto
___el cvadvilateve £EGD
- &5 un cvadrado
8 LC

Figura 24. Respuesta de los estudiantes A1y A6 del problema 1-2.

En el primer caso presentado, la exploracion de los estudiantes muestra un uso diferente
sobre la figura, donde la figura ya no es un medio de evidencia absoluta, sino se
empieza a establecer como un medio heuristico para encontrar los argumentos
necesarios para validar o refutar los enunciados, esto a través de las propiedades en
juego. En el segundo caso, el conflicto de controversia se mantiene debido a que para el
estudiante Al la informacion visual que presenta la figura, ya no es suficiente para
establecer la validez de un enunciado, a diferencia del estudiante que considera la figura

como determinante para validar su respuesta.

Por otra parte, después del problema anterior se propuso a los estudiantes una serie de
problemas que consistian en establecer si era posible o no inscribir una figura dentro de
otra del mismo tipo, ademas de determinar una forma de construir tal figura. Para la
solucion de estos problemas se fomento el uso de razonamientos abductivos, inductivos

y deductivos.
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En el primer problema abordado por los estudiantes fue en determinar si era posible
inscribir un tridngulo equilatero dentro de otro triangulo equilétero. En este problema se
les recomend6 a los estudiantes el andlisis de casos en concreto o la abduccion. A
continuacion mostramos caracteristicas relevantes del proceso de solucién de dos
equipos, en donde el primero se apoyd en el analisis puntos en especifico del triangulo

equilatero, mientras que el segundo tratdé por medio de la abduccion.

El equipo de estudiantes A3 y A4 logro establecer un desarrollo de sus pruebas a partir
del anélisis de ejemplos de puntos sobre el tridngulo equilatero. Primero, por medio del
triangulo de los puntos medios del AABC vy a través de la deduccion de las propiedades
en juego, lograron establecer que es posible inscribir un tridngulo equilatero dentro de

otro tridangulo equilatero, como se muestra en la figura 25.

Y / WA\

S| 'f(vrq,)c: 3 ha eoos

<

los puntos medios del iore

= "o Mmedios del {

or \%‘rxo\( ara £ ( P S AOS ge ‘i‘l Q U lo
Pl e e DuSie telangule. . endke reos |

Jr\'\or\“.j-/\(", es eq ova e ¢ g J “ 2 CS ©

Figura 25. Respuesta del equipo de estudiantes A3 y A4 del problema 2-2

Cabe sefialar en esta respuesta que el lenguaje escrito no presenta de forma explicita el
razonamiento que siguieron los estudiantes al resolver el problema. Sin embargo, los
sintagmas usados sobre la figura sefialan que los lados del tridngulo inscrito son iguales
y por lo que expresaron verbalmente en su proceso de solucion fue con base al criterio

de congruencia LAL.

Sin embargo, al cuestionarles sobre la forma de determinar el triangulo inscrito, no

fueron mas alla del triangulo de los puntos medios.

Q' los vérhices_del tua q{o_ formado san
los _ puntos medas  Gel 4 fO(\C?Jb,dfm .

Figura 26. Respuesta de los estudiantes A3 y A4 sobre como determinar un triangulo equilétero inscrito

dentro de otro triangulo equilatero.

En un segundo momento, cuando se les pregunto si era posible construir otro triangulo

diferente del de los puntos medios, ellos lograron establecer un modelo de accion sobre
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la figura para determinar el tridngulo equilatero inscrito y dieron las razones por las

cuales se sustentaba su prueba.
Respecto de lo anterior, los estudiantes tuvieron la siguiente conversacion:

A4:  Porque si hacemos este igual a este pedacito, igual a este pedacito (sefiala la
figura), entonces este pedacito grandote es igual a este pedacito grandote y a este de aca

(sefala la figura) y tienen de nuevo un angulo, otro angulo y otro angulo.
A3:  No, pero como garantizas que estos dos son iguales.

A4:  (vuelve a explicar)

A3:  Ah entonces, puedes decir que los triangulos son congruentes.

A4:  Si, se pueden hacer todas las combinaciones, solo que los puntos estén partidos

exactamente.

Los estudiantes manifestaron tener problemas para explicar la forma que encontraron
para determinar los tridngulos inscritos, por lo que se apoyaron en la figura para

comunicar su respuesta, como se indica en la Figura 27.
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Figura 27. Explicacion del Modelo de accion sobre la figura de los estudiantes A3 y A4,

Posterior, los estudiantes establecieron una prueba deductiva para validar sus resultados,
aunque tuvieron algunas dificultades con el lenguaje simbdlico para expresar su prueba,

como se muestra en la Figura 28.
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Figura 28. Prueba de los estudiantes A3 y A4 el problema 2-2.
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Las concepciones puestas en juego en este problema por ambos estudiantes muestran un
cambio con respecto a las puestas en juego de ambos en la primera etapa, ya que en su
mayoria ellos hicieron pruebas pragmaéticas apoyadas en lo ostensivo de la figura.
Mientras que en este problema los estudiantes lograron establecer una prueba deductiva,
aunque tuvieron dificultades en expresar correctamente su prueba. En otras palabras su
credibilidad de los estudiantes ya no esté s6lo en los aspectos pictéricos de la figura en

cuestion, sino en las propiedades geométricas puestas en juego en el problema.

Por otro lado, el equipo de los estudiantes A1 y A6 tuvo una discusion sobre el uso de la
abducciodn, ya que para un estudiante resultd especialmente complejo debido a su
experiencia con la demostracion y pensé como incorrecto suponer la tesis. A

continuacién se muestra un extracto del dialogo que mantuvieron los estudiantes:
A6:  Supdn que los has encontrado ¢Qué condiciones cumple?

Al: Supones que lo has encontrado, pero llegas a ¢qué?

A6:  Si.

Al: No se puede, pero es que no se puede.

A6: Y luego como lo encontraste.

Al:  Mmm... (Titubeante).

A6:  Latriangulibilidad (se refiere a tridngulos congruentes).

Al:  ¢Cbmo observar algo que no tenemos?

La estrategia de abduccidn es rechazada por la advertencia conocida en clase de no
suponer la tesis en los procesos de demostracion aunque se advierte que se trata de un

procedimiento de descubrimiento.

Los estudiantes no lograron ponerse de acuerdo con su respuesta sobre como determinar
un triangulo equilatero inscrito sobre otro triangulo equilatero y optaron por otro

argumento aludiendo al tridngulo de Sierpinsky.
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Figura 29. Respuesta de los estudiantes A1 y A6 sobre el problema 2 de la etapa 2.

Al cuestionarles sobre la generalidad de su respuesta, los estudiantes se basaron en el
andlisis de ejemplos en especifico para determinar su respuesta, que consistio en ir

dividiendo en distintos puntos los lados del tridngulo equilétero.
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Figura 30. Respuesta de los estudiantes A1 y A6 sobre la cantidad de posibles triangulos equilateros

inscritos.

Los estudiantes expresaron verbalmente que podian encontrar los triangulos equilateros
inscritos que ellos quisieran sobre otro tridngulo equilétero, sin embargo, ellos no dieron
ninguna prueba que validara su respuesta y se basaron solo en el anélisis de pocos

Casos.

En este problema se observo que el equipo de los estudiantes A3 y A4 logré establecer
un modelo de accion sobre la figura, lo que los ayudd a resolver el problema. Sin
embargo, los otros equipos no lograron establecer una manera adecuada para determinar

los triangulos inscritos.

Después del problema sobre el tridngulo equilatero, se les sugirié una metodologia de
trabajo a los estudiantes que buscaba proporcionar lo que nosotros hemos dado en
Ilamar un motor de busqueda de las propiedades estructurales de las figuras geomeétricas

abordadas, que consistio en establecer un modelo genérico de accion sobre las figuras.
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En este caso se referia a construir una figura localizando puntos sobre los lados de la
figura original a una distancia igual sobre cada lado, de manera que uniendo los puntos

marcados teniamos una figura que era del mismo tipo que la figura original.

El modelo genérico de accion de busqueda propuesto fomentd la busqueda de
propiedades geométricas sobre las figuras en cuestion, sin embargo en los casos en
donde el modelo no era viable para inscribir una figura sobre otra del mismo tipo los
estudiantes tuvieron dificultades en dar una prueba convincente sobre esto, como fue el

caso del tridngulo isésceles.

En el caso de inscribir un triangulo isésceles dentro de otro tridngulo isdsceles, al
momento de preguntarles si era posible encontrar un triangulo isosceles inscrito a través
del modelo de accién propuesto, ningun equipo logré encontrar un contraejemplo que
refutara al modelo, sino que se basaron en la imposibilidad de establecer el modelo en

el triangulo isdsceles. Tal fue el caso del equipo de los estudiantes A3 y A4.
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Figura 31. Respuestas de los estudiantes A3 'y A4 del problema 3-2.

La respuesta de los estudiantes hace referencia al éxito del modelo propuesto en el
triangulo equilatero, al argumentar que como el tercer lado ya no es igual entonces no se
podran construir triangulos congruentes por lo que los lados del triangulo inscrito no
seran iguales. Sin embargo, la afirmacién de que los triangulos no sean congruentes no

es suficiente para argumentar que los lados del tridngulo inscrito no sean iguales.

Por otra parte, en el caso de inscribir un cuadrado dentro de otro cuadrado, el modelo de
accion propuesto fomentd una busqueda de propiedades geométricas. Sin embargo,
cuando escribieron la prueba no refleja de forma clara el razonamiento que siguieron.

Tal fue el caso de los estudiantes Al y A6.
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Figura 32. Respuesta de los estudiantes A1y A6 del problema 4-2.

Los estudiantes A1 y A6 no hacen explicito en su respuesta por qué en el cuadrilatero
inscrito, que encontraron a través del modelo de accion, los angulos son rectos y los
lados son iguales. Sin embargo, en el transcurso de la solucion de este problema, ellos
expresaron verbalmente el uso de propiedades geométricas.

Lo anterior da cuenta de que los estudiantes no le dan la importancia en determinar un
discurso deductivo escrito para comunicar su prueba, lo que refleja que su credibilidad
esta solo en enunciar aquellas ideas o propiedades que son relevantes para la solucion y

no en la organizacion deductiva.

Una vez que se acepta el modelo de accion propuesto en distintas figuras pasa a ser
parte de los resultados en los que confian, sin embargo, esto puede convertirse en un
obstaculo para la elaboracion de pruebas en los problemas que involucraban nuevas
figuras. Por ejemplo, el caso de inscribir un rectangulo sobre otro rectangulo cualquiera,

que en la secuencia de actividades tiene el objetivo de detonar el conflicto nuevamente.

En esta situacion, el equipo de estudiantes A3 y A4 en un primer momento contesto que
si era posible construir un rectangulo dentro de otro rectangulo a través del modelo de

accion propuesto.
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Figura 33. Respuesta de los estudiantes A3 y A4 del problema 5-2

Sin embargo, en un segundo momento, después de una exploracion a través de figuras
que ellos mismos realizaron se dieron cuenta de su error y contestaron lo siguiente en la

Figura 34.
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Figura 34. Correccién de la respuesta de los estudiantes A4 y A3 del problema 5-2

En la Figura 33 se observa que para los estudiantes A3 y A4, ya no son suficientes las
propiedades ostensivas de la figura para establecer la verdad de una proposicién, ahora
fue el modelo de accidn el que sustento su respuesta. En la Figura 34, se observa que los
estudiantes aceptan las figuras como un ejemplo que refutaba que los angulos del

cuadrilatero encontrado eran rectos.

En el caso del equipo de estudiantes A1l y A6 el modelo de accion propuesto fomentd
una busqueda de propiedades geométricas y lograron contestar correctamente el

problema, sin embargo, no lograron expresar de forma clara la prueba que realizaron.
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Figura 35. Respuestas de los estudiantes A1 y A6 del problema 5-2

En los casos anteriores, observamos el uso de sintagmas que dan cuenta del empleo de
las propiedades puestas en juego. En el primer caso, este uso refleja que las propiedades
fueron empleadas para determinar la congruencia de triangulos, que en los casos
anteriores eran suficientes para validar el modelo de accion propuesto, en lugar de
determinar si las propiedades del cuadrilatero correspondian a un rectangulo. En el
segundo caso, a diferencia del primero, el uso de propiedades fue para determinar si el

cuadrilatero era un rectangulo.

La situacion que propicié el modelo de accion como un motor de busqueda de las
propiedades estructurales fue muy rica como experiencia de cambio del valor
epistémico de los estudiantes debido al hecho de funcionar para ciertas figuras como el
triangulo equilatero o el cuadrado, pero falla en el triangulo is6sceles y en el rectangulo,
propicié un conflicto que fue superado con base en las propiedades de las figuras

geomeétricas en cuestion.
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En los casos donde el modelo de accion se convirtio en un obstaculo para la elaboracion
de pruebas en los estudiantes, no fue tan dificil para ellos en el transcurso de las
actividades desprenderse de la idea de que éste era lo que validaba la construccion de la
figura inscrita, sino que es a través de las propiedades de las figuras lo que determina tal
construccién, es decir, el modelo era una estrategia que no podia ser generalizada en

todas las figuras.

Por otra parte, respecto al comportamiento individual de los estudiantes, tenemos por
ejemplo a A6 quien en la primera etapa hace pruebas pragmaticas-ostensivas y en este
momento conjuntamente con Al, ya es capaz de construir argumentos apoyados en las

propiedades de las figuras en cuestion.
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5. Conclusiones

5.1 Consideraciones generales
En este trabajo observamos de manera general tres momentos de cambio en la

credibilidad o valor epistémico de los estudiantes frente a las dos fuentes de evidencias
disponibles: las figuras y las propiedades discursivas formadas por teoremas,

definiciones y conocimiento anteriores.

En un primer momento los estudiantes tuvieron que analizar figuras estandar y otras en
las que aparecian posibles conflictos de interpretacion, al inicio la fuente de credibilidad
de los estudiantes consistio en considerar a las propiedades ostensivas de las figuras
particulares como la fuente de sus evidencias, utilizaron métodos inductivos y
deductivos aunque inadecuadamente también hacen uso de definiciones y teoremas, los
que no pueden usar con éxito y finalmente no reconocen el estatus operativo de la
proposiciones y solo se basan en el contenido de éstas, esto es, no distinguen el valor

epistémico tedrico de las inferencias utilizadas.

Tomando en cuenta lo anterior, el tipo de pruebas realizadas en ese momento
consistieron en lo que hemos Ilamado pragmatico-ostensivas y transicional. Los
estudiantes se apoyan en la accion, la ostension y en la singularidad del evento
analizado, ademas que sus acciones mostraban la necesidad de obtener sélo una

solucion para el problema, no una demostracion.

Se pudo observar que la actitud de los estudiantes en este momento respecto al conflicto
cognitivo que supuso la figura y los resultados no fue bienvenido, dado que delegaban
su confianza en la figura no solo para obtener informacion sino como una fuente de
informacion verdadera. Al proponerles los ejemplos que confrontaran sus ideas, los
estudiantes se percatan de que algo esta mal pero no lograban darse cuenta de la fuente

del conflicto, es decir, la actitud fue de rechazo al ejemplo no usual.

En un segundo momento, los estudiantes tienen indicios de producir una racionalidad
apoyada en los conocimientos matematicos anteriores para formular el carécter
necesario de validez en sus respuestas, la logran establecer a través de la formulacién y
organizacion de algunas propiedades, sin embargo, ésta no es presentada
coherentemente de forma deductiva y recurren a las caracteristicas ostensivas como

fuente de validacion de sus respuestas, en este momento comienzan aceptar aquellos
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ejemplos no usuales en el proceso de validacion con la intencién de afrontar el

problema.

Desde el punto de vista del cambio en el valor epistémico tenemos que los estudiantes
ya no delegan la verdad de sus proposiciones a la figura, sino que la complementan con
las propiedades conocidas e incluyen exploraciones mas detalladas del problema

propuesto.

Finalmente durante el tercer momento de las actividades se observo un cambio en las
concepciones, en algunos casos, ya no fueron suficientes las propiedades ostensivas que
detectaban en las figuras sugeridas sino en las propiedades geométricas a traves de una

organizacién deductiva.

Observamos un tratamiento y confianza en la figura de forma distinta que la que se
habia mantenido en momentos anteriores, y este pasd de ser un medio de evidencia
absoluta a ser un medio heuristico. En este momento para los estudiantes las figuras
funcionaba para explorar, es decir, tenian la necesidad de coordinar aspectos figurales y
discursivos por medio de distintas operaciones sobre ellas.

Tal fue el caso del modelo de accién propuesto, que funcion6 como experiencia para el
cambio del valor epistémico de los estudiantes, debido a que no podia ser generalizado
en distintas figuras, esto provocé un cambio en la credibilidad de los estudiantes ya que
el conflicto fue superado con base en la coordinacion entre las propiedades estructurales
de las figuras geométricas en cuestion y las propiedades que debian ser tomadas en

cuenta.

Observamos que las actividades a través del conflicto cognitivo pueden propiciar un
cambio en los valores epistémicos del estudiante, sin embargo este no ocurre de manera
instantanea y tienen que pasar por etapas de aceptacion del conflicto para que este
provoque mayor confianza en las propiedades, definiciones y en la estructura deductiva

como el medio de validacion y conviccion.

Consideramos que este tipo de experiencias van en la direccion de investigar cuales son
las actividades cognitivas minimas necesarias para que el estudiante de licenciatura
pueda aprender a demostrar. Otras aproximaciones seran necesarias para complementar

la presente propuesta.
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5.2 Respuestas a las preguntas de investigacion

A continuacion pasaremos a responder las preguntas de investigacion que planteamos

antes:

1. (Cémo funciona el valor epistémico de los estudiantes cuando se les solicitan

justificaciones de representaciones graficas que son validas en casos especificos?

Estudiantes con antecedentes en la demostracion fueron sujetos a experiencias que
incluian posibles conflictos cognitivos con figuras. Observamos el grado de conviccion
sobre las evidencias que aporta la figura, el cual fue detectado en tres niveles o
momentos que van desde considerar a la figura como una fuente de evidencia, para
luego dudar de ella incorporando la informacion de propiedades y relaciones de forma
incipiente y en el Gltimo momento las propiedades ganaron espacio y eran ellas la fuente

de evidencia fundamental.
2. ¢Cual es el papel que la representacion grafica juega en estas tareas?

La figura pasa de ser un medio de evidencia absoluta a ser un medio heuristico de
trabajo, es decir, se puede establecer como un medio de descubrimiento de las
relaciones estructurales a través de distintas operaciones sobre ella, donde se coordinan
e interactian aspectos figurales y discursivos para el desarrollo de los procesos de

prueba de los estudiantes.

3. ¢De qué manera se propicia el cambio cognitivo entre los estudiantes cuando se

incluye el conflicto como método constructivo?

La fuente de evidencia que parte de la figura es facilmente confrontada debido a que lo
que tenemos frente a nosotros, es solo un ejemplo de una categoria de posibles ejemplos
asociados a la proposicion, por ello un cambio entre lo esperado y lo inesperado en la

figura permite la situacion de conflicto, lo que lleva al estudiante a revisar la evidencia.
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Primera Etapa

Nombre:

Fecha: Hora inicial: Hora final:

1. Di cuales de las siguientes rectas son paralelas

j_______b__ 9g__ d

2. Di cuales de los siguientes cuadrilateros es un paralelogramo,
cuadrado, rectangulo y rombo.

6u

7u
7u 6u

9u

6u

a) b) 0) d)

3. Dibujay di cuantas diagonales tienen los siguientes poligonos.

AN VAN

a) b)
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4. Dado un triangulo cualquieraAABC y D un punto en el interior
de AABC.

;Como es el angulo ZA respecto del angulo ZD (mayor, igual
0 menor)? Explica tu respuesta.

5. Observa las siguientes figuras y contesta lo que se te pide.

5.1 Dado un triangulo rectangulo AABE y sean D el punto medio de
AB y C un punto talque E es punto medio de BC ;Cémo es el area del
triangulo A ABE respecto del trianguloADBC (mayor, igual o
menor)? Explica tu respuesta.

99



5.2 Dado un triangulo cualquiera AABE y sean D el punto medio de AB
y C un punto talque E es punto medio de BC ;Cémo es el area del
tridngulo A ABE respecto del tridngulo ADBC (mayor, igual o menor)?

Explica tu respuesta.

6. Sien la siguiente figura AD=BC y AC=BD {Cémo es LA respecto

de ZB (mayor, menor o igual)?
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7. Di si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas,
realiza un dibujo para apoyar tu respuesta y explica el porqué
de tu respuesta.

a) La diagonal de un cuadrado es siempre mayor que
los lados del
cuadrado.

a) Dibujo:

b) La diagonal de un rectangulo es siempre mayor

que los lados del

b) Dibujo: rectangulo.

c) La diagonal de un rombo es siempre mayor que los

¢) Dibujo: lados del
rombo.

d) La diagonal de un paralelogramo es siempre

d) Dibujo: mayor que los lados del paralelogramo.
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8. Sea AABC un triangulo cualquiera, se trazan dos cuadrados
sobre los lados AB y CA y sean D y E los vértices de los
cuadrados para formar el ADAE.

D

a) Si el angulo ZABC= 702 y el angulo ZBCA= 402 ;Cuanto mide el
angulo /DAE? Explica tu
respuesta.

b) ;Son iguales los triangulos AABC y ADAE? ;Por qué?

c) ;(Cuanto suman los dos angulos rectos mas los angulos ZDAE y
ZCAB?
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9. Sea un triangulo AABC tal que MP II AB, ACII NP y P es el
punto medio de BC. ;Son iguales CM y BN? ;Por qué?

A
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10.1. Marca con una cruz las propiedades que tiene un rombo.

d)

Las diagonales
se bisecan.

Las diagonales
son
perpendiculares.

Las diagonales
son iguales.

Las diagonales
bisecan los
angulos de los
vértices.

10.2. Marca con una cruz en cuales de los incisos las diagonales siempre

pertenecen a un rombo y completa los dibujos que falten.

DIAGONALES DE
UN
CUADRILATERO

CARACTERISTICAS

Las Las Las diagonales
diagonales se | diagonales se bisecan y son
bisecan. son perpendiculares.

res.

perpendicula

Las diagonales
son iguales y son
perpendiculares.
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Etapa 2

Centro de Investigacién y estudios Avanzados
Del Instituto Politécnico Nacional
Departamento de Matematica Educativa

Cinvestav
Nombre:
Institucion:
Nivel Escolar: Edad:
Hora inicio: Hora final:

1. Observa la siguiente figura y contesta las siguientes preguntas.
Si en el cuadrado ABCD, ED=DG vy F esta sobre BD. ¢El cuadrilatero
DEFG es un cuadrado? Justifica tu respuesta.
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a) Observa los siguientes casos del problema anterior.

a) b) c)
A E D A E D A E D
E G G G
F
F
B C B C B C

b) éLos casos anteriores cumplen las hipotesis planteadas en el problema?
¢Qué diferencias encuentras entre las figuras presentadas con respecto a
la figura de la pregunta anterior?

c) éQué requisitos debe cumplir el punto F para que DEFG sea un
cuadrado? Explica tu respuesta.
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2. ¢Es posible inscribir un tridngulo equilatero dentro de otro
triangulo equilatero cualquiera? Es decir ¢ Podemos construir un
equilatero dentro de otro donde cada vértice del inscrito esté sobre
un lado del otro?

Sugerencia:

* Ensaya construcciones de este tipo y comenta abajo porque si o porque
no es posible.

b) En caso de ser posible é¢existe alguna relacion que ambos deben
cumplir? ¢Cual seria esta? Explica abajo:
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c) Un ejemplo de inscribir un triangulo equildtero en otro triangulo
equilatero es a través de los puntos medios.

Explica las condiciones que hacen que los
puntos medios de un triangulo equilatero sirven
como vértices para construir un triangulo

equilatero inscrito.

d) ¢Es posible encontrar otro triangulo equilatero inscrito distinto al
triangulo de los puntos medios? Si es posible, describe abajo como
construir ese triangulo inscrito.

Sugerencias:

*Supdn que lo has encontrado y observa las condiciones necesarias para que el nuevo
tridngulo sea un equilatero inscrito.

*QObserva el caso de la construccidn con los puntos medios.

e) Considerando tus observaciones ¢ Cuantos tridngulos equilateros
inscritos se pueden encontrar? épor qué?
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3. Si tenemos un tridngulo isdsceles y le inscribimos otro triangulo
como se indica en la siguiente figura (tomamos segmentos iguales
sobre sus lados) éEste serd también isésceles?

b) Analiza la figura y explica tu respuesta.
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4. Los puntos P, Q, Ry S son los puntos medios de los lados de un
cuadrado ABCD. Determina qué tipo de cuadrilatero es PQRS con base en
el tamafo de los lados y los angulos.

a) Justifica tu respuesta.

A D
P R
B Q C

b) ¢éEs posible construir otro cuadrado inscrito diferente al
cuadrado de los puntos medios en el ABCD?
Explica tu respuesta.
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c) éEs posible inscribir un cuadrado dentro de un rectangulo cualquiera?
Justifica tu respuesta abajo.

Sugerencias:
* Ensaya posibles situaciones
* Para contestar la pregunta anterior analiza la posible posicién de los vértices del
cuadrado inscrito. Por ejemplo, ¢El cuadrilatero de los puntos medios del
rectangulo es un cuadrado? ¢Por qué si o por qué no?

d). Considerando tus exploraciones anteriores determina las
condiciones que harian posible inscribir un cuadrado en un rectangulo
cualquiera.
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e) Observa las siguientes figuras y contesta las siguientes preguntas.

a)

b)

c)

a—

¢Qué diferencias encuentras entre las tres figuras?

éQué semejanzas encuentras entre las tres figuras anteriores?

éCrees que es posible inscribir un cuadrado en un rectangulo cualquiera?

Explica tu respuesta, dando las razones que la apoyen.
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¢Qué tipo de cuadrilatero podria tener un cuadrado inscrito? Explica tu
respuesta y realiza un dibujo que guie tu respuesta.

5. Si tenemos un rectangulo y le inscribimos un cuadrilatero como
se indica en la siguiente figura (tomamos segmentos iguales sobre
sus lados opuestos) éEste sera también rectangulo?

Explica tu respuesta:
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b) Considerando tus exploraciones anteriores determina las
condiciones que harian posible inscribir un rectangulo en un
rectangulo cualquiera.
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