
CENTRO DE INVESTIGACIÓN Y DE ESTUDIOS
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Ciudad de México JULIO, 2019



2



3

El presente trabajo se realizó en el Departamento de Qúımica del Centro de Investiga-

ción y de Estudios Avanzados bajo la dirección del Dr. Alberto Vela, con el financiamiento

del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa de los Estados Unidos Mexicanos a través

del apoyo número 487646 y del proyecto Fronteras 867, y por la Universidad de Florida
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Resumen

En la teoŕıa exacta y a una temperatura de cero Kelvin, la enerǵıa del estado basal

de un sistema abierto vaŕıa linealmente cuando cambia el número de electrones, pero este

comportamiento no es reproducido por las aproximaciones al funcional de la densidad.

Esta desviación de la linealidad se sugirió como una base para el concepto del error de

autointeracción de muchos cuerpos, que se manifiesta a través de la sobreestabilización

artificial de estados deslocalizados en un proceso de disociación.

Para entender los efectos del error de autointeracción de muchos cuerpos, realizamos

cálculos con números de ocupación fraccionarios sobre un conjunto de sistemas y mostra-

mos su relevancia para 221 aproximaciones al funcional de la densidad diferentes. Además,

en un análisis paralelo a partir de la conexión adiabática entre el sistema de electrones

no interactuantes y el de completamente interactuantes, estudiamos la satisfacción de la

condición de N-representabilidad para un subconjunto de 104 funcionales.

En el contexto de la teoŕıa de reactividad qúımica, por otro lado, esta misma desviación

del comportamiento lineal exacto está relacionada con el concepto de dureza qúımica en

el ensamble gran canónico. Como resultado del análisis de los modelos de una y dos

parábolas para la determinación de este indicador de reactividad qúımica, proponemos,

además, una interpolación cuadrática alterna capaz de proveer una respuesta diferente

entre los procesos de remoción y adición electrónica.

Después centramos nuestra atención en el cálculo de propiedades en sistemas periódi-

cos. Particularmente, el efecto de la satisfacción de tres ĺımites asintóticos distintos, en

combinación con cuatro coeficientes diferentes del término cuadrático de la expansión

en gradientes, en los funcionales para la enerǵıa de intercambio sobre las constantes de

malla, módulos de compresibilidad, enerǵıas cohesivas, separaciones de banda y constan-

23



24 RESUMEN

tes de malla interlaminar. También comparamos las metodoloǵıas de pseudopotencial y

pontencial completo para dos conjuntos de sólidos.

Los resultados que obtuvimos guiaron el desarrollo de aproximaciones no emṕıricas que

incorporan a la densidad electrónica en el término cuadrático de la expansión en gradientes.

El propósito de estos funcionales es recuperar localmente la respuesta lineal dentro de los

ĺımites de los reǵımenes de densidades altas y bajas, para los que se conoce la magnitud

exacta de este coeficiente. Mostramos que, a diferencia del resto de los funcionales de

gradiente generalizado, las aproximaciones con este grado de libertad extra son capaces

de proveer una descripción balanceada para sistemas finitos y periódicos.

Para finalizar, analizamos el papel del decaimiento asintótico de la función de am-

plificación en aproximaciones de gradiente generalizado para un conjunto de materiales

porosos. Estudiamos la descripción de propiedades estructurales y energéticas para cuatro

valores no emṕıricos del coeficiente cuadrático de la expansión en gradientes, con diferen-

tes aproximaciones para la enerǵıa de correlación, intercambio exacto y correcciones de

dispersión.



Abstract

For the exact theory at zero Kelvin, the ground state energy of an open system varies

linearly when the electron number is changed, but this behavior is not reproduced by

density functional approximations. This deviation from linearity has been suggested as a

basis for the concept of the many-electron self-interaction error, which manifests on the

artificial overstabilization of delocalized states in a dissociation process.

Aimed to understand the effects of the many-electron self-interaction error, we perform

calculations with fractional occupation numbers on a set of systems and show its relevance

for 221 different density functional approximations. Furthermore, in a parallel analysis

based on the adiabatic connection between the non-interacting and completely interacting

electron systems, we study the satisfaction of the N-representability condition on a subset

of 104 functionals.

In the context of chemical reactivity theory, on the other hand, this same deviation

from the exact linear behavior is related to the concept of chemical hardness in the grand

canonical ensemble. As a result of the analysis of the one- and two-parabola models for

the determination of this chemical indicator, we propose, moreover, an alternate quadratic

interpolation providing a different response to the electron removal and addition processes.

Next we focus our attention on the calculation of properties on periodic systems. Par-

ticularly, the effect of the satisfaction of three different asymptotic limits, in combination

with four different coefficients of the quadratic term from the gradient expansion, of the

exchange energy functionals are tested on lattice constants, bulk moduli, cohesive ener-

gies, band gaps and interlaminar lattice constants. We also compare the pseudopotential

and full-potential methodologies for two sets of solids.

The results we obtained guided the development of nonempirical approximations which
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incorporate the electron density in the quadratic term of the gradient expansion. The pur-

pose of these functionals is to recover locally the linear response in between the limits of

the high- and low-density regimes, for which the exact magnitude of this coefficient is

known. We show that, unlike the rest of the generalized gradient functionals, the appro-

ximations with this extra degree of freedom provide a balanced description on finite and

periodic systems.

Finally, we analyze the role of the asymptotic decay of the enhancement function in

generalized gradient approximations for a set of porous materials. We study the descrip-

tion of structural and energetic properties for four nonempirical values of the quadratic

coefficient from the gradient expansion, with different approximations to the correlation

energy, exact exchange and dispersion corrections.



Caṕıtulo 1

Introducción

Históricamente el progreso en el desarrollo de nuevos compuestos se llevaba a cabo a

través de la experimentación en los laboratorios, pero en la actualidad esta tendencia está

cambiando. El rápido desarrollo de la tecnoloǵıa, en conjunto con la adopción de algoritmos

computacionales eficientes, permiten planear, ampliar y hacer más eficiente el diseño de

nuevos materiales y catalizadores, explorar las capacidades de potenciales medicamentos,

elucidar y entender complejos mecanismos de reacción, estructura y reactividad qúımica,

entre otros.

A pesar de que inicialmente los métodos de estructura electrónica en qúımica eran me-

ramente considerados como un suplemento al trabajo experimental, el desarrollo continuo

y consistente de estos métodos durante las últimas décadas ha permitido afianzar campos

de investigación independientes en el contexto de la qúımica teórica y computacional.

Uno de los aspectos más importantes que determinan la precisión de los cálculos y que

a su vez constituye una de estas ĺıneas de investigación, se centra en la descripción de

las interacciones en sistemas de muchos electrones. Sin embargo, pese a las capacidades

actuales de las infraestructuras computacionales, aún es necesario establecer un balance

entre la precisión de los resultados y el esfuerzo computacional, que rutinariamente es

determinado por el escalamiento del tiempo de CPU con respecto al número de conjuntos

de base, número de electrones, átomos, etc. Por tanto, para lograrlo se necesita resolver la

ecuación de Schrödinger de una forma computacionalmente eficiente. Lo anterior involucra

el empleo de aproximaciones que conllevan a errores que, si bien no son cero, se espera que
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sean proporcionales al tamaño del sistema, de manera que provean resultados satisfactorios

al sacar provecho de la cancelación entre errores para las propiedades que involucran el

cálculo de diferencias de enerǵıas, e.g. potenciales de ionización, afinidades electrónicas,

barreras de reacción, etc.

Como se indica en el Caṕıtulo 2, una de las alternativas es la teoŕıa de los funcionales

de la densidad, particularmente en la implementación de Kohn-Sham, que hoy constituye

la base de la mayoŕıa de los cálculos de estructura electrónica. A través de los orbitales

de Kohn-Sham, aqúı obtenemos la densidad electrónica del sistema por medio de una

función de onda de un determinante asociada a un sistema de electrones no interactuantes

restringidos a poseer la misma densidad electrónica que el sistema interactuante.

En el contexto de Kohn-Sham la precisión de los cálculos depende de los funcionales

empleados para evaluar la contribución pequeña, pero vital, de la enerǵıa de intercambio

y correlación, aspectos que se discuten en el Caṕıtulo 3, con la ventaja de que las mejoras

en estos funcionales no implican un incremento significativo en el escalamiento en compa-

ración con otras metodoloǵıas ab initio, por ejemplo cúmulo acoplado o Møller-Plesset.

Sin embargo, nuestra capacidad para construir aproximaciones al funcional de la

enerǵıa de intercambio y correlación aún es limitada en el sentido de que, en principio,

con el conocimiento adquirido durante el transcurso de las últimas décadas, podŕıamos

ser capaces de construir funcionales que satisfacen diferentes conjuntos de restricciones y

que se desempeñen con la misma calidad predictiva en distintas áreas de la qúımica, bio-

loǵıa o f́ısica, particularmente en la ciencia de materiales, esto es, contar con un funcional

de aplicación universal. Las aproximaciones actuales son capaces de hacer muy buenas

predicciones de diferentes propiedades pero todav́ıa muestran algunas fallas. Estas fallas

no son problemas de la teoŕıa fundamental, per se, sino deficiencias de las aproximacio-

nes al funcional de la densidad. En el Caṕıtulo 4 enfocamos nuestra atención en tres

aspectos ligados entre si: el error de autointeracción de muchos cuerpos, la condición de

N-representabilidad y la curvatura de la enerǵıa como función del número de electrones.

El análisis se realiza sobre una amplia diversidad de funcionales que incluyen distintos

ingredientes de la densidad electrónica u orbitales de Konh-Sham para su construcción

y validados en conjuntos de prueba formados por sistemas con diferentes números de
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electrones.

En el Caṕıtulo 5 estudiamos este tipo de aproximaciones en sistemas periódicos densos

y porosos, haciendo uso de conjuntos de base de ondas planas y localizadas (gaussianas),

respectivamente. Aqúı mostramos cómo la satisfacción de diferentes ĺımites asintóticos

en los funcionales de intercambio, en algunas situaciones conlleva a mejores valores de

propiedades estructurales y en otros casos, a las energéticas. Sumado a lo anterior, también

incluimos una comparación entre las metodoloǵıas de pseudopotenciales y cálculos con

todos los electrones para dos propiedades estructurales en sólidos fuertemente enlazados.

Los resultados anteriores obtenidos con los funcionales disponibles en la literatura

motivaron el desarrollo de aproximaciones no emṕıricas con parámetros locales. Estos

nuevos funcionales tienen la particularidad de recuperar la respuesta lineal en todos los

puntos del espacio a través de la dependencia en la densidad electrónica del coeficiente

cuadrático de la expansión en gradientes. Sus resultados se discuten en el Caṕıtulo 5 y se

muestran como una alternativa promisoria hacia la obtención de funcionales con un mayor

rango de aplicación.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 presentamos las conclusiones generales y una perspecti-

va acerca del estado contemporáneo del desarrollo de aproximaciones al funcional de la

densidad con base en los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo.
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Objetivo general

Estudiar el grado de cumplimiento de algunas relaciones exactas de funcionales de

intercambio y correlación pertenecientes a la aproximación de gradiente generalizado y su

validación comparativa en sistemas moleculares (finitos) y sólidos (extendidos).
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Objetivos particulares

Comparar el error de autointeracción de muchos electrones en especies con ocu-

paciones fraccionarias para funcionales pertenecientes a las aproximaciones local,

gradiente generalizado, meta-gradiente generalizado, h́ıbridos globales e h́ıbridos lo-

cales.

Estudiar el cumplimiento de la condición de N-representabilidad por los modelos de

funcionales de intercambio y correlación disponibles en la literatura.

Evaluar los cambios de las curvaturas de la enerǵıa en las regiones deficiente y abun-

dante de electrones a partir de cálculos con ocupaciones fraccionarias, para modelos

del funcional de intercambio y correlación pertenecientes a las aproximaciones lo-

cal, gradiente generalizado, meta-gradiente generalizado, h́ıbridos globales e h́ıbridos

locales.

Evaluar la calidad de la predicción de propiedades estructurales y energéticas en sis-

temas periódicos de varias aproximaciones al funcional de la densidad que satisfacen

distintos comportamientos asintóticos. Además, comparar los resultados obtenidos

por medio de esta metodoloǵıa de pseudopotenciales con cálculos de potencial com-

pleto.

Incluir la dependencia de la densidad en el coeficiente de segundo orden de la expan-

sión en gradientes para las contribuciones de intercambio y correlación, y evaluar su

impacto en el cálculo de constantes de malla, módulos de compresibilidad y enerǵıas

cohesivas en sólidos.

Estudiar el efecto del decaimiento asintótico de la función de amplificación, en el

ĺımite de valores grandes del gradiente adimensional en aproximaciones de gradiente

generalizado, sobre la descripción de la estabilidad relativa de un acervo de sistemas

porosos.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de los funcionales de la

densidad

La solución de la ecuación de onda de muchos cuerpos permite determinar las pro-

piedades de cualquier sistema atómico, molecular o periódico. Si despreciamos los efectos

relativistas y las interacciones con un campo electromagnético, el hamiltoniano fundamen-

tal para estudiar la estructura electrónica de la materia está dado por las interacciones

electrostáticas atractivas y repulsivas entre los núcleos y electrones que conforman al sis-

tema,

Ĥ = T̂n + T̂e + V̂nn + V̂ee + V̂en. (2.1)

En la ecuación (2.1), T̂n es el operador para la enerǵıa cinética de los M núcleos del

sistema expresado como

T̂n =
M∑
A=1

(−i~∇RA
)2

2MA

, (2.2)

donde RA son las coordenadas cartesianas del núcleo con masa MA y ∇RA
= ∂/∂RA es el

gradiente con respecto a las coordenadas del núcleo A. Mientras que para los N electrones

con coordenadas ri y masa m, T̂e es el operador para la enerǵıa cinética de los electrones

dado por,

T̂e =
N∑
i=1

(−i~∇ri)
2

2m . (2.3)

En la ecuación (2.1), V̂nn y V̂ee son los operadores para las contribuciones debidas a la
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repulsión entre los núcleos y entre los electrones, cuyas expresiones son, respectivamente,

V̂nn =
M∑

A,B=1;A<B

ZAZBe
2

|RA −RB|
, (2.4)

V̂ee =
N∑

i,j=1;i<j

e2

|ri − rj|
. (2.5)

Finalmente, el operador que involucra la interacción entre los electrones y los núcleos

tiene la forma

V̂en = −
M∑
A=1

N∑
i=1

ZAe
2

|RA − ri|
. (2.6)

Los estados de este sistema constituido por electrones y núcleos, y descrito por el

hamiltoniano (2.1), se obtienen de resolver la ecuación de Schrödinger1

ĤΨa (R1, · · · ,RM ; r1σ1, · · · , rNσN) = EaΨa (R1, · · · ,RM ; r1σ1, · · · , rNσN) , (2.7)

donde σi es el esṕın del electrón i. Tomando en consideración las diferencias en las escalas

de tiempo para el movimiento de los electrones y los núcleos, una aproximación empleada

comúnmente para resolver la ecuación (2.7) consiste en despreciar el movimiento de los

núcleos. Este procedimiento corresponde a la aproximación de Born-Oppenheimer,2 en

donde se propone que la función de onda Ψa total se escribe como el producto de una fun-

ción de onda electrónica Ψe
M que depende, expĺıcitamente, de las coordenadas electrónicas

y paramétricamente de las posiciones de los núcleos y una función de onda nuclear Ψn
iM ,

esto es,

Ψa≡i,M (R1, · · · ,RM ; r1σ1, · · · , rNσN) = Ψn
iM (R1, · · · ,RM)×

Ψe
M (R1, · · · ,RM ; r1σ1, · · · , rNσN) .

(2.8)

La ecuación de Schrödinger que resulta de sustituir la ecuación (2.8) en (2.7) repre-

senta un problema de valores propios estacionario para cada conjunto de coordenadas

nucleares RA. No obstante, el número de isómeros o confórmeros existentes en un sistema

incluso de tamaño mediano (algunas docenas de átomos) es tan grande que determinar

la configuración del estado basal de sistemas moleculares o sólidos demanda un elevado

costo computacional y un desaf́ıo con los recursos computacionales actuales.3,4 Es aqúı

donde la teoŕıa de los funcionales de la densidad, DFT por sus siglas en inglés, provee una

alternativa para resolver el problema de muchos cuerpos de la expresión (2.7).
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2.1. Fundamentos

La historia de la DFT remonta sus inicios a 1927 con los trabajos de Thomas5 y

Fermi.6 El modelo de Thomas-Fermi fue el primero en proporcionar las enerǵıas para

todos los átomos de la Tabla Periódica, pero sus debilidades a la aplicación al estudio

de la estructura electrónica de la materia son su incapacidad de describir la estructura

de capas y, principalmente, el no poder predecir la existencia de moléculas estables dado

que la enerǵıa total de dos átomos cercanos interactuando entre śı, nunca es menor a la

de los átomos aislados,7,8 resultado comocido como el teorema de Teller y Balàzs,7,9 con

implicaciones devastadoras para la qúımica teórica, parafraseando a los profesores Parr y

Yang en su ampliamente conocido libro sobre la DFT.3 Resultados como estos hicieron

que la DFT no fuera un camino muy apreciado y explorado por los qúımicos teóricos entre

los años treinta y los sesenta del siglo pasado.

Esta situación cambió dramáticamente en 1964 con la demostración de los que hoy

conocemos como los teoremas de Hohenberg y Kohn.3,10 El primero de ellos es el funda-

mento de la DFT y establece a la densidad electrónica n (r) como la variable básica que

permite determinar las propiedades del estado basal de un sistema fermiónico y demuestra

que el potencial externo υ (r) es un funcional único de n (r),11–13 en otras palabras esto

significa que una n (r) implica la existencia de un único υ (r) definido hasta una constan-

te arbitraria aditiva.14 Además, para un sistema con N electrones, n (r) es una función

continua positivo definida, n (r) ≥ 0, que representa una distribución de probabilidad que

al multiplicarse por un elemento de volumen infinitesimalmente pequeño dr centrado en

el vector de posición r, proporciona la probabilidad de encontrar un electrón dentro de

ese elemento de volumen.15,16 La variable central de la DFT, la densidad electrónica, se

define como,

n (r) = 〈Ψ |n̂ (r)|Ψ〉 = N〈Ψi (r, r2, · · · , rN) | Ψi (r, r2, · · · , rN)〉2,··· ,N , (2.9)

donde n̂ (r) es el operador de densidad cuyo valor esperado precisamente proporciona a la

densidad electrónica en el punto r. En esta última expresión hemos omitido por simplicidad

la dependencia en el esṕın.

De esta forma, en DFT la enerǵıa del estado basal es expresada como un funcional de
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la densidad electrónica,

E [n] =
〈
Ψ [n]

∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψ [n]
〉

= F [n] +
∫
υ (r)n (r)dr, (2.10)

con

F [n] =
〈
Ψ [n]

∣∣∣T̂ + V̂ee
∣∣∣Ψ [n]

〉
(2.11)

donde F [n] es el funcional universal de Hohenberg y Kohn, T̂ es el operador de enerǵıa

cinética y V̂ee corresponde al operador de la interacción interelectrónica.

El segundo teorema de Hohenberg y Kohn es un principio variacional que establece que

la densidad electrónica del estado basal de un sistema descrito por el potencial externo

υ (r) es aquella que minimiza la enerǵıa de la ecuación (2.10),3,17,18 sujeta a la restricción

de que la densidad esté debidamente normalizada, i.e., integre al número N de electrones,

o en otras palabras, cualquier n (r) producto de algún υ (r), que no sea la densidad del

estado basal n0 (r), proporcionará una enerǵıa por encima de aquella del estado basal E0,

esto es,

E [n] ≥ E0 [n0] . (2.12)

Este principio variacional provee un camino para encontrar a la densidad n0 (r) que

minimiza la enerǵıa total del sistema. La expresión variacional que debe resolverse para

encontrar a la densidad del estado basal es la ecuación de Euler-Lagrange,

δF [n]
δn (r) + υ (r) = µL, (2.13)

donde el primer término es la derivada funcional del funcional universal de Hohenberg y

Kohn con respecto a la densidad y µL es el multiplicador de Lagrange que garantiza que

la densidad integre al número correcto de electrones.

2.2. Búsqueda restringida y N-representabilidad

Para emplear el principio variacional, el funcional E [n] en la ecuación (2.10) necesita

estar definido para cada n (r) de algún υ (r), es decir, para densidades interactuantes υ-

representables. Esto permite replantear el primer teorema de Hohenberg y Kohn como un

mapeo uno a uno entre la función de onda del estado basal y las densidades electrónicas
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υ-representables que se obtienen de la resolución de la ecuación de Schrödinger. Es a

través de este mapeo único que una densidad υ-representable determina las propiedades

de un sistema. La υ-representabilidad ha sido demostrada para densidades cercanas a la

uniformidad y sin degeneraciones, no obstante, se ha mostrado que muchas densidades

razonables pueden no ser υ-representables.13,19–21

Las condiciones para que una densidad sea υ-representable aún permanecen desconoci-

das,12,19,21–24 pero si se garantiza que la densidad electrónica se construye a partir de una

función de onda antisimétrica,25 la DFT se puede formular de tal manera que requiera de

la condición conocida como N-representabilidad, ya que al cumplir con esta automática-

mente se cumple la υ-representabilidad, para ello es necesario que la densidad electrónica

satisfaga

n (r)≥0 ,
∫
n (r) dr = N y

∫ ∣∣∣∇n (r)
1
2
∣∣∣2 <∞. (2.14)

Para cada n (r) que cumple con las ecuaciones (2.14) existen un número infinito de

posibles estados con N electrones,

n (r) = N
∑
i

pi 〈Ψi (r, r2, · · · , rN) | Ψi (r, r2, · · · , rN)〉2,··· ,N , (2.15)

donde pi representa la probabilidad de observar cada función de onda Ψi en el ensamble,

y cada uno de estos estados se encuentra asociado con una posible elección de F [n],

F [{pi,Ψi}] =
∑
i

pi
〈
Ψi

∣∣∣T̂ + V̂ee
∣∣∣Ψi

〉
. (2.16)

De esta forma el problema de la N-representabilidad surge cuando se intenta aproximar

F [n], por tanto, un funcional aproximado F̃ [n] es representable si y sólo si para cada ñ (r)

existe algún estado {p̃i, Ψ̃i} que se encuentre asociado con esta densidad electrónica y con

el valor del funcional F̃ = F [{p̃i, Ψ̃i}] a través de las ecuaciones (2.15) y (2.16). Si F̃ [n]

no es N-representable entonces existe una densidad electrónica ñ (r) para la cual F̃ [n] no

corresponde a ningún estado fermiónico.26

Como a cualquier ñ (r) corresponde un gran número posible de estados {p̃i, Ψ̃i} y el

valor de F [ñ (r)] debe corresponder a uno de estos estados, el funcional universal de la

ecuación (2.11) debe satisfacer21,24,27

F [n] = mı́n
{pi,Ψi}→n(r)

F [{pi,Ψi}]. (2.17)



40 CAPÍTULO 2. TEORÍA DE LOS FUNCIONALES DE LA DENSIDAD

Esta es la definición de la búsqueda restringida de Levy sobre todos los estados fermiónicos

y que proporciona el menor valor esperado para el funcional en la ecuación (2.11), mientras

que la enerǵıa del estado basal se obtiene posteriormente de la búsqueda sobre todas las

densidades sustituyendo la ecuación (2.17) en (2.10),

E0 [n] = mı́n
n

{
F [n] +

∫
n (r) υ (r)

}
. (2.18)

La búsqueda en las ecuaciones (2.17) y (2.18) es sobre todas las densidades N-repre-

sentables que cumplen con las restricciones de las ecuaciones (2.14) y que, a su vez, son

υ-representables.3

2.3. Kohn-Sham

Debido a que en la ecuación (2.10) no se conocen las expresiones exactas para los

funcionales T̂ y V̂ee, en la implementación de Kohn-Sham,28 se hace uso de un sistema

ficticio conformado por electrones no interactuantes. Para este sistema, el funcional de la

enerǵıa, empleando unidades atómicas, en adelante, queda expresado como

Es [n] = Ts [n] + Vs [n] (2.19)

donde Ts [n] es la enerǵıa cinética del sistema no interactuante, cuya expresión se conoce

de forma exacta, ecuación (2.21), y Vs [n] =
∫
υs (r)n (r) dr es la enerǵıa debida al potencial

externo local y multiplicativo υs (r). El mapeo de este sistema ficticio al sistema real de

part́ıculas interactuantes se lleva a cabo a través de υs (r), de tal manera que este potencial

proporciona una densidad electrónica igual a la densidad del estado basal del sistema de

interés. El funcional para la enerǵıa es

E [n] = Ts [n] + Ven [n] + J [n] + Exc [n] , (2.20)

donde la enerǵıa cinética para el sistema no interactuante de Kohn-Sham se expresa como

Ts [n] =
occ∑
i=1

ni
〈
ϕi (r)

∣∣∣−1
2∇

2
∣∣∣ϕi (r)

〉
, (2.21)

en términos del conjunto de orbitales {ϕi (r)} y la densidad electrónica está dada por

n (r) =
occ∑
i

ni|ϕi (r)|2. (2.22)
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Las otras dos contribuciones a la enerǵıa, cuyas expresiones se conocen, son el potencial

debido a los núcleos y electrones, expresado en términos del potencial externo debido a

los núcleos, υ (r) = −∑A (ZA |r−RA|),

Ven [n] =
∫
n (r) υ (r) dr, (2.23)

y la debida a la interacción coulómbica directa,

J [n] = 1
2

∫∫ n (r)n (r′)
|r− r|

drdr′. (2.24)

El único término que no se conoce en el contexto de Kohn-Sham es Exc, el cual frecuen-

temente se escribe como la suma de un funcional de intercambio Ex y uno de correlación

Ec. En la práctica, todos los funcionales empleados para evaluar esta contribución son

aproximaciones cuyas expresiones pueden variar en complejidad, y este término es la cla-

ve de Kohn-Sham para describir correctamente la estructura electrónica de los sistemas

atómicos, moleculares y sólidos.29 En el próximo Caṕıtulo ahondaremos en la estructura

de la trascendental contribución de intercambio y correlación a la enerǵıa.
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Caṕıtulo 3

Aproximaciones al funcional de la

densidad

Como la enerǵıa cinética del sistema no interactuante, Ts [n], no es igual a la del sistema

interactuante, T [n], además de que el término J [n] no incluye todas las interacciones

electrón-electrón, sus diferencias definen a la enerǵıa de intercambio y correlación en Kohn-

Sham,28

Exc [n] = T [n]− Ts [n] + Vee [n]− J [n] , (3.1)

o mediante la conexión adiabática,30–34

Exc [n] =
∫ 1

0
〈Ψλ |Vee|Ψλ〉 dλ− J [n], (3.2)

a partir de la cual puede ser definido el agujero de intercambio y correlación,3,35–37

nxc (r, r′) = nx (r, r′) + nc (r, r′), como

Exc [n] = 1
2

∫∫ n (r)nxc (r, r′)
|r− r′|

drdr′, (3.3)

tal que nx (r, r′) satisface dos condiciones fundamentales

nx (r, r′) ≤ 0, (3.4)∫
nx (r, r′) dr′ = −1, (3.5)

las cuales establecen que si un electrón está localizado en un punto r del espacio, no

puede encontrarse simultáneamente en cualquier otro punto r′. Por otro lado, nc (r, r′)

43
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debe cumplir con la condición ∫
nc (r, r′) dr′ = 0, (3.6)

cuyo efecto es reordenar el resto de los electrones circundantes al situado en r, pero

sin cambiar su número total, desplazándolos fuera de la región alrededor del electrón en

r.32,33,38,39 Esto produce un agujero de densidad de correlación negativo cuando |r− r′|

es pequeño, con una cúspide coulómbica en |r− r′| = 0, y predominantemente positivo

para valores grandes de |r− r′|. En consecuencia nxc (r, r′) reduce la enerǵıa de repulsión

coulómbica, ya que un electrón que se desplaza a través de una densidad electrónica pro-

medio, estará circunscrito en un agujero para el que la densidad del resto de los electrones

es removida. Debido a que este efecto es mayor cuando los electrones se encuentran más

cerca, reduce más las enerǵıas totales para moléculas y sólidos que para átomos aislados.40

En términos de la densidad electrónica total n (r) y la enerǵıa de intercambio y co-

rrelación por part́ıcula εxc (r), una aproximación a Exc [n], un DFA, puede escribirse de

manera general como

Exc [n] =
∫
n (r) εxc (r) dr. (3.7)

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se puede anticipar que la expresión para Exc [n] debe

ser un objeto matemático muy complejo y, reiteramos, es desconocido. Una de las grandes

ventajas del formalismo de Kohn-Sham al expresar la enerǵıa de acuerdo con la ecuación

(2.20), es que la magnitud de la contribución Exc [n] es t́ıpicamente mucho menor que

la del resto de los términos, por lo que aproximaciones sencillas son capaces de proveer

buenos resultados para E [n].29

Esto ha llevado a que con el transcurso de las últimas décadas, se cuente con un

acervo de cientos de funcionales que, en general, pueden clasificarse como emṕıricos y no

emṕıricos. La ruta del diseño no emṕırico, liderada por Perdew, involucra el diseño de DFAs

cuyas formas satisfacen la mayor cantidad posible de restricciones exactas,41–43 mientras

que la ruta emṕırica se basa en la parametrización de coeficientes mediante ajuste a valores

de referencia, t́ıpicamente resultados de cúmulo acoplado o datos experimentales.44–46

Entre las propiedades exactas conocidas que deben satisfacer los DFAs, se encuentran



45

las propiedades de escalamiento47

Ex [n↑, n↓] = 1
2 (Ex [2n↑] + Ex [2n↓]) , (3.8)

Ex [nλ] = λEx [n] , (3.9)

Ec [nλ] > λEc [n] para λ > 1, (3.10)

Ec [nλ] < λEc [n] para 0 ≤ λ ≤ 1, (3.11)

donde ↑ y ↓ diferencian la densidad de esṕın, y nλ (r) = λ3n (λr) es una densidad escalada

uniformemente que integra al número total de electrones N , para toda constante λ ∈ R.

Otra condición es que en el caso de un electrón,
∫
n (r) dr = 1, se debe asegurar que no

exista una interacción del electrón consigo mismo, esto es48–54

Ex [n] = −J [n] , (3.12)

Ec [n] = 0. (3.13)

Estas últimas dos condiciones las satisface Hartree-Fock pero no todos los DFAs. La cota

de Lieb-Oxford,55,56

Ex [n] ≥ Exc [n] ≥ −D
∫
n

4
3 (r) dr, (3.14)

con 1.44 < D < 1.68,57 o < 1.6358,58 es otra condición que establece un ĺımite inferior

para la enerǵıa de intercambio y correlación. A su vez, el potencial de intercambio υx (r),

y el de correlación υc (r), deben ser finitos en el núcleo,59,60 además de que υx (r)→ −1/r

cuando r→∞.61–65 Otra condición que un DFA debe cumplir es la discontinuidad en las

derivadas con respecto a la densidad electrónica,66,67

ĺım
δN→0

{
δExc [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N+δN

− δExc [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N−δN

}
= υ+

xc (r)− υ−xc (r) = ∆xc, (3.15)

aqúı ∆xc adquiere un valor constante y dependiente del sistema, pero independiente de la

posición r en υxc (r). De manera análoga se ha demostrado que para N = 1,68 Ts [n] tiene

una discontinuidad similar dada por

ĺım
δN→0

{
δTs [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N+δN

− δTs [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N−δN

}
= εLUMO − εHOMO = ∆KS, (3.16)

donde εHOMO y εLUMO son iguales a las enerǵıas del orbital ocupado de mayor enerǵıa

y el orbital desocupado de menor enerǵıa, respectivamente, resultado que posteriormente
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fue generalizado para cualquier valor de N .66,67 De este modo, ∆KS es simplemente el gap

de Kohn-Sham, mientras que ∆xc es la discontinuidad debida a efectos de muchos cuer-

pos.69–71 El gap fundamental ∆ = E (N + 1)+E (N − 1)−2E (N) es la discontinuidad del

funcional de la enerǵıa total del estado basal,72–75 y debido a que las derivadas funcionales
δJ [n]
δn(r) = υJ (r) y δVen[n]

δn(r) = υ (r) son continuas en los números enteros de electrones,66–68,76

ĺım
δN→0

{
δE [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N+δN

− δE [n]
δn (r)

∣∣∣∣∣
N−δN

}
= ∆KS + ∆xc = ∆. (3.17)

Las condiciones de las ecuaciones (3.8) a (3.17), en conjunto con el resto de restriccio-

nes conocidas, sirven como gúıas para el diseño de nuevos DFAs, cuya aplicación sea lo

más general posible para la diversidad de propiedades de interés en qúımica, problemas

biológicos y f́ısica de materiales, por ejemplo en átomos, moléculas, sólidos o superficies,

o por lo menos proporcionen errores sistemáticos que permitan realizar extrapolaciones

controladas hacia sistemas de naturaleza distinta a aquellos empleados rutinariamente

como referencia. Esto último no puede ser paralelamente atribuido a DFAs de carácter

emṕırico, cuyos errores, a pesar de ser menores que los no emṕıricos para los conjuntos

de prueba utilizados para su calibración, por lo general carecen de control para sistemas

cuyas caracteŕısticas son distintas a las del conjunto para el que fueron parametrizados,

en otras palabras, sus errores no son sistemáticos, por lo que debeŕıan emplearse con

reticencia.29,43,77,78

No obstante el conocimiento adquirido con el transcurso de los años, es necesario tener

presente que una de las dificultades en el diseño de DFAs es que no son sistemáticamente

perfectibles. Esto significa que emplear más ingredientes,a satisfacer más restricciones o

proveer formas funcionales más flexibles no necesariamente conlleva a una estricta mejora

significativa en el cálculo de Exc [n]. Esta infortunada situación pone a la DFT en una ca-

tegoŕıa distinta a muchas de las teoŕıas basadas en función de onda, e.g. cúmulo acoplado,

para la que existen jerarqúıas bien definidas para mejorar sistemáticamente la descripción

de un sistema fermiónico de referencia única.

aEl gradiente, laplaciano o derivadas de orden superior de la densidad electrónica.
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3.1. La escalera de Jacob

Una propuesta para clasificar las aproximaciones dadas por la ecuación (3.7) es la

denominada escalera de Jacob,79 en la que cada peldaño está definido por el tipo de

ingredientes empleados para la construcción del DFA. Esta escalera tiene sus cimientos

en el mundo de Hartree, donde
〈
φi (r)φj (r′)

∣∣∣ 1
|r−r′|

∣∣∣φi (r′)φj (r)
〉
≡ Kij = 0, con i y

j que rotulan los orbitales ocupados, y las interacciones electrón-electrón son provistas

únicamente por la contribución coulómbica directa. Subir cada peldaño implica sofisticar

el DFA80 e incrementar el costo computacional para evaluar la contribución de la enerǵıa

de intercambio y correlación, culminando en el cielo qúımico donde se espera que los

errores con respecto a los valores de referencia en la predicción de entalṕıas de formación

sean de aproximadamente una kcal/mol.

3.1.1. Aproximación de la densidad local

La aproximación de la densidad local, LDA, es el primer peldaño de la escalera de

Jacob y emplea como único ingrediente a n (r), su expresión para el intercambio se conoce

expĺıcitamente para el gas homogéneo de electrones, HEG, y tiene la forma81

ELDA
x [n] = −3

4

( 3
π

) 1
3
∫
n (r)

4
3dr. (3.18)

Por otra parte, la forma del funcional para la enerǵıa de correlación no ha sido deriva-

da expĺıcitamente. Sus primeras expresiones se basaron en teoŕıa de perturbaciones,32,82

que posteriormente fueron reemplazadas por interpolaciones50,83–85 parametrizadas entre

formas conocidas para los ĺımites de altas y bajas densidades a partir de cálculos Monte

Carlo,86 que además sirvieron para mostrar que ocasionalmente las parametrizaciones por

teoŕıa de perturbaciones pueden desviarse de las obtenidas con Monte Carlo, por lo que

es recomendable evitar el uso de las primeras.

Por construcción, LDA es exacto para densidades uniformes o aquellas con ligeras

variaciones en el espacio; esto le confiere un mejor desempeño en sólidos que en átomos o

moléculas, cuyas densidades son considerablemente menos homogéneas.87,88 Esto último

se refleja en que a pesar de que LDA proporciona longitudes de enlace moderadamente



48 CAPÍTULO 3. APROXIMACIONES AL FUNCIONAL DE LA DENSIDAD

precisas, sobreestima los valores de las enerǵıas de atomización.40,89

De la ecuación (3.7), εxc (r) para LDA está dado por

εLDAxc (r) = 1
2

∫ nLDAxc (r, r′)
|r− r′|

dr′, (3.19)

para cada r, nLDAxc (r, r′) es el agujero de intercambio y correlación exacto para un gas de

electrones homogéneo con densidad n (r), por lo que LDA con la correlación de Monte

Carlo satisface las ecuaciones (3.4) a (3.6).31–33 Además cumple las propiedades de es-

calamiento de las ecuaciones (3.8) a (3.11)47,90 y la cota de Lieb-Oxford de la ecuación

(3.14).57

3.1.2. Aproximación de gradiente generalizado

Para una densidad electrónica aproximadamente homogénea, la enerǵıa de intercambio

puede expresarse como una serie de potencias de los gradientes de densidad ∇n (r),28,91–94

Ex [n] ≈ EGEA
x [n] = ELDA

x [n]− 10
432π(3π2)1/3

∫ |∇n (r)|2

n (r)
4
3
dr + · · · , (3.20)

por lo general las expresiones de orden superior, ∝ |∇n (r)|αGEA o ∝ ∇βGEA (r) con αGEA,

βGEA > 2, suelen ser evitadas por su dificultad de cálculo. Es de esperar que la aproxi-

mación por expansión en gradientes, GEA, mejore con respecto a LDA, sin embargo se

sabe que proporciona un signo incorrecto para la corrección a LDA95,96 y a menudo em-

peora los resultados para átomos, moléculas o sólidos.95,97–100 Las razones son que GEA

tiene una primera derivada funcional que diverge y, a diferencia de LDA, además viola las

ecuaciones (3.4) a (3.6) en las regiones de largo alcance de |r− r′|, por lo que nGEAxc (r, r′)

no pertenece a ningún sistema f́ısico real.38,39,101

La aproximación de gradiente generalizado,97 GGA, surge como una forma de remediar

los inconvenientes encontrados en la GEA, en esta aproximación se modifica nGEAxc (r, r′)

para satisfacer las ecuaciones (3.4) a (3.6) eliminando todas las contribuciones donde

nGEAxc (r, r′) adquiere valores positivos mediante un parámetro de corte r fuera del cual el

agujero de intercambio y correlación se fija a cero.38,39,55,102,103 De esta forma, después de

realizar una transformación de coordenadas, en GGA tenemos que

ñGGAxc (r, r + r) = −1
2n (r) ỹ (r, r) θ (ỹ (r, r)) θ (rx (r)− r) , (3.21)



3.1. LA ESCALERA DE JACOB 49

donde θ (x) es igual a 1 para x > 0, y se anula en caso contrario, ỹ (r, r) = J (z) +

4L (z) r̂·s (r) /3 − 16M (z) (r̂·s (r))2/27 − 16N (z) s (r)2/3, que cumple con ỹ (r, 0) = 1,

además r̂ = r/ |r| es un vector unitario, s (r) es el gradiente adimensional

s (r) = |∇n (r)|
2kF (r)n (r) , (3.22)

con el vector de onda de Fermi definido como kF (r) = (3π2n (r))
1
3 ; la separación reducida

z (r, r) = 2kF (r) r, y finalmente J (z), L (z), M (z) y N (z) son funciones oscilatorias

conocidas.97,98 La primera función escalón en la ecuación (3.21) impone la condición de

negatividad, mientras que la segunda está relacionada con un umbral de separación r fijado

para forzar la condición de normalización, establecidas por las ecuaciones (3.4) y (3.5),

respectivamente. Esto produce el funcional de intercambio GGA que de forma general

puede expresarse como63,104–108

EGGA
x [n] =

∫
n (r) εx (r)Fx (s) dr, (3.23)

donde Fx (s) es la función de amplificación sobre el intercambio local que se obtiene por

la solución numérica de

Fx (s) = 1
9

∫ zx

0
z ỹsph.av (z, s) dz, (3.24)

a partir de resolver anaĺıticamente la integración angular sobre Ωr̂

ỹsph.av (z, s) = 1
4π

∫
ỹ (z, s, r̂) θ (ỹ (z, s, r̂)) dΩr̂, (3.25)

para la que zx es una función de s determinada por la condición de normalización de la

ecuación (3.5) que en esta construcción queda expresada como la solución numérica de

− 1
12π

∫ zx

0
z2 ỹsph.av (z, s) dz = −1. (3.26)

De manera análoga al procedimiento para la enerǵıa de intercambio, pero ahora sa-

tisfaciendo la ecuación (3.6), en GGA el funcional para la enerǵıa de correlación tiene la

expresión general

EGGA
c [n] =

∫
n (r) εGGAc (rs (r) , ζ (r) , s (r)) dr, (3.27)

donde rs = [3/4πn (r)]
1
3 es el radio local de Seitz y ζ (r) = [n↑ (r)− n↓ (r)] /n (r) es la

polarización de esṕın relativa.
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Al someter las expresiones (3.23) y (3.27) a un análisis de escalamiento no uniforme de

una y dos dimensiones para la densidad electrónica, los ĺımites de bajas y altas densidades

muestran que a nivel GGA estas deben satisfacer dos condiciones relacionadas con el ĺımite

infinito de los valores del gradiente adimensional,109,110

ĺım
s→∞

s1/2Fx (rs, s) <∞, (3.28)

ĺım
s→∞

s1/2Fc (rs, s) <∞. (3.29)

La primera de estas desigualdades requiere que la función de amplificación para el inter-

cambio decaiga a cero tan rápido como s−1/2, condición que cumplen parcialmente los

funcionales PW9155 y LG,111 porque decaen más rápido que s−1/2, pero no la mayoŕıa

de las funciones de amplificación GGA. Esta situación, respecto a que la ecuación (3.28)

es una estricta igualdad que impone un decaimiento espećıfico a Fx (s),112–115 motivó el

desarrollo de VT{8,4},116 PBE-LS,117 lsPBE y lsRPBE,118 pero que también decaen más

rápido que s−1/2. De estos últimos, lsRPBE ha mostrado una mejora significativa respec-

to a PBE,119 PW91 y RPBE120 en el cálculo de entalṕıas de formación para el conjunto

G3/99,121,122 y como se muestra en las ecuaciones (3.30) a (3.34), además provee una ma-

yor estabilidad numérica que PW91 debido a la simplicidad de su función de amplificación,

cuyas expresiones son

F PW91
x (s) = 1 + cx,1s sinh−1 (cx,2s) + (cx,3 − cx,4 e−100s2)s2

1 + cx,1s sinh−1 (cx,2s) + cx,5s4 , (3.30)

F PBE
x (s) = 1 + κ− κ

1 + µMBs2/κ
, (3.31)

FRPBE
x (s) = 1 + κ− κ e−µMBs

2/κ, (3.32)

F lsPBE
x (s) = 1 + κ− κ/

(
1 + µ2s

2/κ
)
− (1 + κ) (1− e−α2s2), (3.33)

F lsRPBE
x (s) = 1 + κ (1− e−µ1s2/κ)− (1 + κ) (1− e−α1s2). (3.34)

De acuerdo a Sham, si se toma en consideración el ĺımite de densidades que vaŕıan

lentamente en el espacio, donde GEA es válida, se reemplaza la interacción coulómbica

1/r por el potencial de Yukawa e(−γ r)/r y nGEAxc (r, r′) se evalúa en el ĺımite γ → 0, se

obtiene un valor finito para el término cuadrático, µ, de la expansión en gradientes

Fx (s) −−→
s→0

1 + µ s2, (3.35)
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con µ = 7/81,123 cuyo valor posteriormente fue corregido a µGE = 10/81 por Kleinman

y Lee partiendo del ĺımite infinito γ = 0 e interacción coulómbica 1/r,124 y se utiliza fre-

cuentemente en el diseño de GGAs para el cálculo de sistemas periódicos.125 Sin embargo,

para obtener enerǵıas de intercambio precisas en átomos, la magnitud del coeficiente que

acompaña al término cuadrático necesita ser casi el doble que aquel de la expansión en

gradientes.126 Por otro lado, para recuperar la respuesta lineal LDA en la ecuación (3.35)

y preservar una buena descripción para variaciones pequeñas de la densidad alrededor del

gas homogéneo de electrones, comúnmente se utiliza la relación µ = β (π2/3). Con el trans-

curso de los años se han propuesto distintos valores para µ, por ejemplo, µMB ≈ 0.219 51119

se eligió para cancelar el coeficiente de segundo orden, β, de la expansión en gradientes

de la enerǵıa de correlación βMB ≈ 0.066 725 proveniente del ĺımite de altas densidades

(rs → 0).95 Por otro lado, con base en el análisis de la expansión asintótica del átomo neu-

tro evaluado cuando el número atómico Z → ∞,47,127–129 el coeficiente µMGEA = 0.26130

se obtuvo para la expansión en gradientes modificada a segundo orden.131,132 Finalmente,

el valor de µmol = 0.275 83133 se obtiene de satisfacer la ecuación (3.12) para el estado

basal del átomo de hidrógeno, donde Ex [nH (r)] = 5/16 hartree.

Por otra parte, también se sabe que en un sistema finito de electrones, el potencial

de intercambio υx (r) y la densidad de enerǵıa de intercambio ex (r) tienen el siguiente

comportamiento asintótico32,134

υx (r)|r→∞ = −1
r

+ C, (3.36)

donde C es una constante que se desvanece en todas partes excepto en las superficies

nodales del orbital ocupado de mayor enerǵıa,135,136 y

ex (r)|r→∞ = −n (r)
2r . (3.37)

Es importante hacer notar que ex (r) canónica no es única, puesto que si se agrega un

campo escalar ∅ (r) a la ecuación (3.37), cuya integral sea cero, se preserva la misma

estructura. Becke63 argumentó que el ĺımite asintótico de ex (r) es una restricción im-

portante y propuso la siguiente forma para la función de amplificación que satisface la
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ecuación (3.37) para densidades con decaimiento asintótico

FB88
x (s) = 1 + βc2(c1s)2

1 + 6β (c1s) sinh−1 [c1s]
, (3.38)

donde la función sinh−1 [a] asegura el comportamiento correcto de eB88
x (r) para valores

grandes de r. En 1994, van Leeuwen y Baerends137 mostraron que para un GGA esto

último es equivalente a

Fx (s) −−−→
s→∞

a
s

ln [s] , (3.39)

donde a es una constante. De esta forma, FB88
x (s) −−−→

s→∞
c1c2s/ {6 (ln [c1] + ln [2s])}. Otra

aproximación que también diverge para valores grandes de s, pero como c5
1/15s2/5 es la

del funcional PW8697

F PW86
x (s) =

(
1 + c3s

2 + c4s
4 + c5s

6
) 1

15 . (3.40)

Por su parte, el comportamiento asintótico correcto de υx (r) depende, a su vez, del

comportamiento asintótico de la densidad.138–141 Se ha mostrado que el término ĺıder de

υx (r) proveniente de funciones de amplificación que se comportan como

Fx (s) −−−→
s→∞

4π
3 s (3.41)

decae correctamente como −1/r.65 Estas condiciones se consideran en el desarrollo de

aproximaciones como CAP,142

FCAP
x = 1 + µMB

s ln [1 + s]
1 + cCAP ln [1 + s] , (3.42)

AK13,143 xe-PBE144 y NCAP,145 por mencionar algunos. De estos últimos, el desempeño

de NCAP es comparable con aproximaciones de peldaños superiores, sus 6.0 kcal/mol para

el MAD del conjunto G3/99 lo convierten en uno de los GGAs no emṕıricos con mejor

desempeño para esta propiedad, sin embargo, una desventaja de esta propuesta reside en

su complicada función de amplificación

FNCAP
x = 1 + µMB tanh[s] sinh−1[s]1 + αNCAP {(1− ζNCAP ) s ln [1 + s] + ζNCAP s}

1 + βNCAP tanh[s] sinh−1[s]
,

(3.43)

que lo vuelve numéricamente inestable y complicado de programar. Para fines prácticos,

una alternativa que nos ayude a solventar esta situación, podemos recurrir al desarrollo
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Tabla iii.1: MAD, en kcal/mol, para las entalṕıas de formación estándar del conjunto

G3/99. Los cálculos se realizaron con NWChem.

X C µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpDFA1 P86 5.17 5.20 5.37 5.37

lpDFA2 P86 6.23 7.18 6.55 7.29

de GGAs no emṕıricos con parámetros locales, discutidos a detalle en la Sección 5.1.2, y

jugar con dos formas distintas de acoplar las contribuciones de intercambio y correlación.

La primera de ellas se muestra en las ecuaciones (3.44) y (3.45), y consiste en recuperar

localmente la respuesta lineal a través de la dependencia en rs para µ = µ (rs) y β = β (rs),

F lpDFA1
x (s) = 1 + µ (rs)

s sinh−1 [s]
1 + cCAP µ (rs) sinh−1 [s]

, (3.44)

F lpDFA2
x (s) = 1 + µ (rs)

s2

1 + µ (rs) s ln [1 + s] , (3.45)

mientras que la segunda, en la ecuación (3.46), µ = µMB únicamente recupera la res-

puesta lineal en el ĺımite de altas densidades con β = β (rs), como NCAP y algunas

aproximaciones recientes de peldaños superiores

FDFA1
x (s) = 1 + µ (rs)

s2

1 + µ (rs) s sinh−1 [s]
. (3.46)

Dada la relevancia de la ecuación (3.39), mostrada por Murray, Lee y Langreth,146 las

ecuaciones (3.44)-(3.46) se diseñaron para satisfacer esta condición y reproducir el ĺımite

asintótico para ex (r), i.e., espećıficamente se tiene que

F lpDFA1
x (s) −−−→

s→∞

µ (rs) s ln [2s]
1 + cCAP µ (rs) ln [2s] , (3.47)

F lpDFA2
x (s) −−−→

s→∞

s

ln [s] , (3.48)

FDFA1
x (s) −−−→

s→∞

s

ln [2s] . (3.49)

En las Tablas iii.1 y iii.2 se muestra el MAD para el conjunto G3/99 calculado con

estas tres aproximaciones, se puede notar que es competitivo con NCAP y para determi-

nadas combinaciones incluso mejor, lo que las convierte en una opción atractiva para el

cálculo de este tipo de propiedades. Sin embargo, al igual que la mayoŕıa de los DFAs
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Tabla iii.2: MAD, en kcal/mol, para las entalṕıas de formación estándar del conjunto

G3/99. Los cálculos se realizaron con NWChem.

X C βrev(rs) βmod(rs) βHL(rs) βRG(rs)

DFA1 P86 5.99 6.69 5.50 5.50

que mejoran en esta propiedad, el error en el cálculo de las longitudes de enlace se ve

perjudicado con respecto a PBE casi en un 60 %. Esto es un reflejo que acentúa uno de

los mayores inconvenientes a nivel GGA, y es que con un sólo conjunto de parámetros

los DFAs no pueden proveer simultáneamente buenos resultados para ciertas propiedades

termodinámicas y estructurales, a la vez de satisfacer la mayor cantidad de restricciones

f́ısicas conocidas. Para ello, se puede mejorar el desempeño agregando más ingredientes a

la forma del DFA para hacer más flexible la función de amplificación. Estos funcionales

constituyen el siguiente peldaño en la escalera de Jacob.

3.1.3. Aproximación de meta-gradiente generalizado

Las aproximaciones de meta-gradiente generalizado, meta-GGA o mGGA, comúnmen-

te pueden emplear dos ingredientes independientes para mejorar la precisión del DFA,147

a saber, el laplaciano de la densidad, ∇2n (r), que aparece en la expansión en gradientes

a cuarto orden, o la densidad de enerǵıa cinética, τ (r) = 1
2
∑occ
i |∇φi (r)|2, construida a

partir de los orbitales de Kohn-Sham, {φi (r)}, que proviene de la expansión en series de

Taylor para el agujero de intercambio alrededor de |r− r′| = 0.148,149 De estos dos, τ (r)

es mucho más utilizado en el diseño de DFAs ya que desde un punto de vista qúımico,

la densidad de enerǵıa cinética puede usarse para detectar deslocalización electrónica en

moléculas u obtener información acerca de la estructura de capas,148,150 por ejemplo el

átomo de hidrógeno, helio o enlaces covalentes. Esto significa que un meta-GGA es ca-

paz de reconocer la diferencia entre densidades de uno o dos electrones por la condición

τ (r) = τW (r), donde τW (r) = |∇n (r)|2/8n (r) es la densidad de enerǵıa cinética de von

Weizsäcker, y aquellas donde la densidad electrónica vaŕıa lentamente en el espacio, in-

cluso si el gradiente de la densidad se reduce a cero,80 aśı como recobrar la expansión
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en gradientes para Exc [n] correcta hasta cuarto orden,151 como en PKZB.152 Tener esta

capacidad ha mostrado ser muy útil para describir correctamente propiedades de estado

basal para moléculas, superficies y sólidos,148,152–156 que como ya mencionó, a nivel GGA

o LDA no se ha podido realizar.157

Entre los meta-GGAs no emṕıricos se encuentran TPSS,158 modTPSS,159 revTPSS,154

MS0,155 mVT{8,4},160 MS1 y MS2,156 BLOC,161 MVS,162 SCAN163 y TM.164 Sin embar-

go, a pesar del mejor desempeño que pueden lograr estos DFAs sobre un amplia variedad

de sistemas, su diversidad y empleo no ha sido tan amplio en comparación con el pel-

daño GGA, principalmente debido a que su disponibilidad en programas de estructura

electrónica como Gaussian o Vasp era muy limitada o estaban restringidos a su empleo

en cálculos no autoconsistentes, ya que la derivada de DFAs dependientes de τ (r) es pro-

blemática porque el funcional τ (n), en el formalismo generalizado de Kohn-Sham, no se

conoce. Esto fue resuelto por Neumann, Nobes y Handy,165 quienes eludieron el problema

a través de la diferenciación con respecto a los coeficientes de la expansión orbital en

lugar de la diferenciación del funcional con respecto a n (r), que corresponde al formalis-

mo de Kohn-Sham. La misma estrategia fue empleada para implementar meta-GGAs en

Gaussian166 y en deMon2k.167

La enerǵıa de intercambio para un meta-GGA puede expresarse como

EmGGA
x [n] =

∫
n (r) εx (r)FmGGA

x (n, s, αBE) dr, (3.50)

donde αBE (r) se define más adelante en el texto. La función de amplificación en la ecuación

(3.50) también debe decaer como ĺıms→∞ F
mGGA
x (s, αBE = 0) ∝ s−1/2. Respecto a la cota

local de Lieb-Oxford, Perdew y colaboradores,115 derivaron una cota más estricta para la

cual usaron una densidad esférica prototipo normalizada a dos electrones, con s (r) 6= 0,

tal que

n (r) =


A
r3 para (R0 < r < R1)

0 en caso contrario,
(3.51)

donde A = 2/ (4π ln [y]) y y = R1/R0. Con esta densidad, las expresiones para ELDA
x y
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Ex son

ELDA
x =

− 3(3π2)1/3

R0(2π)4/3

 [1− 1
y

] [
1

ln [y]

]4/3

, (3.52)

Ex = − 2
R0

[
1− 1 + ln [y]

y

] [
1

ln [y]

]2

, (3.53)

para las que el cociente Ex/ELDA
x tiene un valor máximo de 1.0875 cuando y ∼ 5.3 y decae

lentamente a cero en los ĺımites y → 1 y y →∞. Para sistemas con uno y dos electrones la

función de amplificación debe satisfacer la cota local de Lieb-Oxford mucho más estricta

FmGGA
x (s, αBE = 0) ≤ 1.17353. (3.54)

El primer DFA diseñado para satisfacer la ecuación (3.54) fue MVS, sin embargo su

desempeño en el conjunto G3/99 es pobre, con un MAD que lo coloca tan sólo alrededor

de una kcal/mol por debajo del GGA PBE. Esto cambió con SCAN, el primer DFA que

satisface 17 restricciones f́ısicas conocidas y con un excelente desempeño para sistemas

finitos y periódicos.163,168

Algunos DFAs del grupo de Truhlar se diseñaron con un mı́nimo de satisfacción de

restricciones, por ejemplo el conjunto M06.169 A pesar de que generalmente suelen ganar

potencial predictivo al poseer un gran número de parámetros ajustados a numerosos y

amplios conjuntos de referencias experimentales o cálculos de función de onda, como es el

caso de los 34 parámetros de M06-L,170 que está calibrado para que incluso logre capturar

interacciones de van der Waals de mediano alcance, resulta importante enfatizar que tal

cantidad de parámetros pueden, y suelen, causar problemas de estabilidad numérica en la

convergencia de los cálculos debido a las oscilaciones de su función de amplificación, aśı

como curvas de disociación accidentadas,171 pero sobre todo la falta de transferibilidad

para sistemas con caracteŕısticas diferentes a las especies que forman parte de los conjuntos

empleados para la parametrización del DFA.172

Con τ (r), τW (r) y τTF (r) pueden construirse una variedad de parámetros adimen-

sionales como z (r) = τW (r) /τ (r) o t−1 (r) = τ (r) /τTF (r), pero uno de los ingredientes

adimensionales que predomina en el diseño de meta-GGAs remonta sus inicios al trabajo

de Becke y Edgecombe,173 quienes introdujeron la densidad de enerǵıa cinética de Pauli,
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τP (r) = τ (r)−τW (r), que para una función de onda de un determinante se define como el

exceso de enerǵıa cinética comparada con un sistema de bosones con la misma densidad.174

Esta cantidad se utiliza como un indicador de la probabilidad de encontrar un electrón en

la vecindad de otro electrón de referencia con el mismo esṕın; además, recupera el prin-

cipio de exclusión de Pauli ya que a menor densidad de probabilidad, mayor posibilidad

de encontrar un par de electrones con el esṕın opuesto. Al escalar τP (r) por el término

de Thomas-Fermi, τTF (r) = (3/10) (3π2)2/3
n (r)5/3, obtenemos el kernel de la función de

localización electrónica,173 una cantidad positiva definida, αBE (r) ≥ 0, ya que τW (r) es

una cota inferior a τ (r),175 que se ha utilizado para establecer una clasificación topológica

de enlaces qúımicos,176 y que tiene la forma

αBE (r) = τP (r)
τTF (r) = τ (r)− τW (r)

τTF (r) . (3.55)

En las regiones donde la densidad de enerǵıa cinética está predominantemente deter-

minada por un orbital molecular, αBE (r) → 0 debido a que τ (r) se aproxima a τW (r).

Este ĺımite describe enlaces covalentes sencillos y pares de electrones libres. Por otra par-

te, valores de αBE (r) ∼ 1 se asocian a situaciones donde τ (r) = τTF (r) y τW (r) ∼ 0,

que corresponden al HEG y también a los sistemas formados por enlaces metálicos. Final-

mente, el ĺımite αBE (r)� 1, potencialmente αBE (r)→∞ se alcanza para densidad con

decaimiento exponencial si τP (r) se desvanece más rápido que n (r)5/3, y se utiliza para

detectar enlaces débiles como las interacciones de van der Waals y para definir regiones

intersticiales en sistemas semiconductores.177

Utilizar s (r), z (r), t−1 (r) y αBE (r) en combinaciones de dos o más de estos parámetros

no está libre de inconvenientes.178 Podemos mencionar dos ejemplos de ello. El primero lo

encontramos en revTPSS, un funcional que emplea z (r) para identificar diferentes regiones

de traslape orbital. El valor z (r) = 1 corresponde a regiones de un orbital y z (r) = 0

a regiones donde la densidad vaŕıa ligeramente, pero esta última no puede discernirse de

las regiones de traslape de densidad electrónica entre capas cerradas a las que también

corresponden valores z (r) ∼ 0. Debido a que los parámetros orientados a enlaces covalentes

de revTPSS se fijaron a partir de la información del átomo de hidrógeno y del HEG donde

z (r) = 1 y z (r) ∼ 0, respectivamente, revTPSS carece de la capacidad para distinguir
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Tabla iii.3: Valores de los cuatro parámetros adimensionales utilizados en meta-GGAs para carac-

terizar las diferentes regiones de interés qúımico.

Región αBE βFS z t−1

Un orbital molecular 0 0 1 5
3s

2

HEG y enlaces metálicos ∼ 1 ∼ 1
2 0 ∼ 1

Interacciones débiles � 1
[

1
2 , 1

]
0 � 1

enlaces no covalentes. El segundo, por otro lado, explica parte del motivo por el que M06-

L necesita tal cantidad de parámetros, y se debe a que t−1 (r), sumado a s (r) carece de

habilidad para identificar regiones de un orbital, para las que t−1 (r) = 5s2/3 no provee

más información que la proporcionada por el gradiente adimensional.

Cabe señalar que algunos DFAs que hacen uso de αBE (r) son susceptibles de sufrir

inestabilidades numéricas que se originan por las oscilaciones abruptas en υxc (r),179,180

que además resultan en una convergencia muy lenta para n (r) con respecto al número

de puntos empleados en la malla de integración, haciendo necesario el uso de mallas

muy finas para describir correctamente las oscilaciones.180 Para evitar estas fluctuaciones

provenientes de las derivadas de αBE (r), se ha propuesto escalar a αBE (r) por el término

τTF (r) / [τ (r)− τTF (r)] para dar lugar al nuevo parámetro βFS (r),181 con la forma

βFS (r) = τ (r)− τW (r)
τ (r) + τTF (r) , (3.56)

cuyo objetivo es acotar los ĺımites de αBE (r) a valores dentro del intervalo [0, 1]. De esta

forma, βFS (r) = 0 corresponde a regiones de un orbital, βFS (r) ∼ 1/2 a reǵımenes donde

la densidad vaŕıa lentamente, y finalmente βFS (r) ∼ 1 a regiones no covalentes de traslape

de densidad electrónica. Las relaciones entre los diferentes parámetros adimensionales se

resumen en la Tabla iii.3.

Furness y Sun181 mostraron que la sustitución directa de βFS (r) en MS2 en lugar

de αBE (r) es factible para MS2β, pero dado que los parámetros del funcional original

pueden no ser óptimos para βFS (r), se reoptimizaron en MS2β*, mostrando una mejora de

alrededor de 3.6 kcal/mol con respecto a su predecesor MS2 para el conjunto AE6.182 Por

el contrario, para DFAs como MVS que utilizan métodos de interpolación-extrapolación
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para fijar sus parámetros, también se mostró que a pesar de existir un mapeo claro entre los

valores de αBE (r) y βFS (r), lo mismo no es directamente atribuible a las transiciones entre

sus valores, razón por la que MVSβ* mostró un incremento de 3.5 kcal/mol con respecto a

MVS para el mismo conjunto AE6. Esto conlleva a preguntar si esta metodoloǵıa también

será contraproducente para SCAN, ya que para su construcción se emplearon métodos

similares a los de MVS.

A pesar de las mejoras descritas anteriormente en los DFAs pertenecientes a este

peldaño, prevalece una limitación recurrente cuya solución con términos que dependan de

n (r), ∇n (r) o τ (r) aún no es clara.183 Nos referimos al error de autointeracción, SIE, que

da origen a las subestimaciones de los valores en gaps,184 polarizabilidades,185 enerǵıas

de transferencia de carga186 y barreras de activación.187 El SIE comúnmente ocurre al

elongar enlaces, donde el agujero de intercambio y correlación alrededor de un electrón

se deslocaliza entre dos o más centros atómicos. Esta situación no puede ser descrita sin

contribuciones no locales, cuya ausencia hace que el DFA localice el agujero de intercambio

y correlación alrededor del electrón y produzca enerǵıas demasiado bajas en los ĺımites de

disociación de los sistemas.

Con la cantidad correcta de no localidad, o correcciones de autointeracción, podŕıa ser

posible describir situaciones para las que el agujero de intercambio y correlación tiene un

componente de largo alcance. Pero para ello requerimos escalar hacia los dos siguientes

peldaños de la escalera de Jacob, con las aproximaciones que hacen uso expĺıcito de los

orbitales de Kohn-Sham.

3.1.4. Aproximación de hiper-gradiente generalizado

Las aproximaciones de hiper-gradiente generalizado, HGGA, comprenden todos los

DFAs que usan alguna combinación dependiente de la densidad para mezclar intercambio

local e intercambio exacto con el objetivo de modelar los efectos de la correlación estática.

Aqúı, el término de intercambio exacto, EXX, que se muestra en la ecuación (3.57), se

define como la misma expresión para la enerǵıa de intercambio en la teoŕıa de Hartree-

Fock, pero evaluada con los orbitales de Kohn-Sham
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Eex
x = −1

2

occ∑
i,j

∫ φ∗i (r)φ∗j (r′)φj (r)φi (r′)
|r− r′|

drdr′. (3.57)

Generalmente estas aproximaciones son razonables debido a que el agujero de la corre-

lación estática se comporta de manera similar al del intercambio.188 Sin embargo, a pesar

de parecer simple la idea de combinar EXX con un DFA local para modelar la correlación

dinámica, de corto alcance, y una aproximación similar a la del intercambio para modelar

la correlación estática, de largo alcance, en realidad derivar una aproximación para la co-

rrelación estática está lejos de ser sencillo. Uno de los mayores retos es diseñar un DFA tal

que para las geometŕıas de equilibrio de los sistemas, la contribución de largo alcance del

intercambio y correlación se cancelen entre śı, esto es, en estas condiciones la aproxima-

ción debe reducirse a un funcional tipo GGA o meta-GGA, mientras que en los procesos

de disociación o estados de transición, por mencionar dos ejemplos, la aproximación debe

tener componentes puramente no locales.189

No obstante los prometedores intentos emṕıricos y no emṕıricos efectuados que se han

hecho hasta la fecha para diseñar HGGAS,79,190–199 aún quedan incógnitas por resolver,

como la forma anaĺıtica de la función empleada para ponderar la enerǵıa de intercambio

y correlación, o el efecto de recurrir a conjuntos moleculares para ajustar parámetros que

posteriormente se usan en el cálculo de propiedades de estado sólido.

Por otro lado, los funcionales h́ıbridos pertenecen a un caso especial de HGGAs para

los que se combina uno de los DFAs locales de los primeros tres peldaños con cierta

proporción de EXX.44,200,201 Estos pueden dividirse en dos grupos, h́ıbridos globales e

h́ıbridos locales.

3.1.4.1. Hı́bridos globales

El uso de una fracción de EXX en estas aproximaciones se empleó inicialmente para

mejorar el cálculo de las enerǵıas de atomización en moléculas, pero con un consecuente

aumento en el costo computacional. El principio en el que se fundamenta la construcción

de estos DFAs yace en la conexión adiabática, como se definió en las ecuaciones (3.2) y

(3.3), donde Exc,λ [n] depende del promedio de la magnitud del acoplamiento del agujero
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de intercambio y correlación. El agujero exacto, λ = 0, se encuentra relativamente des-

localizado en sistemas multicéntricos, mientras que la correlación electrónica localiza el

agujero al pasar de λ = 0 a λ = 1. En los GGAs, los agujeros son muy compactos porque

están localizados para toda λ, incluyendo λ = 0, por lo que el carácter deslocalizado se

puede lograr reemplazando una fracción del DFA por EXX.

Becke200 sugirió que el área bajo la curva de Exc,λ [n] de la expresión (3.2), es decir

Exc [n], puede aproximarse con la regla del trapecio entre λ = 0 y uno empleando EXX

para Exc,λ [n] y LDA para Exc [n], dando lugar al DFA conocido como BH&H

Exc [n] = 1
2 E

ex
x + 1

2 E
LDA
xc,1 [n] . (3.58)

Las mejoras que se obtienen con BH&H usualmente son modestas respecto a los más

recientes GGAs, sin embargo, refinar la integración de Exc,λ [n] ha mostrado proveer una

mejora significativa a BH&H. Debido al decaimiento monotónico de la enerǵıa Exc,λ [n],

el teorema del valor medio de Lagrange establece que para cualquier sistema es posible

encontrar un coeficiente αex tal que

Ehib
xc = αexE

ex
x + (1− αex)Exc,1 [n] . (3.59)

Llevar la ecuación (3.59) a la práctica es complicado porque se requieren expresiones

para Exc,1, pero por conveniencia suelen utilizarse los DFAs cotidianos para Exc [n]. Esto

puede lograrse definiendo a Exc,1 = EDFA
x +Ec,1 y a EDFA

c = (1− αex)Ec,1, que al sustituir

en la ecuación (3.59) llevan a

Ehib
xc = αexE

ex
x + (1− αex)EDFA

x + EDFA
c . (3.60)

Uno de los argumentos más utilizados para justificar el uso de la ecuación (3.60) es que

las aproximaciones locales a Exc t́ıpicamente sobreestiman las enerǵıas de atomización

y subestiman las barreras de activación en reacciones qúımicas, mientras que EXX sin

correlación produce errores con el comportamiento contrario, por lo que la mezcla de

un DFA local y EXX debeŕıa producir mejores enerǵıas de atomización o barreras de

activación que cualquiera de los dos por separado. En palabras de Becke, los DFAs h́ıbridos

con la forma de la ecuación (3.60) son una solución imperfecta pero a la vez altamente
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exitosa. El primer h́ıbrido global fue desarrollado por Becke, el cual nombró B3PW91,44

y tiene la forma

EB3PW91
xc = cxE

ex
x + (1− cx − ax)ELDA

x + axE
B88
x + (1− ac)EPW92

c + acE
PW91
c , (3.61)

con ax = 0.72, ac = 0.81 y cx = 0.20. Uno de los funcionales emṕıricos ampliamente

utilizados, y que no está rigurosamente apoyado en una aproximación a la integral del

acoplamiento adiabático, es B3LYP,44,202 cuya forma es igual a la de B3PW91 pero en

lugar de EPW92
c y EPW91

c emplea VWNRPA y LYP, respectivamente, mientras que reem-

plazar la correlación LYP por P86 da lugar a otro DFA denominado B3P86.

En la comunidad de qúımica orgánica, B3LYP se convirtió rápidamente en el DFA

h́ıbrido por defecto para aplicaciones prácticas. Sin embargo es necesario hacer notar que

este DFA tiene severas deficiencias, primero, B3PW91 tiene un mejor desempeño que

B3LYP para el conjunto G3/99,203 pero lo más serio es que B3LYP no se reduce a LDA

en el ĺımite del HEG,204 como lo hace B3PW91, esto tiene un impacto significativo en

los errores que se cometen con este funcional cuando se utiliza en sólidos o superficies.41

Descartar o no el ĺımite del HEG podŕıa dejarse como opción del desarrollador, pero

resulta imperativo resaltar que el HEG es una de las densidades prototipo más importantes

que debe ser recuperado por las aproximaciones.115 También es necesario recalcar que la

escalera de Jacob está pensada de tal forma que los DFAs de peldaños superiores deben

recuperar los peldaños inferiores, por lo que un DFA que no recupere el ĺımite LDA

estrictamente no podŕıa incluirse en esta categorización. En este sentido, Handy justificó

sus DFAs OPTX205 y OLYP,206 que no recuperan LDA, argumentando no sé ustedes

colegas en América, pero en Cambridge jamás hemos sido capaces de sintetizar jellium.

Cabe resaltar que el desempeño de OPTX y OLYP se deteriora en cálculos de átomos

pesados, para los que LDA es una mejor descripción pues se está más cerca del limite

Z →∞.207

Por otro lado, el parámetro de proporción αex en la ecuación (3.60) toma un valor

emṕırico o semiemṕırico dentro del rango 0 ≤ αex ≤ 1. Para toda αex en este rango, ambos

αex y 1−αex son positivos, preservando aśı las restricciones dadas por las ecuaciones (3.4) a

(3.6). Para los DFAs emṕıricos αex debe seleccionarse de tal forma que provea una mejora a
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LDA y GGA, si se obtiene alguna en absoluto, por lo que rutinariamente suele calibrarse

a partir de ajustes por mı́nimos cuadrados de enerǵıas de atomización, potenciales de

ionización, afinidades electrónicas y afinidades protónicas para determinados conjuntos de

moléculas. El rango de αex suele estar entre 0.16 y 0.28,201 pero depende fuertemente del

tipo de DFA usado para la calibración.

Perdew, Ernzerhof y Burke208 racionalizaron una explicación f́ısica para el valor de αex
en la ecuación (3.60) proponiendo un modelo simple para la constante de acoplamiento

en los DFAs h́ıbiridos que se reduce a Eex
x cuando λ = 0, y a EDFA

xc,1 cuando λ = 1,

este modelo está dado por la expresión Ehib
xc,λ = EDFA

xc,λ +
(
Eex
x − EDFA

x

)
(1− λ)n−1, donde

n ≥ 1 es el entero por determinar, cuya función es controlar que tan rápido la corrección

al DFA se desvanece conforme λ → 1, mientras que su relación con αex en la ecuación

(3.60) está dada por αex = 1/m. Entre el conjunto de valores que m puede adquirir, aqúı,

m = 4 fue escogido debido al buen desempeño general de la teoŕıa de perturbaciones

de cuarto orden de Møller-Plesset (MP4) en el cálculo de enerǵıas de atomización para

la mayoŕıa de las moléculas, con un MAD de 2.6 kcal/mol.209 Por tanto, usar 25 % de

EXX en cierta forma también podŕıa tomarse como un parámetro semiemṕırico, debido

a la base heuŕıstica con el que se sustenta, y como tal seŕıa recomendado verlo, porque,

recordemos, fue concebido para el cálculo de enerǵıas de atomización, además, se basa en

la observación cualitativa que la interacción electrónica en MP4 es suficientemente precisa

para las enerǵıas de atomización, y finalmente, αex es sólo un valor estimado, cuyos valores

ajustados para el cálculo de entalṕıas de formación vaŕıan de 0.6 para PBEsol, 0.32 para

PBE y 0.1 para TPSS o revTPSS.210

Entre los h́ıbridos globales populares encontramos a LDA0, PBE0, PBEsol0, PBEmol0

y CAP0, todos con 25 % de EXX. Hı́bridos semiemṕıricos como B97, B97-1, B97-2, B97-

3, o B97-K, SOGGA11-X, BMK y τ -HCTHh, estos últimos con 42 %, 40.15 %, 42 % y

15 % de EXX, respectivamente. Los h́ıbridos meta-GGAs TPSSh, revTPSSh y MS2h, que

tienen alrededor de 10 % de EXX y los recientes MVSh, y SCAN0, con 25 % de EXX.

Finalmente, la familia de DFAs h́ıbridos meta-GGA de Minnesota está integrada por

MPW1B95, MPWB1K, PW6B95, PWB6K, M05, M05-2X, M06, M06-2X, M06-HF, M08-

HX, M08-SO y MN15, cuyas fracciones de intercambio exacto van desde 27 % para M06,
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54 % para M06-2X y 100 % para M06-HF.45,84,133,156,162,169,203,208,210–227

Parte del éxito de los h́ıbridos globales radica en su mejor precisión para la mayoŕıa de

las moléculas formadas por elementos del primer y segundo periodo en comparación con

los peldaños LDA o GGA para un amplio rango de propiedades que incluyen estructuras

moleculares, frecuencias vibracionales, momentos dipolares, polarizabilidades, desplaza-

mientos nucleares, constantes de acoplamiento hiperfino, entre otras.228 Debido a que sólo

contienen una fracción de EXX, no resuleven completamente el SIE,229 tampoco son ca-

paces de describir correctamente procesos de transferencia de carga o longitudes de enlace

en sistemas como los oligomeros.230

Para sólidos se ha encontrado que, en general, es necesaria una mayor fracción de EXX

para reproducir los valores experimentales de distintas propiedades. Además, los h́ıbridos

globales a menudo tienen un peor desempeño que GGAs para los metales, sobretodo en

los de transición interna,231–233 para los que pueden predecir estados basales incorrectos

o momentos magnéticos severamente sobreestimados para metales como Fe y Pd.234–236

Finalmente, el costo computacional para la evaluación de EXX en metodoloǵıas que hacen

uso de ondas planas, discutidas en la Sección 5.1, aún sigue siendo considerado alto. Este

obstáculo se supera con DFAs h́ıbridos que utilizan métodos de atenuación del potencial

coulómbico, caracteŕıstica que los posiciona como una opción prometedora para los cálculos

de estado sólido.

3.1.4.2. Hı́bridos locales

Mientras que los h́ıbridos globales mejoran significativamente a sus contrapartes loca-

les, como ya se ha dicho, sólo abordan en parte el problema del SIE, además, el decaimiento

asintótico del potencial en los h́ıbridos globales es −αex/r, esto es, proporcional a la frac-

ción de EXX. Para obtener el decaimiento asintótico correcto del potencial, Savin237–239 y

Gill240–242 fueron los pioneros en el diseño de un tipo de DFAs que están en constante desa-

rrollo e intentan resolver estos inconvenientes a través de la separación de rangos. Estas

aproximaciones proveen una mayor flexibilidad al dividir las interacciones electrónicas en

una parte de corto alcance (sr) y otra de largo alcance (lr). Este esquema de hibridación
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puede expresarse de manera general como243–246

Ehib
xc = αexE

ex
x,sr + (1− αex)EDFA

x,sr + βexE
ex
x,lr + (1− βex)EDFA

x,lr + EDFA
c . (3.62)

El tratamiento preciso de las interacciones de intercambio de largo alcance en sistemas

periódicos es posible, pero no trivial. Este inconveniente fue en parte una de las razones

responsables por la demora en la introducción de DFAs h́ıbridos y sus aplicaciones en el

área de estado sólido.247–249 En este contexto, el DFA HSE fija βex = 0 en la ecuación

(3.62), por tanto, excluye la porción de largo alcance para EXX,250,251 lo que le confiere

una precisión particularmente buena para sistemas sólidos metálicos,252,253 que usualmente

requieren un muestreo denso en la zona de Brillouin.232,233 Por supuesto puede considerarse

el ĺımite opuesto con βex = 1, sin embargo, generalmente suelen optimizarse tanto αex

como βex, aśı como la naturaleza de la separación de corto y largo alcance, que resulta en

DFAs que involucran una fracción de EXX diferente o más apropiada para determinadas

propiedades de interés.

Otra metodoloǵıa para separar las interacciones electrón-electrón esencialmente con-

siste en fijar un parámetro emṕırico µex para dividir la interacción coulómbica de acuerdo

a
1

|r− r′|
= ωµexsr (r, r′)
|r− r′|︸ ︷︷ ︸
DFT

+ 1− ωµexsr (r, r′)
|r− r′|︸ ︷︷ ︸
EXX

, (3.63)

donde usualmente se emplea ωµexsr (r, r′) = erf (µex |r− r′|) para realizar la separación de

rango,238 o la función exponencial ωµexsr (r, r′) = e−µex |r−r′| que da origen a un apantalla-

miento del potencial coulómbico tipo Yukawa. La idea fundamental de la ecuación (3.63)

se ha usado para construir DFAs para ambos componentes y la derivación de relaciones

de escalamiento, con particular énfasis en la región de corto alcance.239,254–256

La ecuación (3.63) también puede utilizarse para construir funcionales que colectiva-

mente suelen conocerse como h́ıbridos generalizados,257,258 los cuales sólo toman en cuenta

la contribución de EXX en la región de largo alcance para recobrar el decaimiento asintóti-

co correcto del potencial, mientras que se mantiene el beneficio de la cancelación de errores

en los DFAs de intercambio y correlación para la región de corto alcance.243,259 Este ti-

po de aproximaciones se denominanb funcionales corregidos por largo alcance (LC) cuya
bLos términos rango separado (RS) o corrección de largo alcance (LRC) se emplean como sinónimos.
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Figura 3.1: Representación esquemática de la contribución 1/ |r− r′| al intercam-

bio, distribuidas en DFA y EXX, para (a) un funcional h́ıbrido global con 25 %

de EXX, (b) un funcional corregido por largo alcance y (c) un funcional con el

método de atenuación coulómbica. Todos con µex = 1/3.

forma general es

ELC
xc = EDFA

x + Eex
x,lr − EDFA

x,lr + EDFA
c . (3.64)

Por otro lado, los conocidos como métodos de atenuación coulómbica (CAM) emplean

1
|r− r′|

= 1− αex − βex [1− ωµexsr (r, r′)]
|r− r′|︸ ︷︷ ︸
DFT

+ αex + βex [1− ωµexsr (r, r′)]
|r− r′|︸ ︷︷ ︸
EXX

, (3.65)

donde αex es la fracción de EXX global y (αex + βex) es la fracción de EXX para el largo

alcance,243,260 además, estos dos parámetros deben satisfacer las relaciones 0 ≤ αex ≤ 1,

0 ≤ βex ≤ 1 y 0 ≤ αex + βex ≤ 1. La expresión para tales DFAs puede escribirse como

ECAM
xc = [1− (αex + βex)]EDFA

x + αexE
ex
x + βex

(
Eµex,DFA
x,sr + Eµex,ex

x,sr

)
+ EDFA

c , (3.66)

donde la interacción coulómbica en el corto alcance está atenuada por la función de sepa-

ración de rango, Eµex,DFA
x,sr es una aproximación LDA o GGA, mientras que Eµex,ex

x,sr es el

EXX de largo alcance con la interacción coulómbica como [1− ωµexsr (r, r′)] / |r− r′|. Como

se muestra en la Figura 3.1, esta forma de combinar DFAs con EXX incluye diferentes

h́ıbridos locales e h́ıbridos globales, por ejemplo, se puede obtener un funcional LC fijando

αex = 0 y βex = 1, mientras que un h́ıbrido global se obtiene con αex 6= 0 y βex = 0.243,260

El procedimiento usual para fijar los parámetros αex, βex y µex es por ajustes a datos

termodinámicos experimentales de conjuntos de moléculas. No obstante, Peach, Cohen

y Tozer244 con base en un estudio sistemático de propiedades moleculares han señalado
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tener precaución con los parámetros en estos funcionales ya que determinados valores

que llevan a buenos resultados para alguna propiedad pueden deteriorar la precisión para

otras propiedades. Una de las propuestas para solventar esta situación proviene de Baer

y Neuhauser,261 quienes definieron un funcional cuyo argumento involucra una constante

de acoplamiento basado en la combinación de EXX y un DFA local para una interacción

de rango separado con la forma [1− exp (−µexr)] /r.

A pesar de lo anterior, los funcionales de rango separado han atráıdo mucha atención ya

que generalmente son mejores que los h́ıbridos globales en la descripción de propiedades de

respuesta,262–264 espectros de fotoemisión,265,266 alternancia en las longitudes de enlace en

poĺımeros conjugados,267 etc. Sin embargo, los funcionales LC o CAM no son la respuesta

final, pues como ya se ha mencionado, al igual que el parámetro αex empleado en los

h́ıbridos globales para mezclar la fracción del DFA y EXX en realidad estos parámetros

no son independientes del sistema, y por lo tanto, el parámetro µex en los funcionales

LC o CAM tampoco es una constante. Es más, debido a que µex puede llegar a tener un

comportamiento no lineal, su valor óptimo para diferentes sistemas puede ser complicado

de discernir.

De manera general para los h́ıbridos globales y locales, podemos decir que la inclusión

de EXX es una manera de asegurar que cualquier sistema monoelectrónico sea apro-

piadamente descrito, pero debemos ser cautelosos porque en principio, si analizamos la

ecuación (3.59), el EXX debe acoplarse con nuevos funcionales de correlación, ya que los

DFAs locales describen únicamente la correlación dinámica, o de corto alcance, haciéndo-

los insuficientes. Aqúı yace el motivo de las palabras de Becke en la Sección 3.1.4.1. Por

tanto, para asociar EXX con los DFAs de correlación, estos últimos deben poder descri-

bir los efectos de correlación estática, también conocida como correlación no dinámica

multicéntrica.

3.1.5. Aproximación de fase aleatoria

La aproximación de fase aleatoria, RPA, se atribuye a Bohm y Pines,268–271 pero en

el contexto de DFT la definieron Langreth y Perdew.33 Para este peldaño, la enerǵıa de
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intercambio y correlación se construye formalmente a partir de la ecuación (3.3),

Exc [n] = 1
2

∫
dλ
∫∫ n (r)nλxc (r, r′)

|r− r′|
drdr′, (3.67)

donde el agujero de intercambio y correlación dependiente del parámetro de acoplamiento

λ está dado por

nλxc (r, r′) = 〈Ψλ |δn̂ (r) δn̂ (r′)|Ψλ〉
n (r) − δ (r− r′) , (3.68)

donde δn̂ (r) = n̂ (r)− n (r) es la fluctuación del operador de densidad n̂ (r) alrededor de

su valor esperado n (r), que a su vez se encuentra ligado a las propiedades de respuesta

(disipación) a través del teorema de fluctuación-disipación,31–33 el cual establece que la

respuesta de un sistema en equilibrio termodinámico a una perturbación externa pequeña

es la misma que su respuesta a las fluctuaciones internas espontáneas en la ausencia

de dicha perturbación.272 En este contexto, RPA es una aproximación a la función de

respuesta cuyas contribuciones a la enerǵıa de intercambio y correlación pueden separarse

en un término de EXX más la contribución de correlación RPA, Exc = Eex
x + ERPA

c .

En esta aproximación, ERPA
c es completamente no local e incluye interacciones de largo

alcance de van der Waals con el comportamiento asintótico correcto 1
R6 ,273–276 razón por la

que RPA ha ganado interés en estos últimos años, ya que estas interacciones están ausentes

en los DFAs locales. Notablemente, se ha demostrado que RPA no es muy precisa en la

descripción de la correlación de corto alcance para el HEG,277,278 y por esta razón, durante

un tiempo RPA no se consideró como una opción viable para el cálculo de propiedades en

superficies extendidas. Perdew, Kurth y Yan279–282 investigaron este asunto y encontraron

que correcciones locales a RPA tienen muy poco efecto en diferencias de enerǵıa para

sistemas isoelectrónicos, lo cual sugiere que RPA puede ser lo suficientemente precisa para

propósitos prácticos en estos materiales.

La aplicación de RPA en moléculas pequeñas inició con los trabajos de Furche,283 y

Fuchs y Gonze.284 Asimismo, Jiang y Engel285 obtuvieron enerǵıas totales precisas para

átomos de capa cerrada, mientras que diversos grupos investigaron propiedades molecu-

lares, en particular para el régimen de interacciones débiles, con RPA y algunas de sus

variantes,286–293 otros aplicaron RPA a sistemas periódicos,294–300 y también ha sido em-

pleada para calcular la adsorción de CO y otros compuestos sobre superficies de distintos
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metales como Cu, Rh y Pt.301–306

Debido a la limitante de RPA para describir con suficiente precisión el agujero de corre-

lación para moléculas en las regiones de mediano alcance, recientemente se han propuesto

extensiones basados en esquemas de corrección no locales.307,308 O en analoǵıa a los DFAs

descritos en la Sección 3.1.4.2, una área de investigación muy activa en la actualidad tam-

bién se centra en explorar metodoloǵıas de separación de rango, a pesar de los parámetros

emṕıricos que aqúı también se utilizan. En estos métodos, RPA se emplea únicamente

para la contribución de largo alcance, mientras que la región de corto y mediano alcance

es tratada de manera distinta,288,289,309–314 con la ventaja de que omitir la parte de corto

alcance de RPA es numéricamente beneficioso, ya que se evita la lenta convergencia con

respecto al número de funciones de base.

A pesar de que la mayoŕıa de las aplicaciones RPA se llevan a cabo a partir de un cálculo

precedente empleando un DFA de los peldaños inferiores, también se han realizado cálculos

RPA autoconsistentes en el contexto del potencial efectivo optimizado (OEP).315–322 Sin

embargo, la dependencia orbital de RPA sigue siendo un problema significativo, aunado al

esfuerzo numérico y computacional asociado a OEP-RPA hacen que los cálculos prácticos

de RPA seguramente sigan estando limitados a procesamientos post-autoconsistentes en

el futuro cercano.323
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Caṕıtulo 4

Alternativas para obtener la escalera

de Jacob

La escalera de Jacob descrita en la Sección 3.1 representa sólo una propuesta de jerar-

quización de DFAs basada en los distintos ingredientes empleados para su construcción y,

como se dijo anteriormente, esto no implica una estricta mejora en la enerǵıa de intercam-

bio y correlación, ni tampoco garantiza resolver sistemáticamente los problemas de SIE,

interacciones débiles ni correlación estática. Adicionalmente, desde una perspectiva global

podemos llegar a la conjetura, casi un truismo, que ningún DFA es capaz de tener una

aplicabilidad universal con una precisión aceptable. En su lugar, la mayoŕıa de las aplica-

ciones prácticas de Kohn-Sham se realizan preponderando la eficiencia computacional de

los DFAs sobre la magnitud de sus errores intŕınsecos.228,324,325

En prácticamente todos los cálculos con DFT se emplean simultáneamente los teoremas

de Hohenberg y Kohn de dos formas distintas. Primero realizamos una aproximación Ẽ [n]

a la enerǵıa como funcional de la densidad electrónica E [n] y posteriormente empleamos

la ecuación de Euler, o su equivalente en Kohn-Sham, para encontrar la densidad aproxi-

mada ñ (r) que minimiza a ese funcional de enerǵıa Ẽ [ñ]. Debido a que tales ecuaciones

son resueltas por procesos iterativos, solemos referirnos a la solución como autoconsis-

tente. Por otro lado, nuestras aproximaciones estándar comúnmente se diseñan para pro-

ducir enerǵıas razonablemente precisas, pero a menudo estas no proporcionan derivadas

funcionales igualmente precisas.326 En consecuencia, el error total que se produce puede

71
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descomponerse en dos contribuciones ∆E = ∆EF + ∆ED, donde ∆EF = Ẽ [n]− E [n] es

el error guiado por el funcional, y ∆ED = Ẽ [ñ] − Ẽ [n] es el error guiado por la densi-

dad.327 Se considera aceptable un cálculo de estructura electrónica toda vez que la relación

|∆EF | � |∆ED| sea satisfecha; si por el contrario se tiene que |∆ED| & |∆EF |, entonces

el error en la enerǵıa de interés puede reducirse al emplear una densidad electrónica ñ (r)

más precisa que la encontrada para Ẽ [ñ] a través del proceso autoconsistente. No obs-

tante, incluso si Ẽ [n] ≈ E [n] alrededor de n (r), los cambios rápidos en E [n] con n (r)

que no estén presentes en Ẽ [n] pueden producir deficiencias guiadas por la densidad,328

por ejemplo, el teorema del ensamble demuestra que para el funcional exacto, la enerǵıa

como función del número de electrones, E (N), es una función continua a tramos entre los

números enteros de N , y como se mostró en la ecuación (3.17), tiene discontinuidades en

las derivadas para estos números enteros de N , mientras que las aproximaciones locales

al funcional de la densidad producen funciones continuas suaves de N . Por tanto, cuando

estas discontinuidades son importantes para el cálculo de alguna propiedad de interés, se

debe prestar especial atención a los errores guiados por la densidad.

El uso de métodos que emplean densidades autoconsistentes obtenidas con Hartree-

Fock para calcular enerǵıas con DFT, conocidos como HF-DFT, tiene una larga histo-

ria,329–335 y en la actualidad se está convirtiendo en una opción rutinaria para solventar

los problemas relacionados con los errores guiados por la densidad. Pero está metodoloǵıa

encuentra sus limitaciones para la disociación de moléculas, aqúı reemplazar la densidad

obtenida autoconsistentemente incluso por la densidad exacta produce diferencias margi-

nales debido a que las disociaciones están relacionadas con situaciones donde los errores

no son debidos a la densidad, sino a los DFAs.

Uno de estos errores que plaga a los DFAs es la insatisfacción de las ecuaciones (3.12)

y (3.13), lo que da origen al SIE. La manera más simple de entender el SIE es considerar la

descripción Hartree-Fock para el átomo de hidrógeno. Como este átomo contiene sólo un

electrón, la interacción electrón-electrón debe ser exactamente cero, ver ecuación (3.13). En

el ĺımite de base completa, CBS, la enerǵıa total de Hartree-Fock para el hidrógeno es−1/2

a.u., la cual proviene de sumar 1/2 a.u. de la enerǵıa cinética, −1 a.u. de la interacción

electrón-núcleo, 5/16 a.u. de la interacción coulómbica y −5/16 a.u. del intercambio. Por
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tanto, las contribuciones de la interacción coulómbica y la del intercambio se cancelan

exactamente, ecuación (3.12), lo que convierte a Hartree-Fock en una metodoloǵıa libre

de SIE para un electrón. En Kohn-Sham la evaluación del intercambio se lleva a cabo

a través del DFA, además, la mayoŕıa de las aproximaciones para la contribución de

correlación no se reducen a cero para sistemas monoelectrónicos, por tanto, el resultado

es que J [n] + Exc [n] 6= 0 y en consecuencia los DFAs no están libres de SIE.

4.1. Error de carga fraccionaria

El estudio de la disociación del H+
2 es el ejemplo más simple que ayuda a revelar la

propensión de los DFAs al SIE. En la Figura 4.1(a) se muestra la enerǵıa total calculada

con Hartree-Fock y un GGA, sin romper la simetŕıa espacial del sistema, como función

de la distancia internuclear R, tomando como referencia la suma de las enerǵıas del ion

aislado H+ y H, calculada como ∆Edis(R) = E(H+
2 ,R)−

[
E(H+) + E(H)

]
. Por otro lado,

en la Figura 4.1(b) se muestra el doble de la diferencia de la enerǵıa total del átomo de

hidrógeno fraccionariamente cargado, H+(1−∆N), con respecto a las enerǵıas para H+ y H

como función del número fraccionario de electrones ∆N para el intervalo 0 ≤ ∆N ≤ 1,

calculada como 2∆Efra(∆N) = 2E(H(1−∆N)) − 2
[
(1−∆N)E(H+) + ∆NE(H)

]
, cuya

magnitud define al error de carga fraccionaria.

El método de Hartree-Fock produce correctamente ∆Efra(∆N) = 0 para todo 0 ≤

∆N ≤ 1, sin embargo, el ĺımite de disociación para un funcional local es

∆Edis(R→∞) = 2E(H1/2)−
[
E(H+) + E(H)

]
= 2∆Efra(∆N = 1/2),

(4.1)

y se puede observar que el valor 2∆Efra(∆N = 1/2) corresponde al SIE del H+
2 en el

ĺımite de disociación, pero es necesario hacer notar que la magnitud del error también

resulta preocupante, ya que en la continua búsqueda por obtener errores promedio de

una kcal/mol, desviaciones tan grandes como 50-70 kcal/mol para la disociación del H+
2

son comúnmente encontrados para las aproximaciones locales al funcional de la densidad.

Este no sólo es un problema particular del sistema H+
2 ; también se observa para una

gama amplia de casos, como el He+, (H2O)+
2 , N2, CO, y muchos otros.336–343 Entre las
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Figura 4.1: Disociación del H+
2 y su análisis de carga fraccionaria para el átomo de hidrógeno.

La curva de la enerǵıa de disociación, ∆Edis, está graficada en (a) como función de la distancia

internuclear R. El error de carga fraccionaria, ∆Efra (∆N), se muestra en (b) como función de ∆N .

Los cálculos se realizaron con deMon2k.

consecuencias del error de carga fraccionaria también se encuentran la subestimación de

las enerǵıas de excitación en transferencias de carga, barreras de las reacciones qúımicas

y gaps de materiales. Asimismo, es responsable de la sobreestimación de las enerǵıas

de enlace en complejos de transferencia de carga y propiedades de respuesta a campos

magnéticos en moléculas.339,340,343–348

Lo anterior convierte a la curva del error de carga fraccionaria en una forma conveniente

para analizar el SIE de los DFAs y, a diferencia de las secciones 3.1.1 a 3.1.5, en lugar

de estudiar el desempeño de las aproximaciones a través de sus errores para conjuntos de

prueba estándar, consideraremos en más detalle la naturaleza del error debido al DFA y

su comportamiento en sistemas con carga fraccionaria N = N0 ± ∆N , donde N0 es un

entero y 0 ≤ ∆N ≤ 1,73,340,349–353 para los que el teorema del ensamble establece que a

una temperatura de 0 K, la enerǵıa Eυ (N) en el ensamble gran canónico está dada por la

expresión72–75

Eυ (N0 ±∆N) = (1−∆N)Eυ (N0) + (∆N)Eυ (N0 ± 1) , (4.2)

donde la densidad electrónica es el promedio de ensamble de las densidades para N0 y
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N0 ± 1 electrones

nN0±∆N (r) = (1−∆N)nN0 (r) + (∆N)nN0±1 (r) , (4.3)

y el potencial qúımico es la derivada de la enerǵıa total con respecto al número de elec-

trones manteniendo el potencial externo fijo

µCRT =
(
∂Eυ (N)
∂N

)
υ(r)

. (4.4)

Como consecuencia de la condición de linealidad, ecuación (4.2), µCRT es una constante

entre los números enteros de N con discontinuidades en las derivadas iguales a

µCRT =


−I (N0) = Eυ (N0)− Eυ (N0 − 1) si (N0 − 1) ≤ N ≤ (N0) ,

−A (N0) = Eυ (N0 + 1)− Eυ (N0) si (N0) ≤ N ≤ (N0 + 1) ,
(4.5)

siendo I (N0) y A (N0) el potencial de ionización y la afinidad electrónica del sistema con

N0 electrones, respectivamente.74,354 Claramente, la derivada de la enerǵıa con respecto

al número de electrones es discontinua en los números enteros de electrones.

Con I y A es posible calcular el valor del gap fundamental definido como

Eint
gap = [Eυ (N0 − 1)− Eυ (N0)]− [Eυ (N0)− Eυ (N0 + 1)] = I (N0)− A (N0) , (4.6)

el cual involucra tres cálculos para las especies con números enteros de electrones iguales a

(N0 − 1), (N0) y (N0 + 1). Este gap también se puede obtener a través de la discontinuidad

de la derivada para la especie con N0 electrones por medio de la diferencia de las derivadas

evaluadas por la izquierda y la derecha,

Eder
gap = ĺım

∆N→0

{
δEυ
δN

∣∣∣∣∣
N+∆N

− δEυ
δN

∣∣∣∣∣
N−∆N

}
. (4.7)

El comportamiento lineal de Eυ (N) dado por la ecuación (4.2) establece que para el

funcional exacto Eint
gap = Eder

gap. Por tal motivo normalmente Eder
gap se considera una buena

aproximación a Eint
gap siempre y cuando el DFA tenga un comportamiento lineal aceptable

con respecto al número de electrones.335,338,355–362 En sistemas finitos, tanto Eint
gap como

Eder
gap son accesibles fácilmente y, debido a la ecuación (3.17), normalmente se prefiere el

cálculo del gap por el método de diferencias finitas de enerǵıa mostrado en la ecuación
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(4.6), pero para sistemas periódicos esta última metodoloǵıa no resulta ser una opción

igualmente factible desde un punto de vista computacional y en su lugar suele recurrirse

a la evaluación de Eder
gap por medio del cálculo de la estructura de bandas.363

El término Eder
gap es una forma conveniente que ayuda a mostrar el papel que juegan las

enerǵıas orbitales.364 Si consideramos el cambio en la enerǵıa, δE, que surge a partir de

cambios infinitesimales en los números de ocupación, δni, se obtiene

δE =
∑
i

εi δni, (4.8)

ecuación derivada por Slater49 para el método Xα y por Janak.365 A su vez, las enerǵıas

con un sentido f́ısico relevante son aquellas donde los orbitales obedecen el principio de

aufbau, esto es, ni = 1 para εi < µCRT , 0 ≤ ni ≤ 1 si εi = µCRT , y ni = 0 para εi > µCRT .

Si ahora definimos a m = ∆N como cualquier carga fraccionaria positiva en una

especie A, tal que 0 ≤ m < 1, y no necesariamente restringida a tener el valor m′ que

minimiza a la enerǵıa, ecuación (4.1), entonces, en un proceso donde δm > 0 electrones

se transfieren de un fragmento A+m a otro fragmento B−m, el cambio en la enerǵıa de

acuerdo a la ecuación (4.8) es

E
(
A+[m+δm] · · ·B−[m+δm]

)
− E

(
A+m · · ·B−m

)
=

= εHOMO

(
A+m

)
(−δm) + εLUMO

(
B−m

)
(δm) =

=
[
εLUMO

(
B−m

)
− εHOMO

(
A+m

)]
δm,

(4.9)

con εHOMO

(
A+m

)
igual a la enerǵıa del orbital ocupado de mayor enerǵıa (m = 0),

o parcialmente ocupado, y εLUMO

(
B−m

)
igual a la enerǵıa del orbital desocupado de

menor enerǵıa (m = 0), o parcialmente desocupado. Este proceso en particular conlleva

a una disminución en la enerǵıa si εLUMO

(
B−m

)
< εHOMO

(
A+m

)
, y continúa hasta que

ambas especies A y B se igualan en m = m′, resultando en las especies fraccionariamente

cargadas para los ĺımites de disociación.343,344,348,366–368 Debido a que las enerǵıas orbitales

cambian muy poco para los diferentes peldaños locales, es de esperar que estas especies

fraccionariamente cargadas prevalezcan incluso en cálculos que involucran meta-GGAs y

por tal motivo, los segmentos de ĺıneas rectas de la enerǵıa entre los números enteros de

electrones se pueden reemplazar por comportamientos parabólicos, tal como se mostró en

la Figura 4.1.
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Tabla iv.1: Aproximaciones al funcional de la densidad considerados en el estudio del error de carga

fraccionaria.

aDirac81 aGL32,369 aGOMBAS370 aHL371

aKSDT372 aML1373,374 aML2373,374 aOBPW84,375,376

aOBPZ375,376 aPW9284 aPWMOD84 aPWRPA84

aPZ8150 aPZ81MOD50 aRC04377 aRPA378

aTETER93379 aVWN83 aVWN-RPA83 aVWN183

aVWN283 aVWN383 aVWN483 aWIGNER380

aXα3 aZLP381 bAIRY382 bAK13143

bAM05383,384 bAPBE130 bB86385 bB86MGC385,386

bB86R385–387 bB97D388 bB97GGA1389 bBAYESIAN390

bBGCP391 bBLYP63 bBP8663,99 bC09X392

bCAP142 bDK87R1393 bDK87R2393 bECMV65

bEDF1394 bEV93395 bFT97a396 bFT97b396

bGLYP397 bGRAC398 bGRAC-revTCA399 bHCTH211

bHCTH-A211 bHCTH/120400 bHCTH/147400 bHCTH/407401

bHCTH/407+402 bHCTH1/4403 bHTBS404 bKT1405

bKT2405 bKT3405 bLG93111 blplsRPBE
blpCAP blpNCAP blpPBE blsPBEmol118

blsPBEsol118 blsRPBE118 blsRPBE-PW91118 blsRPBEsol118

bLV-PW86r406 bmBP86407 bMOHLYP408 bMOHLYP2409

bmPBE410 bmPW411 bMPWLYP1W412 bN12413

bNCAP145 bnTCA414 boBLYP-D415 bOL12416

bOLYP417 bOPBE418 boPBE-D415 boptB88vdW419

boptPBEvdW419 boPWLYP-D415 bPBE119 bPBE-LCH-N420

bPBE-LO-N420 bPBE-LOC2-N420 bPBE(JsJr)421 bPBE1W412

aLDA
bGGA
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Tabla iv.1: Continuación.

bPBEfe422 bPBEint423 bPBELS424 bPBELYP1W412

bPBEmol133 bPBEsol125 bPBEα425 bPBEκ=1-vdW419

bPW8697 bPW91106 bQ2D-GGA114 brevPBE426

bRGE2427 bRPBE120 brPW86146 bSFAT237

bSOGGA428 bSOGGA11429 bSSB430 bSSB-D430

bSSB-sw430 bTH-FCFO431 bTH-FCO431 bTH-FL431

bTH2432 bTH3433 bTH4433 bVMT434

bVMTsol434 bVT{8,4}116 bVT{8,4}sol116 bWC435

bXLYP436 bXPBE437 cBLOC161 cBR89188

cM06-L169,170 cM11-L438 cmBEEF439 cmBEEF-vdW440

cMN12L441 cMN15L442 cmodTPSS159 cMS0155

cMS1156 cMS2156 cMVS162 cmVT{8,4}160

coTPSS-D415 cPKZB152 crevTPSS154 cSCAN163

cTPSS158 cTPSSloc443 cTPSSLYP1W412 dB1-WC444

dB1LYP445 dB1PW91445 dB3LYP202 dB3LYP5202

dB3P8644,97,99 dB3PW9144 dB9745 dB97-1211

dB97-2214 dB97-3218 dB97-K216 dBH&H200

dBH&H-LYP200 dCAP0225 dEDF2446 dlsPBEmol0
dlsPBEsol0 dlsRPBE0 dlsRPBEsol0 dmB3LYP447

dMPW1K448 dMPW3LYP217 dmPW3PW411 dMPWLYP1M408

dmPWPW411 dO3LYP417 dPBE0213 dPBEh449

dPBEmol0133 drevB3LYP450 dRPBE0 dSF-5050451

dSOGGA11-X224 dVMT0 dVT{8,4}0 dX3LYP436

eB86B95201 eB88B95201 eBB1K187 eM06169

cmeta-GGA
dh́ıbrido GGA
eh́ıbrido meta-GGA



4.1. ERROR DE CARGA FRACCIONARIA 79

Tabla iv.1: Continuación.

eM06-2X169 eM06-HF222 eM08-HX223 eM08-SO223

eMN15227 eMPW1B95217 eMPWB1K217 eMS2h156

eMVSh162 emVT{8,4}0 ePW6B95219 ePW86B95201

ePWB6K219 erevTPSSh210 eSCAN0226 eTPSSh203

eX1B95217 eXB1K217 fBNL261,452 fCAM-B3LYP243

fCAM-PBE0453 fHSE03250 fHSE06250,251 fLC-BLYP454

fLC-PBE453 fLC-ωPBE455 fLC-ωPBEh455,456 fQTP-00457

frCAM-B3LYP458

Para evaluar el error de carga fraccionaria a lo largo de los peldaños LDA, GGA,

meta-GGA e hiper-GGA, consideraremos los DFAs que se muestran en la Tabla iv.1,

disponibles, en su mayoŕıa, a través de la biblioteca libxc.459,460 Además, debido a que

se calculan aniones, es necesario tomar en consideración que la descripción del proceso

de adición electrónica a la especie neutra sea adecuada.461 Esto es, conforme el número

de electrones se incrementa hacia una fracción cŕıtica, Nc, toda la fracción agregada del

electrón se enlaza al sistema. Una vez que el número de electrones excede Nc, la fracción

enlazada en las vecindades del sistema neutro no cambia, por tanto, la fracción remanente

permanece sin enlazarse, dando como resultado un anión cuya carga real es equivalente

a los Nc electrones enlazados. Se ha demostrado que este inconveniente puede producir

mı́nimos artificiales en la curva de la enerǵıa como función de N , cuya naturaleza es

completamente distinta al error dado por el funcional, ya que estos mı́nimos en cuestión

son generados por el empleo de bases locales al sistema y, por tanto, son únicos para cada

conjunto de base, porque involucran distintos valores de Nc, y deben desvanecerse cuando

la base es lo suficientemente grande.462 Para evitar la sinergia entre ambos efectos es

aconsejable aumentar los conjuntos de base gaussianas estándar centradas en los átomos

con funciones de base localizadas en las regiones lejanas del sistema, haciendo al conjunto

de base cuádruple-ζ de Dunning y Woon una opción conveniente.463,464

fh́ıbrido local
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El conjunto de prueba está compuesto por los primeros catorce elementos de la tabla

periódica y seis moléculas del conjunto G3/99, espećıficamente, NH, CHO, CH2O, SiO,

BCl3 y C2H4S. Para cada especie, se realizaron 21 cálculos en el intervalo (N − 1) ≤

N0 ≤ (N + 1) con incrementos ∆N = 0.1,465–468 y se determinó el promedio de la máxima

desviación con respecto al comportamiento de lineas rectas, como en la Figura 4.1(b).

Los resultados se muestran en la Figura 4.2, donde se empleó un gradiente de color para

indicar la magnitud del error de carga fraccionaria en el intervalo comprendido entre la

máxima y mı́nima desviación del conjunto de funcionales.

Tomando como punto de referencia una celda arbitraria de la Figura 4.2, al desplazarse

de izquierda a derecha, de abajo hacia arriba o diagonalmente, lo cual es un movimiento

simultáneo de las dos primeras situaciones, se puede observar que la desviación con respec-

to al comportamiento lineal disminuye. Además, con ayuda de las ĺıneas divisorias negras,

es posible identificar regiones donde se encuentran mayoritariamente conglomerados los

DFAs pertenecientes a una misma familia de aproximación, i.e., la esquina inferior izquier-

da inicia con una región dominada por las aproximaciones LDA, seguida de una amplia

región con predominancia GGA, posteriormente se encuentran las regiones correspondien-

tes a meta-GGAs, h́ıbridos GGA, h́ıbridos meta-GGA y finalmente una región dominada

por h́ıbridos locales, recuperando, aśı, la jerarqúıa propuesta en la escalera de Jacob, pero

con la diferencia de que en nuestro caso, el ordenamiento se obtiene de cuantificar el error

producido por la aproximación al funcional y no por los ingredientes que lo conforman.
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Figura 4.2: Error de carga fraccionaria para 221 funcionales. Escala en eV. El código numérico es 1, 2, 3, 4, 5, y 6 para LDA, GGA, meta-

GGA, h́ıbridos GGA, h́ıbridos meta-GGA e h́ıbridos locales, respectivamente. Las aproximaciones que involucran únicamente la contribución

de intercambio están señaladas con el śımbolo ∗. Los cálculos se realizaron en deMon2k con aug-cc-PVQZ/GEN-A2* y la densidad orbital

para el intercambio y correlación. Los h́ıbridos locales se calcularon con NWChem empleando el mismo conjunto de base.
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Figura 4.3: Los primeros cuatro peldaños de la escalera de Jacob ordenados por su máxima

desviación promedio absoluta con respecto a la condición de linealidad para las cationes y

aniones. Las lineas rectas indican el intervalo entre los valores máximo y mı́nimo de cada

peldaño.

En la Figura 4.3 se muestra el comportamiento de la máxima desviación promedio

absoluta con respecto a la condición de linealidad para las diferentes categoŕıas de DFAs

estudiados. Es claro de esta gráfica que la disminución del error va de acuerdo con la

jerarqúıa propuesta en la escalera de Jacob, de una manera un poco más enfática en

los cationes que en los aniones, y con intervalos de variación entre los errores máximo y

mı́nimo que aumentan al subir en los peldaños de la escalera.

De manera particular, en la Figura 4.4 podemos ver cómo el error de carga fraccionaria

se reduce casi en el mismo porcentaje que la contribución de EXX en los funcionales

h́ıbridos globales, mientras que los h́ıbridos locales presentan una reducción aún más

significativa. Esto es más evidente si se analizan familias de funcionales homólogos, por

ejemplo, tomando como referencia PBE, se tienen PBE0 (EXX = 0.25), PBEh (EXX =

0.50), LC-PBE (EXX = 1.0, µex = 0.3, αex = 0.0, βex = 1.0) y CAM-PBE0 (EXX = 1.0,

µex = 0.3, αex = 0.25, βex = 0.75) con mejoras de aproximadamente 30.6 %, 40.8 %, 72.8 %

y 85.2 %, respectivamente. Mientras que para los análogos de M06-L, M06 (EXX = 0.27),

M06-2X (EXX = 0.54) y M06-HF (EXX = 1.0), se observa una reducción de 21.6 %,

51.2 % y 86.4 %, respectivamente.
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Figura 4.4: Comparación de la máxima desviación promedio para la familia de

funcionales PBE y M06-L.

En la última década se han propuesto diversas estrategias, como correcciones de es-

calamiento, generalizaciones de ensamble o diversas alternativas de separación de rangos

para contrarrestar la desviación respecto al comportamiento lineal exacto,339,345,469–475 y

como se dijo en la Sección 3.1.4.2, los h́ıbridos locales surgieron como una de estas estra-

tegias, razón por la que se desempeñan tan significativamente bien para la resolución de

este problema. En este sentido, la Figura 4.4 demuestra para una gama de DFAs cómo la

inclusión de contribuciones no locales reduce el error de carga fraccionaria, pero incluso

para los h́ıbridos locales, ello no es garant́ıa de resolver completamente el problema, ya que

para algunos sistemas puede pasarse de una situación con comportamientos convexos a lo

largo de la curva de la enerǵıa como función del número de electrones, a comportamientos

oscilatorios o cóncavos, ver la Figura 4.5. Sin embargo, también se sabe que esta última

situación suele aumentar la magnitud de las barreras de reacción.467

Ya que el error de carga fraccionaria es una forma indirecta de medir el SIE, o el error

guiado por el funcional, y cuya magnitud es mucho mayor en sistemas fraccionariamente

cargados en comparación con aquellos carentes de estas,476 otro de los caminos comúnmen-

te utilizados para reducirlo es la corrección de autointeracción,477 situación reconocida por

Fermi y Amaldi en 1930 en conexión con la aproximación de Thomas-Fermi,48 una alter-

nativa fue sugerida por Colle y Salvetti en 1975 donde emplearon a la matriz de densidad
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Figura 4.5: Curvaturas de la enerǵıa como función del número de electrones con

la familia de funcionales PBE y M06-L para la molécula de NH.

de segundo orden para construir un funcional de correlación libre de SIE.478 Un análisis

exhaustivo de este problema fue realizado por Perdew y Zunger en 1981, quienes sugirieron

un término de corrección expĺıcita para hacer a cualquier funcional libre de SIE.50 Pero

como es bien sabido, DFAs construidos o corregidos para ser libres de SIE aún pueden

fallar para sistemas de muchos electrones con cargas fraccionarias, lo cual llevó a la de-

finición mucho más completa del SIE de muchos cuerpos, N-SIE.366,367 Por otro lado, a

partir de la ecuación (3.2) también se ha establecido que un DFA construido a partir de

una familia de funciones de onda antisimétricas de muchos cuerpos Ψλ, para λ ∈ [0, 1],

que proporcionen n (r), producirá una enerǵıa de intercambio y correlación que será libre

de N-SIE.479 Lo anterior no es más que un reflejo del problema de la incorporación de la

condición de N-representabilidad de la Sección 2.2 en el desarrollo de DFAs,26,479–483 cuya

importancia ha sido resaltada desde hace varias décadas.

La suposición general es que las condiciones de N-representabilidad de un funcional

están impĺıcitas, particularmente, en la condición de υ-representabilidad para la densidad

de una part́ıcula. Esto ha llevado a suponer que si se garantizan las condiciones de υ- y

N-representabilidad para la densidad de una part́ıcula, entonces el funcional también será

N-representable.484,485 Sin embargo, Ludeña y colaboradores482 demostraron que es posible
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construir aproximaciones para sistemas de dos electrones que satisfacen las condiciones de

las ecuaciones (2.14) pero que producen enerǵıas por debajo del valor exacto del átomo

de Hooke, demostrando que estas condiciones son necesarias, pero no suficientes para

garantizar la N-representabilidad.

Ayers y Liu486 propusieron un teorema que establece que toda aproximación EDFA
XC [n]

es N-representable si y sólo si

EDFA
XC [n] ≥ EGS [υ;N ]−

∫
n (r) υ (r) dr− J [n]− Ts [n] , (4.10)

para cualquier n (r) y todo potencial externo υ (r). La consecuencia directa de la ecuación

(4.10) es que un DFA para el intercambio y correlación es N-representable sólo si la enerǵıa

calculada a través del método de Kohn-Sham es siempre mayor que aquella del estado basal

de referencia para cualquier elección de potencial externo,

Ts [n] + J [n] + EDFA
XC [n] +

∫
n (r) υ (r) dr ≥ EGS [υ;N ] . (4.11)

Para poder hacer uso de este criterio es necesario calcular las enerǵıas de referencia

provenientes de altos niveles de teoŕıa, e.g., función de onda. Pero para lograr una precisión

adecuada, los métodos basados en función de onda necesitan conjuntos de bases extendi-

das para recuperar niveles altos de correlación, de lo contrario la precisión deseada con

respecto a la expansión de una part́ıcula puede no estar del todo completa y, por exten-

sión, las propiedades calculadas pueden no estar convergidas adecuadamente. Por tanto,

es necesario minimizar el error proveniente del uso de expansiones finitas de una part́ıcula

añadiendo funciones gaussianas primitivas en una secuencia jerárquica. Es en este contex-

to que diferentes conjuntos de base de correlación consistente y polarización consistente

propuestas por Dunning487–492y Jensen,493–500 respectivamente, se utilizan como un esque-

ma práctico cuyo objetivo es converger sistemáticamente las enerǵıas de Hartree-Fock y

de correlación electrónica conforme la base es incrementada. Es interesante hacer notar

que en el contexto de DFT las propiedades evaluadas empleando los conjuntos de base

de Jensen tienden a converger más rápidamente que aquellas evaluadas con los conjuntos

de Dunning.501–503 Dentro de las consideraciones computacionales prácticas para cálcu-

los ab initio, por otro lado, no sólo los conjuntos de base juegan un papel importante,
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sino también una descripción apropiada del estado electrónico, el cual es representado

comúnmente por un conjunto de orbitales ocupados que posteriormente se refinan con

la introducción de excitaciones virtuales simples, dobles, triples, etc. Esta aproximación

representa la metodoloǵıa de cúmulo acoplado, a menudo truncada al tratamiento per-

turbativo de las excitaciones triples, CCSD(T), debido a su balance entre precisión y

demanda computacional,504–508 en contraste con los cálculos altamente precisos de inter-

acción-configuración completa, abrumados por su crecimiento factorial a la vez de su costo

computacional, haciéndolo tratable únicamente para sistemas de pocos electrones.

Poco después de la introducción de los conjuntos de base de correlación consistente,

su combinación con secuencias de cálculos de cúmulo acoplado llevó al desarrollo de dife-

rentes métodos para establecer extrapolaciones controladas hacia el ĺımite de base infinita

o completa, CBS. Todos ellos emplean ya sea un conjunto numérico jerárquico,509,510 o la

cardinalidad del conjunto de base, i.e., dos para doble-ζ, tres para triple-ζ, cuatro para

cuádruple-ζ, etc. Además, previo a la introducción de estos métodos de extrapolación,

es importante enfatizar que la convergencia de las enerǵıas de Hartree-Fock y correla-

ción electrónica tienen un carácter distinto, el trabajo de Schwartz511,512 mostró que la

correlación electrónica debe converger como una potencia inversa del mayor momento an-

gular del conjunto de base, razón por la cual se prefiere un tratamiento que separa estas

contribuciones en la fórmula de extrapolación de dos puntos513,514

Ecorr
X = Ecorr

∞ + AX−3, (4.12)

donde Ecorr
X es la enerǵıa de correlación obtenida con el conjunto de base de cardinalidad

X, y Ecorr
∞ es su correspondiente ĺımite CBS. Otro esquema de extrapolación de dos puntos

que involucra el rećıproco de X tiene la forma515,516

EX = E∞ + A
(
X + 1

2

)−4
. (4.13)

La ventaja de las ecuaciones (4.12) y (4.13) es su forma simple, pero debe tenerse pre-

caución cuando se emplean estas funciones debido a que su fundamento en la teoŕıa de

perturbación Z−1 a segundo orden para la enerǵıa de un átomo bielectrónico sugiere uti-

lizar conjuntos de base superiores a cuádruple-ζ.
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Incluso si la contribución de la enerǵıa de Hartree-Fock domina a la de la correlación

electrónica, como se dijo anteriormente, sus correcciones a la enerǵıa son más pequeñas que

aquellas para cálculos correlacionados, motivo por el cual las expresiones que involucran

más puntos se enfocan principalmente sólo en la extrapolación de enerǵıas totales. Una

función exponencial simple y útil para este propósito es517–519

EX = E∞ + Ae(−BX), (4.14)

la cual se utiliza en cálculos de cúmulo acoplado520,521 y para extrapolaciones de cálculos

DFT.522,523 Una mezcla de las ecuaciones (4.14) y (4.12) para las enerǵıas de Hartree-

Fock y correlación electrónica también ha sido sugerida.514 Sin embargo, el uso de funciones

exponenciales no tiene un fundamento riguroso y tienden a converger asintóticamente más

rápido que como Schwartz indicó, como alternativa, la ecuación (4.13) puede extenderse

para generar las expresiones de tres puntos515,516

EX = E∞ + A
(
X + 1

2

)−4
+B

(
X + 1

2

)−6
, (4.15)

y

EX = E∞ + A
(
X + 1

2

)−α
. (4.16)

Similar a la ecuación (4.16), la fórmula simplificada524

EX = E∞ + AX−α, (4.17)

con valor óptimo α = 3.01, que se determinó posteriormente,514 sirvió para confirmar

que la ecuación (4.12) es capaz de proveer una excelente estimación y que a pesar de

que la ecuación (4.17) produce un mejor ajuste, esencialmente deja intacta la calidad

de la extrapolación. Además, como α necesita estimarse, puede ocurrir que los ajustes

subestimen ligeramente la magnitud de la enerǵıa de correlación. Por otro lado, una mezcla

de funciones exponenciales/gaussianas expresada de la forma525

EX = E∞ + Ae−(X−1) +B e−(X−1)2
, (4.18)

es capaz de proveer mejores resultados que la función exponencial de la ecuación (4.14)

y a menudo se utiliza en metodoloǵıas compuestas.520,525–528 En la literatura es posible
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encontrar diferentes alternativas con distintas expresiones exponenciales,529,530 parámetros

optimizados para conjuntos de base doble-ζ y triple-ζ que disminuyen los altos costos

computacionales,531 entre otras.532–534

Como veremos a continuación, no sólo las consideraciones de los distintos esquemas

de extrapolación a CBS son relevantes para una estimación adecuada de propiedades

de interés, como enerǵıas de enlace y entalṕıas de formación,520,521,535–539 potenciales de

ionización y afinidades electrónicas,540–544 o interacciones débiles,545–549 por mencionar

algunas. Aqúı podŕıamos extender los términos en la serie dada por las ecuaciones (4.13)

y (4.15) para obtener un esquema de extrapolación de cuatro puntos, del cual surgen dos

tipos de contribuciones,508,550,551 una con un término de orden par

EX = E∞ + A
(
X + 1

2

)−4
+B

(
X + 1

2

)−6
+ C

(
X + 1

2

)−8
, (4.19)

u otra de orden impar

EX = E∞ + A
(
X + 1

2

)−4
+B

(
X + 1

2

)−5
+ C

(
X + 1

2

)−6
. (4.20)

Al comparar las diferencias de enerǵıa en la Tabla iv.2 podemos percatarnos que en

la práctica resulta en un esfuerzo innecesario, ya que el error con respecto a la referencia

experimental para la enerǵıa de disociación del SO2, por mencionar un ejemplo, es marginal

en comparación con las demás metodoloǵıas.

Por otro lado, como se muestra en la Figura 4.6 para un conjunto555 de 40 molécu-

las, el tamaño de la base juega un papel tan fundamental como el tratamiento de las

excitaciones en estos métodos post Hartree-Fock. Para esto último existen diversos estu-

dios que examinan los efectos de la enerǵıa de correlación proveniente de metodoloǵıas de

mayor orden en enerǵıas de atomización, distancias de enlace y frecuencias harmónicas pa-

ra moléculas diatómicas y poliatómicas,520,526,556–560 encontrando que CCSD(T)561–564 se

desempeña mucho mejor que CCSD(TQ)565,566 o CCSD(T)-cf,567 a pesar de que ninguno

reproduce los resultados de interacción de configuraciones completa, cuando esta última

se puede realizar. También muestran que CCSDT es ligeramente mejor que CCSD(T) y

normalmente tiene mejores acuerdos con el experimento sólo en aquellas situaciones para
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Tabla iv.2: Enerǵıas totales CBS, en unidades atómicas, y enerǵıas de atomización en kcal/mol, para

la molécula de SO2, calculadas con CR-CCSD(T)L.552, 553 Se emplearon las bases aug-cc-pVXZ463, 464

y aug-cc-pV(X+d)Z554 para el O y S, respectivamante. Las extrapolaciones con las ecuaciones (4.12) y

(4.13) se realizaron con X = 5, 6, las ecuaciones (4.14)-(4.18) con X = Q, 5, 6 y finalmente las ecuaciones

(4.19) y (4.20) con X = T,Q, 5, 6. Todos los cálculos se realizaron con Gamess.

Enerǵıa total CBS ΣDe

Ecuación SO2 S O Calc. ∆

(4.12) -548.094885 -397.676209 -75.004973 256.48 2.48

(4.13) -548.093903 -397.675914 -75.004569 256.56 2.56

(4.14) -548.092888 -397.676065 -75.004052 256.48 2.48

(4.15) -548.090599 -397.675431 -75.003563 256.05 2.05

(4.16) -548.093266 -397.675987 -75.004180 256.60 2.60

(4.17) -548.093192 -397.676152 -75.004115 256.53 2.53

(4.18) -548.090683 -397.675242 -75.003737 256.00 2.00

(4.19) -548.092661 -397.676070 -75.003856 256.58 2.58

(4.20) -548.091816 -397.676186 -75.003404 256.54 2.54

ΣDe Exp. 254.0 ± 0.2
∆ = (Cal.ΣDe − Exp.ΣDe)
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Figura 4.6: Comparación de las distribuciones normales para las diferencias de enerǵıa con respecto

a la metodoloǵıa dada por la ecuación (4.12), empleando una máxima angularidad de 5-ζ y 6-ζ

en conjuntos de base aug-cc-pVXZ, aug-cc-pV(X+d)Z y aug-cc-pwCVXZ,492 para (a)-(f) con las

ecuaciones (4.13)-(4.18), respectivamente.

las que la teoŕıa sobreestima el valor experimental; en caso contrario, la inclusión expĺıcita

de excitaciones de orden superior tiende a empeorar el acuerdo con el experimento con

más frecuencia del que lo mejora.

Ya que la precisión en enerǵıas absolutas rara vez es el objetivo final, en la actualidad

no existen métodos formales para asignar barras de error significativas a los resultados

de los cálculos de estructura electrónica con métodos ab initio; esto permitiŕıa reducir

el número y la variedad de metodoloǵıas de extrapolación al ĺımite CBS y reduciŕıa la

discusión en la literatura acerca de qué método es el más adecuado. Algunos proponentes

emplean conjuntos de base 5- ó 6-ζ y se enfocan en el acuerdo entre las enerǵıas totales

extrapoladas y valores independientes considerados precisos, tales como aquellos obteni-

dos por el método expĺıcitamente correlacionado CCSD(T)-R12.568 La desventaja es que

existen relativamente pocos resultados para esta aproximación con el tipo de conjuntos

de base necesarios para obtener enerǵıas CCSD(T) convergidas. Este número limitado

de resultados sugiere una incertidumbre de aproximadamente ±0.5 mEh en las enerǵıas

CCSD(T) con respecto a las enerǵıas R12.521

Con base en todo lo anterior, para nuestro propósito de medir la desviación energética

de un DFA con respecto a un valor de referencia con la ecuación (4.11), consideraremos
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los valores obtenidos con cálculos DFT y CCSD(T) ambos extrapolados a CBS con la

ecuación (4.18) ya que, como se dijo anteriormente, es lo bastante robusta en diferentes

propiedades para ambas metodoloǵıas y, además, como se puede observar en la Tabla iv.2,

tiene la menor desviación con respecto al valor experimental. El conjunto de prueba está

constituido por BCl, CO2, HCN, NH3, CH4, F2, H2CO, H2O2, PH3, O3, Be, B+, C2+, N3+,

O4+, F5+ y Ne6+. Los resultados en la Figura 4.7 muestran un panorama poco alentador

en relación al desarrollo de funcionales contemporáneos, para ilustrarlo se ha empleado

una casilla sin color para indicar que la enerǵıa obtenida con el respectivo DFA no es

N-representable y viceversa. De los 104 DFAs considerados en este estudio, únicamente

22 superaron la prueba rápida de N-representabilidad, esto constituye alrededor de 20 %

del conjunto, lo cual revela que a pesar de la mayor precisión que los DFAs con más

ingredientes pueden lograr en la predicción de propiedades termodinámicas, estructurales

o en la disminución del error de carga fraccionaria, las enerǵıas totales se obtienen a

expensas de sacrificar la condición de N-representabilidad, con la consecuente desventaja

de producir enerǵıas por debajo de las del estado basal de referencia y que no puede

garantizarse que proviene de una función de onda antisimétrica. Esto va de la mano con

los resultados recientes sobre las desviaciones en la precisión de las densidades electrónicas

que la mayoŕıa de los funcionales cometen.326,569–573 Además, una caracteŕıstica en común

para este conjunto de 22 funcionales que se encuentra constituido por nueve LDAs, nueve

GGAs, tres h́ıbridos globales GGA y un h́ıbrido local, es que la mayoŕıa de los DFAs

no emṕıricos se diseñaron para recuperar la expansión en gradientes para densidades que

vaŕıan lentamente en el espacio, esto tiene como resultado que, al igual que los LDAs, la

enerǵıa de intercambio para cálculos atómicos se encuentre considerablemente subestimada

y con ello pasen sin problema la modesta prueba de N-representabilidad.

Como ha quedado establecido en la ecuación (4.10), la prueba de N-representabilidad

consiste en la diferencia entre la enerǵıa de referencia evaluada con la densidad de referen-

cia, E [n] proveniente de un cálculo de cúmulo acoplado, y la enerǵıa aproximada evaluada

con la densidad electrónica aproximada, Ẽ [ñ] proveniente de un cálculo DFT. Después de

sumar y restar el término Ẽ [n] podemos ver que en realidad esta diferencia corresponde

a la suma de las contribuciones provenientes del error guiado por la densidad y el error
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Figura 4.7: Prueba de N-representabilidad para 104 funcionales. Los cálculos CCSD(T) de moléculas

emplean aug-cc-pVXZ para elementos de la primera fila y aug-cc-pV(X+d)Z para la segunda. CCSD(TQ)

para los átomos isoelectrónicos, con aug-cc-pwCVXZ. Para DFT, aug-cc-pVXZ en las moléculas y aug-cc-

pwCVXZ en la serie isoelectrónica. X = T,Q, 5. Se emplearon Gamess y NWChem para cúmulo acoplado

y DFT, respectivamente. Una celda negra indica que pasa la prueba, una blanca indica lo contrario.
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guiado por el funcional

∆E = Ẽ [ñ]−
︷ ︸︸ ︷
E [n] + Ẽ [n]−Ẽ [n]︸ ︷︷ ︸ = Ẽ [ñ]− Ẽ [n]︸ ︷︷ ︸

∆ED

+ Ẽ [n]− E [n]︸ ︷︷ ︸
∆EF

, (4.21)

por lo que en realidad esta prueba complementa la información obtenida a partir del error

de cargas fraccionarias ya que ∆ED, si bien puede despreciarse al considerar que contribuye

en menor medida, durante el proceso autoconsistente podŕıa llegar a ser lo suficientemente

significativa como para producir densidades electrónicas sesgadas del estado basal del

sistema, con el resultado final de sobreestimar la enerǵıa en poco menos del uno por

ciento para los sistemas aqúı considerados, como se muestra en la Figura 4.8, donde cada

ĺınea pertenece a una especie del conjunto de prueba y la variación de la tonalidad ilustra

el umbral a partir del cual un funcional sobreestima la enerǵıa de referencia.

Otra vertiente del análisis de especies con ocupaciones fraccionarias está evidentemen-

te relacionada con la satisfacción de las ecuaciones (4.4) y (4.6), utilizadas en el contexto

de la teoŕıa de reactividad qúımica, dentro de la DFT, también conocida como DFT con-

ceptual, para la definición propiedades qúımicas que pueden identificarse como funciones

de respuesta, tales como la electronegatividad, dureza qúımica, entre otras, y se discuten

en la Sección 4.2.
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Figura 4.8: Porcentaje de error relativo para las diferencias entre las enerǵıas de referencia y las calculadas con DFT para el respectivo

funcional, ambas en el ĺımite CBS. Se emplearon los programas Gamess y NWChem para los métodos de cúmulo acoplado y DFT,

respectivamente
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4.2. Dureza qúımica

El desarrollo en series de Taylor a segundo orden de la enerǵıa como función del número

de electrones, alrededor de un estado de referencia, proporciona una aproximación para

el cambio en la enerǵıa ∆E debido a una transferencia electrónica ∆N , manteniendo el

potencial externo fijo

∆E = µCRT (∆N) + 1
2 ηCRT (∆N)2, (4.22)

donde µCRT es el potencial qúımico definido en la ecuación (4.4) y ηCRT = (∂2E/∂N2)υ(r)

es la dureza qúımica introducida por Parr y Pearson,574–579 que comúnmente suele calcu-

larse por medio de diferencias finitas de la enerǵıa, y por medio de la ecuación (4.22) lleva

a

ηCRT = I − A, (4.23)

donde I y A son el primer potencial de ionización y la afinidad electrónica, respectivamen-

te, y que se definieron en la ecuación (4.5). A pesar que este modelo supone que la enerǵıa

es una función suave con respecto al número de electrones y que sus derivadas existen y son

continuas, hoy resulta indiscutible que esta teoŕıa proporciona caminos bien establecidos

para esclarecer el origen de conceptos y la explicación de tendencias qúımicas.580–600 Desde

una perspectiva rigurosa, las ecuaciones (4.4) y (4.5) nos muestran que una consecuencia

inmediata del teorema del ensamble es que la primera derivada de la enerǵıa con respecto

al número de electrones tomadas por la izquierda y la derecha, µ−CRT y µ+
CRT , respecti-

vamente, no son iguales, mientras que la segunda derivada es cero independientemente de

ser evaluada por la izquierda o la derecha y se encuentra parcialmente indefinida en las

especies con números enteros de electrones,73,75,601 a menos que se incluyan los efectos de

la temperatura.602

La combinación de las consideraciones anteriores con los teoremas de ionización tienen

como resultado que µ−CRT = −I y µ+
CRT = −A,66,72,141,603 con la dureza qúımica defini-

da tal como en la ecuación (4.23), situación que motivó la creación del modelo de dos

parábolas,604–606 en donde se distinguen claramente los procesos de remoción y adición de
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Figura 4.9: Durezas qúımicas promedio para el conjunto G3/99. Todos los cálculos se

realizaron con deMon2k empleando los conjuntos de base Def2-TZVPP y GEN-A2*.

electrones,

∆E− = µ−CRT (∆N) + 1
2η
−
CRT (∆N)2 para N − 1 ≤ ∆N ≤ N, (4.24)

∆E+ = µ+
CRT (∆N) + 1

2η
+
CRT (∆N)2 para N ≤ ∆N ≤ N + 1, (4.25)

modelo en el que se hace la consideración de que η−CRT = η+
CRT = ηCRT = µ+

CRT − µ−CRT =

(I − A)/2, esto es, se asume que las dos parábolas tienen la misma curvatura.

Debido a que el comportamiento de la enerǵıa como función de N con un DFA no

es lineal sino convexo,15 sus curvaturas para la región electrodonadora y electroaceptora

pueden determinarse a partir de cálculos con ocupaciones fraccionarias y posteriormen-

te ajustarse con las ecuaciones (4.22), (4.24) y (4.25) para obtener ηCRT , η−CRT y η+
CRT ,

respectivamente, siguiendo la misma metodoloǵıa para los cálculos con carga fraccionaria

de la Sección 4.1. En la Figura 4.9 se grafican los valores promedio de η−CRT y η+
CRT co-

rrespondientes a los 223 sistemas del conjunto G3/99 y de esta gráfica resulta claro que

las curvaturas de las parábolas son distintas para las regiones deficientes y abundantes

de electrones.607,608 Además, la Figura 4.9 muestra que las curvaturas disminuyen al su-

bir los peldaños de la escalera de Jacob, a pesar de que los valores promedio son muy
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Figura 4.10: Comparación de las durezas qúımicas promedio para el conjunto G3/99 donde

ηCRT , η−CRT y η+
CRT se calcularon con las ecuaciones (4.22), (4.24) y (4.25), respectivamente.

Todos los cálculos se realizaron con deMon2k empleando los conjuntos de base Def2-TZVPP y

GEN-A2*.

parecidos entre los peldaños LDA y GGA, con una ligera mejora en los meta-GGA que

posteriormente se vuelve más evidente para los h́ıbridos globales.

Si además calculamos ηCRT , η−CRT y η+
CRT de las ecuaciones (4.22), (4.24) y (4.25),

respectivamente, como ηCRT = (∂2E/∂N2)υ(r), a partir del ajuste cuadrático de ∆E como

función de ∆N , y los comparamos con los valores obtenidos a partir de diferencias finitas

de enerǵıa, ηI−A, en la Figura 4.10 podemos observar que sus magnitudes son distintas.

Estos diferentes comportamientos mostrados en la Figura 4.10 evidentemente tienen con-

secuencias en los criterios globales o locales que se utilizan en el marco de la reactividad

qúımica, entre ellos la electrofilicidad,588,609 definida como

ω ≡ µ2
CRT

2ηCRT
, (4.26)

que mide la máxima transferencia de flujo electrónico de una especie qúımica. La aproxi-

mación de diferencias finitas de las derivadas de la ecuación (4.22) implican que la ecuación

(4.26) puede expresarse como

ω ≈ (I + A)2

8 (I − A) , (4.27)
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mientras que el mismo procedimiento para las ecuaciones (4.24) y (4.25) produce los

ı́ndices

ω− ≈ (3I + A)2

16 (I − A) , (4.28)

ω+ ≈ (I + 3A)2

16 (I − A) , (4.29)

denominados como poderes electrodonador y electroaceptor, respectivamente, que en su

version global o local han mostrado ser capaces de proveer descripciones exitosas para una

diversidad de sistemas de interés,610–624 a pesar de tomar el promedio entre η−CRT y η+
CRT

en la definición de las ecuaciones (4.28) y (4.29). La distinción de las durezas qúımicas

en las regiones electrodonadora y electroaceptora seŕıa deseable para tener una mejor

aproximación de ω− y ω+. Un camino para lograr este objetivo es partir de la expresión

de la enerǵıa

E (N + ∆N) = α∓0 + α∓1 (∆N) + 1
2α
∓
2 (∆N)2, (4.30)

donde los valores de las constantes α∓0 , α∓1 y α∓2 se obtienen de la resolución de un sis-

tema de ecuaciones lineales con las condiciones ĺımite correspondientes a sus respectivos

intervalos. Espećıficamente, para el intervalo −1 ≤ ∆N ≤ 0 se tienen

E (N + ∆N,∆N = 0) = E (N) , (4.31)

E (N − 1)− E (N) = I, (4.32)

ĺım
∆N→0

∂E

∂N

∣∣∣∣∣
−

N+∆N
= εHOMO

N , (4.33)

mientras que para el intervalo 0 ≤ ∆N ≤ 1 las condiciones ĺımite son

E (N + ∆N,∆N = 0) = E (N) , (4.34)

E (N)− E (N + 1) = A, (4.35)

ĺım
∆N→0

∂E

∂N

∣∣∣∣∣
+

N+∆N
= εLUMO

N . (4.36)

Después de sustituir la ecuación (4.30) en las ecuaciones (4.31)-(4.33) y (4.34)-(4.36)

se obtienen los conjuntos de valores α−0 = E (N), α−1 = εHOMO
N , α−3 = 2

(
I + εHOMO

N

)
,

α+
0 = E (N), α+

1 = εLUMO
N y α+

3 = −2
(
A+ εLUMO

N

)
. Con los datos anteriores puede
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Tabla iv.3: Error de carga fraccionaria para las distintas expresiones de ω.

ω ∆Nmax ∆Emax

Ec. (4.27) 1/2 −ηCRT/8

Ec. (4.28) 1/2 −ηCRT/8

Ec. (4.29) 1/2 −ηCRT/8

Ec. (4.37) 1/2 −η−CRT/8

Ec. (4.38) 1/2 −η+
CRT/8

comprobarse que las potencias electrodonadora y electroaceptora adquieren la forma

ω− =

(
εHOMO
N

)2

4 (I + εHOMO
N ) , (4.37)

ω+ = −

(
εLUMO
N

)2

4 (A+ εLUMO
N ) , (4.38)

con εHOMO
N y εLUMO

N iguales a las enerǵıas del orbital ocupado de mayor enerǵıa y del

orbital desocupado de menor enerǵıa del sistema con N electrones, respectivamente.

Si consideramos el funcional exacto, a una temperatura de 0 K las ecuaciones (4.27)-

(4.29) continuaŕıan proporcionando incorrectamente un valor para la electrofilicidad, cuan-

do en realidad debeŕıa volverse indeterminado, porque el funcional exacto no tiene curvatu-

ra, producto de cumplir la condición de linealidad del teorema del ensamble. Por otro lado,

la electrofilicidad calculada a través de las expresiones (4.37) y (4.38) correctamente se in-

determina cuando se cumple la condición de los teoremas de ionización, εHOMO
N+∆N = −I para

∆N ∈ [0, 1), que al mismo tiempo definen a un DFA como libre de SIE.366,367 Lo anterior se

ilustra en la Tabla iv.3, donde se analiza el error de carga fraccionaria de la Sección 4.1 para

la región deficiente y abundante de electrones, ∆E− (∆N) = E (N −∆N)−E− (N −∆N)

y ∆E+ (∆N) = E (N −∆N)− E+ (N −∆N), respectivamente, a partir de los cuales se

pueden calcular la desviación máxima con respecto a la enerǵıa lineal de referencia, ∆E∓max,

y la carga fraccionaria que corresponde a este valor, ∆N∓max .

Los tres modelos que se muestran en la Tabla iv.3 presentan el mismo mı́nimo de
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Figura 4.11: Curvaturas de la enerǵıa para el BeH con respecto a los valores

de referencia indicados por los marcadores circulares. Aqúı, PP y GCV co-

rresponden a las ecuaciones (4.22), y (4.24) y (4.25), respectivamente. Los

cálculos se realizaron con NWChem y el conjunto de base aug-cc-PVQZ.

enerǵıa que se localiza en ∆N∓max = 1/2, pero la diferencia de estas tres aproximacio-

nes reside en el valor de ese mı́nimo y, debido a que ηCRT se calcula diferente en cada

expresión, los valores de ∆E∓max dependerán de su definición. Para mayor claridad, las

magnitudes de estas desviaciones se ejemplifican en la Figura 4.11 para el BeH, aqúı los

marcadores negros indican los valores de referencia obtenidos de cálculos autoconsistentes

para las especies con cargas fraccionarias. Los modelos PP de la ecuación (4.22) y GCV

de las ecuaciones (4.24) y (4.25) generan, cada uno, el mismo mı́nimo en ambas regiones

del gráfico y no son capaces de reproducir el comportamiento obtenido con los cálculos

autoconsistentes. Este no es el caso para el modelo cuadrático de la ecuación (4.30), que

muestra un comportamiento paralelo a los valores de referencia logrado por la inclusión

de las enerǵıas de los orbitales frontera. De esta forma se logra hacer una clara distinción

entre los procesos de remoción y adición electrónica que no puede obtenerse sólo con la

información de I y A. Por tanto, esta diferenciación convierte al modelo de la ecuación

(4.30) en una alternativa mucho más robusta para calcular los valores de ω− y ω+.



Caṕıtulo 5

Sistemas periódicos

En el caso particular de un sólido con estructura cristalina, los átomos se encuentran

arreglados con simetŕıa traslacional, esto significa que es posible encontrar un patrón

atómico que es invariante bajo operaciones de traslación. A pesar de que un cristal es un

objeto macroscópico finito, debido a su inmenso número de átomos podemos decir que

esta invariancia se aplica ad infinitum. Por otra parte, el cociente entre el número de

átomos en la superficie y el número de átomos en el cristal N es pequeño y proporcional

a N−1/3, esto significa que si N es grande y estamos tratando con una superficie neutra,

los efectos sobre los ĺımites superficiales afectan sólo unas cuantas capas del cristal, sin

llegar a su parte interna.625,626 Por tanto, el sólido macroscópico muestra las propiedades

del núcleo del cristal y los efectos de la superficie pueden despreciarse, a menos que

estemos intencionalmente interesados en la superficie misma. Bajo tales condiciones, el

modelo cristalográfico es adecuado para la descripción de un cristal que muestra invariancia

traslacional.627 Por tanto, es importante establecer claramente que de ahora en adelante

todas las menciones a un sólido o sistema condensado estarán referidas a un sistema con

estructura cristalina.

Para estos sistemas se emplea una malla de Bravais 3D,628 que es una colección de

puntos repetidos indefinidamente en intervalos de longitud a1, a2 y a3 sobre tres direcciones

diferentes. Estas tres magnitudes a1, a2 y a3 son denominados parámetros de malla y los

vectores a1, a2 y a3, orientados sobre las tres direcciones no coplanares, con los tres

parámetros de malla como norma, son los vectores primitivos.

101
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Cualquier vector R que conecta dos puntos de la malla es un vector de malla y puede

expresarse como una combinación lineal de los vectores primitivos con los correspondientes

coeficientes n1, n2 y n3

R = n1a1 + n2a2 + n3a3. (5.1)

Los vectores primitivos definen a un paraleleṕıpedo que recibe el nombre de celda

unitaria, cuya definición es arbitraria y además existen un número infinito de ellas, ya que

todas las celdas que contienen el mismo número de puntos de malla son equivalentes. Si

ahora trasladamos una celda unitaria en las tres direcciones podemos llenar completamente

el espacio, donde cada una de estas celdas unitarias estará etiquetada por un vector R

que la caracteriza y que nos permite diferenciarla con respecto a la celda unitaria original.

La celda unitaria de un cristal puede clasificarse en dos. Es una celda primitiva si

contiene sólo un punto de malla, su geometŕıa caracteriza la malla, pero no muestra intui-

tivamente la simetŕıa del cristal. Alternativamente, podemos definir a una celda unitaria

que en general contiene un vasto número de puntos de malla y, a su vez, presenta la

simetŕıa del cristal. Esta última es una celda centrada o celda convencional.

A partir de lo anterior, si en cualquiera de los puntos de una malla de Bravais colocamos

un motivo, el cual puede ser un átomo, ion o una molécula, y trasladamos repetidamente la

malla en las tres direcciones del espacio, se genera un cristal. La simetŕıa del motivo, apli-

cando la restricción del teorema cristalográfico,629 es una de entre los 32 llamados grupos

puntuales, cuya combinación con las catorce mallas de Bravais proveen el grupo espacial,

que reúne la simetŕıa completa del cristal. En el espacio ordinario existen 230 de estas

posibles combinaciones,630–633 caracterizadas por completo en las tablas internacionales de

cristalograf́ıa,633 que forman parte de una colección de ocho volúmenes publicadas hoy en

d́ıa por la Unión Internacional de Cristalograf́ıa.634–636

Algunos puntos del cristal permanecen invariantes bajo una o más operaciones de

simetŕıa. En este caso, el número de puntos simétricamente equivalentes, conocido como

multiplicidad, es menor que el número total de operaciones de simetŕıa del grupo espacial.

Esos puntos son las posiciones especiales, mientras que el resto son llamados posiciones

generales. Aśı, el conjunto mı́nimo de átomos, ya sea en posiciones especiales o generales,

que genera completamente la celda unitaria después de aplicar todas las operaciones de
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simetŕıa que definen al grupo espacial se le denomina unidad asimétrica. Por lo tanto, la

caracterización completa de un cristal requiere la información acerca del grupo espacial, los

parámetros de celda, y finalmente, el tipo y posición de los átomos en la unidad asimétrica.

La posición r de un átomo en la celda unitaria puede expresarse en coordenadas car-

tesianas o cristalográficas, también conocidas como coordenadas fraccionarias. Los bordes

de la celda unitaria se usan como vectores básicos y las posiciones de los átomos se dan

en función de ellos de la forma

r = x1a1 + x2a2 + x3a3, (5.2)

donde x1, x2 y x3 son números reales. A partir de estos, cualquier malla directa permite

una construcción geométrica tal que los vectores primitivos de la malla rećıproca b1, b2 y

b3 se obtienen de los vectores primitivos de la malla directa de acuerdo con

b1 = 2π a2 × a3

a1 · (a2 × a3) , (5.3)

b2 = 2π a3 × a1

a1 · (a2 × a3) , (5.4)

b3 = 2π a1 × a2

a1 · (a2 × a3) , (5.5)

Adicionalmente, los vectores de la malla rećıproca bi cumplen la condición

bi · aj = 2πδij, (5.6)

donde δij es la delta de Kronecker para la cual δij = 0 si i 6= j y δij = 1 si i = j. De forma

equivalente a lo que ocurre en el espacio directo, cualquier vector en la malla rećıproca

puede expresarse como una combinación lineal de sus vectores primitivos con coeficientes

enteros de la siguiente manera

k = k1b1 + k2b2 + k3b3. (5.7)

Cada punto en el espacio rećıproco representa una familia de planos de la malla directa

espaciados uniformemente. Esta malla rećıproca es una malla de Bravais. Si ahora defini-

mos una celda primitiva de un punto de malla, denominada celda de Wigner-Seitz, como

la celda primitiva que incluye todos los puntos del espacio que se encuentran más cercanos
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que cualquier otro a ese punto de malla, esta celda en el espacio rećıproco es conocida

como la primera zona de Brillouin. A pesar que existen zonas de Brillouin de niveles su-

periores, aqúı sólo estamos interesados en la primera, ya que juega un papel fundamental

dentro de la interpretación de Bloch de los sólidos, de acuerdo a la cual, la descripción de

un cristal se encuentra restringida al tratamiento de estados que yacen únicamente dentro

de la primera zona de Brillouin.627,637–639

5.1. Bases extendidas. Ondas planas

Debido a que las entidades que forman a un cristal se encuentran ordenadas en un

arreglo periódico, se considera que los electrones están sujetos a un potencial υ (r) con la

periodicidad de los vectores subyacentes de la malla de Bravais G,

υ (r + G) = υ (r) . (5.8)

En la aproximación de campo medio, los electrones se mueven independientemente en el

campo medio creado por los otros. Uno de estos electrones independientes, que se conoce

como electrón de Bloch, está descrito por la ecuación de Schrödinger monoelectrónica

Ĥψ =
(
− ~2

2m∇
2 + υ (r)

)
ψ = εψ. (5.9)

Un caso especial es υ (r) = 0, que corresponde a un electrón libre. Para este hamiltoniano

monoelectrónico, el teorema de Bloch638 establece que el estado propio ψ puede conside-

rarse como el producto de una onda plana y una función con periodicidad en la malla de

Bravais, esto es,

ψn,k (r) = eik·run,k (r) , (5.10)

donde k es el vector de onda que etiqueta las diferentes soluciones de la ecuación (5.9),

y un,k (r) tiene la periodicidad, dada por la ecuación (5.8), de la malla de Bravais, con

todos los vectores k definidos en el espacio rećıproco. El número n es el ı́ndice de banda

que cataloga los diferentes estados propios independientes para un vector de onda k dado.

Una vez que la función de onda ψ tiene la forma establecida por el teorema de Bloch,
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la ecuación (5.9) puede expresarse como

Ĥun,k (r) =
[
~2

2m

(1
i
∇+ k

)2
+ υ (r)

]
un,k (r) = εn (k)un,k (r) . (5.11)

La función periódica un,k debe satisfacer

un,k (r + G) = un,k (r) , (5.12)

para todos los vectores G en la malla de Bravais, lo cual en realidad equivale a confinar

las soluciones de la ecuación (5.9) a la celda primitiva del cristal. Además, las ecuaciones

(5.10) y (5.12) implican que

ψn,k (r + G) = eik·rψn,k (r) , (5.13)

para todo G en la malla de Bravais, lo cual es otra forma de enunciar el teorema de Bloch.

Las funciones de Bloch se extienden sobre todo el espacio y no decaen a cero en el ĺımite

infinito. Para este problema podemos considerar un cristal finito formado por las celdas

N = N1×N2×N3, donde N tiende a infinito. Para mantener la periodicidad imponemos

la condición ĺımite de Born y von Karman,637,640,641 tal que si existen Nj celdas sobre la

dirección j (j = 1, 2, 3) en el cristal macroscópico, debe satisfacerse que para cualquier m

y cualquier j

ψn,k (r +mNjaj) = eimNjk·ajψn,k (r) , (5.14)

ya que el cristal es una malla infinita tridimensional de cristales finitos idénticos yux-

tapuestos, con la forma de un paraleleṕıpedo, cada uno de ellos formado por N celdas

primitivas.

Si ahora definimos el componente kj del vector de onda como

kj = nj
Nj

bj, (5.15)

donde nj es un entero, entonces por la ecuación (5.6), k puede interpretarse como un

punto en el espacio rećıproco, y por tanto existen Nk puntos por celda. Cada uno de esos

puntos puede describirse como una combinación de los vectores primitivos en la malla

rećıproca como

k =
(
n1

N1
b1 + n2

N2
b2 + n3

N3
b3

)
. (5.16)
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Cuando N1, N2 y N3 tienden a infinito, el número de puntos k en todas las celdas

de la malla rećıproca también tiende a infinito hasta llenar completamente el espacio y k

puede considerarse una variable continua.

En otras palabras, la periodicidad ha reducido el problema de resolver la ecuación

de Schrödinger de un sistema infinito a resolverlo para uno finito de la primera zona

de Brillouin a través de la condición ĺımite de Born y von Karman. Este confinamiento

implica un número infinito de soluciones un,k (r) con valores propios εn, (k), distribuidos

en una forma discreta. El término εn, (k) contiene el vector de onda como un parámetro

y es, por tanto, una función continua. Incluso con la condición ĺımite impuesta, k aparece

como una variable continua ya que a pesar de considerar una malla macroscópica, finita,

la densidad de puntos k es tan alta que se convierte en una variable continua que puede

tomar cualquier valor posible dentro de la zona de Brillouin. Ver el Apéndice A para mayor

información sobre las diferentes metodoloǵıas con bases extendidas.

El teorema de Bloch reduce el problema de calcular un número infinito de funciones

a aquel de calcular un número finito de ellas en un número infinito de puntos k. Como

consecuencia de la naturaleza continua de k, los electrones ocupan un conjunto denso de

estados que forman una estructura de bandas, análoga al conjunto discreto de orbitales

en una molécula, con una enerǵıa εn, (k) asociada a cada banda n. Al igual que en el

caso de átomos y moléculas, el principio de exclusión de Pauli jerarquiza el llenado de las

bandas con electrones. La enerǵıa del estado ocupado de mayor enerǵıa se conoce como la

enerǵıa de Fermi, y la superficie del espacio k con enerǵıa constante e igual a la de Fermi

es la superficie de Fermi, que separa los estados ocupados de los desocupados. De acuerdo

a este esquema, un aislante está caracterizado por la existencia de un band gap grande

entre los estados ocupados y desocupados. Contrariamente, en un metal, la existencia de

estados parcialmente ocupados ocasiona que no exista gap, o que este sea marginal, entre

los estados ocupados y desocupados, lo que permite a los electrones moverse entre ambas

regiones.

Por otro lado, la integración de las funciones de k en la primera zona de Brillouin

es un aspecto crucial en el cálculo de estructuras periódicas. Una integración numérica

empleando una técnica convencional, aunque factible en principio, resulta volverse compu-
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tacionalmente prohibitiva debido a que involucra la integración de un gran número de vec-

tores de onda. Para funciones suficientemente suaves, podemos sacar provecho del hecho

que las funciones casi no sufren cambios dentro de intervalos pequeños en el espacio k y

aproximar la integral por una suma sobre un conjunto discreto K de puntos de muestreo

ki (i = 1, · · · , I), seleccionados cuidadosamente para asegurar la convergencia.

El número I de puntos k es usualmente indicado por un vector k = (ki, kj, kk) con el

número de puntos sobre cada dirección. El mismo número de puntos es a menudo empleado

en las tres direcciones, donde también se usa la notación k3
i , si ki = kj = kk. El número

final I de puntos k utilizado en el cálculo determina el número de electrones en el cálculo,

ya que la periodicidad del cristal hace que el último punto k de la celda original kI sea el

primero de la segunda, en una especie de iteración ćıclica.637,638

5.1.1. Influencia del desarrollo asintótico

La enerǵıa de intercambio de un átomo neutro puede aproximarse suficientemente bien

por su expansión en términos del número atómico Z como Ex = −0.2208Z5/3−0.196Z+

· · · , para valores grandes de Z.125,126 El primer término corresponde a la descripción LDA,

mientras que el segundo término surge de la expansión en gradientes de un GGA. Para ser

asintóticamente exacto para valores grandes de Z, y además preciso para la mayoŕıa de

los valores finitos de Z, el DFA debe incluir información acerca del término de variaciones

lentas de la densidad y la corrección de cúspide. Ningún GGA puede obtener ambos

aspectos correctamente de forma individual. El coeficiente de la expansión en gradientes,

µ, en la mayoŕıa de los DFAs populares se fija con el objetivo de obtener buenas enerǵıas

de atomización, sin embargo, este coeficiente es alrededor del doble que el valor exacto

proveniente de la expansión en gradientes para el intercambio. Por otro lado, un GGA es

un funcional muy limitado en el sentido que de alguna manera se encuentra sesgado ya

sea hacia átomos y moléculas o hacia sólidos y superficies. Recordemos que aqúı uno de

los paradigmas para la f́ısica de materia condensada es el ĺımite de densidades que vaŕıan

lentamente en el espacio, mientras que para la qúımica lo es la densidad de uno y dos

electrones. Además, en comparación con la comunidad f́ısica, en la comunidad qúımica

se han propuesto una gran diversidad de GGAs, por lo que es más común encontrar la
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primera situación debido a que la derivación de la mayoŕıa de los GGAs está influenciada

por el corte agudo en el espacio real, ecuación (3.22), de las contribuciones espurias de

largo alcance de las densidades del agujero de intercambio y correlación.38,97 Estos cortes

son libres de parámetros, pero son más apropiados para átomos y moléculas pequeñas,

donde la densidad electrónica se corta exponencialmente, que para los sólidos, donde los

agujeros son más difusos.

El parámetro µ provee el control sobre la velocidad de la función de amplificación

FGGA
x (s) hacia el ĺımite de variaciones lentas, s→ 0, y el ĺımite de variaciones rápidas, s→

∞, tomando como punto de referencia un valor fijo de n (r). En el Caṕıtulo 3 se discutió

la importancia de recuperar FGGA
x (s) −−→

s→0
1, pero también se mencionó que para el ĺımite

s → ∞ existen tres posibilidades a explorar, FGGA
x (s) −−−→

s→∞
∞ y FGGA

x (s) −−−→
s→∞

c,

donde c es una constante que se relaciona con el incremento de la función de amplificación

hacia un valor constante e igual a la cota local de Lieb-Oxford, o con el decaimiento de

la misma hacia un valor determinado. El rango 0 ≤ s ≤ 3 es la región importante para

la mayoŕıa de las propiedades, mientras que 0 ≤ s ≤ 1 es relevante para la descripción

de las regiones de los electrones de valencia en sólidos densamente empacados.125 Esto

hace que la no localidad deba ser más marcada en s ≥ 2 para generar un DFA de mayor

universalidad, además, la forma en que la función de amplificación se aproxima al ĺımite

s → ∞ es crucial para obtener enerǵıas más precisas en átomos siempre y cuando se

mantenga cautela, debido a que una sobreamplificación conlleva a una sobreestimación

de las enerǵıas de atomización. Sin embargo, la satisfacción de los diferentes ĺımites de

variaciones rápidas de la densidad irremediablemente conlleva a un cambio en la forma de

la función de amplificación en s� 1 que, a pesar de ser pequeño, debido a que multiplica

al valor local, puede resultar en un impacto significativo para el cálculo de las constantes

de malla en sólidos. Para analizar la magnitud de este efecto consideraremos tres familias

distintas de DFAs, cada una diseñada para satisfacer uno de los diferentes ĺımites de

variaciones rápidas de la densidad y que además recuperan la respuesta lineal LDA, en

combinación con los cuatro valores de µ discutidos en la Sección 3.1.2. La primera de ellas

corresponde a PBE, ecuación (3.31), para el que F PBE
x (s) −−−→

s→∞
1 +κ, con κ = 0.804; por

el contrario, las familias ls(R)PBE, ecuaciones (3.33) y (3.34), tienen un máximo igual al
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Tabla v.1: MAD para constantes de malla a0, módulos de compresibilidad

B0 y enerǵıas cohesivas Ecoh, en Å, GPa y eV/átomo, respectivamente. Los

cálculos se realizaron con Vasp.

XC µ

sol MB MGEA mol

a0

PBE 0.028 0.053 0.069 0.075

lsPBE 0.030 0.051 0.065 0.072

lsRPBE 0.036 0.089 0.118 0.127

CAP 0.036 0.057 0.093 0.109

B0

PBE 8.025 12.238 15.637 17.230

lsPBE 7.799 11.892 15.329 16.637

lsRPBE 8.582 17.863 23.242 25.575

CAP 9.623 9.939 13.742 15.761

Ecoh

PBE 0.435 0.220 0.309 0.342

lsPBE 0.415 0.210 0.299 0.307

lsRPBE 0.305 0.420 0.571 0.642

CAP 0.570 0.354 0.581 0.704

de PW91 y posteriormente F ls(R)PBE
x (s) −−−→

s→∞
0, mientras que para CAP, ecuación (3.42),

FCAP
x (s) −−−→

s→∞
∞.

Además de las constantes de malla, a0, otras dos propiedades de interés a explorar son

el módulo de compresibilidad B0 y la enerǵıa cohesiva Ecoh. En este punto vale la pena

mencionar que, en general, las tendencias observadas en el desempeño relativo de los DFAs

considerados puede depender del conjunto de prueba seleccionado y más particularmente

en la diversidad de los sistemas sólidos. Debido a que el conjunto de prueba168,642 contiene

elementos de todas las partes de la tabla periódica, con excepción de lantánidos y act́ınidos,

nuestros resultados debeŕıan ser capaces de proveer un panorama lo suficientemente justo

e imparcial sobre la precisión de los funcionales.

Las desviaciones medias absolutas para las tres propiedades previamente mencionadas,

separadas por funcional y por valor ascendente de µ, se muestran en la Tabla v.1, pero

debido a problemas de convergencia con CAP, se omitieron los valores de Y. Indepen-

dientemente del tipo de DFA, puede corroborarse claramente cómo el incremento de µ
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Figura 5.1: MRD de (a) constantes de malla vs módulos de compresibilidad y (b) constantes de

malla vs enerǵıas cohesivas, para los funcionales mostrados en la Tabla v.1.

empeora simultáneamente la descripción de a0 y B0, una situación conocida y estudiada

desde hace más de una década. El MAD de a0 con menor valor corresponde a PBEsol,

mientras que el mayor a lsRPBEmol: Además, con la sola excepción de µsol, el desempeño

de lsPBE es mejor que PBE con el resto de los valores de µ. Respecto a Ecoh, también se

sabe que LDA sobreestima los valores. Debido a que un átomo aislado presenta un mayor

gradiente de la densidad en comparación con un sólido, es de esperar que un GGA baje

la enerǵıa en un átomo mucho más que en un sólido, reduciendo aśı la sobreestimación de

Ecoh. En este sentido, las aproximaciones con una función de amplificación poco pronun-

ciada, como PBE y lsPBE, suelen desempeñarse bastante bien, mientras que los DFAs con

un carácter más pronunciado, como lsRPBE o CAP, generan una sobrecorrección a LDA

con la subsecuente subestimación de Ecoh. La razón es que los grados de no homogeneidad

de n (r) en el sólido y el átomo son muy diferentes, tal que la disminución de la enerǵıa

con respecto a LDA necesaria para generar una diferencia apropiada entre ambos puede

lograrse a través de una FGGA
x (s) con un comportamiento moderadamente pronunciado.

Las constantes de malla y los módulos de compresibilidad a menudo son descritos por

un funcional con la misma precisión pero con tendencias opuestas independientemente del
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Figura 5.2: Desviación relativa de a0 para los funcionales mostrados en la Tabla v.1 con µ = µMB .

valor de µ, es decir, una subestimación de a0 va de la mano de una sobreestimación de B0 y

viceversa, como se muestra en la Figura 5.1(a). Sin embargo, lo mismo no es directamente

aplicable para la correlación entre a0 y Ecoh, Figura 5.1(b).

En la Figura 5.2 se muestran los resultados para cada sólido con los cuatro DFAs aqúı

considerados. Por claridad únicamente se muestran los resultados para µ = µMB. Algunas

de las mayores desviaciones relativas para a0 se encuentran en los metales alcalinos (K, Rb

y Cs)y sus sistemas iónicos LiX y NaX. Para estos sólidos, la desviación para a0 aumenta

con la carga nuclear y puede llegar a alcanzar 5 % para el Cs. A su vez, como los metales

alcalinos son suaves,643 sus valores de B0 suelen ser inferiores a 5 GPa, y tienen un core

altamente polarizable, tal que las interacciones de dispersión de largo alcance core-core

pueden llegar a tener un efecto no despreciable en los resultados.644

Sumado a lo anterior, rs en los metales alcalinos suele tener un mı́nimo en la posición

de los átomos y un valor constante 2.5 ≤ rs ≤ 3.3, dependiendo del elemento, en la región

intersticial, lo que le confiere un comportamiento cercano a un átomo libre que se origina

por la superposición de las densidades del estado de valencia, pero s es casi cero en la

región intersticial y lleva a diferencias despreciables entre LDA y GGA. No obstante, el

valor de s para la región de separación core-valencia es considerablemente grande,404,644,645

lo que la convierte en la región decisiva para el valor de a0, haciendo que la forma final

que adquiere la función de amplificación, y su derivadas, al sumar las contribuciones de

intercambio y correlación, Figura 5.3 , pueda ser mucho más importante en estos valores
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Figura 5.3: Funciones de amplificación de intercambio y correlación. La

ĺınea sólida corresponde a rs = 0 y la punteada a rs = 3. Todos con

polarización de esṕın ζ = 0 y µ = µMB .

de s que para otros sólidos.

Las tendencias para los metales de transición interna 3d, 4d y 5d muestran que casi de

manera general, de izquierda a derecha sobre un mismo nivel, e.g. de Ti a Cu, el MRD

mantiene valores a la alza,646–648 con un comportamiento mucho más pronunciado para

CAP y lsRPBE que para PBE y lsPBE.

Si ahora partimos desde una perspectiva enfocada más sobre la metodoloǵıa del forma-

lismo PAW, en la que se basa el código Vasp, las funciones de onda monoelectrónicas se

expanden en ondas planas que ven a un pseudopotencial ultrasuave aumentado por ondas

parciales centradas en los átomos. No obstante que en Vasp estos pseudopotenciales se

calibran para PBE, con el transcurso de los años se ha vuelto rutinario mantenerlos fijos

al comparar el desempeño de nuevos DFAs en sistemas periódicos. Lo anterior puede dar

pauta a debatir si esta decisión constituye o no una buena opción, ya que evidentemente

hacerlo puede llevar a la introducción de un error dif́ıcil de cuantificar que, aunado a la

elección del conjunto de base, ha llevado a la comunidad de estado sólido a medir la in-

fluencia de tales metodoloǵıas en la precisión de los resultados.649–655 Infortunadamente, la

atención de Lejaeghere y colaboradores654 se centró en la comparación de las ecuaciones de

estado para 71 cristales elementales de 15 métodos AE diferentes y 40 conjuntos de pseu-
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Figura 5.4: Comparación entre Vasp y Elk para las constantes de malla en Å.

dopotenciales distintos, todos con el mismo funcional PBE. A pesar de que la conclusión

a la que llegaron es que los diferentes códigos de estructura electrónica tienen un acuerdo

bastante aceptable, con errores comparables a los experimentales independientemente del

conjunto de base elegido, aún prevalece abierta la interrogante del impacto producido por

el cruce entre el DFA del pseudopotencial y el de interés.

Para explorar esta situación primero elegiremos como punto de partida una misma

familia de funcionales PBE con tres valores para µ, PBEsol, PBE y PBEmol, con los que

compararemos los resultados obtenidos para a0 y B0 con Vasp y Elk, que corresponden a

las metodoloǵıas PAW y LAPW+LO con potencial completo, respectivamente. Posterior-

mente analizaremos el comportamiento con respecto a CAP con µ = µMB, cuya función

de amplificación es significativamente distinta a los anteriores. Los valores se encuentran

disponibles en el Apéndice B.

Los resultados en la Figura 5.4 para las constantes de malla muestran que indepen-

dientemente del valor de µ en PBE, prácticamente no existe una diferencia significativa

entre ambas metodoloǵıas. Lo mismo podŕıa extrapolarse casi de forma general a los valo-

res con CAP, sin embargo es posible encontrar diferencias considerables para los sistemas

LiF, LiCl y los sólidos elementales de Li y Fe que van desde 0.013 Å para LiCl hasta

0.076 Å para Fe. Para estos sólidos la referencia experimental es el árbitro indiscutible que

define a la metodoloǵıa más acertada, pero lamentablemente la comparación no provee

detalles concluyentes, pues revela que mientras Li y Fe están mejor descritos con Vasp,

LiF y LiCl lo están con Elk.

Por su parte, los valores en la Figura 5.5 para el módulo de compresibilidad no sugieren
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Figura 5.5: Comparación entre Vasp y Elk para los módulos de compresibilidad en GPa.

una tendencia homogénea entre los tres miembros de la familia PBE, pero sus diferencias

se encuentran en un rango aceptable de acuerdo a Lejaeghere y colaboradores, mientras

que para CAP los únicos sistemas con diferencias mayores a 10 GPa son LiF y MgO.

Además, también podemos notar que en el tercio derecho de la Figura 5.5, a partir de

Al, los distintos funcionales muestran comportamientos dispares entre śı. El resto de los

sólidos de la Figura 5.4 no forman parte de esta lista debido a que aqúı sólo estamos

considerando sistemas cúbicos.

Es importante remarcar que el ajuste realizado a las enerǵıas para la ecuación de

estado de jellium en la Tabla v.1, y en las Figuras 5.4 y 5.5 se llevó a cabo sobre un rango

estrecho de volúmenes que corresponden a alrededor del 10 % con respecto al volumen

de equilibrio que, por supuesto, incluye ambos lados, porque una diferenciación numérica

bilateral es mucho más precisa que una unilateral. Todo este esfuerzo es con el objetivo

de extraer valores fiables para el volumen, módulo de compresibilidad y la derivada con

respecto a la presión del módulo de compresibilidad en el equilibrio. Realizar un ajuste

sobre un rango mucho más amplio aparentemente mejoraŕıa la calidad del ajuste sobre ese

mayor intervalo, pero ello implicaŕıa degradar los valores de las propiedades obtenidas en

el equilibrio y, por tanto, le restaŕıa viabilidad y rigurosidad a este análisis.656

La universalidad de una ecuación de estado es otro punto que se puede cuestionar,

ya que incluso para metales simples en estructuras cristalinas fijas existe la posibilidad

de transiciones de fase isoestructurales debidas al cruce de estados657,658 y transiciones

electrónicas topológicas659 que muestran que, en realidad, no puede existir una ecuación

de estado universal. En su lugar, es común referirse como ecuaciones de estado normales a
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Tabla v.2: Porcentaje de la desviación relativa para c0, del grafito y h-BN. Para las celdas marcadas

con el śımbolo - no fue posible obtener el valor de equilibrio. Todos los cálculos se realizaron con

Vasp.

XC Sólido µ

sol MB MGEA mol

PBE Grafito 8.78 31.46 33.46 33.93

h-BN 8.24 29.17 31.97 32.58

lsPBE Grafito 8.60 27.18 29.22 29.58

h-BN 8.49 26.56 29.05 29.60

lsRPBE Grafito - 37.37 35.24 34.46

h-BN 37.74 40.20 38.33 37.58

CAP Grafito 1.94 - - -

h-BN 3.04 - - -

aquellas que predicen el comportamiento de un material en condiciones de altas presiones

en ausencia de transiciones electrónicas. Estas últimas son las empleadas rutinariamente en

los cálculos y pueden ser usadas para identificar transiciones electrónicas cuando ocurren

desviaciones anormales o abruptas en la presión.656

De manera independiente a los análisis realizados con anterioridad, existen dos pro-

piedades más que pueden usarse para conocer el desempeño de los funcionales y que no es

muy común emplearla debido a que generalmente los errores cometidos por los funcionales

son significativos. La primera corresponde a la constante de malla interlaminar de equili-

brio, c0, de sólidos como el grafito y el h-BN,387,660–666 mientras que la segunda propiedad

corresponde al band gap Eder
gap, definido en la ecuación (4.7), obtenido de la estructura de

bandas.

Para el grafito y nitruro de boro hexagonal fijamos la constante de malla intralaminar

a su valor experimental y variamos la constante de malla interlaminar. Los valores del

MRD para los cálculos de c0 se muestran en la Tabla v.2. Los resultados muestran un

comportamiento análogo a los valores de a0, es decir, la sobreestimación de c0 es mayor
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Tabla v.3: MARD para el band gap de 21 aislantes y semiconducores. Los cálculos

se realizaron con Vasp.

XC µ

sol MB MGEA mol

PBE 51.59 48.14 46.94 46.49

lsPBE 51.06 48.31 47.17 46.75

lsRPBE 50.01 45.59 43.75 43.06

CAP 52.74 49.01 46.87 46.97

para valores más grandes de µ. También resulta notorio encontrar que CAPsol es el único

funcional que proporciona los valores más cercanos a los experimentales, pero esto no es

intencional, ya que se conoce muy bien que la caracteŕıstica principal de estos dos sistemas

es que las interacciones dispersivas de London juegan un papel dominante para describirlos

correctamente.387,660–666 Debido a que estos DFAs no se diseñaron para tomar en conside-

ración dichas fuerzas, CAPsol puede contener una atracción debida a un traslape artificial

entre dos planos hexagonales, donde es posible que existan densidades pequeñas pero con

valores grandes de s. Adicionalmente, para sistemas débilmente interactuantes,667–672 se

ha encontrado que los DFAs cuya función de amplificación diverge, como CAP, suelen

producir superficies de enerǵıa potencial muy poco profundas, o sin ningún mı́nimo en

absoluto, por lo que favorecen energéticamente valores más grandes de c0.644

Para continuar, en la Tabla v.3 se muestra el MARD del band gap para un conjunto

formado por 21 aislantes y semiconductores.168,673 Como es de esperar, debido a la ausencia

del término ∆xc dado por las discontinuidades en las derivadas de la enerǵıa con respecto

al número de electrones, ecuación (3.17), todas las combinaciones de los funcionales con µ

tienen errores alrededor del 50 %. Pero esto no es algo exclusivo de los sistemas periódicos,

ya que lo mismo ocurre en las moléculas. Por otra parte, en caso de requerir mejores valores

del band gap para este tipo de sistemas, es aconsejable utilizar funcionales h́ıbridos, pero

como se comentó en la Sección 3.1.4, su empleo en sistemas metálicos debe ser cauteloso.

Finalmente, resulta importante precisar una última observación de los valores en la
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Tabla v.3. Una de las propiedades asociada a los funcionales que incorporan el decaimien-

to asintótico correcto −1/r en el potencial de intercambio, como CAP, es desplazar la

magnitud de la enerǵıa del LUMO en las moléculas.674 Debido a que el HOMO no se ve

afectado, la consecuencia directa es que la diferencia εLUMO−εHOMO se vuelve mayor para

este tipo de funcionales. CAP tiene la peculiaridad de producir valores ligeramente posi-

tivos en determinadas regiones de su potencial, desplazando sin sustento f́ısico aún más

las enerǵıas del LUMO. Esto evidentemente mejora los valores del gap en las moléculas,

pero como puede corroborarse en la Tabla v.3, lo mismo no es directamente extrapolable

a sistemas periódicos, ya que CAP tiene las desviaciones con los mayores porcentajes de

todo el grupo de funcionales para cada valor de µ, con la sola excepción de µMGEA.

5.1.2. GGAs con parámetros locales

En la Sección previa se mencionó que el valor de µ en la función de amplificación de

un DFA en la ecuación (3.23) modula el peso dado a la dependencia de los gradientes. Se

sabe que el cálculo de las entalṕıas de formación en sistemas finitos, como se muestra en

la Tabla v.4, mejora cuando se incrementa la contribución de los gradientes a la enerǵıa

de intercambio, y empeora cuando se reduce.130,675 Las constantes de celda, longitudes de

enlace, enerǵıas cohesivas y barreras de reacción, por otra parte, muestran la tendencia

contraria,125,428,434,676–680 por lo que recientemente se han propuesto diversas aproxima-

ciones construidas con la intención de proveer buenas descripciones para propiedades en

sistemas finitos e infinitos.404,413,423,427 Sin embargo, la magnitud de sus errores resulta ge-

neralmente en situaciones intermedias en comparación con los errores de DFAs diseñados

para sistemas finitos y aquellos para sistemas infinitos.

Un posible camino para atenuar esta contrariedad, manteniendo fija la forma de un

funcional, reside en refinar el término de la contribución de gradientes para la enerǵıa de

correlación a través de la dependencia de la densidad derivada por Hu y Langreth,681,682

y por Rasolt y Geldart683 para el término βMB obtenido por Ma y Brueckner,95

ĺım
n→∞

βc = βMB = 16(3/π)1/3Cc (0) ≈ 1.975 63/3π2 = 0.066 724 4. (5.17)

Aqúı, Rasolt y Geldart derivaron una representación anaĺıtica para C (rs), que posterior-
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Tabla v.4: MAD, en kcal/mol, para las entalṕıas de formación del conjunto

G3/99 evaluadas para LDA y PBE con cuatro valores no emṕıricos de µ, em-

pleando el conjunto de base Def2-TZVPP.

µ

LDA sol MB MGEA mol

118.32 57.44 21.21 10.74 9.80

mente se empleó en el DFA de correlación P86,99 con la forma

CRG (rs) = c1 + c2 + c3 rs + c4 r
2
s

1 + c5 rs + c6 r2
s + c7 r3

s

, (5.18)

donde c1 = 0.001 667, c2 = 0.002 568, c3 = 0.023 266, c4 = 7.389 × 10−6, c5 = 8.723,

c6 = 0.472 and c7 = 7.389× 10−2.

Por otro lado, la dependencia en la densidad de Hu y Langreth se ajustó toscamente

por la expresión

βrev (rs) = βMB
1 + 0.1 rs

1 + 0.1778 rs
, (5.19)

empleada en la correlación GGA que llamaremos revPBE.154 La reducción de β con res-

pecto a rs en promedio aumenta ligeramente las enerǵıas de atomización y disminuye las

enerǵıas de superficie, respuestas dominadas por el comportamiento de β (rs) alrededor

de rs = 0; sin embargo, la forma numérica original de Hu y Langreth tiene una pendiente

positiva para β (rs) en rs = 0, mientras que la parametrización anterior tiene el signo

contrario y como consecuencia provee una sobrecorrección significativa al DFA para el

cálculo de átomos. Para evitarlo se ha propuesto un segundo modelo con una pendiente

igual a cero en β (rs) cuando rs → 0 con la forma

βmod/HL (rs) = βMB
1 + a rs (b+ c rs)
1 + a rs (1 + d rs)

, (5.20)

con a = 1/2, b = 1, c = 1/6 y d = 0.296 33 en la correlación que nombraremos modPBE,684

y con el conjunto de parámetros a = 3, b = 1.046, c = 0.1 y d = 0.1778 para recuperar

la pendiente positiva original de Hu y Langreth en la correlación que denominaremos

hlPBE.684 La principal caracteŕıstica de las ecuaciones (5.19) y (5.20) es que se diseñaron

tal que β (rs)→ βPBE cuando rs → 0, y β (rs)→ βsol cuando rs →∞.
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La relación entre los parámetros µ y β que provienen de las contribuciones de inter-

cambio y correlación, respectivamente, debe modificarse ligeramente para asegurar que en

todo momento se recupera localmente la respuesta lineal, esto es,

µ (rs) = π2

3 β (rs) , (5.21)

lo que da lugar a cuatro expresiones distintas, dependiendo del aproximante de Padé que se

utiliza para definir a β (rs), que corresponden a µrev(rs) de la ecuación (5.19), µmod(rs) de

la ecuación (5.20) con el conjunto de parámetros para modPBE, µHL(rs) de la ecuación

(5.20) con el conjunto de parámetros para hlPBE y µRG(rs) de las ecuaciones (5.17) y

(5.18). Todas con un comportamiento análogo al de β (rs).

La implementación de estos parámetros locales es prácticamente directa para las apro-

ximaciones de intercambio y las de correlación sin implicar un costo computacional extra,

por lo que ahora podemos analizar la influencia conjunta de los ĺımites asintóticos y el

comportamiento de la función de amplificación con rs para los funcionales PBE, lsRPBE,

CAP y NCAP. De estos cuatro, lsRPBE tiene la particularidad de no sólo depender de µ1,

sino también de un segundo parámetro α1 que se encuentra relacionado al valor de µ1, esto

hace que la sustitución de µ (rs) en este funcional no sea directa, por lo que es necesario

realizar una modificación en el término (1−e−α1 s2) a (1−e−α′
1µ1 s2/κ) de la ecuación (3.34).

Este cambio desacopla los valores µ1 y α′1, pero mantiene intacta la forma de la función de

amplificación ya que únicamente se está reescalando el valor de α1 manteniendo la relación

α1 = α′1µ1/κ.

Los nuevos funcionales que se obtienen a partir de este procedimiento reciben el nom-

bre de lpPBE, lplsRPBE, lpCAP y lpNCAP, denominados en conjunto como lpX, y sus

correspondientes funciones de amplificación se muestran en la Figura 5.6. En ella podemos

observar que a diferencia de sus progenitores con µMB, la adición de la dependencia en

rs proporciona otro grado de libertad que les confiere la capacidad de modificar y expan-

dir su función de amplificación sobre un intervalo de valores definido por los ĺımites del

aproximante de Padé en cuestión.

Podemos ver a la familia GGA lpX como una emulación muy limitada de un meta-

GGA en el sentido que rs únicamente provee información sobre el régimen de n (r), no
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Figura 5.6: Aproximaciones de gradiente generalizado con parámetros locales para los ĺımites rs → 0 y

rs →∞.

del tipo de enlace como αBE (r) lo haŕıa en un meta-GGA. Por otro lado, la ventaja que

ofrecen estas aproximaciones con parámetros locales es que el potencial de intercambio

υx (r) = Axn
1
3

[
4
3F

GGA
x (s)− t

s

∂FGGA
x (s)
∂s

−
(
u− 4

3s
3
)
∂

∂s

(
1
s

∂FGGA
x (s)
∂s

)]
, (5.22)

donde

υx (r) = δEGGA
x [n]
δn (r) , (5.23)

EGGA
x [n] = Ax

∫
n

4
3 (r)FGGA

x (s) dr, (5.24)

t = ∇2n

(2kF )2n
, (5.25)

u = ∇n · ∇ |∇n|
(2kF )3n2

, (5.26)

está disponible en todos los programas de estructura electrónica que hacen uso expĺıcito

de υx (r) y pueden utilizarse en cálculos autoconsistentes, una limitante mencionada en la

Sección 3.1.3 para los meta-GGAs en algunos códigos de estructura electrónica.

La implementación de los funcionales lpX se realizó en NWChem y Vasp para tener

una visión más completa acerca de su desempeño general en sistemas finitos e infinitos.
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Tabla v.5: MAD, en kcal/mol, para las entalṕıas de formación estándar del conjunto G3/99 para la familia

lpX empleando la base Def2-TZVPP.

X C µMB µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpPBE PBE 21.21 29.97 29.14 26.84 25.89

P86 41.58 46.52 45.01 47.93 46.71

lplsRPBE PBE 7.93 11.79 12.60 10.44 8.36

P86 22.31 27.87 11.16 16.15 26.92

lpCAP PBE 9.23 21.30 20.55 15.97 16.08

P86 21.53 37.52 36.08 36.54 35.46

lpNCAP PBE 19.94 28.24 26.42 24.86 24.35

P86 5.97 13.58 12.33 7.14 6.94

Iniciaremos el análisis con los primeros, para los que la Tabla v.5 reúne los valores del

MAD para el conjunto G3/99 tomando en consideración las correlaciones PBE y P86 con

sus correspondientes valores de βMB y β (rs), según sea el caso. Para mayor claridad, los

funcionales mantienen el mismo orden, por fila y por columna, de la Figura 5.6.

Lo primero a notar de la Tabla v.5 es que independientemente de la correlación elegida,

el empleo de parámetros locales conlleva a una penalización en los valores de las entalṕıas

de formación, situación muy marcada para lpCAP y en menor magnitud para el resto. Esto

no se debe a que estemos comprometiendo las enerǵıas totales para las moléculas, sino

que al utilizar valores de µ < µMB estamos deteriorando las enerǵıas para los átomos, ya

que en realidad nunca tocamos los ĺımites rs → 0 ni rs →∞, debido a que corresponden

a situaciones donde n (r)→∞ y n (r)→ 0, respectivamente.

En la Tabla v.5 también es posible observar que lpPBE, lplsRPBE y lpCAP muestran

una mayor afinidad a la correlación PBE, mientras que lpNCAP lo hace con P86. Para estas

combinaciones, las parejas µrev (rs)− µmod (rs) y µHL (rs)− µRG (rs) muestran diferencias

no mayores a 1.25 kcal/mol para la primera y 2.08 kcal/mol para la segunda.

Aśı como el desempeño energético de un funcional se evalúa principalmente a través

de las entalṕıas de formación, la información estructural mostrada en la Tabla v.6 se
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Tabla v.6: MAD, en Å, para las longitudes de enlace del conjunto T96-R1 para la familia lpX empleando

la base Def2-TZVPP.

X C µMB µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpPBE PBE 0.0163 0.0154 0.0154 0.0156 0.0157

P86 0.0171 0.0169 0.0169 0.0166 0.0160

lplsRPBE PBE 0.0219 0.0205 0.0210 0.0213 0.0211

P86 0.0223 0.0214 0.0219 0.0214 0.0208

lpCAP PBE 0.0205 0.0182 0.0184 0.0190 0.0191

P86 0.0207 0.0188 0.0190 0.0189 0.0186

lpNCAP PBE 0.0232 0.0218 0.0220 0.0223 0.0224

P86 0.0236 0.0227 0.0229 0.0224 0.0222

evalúa con el conjunto T96-R1203 al calcular las geometŕıas de equilibrio para 96 moléculas

diatómicas. A diferencia de las tendencias obtenidas en la Tabla v.5, la información en

la Tabla v.6 muestra el comportamiento contrario. Independientemente de la correlación,

la inclusión de rs reduce el MAD de las longitudes de enlace con respecto a los valores

obtenidos en la columna de µMB. Esto ocurre porque las longitudes de enlace requieren de

funciones de amplificación con un carácter suave, lo cual es propiciado por la información

de rs tanto en µ (rs) como en β (rs). Además, con excepción de lpCAP con µHL (rs) o

µRG (rs) y lpNCAP con µRG (rs), los MADs de las longitudes de enlace con la correlación

P86 son siempre mayores que las calculadas con PBE.

Tomando los datos conjuntos de las Tablas v.5 y v.6 podemos concluir que la corre-

lación PBE es más adecuada para los funcionales lpPBE, lplsRPBE y lpCAP, y que la

correlación P86 lo es para lpNCAP. Debido a que las combinaciones contrarias no represen-

tan una alternativa favorable para las moléculas porque en la mayoŕıa de los casos tienen

un MAD de alrededor de 10 kcal/mol mayor, no serán tomadas en consideración para los

sistemas extendidos. Asimismo, con las correlaciones anteriores también podemos concluir

que las descripciones más balanceadas entre los valores de las entalṕıas de formación y

las longitudes de enlace para lpPBE, lplsRPBE y lpNCAP se obtienen con µRG (rs), pero
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Tabla v.7: MAD, en Å, para las constantes de malla calculadas con la familia lpX.

X C µMB µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpPBE PBE 0.053 0.043 0.044 0.046 0.047

lplsRPBE PBE 0.089 0.072 0.073 0.078 0.081

lpCAP PBE 0.057 0.041 0.041 0.045 0.047

lpNCAP P86 0.083 0.076 0.076 0.073 0.071

para lpCAP, con µHL (rs).

El conjunto de sistemas periódicos está constituido por los mismos miembros de las

Figuras 5.4 y 5.5. Para las constantes de malla, la Tabla v.7 muestra que la variación

de µ y β con rs en todos los funcionales disminuye el MAD para los cuatro diferentes

aproximantes de Padé, principalmente debido a que se reduce la sobreestimación de los

valores calculados para a0 de la mayoŕıa de los sistemas.

En contraste con las longitudes de enlace en las moléculas, las constantes de malla

de la Tabla v.7 están mejor descritas con µrev (rs) o µmod (rs) por la sencilla razón que,

a diferencia de los otros dos aproximantes de Padé, no tienen un máximo en rs ≈ 0.2,

lo que ayuda a mantener una función de amplificación poco pronunciada dentro de la

esfera atómica y en la región intersticial de los sólidos, favoreciendo, sobretodo, a los

metales alcalinos discutidos en la Sección 5.1.1. Aqúı la excepción a la regla es lpNCAP

que presenta un comportamiento completamente opuesto.

Recordemos que una observación importante realizada para la Figura 5.1(a) es que la

sobreestimación de los valores de a0 generalmente está acompañada de una mayor subes-

timación del módulo de compresibilidad. Debido a que esta subestimación de B0 aumenta

conforme µ también lo hace, y viceversa, debeŕıamos esperar que el comportamiento de los

GGAs con parámetros locales sea el opuesto. Esto lo podemos corroborar en la Tabla v.8,

donde los cambios son mucho más evidentes para lplsRPBE con µrev (rs), cuya magnitud

es de aproximadamente 3.2 GPa con respecto a su valor con µMB.

Como el módulo de compresibilidad mide la resistencia de un sólido a la compresión,

B0 = V ∂2E/∂V 2 donde V es el volumen de la celda unitaria y E su enerǵıa total, podemos
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Tabla v.8: MAD, en GPa, para los módulos de compresibilidad calculados con la familia lpX.

X C µMB µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpPBE PBE 12.238 10.277 10.494 10.951 11.264

lplsRPBE PBE 17.863 14.697 15.135 15.947 16.481

lpCAP PBE 9.939 9.015 9.012 9.234 9.319

lpNCAP P86 18.028 16.790 16.664 16.288 16.079

Tabla v.9: MAD, en eV/átomo, para las enerǵıas cohesivas calculadas con la familia lpX.

X C µMB µrev(rs) µmod(rs) µHL(rs) µRG(rs)

lpPBE PBE 0.220 0.214 0.244 0.211 0.208

lplsRPBE PBE 0.420 0.291 0.296 0.340 0.337

lpCAP PBE 0.354 0.297 0.313 0.303 0.308

lpNCAP P86 0.513 0.399 0.457 0.380 0.392

establecer que el coeficiente cuadrático de la expansión en gradientes suaviza o endurece a

un sistema dependiendo del valor de µ que consideremos. En otras palabras, de los valores

de la Tabla v.8 podemos concluir que los parámetros locales disminuyen la subestimación

de la dureza de un material.

Finalmente, las enerǵıas cohesivas de la Tabla v.9 muestran que el MAD disminuye

para lplsRPBE, lpCAP, lpNCAP pero aumenta para lpPBE con µrev (rs). Para explicar-

lo, recordemos que mientras que el coeficiente µMB favorece las enerǵıas de los átomos y

empeora la de los sólidos, la introducción de los parámetros locales provoca que los funcio-

nales pierdan precisión en los átomos y ganen en los sólidos, balanceando sus diferencias

energéticas para Ecoh. Sin embargo, lpPBE con la elección de µrev (rs) pierde más precisión

en los átomos y gana más precisión en los sólidos, y como resultado empeora los valores de

Ecoh. De esta forma, los resultados presentados en esta Sección muestran que la inclusión

de rs en GGAs provee una descripción balanceada de sistemas periódicos y finitos.
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5.2. Bases localizadas. Funciones gaussianas

Los métodos con ondas planas son en general más precisos, pero contienen diversos

parámetros que no son tan fáciles de ajustar y que pueden influenciar los resultados en

un sentido errático. Por tanto, la magnitud del error no puede cuantificarse rigurosamente

sin la ayuda de una referencia externa. Limitaciones similares existen para las enerǵıas

de atomización de moléculas obtenidas con GTOs u orbitales numéricos centrados en los

átomos.685 A pesar de los progresos obtenidos en técnicas numéricas para sacar prove-

cho de los cálculos de estructura electrónica, ninguna de estas técnicas tradicionales es

capaz de suministrar, sin ambigüedad, enerǵıas de atomización para moléculas con pre-

cisión numérica arbitraria. La aplicación directa de aproximaciones de mallas uniformes

o basados en transformadas de Fourier queda descartada porque es imposible proveer su-

ficiente resolución para las variaciones rápidas de la función de onda cerca del núcleo.

Otros conjuntos de base suelen estar obstaculizados por problemas de ortogonalidad que

conllevan a situaciones algebraicas mal condicionadas con problemas residuales pequeños,

pero finitos.686 Debido a este tipo de inconvenientes gran parte de la comunidad recurre

al uso de métodos con pseudopotenciales,639 donde el carácter Z/ |r−R| del potencial se

reemplaza por uno más suave y que retiene aproximadamente las mismas propiedades del

átomo con todos los electrones, pero la limitación es que este pseudopotencial introduce

un error cuya magnitud es dif́ıcil de cuantificar.

Las ondas planas son más utilizadas en cálculos de sistemas periódicos debido a que

su aplicación es directa y usualmente sólo se emplean DFAs sin EXX. A diferencia de los

programas que hacen uso de ondas planas, existen alternativas que en su lugar emplean

conjuntos de base tipo gaussianas, GTOs, que también pueden utilizarse para estudiar

moléculas, poĺımeros, capas bidimensionales y sistemas cristalinos manteniendo el mismo

nivel de teoŕıa independientemente de la dimensionalidad del sistema.627,687–689 Por otro

lado, recientemente se realizó una propuesta que combina ondas planas con funciones

localizadas. En analoǵıa con el método PAW de Blöchl, en esta metodoloǵıa se representa

a la densidad en una base de ondas planas para la región intersticial y en las regiones

cercanas al núcleo la densidad es representada en términos de GTOs.690–694
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Evidentemente existen ventajas y desventajas entre una u otra alternativa.695–699 Los

cálculos con ondas planas para sistemas sólidos, en particular, son usualmente más rápidos

tanto para la enerǵıa como para el cálculo de gradientes en comparación con los GTOs,

aunque los primeros suelen requerir más memoria cuando se emplean pseudopotenciales

de norma no conservada. Por otro lado, como se menciona en el Apéndice A, los electro-

nes de core no se tratan expĺıcitamente dentro de la aproximación por ondas planas y su

presencia es considerada a través del uso de pseudopotenciales.700,701 Una ventaja de las

ondas planas reside en la facilidad para calcular las fuerzas atómicas debido a que sólo

se encuentran presentes las fuerzas de Hellmann-Feynman, mientras que la evaluación de

las fuerzas de Pulay con GTOs consume mucho más tiempo y su programación es más

complicada.702,703 Además, el tamaño del conjunto de base con ondas planas puede espe-

cificarse con un único parámetro, es decir, el valor de corte para la enerǵıa cinética. A

mayor valor, mejor es el conjunto de base. Por su lado, a lo largo de los años para casi

todos los elementos se han desarrollado conjuntos de base con GTOs que incrementan su

calidad, pero debido a potenciales problemas de dependencias lineales su transferibilidad

a sistemas periódicos no es directa.704,705 En particular, los conjuntos de base que inclu-

yen funciones gaussianas muy difusas, como 6-31++G(d,p) o aug-cc-pVDZ, representan

situaciones cŕıticas para sistemas periódicos, y los exponentes de la mayoŕıa de este tipo

de bases deben ser reajustados.706,707

Los cálculos con ondas planas son intŕınsecamente periódicos en las tres dimensiones

espaciales, un sistema, independientemente de ser molécula, capa bidimensional o un cris-

tal, siempre se encontrará definido en una caja tridimensional que se llena uniformemente

por ondas planas, a menos que se utilicen métodos para desacoplar las interacciones elec-

trostáticas artificiales.708,709 Esta situación es diferente en virtud de la naturaleza local

de las funciones gaussianas. Un aspecto fundamental del uso de ondas planas es que el

cálculo de la enerǵıa no se ve afectado por el error de superposición de base, esto es parti-

cularmente atractivo en los cálculos de procesos de adsorción caracterizados por enerǵıas

de interacción de carácter moderado. Este no es el caso con GTOs, para las que es necesa-

rio recurrir a metodoloǵıas, como el método de counterpoise,710 para realizar correcciones

aplicadas comúnmente a posteriori sobre las estructuras de equilibrio. Finalmente, el con-
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siderable costo computacional que involucra el cálculo de EXX con ondas planas,711,712

merma el uso de DFAs h́ıbridos en cálculos con estas bases que, como se dijo en la Sección

3.1.4.1, en muchos casos suelen ser más precisos que sus contrapartes puramente locales.

Esto hace que el número de cálculos que involucran a este tipo de aproximaciones sea

relativamente limitado.232,233,713–736 Por el contrario, la evaluación de EXX con GTOs es

prácticamente directa y el empleo de aproximaciones h́ıbridas no está sujeto a las mismas

limitaciones metodológicas y de esfuerzo computacional.687,737

5.2.1. Sistemas porosos

Los sólidos porosos738 se emplean en un rango amplio de aplicaciones modernas; ejem-

plos de ellos podemos encontrarlos en el grafito, los materiales metal-orgánicos, metal-

inorgánicos o las zeolitas, cuyo rango de aplicación incluye servir como catalizadores,739–741

cribas moleculares para adsorción selectiva,742–745 catálisis heterogénea o intercambiado-

res ionicos.746 Ello debido a su diversidad de propiedades fisicoqúımicas, entre las que

podemos destacar tamaños de celda, cavidades, área superficial, presencia de heteroáto-

mos y diversificación estructural, además, a diferencia de los tectosilicatos, las zeolitas

son particularmente conocidas por exhibir una alta porosidad que les confiere una baja

densidad.747

A pesar de la importancia industrial de las zeolitas, su śıntesis aún no es del todo

entendida y t́ıpicamente estas se basan en series extensas de pruebas donde se utilizan

diferentes organocationes y condiciones para producir nuevas estructuras.748–751 Debido

a que las zeolitas siĺıcicas son metaestables con respecto a α-cuarzo y tienen tendencia

a colapsar después de calcinarlas,744,752 suele emplearse la entalṕıa de transición, ∆Htra,

con respecto a su fase más estable para obtener tendencias de sus estabilidades.753–757

Como complemento a las técnicas de caracterización experimentales, los cálculos de es-

tructura electrónica han contribuido exitósamente a entender mejor estos materiales,758–760

donde la eficiencia de la DFT permite realizar estudios comparativos sobre un amplio

grupo de estructuras de zeolitas, incluso aquellas con celdas unitarias considerablemente

grandes.758 Pero como quedó mostrado en el Caṕıtulo 3, la utilidad de los resultados con

DFT está fuertemente ligada al tipo de funcional empleado para evaluar la contribución
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Figura 5.7: Comparación entre ∆Ec y ∆Htra, relativas a α-cuarzo, para (a) LDA y tres

GGAs indicados en la leyenda, y (b) los dos GGAs indicados en la leyenda y sus h́ıbridos

globales.

Exc a la enerǵıa total, y dependiendo de la propiedad que deseamos calcular, en algunas

ocasiones se suele dar mayor énfasis al desempeño del funcional en aspectos estructurales,

termodinámicos, etc.

La mayoŕıa de las comparaciones en la literatura acerca del desempeño de distintos

funcionales en zeolitas lo haćıan sobre pocos sistemas,304,761–779 y sólo recientemente se

estudiaron sobre conjuntos de mayor tamaño.758,759,780–783 De estos, uno en particular

formado por α-cuarzo, AFI, AST, CFI, CHA, FAU, FER, IFR, ISV, ITE, MEL, MFI,

MTW, MWW y STT,783 resulta atractivo por su diversidad estructural y disponibilidad de

referencias experimentales para ∆Htra y volumen molar V ,753–755 para comparar el efecto

de la condición de grandes valores de s, ecuación (3.28), presente en PW91 y en la familia

de funcionales lsPBE y lsRPBE, llamados en conjunto como lsX. Elegiremos Crystal14

para implementar y probar estos funcionales con el conjunto de base de Ahlrich TZVP

optimizada para cálculos periódicos,784 que en diversos trabajos ha mostrado estar casi

libre del error de superposición de base.783,785,786

Un detalle cualitativo importante de resaltar es que a lo largo de estas comparaciones,

las estructuras optimizadas con DFT corresponden a las geometŕıas de equilibrio a 0 K,

mientras que las referencias experimentales se determinaron a partir de conjuntos de datos
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Figura 5.8: Comparación entre ∆Ec y ∆Htra, relativas a α-cuarzo, para (a)-(c) la fami-

lia lsPBE con PBE, PW91 y su h́ıbrido con correlación PBE, respectivamente, y (d)-(f)

análogamente para la familia lsRPBE.

medidos a temperatura ambiente, o en algunas circunstancias, a temperaturas inferiores.

Por tanto, es normal esperar cierta diferencia en las constantes de malla debidas a la

expansión térmica, positiva o negativa, del sistema real. Esta expansión térmica se ha

estudiado para algunos de los sistemas considerados aqúı, e.g., α-cuarzo e IFR.787,788 Una

estimación determinada en esos trabajos indica que la diferencia relativa de las constantes

de malla entre 298 K y 0 K es usualmente menor que 0.5 %. Por lo tanto, podemos asumir

que la omisión de la expansión térmica, en general, no afecta las tendencias obtenidas.

Ya que LDA es una buena elección para sólidos, en la Figura 5.7 iniciamos comparando

las enerǵıas calculadas, ∆Ec, con ∆Htra de ese peldaño con respecto a PW91, PBE y

RPBE. A lo largo de estas comparaciones, la ĺınea diagonal representa la correlación

exacta entre ∆Ec y ∆Htra. La Figura 5.7(a) muestra que, con excepción de un punto (ISV),

la aproximación local proporciona valores de ∆Ec ligeramente sobreestimados, pero que

proveen muy buen acuerdo con las referencias experimentales. Por el contrario, los GGAs

subestiman las entalṕıas de transición, y de estos tres, RPBE provee el peor acuerdo con el
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experimento. Una forma común de mejorar el desempeño termodinámico de un funcional

es agregar un porcentaje de intercambio exacto, Sección 3.1.4. No obstante, la Figura

5.7(b) muestra que 25 % de EXX en PBE0 y RPBE0 empeora ligeramente las diferencias

de enerǵıa de PBE y mejora marginalmente las de RPBE, respectivamente.

Respecto al efecto del ĺımite s → ∞ en un funcional, seŕıa de esperar que los lsX

tengan una conducta similar a la de PW91 por ser su predecesor. La figura 5.8 muestra

el comportamiento para los lsX, con los cuatro valores de µ utilizados en la Sección 5.1.

Para la familia lsPBE en la Figura 5.8(a)-(c), se observa que los valores de ∆Ec se acercan

más a los experimentales independientemente del valor de µ. Lo mismo puede concluirse

para familia lsRPBE en la Figura 5.8(d)-(f). En general, para los lsX el acuerdo ∆Ec con

∆Htra mejora con respecto a los funcionales sin el decaimiento apropiado para s → ∞,

esto es más claro si se comparan RPBE con lsRPBE y PBE con lsPBE de las Figuras

5.7(a) y 5.8(a), respectivamente, los cuatro con µ = µMB.

El cambio en el funcional de correlación, Figura 5.8(b) y (e), en ambos casos degrada

las diferencias de enerǵıa con µ = µsol pero deja casi intactos ∆Ec para el resto de los

valores de µ. Esto también puede observarse al incluir 25 % de EXX en las Figura 5.8(c)

y (f). Por otra parte, una carcteŕıstica notable de los lsX es que en general los valores de

∆Ec en la Figura 5.8, se encuentran mas agrupados que aquellos DFAs que no incluyen el

ĺımite asintótico de la ecuación (3.28) en la Figura 5.7.

A pesar de las mejoras con los lsX, independientemente de cambiar el funcional de

correlación o de incluir intercambio exacto, las diferencias de enerǵıa están subestima-

das con respecto a los valores experimentales. El motivo reside en las amplias cavidades

presentes en estos sistemas, para los que las interacciones de dispersión juegan un papel

fundamental para definir su estructura y función, por ejemplo, en las aplicaciones que

involucran la adsorción de moléculas pequeñas sobre la superficie de esas cavidades.789–791

Por lo que cualquier método computacional empleado para estudiar estos materiales debe

proveer una descripción tan precisa como sea posible de estas interacciones792–795 .

Las fuerzas de dispersión de London, una subclase de fuerzas de van der Waals, son

interacciones que pueden ocurrir entre átomos separados, moléculas o fragmentos molecu-

lares. En ellas, los momentos dipolares o multipolos transitorios creados por las fluctua-
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Figura 5.9: Comparación entre ∆Ec y ∆Htra, relativas a α-cuarzo, para (a) la familia lsPBE

y (b) la familia lsRPBE, todos considerando correcciones de dispersión.

ciones en la densidad electrónica inducen momentos correlacionados, con una atracción

coulómbica neta atractiva, en las especies de sus vecindades, lo cual da lugar al decaimien-

to −1/r6 de la interacción con la separación interatómica r. Pero los funcionales locales

son incapaces de proporcionar los efectos de largo alcance de las interacciones de van der

Waals y, de hecho, se ha mostrado que la DFT falla para sistemas donde estas fuerzas son

lo suficientemente significativas.171,645,796–804

En principio, la descripción de las interacciones débiles debeŕıan encontrarse en el

término Exc de la ecuación (2.20), y más espećıficamente en la contribución de la corre-

lación, pero la naturaleza local de los DFAs los hace incapaces de incluir correlaciones no

locales entre electrones. Por esta razón se han diseñado múltiples sugerencias para mejorar

el tratamiento de la dispersión,292,388,805–811 las cuales se han clasificado en una escalera

análoga a la de Perdew en función de la sofisticación del método.812 Por su simplicidad,

las correcciones emṕıricas tienen la historia más larga y son, quizás, las más ampliamente

utilizadas. Su variante más popular simplemente agrega un término a la enerǵıa total, por

tanto, pertenece al primer peldaño de la escalera anteriormente mencionada y se conoce

como DFT-D,388,805

EDFT−D = EDFT − s6

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Cij
6

R6
ij

fd (Rij) (5.27)
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Figura 5.10: MRD para los volúmenes molares V y las enerǵıas calculadas ∆Ec, por unidad de SiO2

relativas a α-cuarzo, para los diferentes funcionales considerados.

donde N es el número de átomos, Rij es la distancia interatómica entre el átomo i y el

átomo j, Cij
6 es el coeficiente de dispersión para el par atómico ij, y s6 es un factor de

escalamiento global cuyos valores dependen del funcional. La función de amortigüamiento

fd evita singularidades para valores pequeños de R y remueve las contribuciones de las

interacciones de corto alcance. Esta se encuentra dada por

fd (Rij) = 1
1 + e−αG(Rij/R0−1) , (5.28)

donde R0 es la suma sobre los radios atómicos de van der Waals y el valor de αG = 20

provee correcciones mayores a distancias intermedias, mientras deja las situaciones de

enlaces covalentes marginalmente afectadas. Finalmente, un promedio geométrico para la

evaluación de los coeficientes de dispersión con la forma Cij
6 =

√
Ci

6C
j
6 es comúnmente

utilizado por que produce mejores resultados que otras opciones posibles.

El factor de escalamiento s6 de la ecuación (5.27) adquiere un valor espećıfico pa-

ra cada DFA. Para evaluarlo se necesitan los valores de las enerǵıas de interacción para

un rango amplio de moleculas débilmente enlazadas con la mayor variedad posible de

tamaños y arreglos. Los conjuntos de referencia de Hobza y colaboadores,545–547,549,813

contienen una gama diversa de sistemas que incluyen enlaces de hidrógeno, interacciones

dispersivas, electrostáticas, electrostáticas/dispersivas, interacciones entre hidrocarburos
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Figura 5.11: Porcentaje de dispersión con respecto a α-cuarzo para lsPBE-D y lsRPBE-D con s6 = 0.7.

alifáticos, anillos aromáticos, agua, alcoholes, aminas, halógenos, entre otros, que los con-

vierte en una opción adecuada para calibrar los coeficientes s6 para los lsX.814

La figura 5.9 muestra claramente que la corrección de dispersión es crucial para obte-

ner una descripción cuantitativa aceptable de la estabilidad relativa de estos compuestos

porosos, observación que también ha sido corroborada para otros sistemas o para otros

funcionales.792–795 Las dos familias lsPBE-D y lsRPBE-D en la Figura 5.9(a) y (b), respec-

tivamente, proveen el orden correcto de la estabilidad del conjunto de zeolitas con respecto

a α-cuarzo independientemente del valor de µ.

Para obtener un panorama de todos los funcionales, la Figura 5.10 recopila el MRD

para ∆Ec y V . Todos los valores de ∆Ec están por debajo del 12.6 % de desviación con

respecto a los experimentales, aqúı LDA tiene la menor desviación, seguido por lsPBEsol-

D, lsPBEsol0 y lsRPBEsol-D, mientras que los mayores MRD se obtienen con lsRPBEmol

con las correlaciones PBE y PW91. Con respecto a V , LDA vuelve a tener la menor

desviación y lsRPBE-D es el siguiente funcional GGA que más se le aproxima, mientras
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que RPBE y RPBE0 tienen las mayores desviaciones con 98 % y 84 %, respectivamente.

Sin embargo, en la Figura 5.10 no podemos evitar dejar desapercibido que los valores

de V para los lsX sin contribuciones de dispersión pasan de ser subestimados, a estar

sobreestimados después de la corrección. Además, se observa que esta situación es más

evidente para la familia lsPBE-D que para la familia lsRPBE-D. Esto pareceŕıa contrain-

tuitivo dado el mejor desempeño que mostró la familia lsPBE con respecto a lsRPBE en

la Figura 5.8, pero la explicación reside en que la corrección de la ecuación (5.27) tiende a

sobreestimar la contribución de dispersión en sistemas periódicos, porque el coeficiente de

dispersión s6 se obtuvo para moléculas, no para sólidos.815 Por tal motivo, podemos inferir

que el buen desempeño mostrado por lsRPBE-D en la Figura 5.9 se debe, hasta cierto

punto, a una cancelación de errores, i.e., la considerable subestimación de V obtenida con

lsRPBE es compensada por una contribución de dispersión sobreestimada en lsRPBE-D.

Para corroborar lo anterior, en la Figura 5.11 consideramos un mismo valor s6 = 0.7

para comparar la fracción de la contribución de la enerǵıa de dispersión, ED, a la enerǵıa

total con respecto a α-cuarzo de la forma

%Disp = 100 E
zeo
D − Ecua

D

Ezeo − Ecua
. (5.29)

Con estos valores podemos aseverar que la familia lsRPBE-D agrega más contribución

de dispersión que la familia lsPBE-D, esto es más evidente para AFI, FER, ITE, MEL,

MFI y MTW. Las únicas excepciones son para AST con µ = µsol e ISV con µ = µsol y

µ = µMGEA.

De manera general, los resultados revelan que todos los funcionales sin correcciones

de dispersión, con excepción de LDA, subestiman ∆Ec, pero después de incluir estas

contribuciones los valores ya no son subestimados y se acercan más a las referencias

experimentales.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

Las disociaciones de enlaces no son bien descritas por las aproximaciones al funcional

de la densidad, ya que dan lugar al surgimiento artificial de cargas fraccionarias en las

especies disociadas. En estas circunstancias, el carácter local de los funcionales los hace

incapaces de describir la deslocalización del agujero de intercambio, con el resultado de

proporcionar enerǵıas inferiores que las establecidas por el teorema del ensamble. La razón

es que sus contribuciones se basan en densidades del agujero de intercambio y correlación

que integran a −1. Esto es correcto para cualquier especie con un número entero de

electrones, pero en un fragmento parte del agujero alrededor de uno de sus electrones

también se está localizado en el otro fragmento y, por tanto, el agujero exacto integra a

un valor entre cero y −1.

Una fracción de intercambio exacto aminora esta situación porque favorece a los núme-

ros enteros de electrones, el carácter no local mejora la descripción del agujero de inter-

cambio y, además, genera una cancelación de errores entre su comportamiento cóncavo

y el convexo de los funcionales. Pero debe prestarse mucha atención a su proporción por

dos razones, (i) valores cercanos al 100 % puede hacer que esta cancelación ya no sea

sistemática y haya oscilaciones en la enerǵıa a lo largo de las especies con ocupaciones

fraccionarias y (ii) Hartree-Fock, o su cálculo con los orbitales de Kohn-Sham, es libre del

error de autointeracción para un electrón, pero no para el error de muchos cuerpos. Su

desviación del comportamiento lineal para sistemas de uno o dos electrones es pequeña,

pero puede ser grande y positiva para densidades de muchos electrones.336

135
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Se sabe, además, que los funcionales h́ıbridos locales no están libres del error de autoin-

teracción para un electrón, y aún se discute si lo están para el de muchos cuerpos,258,455,479

ya que el segundo requiere forzosamente del primero. No obstante, los cálculos demuestran

que estos producen las menores desviaciones con respecto a todo el conjunto formado por

221 funcionales. M06-HF es el único funcional que logró valores competitivos como para

colocarse en las mejores posiciones, pero esta situación es artificial porque se debe al com-

portamiento oscilatorio de la curva de la enerǵıa, donde parte de sus valores se encuentran

en regiones positivas y otros en las negativas.

Obtener funcionales libres del error de autointeracción de muchos cuerpos aún per-

manece pendiente en DFT. Se ha establecido que para lograrlo debe garantizarse que el

funcional está construido a partir de una función de onda debidamente antisimetrizada,

en otras palabras, que debe satisfacer la condición de N-representabilidad. Para corro-

borarlo realizamos la prueba propuesta por Ayers y Liu486 con un conjunto de átomos y

moléculas sobre 104 funcionales. Los resultados mostraron que aproximadamente 20 % del

conjunto logró tener un resultado satisfactorio, nueve LDAs, nueve GGAs, tres h́ıbridos

globales y uno local. Sin embargo, se precisó que la caracteŕıstica principal de la mayoŕıa

de esas aproximaciones es que la enerǵıa de los átomos se encuentra considerablemente

subestimada.

Un camino para mejorar esta situación fue propuesto por Ludeña y colaboradores,816,817

quienes concluyeron que las condiciones de N-representabilidad de la matriz de densi-

dad de segundo orden son suficientes no sólo para caracterizar cualquier aproximación al

funcional de la densidad, sino al mismo funcional universal de Hohenberg y Kohn. Esta

afirmación convierte a la propuesta en una alternativa tentadora que seguramente será ob-

jeto de análisis en un futuro cercano, sin embargo, las condiciones de N-representabilidad

de dicha matriz no se conocen por completo, pero a pesar de ello, la imposición de las

condiciones conocidas ha mostrado dar muy buenos resultados.818–826

Durante el tiempo que tome elucidar la incorporación de las restricciones de N-re-

presentabilidad para construir funcionales que satisfagan rigurosamente el teorema del

ensamble, la comunidad que aprovecha estos comportamientos curvos para definir des-

criptores qúımicos, en la conocida teoŕıa de reactividad qúımica, continuará encontrando
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un nicho de oportunidades para aplicar conceptos como la dureza qúımica y la electrofi-

licidad. Los resultados de las durezas qúımicas obtenidas a través de ajustes cuadráticos

para cálculos con ocupaciones fraccionarias, para las 223 moléculas del conjunto G3/99,

con 13 funcionales de los peldaños LDA, GGA, meta-GGA e h́ıbridos globales, demostra-

ron que los valores de la curvatura son distintos en los intervalos deficiente y abundante

de electrones, debido a las discontinuidades en la derivada de la enerǵıa con respecto al

número de electrones y que estos valores disminuyen conforme se suben los peldaños de

la escalera de Jacob.

La consecuencia directa este resultado es que las definiciones de la electrofilicidad o

los poderes electrodonador y electroaceptor se encuentren mal condicionadas al no distin-

guir las durezas qúımicas, sin embargo, generamos un modelo cuadrático que incorpora

la información de las discontinuidades de las derivadas a través de las diferencias de I y

A, calculadas por diferencias finitas, con las enerǵıas del HOMO y LUMO, de la espe-

cie neutra. Los nuevos poderes electrodonador y electroaceptor obtenidos distinguen los

diferentes valores de la dureza qúımica y reproducen, cualitativamente, las curvas de la

enerǵıa como función del número de electrones. Este nuevo método de interpolación man-

tiene la simplicidad de los modelos de Parr y Pearson575 y el de Gázquez, Cedillo y Vela.604

Su aplicación sobre sistemas de interés qúımico será objeto de estudio en investigaciones

futuras.

Los resultados anteriores contribuyen a estudiar los errores cometidos por los funciona-

les, a lo largo de la escalera de Jacob, para identificar sus deficiencias y buscar alternativas

para desarrollar nuevas aproximaciones. Para aplicaciones prácticas, sin embargo, es ne-

cesario incluir en nuestro campo de estudio a los sistemas periódicos. Para ello, elegimos

cuatro familias de aproximaciones cuyos comportamientos en el ĺımite de valores grandes

s corresponden a tres aśıntotas diferentes: 0.0, 1.804 e ∞. Mostramos que las aproxima-

ciones PBE y lsPBE describen bien las constantes de malla, módulos de compresibilidad y

enerǵıas cohesivas de los sólidos fuertemente enlazados, mientras que lsRPBE y CAP ad-

quieren las mayores desviaciones debido a que sobreestiman las propiedades en los metales

alcalinos y sus halogenuros. Con respecto a los dos sistemas laminares, ningún funcional

fue capaz de reproducir el valor experimental de la constante de malla interlaminar porque
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no contienen correcciones dispersivas. Aqúı la única excepción fue CAPsol, cuyos valores

pueden deberse a interacciones no intencionales proveniente de traslapes artificiales en-

tre los planos hexagonales. Los valores del band gap, por otra parte, mostraron la usual

desviación de alrededor del 50 %.

La comparación de las constantes de malla y los módulos de compresibilidad, obtenidos

con Vasp y Elk, sugiere que no es significativo el error introducido por el empleo de pseu-

dopotenciales calibrados con PBE cuando mantenemos fijo este funcional y únicamente

variamos µ. Pero cuando cambiamos a un funcional, CAP, con una naturaleza completa-

mente distinta a la de PBE, encontramos diferencias dentro del intervalo 0.013 - 0.076 Å

en las constantes de malla únicamente para cuatro de los 53 sistemas: LiF, LiCl, Li y Fe.

Los módulos de compresibilidad, en estas mismas condiciones, sólo mostraron diferencias

mayores a 10 GPa en LiF y MgO.

La magnitud de los errores obtenidos con los funcionales anteriores, una vez más ponen

de manifiesto que ningún GGA, no emṕırico, que provea buenos valores para las entalṕıas

de formación de moléculas también lo hará para las constantes de malla o las enerǵıas

cohesivas en sistemas periódicos. Esto permanece válido independientemente del ĺımite

asintótico que hayamos elegido. Aśı que, para mejorar la universalidad de un GGA es

necesario considerar funcionales más sofisticados. Una alternativa no emṕırica es a través

de la dependencia de la densidad en el coeficiente cuadrático de la expansión en gradientes.

Estas aproximaciones con parámetros locales modifican su función de amplificación entre

un intervalo de valores definido. Aplicamos esta metodoloǵıa para dar lugar a lpPBE,

lplsRPBE, lpCAP y lpNCAP. Estos funcionales obtuvieron un incremento en el error para

el cálculo de las entalṕıas de formación del conjunto G3/99, pero mejoraron las longitudes

de enlace. Además, mostramos que en sistemas periódicos, las constantes de malla y los

módulos de compresibilidad también se mejoran cuando se incluyen los parámetros locales.

Lo mismo ocurrió para las enerǵıas cohesivas con lplsRPBE, lpCAP y lpNCAP, pero no

de manera general para lpPBE.

Evidentemente una mejor comparación de los funcionales debeŕıa incluir la predicción

de estructuras y propiedades para sistemas de interés práctico, por ejemplo los cataliza-

dores, que contienen vastos sistemas de cavidades que les confieren una área superficial
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extensa. Motivados por el interés generalizado en las zeolitas, analizamos el efecto de la

satisfacción del decaimiento de la función de amplificación de las familias lsPBE y lsRP-

BE, y los comparamos con LDA, PBE y RPBE en la descripción de la estabilidad relativa

para un conjunto de 15 zeotipos. Los resultados mostraron que LDA provee una buena

descripción para la estructura y estabilidad de estos materiales, pero todos los GGAs

subestiman las diferencias energéticas independientemente de satisfacer el decaimiento

asintótico, cambiar la correlación o de incluir intercambio exacto. En acuerdo con otros

trabajos,781–783 también mostramos que la dispersión es la contribución clave para descri-

bir a estos materiales y, después de considerarla con la metodoloǵıa emṕırica de Grimme,

los resultados tuvieron un mejor acuerdo con respecto a las referencias experimentales. La

mejor descripción energética se obtuvo con lsRPBE-D, sin embargo, también provéımos

indicios que su buen desempeño podŕıa deberse a que la subestimación energética de lsRP-

BE es compensada por una contribución sobreestimada de la dispersión en lsRPBE-D. Por

lo anterior, el uso de metodoloǵıas no emṕıricas para incluir las contribuciones dispersivas

es, sin duda, una alternativa interesante para realizar estas comparaciones y analizar si

las tendencias obtenidas pueden mejorarse. Asimismo, en este conjunto únicamente inclui-

mos materiales neutros, mientras que los sistemas basados en intercambio iónico son más

relevantes para muchas aplicaciones de catálisis o separación. A pesar de que podemos

esperar que los resultados obtenidos para estos sistemas sean transferibles a zeolitas no

neutras, es necesario realizar las pruebas para comprobarlo.

Para finalizar, de manera general podemos decir que el análisis sistemático de los re-

sultados que competen a cálculos en sistemas finitos e infinitos, muestran el progreso en el

diseño de aproximaciones cada vez más precisas y capaces de satisfacer la mayor cantidad

posible de restricciones f́ısicas. Con la emergencia de los funcionales h́ıbridos locales se ha

dado un gran paso en la minimización del error de autointeracción. Sin embargo la mayoŕıa

involucra por lo menos un parámetro emṕırico para determinar los ĺımites de la contribu-

ción local y la de intercambio exacto. Este es un aspecto que va a constituir una ĺınea de

estudio en los próximos años y que, sin lugar a dudas, tendrá un impacto significativo en

la aplicación exitosa de estas aproximaciones. Por otra parte, aún quedan interrogantes

y estudios pendientes para garantizar la construcción de funcionales de intercambio y co-
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rrelación a partir de funciones de onda antisimétricas. Los resultados obtenidos muestran

que sólo hasta años recientes la comunidad cient́ıfica volcó su atención al tema y comenzó

a cuestionarse con seriedad el impacto de la N-representabilidad en los funcionales. Poco

se ha hecho al respecto y esperamos que las conclusiones de este trabajo ayuden a motivar

su investigación. A su vez, durante nuestro análisis de la satisfacción de diferentes ĺımites

asintóticos en los funcionales para cálculos en sistemas periódicos, pudimos darnos cuenta

que los ĺımites de la precisión de las aproximaciones de gradiente generalizado aún no se

han alcanzado y queda un margen para mejorarlo. Nuestra construcción de funcionales no

emṕıricos con parámetros locales nos ayudó a obtener una mejora parcial en este sentido.

Fuimos capaces de diseñar un funcional de gradiente generalizado, lpDFA1, comparativa-

mente simple con respecto a la forma de NCAP, y con un desempeño mejor que este e

igual al del meta-GGA SCAN en las entalṕıas de formación, mientras que en los siste-

mas periódicos mostramos que esta metodoloǵıa sirve para disminuir las desviaciones en

varias propiedades de interés, pero debido a que para estos últimos aplicamos la meto-

doloǵıa a funcionales ya existentes, queda pendiente el diseño de nuevas aproximaciones

y su aplicación a problemas de catálisis heterogénea. Respecto a los sistemas porosos, la

importancia de considerar a las interacciones débiles fue rotunda. Debido a que esta, en

principio, debe ser considerada a través de la contribución de correlación, el diseño de

nuevas aproximaciones que la incluyan, como VV10,827 pero con parámetros no emṕıricos,

es una alternativa atractiva para explorar.
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Apéndice A

Métodos con ondas planas

Las ecuaciones de Kohn-Sham se resuelven empleando un conjunto de base para apro-

ximar la función de onda del hamiltoniano periódico. Idealmente este conjunto de base

debe ser eficiente y simple, dos requisitos que pueden cubrirse por las ondas planas en el

espacio real. El teorema de Bloch establece que cualquier función propia monoelectrónica

ψn,k de un hamiltoniano periódico puede expandirse usando un conjunto de base de la

forma

ψn,k (r) =
∑
G
cnk−Ge

i(k+G)·r, (A.1)

donde G es cualquier vector de malla rećıproco y las cantidades por determinar son los

coeficientes cnk−G.

De la ecuación anterior puede observarse que la función de onda es dependiente de

la zona de Brillouin designada por n y k. Para cierto valor de k dentro de una zona de

Brillouin determinada, la función se expande como una suma sobre una base discreta,

finita, determinada por G. Sin embargo, en la práctica, la suma infinita se trunca, y

condiciona el conjunto de toda G a G ≤ Gmax, que limita la elección de G a aquellos

vectores contenidos dentro de una esfera de radio Gmax. Este parámetro de corte es de

gran importancia en los cálculos de estado sólido ya que controla el número de ondas

planas que serán utilizadas por el código.

El empleo de ondas planas para aproximar la función de onda de hamiltonianos para

sistemas cristalinos lo introdujo Slater en 1937.828 Es ventajoso utilizar tal expansión por
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la simplicidad previamente descrita y el moderado costo computacional en el tratamiento

de ondas planas. Sin embargo, surge un serio problema cuando se intenta describir apro-

piadamente la región cercana al núcleo debido al comportamiento oscilatorio de la función

de onda. No obstante, la región nuclear en un sólido está lo suficientemente protegida

de los niveles exteriores qúımicamente relevantes. Además, los electrones que ocupan las

regiones internas en un sólido tienen un comportamiento no muy distinto de los electro-

nes que conforman a un átomo libre y el potencial al que se encuentran sujetos puede

reemplazarse por un pseudopotencial que provee extremos suaves en la región cercana al

núcleo y requieren sólo unas cuantas ondas planas para describirlo.639

A.1. Método PAW

El método de onda aumentada por proyector (PAW), originalmente introducida por

Blöchl,829 representa un intento para lograr simultáneamente eficiencia computacional de

la metodoloǵıa de pseudopotenciales y la precisión del método de ondas planas aumenta-

das linearizadas con potencial completo, descrito en la Sección A.3, el cual a menudo se

considera como referencia en cálculos de estado sólido. A diferencia de la aproximación

de pseudopotenciales, el método PAW incluye las caracteŕısticas nodales de los orbitales

de valencia y asegura la ortogonalidad entre las funciones de onda de valencia y core.

En la aproximación PAW, las funciones de onda de todos los electrones (AE) ψAEn se

reconstruyen a partir de pseudo (PS) funciones de onda a través de una transformación

lineal829,830 ∣∣∣ψAEn 〉
=
∣∣∣ψPSn 〉

+
∑
i

(∣∣∣φAEi 〉
−
∣∣∣φPSi 〉)

〈pPSi | ψPSn 〉. (A.2)

Las pseudo funciones de onda ψPSn , donde n es el ı́ndice de banda, son cantidades

variacionales que se expanden en ondas planas. En las regiones entre las esferas PAW

que rodean a los átomos, las ψPSn son idénticas a las funciones de onda AE ψAEn , pero

dentro de las esferas, las ψPSn son comúnmente una mala aproximación a la función de

onda exacta y se emplean únicamente como una herramienta computacional. Las ondas

parciales AE φPSn son soluciones de la ecuación de Schrödinger esférica relativista escalar

para una enerǵıa de referencia de un átomo sin polarización de esṕın, εi, en el régimen de
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valencia para un momento angular li,(
−1

2∇
2 + υAEeff

) ∣∣∣φAEi 〉
= εi

∣∣∣φAEi 〉
, (A.3)

donde υAEeff es el componente esférico del potencial AE. El ı́ndice i se emplea como una

abreviatura para la enerǵıa de referencia εi, los números cuánticos de momento angular

(li, mi) y las coordenadas atómicas Ri. Las pseudo ondas parciales φPSi carecen de nodos

y son idénticas a las ondas parciales AE afuera del radio de core rc. Estas últimas, además,

coinciden continuamente con φPSi dentro de estas esferas.

Las funciones de proyección pPSi se encuentran restringidas a ser duales con respecto

a las ondas parciales y se construyen a partir de un procedimiento de dos pasos. Primero,

las funciones intermedias χi se calculan como

|χi〉 =
(
εi + 1

2∇
2 − υPSeff

) ∣∣∣φPSi 〉
, (A.4)

donde υPSeff es el componente esférico del pseudopotencial efectivo, que puede escogerse

arbitrariamente dentro del radio rc, pero que debe coincidir con υAEeff para r ≥ rc. El

segundo paso consiste en construir las funciones de proyección, que son combinaciones

lineales de χi con ∣∣∣pPSi 〉
=
∑
j

(
B−1
ij

)
|χi〉, Bij =

〈
φPSi | χi

〉
, (A.5)

tal que φPSi y pPSi son duales,
〈
pPSi | φPSj

〉
= δij y

〈
r | pPSi

〉
= 0 para r > rc.830,831

Las pseudo ondas parciales son soluciones exactas de una ecuación generalizada de

valores propios de Kohn-Sham con la forma−1
2∇

2 + υPSeff +
∑
i,j

∣∣∣pPSi 〉
Dij

〈
pPSi

∣∣∣
 ∣∣∣φPSk 〉

= εk

1 +
∑
i,j

∣∣∣pPSi 〉
Qij

〈
pPSi

∣∣∣
 ∣∣∣φPSk 〉

,

(A.6)

con las enerǵıas de compensación Qij y los parámetros de fuerza de un centro Dij definidos

por

Qij =
〈
φAEi | φAEj

〉
−
〈
φPSi | φPSj

〉
, (A.7)

Dij =
〈
φAEi | −1

2∇
2 + υAEeff | φAEj

〉
−
〈
φPSi | −

1
2∇

2 + υPSeff | φPSj
〉
. (A.8)

La densidad de carga que corresponde a un estado propio AE ψAEn ,

n (r) =
〈
ψAEn | r

〉 〈
r | ψAEn

〉
(A.9)
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está compuesta por tres contribuciones,

n (r) = nPS (r)− nPS,1 (r) + nAE,1 (r) , (A.10)

donde

nPS (r) =
〈
ψPSn | r

〉 〈
r | ψPSn

〉
(A.11)

es una pseudodensidad de carga expandida en una base de ondas planas, mientras que

nPS,1 (r) =
∑
i,j

〈
φPSi | r

〉 〈
r | φPSi

〉 〈
ψPSn | pPSi

〉 〈
pPSj | ψPSn

〉
(A.12)

y

nAE,1 (r) =
∑
i,j

〈
φAEi | r

〉 〈
r | φAEi

〉 〈
ψPSn | pPSi

〉 〈
pPSj | ψPSn

〉
(A.13)

son pseudo y densidades de carga AE en el sitio que se expanden en mallas radiales

centradas en los átomos. La descomposición de las funciones de onda y de la densidad

de carga son la base del método PAW, esto es, una pseudofunción de onda carente de

nodos y la correspondiente pseudodensidad de carga son determinadas por resolución de

una ecuación de Kohn-Sham generalizada en una base de ondas planas, y posteriormente

la función de onda AE exacta y la densidad de carga que manifiestan el carácter nodal

completo se reconstruyen por sustracción de los pseudotérminos en el sitio y la adición de

los términos exactos en el sitio, ambos expandidos en una malla radial. Una descomposición

análoga sin términos cruzados entre las contribuciones en el sitio y las ondas planas puede

realizarse para todos los valores de operadores, y en particular para la enerǵıa electrónica

se tiene que

E = EPS − EPS,1 + EAE,1. (A.14)

El método PAW se suele presentar como una propuesta AE, lo cual es correcto en el

sentido que describe las caracteŕısticas nodales de los orbitales de valencia, que además son

correctamente ortogonalizados con respecto a las funciones de onda de core. Sin embargo,

al estar basado en una aproximación de core fijo, no es un método AE en el sentido

que todos los estados propios AE se tratan autoconsistentemente, pero esta aproximación

prevalece leǵıtima para el cálculo de la mayoŕıa de las propiedades de moléculas o sólidos.

Sólo en dos situaciones puede cuestionarse dicha legitimidad, a saber: (i) conlleva a una
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subestimación sustancial de las enerǵıas de excitación s−d en metales de transición interna

3d y (ii) los efectos de relajación de core pueden afectar el resultado de los cálculos de

cambios de estado a nivel de core.697 Para remediarlo, recientemente Marsman y Kresee832

propusieron el método PAW de core relajado que incluye la optimización autoconsistente

de la densidad de carga de core y que preserva la ortogonalidad entre los orbitales de core

y valencia.

A.2. Método APW

El método de pseudopotenciales es muy útil para una gran diversidad de situaciones,

pero la elección del pseudopotencial es hasta cierto punto arbitrario pues se pierde la

información en las regiones cercanas al núcleo. La primera mejora a la calidad de la base se

logró por el conjunto de ondas planas aumentadas, APW,
{
φAPWG

}
.35,828 El método APW

está motivado por el distinto comportamiento de los electrones dependiendo si están cerca

o lejos del núcleo. En este método, el espacio se particiona en las regiones intersticial, I, y

de muffin tin, MT. La región del MT está limitada por una esfera de radio Rα alrededor

de cada átomo, donde los electrones se comportan de una forma similar a aquella de los

electrones en un átomo libre. Aqúı la esfera comprende las regiones donde se aplicarán el

pseudopotencial, mientras que la región intersticial es el espacio entre las regiones del MT

donde los electrones lejanos del núcleo se comportan como part́ıculas libres. Las ondas

planas son apropiadas para tratar a los electrones de este tipo, mientras que las funciones

atómicas lo son para describir los electrones de la región del MT. Tal descripción puede

formularse como

φAPWG (r, E) =


1√
V
ei(k+G)·r r ∈ I∑

l,m a
α,(k+G)
l,m uαl (r′, E)Yl,m (r̂′) r′ < Rα

MT ,

(A.15)

donde α es un ı́ndice para diferenciar los MTs y Yl,m (r̂′) son armónicos esféricos.

Las funciones de base φAPWG consisten en ondas planas para la región intersticial que

son aumentadas dentro de las esferas del MT con soluciones radiales de las ecuaciones

de Schrödinger atómicas. Los śımbolos k, G y r mantienen sus significados usuales y V
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es el volumen de la celda unitaria en el espacio real. El coeficiente aα,(k+G)
l,m y E deben

determinarse, y uαl son funciones radiales a través de las cuales la ecuación de Schrödinger

se resuelve numéricamente. Cada función radial corresponde a la solución del electrón α

con enerǵıa E.

La determinación de los parámetros aα,(k+G)
l,m se lleva a cabo imponiendo a la onda plana

la condición que debe coincidir con la función dentro del MT sobre toda la superficie de la

esfera. Posteriormente, cada onda plana se expande en r = rMT en armónicos esféricos, los

cuales proveen un número infinito de coeficientes que deben truncarse a algún valor lmax.

La condición de que ambas funciones deban coincidir en los ĺımites de la esfera requiere

que el número de nodos por unidad de longitud de las ondas planas (Gmax) sea similar a

aquel de las funciones angulares (lmax), RαGmax = lmax.833

El método APW no tiene un elevado uso práctico hoy en d́ıa debido a su dependencia

en el enerǵıa, ya que para describir apropiadamente un estado propio ψn,k (r), la enerǵıa E

de ese estado debe igualarse a su valor propio, pero es este valor lo que estamos buscando.

La búsqueda, por tanto, debe partir de una suposición inicial de εn,k, para la cual se

evalúan las funciones APW, y los resultados se utilizan para evaluar E en la siguiente

iteración y aśı sucesivamente. Es por tal motivo que este método se vuelve demasiado

lento para aplicarse a sistemas complejos, haciendo necesario buscar alternativas para

lograr mejorar la metodoloǵıa.

A.3. Método LAPW

En el método de ondas planas aumentadas linearizadas, LAPW,639,834,835 la función

radial uαl (r′, εn,k) se expresa como una expansión en series de Taylor de dos términos

que introduce una corrección al componente APW análogo. Las funciones radiales LAPW

consisten del mismo número de funciones radiales evaluadas a una enerǵıa linearizada fija

E0 y un nuevo término, su derivada con respecto a la enerǵıa, calculada también en E0,

uαl (r′, εn,k) = uαl (r′, E0) + (E0 − εk) ∂u
α
l (r′, E)
∂E

∣∣∣∣∣
E=E0︸ ︷︷ ︸

u̇α
l

(r′,E0)

. (A.16)
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La diferencia energética del segundo término permanece desconocido y, en consecuen-

cia, un nuevo coeficiente bα,k+G
l,m aparece en la expresión completa de la función de base

LAPW φLAPWG ,

φLAPWG (r) =



1√
V
ei(k+G)·r r ∈ I∑

l,m

[
a
α,(k+G)
l,m nαl

(
r′, Eα

1,l

)
+

+ b
α,(k+G)
l,m u̇αl

(
r′, Eα

1,l

)]
Yl,m (r̂′) r′ < Rα

MT .

(A.17)

Los coeficientes aα,(k+G)
l,m y b

α,(k+G)
l,m que representan los pesos relativos de u y u̇ aqúı

generan la coincidencia entre la función radial y la onda plana, tanto en valor como en

pendiente en el radio MT. Además, los LAPWs le proveen a la base la flexibilidad necesaria

para describir apropiadamente las funciones propias con enerǵıas propias cercanas a las

de la enerǵıa de linearización, la cual se mantiene fija.

La selección de la enerǵıa de linearización E0 no es universal, por el contrario, una

enerǵıa diferente se usa para cada momento angular l, confiriéndole un carácter tipo s,

p, d o f al conjunto de base. En consecuencia, E0 se reemplaza por un conjunto Eα
1,l

seleccionado adecuadamente, hasta l = 3. Si l > 3, puede ocuparse un valor fijo de la

enerǵıa para todo l. El mismo procedimiento puede emplearse tal como en el método

APW, pero la ecuación secular por resolver aqúı se vuelve lineal en la enerǵıa y todos

los valores propios se pueden obtener con una sola diagonalización de la matriz secular, a

diferencia del método APW.639

A.4. Método LAPW+LO

A pesar que el método LAPW se encuentra entre las técnicas más precisas para cálcu-

los de estructura electrónica en sólidos cristalinos, tiene algunos inconvenientes, el más

importante de ellos surge de la linearización misma. Los electrones que yacen cerca del

núcleo se llaman estados de core y, como se mencionó con anterioridad, se comportan

como electrones en un átomo libre a la vez de no tener un papel imprescindible en los

enlaces qúımicos y deben yacer completamente dentro de la esfera del MT. Sin embargo,

algunos estados lejanos del núcleo pueden filtrarse del MT, quedando atrapados en la
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región intersticial. Tales estados son denominados de valencia y tienen una participación

muy activa en el enlace qúımico.

Como un tercer grupo, los electrones con la misma l pero con un número cuántico

principal distinto al de los electrones de valencia, llamados estados de valencia bajos,

localizados entre los estados de core y de valencia, igualmente pueden tener un papel

importante en los enlaces. Para átomos con tales estados, también llamados de semicore,

las funciones de base son sólo aproximadamente ortogonales a los estados de semicore. Las

enerǵıas podŕıan, entonces, tener una dependencia lineal en la enerǵıa de linearización El.

La base LAPW es una buena elección sólo para valores propios cercanos a esta enerǵıa.

Los electrones de valencia que comparten el mismo l con los estados de semicore son

descritos pobremente, ya que el valor de El elegido es cercano al valor propio de las bandas

de semicore. Conforme El es incrementado hacia las bandas de valencia, los estados de

semicore comenzarán a ser pobremente descritos y sus valores propios incrementarán. En

algún punto, El traslapará con las enerǵıas propias de valencia y un estado fantasma

aparecerá, provocando que la enerǵıa total correcta no se pueda calcular.

Singh y colaboradores639,836,837 propusieron un método para solucionar estas dificulta-

des, basado en un cambio en la linearización que provee suficiente libertad variacional para

describir apropiadamente tanto los estados de semicore como los de valencia. Todas las l,

con excepción de aquellas para las que existen estados de semicore, se tratan exactamente

igual que con el método LAPW, con ambas funciones ul (r) y u̇l (r). Aquellas l acom-

pañadas de estados de semicore son descritas por los ul (r) y u̇l (r) usuales y la enerǵıa

de linearización E1,l en la región de valencia, pero se complementan con un segundo ul (r)

para las l de los estados de semicore, y una segunda enerǵıa de linearización E2,l. Como

resultado, un nuevo tipo de función de base uαl
(
r′, Eα

2,l

)
llamada orbital local (LO) se

suma al conjunto de base estándar LAPW,

φα,LOl,m (r) =



0 r ∈ I[
aα,LOl,m uαl

(
r′, Eα

1,l

)
+ bα,LOl,m u̇αl

(
r′, Eα

1,l

)
+

+ cα,LOl,m uαl
(
r′, Eα

2,l

)]
Yl,m (r̂′) r′ < Rα

MT .

(A.18)

A este tipo de funciones de base se les llama locales, ya que no coinciden con las ondas
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planas en la región intersticial. Por tanto, la nueva condición ĺımite que debe agregarse es

que las funciones de base deben ser continuas tanto en valor como pendiente en el radio

del MT y, adicionalmente, ir a cero en el ĺımite de la esfera r ≤ RMT . Estas condiciones

a la frontera permiten encontrar los coeficientes aα,LOl,m , bα,LOl,m y cα,LOl,m .

A.5. Método APW+lo

La linearización de funciones de base APW en el método LAPW es dependiente de

la enerǵıa, lo cual se elimina con el costo de conjuntos de base de alguna manera más

grandes en el método LAPW+LO. Sjöstedt838 propuso un método que expande la función

de onda en términos de un conjunto de base independiente de la enerǵıa, que permanece

con el mismo tamaño que el conjunto de base APW y que denominamos APW+lo.

El método APW+lo igualmente provee mayor libertad variacional al emplear un con-

junto de base complementario que consiste en orbitales locales para los números cuánticos

l f́ısicamente importantes, generalmente l ≤ 3. Los orbitales usados se encuentran en-

teramente confinados dentro de las esferas del MT y son locales en el mismo sentido

que aquellos utilizados por Singh,836 i.e., para tratar estados de semicore. Por tanto, es-

te método consiste de funciones de base de dos tipos, APWs y LOs. El primer tipo son

exactamente los mismos que aquellos descritos en la ecuación (A.15), mientras que los

segundos tienen la forma

φα,lol,m (r) =


0 r ∈ I∑
l,m

[
aα,lol,m u

α
l (r′, E1,l) + bα,lol,m u̇

α
l (r′, E1,l)

]
Yl,m (r̂′) r′ < Rα

MT .

(A.19)

Las enerǵıas Eα
1,l son las mismas que para las correspondientes APWs, mientras que los

coeficientes aα,lol,m y bα,lol,m se encuentran al requerir que las funciones estén normalizadas y

que se deban desvanecer en los ĺımites de la esfera del MT, respectivamente. Las enerǵıas

pueden encontrarse de la misma forma que en el método LAPW+LO mediante una sola

diagonalización de la matriz, pero requiriendo un parámetro de corte inferior para las

ondas planas, de donde se obtienen un número similar de funciones que en APW pero

más pequeñas que en el caso de LAPW+LO, por lo que el conjunto APW+lo no sólo
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es más rápido que LAPW, sino que también provee una mejor descripción de funciones

propias cercanas a Eα
1,l.

En general, la convergencia de estos conjuntos de base se controla por muchos paráme-

tros, que incluyen la expansión de las ondas planas en la región intersticial, el tamaño

del radio de core rc o del muffin tin RMT , y, dependiendo de la metodoloǵıa, la des-

cripción de los estados de core y semicore, entre otros. Para la expansión de las ondas

planas en los métodos AE, el tamaño de la base se determina por el número adimensional

(RMT )×máx (|G + k|) que a menudo suele referirse a la esfera con el menor valor de RMT .

Este es uno de los puntos más problemáticos para la expansión, ya que entre mayor sea

este valor, menor debe ser el conjunto de ondas planas para lograr la misma descripción en

la región intersticial. Un radio mayor reduce la dimensión del conjunto de ondas planas,

pero también produce resultados mal convergidos porque las funciones atómicas no son

las adecuadas para describir a la función de onda en las regiones lejanas del núcleo.
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Comparación de los métodos PAW y

LAPW+LO

La disponibilidad de pseudopotenciales en las implementaciones de DFT que hacen

uso de esta metodoloǵıa es limitada, existe sólo una libreŕıa de pseudopotenciales de nor-

ma conservada para meta-GGAs,839 y la mayoŕıa de los cálculos de materia condensada

con GGAs y meta-GGAs utilizan pseudopotenciales calibrados con PBE.648,840–844 Fuchs

y colaboradores estudiaron este tipo de inconsistencias,650 y encontraron que el empleo

de pseudopotenciales LDA en cálculos con GGAs produce errores significativos en la de-

terminación de propiedades estructurales. Bartók y Yates,845 por su parte, mostraron que

el uso de pseudopotenciales consistentes, i.e. con el mismo funcional, reproduce mejor los

resultados obtenidos con metodoloǵıas de potencial completo.

Con el propósito de estudiar la reproducibilidad de los resultados obtenidos con el

método de pseudopotenciales (PAW) calibrados para PBE, y el de potencial completo

(LAPW+LO), consideramos distintas aproximaciones al funcional de la densidad. Estos

funcionales corresponden a la familia de PBEsol, PBE y PBEmol que comparten la misma

forma, pero vaŕıan la magnitud del coeficiente cuadrático de la expansión en gradientes,

y el funcional CAP cuya forma es completamente distinta a la de los anteriores. Los

resultados para las constantes de malla y módulos de compresibilidad se muestran en las

Tablas B.1 y B.2, respectivamente.
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Tabla B.1: PAW y LAPW+LO para constantes de malla, en Å.

Vasp Elk

Sol. Exp. PBEsol PBE PBEmol CAP PBEsol PBE PBEmol CAP

C 3.553 3.553 3.570 3.577 3.566 3.554 3.571 3.579 3.568

Si 5.421 5.435 5.470 5.485 5.456 5.434 5.471 5.487 5.458

Ge 5.644 5.674 5.762 5.806 5.716 5.676 5.760 5.801 5.719

Sn 6.477 6.536 6.652 6.710 6.595 6.538 6.652 6.710 6.596

SiC 4.346 4.359 4.381 4.389 4.375 4.359 4.380 4.390 4.375

BN 3.592 3.606 3.624 3.632 3.621 3.608 3.627 3.634 3.624

BP 4.525 4.521 4.549 4.560 4.541 4.523 4.551 4.562 4.544

AlN 4.368 4.377 4.404 4.415 4.402 4.374 4.400 4.410 4.399

AlP 5.451 5.471 5.507 5.528 5.501 5.470 5.507 5.523 5.500

AlAs 5.649 5.681 5.734 5.766 5.718 5.674 5.728 5.753 5.710

GaN 4.520 4.497 4.550 4.577 4.524 4.510 4.559 4.584 4.537

GaP 5.439 5.438 5.508 5.542 5.475 5.439 5.506 5.537 5.477

GaAs 5.640 5.663 5.751 5.795 5.707 5.659 5.745 5.787 5.705

InP 5.858 5.878 5.959 5.997 5.922 5.879 5.960 5.998 5.924

InAs 6.047 6.089 6.187 6.236 6.140 6.084 6.183 6.232 6.138

InSb 6.468 6.519 6.633 6.691 6.580 6.517 6.632 6.691 6.580

LiH 3.979 3.978 4.007 4.014 4.057 3.990 4.016 4.023 4.067

LiCl 3.972 5.064 5.151 5.186 4.109 5.038 5.127 5.161 4.068

NaF 5.070 4.636 4.704 4.727 5.197 4.589 4.657 4.683 5.184

NaCl 5.569 5.607 5.698 5.730 5.809 5.603 5.698 5.731 5.807

MgO 4.189 4.216 4.255 4.271 4.259 4.148 4.184 4.200 4.190

Li 3.443 3.432 3.435 3.431 3.521 3.434 3.436 3.432 3.583

Na 4.214 4.171 4.198 4.201 4.321 4.172 4.199 4.203 4.324

K 5.212 5.218 5.286 5.305 5.446 5.214 5.284 5.304 5.442

Rb 5.577 5.568 5.668 5.701 5.830 5.569 5.669 5.703 5.831

Cs 6.039 6.010 6.159 6.211 6.347 6.012 6.161 6.215 6.352

Ca 5.556 5.456 5.525 5.551 5.556 5.457 5.529 5.557 5.560

Ba 5.002 4.882 5.021 5.081 5.008 4.885 5.023 5.084 5.011

Sr 6.040 5.912 6.025 6.071 6.046 5.911 6.023 6.068 6.043

Al 4.018 4.016 4.039 4.061 4.052 4.013 4.039 4.047 4.040

Fe 2.853 2.773 2.815 2.834 2.817 2.722 2.757 2.775 2.741

Co 3.524 3.468 3.522 3.549 3.508 3.406 3.453 3.477 3.432

Ni 3.508 3.465 3.520 3.548 3.495 3.456 3.510 3.537 3.486

Sc 3.270 3.223 3.268 3.288 3.263 3.225 3.270 3.290 3.264

Ti 2.915 2.870 2.907 2.925 2.895 2.870 2.908 2.926 2.896

Hf 3.151 3.124 3.168 3.189 3.151 3.126 3.171 3.192 3.153

V 3.021 2.959 2.997 3.016 2.981 2.959 2.997 3.015 2.981

Nb 3.294 3.272 3.310 3.329 3.290 3.271 3.310 3.330 3.290

Ta 3.299 3.280 3.318 3.337 3.299 3.282 3.321 3.341 3.302

Mo 3.141 3.131 3.161 3.177 3.144 3.130 3.161 3.177 3.144

W 3.160 3.153 3.183 3.197 3.167 3.155 3.184 3.199 3.169

Tc 2.716 2.706 2.733 2.748 2.718 2.706 2.733 2.748 2.718

Re 2.744 2.739 2.765 2.777 2.751 2.741 2.766 2.778 2.751

Ru 2.669 2.661 2.690 2.705 2.673 2.660 2.690 2.705 2.672

Os 2.699 2.699 2.723 2.736 2.709 2.698 2.723 2.735 2.708

Rh 3.794 3.780 3.830 3.856 3.801 3.778 3.829 3.855 3.800

Ir 3.831 3.829 3.870 3.891 3.845 3.830 3.869 3.892 3.847

Pd 3.876 3.876 3.942 3.978 3.906 3.874 3.941 3.976 3.905

Pt 3.913 3.919 3.971 3.998 3.940 3.917 3.969 3.996 3.939

Cu 3.595 3.563 3.631 3.664 3.600 3.562 3.628 3.660 3.600

Ag 4.062 4.050 4.146 4.196 4.098 4.052 4.147 4.197 4.099

Au 4.062 4.079 4.155 4.196 4.111 4.083 4.158 4.198 4.113
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Tabla B.2: PAW y LAPW+LO para módulos de compresibilidad, en GPa.

Vasp Elk

Sol. Exp. PBEsol PBE PBEmol CAP PBEsol PBE PBEmol CAP

C 454.7 450.620 433.894 426.993 435.365 450.016 429.892 422.922 434.395

Si 101.3 93.627 88.701 86.603 90.094 93.253 87.399 85.251 89.729

Ge 79.4 67.724 58.852 54.909 63.748 67.597 59.718 56.022 64.103

Sn 42.8 41.794 35.908 33.328 38.913 41.934 36.667 33.983 39.361

SiC 229.1 221.420 212.559 208.760 214.154 219.233 209.802 205.788 213.068

BN 410.2 385.428 371.401 365.383 371.634 383.500 368.285 362.553 370.364

BP 168.0 169.266 161.727 158.598 162.719 168.879 160.143 157.007 162.151

AlN 206.0 199.989 191.695 186.779 191.336 204.196 193.216 190.027 193.488

AlP 87.4 86.508 81.977 77.790 82.615 86.434 81.557 79.778 82.802

AlAs 75.0 71.984 66.686 62.460 68.203 71.869 66.592 64.330 68.546

GaN 213.7 187.957 170.144 161.960 177.547 170.396 162.038 155.741 168.298

GaP 89.6 84.719 76.182 72.391 79.537 84.723 76.175 72.604 79.593

GaAs 76.7 69.074 60.449 56.599 64.481 69.209 60.919 57.156 64.567

InP 72.0 66.777 59.467 56.264 62.234 66.649 59.264 56.100 62.025

InAs 58.6 55.877 48.638 45.411 51.737 55.817 48.871 45.646 51.700

InSb 46.1 42.984 36.902 34.239 39.431 42.867 37.056 34.359 39.261

LiH 40.1 37.057 36.147 35.960 32.500 37.294 36.616 36.620 32.558

LiCl 76.3 35.087 31.734 30.604 57.914 36.226 31.687 30.291 26.232

NaF 38.7 48.645 44.942 44.060 27.292 55.702 50.629 49.895 78.751

NaCl 27.6 25.902 23.708 23.151 18.043 25.846 23.846 23.284 18.641

MgO 169.8 157.091 148.724 145.696 145.637 179.396 164.677 159.589 162.172

Li 13.1 13.707 13.882 14.044 11.825 13.690 13.854 14.005 11.197

Na 7.9 7.889 7.782 7.813 6.365 7.855 7.761 7.795 6.267

K 3.8 3.727 3.593 3.577 2.843 3.713 3.567 3.545 2.846

Rb 3.6 2.953 2.790 2.755 2.203 2.949 2.777 2.740 2.210

Cs 2.3 2.048 1.965 1.943 1.525 2.010 1.936 1.918 1.545

Ca 15.9 17.840 17.456 17.312 16.304 17.659 16.788 16.648 16.237

Ba 10.6 9.205 8.719 8.526 8.118 9.089 8.574 8.404 8.091

Sr 12.0 12.405 11.171 11.049 11.034 12.569 11.639 11.388 11.002

Al 77.1 81.908 77.075 67.241 77.336 81.249 76.778 75.514 78.847

Ni 192.5 231.025 198.453 184.645 212.908 236.072 206.026 192.081 217.986

V 165.8 196.493 182.334 176.148 184.610 196.048 180.528 174.214 186.071

Nb 173.2 182.222 170.301 164.796 173.374 182.183 168.269 162.900 173.917

Ta 202.7 207.910 195.352 189.899 199.489 199.649 189.315 183.716 194.956

Mo 276.2 279.426 259.239 250.052 267.472 279.524 257.473 247.946 268.041

W 327.5 324.174 303.615 294.497 312.669 320.768 298.983 289.858 309.539

Rh 277.1 295.900 257.644 240.066 279.710 297.108 260.349 242.403 281.275

Ir 362.2 387.607 348.344 329.977 373.492 387.832 348.715 328.739 366.681

Pd 187.2 204.987 169.217 152.575 189.213 206.180 172.191 155.762 190.490

Pt 285.5 287.592 248.466 230.324 273.717 289.874 251.996 234.229 273.000

Cu 144.3 166.899 139.394 127.719 151.443 168.693 142.832 131.694 152.741

Ag 105.7 118.978 91.182 79.545 105.041 120.475 94.438 82.749 105.676

Au 182.0 175.662 140.072 123.783 161.774 175.710 142.985 127.055 162.089
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54 S. Kümel y J. P. Perdew, Mol. Phys. 101, 1363 (2003).
55 J. P. Perdew, Unified Theory of Exchange and Correlation Beyond the Local Density Approximation,

en P. Ziesche y H. Eschrig, Eds., Electronic Structure of Solids ’91 (Akademie Verlag, Berlin 1991),
Physical Research, vol. 17, pp. 11–20.

56 M. M. Odashima y K. Capelle, J. Chem. Phys. 127, 054106 (2007).
57 E. H. Lieb y S. Oxford, Int. J. Quantum Chem. 19, 427 (1981).
58 G. K. L. Chan y N. C. Handy, Phys. Rev. A 59, 3075 (1999).



BIBLIOGRAFÍA 159
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419 J. Klimeš, D. R. Bowler, y A. Michaelides, J. Phys. Condens. Mat. 22, 022201 (2010).
420 M. M. Odashima, K. Capelle, y S. B. Trickey, J. Chem. Theory Comput. 5, 798 (2009).
421 L. S. Pedroza, A. J. R. da Silva, y K. Capelle, Phys. Rev. B 79, 201106 (2009).
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716 E. Ruiz, A. Rodŕıguez-Fortea, J. Tercero, T. Cauchy, y C. Massobrio, J. Chem. Phys. 123, 074102

(2005).
717 T. Todorova, A. P. Seitsonen, J. Hutter, I. W. Kuo, y C. J. Mundy, J. Phys. Chem. B 110, 3685

(2006).
718 A. Kiejna, G. Kresse, J. Rogal, A. De Sarkar, K. Reuter, y M. Scheffler, Phys. Rev. B 73, 035404

(2006).
719 A. Stroppa, K. Termentzidis, J. Paier, G. Kresse, y J. Hafner, Phys. Rev. B 76, 195440 (2007).
720 M. Marsman, J. Paier, A. Stroppa, y G. Kresse, J. Phys.: Condens. Mat. 20, 064201 (2008).



BIBLIOGRAFÍA 179
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819 D. A. Mazziotti, Phys. Rev. A 60, 3618 (1999).
820 D. A. Mazziotti, Chem. Phys. Lett. 326, 212 (2000).
821 W. Kutzelnigg y D. Mukherjee, Chem. Phys. Lett. 317, 567 (2000).
822 M. Piris, Natural Orbital Functional Theory (en Reduced-Density-Matrix Mechanics: With Application

to Many-Electron Atoms and Molecules, 2007), Caṕıtulo 14, pp. 385–427.
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