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Resumen

Se revisan los teoremas que hacen posible el calculo de propiedades de sistemas fer-
mionicos con la matriz de densidad reducida de orden 1 (MDRI1); posteriormente se
discute como se lleva a la practica toda la fundamentacion de la MDR1 mediante los
funcionales de orbitales naturales de Piris (PNOFs). Esta discusion nos lleva al punto
medular de esta tesis, que es generalizar los PNOFs para poder calcular sistemas de
espin no compensado ! (sistemas con electrones desapareados). Se examina el codigo
DoNOF que permite hacer la evaluacion numérica de propiedades atémicas usando la
MDRI1. Se muestra que los cuellos de botella del DoNOF estan asociados a las integra-
les multicéntricas. Como una alternativa, se desarrolla una maquinaria de integracion
multidimensional en CUDA y OpenMP. Se describe la implementaciéon en DoNOF
de los PNOFs de espin polarizado. Finalmente, se lleva a cabo la validacion de estos
funcionales con el modelo de Hubbard en una dimensién y se calculan constantes espec-

troscopicas de moléculas diatomicas de espin polarizado las cuales tienen una calidad

comparable a CASSCF y CASPT22






Abstract

The theorems which enable the calculation of properties of fermionic systems using
the reduced density matriz of order 1 (MDR1) are reviewed; then it is discussed how the
entire foundation of MDR1 is carried out through the Piris Natural Orbital Functionals
(PNOFs). This discussion brings us to the core point of this thesis, which is to gene-
ralize the PNOFs in order to calculate non-compensated spin systems! (systems with
unpaired electrons) and with this the DoNOF code that allows calculations of atomic
properties using the MDRI1 in numerical form. On the other hand, it is shown that
DoNOF bottlenecks are associated with multi-center integrals and accordingly, a multi-
dimensional integration machinery is developed in CUDA and OpenMP . Subsequently,
polarized spin PNOFs are successfully implemented in DoNOF. Finally, the valida-
tion of these functionals is carried out with the Hubbard model in one dimension and

the spectroscopic properties of diatomic molecules with polarized spin are calculated,

obtaining results similar to CASSCF and CASPT2?.
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1 Introduccidn.

1.1. Mecanica Cuantica.

En mecanica cuantica, al resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
y obtener la funcion de estado o de onda, @, se tiene toda la informacion sobre el sistema
cuantico no relativista, descrito por el Hamiltoniano H.3 La ecuacién de Schrédinger

dependiente del tiempo es

®(Xy,..., X .
ind®( 1’(,%’ N’t):H(b(Xl,...,XN,t) (1.1)

donde > = —1, h es la constante de Planck dividida entre 2w, N corresponde al

numero de particulas y como ya dijimos, ® es la funcion de onda la cual contiene toda
la informacion del sistema. Para sistemas electronicos, la funcion de onda depende de
4N grados de libertad, donde 3N de ellos son espaciales y N corresponden al espin.
Adicionalmente, para problemas con potenciales dependientes del tiempo, la funciéon
de onda puede tener una dependencia temporal. H es el operador Hamiltoniano y este
operador define o modela al sistema cuantico de interés.

La ecuacion (1.1) es una ecuacion diferencial parcial, con una dependencia en 3N
grados de libertad espaciales y N de espin, més el grado de libertad temporal, por
consiguiente presenta un sinntimero de dificultades al tratar de encontrar soluciones
exactas cuando se trata de problemas de méas de dos cuerpos.

Cuando el Hamiltoniano no depende del tiempo, se puede proponer una solucion por

separacion de variables de la forma
O (Xy,...,. XN, t) =V (Xq,...,Xn)T(2). (1.2)

Sustituyendo este producto (1.2) en la ecuacion (1.1) y resolviendo la ecuacion diferen-



1 Introduccién.

cial para T'(t), obtenemos que la evolucion temporal estd dada por

T(t) = Ae n, (1.3)

en donde A es la amplitud y E es la energia. Los estados descritos de esta manera se
conocen como estados estacionarios. Por otro lado, la parte espacial de la funcién de
onda se obtiene de resolver la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo:

~

HYU (X1,...,Xn)=EVU(X1,...,Xn). (1.4)

En esta ecuacion el eigenvalor F corresponde a la energia del sistema. Asi, cuando
el potencial es independiente del tiempo la funcion de onda estacionaria que describe
al sistema est4 dada por:*

_iBt

T (X, X ), (1.5)

®(X1,..., XN, t) = Ae

donde A es una constante de normalizacion. La funcién de onda no tiene sentido fisico
como tal, ya que, entre otras cosas, es una funcion compleja. La cantidad con sentido

fisico es el cuadrado de la funcién de onda®

O(Xp, o X)) ® (X, X 1), (1.6)

que representa la densidad de probabilidad la cual no cambia con el tiempo cuando el
sistema esta en un estado estacionario.

Hasta ahora sabemos que el operador Hamiltoniano H acttia sobre la funcion de
onda y también mencionamos que a través de éste vamos a modelar al sistema. Su

forma general, se compone por un operador de energia cinética y un potencial, esto es:

H=-) —V’4+V(Xy1,..., Xy); (1.7)

el primer término es la energia cinética que en mecanica cuantica se asocia al operador
—%mivf, donde m; es la masa de la ¢ ésima particula. Debido a que estamos mode-
lando un sistema de muchos cuerpos, este operador actia sobre las N particulas. El
segundo término corresponde al potencial V(Xq,..., Xy) y este depende de la posi-

cion de las 3N coordenadas espaciales. Desde esta ecuacion y a lo largo de todo este

10



1.1 Mecénica Cuéntica.

trabajo utilizaremos unidades atomicas que se definen a partir de h = e = m, = 1,
donde e y m, son la magnitud de la carga y la masa del electron, respectivamente.
En el presente trabajo, estamos interesados en describir propiedades de moléculas que
estan constituidas por atomos, que a su vez estan formados por protones, neutrones
y electrones. Por lo tanto, las interacciones entre las particulas que constituyen los
atomos y moléculas pueden modelarse mediante el operador Hamiltoniano molecular

H.,..; que contiene las interacciones coulémbicas entre nicleos, electrones y ntcleos con

electrones, y en unidades atomicas se escribe como

. 1 747
Himot = _Zi:f? - Z 2MA Z < r = (18)

A—TB\

1
sz—w Zﬁ

en donde My es la masa del A ésimo nucleo, y se considera que los niucleos y los elec-
trones son particulas puntuales. El primer término es el operador de energia cinética
electronica, el segundo es la energia cinética nuclear, el tercero es la interacciéon entre
nucleos con carga Z, v Zp, el cuarto es el potencial de interacciéon entre ntucleos y
electrones y el quinto operador corresponde a la interacciéon entre electrones. Las res-
tricciones A > B en el operador de interaccion entre niicleos y ¢ > j entre electrones
son para evitar el doble conteo y la autointeraccion.

La manera mas comin de abordar el problema de estructura electréonica de la materia
descrito por el Hamiltoniano (1.8) es mediante la aproximacion de Born y Oppenhei-
mer®, la cual desacopla lo que el movimiento nuclear del electronico(en este contexto
el movimiento no tiene el mismo sentido clasico ya que formalmente no estamos ha-
blando de trayectorias). Esta aproximacion parte de que como los nicleos son mucho
méas pesados que los electrones se puede considerar que los niucleos son estaticos. Asi,
la funciéon de onda puede expresarse como un producto separable de las coordenadas

electronicas {z;} y nucleares {l;}

\I/(ll,...,lp,$1,...,l’N) = @(ll,...,lp)\lf(xl,...,l’]\[). (19)
La funciéon de onda nuclear corresponde a © (Iy,...,1,) y la funcién de onda electronica
U (x1,...,2N), es funcion propia del Hamiltoniano electronico:

11



1 Introduccién.

- 1 Za 1
= RN oy O

i>j
Utilizando el Hamiltoniano electronico (1.10), obtenemos la ecuacion de Schréedinger

electrénica

~

Hel\l’ (l’l,...,IN) :Eel\If (:L’l,...,J}N), (111)

donde E.; es la energia del sistema electréonico, dentro de la aproximacion de Born-

Oppenheimer.

Para la construccion de la funcion de onda de la ecuacion (1.11) primero debemos
considerar que estamos trabajando con particulas idénticas (electrones) e indistingui-
bles. Por otro lado, la mecanica cuantica establece que la funcién de onda de un sistema
de bosones o fermiones debe ser simétrica o antisimétrica, respectivamente. En el pre-
sente trabajo estamos enfocados en sistemas de muchos fermiones, de modo que la

funcion de onda debe ser antisimétrica,

Uz, @iy, gy yany) = =V (2,025,000, 24y .o, XN) (1.12)

El cumplimiento de esta simetria de permutaciéon implica que se estd cumpliendo el
principio de exclusién de Pauli y que el sistema de fermiones sigue una estadistica de

Fermi-Dirac.

Sabiendo lo anterior, una forma de representar a la funcién de onda es mediante
un determinante, mejor conocido como determinante de Slater?, ya que cumple con la
propiedad de cambiar de signo cuando se intercambia cualquier par de filas o columnas.
Cada elemento de este determinante es una funcion de un electron y si se incluye la
dependencia en el espin, se le llama espin orbital. La expansiéon del determinante tiene

la siguiente forma :

U (21,00 ) = \/%Z (=1)% P, {d;,x. .., b} (1.13)

donde ¢; es el j ésimo espin orbital, N es el nimero de electrones, P; es el operador de
permutacion y p; es la paridad de la ¢ ésima permutacion. Esta expresion simplifica la

manipulaciéon algebraica al llevar a cabo operaciones con determinantes de /N cuerpos.

12



1.1 Mecénica Cuéntica.

Cada funcion de onda representada por un determinante es una configuracion elec-
tronica. Si se utiliza una tnica configuracion para describir un problema de muchos
cuerpos estamos dentro de la metodologia de Hartree-Fock (HF). En la literatura a
este método también se le conoce como teoria de campo autoconsistente, lo que quiere
decir, que las soluciones a la ecuaciéon no lineal de HF se comportan como si cada
particula estuviera sujeta a un campo medio generado por todas las particulas restan-
tes. Este campo medio forma parte del operador de Fock F,S’Q. Las ecuaciones de HF
son un conjunto acoplado de ecuaciones integrodiferenciales las cuales se resuelven de
forma iterativa por el procedimiento de campo autoconsistente o SCF, por sus siglas
en inglés. Utilizando H,; y (1.13), en la teoria de HF los espin orbitales se obtienen de

resolver

F¢i = e, (1.14)

donde F es el operador de Fock que incluye contribuciones monoelectronicas y bielec-
tronicas, estas ultimas a partir de la interacciéon coulombica entre los electrones, y que
dan lugar a una interaccion coulémbica directa y otra de intercambio, las cuales surgen
por la antisimetria impuesta en el determinante (1.13). Es importante senalar que el

intercambio toma en cuenta interacciones del mismo espin.

Para describir 4&tomos y moléculas, es necesario utilizar mas de una configuracion
electrénica, dicho de otra forma, es necesario escribir la funcién de onda como una
combinacion lineal de configuraciones, lo cual da origen al método que conoce como
interaccion de configuraciones completo (FCI) o diagonalizacion exacta, si es que se
utilizan todas las posibles configuraciones dentro del espacio orbital considerado. Me-
diante este método se obtiene la funcién de onda exacta no relativista y dentro de la

aproximacion de Born Oppenheimer.(1.11)

Aunque se aproxim6 el Hamiltoniano electrénico, el problema de muchos electrones
sigue siendo bastante complejo como para obtener una solucién analitica general. Por
tanto, es necesario utilizar métodos aproximados. En estructura electrénica, lel método
variacional es el més utilizado para resolver metodologias como HF o FCI.1° El método
variacional consiste en variar parametros de los cuales depende una funcion de onda de
prueba, o funciéon de onda variacional, ¢ hasta que el valor esperado del Hamiltoniano

corresponda a un minimo. Asi, el principio variacional nos garantiza que la funcion

13



1 Introduccién.

variacional 6ptima cumplira con

(0] Het ) > e, (1.15)

donde ¢ es la energia exacta del problema y |¢) debe ser estar normalizada. A pesar
de que se utilice el método variacional, la descripcion de sistemas de muchos electrones
de forma exacta, es una tarea muy compleja. Si tenemos un problema de N electrones
con 2k espin orbitales, podemos construir 2k!/N!(2k — N)! configuraciones, lo cual
muestra que el problema tiene una complejidad factorial la cual obstaculiza su abordaje
computacional. Por ello, es necesario recurrir a metodologias alternativas, pero antes
de entrar de lleno en esta discusién, vale la pena hacer mencién de uno de los conceptos
mas importantes en la mecanica cuantica de la materia. Nos referimos a la energia de

correlacion electrénica que definié Léwdin ! como:
Ecorr = EFCI - EHF'7 (116)

Asi, la energfa de correlacion es la diferencia entre la energia exacta no relativista (FCI)
v la energia de HF, que se obtiene con una funcion de onda monodeterminantal, esto
es, una configuracion electronica. Como ya se menciond, obtener esta energia mediante
FCI resulta una tarea titdnica a nivel computacional.'? Las alternativas via el camino
de la funcién de onda que recuperan gran parte de la energia de correlacién y a su
vez son menos costosas a nivel computacional son: cimulos acoplados con excitaciones
simples, dobles y triples perturbativas CCSD(T),'® Mgller-Plesset de segundo orden
MP2 y espacio activo completo de campo autoconsistente (CASSF), !> con su variante
perturbativa (CASPT?2).!% Las dos primeras al no ser variacionales pueden obtener una
energia menor a FCI, mientras que la 1ltima, es variacional y bastante mas econémica,
sin embargo, obtener el espacio activo es un problema que depende de cada sistema y

no se ha encontrado una forma sistemética para determinarlo.

Como respuesta a los problemas asociados a los métodos de funciéon de onda surgieron
metodologias que plantean recuperar la energia de correlaciéon sin necesidad de utilizar
la funcion de onda. La mas popular es la teoria de funcionales de la densidad (DFT),"
la cual se basa en los teoremas de Hohenberg-Kohn y que tiene a la teoria de Kohn Sham

(KS) como el camino practico mas exitoso para estudiar la estructura electronica de la

14



1.1 Mecénica Cuéntica.

materia y de los cuales se hablara en el siguiente capitulo. El éxito de los funcionales
de la densidad aproximados (DFAs) se debe a que la densidad inicamente depende de

una coordenada espacial, lo cual, disminuye el costo computacional de forma drastica.

A pesar de su creciente popularidad, los DFAs presentan algunos inconvenientes; uno
de los principales es la aproximacion al funcional universal, el cuél depende tanto de la
energia de interaccion entre electrones (que depende de dos coordenadas electronicas)
como de la energia cinética (que es un funcional fuertemente no local). Por otro lado,
la simplificaciéon que implica DFT trajo como consecuencia el surgimiento de una gran
cantidad de DFAs semiempiricos, los cuales pierden la cualidad de construirse con base
en primeros principios y, consecuentemente, se alejen de las reglas que rigen la mecénica

cuantica.'®

Una formulacion alternativa que ha ganado popularidad en los tltimos anos se basa
en la teoria de la matriz de densidad reducida de primer orden MDR1. Esta se sustenta
en la generalizacion de los teoremas de Hohenberg v Kohn que se denomina teorema
de Gilbert. La MDR1 se diferencia de los métodos de funciéon de onda y de DFT en
que la MDR1 es una funcion que tiene 8 grados de libertad. Dicho de otra forma, de-
pende de dos coordenadas electronicas. Por lo tanto la MDRI1 tiene mas informacion
que la densidad electronica pero mucho menos que la funciéon de onda, lo cual la hace
mucho menos costosa que FCI pero un poco més que DFT. Otra caracteristica es que
la funcion que se busca de manera variacional es la MDR1. Dentro de esta formulaciéon
también se busca un funcional universal pero este depende tinicamente del potencial
entre electrones y por lo tanto es mucho mas simple de aproximar que los funcionales
de DFT. Esta combinacion de costo computacional y claridad tedrica en la busqueda
del funcional la convierte en una alternativa bastante atractiva y poco explorada. FEn
el presente trabajo nos enfocamos en el método de funcionales de la MDRI1, y mas
especificamente, en la metodologia denominada teoria de funcionales de orbitales na-
turales de Piris (PNOFs) donde se busca su generalizacion a sistemas con electrones

desapareados.

15



1 Introduccion.
1.2. Propiedades de las Matrices de Densidad
Reducidas (MDR).

Como se mencion6 en la secciéon anterior, en el presente trabajo se busca obtener
propiedades de sistemas cuanticos a partir de la MDR1; sin embargo, para entender
su importancia tedrica y practica, es necesario discutir propiedades de una matriz de
densidad més general, la matriz de densidad reducida de orden p (MDRp), para después
estudiar como casos particulares la MDR1 y MDR2. Tanto Lowdin como McWeeny

discutieron estas propiedades. %2

La matriz de densidad (MDn) se desarrollo y utiliz6 por primera vez en mecénica
estadistica, en donde los sistemas de interés son ensambles.?! Posteriormente, se utiliz6
en problemas de N cuerpos en mecanica cuantica.?? La MDn se construye a partir del

producto de una funcién de onda con su complejo conjugado

Al igual que en la funcion de onda, cada coordenada es un tetravector; también puede
observarse que depende tanto de un conjunto de coordenadas primadas {2/} y no prima-
das {z;}, lo cual implica que es mas general que la densidad de probabilidad electronica
de N particulas, ya que esta ultima depende de un conjunto tunico de coordenadas {x}.
Una manera de interpretar esta definicion es que los conjuntos de coordenadas {x;} y
{2} que aparecen en las funciones W y ¥* equivalen a los indices que rotulan a una
matriz, y por este motivo se les da el nombre de matrices de densidad.

Hasta este punto hemos utilizado tinicamente la representacion de coordenadas de la
mecdnica cudntica. Sin embargo, por diversos motivos se trabajard en otras formulacio-
nes de la mecénica cuantica, como la de bra-Ket 6 segunda cuantizacion y la mecénica
matricial.?* La representacion de bra-Ket nos permite escribir la (MDn) mediante los

vectores fila (bra) y columna (ket)
v =W (¥, (1.18)

en donde el vector columna |¥) representa la funcion de onda y el vector fila (V|

representa el complejo conjugado (note que este producto genera una matriz). En

16



1.2 Propiedades de las Matrices de Densidad Reducidas (MDR).

esta formulacién, la MDn es un operador de proyeccion, que se denomina operador
de densidad, 4y , y tiene la propiedad de ser hermiteano 4y = 4, lo cudl tiene
como consecuencia que sus eigenvalores siempre son numeros reales; otra propiedad

importante que cumple 4 es la nilpotencia.?*

Si la MDn (1.17) corresponde a una superposicion lineal de funciones de onda que
vienen de un Hamiltoniano en particular, entonces es necesaria una descripcion esta-
distica de la matriz de la densidad. En nuestro caso, esto ocurre cuando el sistema de
interés es parte de un sistema mas grande y cerrado, como por ejemplo un electrén
en un bano de electrones. Asi, se dice que un estado es puro si estd descrito por una
funcion de onda y mezclado si no puede describirse por una tnica funciéon de onda.
Por lo anterior, un estado mezclado puede representarse como un promedio de estados

puros mediante la matriz de densidad de ensamble (MDEn)!7
DY (a1 vy, ay) = S w0l s an) (), (119)

donde {V; (z1,...,zx)} son funciones de onda de estados puros y w; son los pesos
estadisticos, los cuales son niimeros reales no negativos. Cada estado puro VU, tiene una
probabilidad w;. Observe que la MDn y la MDEn dependen de 8N grados de libertad
mientras la funcién de onda depende de 4N. En la formulacion de Dirac, la MDEn se

puede escribir como

I'y = Zw ;) (0] (1.20)

en donde los pesos cumplen con la condicioén ), w; = 1. Una condicién en comin de la
MDn y la MDEn es que la traza de ambos operadores es igual a uno, lo cual implica

que estan normalizadas en una base arbitraria:
Tr <fN> =1 y  Tr(n) =1 (1.21)

aqui T'r es el operador de traza y este se encarga de sumar todos los elementos diago-
nales cuando se trata de un espectro discreto; en un espectro continuo se lleva a cabo

la integraciéon sobre cada una de las variables.

Para simplificar el algebra durante el trabajo se utilizaran indistintamente los estados

puros 6 mezclados para llevar a cabo demostraciones algebraicas o teoremas de forma

17



1 Introduccién.

méas conveniente, siempre mencionando si la demostracion puede ser reciproca, es decir,
si el mismo teorema o demostracion aplica tanto para ensamble como para un estado

puro.

Hasta ahora se han discutido propiedades de la MDn y la MDEn y sobre la informa-
cion que posee cada una, pero existe una forma méas simple de calcular las propiedades
de un sistema mediante la matriz de densidad reducida de orden p (MDRp), que a

diferencia de las anteriores, esta depende de p coordenadas donde p < N.

El primero que se percat6 de las MDRp fue Husimi en 1940 al hacer actuar si-
multaneamente la MDR1 y el operador hamiltoniano del oscilador armoénico. En esta
direccion, las MDRp cobran sentido y se aprecia su utilidad al escribir los valores es-
perados de operadores de p cuerpos no locales, flijmp, los cuales pueden escribirse en
términos de la matriz de densidad reducida de orden p como <7APAUWP>.25 Asi, si se
desea obtener el valor esperado de un operador de p cuerpos Aij__p, sblo se requiere
del conocimiento de 7P, y no de la funcion de onda. Para demostrar lo anterior, con-

sideremos el valor esperado del operador A;; , con una funcién de onda de estado

puro

N
AZ = T1...dxr, ... deydxy ... dx ... dx x — x; .
0| Ay, |0 dry ... dw,.. . deydd, ... do,. . day [0 () 1.22

>

5>

E z]p\:[j (xl,...,JJN) ‘I/* (ZEll,,IfN)
Ti>.>p

en esta expresion, la suma va de ¢ > ... > p para evitar el p tuple conteo. En la ecuacion
(1.22) anicamente se necesita la informacion de la funcion de onda de 1 hasta p, de modo

que, esta expresion puede reescribirse de la siguiente manera (ver Apéndice(10.1)):

p
<121ij__p> = /d:pl codrydr dx;) H § (x; — ) Aij__pwp (xl X, T m;) (1.23)

donde se puede ver claramente que el orden de la matriz de densidad reducida coincide
con el orden del operador. La MDRp puede obtenerse a través de la traza o integracion

de N — p coordenadas:

V(.. ap, 2y a) = /deH codry (1.24)
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U (21, T, Ty, ) O (2, 2, T, - T)

N

donde es el coeficiente binomial. La MDRp depende de 2p variables donde cada
p

una es un tetravector de tres coordenadas espaciales y una de espin. El caso anterior

también puede generalizarse para MDRp de ensamble (MDRpe):

N

e (ml...a:p,xll...x;) = Zwi/dajpﬂ...dm]\z (1.25)
p i

U, (X1, ey Ty Tty -y TN) U (x'l,...,x;,xpﬂ,...,x]\f)

en donde ahora se lleva a cabo una suma sobre estados puros de la funcién de onda del

sistema.

Con el procedimiento anterior hemos reducido la complejidad en la evaluacion del
valor esperado de un operador de p cuerpos pues se requiere de una MDRp y no de
una funcién de onda de N cuerpos. Esta es una gran ventaja tanto conceptual como
computacional pues disminuye tanto la complejidad del algoritmo como el tiempo de
computo necesario para su evaluacion. Cabe resaltar, que en el caso de v no se esta
llevando a cabo contraccién alguna, cuando N es el ntimero total de cuerpos en el

sistema.

Ya que se demostro la importancia que tienen la MDRp en la evaluacion de valores
esperados de operadores, ahora estudiaremos sus propiedades. Una de las mas impor-
tantes es que cumplen con relaciones de jerarquia, esto es, dada una MDRp se pueden
obtener todas las MDRp de orden inferior a esta, mediante la integracion de una de
sus variables. A esta operaciéon se le conoce como reduccion de orden o regla de su-

ma parcial. Si en la ecuacion (1.24) hacemos x;, = ¥, e integramos con respecto a x,,

obtenemos MDR(p — 1)

P (2,7, ) = (N+W) /dxpvp (xy...xp, 2y ... xp)  (1.26)

Lo que podemos concluir de esta regla es que mediante la integracion de la MDRp

con respecto a la p ésima coordenada se obtiene la MDR(p-1).
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1 Introduccién.

Otra propiedad importante es la normalizaciéon o regla de suma. Esta se obtiene

tomando la traza de una MDRp:

N
/dxl...dxpyp (T1. .. Tp, 1. .. Tp) = ) (1.27)
p

Otra caracteristica de las matrices de densidad reducidas es que son positivo defini-
das.

V(1. ap 2y xh) >0 (1.28)

El conjunto de condiciones asociadas a la MDRp (1.26)( 1.27) (1.28) nos serviran méas
adelante como una guia para aplicar las matrices de densidad reducidas en problemas

practicos de estructura electroénica.

Algo que no se mencion6 es que las MDRp, en el caso de ser estados puro son
operadores de proyeccion, ya que al aplicarse dos veces regresa el mismo valor, mientras
que las MDRpe son un promedio de estos operadores de proyeccion. Considerando las
MDRp, ya sea de estado puro o de ensamble, al escribirse como un operador, admite

un conjunto de eigenfunciones {k;} y eigenvalores {o;}, esto es

/dxl cdzpy? (@ wp, @ w) K (@ wp) = o (2.2 (1.29)

donde o; es el nimero de ocupacion de p electrones mientras que ; (2 ...x,) es una
funcion de p particulas. Vale la pena mencionar que en (1.29) la accion del opera-
dor es primar las coordenadas de la eigenfuncion k; (:17’1 .. x;) y multiplicarla por su
correspondiente ocupacion natural. Por lo tanto, como cualquier operador, la MDRp
puede escribirse en su descomposicion espectral de eigenvalores y eigenfunciones de la

siguiente manera

Yo = Z@' i) (il (1.30)

Si recordamos la interpretaciéon probabilistica de la MDRp, es claro que el eigenvalor
o; es proporcional a encontrar p electrones ocupando un estado de p cuerpos |k;); por

lo tanto, en un estado puro o; sera igual a p.

Debido a que la MDRp (1.25) es antisimétrica en cada indice, estas se hacen cero si
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1.3 Matrices de Densidad Reducidas de Orden Uno (MDR1) y Dos (MDR2).

uno o mas indices son iguales. Para los elementos diagonales de la MDRp obtenemos
YW(ry...x1,21...2p) =0, (1.31)

lo que muestra que para distancias pequenas, el requerimiento de antisimetria nos
lleva a un efecto de correlacion que mantiene distanciados a los fermiones con espines

paralelos; este fenémeno es consecuencia del principio de Pauli. "

Es importante mencionar que todas las condiciones anteriormente vistas aplican para
el estado de ensamble y en general, comparten gran parte de las condiciones de estados
puros, a excepcion de la idempotencia. Asi, para estados puros y mezclados puede
escribirse

APAP = 4P L0, # 1, (1.32)

Por iltimo, la interpretacion de la matiz de densidad ha sido un punto controvertible,
particularmente respecto a sus elementos no diagonales, pero es indiscutible cuando las
coordenadas primadas de las MDRp son promediadas, en este caso, la interpretacion
fisica asociada a estas funciones es la densidad probabilidad simultanea de encontrar p

electrones en p puntos diferentes del espacio tridimensional.

1.3. Matrices de Densidad Reducidas de Orden
Uno (MDR1) y Dos (MDR?2).

Hasta aqui, se han mostrado propiedades generales de una matriz de densidad de
orden p, pero como lo indica la ecuacion (1.23), el orden de la matriz corresponde con
el del operador. De esta manera, si se quiere estudiar la estructura electrénica de la
materia se tiene que utilizar el Hamiltoniano electronico (1.10), el cual esta compuesto
por operadores de uno y dos cuerpos y asi, el valor esperado del Hamiltoniano, esto es,
la energia del sistema, se puede escribir y calcular a partir de la MDR1 y la MDR2.
Por este motivo, a continuacién se presentan las propiedades generales de estas matri-
ces para asi poder discutir a detalle como evaluar, mediante las MDR1 y MDR2, los

operadores que componen el Hamiltoniano electronico (1.10).

Para obtener la MDR1 que corresponda a una funciéon de onda de estados puros se

21



1 Introduccién.

debe remplazar p por 1 en la ecuacion (1.24) para asi obtener la expresion
AV o(z,2) = N/dasg codr, U (1, wg, . oN) V(2 2, Ty (1.33)

en donde a diferencia de la densidad electronica esta no corresponde a un observable.

Por otro lado, para estados mezclados se tiene

I (z,2') = N/d:vQ odry (1.34)

ZpL‘IJL (ZE,CL’Q,...,.TN) \Ij;k (JI/,[L‘27...,IN).
i

En ambas ecuaciones, (1.33) y (1.34), la dependencia es explicita en un par de coor-
denadas electrénicas. A partir de su definicién esté claro que tanto la MDR1 como la

MDRI1 de ensamble (MDR1e) estdn normalizadas al nimero de electrones
/da:dx’vl(x,f) = N. (1.35)

Esta condicién asegura la conservacion del nimero de electrones, de ahi que sea una
de las condiciones suficientes para garantizar el camplimiento de la N-representabilidad

de la MDRI1, lo cual se discutirda mas ampliamente en el siguiente capitulo.

La MDRI1 en forma de un operador de coordenadas también se conoce como operador

de densidad. Este operador integral se define como

it = [ dort @), (1.36)

el cual tiene como eigenfunciones los orbitales naturales ¢; () y como eigenvalores los
nimeros de ocupacion n; (para I'! son fraccionarios mientras que para 4! son enteros).

De este modo, se cumple con la ecuacién de eigenvalores

Aloi () = nig; (7). (1.37)

Note que al aplicar el operador de densidad a un orbital natural se obtiene el mismo

orbital natural pero evaluado en la coordenada primada. Por lo tanto, se esta proyec-
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1.3 Matrices de Densidad Reducidas de Orden Uno (MDR1) y Dos (MDR2).

tando al orbital natural de un conjunto de coordenadas no primadas x a un conjunto

primado .

Al diagonalizar la MDR1 mediante una transformaciéon unitaria, la MDR1 puede
representarse mediante su descomposicion espectral en términos de sus eigenvalores y

eigenfunciones

A (z,2') = Z nip; (z) @i (') . (1.38)

Observe que esta expansion se lleva a cabo en términos de los elementos diagonales
de la MDRI1, y de hecho, toda la teoria desarrollada en este dmbito utiliza la forma
diagonal de la MDR1 (1.38). Por este motivo es mas conveniente referirse a este método

como Teoria de Funcionales de Orbitales Naturales.

Existe una forma alternativa de expresar el operador de la MDR1 (1.36) que es mas
adecuada para una teoria de muchos cuerpos; esta parte de una representaciéon en una
base orbital,

At = 1,6, (1.39)

donde los indices p y ¢ son indices de orbitales y d,, corresponde al delta de Kroneker.

El siguiente paso es mostrar que 4 comparte un conjunto completo de funciones
de base con el operador Hamiltoniano H.. En esta direccion, es trivial demostrar la

validez del siguiente conmutador 27?8

[@1, Hel] —0 (1.40)

A continuacién se presentan algunas propiedades de la MDR2. Para un estado puro

se tiene

1
/dx3-~~dxn\lf* (r1, @0,y xn) W (2, 25, .. 2y
(1.41)

Ahora se integra de x5 a x,, y por tanto, ¥? depende depende de 4 coordenadas
electronicas. Al igual que la MDRI, el ensamble de la MDR2 se compone por un

promedio de MDR2 de estados puros:

[2 (21, 29, 2], 1) = Zgﬁf (1, T2, T, Ty) (1.42)

(]
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1 Introduccién.

donde ahora, el conjunto {g;} representa la probabilidad de encontrar un par electro-

nico.

Para la MDR2 la regla de suma o normalizacién es la siguiente

N(N—-1)

S (1.43)

/ /2 / /
/da:ldxgdxldxﬂ (71,2, 7, 75) =

N(N-1)
2

en donde cabe resaltar que es el nimero de pares indistinguibles de electrones

que se pueden formar a partir de N electrones totales en el sistema.

Puesto que el la MDR2 depende de cuatro coordenadas electronicas, si integramos

simultaneamente sobre cualquier par de las mismas obtendremos el siguiente resultado

/d@d:ﬂ'ﬂz (x, 19,2, 1) = (%) v (x, ") (1.44)
en donde, a partir de la integracion, puede obtenerse la MDR1 a partir de la MDR2 .
Como lo mencionamos al final de la primera seccién, estamos interesados en trabajar
con la MDRI, por lo tanto esta regla (1.44) es crucial ya que nos da una relacion entre
la MDR1 y MDR2, lo cual, como veremos més adelante, servird como una guia de
como utilizar la MDR1. Algunas preguntas que surgen al pensar en la ecuacion (1.44)
son: ;Es posible llevar a cabo una construccion de la MDR2 a partir de la MDR17?
. Qué tanta informacién se pierde al integrar la MDR2 para obtener la MDR17?. Estas

preguntas son uno de los principales motivos de estudio en este trabajo.

En la primera mitad de esta secciéon discutimos las propiedades matemaéaticas de la
MDR1 y MDRZ2 sin preocuparnos por el espin. Para incorporarlo debemos recordar que
el Hamiltoniano electronico (1.10) es no relativista, y por lo tanto, independiente del
espin; esto tiene como resultado que los operadores de espin S, y S? conmutan con el
Hamiltoniano electrénico, es decir, comparten un conjunto completo de eigenfunciones.
Con estas eigenfunciones construimos las MDR1 y MDR2. De esta manera, podemos

integrar los componentes de espin y quedarnos con las coordenadas espaciales

(') = /dsy1 (rs,r's) (1.45)

para asi poder generar una matriz de densidad reducida de primer orden sin espin y
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de esta forma expandir la MDR1 en bloques de espin a y 3 para obtener
Yz, 2’ =y (1) + AP () (1.46)

en donde solamente sobreviven los espines paralelos pues por ortogonalidad los términos

cruzados de espines opuestos se cancelan.

En principio la MDR2 se puede expandir en 16 bloques de espin, de los cuales
unicamente 6 son diferentes a cero por la ortogormalidad de espin. De estos 6 hay

tres que son linealmente independientes. Los bloques paralelos ~2%8:88 y ~2caca

no
poseen una simetria en especifico, y los bloques antiparalelos v*5®5% deben cumplir
con la antisimetria. Por esta razon la MDR2 se expande en cuatro bloques linealmente

independientes 3!

_ 2oaa,aa

V2 (rirg, Thrh) = (1179, )rh) + Y2P0B (rirg, ri0h) + (1.47)

P () 42 (1, i)

Para que esta combinacién lineal respete la simetria de espin es necesario que las
MDR?2 sean simultaneamente eigenfunciones de los operadores de espin S,y S2. Uti-
lizando la definicién del operador S’z, es claro que su eigenfunciéon es la MDR1, pero
gracias a la reduccion de orden, la ecuacion de eigenvalores puede escribirse en términos

de la MDR2
gZ/d.flfgd.Tll’)/Q (v, 20,2, ) = Ms/dl’gdl'/l’}/Q (x,mg, ', ) (1.48)

donde el eigenvalor Mg puede tomar los valores =5, -5 +1,—-S+2,...,5—1,S5. La

funcion propia del operador S? es la MDR2 completa, y se escribe??

A

S22 (ryrg, 7i1h) = S(S + 1)y (rirg, 7i15) . (1.49)
Una vez definidas las propiedades de la MDR1 y la MDR2 podemos cumplir el

proposito inicial del capitulo, que es evaluar los valores esperados de los operadores

que forman parte del Hamiltoniano electréonico. Comenzaremos con el caso méas simple
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1 Introduccién.

que es el operador ntcleo electron; este depende de la posicion del ¢ ésimo electron y
paramétricamnte de las posiciones nucleares {r4}. El valor esperado de este operador

estd dado por

(Vo )—/drldrl (ZZ |TA_T|> L) 6 (ry — 1) (1.50)

Como este operador es unicamente multiplicativo, la delta de Dirac puede actuar
primero que la MDRI1, y haciendo un poco de &lgebra podemos escribir este valor

esperado
(Ven) = /dﬁ <ZZ ra — 7 |> ), (1.51)

donde el potencial nicleo electron puede escribirse como un funcional de los ele-
mentos diagonales de la MDR1 o también conocida como densidad electrénica:
Ve [71 (r1,71)]. Este resultado se obtiene gracias a que el operador de la interaccion

ntucleo electron es multiplicativo y por lo tanto local.

El valor esperado del operador de energia cinética electronica se escribe

(T) = /drldr’l (%vf) () 6 (g — 1) (1.52)

Esté contribucion a la energia esta compuesta por el operador Laplaciano y este a su vez
contiene las derivadas parciales respecto a las coordenadas espaciales electronicas; esto
genera un cambio en la funciéon propia (MDRI1) impidiendo que actiie la delta de Dirac,
y por lo tanto, el operador de energia cinética es no local ya que es no multiplicativo.

De esta manera, la MDR1 conserva sus elementos no diagonales T' [y! (z, 2)].

El operador de repulsion electronica acttia sobre dos electrones simultaneamente por

lo tanto este puede calcularse con la MDR2, a saber,

2
(Vee) = /drlde. (1.53)

\7"1—7’2|

Analogamente al caso del operador V,,, el operador de interacciéon entre electrones es
multiplicativo, por lo tanto, dos deltas de Dirac actian primero que la MDR2 dejando

a esta en términos Gnicamente de sus elementos diagonales.

Haciendo uso de las ecuaciones (1.51) (1.52) y (1.53) en (1.11), la energia no relati-
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vista puede escribirse en términos de la MDR1 y MDR2 como

<]:17N>:/drldr'1( Z V2 ZZ|7’A—T|) V()6 (r — 1)) (1.54)

2
"‘/d?“ld?“g—,y (7417“277’1742>7

|1 — 72
en donde se hizo una contraccion de la MDn a las MDR1 y MDR2. Si se utiliza la regla

de reduccion de orden (1.44) en el primer término del lado derecho de (1.54) obtenemos

<ﬁv2>:/dr1dr2[(%)/dr’l< Z VMZZ’TA_T') (r—1%)

1

71— 73|

} 72 (1179, 7179) - (1.55)

Este resultado demuestra que la energia puede expresarse de manera exacta como

un funcional de la MDR2 F ['?].

Coulson fue el primero en notar esta simplificacion y lanz6 un reto en 1959 en una
conferencia en Colorado,3? el cual consistia en reducir el problema de N cuerpos en me-
canica cuantica a uno de 2 cuerpos. Coleman abordé este problema de manera préctica
e intento resolver el atomo de litio utilizando como funciéon variacional la MDR2, pero
pronto se dio cuenta que se necesitaban restricciones adicionales para garantizar el ma-
peo entre una funcion de onda antisimétrica y la MDR2. Las restricciones para llevar a
cabo este cometido las denomin6 condiciones de N representabilidad.?? A partir
del surgimiento de esta problematica fisicos y mateméaticos han buscado exhaustiva-
mente la condiciones de N-respresentabilidad en mecénica cuantica de muchos cuerpos.
Posteriormente, los trabajos de Carmela Valdemoro y colaboradores en la soluciéon de
la ecuacion de Schroedinger contraida (CSE),?* se basan en la proyeccion de la ecua-
cion de Schréedinger de N cuerpos a un espacio de dos electrones. La ecuacion de

Schréedinger contraida se obtiene a partir las ecuaciones (1.54) y (1.44) y es

E=Tr(*K~%), (1.56)
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donde 2K es el Hamiltoniano reducido de dos electrones

1 1 A 1
2= [ =N o2 A . 1.57
N -1 ;2 Z+Xi:;]m—n! +2]r1—r2\ (1.57)

Esta ecuacion sugiere que se puede llevar a cabo la evaluacion de la energia del estado
basal de un sistema de muchos electrones a través de la resoluciéon de un problema dos
electrones. Cabe mencionar que Cohen®® y Nakatsuji®® formularon de forma diferente
la CSE.

Hasta ahora todo parece indicar que la formulacién correcta de la mecénica cuantica
de muchos cuerpos es a través de la resolucion de (1.56), pero por la jerarquia existente
en las matrices de densidad reducida, la MDR2 depende de la MDR3 y la MDRA4
lo cual implica informacion adicional a la MDR2. Dentro de este campo Mazzioti y
colaboradores han avanzado bastante a través de la expansion cumulante. 37

A pesar de la extraordinaria tarea que se ha emprendido sobre la busqueda de restric-
ciones, hasta la fecha no se ha podido encontrar un conjunto completo de las mismas.
Sin embargo, se han planteado condiciones necesarias mas no suficientes para la N re-
presentabilidad de la MDR2. A estas se les conoce como las condiciones D, G, Q.3%38
Por otro lado, se encontraron algunas condiciones necesarias de la MDR3 que sirven
para restringir la MDR2, mejor conocidas como condiciones T1 y T2.3% Considerando
este conjunto de constricciones la optimizaciéon de la energia con respecto a la MDR2
nos lleva a una energia menor que la correspondiente a la energia exacta del estado ba-
sal. Por este motivo, de manera alternativa, Mario Piris desarrolla un funcional que se
basa en la MDR1 y muestra como se pueden mejorar los funcionales, sisteméaticamente,
incorporando condiciones necesarias de la MDR2.374%4 Esta formulaciéon es conocida
como Teoria de Funcionales de Orbitales Naturales de Piris (PNOFs). Esta
teoria tiene la ventaja de que las condiciones necesarias y suficientes que garantizan que
la MDR1 sea N representable son conocidas,?® y por lo tanto, la energia puede escri-
birse como un funcional de la MDR1 pero reconstruyendo a la MDR2. Como ejemplo,
las reglas que se describieron en las ecuaciones (1.35), (1.43) y (1.44), son algunas de

las condiciones adicionales que nos van a garantizar la reconstrucciéon de la RDM2 en

términos de la RDMI.
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2 Objetivos.

2.1. Objetivo General.

Derivar en detalle la formulacion fisica y matemaética de la teoria de funcionales de
orbitales naturales de Piris (PNOFs) y los algoritmos computacionales de su implemen-
tacion en el codigo llamado Donostia Natural Orbital Functional (DoNOF) para
desarrollar, implementar computacionalmente y aplicar una extension de los PNOFs al

caso de sistemas con electrones desapareados.

2.2. Objetivos Particulares.

1. Analizar a fondo con la teoria de funcionales de la matriz de densidad de pri-
mer orden y especialmente en aquella que usa los orbitales naturales e incorpora

condiciones de N representabilidad (PNOF).
2. Determinar los cuellos de botella en la ejecuciéon del programa.

3. Desarrollar algoritmos alternativos que puedan usarse en la implementacion de

los PNOFs en arquitecturas computacionales de tipo GPU.

4. Generalizar los funcionales PNOF5, PNOF7 y PNOF7s para el caso de espin no
compensado, respetando las condiciones de N representabilidad de la MDRI1 y

conservando la simetria de espin.
5. Validar el funcional generalizado en el modelo de Hubbard de una dimension.

6. Aplicar el funcional generalizado a moléculas diatémicas heteronucleares con mul-

tiplicidades diferentes a singuletes.
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3 Teoria del Funcional de Orbitales

Naturales.

3.1. Teoremas de Hohenberg y Kohn.

En el capitulo anterior revisamos propiedades puramente matematicas de las matrices
de densidad reducidas, las cuales seran tutiles para las demostraciones que justifican su
uso en la mecanica cuantica de muchos cuerpos. La conclusién més importante del
capitulo previo es la demostracion de que la evaluacion de la energia de un sistemas
de N electrones interactuantes en un potencial externo generado por un conjunto de
nicleos se determina de forma exacta conociendo la MDR2. En 1964 se dio un paso
enorme al demostrar que el problema de N electrones puede simplificarse todavia mas
pues la energia es un funcional de los elementos diagonales de la MDRI1, esto es, de
la densidad electronica. Nos referimos a los teoremas de Hohenberg y Kohn (HK), que
mostraron como reducir el problema de N electrones a un problema de un cuerpo a
través de un funcional que depende de la densidad electrénica. Los teoremas de HK a
su vez motivaron el enunciar y demostrar el teorema de Gilbert que establece que la
energia también es un funcional de la MDR1 completa. Asi, en este capitulo primero
presentaremos los teoremas de Hohenberg y Kohn, para posteriormente discutir el
teorema de Gilbert que nos permite utilizar a la MDR1 como funcién variacional.

Para discutir los teoremas de Hohenberg y Kohn*? es necesario recordar la definiciéon

de la densidad electronica que es la diagonal de la MDR1

A (ri,r) = N/drg coedry, U (ry,re, o rN) V(P e, TN ) (3.1)

Claramente, la densidad electronica depende tnicamente de una coordenada, lo cual

la convierte en una funcion mucho mas simple que la funcién de onda o la MDRI.
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Cabe mencionar que la notacion mas cominmente usada para la densidad electronica
en quimica es p (r) y en fisica n (r),

Otra variable que juega un papel importante en estos teoremas es el potencial externo
local v (ry,r]) = d (ry —r}) v (ry), el conocimiento del cual, de acuerdo con la relacion
funcional que val del Hamiltoniano electrénico a la funcion de onda permite obtener a
la densidad electronica del estado basal correspondiente. Por consiguiente; la densidad

es un funcional de v (ry)

v(ry) = p(r). (3.2)

En el caso de atomos y moléculas, el potencial externo corresponde a la interaccion

nucleo electron.

Lo que establece el primer teorema de Hohenberg y Kohn es el mapeo inverso al
que se presenta en la ecuacion (3.2), esto es, p (r1) — v (r1). De esta manera, el primer
teorema de HK establece la existencia del mapeo uno a uno entre la densidad electronica

y el potencial externo local

p(r1) < v (r) (3:3)

lo cual se cumple cuando el estado basal es no degenerado.

Para comenzar con la demostraciéon del primer teorema, consideremos un potencial

externo v’ (1) que difiera por una constante de v (ry):

v (ry) — v’ (r1) # constante (3.4)

Con cada potencial externo vamos a poder construir un Hamiltoniano diferente:

H=T+Vee+0 (3.5)
H=T+V,.+1 (3.6)

y la funcion de onda asociada a cada Hamiltoniano satisface una ecuacion de Schroe-
dinger diferente. Si suponemos lo contrario, podemos construir el siguiente conjunto de

ecuaclones:

H'Wy = E\W, (3.7)

HUy = EgW, (3.8)
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3.1 Teoremas de Hohenberg y Kohn.

Substrayendo la ecuacion (3.7) de (3.8) obtenemos
(6 — )W = (E - E') ¥ (3.9)
Dividiendo (3.9) entre ¥, llegamos a la siguiente contradiccion
v (ry) — v’ (r1) = constante (3.10)

Por lo tanto, dos potenciales externos diferentes que generan la misma funcion de
onda no pueden diferir por més de una constante arbitraria.

Ahora necesitamos probar que p (r;) — ¥. Para esto tomamos en cuenta de nuevo
la premisa (3.4), pero esta vez considerando que un potencial externo diferente genera
una funcién de onda diferente, con lo cual podemos escribir la siguiente desigualdad:

B = <y75 g

zp5> < <zp0 ‘ﬁ['

w0> (3.11)

en donde H' puede expresarse como

~

H=T+V,+0 =H+0 -0 (3.12)
Sustituyendo la ecuacion (3.12) en (3.11) tenemos
E < (0|l + 0~ 0| )

E' <E+ /dr [0 — 0] p(r1) (3.13)

Si ahora comenzamos con el valor esperado H, invirtiendo los roles de ¥
E < E’—i—/dr [0 =0 p(r1). (3.14)
Si ahora sumamos las ecuaciones (3.13) y (3.14) llegamos al siguiente absurdo

E+E<E+E. (3.15)

Por lo tanto, diferentes estados basales ¥y # ¥’y deben corresponder a diferentes
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3 Teoria del Funcional de Orbitales Naturales.

densidades py # p'o v queda demostrada la existencia del mapeo
p—=>¥y—v (3.16)

Esto implica que v (r1) es un funcional tnico de la densidad

Ahora consideremos que p — W; entonces, los operadores T[p] v Vi.[p] también son
funcionales de la densidad y podemos escribir la energia total como un funcional de la
densidad

E[Wo[pll = o [p]| T+ Vee + 0% [0]) (3.17)

Ya que sabemos que el valor esperado del potencial externo puede calcularse mediante

la densidad,
E (o] = (@0 [0l T + Vie %0 [o]) + / aro (r) p (r) (3.18)

Se define
Flpl = (Wo pl| T + Vee [¥o []) (3.19)

que es un funcional universal, pues es valido para cualquier nimero de particulas y
cualquier potencial externo.

El segundo teorema de HK establece que la energia del estado basal no degenerado
E [p] se obtiene de minimizar el funcional 3.18, siempre y cuando las funciones admisi-
bles cumplan con las condiciones que garantizan la N representabilidad de la densidad,

a saber!743

2

p(r)>0 /drp (r)=N /dr ‘Vp (7’)% < 0. (3.20)

A pesar de que se conocen las condiciones de N representabilidad de la densidad, las
condiciones asociadas al funcional son bastante mas complejas** lo cual hace bastante

complicado construir un funcional aproximado N representable.

3.2. Teorema de Gilbert.

El teorema de Gilbert* es una generalizacion de los teoremas de Hohenberg y Kohn

para el caso de un potencial externo no local, es decir, un potencial que simultidneamente
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3.2 Teorema de Gilbert.

depende de dos puntos en el espacio, esto es,

O (x,2") # 0 (2)d (x — 2') (3.21)

En muchos problemas se busca trabajar tinicamente con los electrones de valencia
fijando los electrones cercanos al nticleo como un potencial externo el cual es altamente
no local. Asi, los pseudopotenciales que son no locales estan justificados mediante esta
extension. Existen otras motivaciones de mayor relevancia que se discutiran a lo largo

de esta seccion.

En la demostracion de este teorema simplificaremos mucho el algebra ya que la
demostracion es muy similar a la de los teoremas de Hohenber y Kohn, con la diferencia
que dentro de la generalizaciéon a potenciales externos no locales no puede existir un
mapeo uno a uno entre el potencial externo no local y la funcién de onda del estado

basal debido a que en este caso el potencial externo no es multiplicativo

O (z,2') =9,
(3.22)

Y- O (z, 7).

De cualquier forma, lo que buscamos es el mapeo v! — ¥y, lo cual es suficiente para

usar la MDRI1 para calcular las propiedades del sistema.

Consideremos dos potenciales externos no locales 0 (z,z’) y 0’ (z,2") los cuales ge-
neran dos diferentes funciones de onda no degeneradas ¥, y W, respectivamente. De

esta manera, podemos escribir las siguientes ecuaciones de Schrodinger:

HYy = EyW,
(3.23)
H'Uy = EjVy,
Utilizando el principio variacional en las ecuaciones (3.23) tenemos
Eo = <\Ifo H‘ \IJO> <E= <qu) H‘ \pg>
(3.24)

B = <\Ifg i

\Dg> < B = <x1/0 ‘Fp

)
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3 Teoria del Funcional de Orbitales Naturales.

Tomando la diferencia de las ecuaciones (3.24) obtenemos la desigualdad

AE=(E —E)+(E—E)>0

- (] o ) 1)« o )

Debido a que la energia cinética y el potencial entre electrones es el mismo para H y

\Ifo> (3.25)

H’ podemos dejar la expresion anterior tinicamente en términos del potencial externo

no local v (x,2") 6 O/ (x,2)
AE = (W [(0" = 0)[ Wg) + (o [ (0 — &) W) > 0 (3.26)

donde los operadores estan definidos inicamente en términos de los potenciales externos

no locales y estos pueden calcularse mediante la MDRI1,
AE = {(0/ = 0) )+ ((6 —9') ') >0 (3.27)
Haciendo un poco de algebra en (3.27) obtenemos
AE = (0 = 0) (%' = 7)) <0 (3.28)

Por lo tanto, las matrices 7}’ # 4. Con esto podemos afirmar que a cada funcion
de onda le corresponde una tinica MDRI1. Esto concluye el mapeo uno a uno entre la

MDRI1 y la funcién de onda.
W 1. (3.29)

Vale la pena resaltar que Gilbert menciona en este articulo que se puede llevar a

cabo esta demostracion para estados puros o de ensamble.

Considerando la ecuacion (3.29) podemos establecer la existencia del funcional uni-

versal
1 - N~ / 1 ! 1 v, 1 2
E['yo,v}://5(x—x)v(x,x)70(x,x)dx—i—F{fyo,‘/ee,iv} (3.30)

El funcional desconocido F', es exacto y depende tnicamente de la MDRI1 y en

estructura electronica involucra a los operadores de energia cinética y a la interaccion
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3.3 Representabilidad de la Matriz de Densidad de Primer Orden.

ntcleo electron. En principio, el dominio de {7} } son las funciones de onda de sistemas

de N particulas que provengan de potenciales externos locales o no locales.

3.3. Representabilidad de la Matriz de Densidad de

Primer Orden.

3.3.1. N Representabilidad

Por el teorema de Gilbert, sabemos que a partir de la MDR1 podemos conocer las
propiedades de sistemas cuanticos como la energia del estado basal, pero el teorema no
considera que restricciones deben imponerse para garantizar el mapeo entre la MDR1
y la funcion de onda; a este conjunto de condiciones se les conoce como condiciones de
N representabilidad de la MDRI1. En esta direccion Gilbert*? discute que condiciones
de N representabilidad son necesarias y suficientes para garantizar este mapeo, pero
la demostracion fue formalizada previamente por Coleman.3? En esta seccién, primero
demostraremos que dichas restricciones van a garantizar el mapeo entre una funciéon
de onda debidamente antisimétrica y la MDRI1 y posteriormente discutiremos la v

representabilidad.

Para que un conjunto de {v'} sea variacional al llevar a cabo minimizacion de la
energia, dicho conjunto debe mapear a funciones de onda fermidnicas, por lo tanto, se
deben cumplir con condiciones de necesidad y suficiencia. Para matrices de densidad

1 L, 45 § .. § . .
de estado puro 4" atn no se conocen™ todas las condiciones necesarias y ninguna
suficiente, en cambio las restricciones que se aplican a la MDR1 de ensamble I'! se
conocen, tanto las necesarias como las suficientes. Por este motivo consideramos que

trabajar con I'! resulta méas ventajoso.

Las condiciones necesarias asociadas a la MDR1 de ensamble se satisfacen cuando

una I'! dada satisface una I'? que venga de una I'V adecuada.
| R N (3.31)

En cambio las condiciones suficientes son aquellas que garantizan la existencia de
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3 Teoria del Funcional de Orbitales Naturales.

una I'V que se reduzca a I'', lo cual se puede escribir como el mapeo inverso
M —r! (3.32)

Si se aplican las condiciones (3.31) y (3.32) en una busqueda variacional, se tiene
garantizado que existe una funcién de onda fermioénica detrés, esto ultimo es valido si
y solamente si se conoce el funcional exacto de la MDRI.

Si la energia se minimiza sobre el conjunto de {I''} que solo satisface condiciones
necesarias, tales conjuntos son mayores que el conjunto N representable, y por lo tanto,
se puede obtener una energia menor a la exacta. En cambio si la energia se optimiza
sobre los conjuntos que satisfacen las condiciones suficientes, tales conjuntos seran
menores que los que corresponden a los conjuntos N representables, y por consiguiente
la energia estara por arriba de la energia real.

Primero derivaremos las condiciones necesarias también conocidas como condiciones
de Pauli. Consideremos que el ket [1);) es el i- ésimo espin orbital. Si se toma el valor

esperado del operador de MDRI usando [1);), el eigenvalor debe estar entre cero y uno

0< (¥ |7 i) <1 (3.33)

en donde v! es la MDR1 de estados puros. De acuerdo a Simons*® para cada miembro de
un conjunto ortonormal {¢;}, hay un operador de creaciéon y otro de aniquilaciéon. Los
correspondientes operadores son denominados operadores de campo y estos dependen

de la posicion.

Ut (z) = 308 (2) &

) (3.34)
(@) =22 (2) @
La MDRI1 en términos de los operadores (3.34) esta dada por
1 A T4 Y
7 (@,2) = (¥ [ (@) ()] ¥). (3.35)

Sustituyendo la ecuacion (3.35) en (3.33) y reagrupando con respecto a x y x’ tenemos

i) = <\If \1/> = (v

Aqui el operador a a; es idempotente y corresponde al operador de ocupacion 7; del

Atoa
a; a;

(i |4 ) (3.36)

/\+/\
E 6,-j5kiaj Qg
Jk
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3.3 Representabilidad de la Matriz de Densidad de Primer Orden.

1 ésimo espin orbital. Debido a que este operador es idempotente podemos escribir,

afa; = (afa;) (3.37)
Si usamos la propiedad de idempotencia (3.37) en (3.36) obtenemos
(i |3 i) = (¥ |ai asafa;| ¥) (3.38)

Si llevamos a cabo un producto unitario con una base completa {1;} la expresion

(3.36) queda inalterada

atag] v

(¢

=2

vi) (¥ |7

)

Yi)f <1 (3.39)

ZE:Kwaa

Por lo tanto, el valor esperado del operador de la RDM1 siempre va a ser un valor

positivo definido no mayor a uno, y siempre estard entre cero y uno:
0<n; <1 (3.40)

Para la MDRI1 de estados puros estas ocupaciones seran unos o ceros mientras que

la MDRI de ensamble acepta nimeros de ocupacion fraccionarios. La expresion (3.40)
i dici N bl i ! d h

nos garantiza condiciones N representables necesarias, que para 7" es una de muchas

condiciones necesarias mientras que para I'! son todas las necesarias.

Para demostrar que las condiciones también son suficientes es necesario comprobar
que el conjunto de matrices de densidad de ensamble es un conjunto convexo para
posteriormente discutir sobre los puntos extremos del conjunto de MDR1. Esta demos-

tracion la seguimos de los articulos de Coleman.*

Si formamos una linea en un conjunto de MDR1 de ensamble 3 compuesta por
Il (z,2), Fi (x,2') € P, y cada punto de la linea cae en el conjunto, entonces el

conjunto es convexo. Esto se puede expresar como

o0, (z,2")+(1—0)T (z,2)ePB, ¥V 0<0<1 (3.41)
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3 Teoria del Funcional de Orbitales Naturales.

Para demostrar que el conjunto P es convexo, consideremos que un ensamble de
MDRI1 N representables viene dado por la suma sobre MDRs de estado puro, donde
en la expresion anterior (3.41) cada una de las MDRI1 T (z,2'), T'}, (z,2'), el subindice

corresponde a la base en la que estan siendo expandidos los orbitales naturales

Fl (, x ango ) (3.42)

Por lo tanto, si los pesos del ensamble estan normalizados y son positivo definidos

deben cumplir con las condiciones necesarias:

0<m<1 > m=N (3.43)
Si formamos un promedio pesado mediante el valor # obtenemos
1 _ g7l 1
L (z,2) =0T, (z,2") + (1 = 0)T (2,2) (3.44)

tal que I'! (z,2") , F; (z,2") € P . Ahora, si expresamos la MDR1 de ensamble en tér-

minos de orbitales naturales y nimeros de ocupaciéon obtenemos la siguiente expresion

I, (z,2) —Oangpj" o (1-10) an X (x) X (2)

—Z (On5;™ (2) 7 (2') + (1= 0) ™ () @) () (3.45)

Si en la ecuacion (3.45) expandemos los orbitales naturales {3 (z)} y {gojx (z)} en

la base {90;" (x)} y se hace un poco de algebra, obtenemos
Ty (x,2") Z Z Ocireiny 4+ (1 —0) cirepny) 5" (x) o] () (3.46)
que se puede simplificar y escribir como

L) (x,2') Znﬂgp] o) (') (3.47)

A través de una transformacién unitaria, F}, (x,2") puede expresarse en sus elementos
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diagonales usando como base otro conjunto de orbitales naturales Y ;" () ¢ (2')
L (w,2') = > mg” (x) ¢l () (3.48)
I
donde los nimeros de ocupacion n; pueden escribirse como:

n; = Z (Ocireiny + (1 — 0) ¢;Xexny) (3.49)

7

Se puede demostrar que los nimeros de ocupacion n; cumplen con 0 < n; < 1
debido a que el conjunto de los coeficientes ¢ y ¢} también esta entre cero y uno, y
el parametro de peso 6, por definicién, también se encuentra en este intervalo. Por lo
tanto, al ser positivos todos los niimeros de ocupacion, se demuestra que el conjunto 3
es convexo, por consiguiente, la funcion FL (x,2’) cae dentro del conjunto de las MDRe

N Respresentables.

Por el teorema de Krein-Millman*® podemos caracterizar el conjunto B a través de
sus puntos extremos. En la ecuacion (3.44) si I'), (z, 2') es un punto extremo debe tener
N eigenvalores n; iguales a uno y los restantes iguales a cero. Para demostrar que en
efecto FL (x,2’) es un punto extremo partiremos del mismo argumento que en la seccion
anterior donde T'} (z,2") y T'}, (z,2") pueden diagonalizarse simultaneamente y tener N

numeros de ocupacion iguales a uno
1 _ 7l
[, (z,2") =T, (z,2") =T, (z,2") (3.50)

de modo que F}L (z,2') es un punto extremo que corresponde a un eigenfuncion del
operador de Fock; por tanto, podemos escribir para cada punto extremo en el conjunto
convexo de MDRI1:

1 _ N
Fu_%t

(3.51)

en donde /Y, viene de una funcion de onda de HF y alguna combinacion de ) (z, 2')
corresponde a una MDR de ensamble I'}Y (z,2’). De esta forma la minimizacion de la

energia cumple con el principio variacional

() = (o

ﬁrﬂaﬁ (3.52)
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3.3.2. v Respresentabilidad

Adicional al problema de la N representabilidad surge el problema de la v repre-
sentabilidad el cual plantea que una MDR1 que proviene de una funcién de onda
antisimétrica a su vez se obtiene de resolver la ecuacién de Schroedinger utilizando
un Hamiltoniano construido por un determinado potencial externo no local v (z, 2’).

Consideremos dos potenciales externos no locales tales que
v (x,2") # v (x,a) (3.53)

Para resolver este problema, Mel Levy*® consider6 la definicion del Funcional F’ [y, V.|
dado por el teorema de Gilbert y observo que podemos extraer del funcional descono-

cido a la energfa cinética
1
EI), 0] = //5(x — ') {@ (z,2") — §V2} Yo (@,2') dwda’ + F' [y, Vee]  (3.54)

De esta manera, el funcional universal inicamente depende del potencial de interac-
cion entre los electrones V.., lo cual es una ventaja en comparacion con los funcionales
de la densidad ya que en estos debe aproximarse tanto la energia cinética como V..
Por lo anterior, F” es un funcional universal para una ~} v representable sin importar
cual sea el potencial externo.

Levy planeta una busqueda restringida del funcional universal F” [T, V] sobre todas
las MDR1 N representables, es decir, que mapean a funciones de onda debidamente
antisimétricas.

Considerando lo anterior, la busqueda restringida de Levy dentro de la teoria de
funcionales de MDRI1 tiene la forma

~

, B min N
F [Faxfee] - \Ij'yl ‘/ee ‘/ee

U — At

\II'YI > = <\I]Zr§m

W) (3.55)

F'[I", V] es un funcional universal valido para todas las MDR1 v representables si se
satisfacen las siguientes condiciones:

s Teorema 1:

El primer teorema establece
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Vee

min

1
FEy < // r—1 { a:x)—§V2}'yl(a:,a:’)dxdx’—l—<\lfzm

El teorema 3.56 establece principio variacional de las MDR1 v representables.

e > (3.56)

Para demostrar este teorema comenzamos sustituyendo la definicion (3.55) en la

ecuacion (3.54) para obtener

1
// r—1x) [ (x,2") — §V2]71(x,x')dxdx’+<\llzmn

Dado que los operadores que componen al Hamiltoniano son lineales podemos escribir

Vee

V)
(3.57)

B (£30] = (W 0 (0,) = 59+ V| 03, ) (3.58)
Recurriendo al principio variacional podemos escribir
Ey < <%n (z,2") — —v2 + Ve \If]nm> (3.59)

esto debido a que ! no corresponde a la funcién de onda del estado basal. Asi, se

comprueba que la bisqueda sobre las MDRI1 es variacional:

Ey < //5 (x —2) {1} (z,2") — %Vﬂ v (z, 2") dx da’ + <\I!7mn

n Teorema 2

Vee

min

v > . (3.60)

Partiendo del teorema anterior, pero ahora considerando que 7 se construye con una
funcion de onda del estado basal, que a su vez minimiza la energia, podemos establecer

siguiente la desigualdad

Ey, < <\I/zfzm (x,2') — —V2+Vee

\pj,gm> (3.61)

Usando la definicion de E, podemos reescribir la expresion (3.61) en donde las con-

tribuciones de v (z,2") y la energia cinética pueden escribirse en términos de la MDR1
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del estado basal:

1 N
//(5(35—35’) {@(m,aj’) — EVQ] Yo (v, 2') dx d’ + <\IJO Viee \Ifo> <
N N ) / / % v %
d(x—2")|0(x,2") — §V Yo (z,2") do dz" + <\I/7r?m Vee \I/nijm> ; (3.62)

donde se cancela el término [ [ (z — 2) [0 (z,2") — 1V?] 4 (z,2/) dv da’ de la ecua-

cion (3.62). Para asi obtener la siguiente expresion

(o

1
.o, . Yo .. .
Pero por hipotesis, ¥, corresponde al minimo global, entonces se debe cumplir que

(o

Las ecuaciones (3.63) y (3.64) se cumplen solamente para el caso de la igualdad, esto

~

Ve Ve

v i) (3.63)

~

Vie Ve

\I/0> Z <\I}:r%zn \IlZin> (364)

es,
<\I]0 ‘A/ee \I]0> = <\Ifr};§zn ‘766 \Pz;n>
que a su vez implica que
F [y Vee) = <‘1’0 Vee ‘1’0>' (3.65)

Claramente el funcional (3.65) no requiere que la funcion de prueba ! esté asociada
a un potencial externo proveniente de un estado basal. Por otro lado, esta busqueda
elimina la limitaciéon asociada con que la MDRI1 no provenga de una funcién de onda
degenerada. En la ecuacion (3.65) la 4! v representable viene de una funcién de onda
antisimétrica. Esto permite extender el dominio para el funcional F’ [y',V,.] de MDR1
v representables a N representables. Con esto, el espacio de bisqueda variacional se
amplia si se cumplen las condiciones de N representabilidad de la MDRI1 y, por tanto,
se puede prescindir de la v representabilidad.

Hasta ahora, la busqueda restringida de Levy tinicamente admite funciones de onda

antisimétricas que mapean con MDR1s de un estado puro. Para poder aplicar las con-
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diciones necesarias y suficientes que Coleman plantea, Valone® extiendié la bisqueda

de Levy a MDRI1 de ensamble que sean N representables,

~

min .
P Vi) = (0 |Vee 0 ) = (w33, | Ve

/Ny

Fl
0

En este caso, la bisqueda se lleva a cabo sobre todas las MDR1 de ensamble N
representables. Esta busqueda es mucho més general que la de Levy ya que admite
tanto estados puros como de ensamble.

La ventaja de extender la busqueda restringida de Levy a estados de ensamble es que

se conocen las condiciones necesarias y suficientes que garantizan la N representabilidad

de la MDRI1.

3.4. Ecuaciones de Euler.

En la seccién anterior demostramos que las condiciones 0 <n; <1y > . n, = N son
necesarias y suficientes, y por lo tanto garantizan la N representabilidad de la MDRI.
En consecuencia, usando estas restricciones podemos variar la MDR1 en un dominio N
representable. Estas dos restricciones pueden simplificarse a través del siguiente cambio
de variable

n; = cos® (v;) . (3.66)

Con este cambio, podemos variar libremente el conjunto {v;} y los nimeros de ocu-
pacion correspondientes siempre estaran dentro del intervalo [0, 1]. La transformacion
nos ahorra la implementaciéon computacional de un multiplicador de Lagrange de des-
igualdad. Usando (3.66) en la condicién de normalizacion de los nimeros de ocupacion

tenemos que

Z cos® (1) = N. (3.67)

i
Por otro lado, debemos considerar que los espin orbitales naturales forman un con-

junto completo sujeto a la condiciéon de ortonormalidad

/gpi (r)@; (r)dr = 6;;. (3.68)

Para encontrar el minimo de la energia como funcional de la MDR1 de manera prac-
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tica recurrimos al método de multiplicadores indeterminados de Lagrange. Si asociamos
la restriccion (3.67) al multiplicador de Lagrange vy (3.68) al conjunto de multiplica-
dores {\;;}, y los usamos como restricciones para la expresion de la energia como un

funcional de la MDR1, obtenemos la funcién auxiliar £ [['1]?743

LM =E["] —u (Z cos® (v;) — N>

_ZAH (/ x) g; (x) dx _5ij) (3.69)

que debe ser estacionaria con respecto a las variaciones arbitrarias e independientes de
©f, @i v V4, lo anterior implica que al llevar a cavo variaciones de ¢; las ocupaciones v;
permanecen fijas y mientras que al variar las ocupaciones v; los orbitales permanecen

inalterados“*®. Considerando lo anterior obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

variacionales
SL (It ]
0" A 2 e 10
SLIMY _
oL [T . OF [I'] B
o sin (2v;) [,u o | T 0 (3.72)

en donde, por el teorema de Janak®' los eigenvalores orbitales cumplen con ¢ =
OF [T''] /On;. Podemos escribir las ecuaciones variacionales en una forma mas con-

veniente, usando la regla de la cadena en el segundo término de la expresion (3.70)

dz'dx"

SE[TY / SETY 6T (2, 2")
0wy (x) ) OTL(a',2") by (x)

5E [Fl} / 1
= e )

Usando la restriccion de ortonormalidad y multiplicando por ¢ (r) la ecuacion (3.70),

por ; (r) la ecuacion (3.71), integrando y restando ambas ecuaciones obtenemos la
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3.5 Dilema del Potencial Efectivo.

siguiente identidad
O [T
(nj — ni) (] 3T (o 2 |pi) =0 (3.73)

Con esta manipulacién algebraica nos deshacemos de la matriz \;; en el sistema de
ecuaciones (3.70) y (3.71).

Si analizamos las ecuaciones (3.72) y (3.73), podemos inferir que para cada estado
tenemos tres posibilidades: 1) n; = 1;2) u—9E [I''] /On; = 06 3) n; = 0. Si la primera
condicion es verdadera, todos los estados diferentes a n; son iguales a cero y por ende
podemos establecer

(] 2] o) = (3.74)

ot (1./’ "
La condicion 2) se satisface cuando todos los estados para los cuales n; # 0 pertenece al
mismo nivel degenerado ¢;. Estas condiciones tienen como consecuencia que los ntimeros
de ocupacion que estan dentro 0 < n; < 1 pertenezcan al mismo eigenvalor ¢;.

Si suponemos que §E [I''] /0T (2, ") existe para una MDR1 también podemos su-
poner una ecuacion de eigenvalores y mediante estd obtener la energia de los espin

orbitales naturales.

3.5. Dilema del Potencial Efectivo.

Los métodos mas populares para llevar a cabo la optimizaciéon orbital mediante un
esquema computacional son los de campo autoconsistente. Estos nos ayudan a resolver
las ecuaciones de Hartree Fock o DFT en el esquema de Kohn y Sham.®2. El modelo de
campo autoconsitente considera el movimiento de cada electrén dentro del potencial
efectivo de N — 1 electrones restantes. La solucién parcial que se obtiene para N
electrones debe ser iterativa. Esta metodologia remplaza un problema de N cuerpos
por N problemas de un cuerpo que se mueve en un potencial efectivo.

Suponiendo que en la teoria de MDR1 queremos un sistema de ecuaciones tipo HF, es
decir queremos resolverlas mediante un potencial efectivo, debemos utilizar la ecuacion
(3.74) y suponer que este potencial existe, para asi poder generar la siguiente ecuacion
de eigenvalores:

~

donde W es el potencial efectivo 6E [I''] /0T («',2”). Suponiendo que este potencial
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3 Teoria del Funcional de Orbitales Naturales.

existe y puede ser explicitamente evaluado para términos que dependen de un electron
como la energia cinética y el potencial nicleo electrén; las contribuciones que no son
simples de determinar son la coulémbica, el intercambio y la correlacion, ya que estas
son funcionales exactos de la MDR2. Por lo tanto, es complicado establecer que la

derivada funcional de los componentes que dependen de la MDR2 existen

A 0Vee [I%]

Vee = ST (2, 2') (3.76)

Hasta que no se demuestre la existencia del potencial (3.76) no se puede garantizar
la existencia del funcional universal que es explicitamente un funcional de la MDRI.
Sin embargo, para fines précticos, este funcional se define en términos de los orbitales
naturales y nimeros de ocupaciéon y en consecuencia es mas conveniente denominar a
esta teorfa como teoria de funcionales de orbitales naturales en lugar de teoria
de funcionales de la matriz de densidad reducida de primer orden.

Pernal® planteé una propuesta para el potencial efectivo que se basa en encontrar
un potencial para la interaccién entre electrones v.. tal que las eigenfunciones que

resuelvan la ecuacion de eigenvalores

<B + @ee> Vi = €, (3.77)

donde W = h + 0., también deben satisfacer (3.74). Se espera que el operador 0., sea
hermiteano y no local. Para encontrar el kernel 6ptimo se demanda que el funcional de

la energia sea estacionaria con respecto a variaciones del kernel, es decir

SE ]

Ve (z, 2)

=0 (3.78)

Utilizando regla de la cadena con respecto a los orbitales naturales y ntimeros de
ocupacion y explotando el que las derivadas con respecto al kernel se puedan llevar a
cabo mediante perturbaciones de primer orden obtenemos la siguiente expresién para

el kernel

wloaled = [ (5o -F=lg ) e @

Notese que el requerimiento que implica que el funcional de la energia sea estacionario
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3.5 Dilema del Potencial Efectivo.

con respecto al kernel 0. (z,2") no determina a los elementos diagonales del kernel y
tampoco a los orbitales con las mismas ocupaciones. Esto tiene como consecuencia que
el esquema de digonalizacion de la matriz (p;| Oce |¢;) sea divergente. Debido a que
formalmente (3.76) sigue dependiendo de la MDR2 y no es invariante con respecto a
una transformacion unitaria de los orbitales, esto implica que los orbitales no se pueden
obtener mediante la ecuacion de eigenvalores (3.75) asociada a los elementos diagonales

de (3.73).
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4 Funcionales de Orbitales

Naturales de Piris (PNOF's).

4.1. Reconstruccién de la MDR2 a partir de la
MDR1.

Los PNOFs son aproximaciones al funcional universal F' [T, V,..] de los elementos
diagonales de la MDR1 propuestas por Mario Piris y tienen como filosofia cumplir
tanto con restricciones de N representabilidad de la MDR1 de ensamble, como con
algunas condiciones necesarias de N representabildad de la MDR2. Vale la pena vol-
ver a mencionar que las condiciones de N representabilidad de ensamble se conocen,*
sin embargo, las condiciones de N representabilidad de MDR1 de estado puro no se
conocen en su totalidad. Estas tltimas se denominan condiciones de Pauli generali-
zadas (CPGs).155 Al aplicar las CPGs a sistemas de cuatro electrones con funciones

% se obtienen 125 restricciones, lo cual requiere un costo compu-

de base pequenas,
tacional muy alto. En esta direccion, recientemente Gritsenko y Pernal®® demostraron
que para un potencial externo molecular o periddico, los funcionales de estado puro y
los de ensamble coinciden para todas las MDR1 v representable. Por lo tanto, en la
practica podemos prescindir de las CGPs para trabajar con MDR1 de ensamble con
las condiciones (3.43); en cambio, en los modelos propuestos por Piris se buscan res-
tricciones adicionales a la MDR1 qué estén asociadas a algunas condiciones necesarias
de la MDR2.5" Este altimo punto es el que diferencia a los PNOFs del resto de los
funcionales de matriz de densidad, ya que entre més condiciones de la MDR2 cumpla
el PNOF mejor sera su desempeno. De esta manera, se tiene una forma sistematica de

mejorar los PNOFs.

Para comenzar con la discusion de la reconstruccion I'? [I'!], debemos discutir la
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4 Funcionales de Orbitales Naturales de Piris (PNOF’s).

representacion del operador en una base. En el primer capitulo, expresamos los com-
ponentes del Hamiltoniano electrénico en una representacién de coordenadas, pero
también se pueden expresar en segunda cuantizaciéon 6 matricialmente. En este trabajo
utilizaremos estas dos tiltimas representaciones para simplificar la notacion y el alge-
bra al evaluar los elementos de matriz. Para llevar a cabo este propoésito es necesario
expresar los operadores que componen la ecuacion (1.10) en sus funciones de base, pa-
ra asi poder simplificar la representacion del Hamiltoniano electrénico y escribirlo en
términos de la MDR1 y la MDR2. En el primer capitulo se demostré como expresar los
operadores en términos de la MDR1 usando una representacion de coordenadas; ahora
se mostrara mediante el operador mas simple, a saber Ven, cOmo se expresan en una
representacion de base de espin orbitales.? Para esto, hay que multiplicar por el lado
derecho e izquierdo del operador por matrices unitarias completas y hacer un poco de

algebra para llegar a la siguiente expresion

Ven = <Z Wp> <7/}p’) Ven <Z Wq> <7/}q’> (4~1)

Ven

:%j@p

Esta operacion también puede utilizarse para una MDRI1e. Llevando a cabo el mismo

¢q> 1) (Yq| = vaq’?pq'

procedimiento para los operadores restantes del H., obtenemos

H=> hofpg+ > 0q | 78) Apy s (4.2)

Pq pgrs
donde el término h,, corresponde a los operadores de un cuerpo, mientras que (pq | rs)
corresponde a una integral de cuatro centros. Vale la pena resaltar que los elementos de
matriz de le ecuacion (4.2) se evaltian a través de los operadores de la MDR1 y MDR2.
Mediante la reduccion de orden podemos obtener la MDRI1 a partir de la MDR2 y

consecuentemente representar la CSE (1.55) en una base de espin orbitales:

H=>" [(%) Fipq Z (pq | 7‘S>] Aogors: (4.3)

pgr

Esta ecuacion tiene los inconvenientes que ya discutimos en la tltima seccion del primer
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4.1 Reconstruccién de la MDR2 a partir de la MDRI.

capitulo. Una forma de superar los impedimentos de tener a la energia como funcional
de la MDR2 es llevar a cabo el mapeo inverso, es decir, escribir la MDR2 en términos

de la MDRI1 lo cual puede expresarse como:

H=> hympg+ > 0alrs)ve,..[v']- (4.4)
prq Ppq
Ludenia y colaboradores®® formalizaron la ecuacion (4.4) a través de una nueva bis-
queda restringida pero ahora a un mapeo I'2 — T'!, esto es,
min

F’ [717‘/66} — 72_} ) <Lp,yl
Y

‘76672‘ Lp’y1>

lo cual se justifica debido a que el operador V.. es un funcional de la MDR2. De esta
forma, todo queda en términos de la MDR1 y garantiza que se est4 aproximando la

MDR2.

Para llevar a cabo un reconstruccion exitosa de la MDR2, antes de imponer las
muy mencionadas condiciones necesarias de la MDR2, es necesario aplicar algunas
propiedades muy generales que debe cumplir la matriz de orden dos, las cuales nos
garantizan que estamos usando la mecéanica cuantica de la MDR2 de forma correcta.

Estas propiedades son las siguientes:

1. Reglas de suma parcial 6 reduccion de orden

N -1
D e = 5 Tha (4.5)
2. Reglas de suma
5 N
Z Tpgrs = (4.6)
pg,rs 2
3.Hermiticidad
7ngﬁ’s - %Z;rqu (4.7)
4. Antisimetria
75‘177"5 = _,ygpﬂ“s = _’Y;q,sr = 7q2p757’ (48)

La reducciéon de orden es una condicién que implica el mapeo del la MDR2 a la

23



4 Funcionales de Orbitales Naturales de Piris (PNOF’s).

MDRI1; la regla de suma se relaciona con el conteo del nimero de electrones y la
normalizacion; la hermiticidad nos garantiza que los eigenvalores {g;} de la MDR2
son positivo definidos y, por iltimo, la antisimetria asegura que se estd cumpliendo el
principio de exclusion de Pauli. Asi, la aproximacion a la MDR2 siempre debe tomar
en cuenta cada una de estas condiciones. Esto puede lograrse mediante la expansion
cumulante, en donde dichas restricciones son heredadas por el cumulante, para poste-
riormente incorporar las condiciones necesarias que garantizan la N representabilidad

de la MDR2.

4.2. Expansiéon Cumulante.

La expansion cumulante es un procedimiento bien conocido para estudiar teoria de
muchos cuerpos a través de la matriz de densidad. Evidentemente estamos interesados
en el caso especifico de hacer la expansiéon cumulante de la MDR2. Esta expansion
consiste en expresar la MDR2 en términos de la MDR1 y un cumulante A. Esto quiere
decir que A describe la parte de I'? que no se puede expresar a través de I'', por
consiguiente, A corresponde a la correlacion entre pares de la MDR2.

Los cumulantes fueron introducidos por N. Thiele? quien los llamé semi invarian-
tes; en ese momento se utilizaban tnicamente para métodos matematicos como una
alternativa a los momentos de distribucion en el area de probabilidad y estadistica.
Posteriormente, los cumulantes se aplicaron a métodos de fisica estadistica por Ur-
sell® y Kubo®'. Recientemente K. Fudle®? los us6 en fisica de materia condensada y
paralelamente, W. Kutzelnigg® en estructura electrénica, enfocdndolos en la expansion
de matrices de densidad reducidas.

Las matematicas formales utilizadas en la expansion cumulante se encuentran en el
Apéndice (10.2). Para propositos del texto nos basta con entender que el cumulante
es una funcion de correlacion de pares. De acuerdo con la seccion anterior , la recons-

truccion de la MDR2 se llevara a cabo través de la expansiéon cumulante haciendo la

. . . . . 1
segunda derivada del logaritmo neperiano de un par de funciones exponenciales e*I'ra

en donde el argumento de la exponencial es la MDR1:

9%ln <ek1%1qek2”7%s>
2 _
Omrs) =~ opat;

(4.9)

ky=ky=0
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4.2 Expansién Cumulante.

Si desarrollamos la expresion anterior podemos escribir
(ars) = = Goa) Cire) + (Aggrrs) - (4.10)

La MDR2 queda en términos de la MDR1 y de un cumulante A. Si desarrollamos
el segundo término de (4.10) como un producto antisimetrizado de la MDR1 podemos
reescribir la expresiéon anterior

{Vpars) = Cipgrs) = 5 (o) (s) = () () + (Apgr)

N | —

Utilizando la representacion en una base de espin orbitales podemos escribir la ex-

pansion cumulante de la siguiente forma

(ﬁ/;q;yis o &;sﬁrl‘q) + A?]q,rs' (411)

N | —

~92 .
’qu,rs -

Por la simetria que presenta el producto %ﬁ}s, corresponde a la interaccion Coulém-

bica, el segundo término ‘y;jyﬂq corresponde al intercambio, y por tltimo el cumulante

2

de dos particulas A7

es la correlacion de pares. Note que el cumulante tiene cuatro
indices. A diferencia de las MDRp, el cumulante es extensivo, dicho de otro modo,
es consistente con el tamano a diferencia de las matrices de densidad reducidas. Es-
ta propiedad lo hace un mejor partido que las matrices de densidad para describir la

correlacion de muchos cuerpos.
Si desarrollamos la MDR2 en sus cuatro componentes independientes de espin,

~2 ~2 s ~ 2883, ~2 s ~2 R
ARy re = Voooae 4 R2BBB0 4 A20BaF | A28 bo (4.12)

q,TSs

Al llevar a cabo la expansion cumulante (4.11) de cada bloque de espin (4.12), es
imperativo considerar la ortonormalidad del espin, por lo que no puede haber MDR1

con términos cruzados de espin ya que estos son iguales a cero. De esta manera, tenemos

que,
1
20,000 ~laa s laa ~laa s laa 20,00
oo™ ® = 5 (o905 = s Arg™) + A (4.13)
y
1
~2aB,aB _ ~ rlaas 188 2a8,a8
prq,rs - §7pr fqu + qu,rs . (414)
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4 Funcionales de Orbitales Naturales de Piris (PNOF’s).

Los bloques del cumulante de espines paralelos no siguen alguna simetria, en cambio
los bloques de espin antiparalelo deben ser antisimétricos con respecto a la permutacion
de indices; en ambos casos, los dos primeros términos de (4.13) y (4.14) cumplen con
las condiciones de antisimetria y hermiticidad, de modo que el cumulante debe cumplir
con las propiedades de la MDR2 lo cual se discute en la siguiente seccién. Si utilizamos
la forma diagonal (1.39) de las MDR1 y consideramos que describiremos tinicamente
sistemas con espin compensado en una formulacion restringida, obtenemos la siguiente

forma para los bloques de espin:

220,00 npn ao,oo

7§q,rs = p2 ! (6,’07‘5‘15 - 51055“]) AIQ)q TS (415)
2200,0 npn af,o
/y;q fs = = q6PT5q5 + A}%qés B‘ (416)

Si usamos (4.15) y (4.16) para reconstruir la MDR2 y a su vez la sustituimos en
(4.4), la energia nos queda en término de los niimeros de ocupacion y los orbitales

naturales*?

El{ny} {pp (@)} = an (2hyp + (pp | PP)) +

p

annq (pq | pa) — (pa | ap) = > Apgrs (pa | 75) (4.17)

pars

donde los dos primeros términos corresponden a HF de espin compensado con ocupa-

ciones fraccionarias, mientras que el tercero es el cumulante sin espin

A — \20xaa AQﬁﬂ BB + A2O‘B af + A2aﬁ aB. (418)

pq,rs Dq,TS pq,rs pq,Trs pq,TS

Este contiene gran parte de la correlacion, tanto dindmica como estéatica, por lo cual,
es evidente que el cumulante es igual a cero cuando se trabaja con un tnico determi-
nante, pero serd diferente de cero si los espin orbitales naturales estan parcialmente

ocupados.

Hasta ahora el problema que planteamos sobre la reconstrucciéon de la MDR2 en
términos de la MDRI1 esta parcialmente desarrollado; atn falta determinar la estructura

del cumulante.
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4.3 Reconstruccién de Piris del Cumulante.

4.3. Reconstrucciéon de Piris del Cumulante.

La reconstruccién que propone Piris para el cumulante se basa, por un lado, en cum-
plir las reglas que implican la descomposicion de la MDR2 en términos de la MDRI1, y
por otro lado, en algunas condiciones necesarias de la N representabilidad de la MDR2.
Esta propuesta es para espin compensado, dicho de otra forma, funciona tnicamente
cuando se tiene un ntimero par de electrones apareados, y por lo tanto, ¢ = ¢ = ¢
para los orbitales naturales y n® = n® = n para los nimeros de ocupacion, y debe

conservarse el niimero de electrones: 4041

N*4+ NP =N. (4.19)
De esta manera, el valor esperado de S, para espin compensado es:

<S> —0. (4.20)

Como vimos en la seccion anterior, la MDR2 se descompone en bloques paralelos (4.13)

y antiparalelos (4.14). Si consideramos que las MDR2 paralelas son equivalentes y que

los antiparalelos también lo son, para las demostraciones consideraremos tnicamente
2 208,08 i i

dos bloques (Vpg‘;‘qao‘ Y Vogpi ). Por otro lado, debido a que las demostraciones de reglas

de suma parcial y reglas de suma implican bastante algebra de segunda cuantizacion, el

lector puede verificarlas en el apéndice (10.3). Ahora discutiremos las reglas asociadas

a la MDR2 y las consecuencias que estas implican.

La primera regla que vamos a describir es la reduccion de orden (4.5)%°
Z 2aa,000 B 2) laa Z 208,08 _ 188 (4 21)
Tpapa = 4 Taq Tpa,pq qu )

En el caso de la MDR2 de espines paralelos, sin importar cual sea el indice sobre el
que se esté sumando, siempre vamos a obtener una MDR1 con el mismo espin que la
MDR2, mientras que para la MDR2 de indices antiparalelos, dependiendo sobre que

indice se sume se puede obtener Vqﬁﬁ 0 yl‘m Es importante que la adicién de la suma
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parcial de cada uno de los bloques de la MDR2 nos genere la MDRI1 sin espin,

2 2aa aa 2a8,a8 288,88 2Ba,Ba __
Z ,yp‘vaq P‘qu + 7pq Pq + ’ypq Pq + ’qu7pq -

1 (4.22)

Las reglas de suma o normalizacion para los bloques de MDR2 paralelos y antipralelos

son las siguientes:

200,00 (N — 2) 208,08 _ N?
Z ’ypq,pq - 8 Y Z ,qu pq . (423)

Al aplicar la regla de suma sobre cada uno de los bloques de la MDR2 debemos obtener

el factor binomial de segundo orden, esto es,
N(N-1)
2 _
> Vpapa = : (4.24)

Ya que sabemos que se cumple la reduccion de orden (4.22) y la normalizacion (4.23),
ahora llevaremos a cabo la expansion cumulante (4.15) y (4.16) en el lado derecho de
las ecuaciones (4.21) y resolvemos para A. Asi obtenemos las siguientes restricciones

para los bloques paralelos y antiparalelos del cumulante

Z Afo?,ffqaa =np (np — 1) opr Z A,Z,quo‘ﬁ =0. (4.25)

q q

Las formas del cumulante paralelo y antiparalelo propuestas por Piris obedecen las
reglas de suma y de suma parcial de la MDR2 y se reflejan en las ecuaciones (4.25).
Adicionalmente, el cumulante es hermiteano, ya que estamos trabajando con funciones
reales, y también antisimétrico. En el apéndice (10.3) se demuestran estas propieda-

des. Las expresiones explicitas propuestas por Piris para los cumulantes paralelo y

antiparalelo son las siguientes: 194!
pzoaca _ D00 5 5 (4.26)
pq,rs - ) prqs psYqr .
JANK I,
Aigﬁfﬁ == 5q OprOgs + TP(Spsaqr . (4.27)

28



4.3 Reconstruccién de Piris del Cumulante.

La matriz A debe ser real y simétrica mientras que la matriz II es independiente del
espin y hermitiana. El trabajar con una formulacion espin restringida para singuletes
nos permite escribir cada término independiente del espin. Utilizando de nuevo las
reglas de suma y de suma parcial del cumulante (4.25), las expresiones propuestas por
Piris (4.26) y (4.27), y resolviendo para las matrices A y II, obtenemos las siguientes

restricciones:

> AN =, (n, — 1) > A =11, (4.28)

q q

donde la suma primada indica que se omite el término diagonal. Mas adelante utili-

zaremos la restricciones (4.28) como guia para llevar a cabo una propuesta de Ay

IL.

Ya que conocemos la forma explicita del cumulante paralelo (4.26) y antiparalelo
(4.27), si usamos la forma diagonal de la MDR1 podemos reconstruir cada bloque de

espin de la MDR2 en términos de los niimero de ocupacion naturales y las matrices A

y II:
(npnq - qu)

’AV;%;%M = # (5pr(5qs - 5p85qr) (4.29)
— A 11 .
&;gjgfﬁ = Wépr(sqs - Tpépséqr ; (4.30)

claramente, el bloque de la MDR2 paralelo depende de la matriz A y el bloque antipa-
ralelo de A y II. Utilizando las ecuaciones (4.29) y (4.30) en la expresion de la MDR2

(4.12), podemos escribir la MDR2 sin espin de manera explicita:
”AYiq,rs = (npnq - qu) (25pr(5qs - 5ps(5q7") - Hprépséq?“ (4-31)

Tomando en cuenta que A y II dependen de los nimeros de ocupacion, la MDR2
queda en términos de los niimeros de ocupacion naturales. Si consideramos la expresion
completa de la MDR2 (4.31) y tomamos el valor esperado del Hamiltoniano H que
depende de la MDR1 (4.4) obtenemos

B4 3] = Tr [H {n} {op @)] | (4.32)

Al escribir la MDR2 en términos de la MDR1 podemos determinar el valor esperado

mediante la traza del Hamiltoniano molecular y los elementos diagonales de la MDR1.
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Asi, la energia queda en términos de nimeros de ocupacion {n,} y orbitales naturales

{¢p (z)} v esta dada por

E{ny} {ep (@)} =D 1y (2D + (op | p)) +

p

> " (npng — D) (2{pq | pg) — (pa | qp)) anr pp | qq); (4.33)

pq
la integral (pq | pq) 6 J,, corresponde la la integral Coulémbica, representa la interac-
cion repulsiva entre electrones y es independiente del espin; (pq | gp) 6 K, corresponde
a la integral de intercambio que es una interaccion estabilizante entre electrones del
mismo espin y el altimo término (pp | ¢q) es la integral de inversion de tiempo L,,, la
cual, como estamos trabajando con orbitales reales, es igual al intercambio. Por simpli-
cidad estas integrales las expresaremos como letras, y asi podemos escribir la energia

general de los PNOFs como

El{ny,}, {wp(x Z Ny (2hpp + Jpp) +
Z (npng — Apg) (2Jpg — Kpg) — Z HpgLipg- (4.34)

Los diferentes PNOFi (i = 1,..,7,7s)06%69 se obtienen de proponer diferentes for-
mas explicitas para las matrices A y II, y se busca que cumplan con las restricciones
previamente mencionadas. Falta incorporar algunas condiciones asociadas a la MDR2,

lo cual se discute en la siguiente seccion.

4.4. N Representabilidad de la MDR2.

Como se mencioné en los primeros capitulos, las condiciones con respecto a la N
representabilidad de la MDR1 de ensamble estdn asociadas a las restricciones de los
nimeros de ocupacion, y simultdneamente, a la conservacién del nimero de electrones.
Estas condiciones aplican cuando el operador que se quiere evaluar actia simultanea-
mente sobre un cuerpo y por tanto, como se menciond en el primer capitulo, Gnicamente
se necesita la MDR1 de ensamble. En estructura electréonica de atomos, moléculas y

solidos, la interaccion entre electrones depende de las coordenadas de ambos; por esta
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razon es un operador que acttia simultaneamente sobre dos cuerpos. Asi, la eigenfuncion
del operador de interaccion entre electrones es la MDR2 diagonal %q,pq' Lo anterior
implica que deben incorporarse a los PNOFs condiciones de N representabilidad de la
MDR2,383%7072 para garantizar que se esté utilizando la fisica correcta en relacion a la
interaccion electrénica. Las condiciones que se conocen hasta ahora son necesarias més
no suficientes. Estas condiciones son conocidas como de positividad (2,2),”® donde el
primer niimero corresponde al orden de la matriz y el segundo a una matriz del mismo
orden o superior que sirva como punto de partida para la derivacion de la condicion. A
estas también se les conoce como condiciones D, G y Q, donde la primera determina
que la probabilidad de un par de particulas sea positivo definida, la siguiente esta aso-
ciada a la positividad de un par particula agujero y la ultima, a que dos agujeros son
positivo definidos, en donde un agujero es el reciproco de una ocupacion. Las matrices

G vy Q guardan la siguiente relacion funcional con la matriz D:
G [D], QD] (4.35)

donde D = ~2. Las condiciones G [D] y Q [D] son necesarias ya que dependen explici-

tamente de la MDR2 pero la relaciéon funcional inversa no se ha demostrado:
G —9° Q — 2 (4.36)

Fisicamente, las condiciones G y Q van mas alld que las condiciones planteadas por
Coleman para mantener a los ntimeros de ocupacion entre cero y uno. Esto se debe a que
las condiciones G y Q aseguran que la probabilidad de encontrar un par de particulas
en distintos estados es siempre positiva. Adicionalmente, al considerar simultadneamente
las condiciones de positividad D, G y Q se tiene una guia respecto a como reconstruir la
MDR2 en términos de la MDR/1. Estas condiciones generalmente las podemos encontrar
en forma de desigualdad:

D>0, G>0, Q>0. (4.37)

En términos practicos, estas desigualdades nos ayudan a restringir la matrices A y II
para la construccion de los PNOFs. Aun cuando las condiciones (4.37) no son suficientes
para garantizar la N representabilidad de la MDR2, en conjunto pueden proveernos de

un calculo variacional de alta calidad.
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Utilizando segunda cuantizaciéon vamos a escribir de forma méas conveniente las ma-
trices D, G y Q. Decimos mas conveniente ya que el algebra anticonmutativa va a
simplificar la derivaciéon de algunas propiedades. Comenzaremos por un elemento de

matriz de la condiciéon D en segunda cuantizacion:
Dpyrs = (V] a;)a:;aras W) . (4.38)

Esté matriz corresponde al estado a,.a, | V) y segin la ecuacion (4.37), el valor promedio
de este debe ser positivo; los estados ala, |¥) y alal |¥) corresponden a las condiciénes

G y Q y estas pueden escribirse como
Gpgrs = 4 a;aqaral ), Qpgrs = 4 apaqaial |¥) . (4.39)

Esta representacién permite ver de forma clara que la condicion G crea la s ésima
particula y destruye la r ésima particula mientras que la condicion Q destruye la ry s
ésima particula. Asi como la MDR2, las condiciones G también pueden expandirse en

sus correspondientes bloques de espin paralelos y antiparalelos

Goal = (W] af yagparaal 5 [0),  Gopot® = (W] af yagatraal o [V),  (4.40)

mientras que los bloques respectivos a Q quedan como

Qo = (W] apaagpal jal 5[0, Goet® = (W] apaagaal al o [V) . (4.41)

En las expresiones anteriores se considera la ortonormalidad del espin en cada uno
de estos operadores. En lo sucesivo consideraremos tnicamente el desarrollo de las
matrices G y Q, va que la condicion D viene dada por la reconstruccion de la MDR2
que se muestra en la ecuacion (4.31). Para poder trabajar con las ecuaciones (4.40) y
(4.41) usaremos el teorema de orden normal y las reglas de anticonmutacion propias
de los operadores fermiénicos de creaciéon y aniquilacion para asi obtener las siguientes
restricciones, las cuales estan desarrolladas en detalle en el Apéndice (10.5)

Gomd? = Ssqtpr®™ = Yoo (4.42)
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G = GsgVpr™ = Vpowa™s (4.43)

Qpirs® = BsqOpr = SsqVp™ = sy + Vara™ (4.44)
b = OqsOpr — Osg Ve ™ = OpsOgr + Ops1rg™

FOgrYap® = OprYag ™ + Vo™ (4.45)

Podemos ver que las matrices G y Q dependen funcionalmente de la MDR2 y MDRI.
Para que los bloques de matrices (4.42)-(4.45) sean positivo definidas deben de cum-
plirse la siguientes desigualdades:

Gaﬁ,a,@ > O, Goaa > 0, Qoz,b’,oz/ﬁ > 0 y Qaa,aa > 0, (446)

pq,Ts pq,rs — pq,Ts pq,rs

lo cual implica que cada uno de sus eigenvalores debe ser positivo o cero. Para verificarl
el cumplimieto de esta condiciéon es necesario llevar a cabo una diagonalizacion, pero
antes es necesario hacer la expansion cumulante (4.15) y (4.16) de cada bloque de espin
de la MDR2, para esto se escribe la MDRI1 en términos de sus elementos diagonales y
los indices » = p y s = ¢. Para los bloques paralelos de la condicion D se obtiene

Dot = nyng — Ay >0, (4.47)

Pq,pq

Para el bloque D antiparalelo los bloques consisten de una matriz RXR donde R es el
numero de orbitales. Si nos deshacemos de los elementos diagonales, podemos obtener
de forma analitica la siguiente expresion:

Dol =nom, — Ny >0 Y p#q. (4.48)

pq,Ts

Hasta ahora la reconstruccion de Piris del cumulante debe cumplir con la restriccion
A,q > nyng y el bloque RXR del bloque antiparalelo D es positivo. Est4d condicion

implica que la probabilidad de encontrar un par de electrones debe ser positiva. La
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condicion Q tiene las siguientes condiciones analiticas (ver Apéndice(10.5))

papa = Tplg = Bpg 20 (4.49)
Qpid =Mohg =Dy =20 ¥ p#g (4.50)

en donde se hizo la misma consideraciéon que para el bloque D antiparalelo. En esta
expresion se restringe que la matriz A,, sea mayor o igual que un par de agujeros
( h, = 1 —n,); esta restriccion tiene dominio por encima del nivel de Fermi. Esta
condicién se puede interpretar como que la probabilidad de encontrar un par agujeros

es positiva.

La condicién G de espines paralelos,

Gooer —p b — Ny >0, (4.51)

Pq,pq

como es de esperar, restringe analiticamente a que la matiz A sea mayor o igual a un

par agujero particula.

Por dltimo, la condicion mas complicada que involucra a la matriz G de espines

antiparalelos; esta consiste en bloques de 2X2 de matrices 1X1,™

GaBaB  aBap

PZPQB szqpﬁ 2 O (452)
Govwa Gapar

Si diagonalizamos cada bloque de 1X1 y después buscamos los eigenvalores de la matriz

de 2X2, obtenemos una restriccion para los elementos de la matriz II:
HIQJq < nphpnghg + Apg (nphq + nth) + AIQ,q . (4.53)

Si en esta restricciéon hacemos A,, = 0 obtenemos que la matriz debe estar por debajo
del término de Bardeen-Cooper y Schriefer ™ \/W que se utiliza para modelos de
superconductividad. Esta restricciéon se cumple por cada ocupaciéon del nivel de Fermi
y cada agujero por encima del nivel de Fermi. Notese que hay un factor de fase asociado
a esta ultima restriccion:

I, < ++/nyhpnghy .
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Hasta ahora se han obtenido de forma analitica algunas de las condiciones necesarias
para garantizar la N representabilidad de la MDR2. La construccién de las matrices A
y II se llevara a cabo considerando las condiciones D, G y Q. El punto medular es que

la forma de estas matrices dan lugar a los diferentes modelos de PNOFs.

4.5. Modelo de Pares No Interactuantes (PNOF5)

e Interactuantes (PNOF7).

Utilizando como punto de partida la expresion general de la energia para singuletes

propuesta por Piris

El{ny} {pp (@)} = Z 1y (2hyy + Jpp) +

p

Z (npng — Apg) (2Jpq — Kpg) — Z g Lig (4.54)
pq

pq
donde las diferentes formas de las matrices A y Il dan lugar a los diferentes PNOFi
(t =1—7T), que a su vez toman en cuenta la reconstruccion de la MDR2. Dentro
del conjunto de PNOFs escogimos los modelos de pares no interactuantes PNOF5 e
interactuantes PNOFT.

El PNOF5%7 fue el primer modelo de pares no interactuantes propuesto en el es-
quema, de orbitales naturales. Este modelo toma en cuenta un espacio orbital {2p que
es dividido en N/2 subespacios 2, de modo que €, € Qp, en otras palabras cada
subespacio (2, toma en cuenta un par de electrones. Otra caracteristica es que los N/2
subespacios son mutuamente disjuntos, es decir, no comparten ningin elemento de la

base en la que estan expandidos
Q,NQ={0}. (4.55)

Cada subespacio €}, tiene un orbital g por debajo del nivel de Fermi y puede tener N,

orbitales por encima de este”®"" de modo que se conserva la suma en cada subespacio:

2) m,=1, g=12,...,N/2. (4.56)

peQdy

65



4 Funcionales de Orbitales Naturales de Piris (PNOF’s).

Q4

0,00 00% 0% =0p

Figura 4.5.1: Apareamiento de un orbital por debajo del nivel de Fermi (N/2) con 3
(N, = 3) por encima de N/2

Si Ny = 1 estamos dentro de un esquema de apareamiento perfecto y este se da cuando
cada orbital g por debajo de N/2 esta apareado tinicamente con un orbital g por encima
de N/2, pero en general, cada orbital g por debajo de N/2 se puede aparear con Ng
por encima de N/2, como lo podemos ver en la figura 4.5.1 , en donde un orbital por

debajo de N/2 se aparea con N, = 3 por arriba.

Al estar en una formulacion restringida de espin, a cada subespacio le pertenece un

unico par de electrones; de esta manera, la regla de suma se cumple automaticamente:

N/2

> nmy=N/2. (4.57)

g=1 peQly

Con esta condiciéon de apareamiento ya no es necesario utilizar el multiplicador de

Lagrange que restringe la suma de ocupaciones al nimero total de electrones Zp Ny =

N/2.

Considerando simultdneamente las restricciones a las matrices A y II asociadas a
las condiciones de positividad dictadas por las ecuaciones (2,2), (4.47), (4.48), (4.49),
(4.50), (4.51), (4.47) y las propiedades de la RDM2 dadas por las ecuaciones (4.7),

(4.8), (4.6), (4.5), sumadas a las condiciones de apareamiento obtenemos la siguientes
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expresiones que definen al PNOF5:

Agp = nf,(sqp +ngny (1 — 0gp) 51199 51099
I1,, = np5qp + ng (1 - (5qp) 56199 51’99

; —VNghp, P=9064¢=g
I, = (4.58)
+,/Mqny, , de-otra-manera

1, g€y
00, = ; g=1,2,...,Np/2

07 q ¢S)9

Vale la pena enfatizar que A es una matriz independiente del espin A,, = AZ® =
A0 = APP. A su vez I y A son cero si pertenecen a diferentes subespacios. Las
demostraciones que las ecuaciones (4.58) cumplen con las restricciones impuestas a la
MDR2 se pueden encontrar en el apéndice (10.4). Sustituyendo las ecuaciones (4.58)

en la ecuaciones (4.54) obtenemos la expresion de la energia para el PNOF5:

Np/2 Np/2
ERT = 3 E,+ Y Eyy
g=1 f#9
Eg= > np2hyy + Jpp) + X ngqu (4.59)
PEQ ¢,pEQg,q#p

Erg= 32 > [ngnyp (2Jpg — Kpg)]

pGquGQg

En la primera expresion, el primer componente de la energia F, corresponde a un siste-
ma de N/2 pares independientes y el altimo término E, corresponde a las interacciones

Coulémbicas y de intercambio entre electrones que pertenecen a diferentes pares {€2,}.

Como se menciond, la construccion del PNOF5 (4.59) se basa en un modelo de pares
no interactuantes, por lo que la correlaciéon que toma en cuenta viene dada por las
interacciones dentro de cada par electronico. Esta interaccion es mejor conocida como

interaccién intrapar. La correlacion restante se introduce a través de las interacciones
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entre los distintos pares electronicos también conocida como correlacién interpar.

Para ir mas alla del modelo de pares no interactuantes Piris desarroll6 el funcional
PNOF6%, en el que ahora se consideran la interaccion entre diferentes pares a partir de
la matriz A, en donde se utilizan parametros restringidos que pueden violar la condicion
G.

En el siguiente modelo de pares interactuante, el PNOF7,7%™ se toma en cuenta la
correlacién no dinamica interpar, sin violar las condiciones D, G y Q. Esto significa
que los elementos no diagonales de la matriz A son iguales a cero y que si los elementos
de orbitales que pertenecen a distintos subespacios de la matriz II son diferentes de

cero, esta interaccion se adiciona a la ecuacion (4.59), esto es,

Np/2

EROT=EPOT 4 NN TN Iy Ly, (4.60)

f#g peQy q€Qyq
Los elementos de esta matriz son IIJ, = —®,®,, con O, = v/14(1 = ny), donde py g son
indices de orbitales que pertenecen a distintos subespacios. Si utilizamos la ecuacion
(4.53) y hacemos los elementos A,, = 0 seguimos conservando a la matriz asociada
a agujero particula G como positivo definida. Notese que el término Hg’p = —-9,0,

corresponde al de superconductividad de Bardeen, Cooper y Shriefer.

4.6. N Representabilidad del PNOF5.

Dentro de DFT y NOFT una de las mas grandes ambiciones es tener una funcion
de prueba variacional con un minimo que pueda mapearse con una funciéon de onda
debidamente antisimétrica. Para DF'T se conocen las condiciones para que la densidad
sea N representable (ver ecuacion 3.20). A pesar de ello, las condiciones de N repre-
sentabilidad de los funcionales aproximados, nunca se han llevado a la practica. Por
este motivo, no debe extrafiar que los funcionales de la densidad aproximados (DFAs)
arrojen energias por debajo de la energia correspondiente a FCI. Sin embargo, Ayers
y Liu** propusieron una metodologia para generar DFAs N representables, pero la
complejidad en su definicion obstaculiza una construcciéon practica. En el caso de la

80-82

teoria de NOFT se han propuesto una buena cantidad de funcionales, no obstante

la gran mayoria, incluyendo PNOF1 y PNOF4, violan algunas condiciones asociadas
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a la MDR2, exceptuando el PNOF5,(4.59) ya que Pernal,® demostr6 que el PNOF5
es equivalente a una de las teorfas de producto antizimetrizado de geminales(PAG);
consecuentemente el PNOF5 tiene un limite inferior asociado a la energia del estado

basal.

Para contextualizar, vale la pena describir de manera breve que es un geminal, al-
gunas de sus propiedades y su conexion con la funcién de onda Hartree Fock y los
elementos diagonales de la MDRI.

Como vimos en el segundo capitulo, la funcién de onda que corresponde a una con-
figuracion esta representada por un determinante que tiene como elementos a espin
orbitales. Una alternativa, propuesta por Fock® es remplazar un par de espin orbitales

por funciones de dos cuerpos, esto es,

Uapsc (21,09 .., 2,) = A {g1 (z1,22) g2 (x3,24) ... gny2 (TN—1,2N) } (4.61)

donde el operador A es el antisimetrizador de funciones de dos cuerpos; los {g;} son

85,86 ag la funcion

funciones de dos cuerpos mejor conocidos como geminales y ¥ 4psa
de onda de un producto antisimetrizado de geminales fuertemente ortogonales. Cada
geminal debe ser antisimetrico con respecto a la permutacion de sus coordenadas y las
coordenadas no pueden repetirse entre distintos geminales debido al teorema de Arai®’
u ortogonalidad fuerte que dice lo siguiente:

“Si existe ortogonalidad fuerte de un conjunto dado de geminales, estos pueden ex-
pandirse en funciones de base de un electron de tal manera que a cada geminal le

corresponda tinicamente un subespacio”.

Este enunciado se puede escribir matemaéaticamente de la siguiente manera:
/d$1 g1 (21,22) g2 (21, 23) =0, (4.62)

donde si cada geminal se expande en bases de un electréon a cada geminal le corres-
ponde un tnico conjunto de funciones de base.

Si el conjunto de geminales que cumplen con el teorema de Arai estan en un esquema
de apareamiento perfecto, lo cual implica que cada geminal describe a un dnico par de
electrones, a este tipo de funciones de base se les conoce como bases localizadas. Lo

anterior permite dar una interpretaciéon quimica a estas funciones de dos cuerpos ya
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que pueden describir enlaces entre 4tomos del tipo de dos centros dos electrones, pares

de electrones no enlazantes y pares de electrones tipo core.

Kutzelnigg encontré como puede relacionarse la MDR1 con los geminales®® a través

de unas funciones que denominé generadores de espin geminales

A (2 al) = / gi (@, 2) g7 (o, 22) des (4.63)

Si cada geminal se expande en sus funciones de base,

gi (@, 22) = Y6, 0 (2) iy (2) (4.64)

p
los coeficientes {c;} dependen de 2 indices.

Si sustituimos la ecuacion (4.64) en (4.63) obtenemos la MDRI1 en términos de los

generadores de espin geminales

W @) =3 () oy (2) o) (o) (4.65)

p

Claramente, los coeficientes {c]i} estan conectados con los ntimeros de ocupaciéon a

través de la siguiente relacion

n; = (ci)2 . (4.66)

Usando (4.66), la energia toma la forma

Eapsa [{C;)} Anpt s {ep (x)}] =2 Z np2hpp+

p
Np/2 N/2
DD Dy 2o = Kp) =3 D il (4.67)
f#9 pEQy g€y 9=1 q,peQy

La energia del estado basal se encuentra mediante la optimizacion de (4.67) con res-
pecto a los orbitales {, (z)}, los coeficientes de expansion {c;} asi como los nimeros
de ocupacién {n,}. El dominio de este funcional consiste en nimeros de ocupaciéon
que satisfacen las condiciones de N representabilidad (3.44), la ortonormalidad de los

orbitales y los coeficientes {c;}, también conocidos como factores de fase que toman
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valores de +1 y -1:
(@) =1. (4.68)

Consecuentemente, el valor esperado del funcional APSG es variacional, es decir, su
minimo esta por arriba de una funciéon de onda antisimétrica. Una comparacién entre
el funcional APSG y el PNOF5 de espin compensado (4.59) revela que este tltimo es
unicamente un caso particular del APSG, pero con la diferencia que en PNOF5 las
fases estan restringidas®

el =—1 (4.69)
mientras que en APSG estas pueden tomar los valores -1 6 1. Por lo tanto, el PNOF5

siempre estara por encima de APSG

E < Eapsc [{6} Ao}, {0p (2)}] < Epnors [{np}, {ep (2)}] (4.70)

Esta relacién garantiza que el PNOF5 tiene asociado una funcién de onda APSG, y
esto se logro al imponer las condiciones D, G y Q, més el acoplamiento orbital. El
PNOF7 a pesar de que cumple con las condiciones necesarias no tiene una funcién de
onda detras, ya que este agrega correlaciéon interpar a través del término Hg’p =-9,0,,

el cual no estd presente en la funcién de onda APSG.
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de Espin Polarizado.

A partir de este capitulo se discuten las aportaciones originales de esta tesis, estas
van desde la teoria fundamental, posteriormente la implementaciéon cumputacional y

finalmente las aplicaciones.

5.1. Antecedentes.

Dentro de la teoria de funcionales de orbitales naturales, se han realizado algunos
intentos para describir sistemas con electrones desapareados. El primer funcional de
espin polarizado fue reportado por Goadecker y Umrigar®!, quienes se basaron en los
funcionales de Miiller®®, Buijse (MBB)®? . La formulacion de este funcional considera
que los orbitales naturales son independientes del espin mientras que los ntimeros de
ocupacion dependen de este. Posteriormente, Lathiotakis y colaboradores® propusie-
ron un funcional de capa abierta y lo probaron en la primera fila de &tomos de la tabla
periddica. El principal problema con estas tltimas aproximaciones es que no conservan
el espin total <S’2> Por otro lado Rohr y Pernal® mostraron que el funcional MBB no
tiene error de espin fraccionario para sistemas de un electrén. El inconveniente que tie-
nen estos estos funcionales es que todos y cada uno de ellos viola condiciones asociadas
a la N representabilidad de la MDR2 y otras propiedades como hermiticidad, antisime-

1.92 Por otro lado, Piris propuso funcionales

tria, reglas de suma y reglas de suma parcia
de orbitales naturales que describen el estado polarizado con el nimero M més alto.
Comenz6 trabajando con el PNOF13! el cual consiste en un modelo de electrones des-
apareados no fraccionarios; por consiguiente, el PNOF1 conserva la simetria de espin,

pero no la condicion G. Mas adelante, Piris gener6 otro modelo igualmente basado en
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el PNOF1,% pero a diferencia del anterior, consideré que los electrones desapareados
son fraccionarios; esto lo llevo a una expresion analitica del cumulante para conservar el
espin total, pero estos al no respetar una regla de suma parcial, violan la antisimetria.
Igualmente, con este modelo generalizé a espin polarizado el PNOF3, el cual mostré
muy buenos resultados para moléculas con electrones desapareados.® Desafortunada-
mente, un analisis més cuidadoso de las curvas de disociacién para varias moléculas
diatomicas revelaron que el PNOF3 sobrestima la correlacion electronica cuando la
correlacion no dindmica es importante y se demostré que este comportamiento esta

relacionado, nuevamente, con la violacién de la condicion G de la MDR2.%6

5.2. Formulaciéon de Espin Restringido.

En esta seccion se discute como obtener un NOFT de espin restringido y polarizado.
Para lograr lo anterior, utilizaremos un modelo de electrones desapareados con ocu-
paciones constantes e iguales a uno, como el primer modelo usado para el PNOF13!,
en los funcionales PNOF5%7 y PNOF7™7. De esta manera, se busca que se cumplan
algunas condiciones necesarias de N representabilidad de la MDR2, las condiciones de
N representabilidad de la MDRI1 y a su vez que se conserve la simetria de espin a través
de los operadores de espin total y de proyeccion del espin en la direccion z.

Para generalizar los funcionales PNOF5 y PNOF7 a sistemas con electrones des-
apareados, primero, utilizaremos una formulacién de espin restringido, es decir, el
conjunto de orbitales naturales {¢; (z)} se divide en dos conjuntos {¢% (r)a(s)} v
{©8(r) B (s)}. En esta formulacion, un mismo conjunto de orbitales se utiliza para los

dos espines a y f3,

pp (1) =@, (1) = ¢y (1) (5.1)

y las funciones de espin son ortogonales
/ds a* (s)B(s) = /ds B (s)a(s) =0. (5.2)
Por otro lado, los niimeros de ocupaciéon estan no restringidos:

n® # nf (5.3)
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5.2 Formulacion de Espin Restringido.

Con estas condiciones podemos trabajar con los niimeros de ocupacién para garantizar
que se estan cumpliendo, simultdneamente, los valores esperados, tanto de la proyec-
cion de espin en z <§Z> como el espin total <§2>, lo cual nos garantiza que no hay
contaminacion de espin. La evaluacion de estos operadores se discutird a detalle més

adelante.

Se sabe que teniendo un determinado valor de espin S, podemos tener 25 + 1 valores
de M, que van de —S5,—-S +1,-S+2,...,5 — 1,5. Como una aproximacién, nos
enfocaremos tnicamente en el estado de multiplicidad mas alta M, = S Por este
motivo se le conoce como funcional de espin polarizado. A su vez, para satisfacer la
ecuacion (5.3) consideramos ny > nlff. Esto implica que tenemos una mayor cantidad

de electrones alfa que beta, es decir,
N* > NP (5.4)

y, por supuesto, los electrones o y [ estan sujetos a la conservacion del nimero de

electrones:

N®+ NP = N. (5.5)

Con este conjunto de restricciones generales podemos comenzar a discutir mas especi-
ficamente las reglas de suma y de suma parcial para sistemas con electrones desapa-

reados.

5.2.1. Reglas de Suma para las Matrices [I y A.

En la formulaciéon de espin compensado, como su nombre lo sugiere, la condicién
sobre los nameros de ocupacion n; = nf) = n, implica que no existe distincion entre
espin « 0 (; otra caracteristica es que las reglas de suma (4.23) y de reduccion de orden
(4.21) se pueden escribir en términos del nimero total de electrones N y de la MDR1
sin espin. En contraste, en la propuesta espin polarizado tenemos ny > ng, de modo

que las reglas de suma parcial dependan de las MDR1 « 6 § y del conteo de electrones

a6 f:
ao,oa2 (Na — 1) aal aB,aB2 NB aal
Z quﬂ“q - 9 Fm Z qu,rq - TFPT : (5.6)
q q
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5 Funcional de Orbitales Naturales de Espin Polarizado.

Es importante notar que la regla de suma parcial de I’ gﬁﬁfz puede generar un bloque
root u otro ISP dependiendo del indice sobre el cual se estd sumando. En cuanto a
la regla de suma o traza sucede algo similar; la dependencia N® 6 N” nos lleva a las
siguientes ecuaciones

N (N* —1 NN
Z pacaa2 _ ( ) Z [esaedz — 2 . (5.7)

Pq,pq 2 Pq,pq 2
pq rq

mediante la expresion (5.6) se garantiza la reduccion de orden T'' — T'?) mientras las

reglas de suma (5.7) garantizan la normalizacion de Lowdin de la MDR2.

La expansion cumulante de la MDR2 en el formalismo de espin no compensado, tiene

una forma similar a las expresiones de espin compensado (4.26) y (4.27), pero ahora

estan escritos en términos de los bloquees de espin de la MDR1.%° Consecuentemente,
los nimeros de ocupacién mantienen la dependencia del espin:
. nond
2a0,a0 _ P 2aa,
Fpgé,ilsaa - T (6p7”5q5 - 5105(5(17”) + Apg,?:saa (58)
. non?
Dhars? = 2 8pbae + A7, (5.9)

Mediante las reglas de suma y de suma parcial generadas a través de la contraccion de
la MDR2 (5.6) y (5.7), hermiticidad y antisimetria, puede demostrase que el cumulante

sigue las siguientes reglas de suma (ver Apéndice(10.4) para detalles de la derivacion):

2aa,a0 o o 208,08 _
2 Z N =iy (np — 1)7 Oy Z Asa” =0 (5.10)
q

q

Los dos primeros términos de la ecuacion (5.8) satisfacen la condicion de antisimetria de

la MDRZ2, por lo tanto Azg‘fﬁ;}aa y Aiqﬁﬁfﬁ deben ser igualmente antisimétricos, mientras

que Aggffﬁ no posee alguna simetria en especifico. Por otra parte, el cumulante para

espin polarizado fue propuesta por Piris, en la cual se mantiene la dependencia del

espin en la matriz A, esto es,

Aaa
Ao = =5 (Gprgs — Ops0yr) (5.11)
AP I
A2ofab _ 5‘1 Spr0gs + %%&S : (5.12)
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5.3 Conservaciéon del Espin.

Las matrices A“* son de espin paralelo y sus elementos diagonales son tinicos, lo cual

Arooz,ocoz

satisface la antisimetria de A0

En cambio, si tomamos en cuenta la simetria de Agg‘f’fﬁ se puede mostrar que la

matriz Ag‘qﬁ es real y simétrica, mientras que la matriz Il es independiente del espin.

Por consiguiente podemos escribir
e = 1177 = 11*° = 1P~ . (5.13)

Al trabajar con orbitales reales, la matriz II debe ser hermitiana. De manera similar,
si usamos la regla de suma del cumulante antiparalelo (5.10) en la aproximacion (5.12)

obtenemos la siguiente regla de suma:
> A =TI, . (5.14)
q

Por otra parte, la restriccion sobre los cumulantes de espin paralelo (5.10) cumple con

las siguientes restricciones:
2
DA =my A= (ng)” (5.15)
q

Hasta ahora hemos deducido las reglas de suma y reduccion de orden. Estas nos
dan un indicio de como construir las matrices A y II basandonos en el mapeo I'' —
I'%; adicionalmente, debemos considerar la antisimetria, hermiticidad, conservacion del

espin y algunas condiciones necesarias de N representabilidad de la MDR2.

5.3. Conservacién del Espin.

Bajo una formulacion no relativista, al ser el Hamiltoniano independiente del espin
conmuta tanto con el operador de proyeccion de espin en el eje z 5'2, como con el espin
total S2. Asi, podemos obtener simultdneamente el valor esperado del Hamiltoniano,
la proyeccion del espin en z y el espin total. Se ha mencionado constantemente que
la MDR2 se reconstruye mediante las reglas (4.7), (4.8), (4.6), (4.5) y las condiciones
necesarias (4.36), pero al querer generalizar la MDR2 para sistemas con electrones

desapareados es preciso respetar, simultdneamente, los operadores de espin. Para esto
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5 Funcional de Orbitales Naturales de Espin Polarizado.

se calculan los operadores de espin mediante la MDR1 y MDR2.

Considerando la ortogonalidad de espin, los tinicos bloques de la MDR1 que son
eigenfunciones del operador S, son los bloques paralelos. Por consiguiente, el valor

esperado de este operador puede calcularse mediante la MDR1
<§Z> = /da:'d:c S.T (z,2)

usando la definicién convencional del operador S.,? obtenemos

_ 1 / / aq / N — N/B
<SZ> = §/dx dz (0'9° (z,2') — T (z,2")) = B (5.16)

y recurriendo a la normalizacién de los bloques paralelos de la MDR1 tenemos que

Ne — N#

= M,
2
donde M, corresponde al valor més alto de la multiplicidad 25 + 1, lo cual nos indica

que M, = 2S. Para satisfacer esta condicion (5.16) es suficiente con la normalizacion

de la MDR1.

Por otra parte, para calcular el valor esperado de 5’2, de acuerdo a Dirac y Lowdin,

debemos utilizar la MDR219:22:

R N(N —4
<SQ> = —¥ —I—/dl’ldl’gr2 (l’l,l'g,l‘l,xg) y (517)

evidententemente se necesitan conocer los elementos diagonales de la MDR2 para poder
calcular este valor esperado. Para simplificar el 4lgebra de la ecuacion (5.17) se utilizara
una representacion orbital de la MDR2 y se expandira en cuatro bloques independientes

de espin, que a su vez son eigenfunciones de S2. Considerando lo anterior obtenemos

pPq,pq pq,pq

<512> — _w + % (Daa,aa + D'B’B’ﬂﬁ) .

2> DeleB (0216l) (el (5.18)

pqrs
en donde las integrales de traslape <<pg\<pf > introducen contaminaciéon de espin. Esa es

la motivacion principal de que los orbitales a sean iguales a los (5, y por tanto, estar
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5.3 Conservaciéon del Espin.

en una formulaciéon restringida. Haciendo la matriz de traslape <g0§|gpf> = 0ps €n la

ecuacion (5.17) y haciendo un poco de algebra podemos escribir

Pq,pq Pq,pq Pq,pq

A N(N —4
<52> _ _NIN-4) 5 ) + ) (Dpgseer - DIBIS — o Do) (5.19)
Pq

Si llevamos a cabo la expansion cumulante de los distintos bloques de la MDR2 y
tomamos en cuenta las reglas de suma, podemos tener una expresion en términos de
los nimeros de ocupacion «, 8y el cumulante antiparalelo (ver el Apéndice (10.6) para
los detalles de la derivacion)

A (NOK_Nﬂ)Q Nﬁ_'_Na a afB,a
(8) = S = Y -2 et
P prq

Dado que estamos considerando la proyeccion de espin en el eje z maximo M, = S =

N*—N#B
2

, podemos plantear dos sistemas de ecuaciones:
o2 e af,o
<S > =S(S+1)+ NP+ =S nomf — 23 aebad
p pq

Para conservar el espin haremos cero todo lo que es diferente a S(S + 1). Por un lado,
garantizamos la conservacion del espin <§2> =S (S+1),y por el otro se lleva a cabo

la restriccidon del cumulante.

B8 _ a, B _ aB,aB _
N Z Ny Ty Z /\pq,qp = 0.
P

pq

Como Zp ng = N” y haciendo algebra simple obtenemos:

Pq,qp

2> Aol = nl — ninf) (5.20)
q
Anteriormente habfamos considerado que ng > ng , por lo tanto:
Ny = Ny + My, n]’f = n,, (5.21)

p

donde n, es la ocupacion de los pares electronicos apareados, y m, toma en cuenta

las ocupaciones de los electrones desapareados. Usando la aproximacién del cumulante
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5 Funcional de Orbitales Naturales de Espin Polarizado.

antiparalelo (5.12) y la regla de suma (5.20) obtenemos para los elementos diagonales
A =n, (my+n,) Ty =n,. (5.22)

Mientras las matrices cumplan con las restricciones (5.22) se garantiza que se esta

cumpliendo con la simetria del espin total para cualquier multiplicidad.

5.4. Electrones Desapareados en un Esquema de

Pares.

De acuerdo con la aproximacion de pares usada para el PNOF5 y PNOF7, (4.56)
Np es el nimero de pares electronicos y Ny el ntimero de electrones desapareados que
ocupan un dnico espin orbital natural. En este contexto, el espacio de orbitales puede
dividirse en dos subespacios:

Q=0p® (5.23)

donde €2p es el conjunto de orbitales espaciales que estan doblemente ocupados, mien-
tras )y contiene tnicamente orbitales con ocupacion uno; el subespacio 2p esta com-

puesto por Np/2 subespacios mutuamente disjuntos:

Np/2

=P Qer. (5.24)
g=1

Como se discuti6 anteriormente, cada subespacio {2, contiene un par de electrones
apareados a través de un orbital g por debajo de Np/2, y N, orbitales por encima de

este.

Si consideramos la restriccion que implica el esquema de apareamiento (4.56) y el

espin restringido, las reglas de suma pueden reescribirse de la siguiente manera:

Np/2
> np=Y"> n,=Np/2, (5.25)
pes2, g=1 pef2,

donde N, es un ntimero dado de orbitales que corresponde al tamano de la base. El

subespacio 2y estd compuesto por Ny subespacios y anédlogamente corresponde al
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_
_
Q
Q4

U EDRAE Y =0p
s 1y

030 =0y
1 2 L Q[ 52]

l

Figura 5.4.1: Esquema de electrones desapareados en el equema de pares

subespacio de electrones desapareados:

Nq
W= @ Q. Qe (5.26)
f=Np/2+1
El subespacio {2y contiene tinicamente un orbital entre Np/2 y Ng donde Ng = Np/2+
Ny. Tomando en cuenta la expresion (5.21) y (5.26), la regla de suma considerando los

subespacios de electrones desaparedados es la siguiente:

> m, =Ny =25 (5.27)
pefy
El esquema de electrones desapareados en un esquema de pares puede visualizarse
en la figura 5.4.1 en la que se tienen 8 pares electronicos apareados y dos electrones
desaparedados. Cada par por debajo del nivel de Fermi esta apareado con 3 orbitales
por encima de este de tal manera que cada subespacio cumple con la regla de suma
(4.56); también, por construccion; los electrones desapareados cumplen con la regla de

suma (5.27).

Como se menciond al principio del capitulo, inicamente se considera la maxima

multiplicidad del espin; por lo tanto, para cada elemento m, = 1 esta restriccion es
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5 Funcional de Orbitales Naturales de Espin Polarizado.

bastante severa, ya que en mecanica cuantica, al tener electrones desparedados, un
estado de alta multiplicidad estd formado por una combinacién lineal adaptada por
espin. Asi, entre mas aumente la multiplicidad mas pobre serd la descripcion. En la
siguiente seccidon se demostrara que considerando la restriccion y teniendo en cuenta
unicamente la multiplicidad mas elevada, los electrones desapareados no participan en

la correlacion.

5.5. Expresiéon de la Energia para Sistemas de
Espin No Compensado.

En la aproximacion restringida se divide el conjunto de ntimeros de ocupacién en
{ng} y {nf}, mientras que los orbitales naturales estan restringidos a un mismo con-
junto. Utilizando esta consideracion en la expresion general de la energia que corres-

ponde a los PNOFs, la ecuacion (4.34), obtenemos:

1
B =3 (ng 4 1) by + 2 30 [0 4+ 08) (0 4]
p pq

1 o -
5 2 [ ) Koy D7 (Rpe) drslpa) (5.28)
pq pqrs

El arreglo A, s corresponde al cumulante sin espin:

2 ’ 2 s 2 s 2 R
o = Mg+ A 1 A0 1 A

Los tres primeros términos de la ecuacion (5.28) corresponden a Hartree Fock de capa
abierta y el ultimo, el cumulante, contiene tanto la correlacion estatica como dinamica.
Si sustituimos la aproximacion del cumulante dadas por las ecuaciones (5.11) y (5.12) en
la expresion de la energia (5.28), obtenemos una expresion que ahora esta en términos

de las matrices A y II:

1 ~
B = 3 (05 1) oy M Ly 52 [0 09) () — B
p pbr pq

1
9 Z [(ng‘n‘; + ngng) - (Agr? + Aggﬂ Kopq (5.29)
P
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donde qu denota la matriz de densidad sin espin.
Apg = A+ AL+ AU APe

La expresion de la energia (5.29) es general para todos los PNOFs de espin polarizado.
En esta ecuacion, L,, es la integral de inversion de tiempo, y ésta correlaciona electro-
nes con diferentes coordenadas de espin, por lo tanto, no contribuye a la correlaciéon de
los electrones desapareados. Hasta este punto, esta claro que los electrones polarizados
no participan en la correlacion electrénica ya que las matrices A [n,] y Il [n,] Gnica-
mente dependen de los nimeros de ocupacion para electrones aparedos. Si utilizamos la
restriccion propuesta para los niumeros de ocupacion (5.21) y consideramos que m, = 1

en la expresion de la energia (5.29), podemos escribir:

E=FE + Epy + Ey

Eg =2 Z nphpy, + Z (npng — Apg) (2Jpg — Kpg) + Z g Lpg
P pq

rq

Epy = Z Ng (2Jpg — Kpq)
Pq

1
by = Z hpp + ) Z (Jpg = Kpq) - (5.30)
P Pq

Asi, la energia estd compuesta por tres componentes; el primer término E,; correspon-
de a la energia general de los PNOF de espin compensado, el segundo término Epy
corresponde a la interaccidon entre electrones apareados y desapareados, y el tltimo
término Fy contiene la energia cinética y el potencial nticleo electron de los electrones

desapareados, asi como a la interaccion entre electrones desapareados.

Por ultimo, la forma méas simple de satisfacer las condiciones impuestas al cumu-
lante de dos particulas, es a través de las formas explicitas de las matrices A [n,] y
IT[n,] que corresponden al PNOF5 (4.58), considerar el estado de multiplicidad més
alto My = Sy que las ocupaciones estan fijas a uno m, = 1. Esta condicién es una
buena aproximaciéon para un estado doblete, ya que existen Gnicamente dos configu-
raciones adaptadas por espin, pero es més restrictiva para multiplicidades mas altas,

va que es necesario incluir diferentes configuraciones con la misma multiplicidad. En
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5 Funcional de Orbitales Naturales de Espin Polarizado.

consecuencia, este modelo para multiplicidades mayores a doblete subestima la energia,
pues para los orbitales que ocupan los electrones desapareados no esta permitido, por
construccion, que contribuyan a la correlacion electronica.

Introduciendo los modelos de A[n,| y II[n,] (4.58) en la expresion de la energia

(5.30) y haciendo un poco de élgebra, podemos escribir
Eprofi — Eflnoﬁ + Epy + Ey

donde
Epy = Z Ng (2Jpq — Kopq)

pEQY,q€lp

By = Z hopp +% Z (Jpg — Kpq) (5.31)

pEQU P,q€QU

El primer término E7'/* corresponde a (4.59) 6 (4.60) si es PNOF5 6 PNOF7, res-

pectivamente;! en el segundo y tercer término podemos ver de forma méas clara que

[0

"p

1, ng =0, V p € Qp. Las Solucion a esta expresion se lleva a cabo optimizando
el funcional de la energia (5.31) con respecto a los orbitales naturales y ntimeros de

ocupacion. Este proceso se discute a detalle en el siguiente capitulo.

5.6. PNOF7s y NOF-MP2 para multipletes.

Vale la pena senialar que PNOF7 describe la correlaciéon intrapar estatica completa
mas no la intrapar dinamica. Para recuperar la correlacion electrénica dinamica faltante
se introdujo un método global de referencia tinica para la correlacion electrénica. Se
toma como referencia el determinante de Slater formado con los orbitales naturales
de un NOF aproximado.®® En este enfoque, llamado orbital natural funcional segundo
orden Mgller-Plesset (NOF-MP2), la energia total de un sistema de N-electrones esta
dada por

E = Epp + E®" = Eyp + E%" 4 B2l (5.32)

donde EHF es la energia Hartree Fock obtenida con los orbitales naturales; la energia
dindmica (E%") se obtiene de una teoria de perturbacion MP2 modificada y la energfa

estatica (E*) se obtiene a partir de la componente estética de la aproximacion NOF
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utilizada.

La evaluacion de la energia requiere de la formulacion de multiplete de espin del
método NOF-MP2. En este tltimo, la energia total esta dada por la ecuacion (5.32),
donde los orbitales naturales de PNOFT se utilizan como estimacion en el calculo de
MP2. Cabe senalar que esta version estatica de PNOF7%%% evita que los nimeros
de ocupaciéon y los orbitales naturales experimenten una correlacion electronica falsa
en los dominios de correlacion dinamica caracteristicos de las regiones de equilibrio

molecular.?®

Consideramos que Ny electrones individuales determinan el espin S del sistema y el
resto de los electrones (Np = N — Ny) estan apareados, de modo que todos los espines
correspondientes a Np proporcionan un espin cero. Luego, para el estado mixto de
mayor multiplicidad 25 + 1 = Ny + 1,5 = Ny/2. Para el conjunto de estados puros
{|SMj)}, tenemos que

Np/2

> M,=0. (5.33)

Ms_fNU /2

(5.) =

Se puede adoptar la teorfa de espin restringido aunque el espin total del sistema no sea
cero. En consecuencia, se puede usar un sélo conjunto de orbitales para los espines « y
(. Todos los orbitales espaciales estaran doblemente ocupados en el conjunto, de modo

que las ocupaciones de a y 3 son iguales.

Suponiendo que los orbitales son reales, la ecuaciones (4.58), junto con @, = 2n,,(1—

n,), da como resultado la siguiente expresion para la energia de PNOF7s para multi-

pletes:
Np /2 No
EPNOFTs Z E,+ Z ot Y Epy (5.34)
g=Np/2+1 I#g
donde
By=2Y nyHy+ > Ky, Q€ Qp (5.35)
pEQYy q,p€fly

En el altimo término de (5.34), Ey, correlaciona el movimiento de los electrones con

espines paralelos y opuestos que pertenecen a diferentes subespacios (€ # €2,):

Epg= Z Z [nqnl’ <2JPf1 - qu) - (I)qq)prq] (5.36)

pEy qefly
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PNOF7s proporciona los orbitales naturales necesarios para evaluar la energia de refe-

rencia Eyp en (5.32), a saber,

5 Ng Ng Ng J
Euyp=2Y Hy+ Y (205, — Kpy) — 2. (5.37)
g=1 f,9=1 g:NTP+1

En la ecuacion (5.37), el altimo término elimina la contribucion af a la energia de
los orbitales ocupados individualmente ya que en cada estado puro |SM;) del conjun-
to no existe tal interaccion. Por lo tanto, el hamiltoniano de orden cero para el MP2
modificado se construye a partir de un operador de Fock de capa cerrada que con-
tiene una matriz de densidad de HE con orbitales doblemente ocupados(2n, = 2) e

individualmente ocupados (2n, = 1).

Es* en (5.32) es la suma de las energias de correlacion estatica intraespacial e inter-

espacial:
Np/2 Ng
Bt = Z Z Aqu ququ - Z Z Z cIchDprq (5-38)
9=1 q#p F#g pEfly g€y

donde A, =1 — |1 — 2n,| es la correlacion intraespacial estatica en cada orbital como
funcion de su ocupacion. Notese que A, vale cero para orbitales vacios u ocupado, y

uno, si el orbital estd ocupado a la mitad.

E%" se obtiene de la correccion de segundo orden E®) del método MP2. La funcién de
onda de primer orden es una combinacién lineal de todas las configuraciones doblemente
excitadas, considerando un electréon con espin « o [ en {y. La correlacion dindmica

toma la forma

Ng Ng
B =" 3" A A; (gf] pa) (218 —T19] (5.39)
g9,f=1 p,g>Ng
donde
1, 1<g<Np/2
Ag = 1 (5.40)
5> Np/2 < g <Ng

Np es el nimero de funciones de base. Las amplitudes Tlfqg se obtienen resolviendo
las ecuaciones modificadas para los residuos de MP2.9® Para evitar el doble conteo de

la correlacion de electrones, la cantidad de correlaciéon dinamica en cada orbital p es
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definido por las funciones C), de su ocupacion, es decir:

g ) 17A@=m)" p=Na
p

1-— 47},12) p > Nq
(5.41)

Cter — 1 p S NQ
p

1—4(1—ny)n, p>Ng

donde C, se divide en intraespacio (C}'*) e interespacio (C}"). De acuerdo con (5.41),

los orbitales ocupados y vacios producen una contribucién maxima a la correlaciéon

dindmica, mientras que los orbitales con medias ocupaciones no aportan nada. Vale la
)

pena senalar que C’;;” no se considera si el orbital esta por debajo de Ng. Los elementos

fuera de la diagonal modificados de la matriz de Fock (]:: ) se definen como

. Ctractra]:' 7 .q € 0
P\ e oo o2
CyrC " Fpq,  otherwise

Las integrales bielectronicas modificadas son:

T CreCgeCreCy (pal rt),  p.g,r,t € Q (5.43)
C;ercvéercﬁercfer <pq’ fpt> , otherwise

donde el indice del subespacio es g = 1, ..., Ng. Esto lleva a la siguiente ecuacién lineal

para los residuos de MP2 modificados:

(ab] ij) + (Fua + Fop — Fu — Fy) Top + (5.44)
ZfacTCiZ + ZTU]‘—[) — Z]:ZkT Z fkj =0,
c#a c#b k#i k#j

donde 1, j, k se refieren a los orbitales naturales fuertemente ocupados, que son orbitales
por debajo del nivel de Fermi, y a,b,c son orbitales naturales por encima del nivel
de Fermi que se denominan débilmente ocupados. Cabe senalar que en este paso los
elementos diagonales de la matriz de Fock (F) no se modifican. Al resolver este sistema
lineal de ecuaciones, se obtienen las amplitudes Tlf;g , vy después de sustituirlas en (5.39)

se obtiene E%",
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6 Implementacion y Analisis

Numérico de los PNOFs.

6.1. Alternativa al Dilema del Potencial Efectivo.

En el capitulo 3 se discutio6 el dilema que existe al llevar a cabo la optimizacion de
los orbitales naturales, y también se mencion6 el intento por parte de Pernal por ob-
tener el potencial efectivo W, asi como sus inconsistencias al presentar singularidades.
Como respuesta, Piris®® plantea resolver de forma diferente este problema; en lugar de
abordar un potencial W generalizado como lo que plantea Pernal, lo hace a través de

la hermiticidad de la matriz A\;; = A}; asociada a la condicion de ortonormalidad.

A grandes rasgos se planeta el siguiente método: para un nimero de ocupacion fijo,
se tienen que encontrar los espin orbitales naturales y posteriormente el multiplica-
dor de Lagrange \j; que resuelva la ecuaciéon (3.73). Para lograr lo anterior se usa la
hermiticidad de la matriz Lagrangiana, que puede desarrollarse utilizando la ecuaciéon
(3.71) e introduciendo la expresion general de la energia, ecuacion (4.2), obtenemos la

siguiente ecuacion:

) =gt @) = g =0 6.1

i)

[
S (x

Considerando la condicion de ortogonalidad (3.68), multiplicando la ecuaciéon (6.1) por

@; () e integrando, obtenemos los siguientes elementos de la matriz Lagrangiana:
OVee [v']
nilji + / o) ¥ (z) dz = Aji 5 (6.2)
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esta matriz debe ser hermiteana, por lo tanto, podemos escribir la siguiente identidad

WVee V']
aei (o) 2

[t o

De esta manera puede eliminarse el multiplicador de Lagrange asociado a la orto-

Aji = Ay = (ni = ny) hyi +/

normalidad como variable de este problema, y utilizar la ecuacion (6.3) junto con la
ortonormalidad, como un sistema de ecuaciones simultaneas donde se buscan los espin
orbitales naturales. A pesar de las simplificaciones, resolver este sistema de ecuaciones
es complicado ya que este tipo de ecuaciones son no lineales y los métodos convencio-
nales convergen lentamente.

Otra forma de abordar este problema consiste en escribir los elementos fuera de la
diagonal del potencial efectivo W utilizando la identidad (6.3) junto con la funcion
de escalon unitario de Heaviside = (i — j), para asi poder generar la parte triangular
inferior y superior de la forma matricial del potencial efectivo W. Vamos a representar
la matriz completa mediante W mientras que los elementos fuera de la diagonal se

escriben:

W =23 =+ [ 52— [ ‘;Vw—ww )

1 1
+ E(—19) {(”j — ) hyi +/%% (z) —/%@; (f’ﬁ)} : (6.4)

Si la matriz resultante del producto de dos matrices hermitianas continua siendo
hermitiana entonces dicho producto conmuta; teniendo esto en cuenta y considerando
que es necesario conocer el potencial efectivo debemos de verificar la conmutacion entre
la matriz W con la MDR1.%® De acuerdo a la ecuacion (6.3), W;; se hace cero en los

extremos, y consecuentemente, se puede establecer la conmutacion
(W, ~'] = 0. (6.5)

De esta manera, simultdneamente W y ~! se pueden llevar a una forma diagonal. Por
lo tanto, los orbitales naturales ; que resuelvan la ecuacion (6.3), lo deben hacer a

través de una digaonalizacion iterativa de una matriz W. Una ventaja de esta metodo-
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6.1 Alternativa al Dilema del Potencial Efectivo.

logia es que las condiciones de ortonormalidad estan implicitas en este procedimiento.
Desafortunadamente, se desconocen los elementos diagonales W;;, y por esta razén esta
matriz no esta etiquetada como un Fockiano.

Para resolver este problema, serd necesario hacerlo a través de la diagonalizacion
iterativa de la matriz W empleando el principio de Aufbau para los elementos diago-
nales. Estos elementos diagonales se buscaran de forma iterativa, en donde se utilizan
los valores de la iteraciéon previa. Esto trae consigo, que, dependiendo de la referencia
inicial de los elementos diagonales, se obtendran diferentes matrices W.

En este trabajo estamos interesados en conocer los orbitales naturales 6ptimos para
la propuesta de los funcionales PNOF5 y PNOF7 de espin polarizado (5.31). Para
esto, es necesario construir multiplicadores de Lagrange \j;;, lo cual se logra tomando
derivadas funcionales de la energia respecto a los orbitales naturales reales (3.70) y
complejos (3.71); posteriormente, multiplicamos por ¢; e integramos. Por motivos de

simplicidad mostramos tinicamente la parte real \p; usando el PNOF5:

i = @5 (1) l%zflz‘ (r) + n; Z Ng <2jq (r) — f(q (7’)) +Vni Z \/n_qf(q (r) +

qedp qeQp

S (jq (r) — %f(q (7“)) )+ Y (24,0 - K, (r))] o) (6.6)

q9€Qu q€Qu
los tres primeros términos corresponden a los orbitales de espin compensado y los
ultimos corresponden a los orbitales de espin no compensado; los operadores jq (r)y
K, (r) son Coulémbicos y de intercambio, respectivamente, mientras que &; (r) son los

operadores de un cuerpo, los cuales se escriben como

R 1 1

hi (T) = §V2+—|7"A—7“|
. ©q (") 5 (')
Jy () =/ﬁdr'

~ Pq (T/) pm"’SO* (7’,)
K‘I(T>:/ |7,_T/|q

dr’

A

En la dltima ecuacién, P, ,» es un operador que permuta coordenadas. Para construir
la matriz W debemos sustituir el multiplicador de Lagrange A; (6.6) en (6.4), para asi

obtener los elementos no diagonales de la matriz W. Para el primer paso de la iteracion
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se construye la matriz W introduciendo los elementos diagonales W;;, que se ordenan
mediante el principio de Aufbau; estos se obtienen mediante un tratamiento previo, se
diagonaliza la matriz W y se obtienen unos nuevos W;;, con los cuales se construye de
nuevo W y asi iterativamente. Los detalles de este algoritmo se discuten méas adelante

en este capitulo.

6.2. Optimizacién de los Niimeros de Ocupacion.

Para optimizar los niimeros de ocupacion se congelan los orbitales naturales, variando
los ntimeros de ocupacion sujetos a la restriccion (6.8). De esta forma, los niumeros de
ocupacién 6ptimos son aquellos que minimizan la energia. A través de la restriccion
(3.67) se pueden optimizar mediante la variacion de la funcion auxiliar con respecto a

las ocupaciones

(6.7)

)

sen (2v;) {,u -
Este es un método costoso, ya que se tienen que introducir una restriccion de des-
igualdad [0,1] por cada variable v;, adicional a la restriccion (3.67). Generalmente se
utilizan métodos como sequential quadratic programming SQP?7 para resolver este tipo

de problemas.

Una forma natural de prescindir de la ecuacién (6.7) es a través del esquema de
apareamiento ya que en este contexto conservamos el nimero de electrones por lo
qué no es necesario el multiplicador de Lagrange (3.67). El caso més simple es el
apareamiento perfecto

ny, +ng = 1 (6.8)

donde para cada par electronico asociado al ntimero de ocupacion n, que esté por
debajo del nivel de Fermi estd apareado con la ocupacién por encima del nivel de
Fermi ny donde p = N — p + 1. Para que cada par n, coincida con su complemento es
necesario que ng cumpla con

ng=1-—mn,=h, (6.9)

siendo h, el agujero de n,. La relacion (6.8) y la restriccion de N representabilidad

de los nimeros de ocupacion se puede logar simultaneamente mediante la siguiente
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identidad
n, + hy, = cos® (1) + sin® (v;) = 1. (6.10)

Este esquema permite una minimizacién de la energfa con respecto a las variables {v;}

sin necesidad de una restriccion, lo cual reduce el tiempo de computo.

Para ir més alla del apareamiento perfecto, las matrices A [n,] y Il [n,] deben aco-
plar un par electrénico con ocupacioén n, con un mayor ntimero de orbitales por encima
del nivel de Fermi, sin violar la restriccion de apareamiento. Esto es posible gracias al
teorema de Arai, el cual establece la ortogonalidad fuerte entre dos pares electronicos
o geminales que pertenezcan a subespacios €}, distintos, de tal forma que a cada subes-
pacio le corresponda un conjunto de base, lo que implica que dos subespacios distintos
son disjuntos

0,NQ =0. (6.11)

En cada subespacio la suma de un par electrénico debe respetar

> my=1, (6.12)
PEQ
donde la ocupacion n, para p < I’ puede aparearse con los orbitales que pertenezcan

al conjunto €2, donde cada elemento estd por encima del nivel de Fermi.

La forma que empleamos para generalizar este esquema a sistemas con electrones
desaparedados es a través de la introduccion del subespacio {2y, que estd compuesto por
Ny subespacios y, analogamente, corresponde al subespacio de electrones desapareados.

Este esquema se describi6 en el capitulo anterior.

Habiendo definido el apareamiento mediante las expresiones (6.9) y (6.12), lo que
resta es optimizar la energia con respecto a {v;} sin restricciones. Esto se hace mediante
métodos de optimizaciéon no lineal. Dentro de los més populares esta el método de
gradientes conjugados no lineal y los métodos cuasi-Newton. De manera general, ambos
métodos permiten obtener el minimo de una funcién tnicamente utilizando el gradiente
OFE /0v; pero no la matriz Hessiana ya que esta se genera iterativamente en el algoritmo;
propiamente lo que se busca es el inverso del Hessiano. La optimizacion de la expresion

de la energia del PNOF5 de espin polarizado se realiza mediante la siguiente regla de
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la cadena:

81/2- a 8nz 814-

(6.13)

Recurriendo a la expresion de la energia (5.31) y la identidad (6.10) en (6.13) obtenemos

la siguiente expresion para el gradiente

OF N/2

O 4233 K+ Y
o f peQp peEQP npnk

+ Y2 — K (6.14)

pEQU
Con esta altima expresion y la de la energia (5.31) podemos alimentar algin método
quasinewton para poder obtener la distribucién optima de los nimeros de ocupacion, sin
restricciones, que corresponda a un minimo de energia para cualquier sistema atoémico

6 molecular.

6.3. Diagonalizaciéon lterativa.

Ya que esta claro como vamos a obtener los elementos diagonales de la matriz W (6.4)
y teniendo la expresion analitica del gradiente de la energia con respecto a los nimeros
de ocupacion utilizando el funcional PNOF5 de espin polarizado (6.14), ahora tenemos
que incorporarlo al cédigo Donostia Natural Orbital Functional DoNOF propuesto por
Mario Piris.% Esta implementacion la representamos mediante el diagrama de flujo de

la figura (6.3).
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i sl b [Vl L [ Ve[MY] ]
=21 —F) | (¢ —ny) by + / 01 (@) i (x) -_/ 30, (@) wilr)

. Vi /'rn-:. gl (@) /‘!:'L'.,. ] “ (2)
0 o 1 ¥ =i i) [ m %) fagi — () = R
{;f” (.L'}_If Akl A ] Epi(e) T = dipt () ™

| Disa Wit = {ei@) v W) |

opt {v;} e {n;}

no
" § Ve [ :
nih; -—/ : - l ];J (x)de = A Sl
iz ()
opt {v;}: {ni}
(A= L 1w (@)} Sl
Diag — f =% no
s 0
o {WH}
si
opt {1} : {n;}
no

{oi (@)} {ni}

Figura 6.3.1: Diagrama de flujo del esquema de diagonalizacién iterativa implementado
en el codigo DoNOF.

A continuacion se describe el esquema autoconsistente del software DoNOF el cual

consta de la siguiente secuencia de pasos:

1. El primer paso se divide en:

a) Selleva a cabo un calculo Hartree Fock para generar un conjunto de orbitales

{pfF} que sirvan como punto de partida.

b) Se optimizan sin restriccion las variables {1;} que estan vinculadas a los
niameros de ocupacion {n;} utilizando los orbitales de {¢¥} como pun-
to de partida para obtener un minimo de energia utilizando el algoritmo
quasi-Newton de Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno de memoria limitada

no restringido (L-BFGS) de la biblioteca NAG.

¢) Con el nuevo conjunto de nimeros de ocupacion {n;} y los orbitales {golHF}

se construye la matriz Lagrangiana \; definida en la ecuacion (6.6).
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96

d) Se diagonaliza la matriz autoadjunta

2

para obtener un conjunto de orbitales naturales iniciales {(?} y los elementos

diagonales de la matriz WY, .

e) Se repite el paso (b) pero ahora con los {¢)} para obtener los niimeros de

ocupacion iniciales {n?}.

. Con los niimeros de ocupacion {n?} y con los orbitales iniciales {¢?} formamos

la matriz W en la ecuacion (6.4).

. Se diagonaliza W para obtener {p;} y WY .

. Se lleva evalia el valor absoluto de las diferencias de energia con los orbitales des-

pués de la diagonalizacion {¢;} menos la energia formada con los orbitales antes
del paso anterior {¢;_1}. Si esta diferencia es mayor a un criterio de convergencia

o se regresa al paso 2. , de lo contrario sigue al siguiente paso

E'— B < g

Para lograr la convergencia, los elementos fuera de la diagonal de la matriz W
deben ser pequenos y del mismo orden de magnitud para mantener el principio

de Aufbau. Para esto, se establece un parametro de escalamiento.

. Si la diferencia de energias es menor al criterio de convergencia, se utilizan los

orbitales resultantes {¢;} para determinar los niimeros de ocupaciones a través

de la optimizacion de {v;} .

. Se determina si la diferencia entre los niimeros de ocupacion obtenidos en el paso 5

menos los obtenidos en el paso anterior son mayores a un criterio de convergencia
£1:

n'—n < g

Si el procedimiento no ha convergido regresa al paso 2 utilizando los orbitales

obtenidos en la iteracién anterior



6.4 Cuellos de Botella en DoNOF.

7. Si se ha alcanzado la convergencia de los {¢;} v {n;}, se verifica la convergencia

del proceso autoconsitente a través de la hermiticidad de la matriz A

‘)\kz — )\;kk’ < €92

8. Si la convergencia del paso 7 se ha alcanzado ahora tenemos {¢;} y {n;} 6ptimos

del problema.

Mediante la diagonalizacién iterativa se han podido calcular propiedades de una gran
diversidad de moléculas, desde dimeros de metales de transicién hasta fulerenos, lo
cual nos indica que el desempeno del codigo es bastante favorable. Sin embargo, los
cuellos de botella que exhibe DoNOF inciden bastante en la eficiencia del codigo,
principalmente cuando las ocupaciones son muy pequenas. Por otra parte, el no tener
los elementos diagonales de la matriz W también representa un obstaculo para resolver

numeéricamente el problema.

6.4. Cuellos de Botella en DoNOF.

En el diagrama de flujo de la diagonalizacion iterativa (6.3), cada condicional de
los pasos 4, 5 y 7, implica los criterios de convergencia, y al no cumplirse nos lleva
de nuevo a los pasos 2 y 3, donde se forma la matriz W con los nuevos nimeros de
ocupaciéon naturales u orbitales naturales donde deben llevarse a cabo integrales para
obtener los nuevos valores de los operadores de uno y dos cuerpos. Consecuentemente,
tanto la integracion como la diagonalizacion se repiten en cada iteracion, lo que nos
sugiere que las integrales son uno de los principales cuellos de botella y por tanto es
una de las operaciones que hace la diagonalizacion iterativa menos eficiente. Otro cuello
de botella, que afecta en menor medida la eficiencia del c6digo; esta relacionado con
la optimizacién de los nimeros de ocupacion, ya que al usar una base muy grande y
consecuentemente aparear un orbital por debajo del nivel de Fermi con bastantes més
orbitales por encima, genera ntimeros de ocupacién cercanos a cero. Si consideramos
que estamos llevando a cabo un método quasi Newton para hacer la optimizacion de
ntimeros de ocupacion pequenos, esta metodologia tarda bastante en converger, debido

a que el Hessiano es aproximado.
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Regresando a las integrales, una forma bien conocida para calcular integrales mono y
bielectonicas, es llevando a cabo una expansion en orbitales gaussianas propuesto pri-
meramente por Boys“, ya que este podia explotar el teorema del producto de gausianas
y, de esta manera, integrales de 4 centros se reducen a una suma finita de integrales
de dos centros y en un tltimo paso a una suma finita de integrales de un centro. Otra
supuesta ventaja se relaciona con la desaparicion de la singularidad en la diagonal en

el hiperespacio de 6 dimensiones.

Una clara desventaja de usar los orbitales gaussianos es que estos estan asociados
a un potencial cuadratico, lo cual no concuerda con la fisica de la interaccién entre
electrones. Una evidencia de esto es que estos orbitales no cumplen con la condiciéon de
cuspide, es decir, cuando dos electrones estan muy cercanos entre si, la energia diverge
al infinito. Sin embargo, antes de que se popularizara el uso de las gaussianas, Slater’
propuso una forma de los orbitales asociada a un potencial Coulémbico, el cual cumple
con la condicion de cuspide y, por lo tanto, cumple con la fisica correcta. Uno de los
inconvenientes del uso de los orbitales tipo Slater(o hidrogenoides) es que no puede

deshacerse de la singularidad cuando se integra.

Tomando en cuenta lo anterior, como un primer paso decidimos construir un paquete
de integrales utilizando cuadraturas, para después paralelizarlas en esquemas de mu-
chos cores como son CUDA y OpenMP, con el fin de acelerar el tiempo de ejecucion
de las integrales. Para entender lo anterior debemos comenzar definiendo que es una

cuadratura.

La integraciéon numérica por una cuadratura es un método de integracion donde se
aproxima el valor de una integral definida. La elecciéon mas popular es una regla de

cuadratura que usa un conjunto finito de puntos evaluados para una funcion dada f(x):

/ flx)dr = szf(l‘z) (6.15)

La integral se evalia en un intervalo cerrado [a, b], los x1, s, .. ., x, son nodos o abcisas
en el intervalo de integracion y wq, ws, . .., w, son los pesos asociados a cada nodo. De-
pendiendo de la eleccion de los pesos y las abscisas, se obtienen formulas de integracion
mas exactas. Una de las cuadraturas més simples se construye localizando las abscisas

sin algin espaciado en particular, y posteriormente resolviendo n + 1 ecuaciones para
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obtener los pesos correspondientes. Por tanto, la principal idea de la cuadratura es arre-
glar las abscisas y los pesos con el fin de integrar exactamente una clase de integrales

que se obtienen por polinomios multiplicados por una funciéon de peso W (x)% 101,

/ W(z)f(z)dx = sz’pi(l’i), (6.16)

donde py(x), pa(z), ..., pa(z) son algin tipo de polinomios ortogonales de grado 2n — 1
o menor. En este trabajo estamos interesados en usar la cuadratura de Gauss Kronrod,
pero antes de eso es importante discutir algunas propiedades generales de la cuadratura
de Gauss Chebyshev.% En este caso, los polinomios son ortogonales en el intervalo |-
1,1] y W(z) = (1 — 22)~2. Estos polinimios se obtiene por la siguiente relacion de

recurrencia

To(z) =1,
Tl(x) =z, (617)
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty ().

La forma maés simple de obtener los pesos es mediante la formula

™

Thi1 (%) TT/L (:132) ’ (6.18)

W; = —

donde T/ (x;) es la derivada del polinomio ortogonal evaluada en z;, la cual es muy

simple de obtener en su forma trigonométrica.

El procedimiento practico para calcular la integral (6.16) mediante una formula de
cuadratura, comienza por generar los polinomios de Chebyshev usando la relaciéon
de recurrencia de tres puntos (6.17), seguido por la determinacion de los ceros del
polinomio de Gauss Chebyshev, usualmente calculado mendiante el método de Newton,

y finalmente calculando los pesos asociados usando la ecuacion (6.18) 102,

Las cuadraturas no adaptativas como Gauss Chebyshev, no son suficientemente pre-
cisas cuando la integral es altamente oscilante;'%® en este caso, métodos adaptativos
deterministas son la elecciéon para lidiar con esta complejidad. En el método adaptati-
vo, la malla o grid se refina en aquellos intervalos donde el error es mayor. Una de las
cuadraturas adaptativas mas exitosas es la de Gauss-Kronrod.!'* En este método, los
pesos y abscisas se escogen para maximizar la exactitud, debido a que existen 3n + 1

variables, los algoritmos buscan secuencias 6ptimas de reglas, cada una reutilizando

99



6 Implementacion y Anélisis Numérico de los PNOFs.

todas las abscisas de su predecesor. La cuadratura de Gauss Kronrod viene dada por

n+1

/ [ (z)de = Zwif (x;) + Zvif (&), (6.19)

donde x; y w; son los nodos y pesos de Gauss, respectivamente, mientras que las
nuevas abscisas & y pesos v; son de la cuadratura Gauss Kronrod, los cuales son
escogidos para maximizar la exactitud al menos de 2n + 1. Kronord evalua (6.19)
para n > 40 asegurando que &; se mantenga en el intervalo [1, —1]. Las abscisas &;
son raices del polinomio de Kronrod K, ; que se evalia por medio de la relacién

de recurrencia, %

mientras que los pesos w; y v; se obtienen resolviendo un sistema
lineal, con el fin de obtener la mayor exactitud (6.19). Desafortunadamente, el método
propuesto por Kronrod para obtener las coeficientes de K, 1 requiere una ecuacién que
no se comporta bien.!% En este sentido, Patterson propone una expansiéon de K, en
términos de los polinomios de Legendre P,(x).1°7 La desventaja de este método es que
no aplica cuando se usan N = 1,9,17,22,27,35, 36,37,y 40 puntos. Para sobreponer
los limites establecidos por Patterson, Piessens y Branders'%® proponen una expansion
del polinomio de Kronrod K, ,1(x) en términos de los ya mencionados polinomios de

Chebyshev para funciones pares e impares. Usando esta expansion y condiciones de

ortogonalidad se obtienen los pesos de manera explicita:

w; = Cn + 2 (6.20)
C2P (@) K (20) (N 4 1) (N +2) [Py (2)]” .
b= 12 O (6.21)

"2(N+ 1) [Pyia(&) = EPN ()] Ky (&)
El método de Piessens tiene la ventaja que es aplicable a cualquier caso, incluyendo
nimeros pares e impares de puntos en la malla, ademas, es mucho mas econémico.
Consecuentemente, los tiempos de computo se reducen a la mitad comparandolo con

el método de Patterson.

Uno de los objetivos de este trabajo es la aceleraciéon y mejorar la precisiéon en la
evaluacion de integrales multidimensionales. Por la discusion anterior decidimos au-
mentar a 6 dimensiones el método de Piessens. Ahora se discutird como se generaliza

la metodologia de una dimensién a d-dimensiones.

Consideremos la evaluaciéon de una integral d dimensional en un hipervolumen {2
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mediante una cuadratura gaussiana aproximada de d dimensiones:'%®

/ W (X) f(X)dX . (6.22)

En esta ecuacion, X es un vector d-dimensional. En este caso necesitamos n¢ puntos
en la malla hiperdimensional. Como se mencioné con anterioridad, la evaluacién de
la integral multidimensional (6.22) requiere de un arreglo de pesos W (X) de rango
d que se obtiene mediante el producto directo de los vectores de pesos w; para cada

dimension, con lo cual se obtiene un tensor de pesos de rango d:

n d
w = Zwi, Wit = ®Wf : (6.23)
i=1 j=1

La suma del vector de pesos va de 1 al niimero de puntos y el tensor de pesos cubre las
d dimensiones. Ahora, la generacién de nodos para la funcién n dimensional se hace
construyendo un arreglo d dimensional de puntos evaluados por la funcién de prueba
f(X). En el caso de las abscisas, un arreglo de rango n de la funcion X se construye

con la evaluacion de la funcién en cada uno de los puntos en la malla d dimensional:

x) = in, X/t = ®xf (6.24)

Una vez que el tensor X esta construido, el integrando se evalia en este arreglo, y para
calcular la integral d dimensional la contraccion de los arreglos de orden d, W (X) y

f(X) se lleva a cabo de la siguiente manera:

d

[ W6 rxax= 303 @« (@), (6.25)

Grnd i j=1

donde * denota la contraccién del tensor.

Dentro de las metodologias no aleatorias para calcular integrales multidimensiona-
les 1987112 hemos escogido la forma (6.22) para explorar la estructura del tensor d dimen-
sional y mejorar la eficiencia de su evaluacién en una programacién en arquitecturas

tipo procesadores graficos (GPUs), sin perder precision.
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6 Implementacion y Anélisis Numérico de los PNOFs.
6.5. Paralelizacién de Cuadraturas en GPUs y

OpenMP

El método propuesto en este trabajo tiene dos etapas principales. La primera calcula
las abscisas de Gauss y Kronrod y los pesos; en la segunda parte, la integral en muchas
dimensiones se evaliia multiplicando los pesos por la funcién evaluada en el dominio de

las abscisas (6.25). La programacion se muestra en el algoritmo (1).

Algorithm 1 Integracion Multidimensional de la Cuadratura de Gauss Kronrod

Require: F: R — R, Funcién de apuntador multidimensional. n, niimero de dimen-
siones. [, nimero de punto de evaluacion.
Ensure: I, la evaluaciéon integral de F'.
1: W Crea un arreglo de longitud n.
2: H Crea un arreglo de longitud n.
3: Calcula_Gauss Kronrod nodos_y Pesos (W, H, n).
4: I = Evalaa (F, W, H,n).
5: regresa [

Siguiendo a Ammar y Notaris, 11311 tenemos que la complejidad computacional del
calculo de los pesos es O(n?), donde n/2 es el nimero de puntos en una dimension.
Por tanto, la complejidad de la primera parte del algoritmo (1), linea 3, es O(n?). En
la segunda parte del algoritmo, linea 4, tiene una complejidad de O(n?). Por lo tanto
la complejidad del algoritmo es

O(n"), (6.26)

donde k =3 para 1 <d <3y k=dparad>4.

En la ultima década, las unidades de procesamiento con arquitecturas multicore y
manycore se han vuelto populares. Las arquitecturas multicore estan presentes en pro-
cesadores de propdsito general y procesadores de dispositivos moviles. !'® Arquitecturas
manycore son principalmente usadas en unidades de aceleracion grafica (GPUs). Una
de las motivaciones de usar estas arquitecturas es para economizar energia.

La programacion paralela para arquitecturas multicore utilizaria preferentemente
memoria compartida o estrategias de memoria distribuida a través de herramientas
OpenMP o MPIL. El desarrollo de programas para arquitectura de muchos nticleos como

GPU utilizaria estrategias heterogéneas, a través de herramientas como OpenACC,

CUDA u OpenCL.

102



6.5 Paralelizacion de Cuadraturas en GPUs y OpenMP

Las estrategias para procesadores multicore y manycore, como las GPUs, son dife-
rentes a las anteriores. En multicore es mejor usar paralelismo de grano grueso porque
los subprocesos estan controlados por los sistemas operativos y tienen un gran tiempo
de carga para la creacion. En las GPU es mejor usar paralelismo de grano fino, porque
los hilos estan controlados por el hardware de la GPU. Otro problema estratégico es
el uso de la memoria, porque en los datos de multiples nicleos estan en la memoria
principal v los hilos pueden usarse en un modelo compartido. En las GPU, los datos
deben transferirse entre la memoria principal y la memoria de la GPU, y también debe

considerarse que la memoria en las tarjetas GPU es limitada.

Las estrategias utilizadas en este trabajo estardn orientadas a la gestion de memo-
ria compartida para la programacion de subprocesos multiples, la organizacién de la
memoria y el envio de trabajos para obtener la maxima aceleraciéon en las tarjetas

GPU.

OpenMP funciona con subprocesos multiples y memoria compartida. OpenMP tiene
un gran rendimiento en arquitecturas multicore. Los subprocesos de OpenMP y su
sistema de tiempo de ejecucion se administran a nivel del sistema operativo. El diseno de
OpenMP se basa en el paralelismo incremental, *'% el cual comienza desde el programa
secuencial, identificando regiones concurrentes del programa que son paralelizables y,
finalmente, agregando clausulas para paralelizar estas regiones concurrentes. Por lo
tanto, utilizando la estrategia de paralelismo incremental y aplicando paralelismo de

bucle, el codigo se veria como el codigo en la figura (6.5.1).

El uso de GPU con CUDA requiere considerar estrategias diferentes a las descritas
anteriormente. La parte del algoritmo que se paralelizara en CUDA es la que se refiere
al calculo de la integral, linea 4 de la figura 1. La evaluacion de las abscisas y los pesos
permanece en la CPU, linea 3, siempre y cuando el algoritmo para calcular las abscisas

y los pesos no sea adecuado para CUDA.

Para evaluar una integral dada en las tarjetas GPU, se deben enviar los vectores
de abscisas y pesos. Estos vectores tienen un tamano de 2m, por m puntos, y son
independientes de la dimension. Esto significa que sélo se necesita una tarjeta GPU para
esta operacion. La estrategia de desenrollado de bucle se utiliza para un rendimiento
eficiente del codigo que se ejecuta en la GPU. La idea principal de este desenrollado es

transformar los bucles en una secuencia de instrucciones, expandiendo las instrucciones
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6 Implementacion y Anélisis Numérico de los PNOFs.

#\begin{lstlisting}[language=C]
#pragma omp parallel for private(j,k,l,ii,wi,wj,wk) reduction (+:

sum)
for(i=0;i<n;i++){
wi=wl[i];
ii[0]=1;
for (j=0;j<n;j++){
wi=wljl;
iil[1l=j;
for (k=0; k<n; k++){
wk=wlk];
ii[2]=k;
for(1=0; 1<mn; 1++)A{
ii[3]1=1;
sum += (*function) (x,ii,4)*wi*wj*wk*w[1l];
}
}
}

Figura 6.5.1: Pseudocddigo para la evaluacion en OpenMP de una integral en 4 dimen-
siones.

en iteraciones y eliminando las instrucciones para el control del bucle. Esta técnica se
utiliza para la implementacién de CUDA. Considere el fragmento de codigo en la figura
(6.5.2) para una integracion tridimensional.

Este es el codigo secuencial para obtener la combinacion del producto de los pesos.
En CUDA podemos desenrollar esos bucles utilizando la indexacion de hilos multidi-
mensional incorporada. Después del desenrollamiento del bucle, el codigo se reescribe
como se muestra en la figura (6.5.3).

Como se ve en la figura (6.5.3), el codigo del nicleo CUDA tiene sélo un bucle. Este

bucle es necesario porque la indexacién multidimensional en CUDA admite hasta tres

for(i=0;i<n;i++){
wi=wlil;
for(j=0;j<n;j++){
wij=wljl;
for (k=0; k<n; k++){
wk=wl[k];
for(1=0; 1<n; 1++)A{

O 00~ Ok Who—

wikxwjrwk*xw[1l];

}

Figura 6.5.2: Codigo secuencial con cuatro bucles anidados.
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6.6 Resultados.

int i = threadIdx.x+blockIdx.x*blockDim.x;
int j threadIdx.y+blockIdx.y*blockDim.y;
int k = threadIdx.z+blockIdx.z*blockDim.z;

wi=wl[i];

wi=wljl;

wk=wlk];

for(1=0; 1<n; 1++)A{
wixwj*wkxw[1l];

}

Figura 6.5.3: Kernel de CUDA con desenrollamiento.

dimensiones. Claramente, el codigo CUDA es mucho mas simple que el secuencial y
estamos aprovechando al méximo las capacidades de la GPU, y por lo tanto, podemos
concluir que al usar esta técnica, la complejidad de la integracion multidimensional se

reduce de O(n*) en el codigo secuencial a O(n) en el codigo CUDA.

6.6. Resultados.

Como se menciond anteriormente, el objetivo de esta parte del trabajo es disenar
un algoritmo paralelo eficiente para la evaluaciéon numeérica de integrales multidimen-
sionales, considerando que el integrando puede ser una funciéon altamente oscilatoria,

teniendo al menos una precisiéon de siete digitos para las dimensionalidades probadas.
Los célculos que se reportan a continuacién se realizaron en una computadora con

las siguientes caracteristicas:

s Processor: Intel Xeon X5675 @ 3.07GHz.

= GPU Card: NVIDIA TESLA C2070, 6GB memory,

= RAM: 24 GB.

Debe notarse que el objetivo principal de este trabajo es presentar las estrategias de
paralelizacion en CPU en multicore y manycore en GPUs. Por lo tanto, los experimentos

con tecnologias de GPU mas recientes no afectaran las conclusiones de este trabajo.

Para los puntos de referencia, utilizamos las funciones reportadas en''’. Cabe men-
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6 Implementacion y Anélisis Numérico de los PNOFs.

cionar que ninguna de las integrales de estas funciones tiene una solucion analitica.

fi(z)=la+cos* (1, x?)]_z , donde v = 0,1
fa () = cos (I [}, cos (2%'z;))

f3(x) =sin ([]}_, i - arcsin (%)) (6.27)

f1(z) = sin ([T, arcsin (x;))

f5(x) = % > cos (ax;), dondeaw = 0,1y
8 = —0,054402111088937

La integracion de las funciones de referencia se realizé en un hipercubo d dimensional
[0,1]%, con d = 3,4,5,6, utilizando el método de Gauss Kronrod para comparar los
resultados numéricos y algunos tiempos de ejecucion con la implementacion en serie
C de CUHRE disponible en el paquete CUBA. Ademas, para probar la exactitud y
precision de la estrategia multidimensional propuesta en la ecuacion (6.25), hemos
calculado treinta veces cada funcion de referencia (6.27) para obtener el promedio €

por 16,24, 32,40,48 y 56 puntos de malla utilizando las dimensiones 3,4,5 y 6.

De los resultados reportados en las Tablas 6.1 - 6.3 se puede ver que, de 3 a 5 di-
mensiones, s6lo en algunos casos, los valores numéricos de las integrales varian en el
rango de e-11 a e-12 comparando Secuencial, OMP y CUDA. En el caso de 6 dimensio-
nes, reportadas en la Tabla 6.4, la funcion 1 tiene una discrepancia decimal e-8 entre
el resultado secuencial y los proporcionados por los puntos 48 y 56. Estas variaciones
pueden explicarse porque entre las cinco funciones probadas, fi(z) es la funcion con los
valores més altos en el dominio de integracion. También vale la pena enfatizar que de 16
a 32 puntos en fi(z) los valores de CUDA y OMP estaban més cerca que los secuencia-
les. De los resultados mostrados podemos concluir que la estrategia multidimensional

propuesta es robusta y confiable.

A partir de las tablas 6.1- 6.4 podemos establecer la precision de la metodologia
de integracion adaptativa multidimensional. Teniendo en cuenta que la precision de la

cuadratura aumenta cuando aumenta la densidad de los puntos en la malla, se puede
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6.6 Resultados.

3 Dimensiones

Funcion 1 16 24 32 40 48 56
SEC € 20.031721736465 | 20.031721870023 | 20.031721870017 | 20.031721870017 | 20.031721870018 | 20.031721870018
OMP ¢ 20.031721736465 | 20.031721870023 | 20.031721870017 | 20.031721870017 | 20.031721870018 | 20.031721870018
CUDA € | 20.031721736465 | 20.031721870023 | 20.031721870017 | 20.031721870017 | 20.031721870018 | 20.031721870017

Funcion 2 16 24 32 40 48 56
SEC € 0.914666272064 0.935716602506 0.946563135810 0.930752836052 0.930826631401 0.930907702851
OMP ¢ 0.914666272064 0.935716602506 0.946563135810 0.930752836052 0.930826631401 0.930907702851
CUDA € 0.914666272064 0.935716602506 0.946563135810 0.930752836052 0.930826631401 0.930907702851

Funcién 3 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ 0.166531503029 | 0.166397157631 0.166349737017 | 0.166327687127 | 0.166315674659 | 0.166308417011
OMP ¢ 0.166531503029 | 0.166397157631 0.166349737017 | 0.166327687127 | 0.166315674659 | 0.166308417011
CUDA € | 0.166531503029 | 0.166397157631 0.166349737017 | 0.166327687127 | 0.166315674659 | 0.166308417011

Funcion 4 16 24 32 40 48 56
SEC € 0.172298256075 | 0.172091642288 | 0.172018166202 | 0.171983864607 | 0.171965131000 | 0.171953793245
OMP ¢ 0.172298256075 | 0.172091642288 | 0.172018166202 | 0.171983864607 | 0.171965131000 | 0.171953793245
CUDA € | 0.172298256075 | 0.172091642288 | 0.172018166202 | 0.171983864607 | 0.171965131000 | 0.171953793245

Funcién 5 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536
OMP ¢ 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536
CUDA ¢ 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536 | 0.004439384536

Cuadro 6.1: Promedio € de 30 integraciones utilizando n = 3,4, ..., 15 en 3 d evaluados

secuencialmente (SEC), con Open MP (OMP) y con CUDA.
4 Dimensiones

Funcion 1 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ 27.068390657876 | 27.068390691095 | 27.068390691093 | 27.068390691091 | 27.068390691097 | 27.068390691090
OMP ¢ 27.068390657877 | 27.068390691094 | 27.068390691093 | 27.068390691093 | 27.068390691094 | 27.068390691094
CUDA € | 27.068390657877 | 27.068390691094 | 27.068390691093 | 27.068390691093 | 27.068390691094 | 27.068390691093

Funcion 2 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ 0.950152938498 | 0.967773476378 | 0.971475253546 | 0.973346022963 | 0.969026463178 | 0.963093722526
OMP ¢ 0.950152938498 | 0.967773476378 | 0.971475253546 | 0.973346022963 | 0.969026463178 | 0.963093722526
CUDA € | 0.950152938498 | 0.967773476378 | 0.971475253546 | 0.973346022963 | 0.969026463178 | 0.963093722526

Funcién 3 16 24 32 40 48 56
SEC € 0.090639667354 | 0.090512647798 | 0.090469816791 0.090450124846 | 0.090439446876 | 0.090433011054
OMP ¢ 0.090639667354 | 0.090512647798 | 0.090469816791 0.090450124846 | 0.090439446876 | 0.090433011054
CUDA ¢ 0.090639667354 | 0.090512647798 | 0.090469816791 0.090450124846 | 0.090439446876 | 0.090433011054

Funcion 4 16 24 32 40 48 56
SEC € 0.100194207843 | 0.100037769467 | 0.099982054047 | 0.099956022741 0.099941798593 | 0.099933186941
OMP ¢ 0.100194207843 | 0.100037769467 | 0.099982054047 | 0.099956022741 0.099941798593 | 0.099933186941
CUDA € | 0.100194207843 | 0.100037769467 | 0.099982054047 | 0.099956022741 0.099941798593 | 0.099933186941

Funcién 5 16 24 32 40 48 56
SEC € 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382
OMP ¢ 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382 0.005919179382
CUDA € | 0.005919179382 | 0.005919179382 | 0.005919179382 | 0.005919179382 | 0.005919179382 | 0.005919179382

Cuadro 6.2: Promedio € de 30 integraciones utilizando n = 3,4, ...,15 en 4 d evaluados
secuencialmente (SEC), con Open MP (OMP) y con CUDA.

determinar el error relativo o, en un cierto nimero de puntos y una dimension dada.

Como ejemplo ilustrativo, de los resultados presentados en la tabla 6.3, podemos ver

que la integracion de fi(z) en 5 d calculada con 16 y 24 puntos tiene una variacion en

los ultimos cuatro decimales, mientras que de 24 a 32, la variaciéon esta en los tltimos

dos decimales, y finalmente, de 32 a 56 puntos, los dos ultimos decimales muestran

una oscilaciéon aleatoria. Por lo tanto, el error relativo o, permanece fijo al aumentar
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5 Dimensiones

Funcion 1 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 27.632238592380 | 27.632238597842 | 27.632238507829 | 27.632238597809 | 27.632238597812 | 27.632238597856
OMP ¢ | 27.632238592378 | 27.632238597842 | 27.632238597843 | 27.632238597848 | 27.632238597837 | 27.632238597836
CUDA ¢ | 27.632238592378 | 27.632238597842 | 27.632238597842 | 27.632238597841 | 27.632238597842 | 27.632238597842

Funcion 2 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.969542433847 | 0.984129413061 | 0.988207229499 | 0.986497992586 | 0.983051626034 | 0.979649828684
OMP ¢ | 0.969542433847 | 0.984129413061 | 0.988207229499 | 0.986497992586 | 0.983051626034 | 0.979649828684
CUDA ¢ | 0.969542433847 | 0.984129413061 | 0.988207229499 | 0.986497992586 | 0.983051626033 | 0.979649828684

Funcion 3 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.048986989893 | 0.048894815323 | 0.048856807310 | 0.048837893688 | 0.048827370374 | 0.048820885886
OMP ¢ | 0.048986989893 | 0.048894815323 | 0.048856807310 | 0.048837893689 | 0.048827370375 | 0.048820885889
CUDA ¢ | 0.048986989803 | 0.048894815323 | 0.048856807310 | 0.048837893689 | 0.048827370375 | 0.048820885890

Funcion 4 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.058023837980 | 0.057912640782 | 0.057872995625 | 0.057854461699 | 0.057844330482 | 0.057838195181
OMP ¢ | 0.058023837989 | 0.057912640782 | 0.057872995625 | 0.057854461699 | 0.057844330481 | 0.057838195181
CUDA ¢ | 0.058023837989 | 0.057912640782 | 0.057872095625 | 0.057854461699 | 0.057844330481 | 0.057838195181

Funcion 5 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.007398974227 | 0.007398074227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398074227 | 0.007398974227
OMP ¢ | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398074227 | 0.007398974227
CUDA ¢ | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227 | 0.007398974227

Cuadro 6.3: Promedio € de 30 integraciones utilizando n = 3,4, ...,15 en 5 d evaluados

secuencialmente (SEC), con Open MP (OMP) y con CUDA.
6 Dimensiones

Funcion 1 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 23.606559433014 | 23.606559435361 | 23.606559435154 | 23.606559435403 | 23.606559436515 | 23.606559437328
OMP ¢ | 23.606559433018 | 23.606559435235 | 23.606559435234 | 23.606559435336 | 23.606559435186 | 23.606559434986
CUDA € | 23.606559433017 | 23.606559435237 | 23.606559435236 | 23.606559435236 | 23.606559435237 | 23.606559435237

Funcion 2 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.984668619330 | 0.990810618938 | 0.993479746683 | 0.994058905866 | 0.989969626487 | 0.990171077261
OMP ¢ | 0.984668619330 | 0.990810618938 | 0.993479746683 | 0.994058905864 | 0.989969626482 | 0.990171077273
CUDA ¢ | 0.984668619330 | 0.990810618938 | 0.993479746683 | 0.994058905865 | 0.989969626481 | 0.990171077272

Funcion 3 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.025855305652 | 0.025804800095 | 0.025784914766 | 0.025773720755 | 0.025766934820 | 0.025762617020
OMP ¢ | 0.025855305652 | 0.025804800996 | 0.025784914773 | 0.025773720785 | 0.025766934921 | 0.025762617305
CUDA ¢ | 0.025855305652 | 0.025804800996 | 0.025784914773 | 0.025773720788 | 0.025766934928 | 0.025762617328

Funcion 4 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.033495810545 | 0.033419861387 | 0.033392759826 | 0.033380084631 | 0.033373154092 | 0.033368956272
OMP ¢ | 0.033495819545 | 0.033419861387 | 0.033392759826 | 0.033380084632 | 0.033373154093 | 0.033368956272
CUDA ¢ | 0.033495819545 | 0.033419861387 | 0.033392759826 | 0.033380084632 | 0.033373154093 | 0.033368956272

Funcion 5 16 24 32 40 48 56
SEC ¢ | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769072 | 0.008878769073 | 0.008878769073
OMP ¢ | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073
CUDA ¢ | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073 | 0.008878769073

Cuadro 6.4: Promedio € de 30 integraciones utilizando n = 3,4, ...,15 en 6 d evaluados
secuencialmente (SEC), con Open MP (OMP) y con CUDA.

el nimero de puntos en la malla, y podemos usar este criterio para establecer dicho

error. En este caso particular, el error relativo es e-12 correspondiente a 32 puntos

en la malla. Usando este criterio podemos establecer que los errores relativos para las

funciones probadas tienen la siguiente tendencia. El mayor valor de o, corresponde

a fo(z) seguido de f3(x) y fi(x), y los valores mas precisos son los obtenidos para

fi(z) v fs(x). De hecho, en el ultimo caso, el valor de la integral es el mismo para
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6.6 Resultados.

todos los puntos utilizados en la malla multidimensional. La precision en el cdlculo
de las diferentes integrales esta relacionada con la capacidad de la malla adaptativa
para evaluar las regiones oscilatorias de los integrandos, lo que explica que la precision
méxima alcanzada en la integracion de fo(z) se trata de e-2. Esta funcion es altamente

oscilatoria y altamente asimétrica.

3 Dimensiones

CUHRE Kronrod
Funcion integral Ore | integral(56 puntos) | o,¢
1 20.03172186 | e-06 20.03172187001 e-12
2 0.930740275 | e-07 0.930907702851 e-04
3 0.166288234 | e-08 0.166308417011 e-05
4 0.171922151 | e-08 0.171953793245 e-05
5 0.004439385 | e-10 0.004439384536 e-12

4 Dimensiones

CUHRE Kronrod

Funcion integral Orer | integral(56 puntos) | o,¢

1 27.06839191 | e-05 | 27.068390691090 | e-11

2 0.965374901 | e-02 0.963093722526 e-02
3 0.090415197 | e-05 0.090433011054 e-05
4 0.099909135 | e-08 0.099933186941 e-04
5 0.005919179 | e-09 0.005919179382 e-12
5 Dimensiones
CUHRE Kronrod
Funcion integral Orer | integral(56 puntos) | o«

1 27.63237484 | e-03 | 27.632238597856 | e-10

2 0.978854949 | e-02 0.979649828684 e-02
3 0.048802429 | e-03 0.048820885886 e-05
4 0.057821067 | e-06 0.057838195181 e-04
5 0.007398974 | e-08 0.007398974227 e-12
6 Dimensiones
CUHRE Kronrod
Funcién integral Ore | integral(56 puntos) | o,¢

1 23.60730077 | e-01 | 23.606559437328 | e-08
0.992661704 | e-02 0.990171077261 e-02
0.025793956 | e-02 0.025762617020 e-05
0.033358109 | e-04 0.033368956272 e-04
0.008878769 | e-08 0.008878769073 e-12

Ut = W o

Cuadro 6.5: Presicion de los métodos de integracion CHURE contra Kronrod

Se realiz6 un rendimiento mas detallado de la precision al comparar el error relativo
de nuestra metodologia con respecto al error relativo obtenido por la implementacion
en serie C de CUHRE disponible en el paquete CUBA y que se reporta en la tabla

6.5. Vale la pena mencionar que CURHE funciona a través de una subdivision iterativa
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del espacio abarcado por la malla hasta que alcanza un error relativo determinado por
el usuario. Sin embargo, durante la experimentacion, se observé que el error relativo
alcanzado no siempre esta dentro del umbral establecido por el usuario. En la tabla 6.5,
se muestran los errores relativos obtenidos con CUHRE. Para la evaluacion de integrales
tridimensionales con las funciones de referencia fy(x), f3(z) y fa(xz), CUHRE obtuvo
el mayor valor de o,¢, pero, por otro lado, la integracion de las funciones fi(z) y
f5(z) se realiza mejor por la cuadratura de Gauss Kronrod. En 4 dimensiones, CUHRE
proporciona el error mas bajo solo en el caso de fy(x). En 5 dimensiones tenemos una
situacion similar a la dimensionalidad anterior, excepto que ahora el 0, més bajo se
obtiene para la funcion 3 y el método de Gauss Kronord. Finalmente, en 6 dimensiones,
las funciones fi(z), f3(x) y f5(x) logran los errores mas bajos, y fa(x) y fi(x) contintian
siendo los mismos. También vale la pena notar que los errores relativos en las funciones
fs(z) v fs(x) permanecen constantes al aumentar la dimensionalidad, lo cual es un
excelente resultado si tratamos con integraciones en 6 dimensiones. Finalmente, es
importante resaltar que se puede alcanzar la precision méaxima utilizando una menor

cantidad de puntos que los fijados para el valor maximo (56 puntos).
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Figura 6.6.1: Aceleracion de los métodos en paralelo versus el ntimero de puntos en la
malla para la integracion de la funcién 1 en 3,4,5, y 6 dimensiones.
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Figura 6.6.2: Aceleracion de los métodos en paralelo versus el ntimero de puntos en la
malla para la integracion de la funcién 2 en 3,4,5, y 6 dimensiones.
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Figura 6.6.3: Aceleracion de los métodos en paralelo versus el niimero de puntos en la
malla para la integracion de la funcién 3 en 3,4,5, y 6 dimensiones.
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Figura 6.6.4: Aceleracion de los métodos en paralelo versus el ntimero de puntos en la
malla para la integracion de la funcién 4 en 3,4,5, y 6 dimensiones.

3 Dimensions F5 4 Dimensions F5
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
50 [- ]
2| OmP oMP
CUDA —— CUDA ——
40 | 4
o 15 - =% d
[ | - [
j= 5 I _/ 7 O o L .
w / — w
05| / ____f,_,.-/_ ol P —
—_|—_"_:_—:I—__ T _T_ ] 1 1 I L _+—-:|_—::_‘_I':___--’| 1 | 1 1 I
15 20 25 30 35 40 45 50 55 15 20 25 30 35 40 45 50 55
points points
5 Dimensions F5 6 Dimensions F5
T T T T T T T T T T T T T T T __I___—( —F
600 - oMP —— B 700 |- OMP —— — i
CUDA —— 7 CUDA —— -
500 4 600 - / i
Sa00l - Sso0 - / 7
400 ) 4
Bl 3
[« 300 - N
0 o0p |- i 1] /
200/ -
100 - Vi |
- // 100 L
0 Il —1 . I T I B T —— 0 R S I Il I I Il
15 20 25 30 35 40 45 50 55 15 20 25 30 35 40 45 50 55
points points

Figura 6.6.5: Aceleracion de los métodos en paralelo versus el ntimero de puntos en la
malla para la integracion de la funcién 5 en 3,4,5, y 6 dimensiones.
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6.6 Resultados.

Las aceleraciones obtenidas con CUDA y OMP para la integracion multidimensional
en las dimensiones 3, 4, 5 y 6 se muestran en las Figs. 6.6.1 hasta 6.6.5. En el contexto

computacional, la aceleracion es la variable adimensional definida como sigue:

.. tsec
aceleracién =

) (6.28)
paralelo

donde tgec es el tiempo de ejecucion de la implementacion secuencial y ¢ es

paralelo
el tiempo de ejecucion ya sea de CUDA u OMP. El nimero de puntos por dimensiéon
varia de 12 a 56, por lo que si especificamos 16 puntos en cuatro dimensiones, tenemos
16* puntos de malla.

La figura 6.6.1 muestra la aceleracion correspondiente a las integraciones de la funcion
1. Para 3 dimensiones, la aceleracion es menor a uno debido a la sobrecarga (overhead),
que se discutird més adelante. Para OMP de 4 dimensiones alcanza 8X mientras que
CUDA alcanza 13X en 56 puntos; para OMP de 5 y 6 dimensiones permanece alrededor
de 10X mientras que CUDA alcanza 250X y 350X, respectivamente. Para la funcion 2,
las aceleraciones se muestran en la figura 6.6.2. En este caso, para 3 dimensiones, OMP
logra una aceleracion por encima de uno cuando usa mas de 32 puntos, y CUDA muestra
un 1.5X en el nimero maximo de puntos considerados. Para 4 dimensiones, CUDA
alcanza un 95X para 56 puntos, y para 5 y 6 dimensiones OMP permanece por debajo de
10X mientras que CUDA alcanza una meseta en torno a 32 puntos con una aceleracion
de 400X. Las aceleraciones correspondientes a las funciones 3 y 4 se representan en
las figuras 6.6.3 y 6.6.4, respectivamente. Ambas funciones tienen un comportamiento
de aceleracién muy similar, en donde para 4 dimensiones en CUDA obtiene un 25X y
alcanza un 200X para 5 y 6 dimensiones. Las aceleraciones para las integraciones de la
funciéon 5 se muestran en la figura 6.6.5, donde se puede ver que en 3 dimensiones la
aceleracion de OMP es superior a CUDA; OMP alcanza 2X, mientras que la aceleracion
obtenida con CUDA es aproximadamente la mitad de la obtenida con OMP. Como se
mencion6 anteriormente, este resultado se espera porque en CUDA hay una sobrecarga
producida por la transferencia de datos entre la memoria principal y la memoria de
la GPU. Para 4 dimensiones, la aceleracion de OMP es ligeramente mejor que la de
CUDA hasta 36 puntos, y a partir de este momento, CUDA alcanza una aceleracion
de 50X mientras que OMP permanece practicamente constante a un valor de 10X. En

el caso de 5 dimensiones, sélo para un nimero muy pequeno de puntos, la aceleracion
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1000

speedun
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Figura 6.6.6: Comportamiento de la aceleracion de las funciones (F1-F5) en CUDA y.
CUHRE.

OMP fue mejor que la lograda con CUDA. Después de este punto, la aceleracion de
CUDA aumenta dramaticamente, alcanzando un valor de aproximadamente 600X, y
OMP permanece casi constante a un valor de 10X. Finalmente, para 6 dimensiones hay
una inflexiéon en la aceleracion en aproximadamente 32 puntos, y para un mayor nimero
de puntos, la aceleracion CUDA llega a un valor asintético de 750X, y nuevamente, la
aceleracion OMP permanece constante en aproximadamente 10X.

De la discusién anterior, esta claro que el comportamiento de la aceleracién depende
de la funcién que se estd integrado. Las funciones 3 y 4, cuyas aceleraciones son las mas
pequenas, son funciones sinusoidales cuyo argumento son funciones seno inversas, y en
consecuencia la evaluacion del dominio es mas desafiante. Mientras tanto, las funciones
1y 2 son altamente oscilatorias, y la funcion 5 es la mas suave, de acuerdo con el error
relativo presentado en la Tabla 6.5.

Finalmente, en la figura 6.6.6 se muestra el rendimiento de la implementacion de
CUDA, en la tarjeta Tesla C2070, del algoritmo Gauss Kronrod con respecto a CUHRE.
Las aceleraciones maximas que obtuvimos son 336X para la funciéon 1 en 4 dimensiones,
y la minima es 2.3X para la funcion 2 en 6 dimensiones, con una aceleraciéon muy similar
para la funcion 4 en 3 dimensiones.

Ahora que tenemos por seguro que construimos una maquinaria de integraciéon mul-
tidimensional eficiente en sistemas multicore el siguiente paso es llevar a cabo la inte-
gracion de integrandos en 6 dimensiones con una singularidad en la diagonal, ya que

estos corresponden a las interacciones bielectronicas.
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7 Aplicaciones.

7.1. Modelo de Hubbard

El modelo de Hubbard es un candidato ideal para el estudio de la correlacion elec-
tronica en fisica de estado solido y quimica cuéntica. El Hamiltoniano de Hubbard en

una dimension en segunda cuantizacion se escribe como!!®

H=—t Y (al,,000+ au00],) + U fuaig 7 (7.1)
(mv),0 m

donde los indices griegos 1y v denotan los sitios del modelo, (i, v) sefiala la interac-
ciones entre vecinos adyacentes, t representa la energia cinética a través de saltos entre
diferentes sitios, U es el parametro de interaccion electronica repulsiva que se lleva a
cabo en un sitio dado y n,, , = dLﬂd%m donde dfw (G,,,) corresponden a los operadores
fermionicos de creacion y aniquilacién. Como se menciond, el primer término es analo-
go a la energia cinética ya que permite el salto entre &tomos, mientras que el segundo
término corresponde a la energia potencial que emerge de la interacciéon en un sitio,
pesado por el pardmetro U.

Es sabido que la aproximacion de Hartree Fock recupera la soluciéon exacta del mo-
delo de Hubbard en una dimensiéon si U = 0, donde este limite corresponde al modelo
de enlace fuerte o tigth binding model.” En cambio, en el limite U/t — oo el mo-
delo es equivalente al modelo de espin 1/2 de Heisenberg.!!® Recientemente se ha
probado el modelo de Hubbard en una dimension con algunos PNOFs de espin com-

94,120,121 mostrando que el PNOF7 va de acuerdo a FCI en el caso de ntimero

pensado,
par de sitios. De hecho, el objetivo de esta seccidon es estudiar diversas multiplicidades
de espin para mostrar las ventajas y desventajas de las aproximaciones del PNOF5 y
PNOF7T al caso espin polarizado.

En estructura electronica hay una gran cantidad de multiplicidades. Por lo que un
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test completo debe incluir todas las multiplicidades que van desde singuletes hasta
octetos, donde esta tltima multiplicidad corresponde al gadolinio. De aqui en adelan-
te, estudiaremos el comportamiento del modelo de Hubbard en una dimensiéon para
PNOF5 y PNOF7 de espin polarizado, empleando la relacion U/t para cubrir todos
los regimenes de correlaciéon. El maximo ntimero de sitios sera 14. Los calculos PNOF
se llevaron a cabo en el codigo DoNOF desarrollado por Piris y colaboradores, ()
mientras que los cdlculos FCI se realizaron usando una versiéon modificada del codigo

desarrollado por Knowles y Handy. 22123

En las Figuras 7.1.1-7.1.3, mostramos las diferencias de energia obtenidas con PNOF5
y PNOFT de espin polarizado con respecto a FCI variando U/t. En general, podemos
observar que el error incrementa a un maximo en U/t = 5 y después decrece. En com-
paracion con las pruebas que se hicieron para sistemas de espin compensado,9120:121
los errores mostrados para sistemas de espin polarizado son mayores para todos los
regimenes de correlaciéon. Cabe mencionar que PNOF5 toma en cuenta toda la correla-

cion intrapar, mientras que PNOFT7 incluye correlaciéon no dindmica entre pares. Esto

explica que los errores respecto a FCI sean mayores en PNOF5 que en PNOF?7.

El hecho de que la diferencia de energia entre la diagonalizacion exacta y el PNOF)
o 7 en la region U/t > 1 es diferente de cero se relaciona con la falta de correlacion
electronica no dinamica. Incluso usando PNOF7, en nuestro modelo, iinicamente toma
en cuenta parte de esta correlacion entre electrones de espines opuestos en cada subes-
pacio orbital 2p, que es la correlacion no dinamica de Np electrones apareados. Como
se puede ver de la ecuacion (5.31), el término Epy toma en cuenta interacciones tipo
Hartee Fock por tanto, los NOFs aproximados no incluyen correlacion entre electrones

con espines opuestos en el subespacio €y .

Por otro lado, ambos funcionales PNOF5 y PNOF7 subestiman la correlacion di-
namica interpar, lo cual es importante en regimenes de correlacién medios y bajos,
U/t =~ 5. Recientemente, %% Piris hizo una propuesta de un nuevo método que recupe-
ra la correlacion dindmica faltante en sistemas de espin compensado a través de teoria
de perturbaciénes. Correlaciones de este tipo van maés alla del objetivo de esta secciéon
y seran probadas en sistemas diatomicos mas adelante. Por lo tanto, nos enfocaremos
en regiones donde la correlacion dindmica es menos importante es decir para valores

U/t grandes.
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7.1 Modelo de Hubbard

1.2 T T T
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Figura 7.1.1: Diferencia de energia, AE = EP"/i — BED (j = 5.7), para el modelo de
Hubbard 1D con diferente nimero de sitios y S = 1/2.

En la Figura 7.1.1, graficamos los resultados para sistemas con un ntimero impar
de sitios (3, 5, 11 y 13) y espin S = 1/2 (Ny = 1). Notese que no hay diferencias
entre PNOF5 y PNOF7T en el sistema de 3 sitios S = 1/2 por que Gnicamente hay un
par electronico con espines opuestos (Np = 2). También notamos que los errores con
respecto a FCI se incrementan a partir de 5 pares de electrones. La introduccion del
término interpar (4.60) toma en cuenta la interaccion no dindmica interpar, lo cual
convierte a este funcional en un modelo méas robusto, consecuentemente disminuye el

error absoluto con respecto a PNOF5.%

En la Figura 7.1.2, se consideran los estados tripletes (Ny = 2) para sistemas con
un numero par de sitios. Vale la pena mencionar que para 4 sitios, los valores del
PNOF5 y el PNOF7 de espin polarizado coinciden debido a que tienen tinicamente un
par con espines opuestos (Np = 2). También observamos que la tendencia es similar
a la que se obtiene para S = 1/2. De cualquier forma, los errores son mayores en el
caso de S = 1, ya que hay dos electrones desapareados, los cuales no contribuyen a

la correlacion electrénica y por lo tanto los errores crecen para todos los sistemas con
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PNOF5=PNOF7,4sites

1.4 - PNOF5,6sites T
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30

Figura 7.1.2: Diferencia de energia, AE = EP"/t — BED (j = 5 7), para el modelo de
Hubbard 1D con diferente ntimero de sitios y S = 1.

S =1 con respecto a los sistemas con S = 1/2.

Desde otro punto de vista, las figuras 7.1.1 y 7.1.2 muestran el comportamiento de
nuestra aproximacién para un valor de Ny dado mientras cambia el valor del niamero de
pares Np. En ambas figuras observamos que las curvas se aproximan al incrementar el
namero de sitios para un valor dado de U/t, especificamente en la region de correlacion
altamente no dindmica. Consecuentemente, el error con respecto a los valores de FCI

se estabiliza y tiende a un valor constante

También estamos interesados en el funcionamiento de nuestra aproximacion para un
numero fijo Np. Consecuentemente, decidimos analizar que efecto causa el aumentar el
tamano del sistema y la multiplicidad, simultdneamente. En la Figura 7.1.3 comenza-
mos con 11 sitios del modelo de Hubbard (Ny = 7, S = 7/2) con unicamente 2 pares
de electrones (Np = 4). Después, mantenemos fijo Np = 4 y agregamos un sitio adi-
cional y un electron desapareado (Ny = 8,9,10, S = 4,9/2,5). Ni PNOF5 | tampoco
PNOFT presentaron diferencias significativas para U/t < 5. En donde el régimen de la
correlacion no dinamica prevalece, PNOF7 funcion6é mejor que PNOF5 como es espe-
rado (ver Figura 7.1.3 para U/t = 30). Estos resultados indican que el error de ambos

funcionales con respecto a FCI se estabiliza mediante la variacion de la multiplicidad
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Figura 7.1.3: Diferencia de energfa AE = EP"0/t — BED (j = 5 7) para el modelo de
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Figura 7.1.4: Diferencia de energia AE = EP"/7T — FEP para el modelo de Hubbard en

1 D de 14 sitios y diferentes valores de espin.

En la Figura 7.1.4, se muestran los resultados con PNOF7 para diferentes multiplici-
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dades y un niamero dado de electrones (Hubbard de 14 sitios). Los mejores resultados
se obtienen para las multiplicidades mas bajas y altas. Para S = 0, una buena cantidad
de correlacion electrénica se recupera mediante el PNOF7 para cualquier régimen de
correlacion. Para valores de espin mas grandes, los componentes de la energia de Har-
tree Fock dominan para la polarizacion completa (S = 7) en donde la correlacion viene
dada por la integral de intercambio. Para esto tltimo, el resultado exacto se reduce a
la energia HF, la cual se recupera con nuestra aproximacion. Para valores intermedios
de espin, las interacciones relacionadas al componente de energia Epy en la ecuacion

(5.31) deben mejorarse para reducir los errores relativamente grandes en (7.1.4).

7.2. Propiedades Espectroscépicas de Moléculas

Diatdmicas con los PNOFs.

Para probar los funcionales PNOF7s y NOF-MP2 utilizamos el conjunto de molécu-
las PH, NF, NH, NO, CS, AlF, CIF, BeO y CF, las cuales comparten en comiin que
son diatomicas heteronucleares de los periodos II y III de la tabla periédica, y ya sea
en el estado basal o en el primer estado excitado tienen electrones desapareados. Desde

el punto de vista experimental, en su estado basal los sistemas de espin polarizado son

124-133 134-137

radicales metaestables mientras que las diatémicas de espin compensado
tienen propiedades termodindmicas y espectroscopicas tinicas, lo cual las hace buenos
candidatos para aplicaciones que van de fuentes remotas de plasma a quimica intereste-
lar. Como se menciond anteriormente, uno de los criterios principales para la seleccién
de este conjunto de moléculas es que hay un cambio de multiplicidad al pasar del es-
tado basal al excitado, por tanto podemos calcular estas moléculas usando PNOFT7s y
NOF-MP2 para estados multipletes . 1% La informacion respecto a su multiplicidad se
discute mas adelante. Desde una perspectiva teorica, este conjunto de moléculas pre-
senta caracter multireferencial causado por la ocupacion parcial de estados energéticos
quasidegenerados, por tanto, metodologias como HF y DFAs dificilmente describen este
tipo de moléculas.

Las constantes espectroscOpicas que usaremos para caracterizar cuantitativamente

la curva de disociacion son radio de equilibrio (r.), constante armoénica (w.), constante

anarmonica (wex.), constante rotacional (B.), constante de acoplamiento vibracion
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rotacion (a.), distorsion centrifuga (D.), energia de disociacion (D)) y energias de
excitacion (Ex) que van de Sy — Ty, Ty — S1y Do — Q1. Estas se obtienen a través
de los funcionales de orbitales naturales previamente discutidos. Para el conjunto PH,
NF y NH la transicion esta dada por Ty — S, donde el estado basal es un triplete Ty y
el primer estado excitado es un singlete Si; para el subconjunto CS, AlF, CIF y BeO la
transicion es Sy — 17 y, finalmente, CF y NO presentan una transicion Dy — (). La
brecha de energia se calcula en el minimo de energia de cada estado. Cabe mencionar
que el calculo de excitacion es un gran reto para los DFAs y métodos de funcion de
onda. Otro gran reto es la descripcion correcta de moléculas isoelectronicas y en el
conjunto de tripletes tenemos al PH y NF con 18 electrones; dentro de los singletes

tenemos a CS y AlF con 22 electrones.

Los célculos de NOF se realizaron en el programa DoNOF (Donostia Natural Orbital
Functional Software Program), utilizando el conjunto de bases de Dunning cc-pVTZ. 13
Los céalculos de CASSCF y CASPT2 se realizaron con ORCA version 4.2.0 utilizando

el mismo conjunto de base.

La validacion de PNOF para estados multipletes de espin, propuesta en la secciéon
5.2, se hara sobre un conjunto de moléculas diatomicas senaladas arriba, comparando
las curvas de disociaciéon y los valores predichos para las constantes espectroscopicas
obtenidas con PNOFT7s y NOF-MP2 contra CASSCF y CASPT2. Los espacios activos
(n, m) utilizados en los célculos de CASSCF y CASPT2 se muestran en cada una de

las figuras de esta seccion.

Las curvas de disociacién obtenidas con PNOF7s y CASSCF para los estados funda-
mentales (GS) singlete Sy de BeO, CS, AIF y CIF se representan en Fig. 7.2.1; se puede
ver que la curva de energia potencial CASSCF (6,6) para BeO tiene un minimo mas
profundo que se encuentra a una distancia internuclear menor que la obtenida para los
PNOF7. Ademas, la curva PNOFT7s es un poco méas amplia. La razén de la forma del
PES obtenida con PNOF7s proviene del hecho de que hay dos estados que se cruzan
en el intervalo 1.5-1.7 A. Todo lo anterior implica que la minimizacion de PNOF7s en

el intervalo 1.5-1.7 A, no tiene una solucién tnica.

En la figura 7.2.2 se muestran las curvas de disociaciéon para el mismo conjunto
de diatéomicas pero ahora con NOF-MP2 y CASPT2. Las curvas de AIF y BeO estan

construidas por dos estados, y por esta razon, se puede observar una pequena oscilacion
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Figura 7.2.1: Superficie de energia potencial de los singletes Sy a) AlF, b) BeO, ¢) CS'y
d) CIF obtenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos tedricos
CASSCF y PNOFTs.

alrededor de 1.7 A. En general, como es de esperar, se observan energias absolutas
menores con respecto a CASSF y PNOFT7s, y al mismo tiempo, CASPT2 y NOF-
MP2 comparten més similitudes, principalmente para BeO y AlF cerca del minimo.
La curva de CS calculada por PNOFT7s es muy parecida a la obtenida por CASSCF
dentro del rango que va de 0.5 a 1.7 A; en el intervalo de 1.8 a 2.4 A el PNOF7-

MP2 comienza a crecer mas rapido hasta 2.6 A donde CASPT?2 continua creciendo
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mientras que para NOF-MP2 comienza la asintota de disociacion. Este comportamiento
puede explicarse con los argumentos usados anteriormente, pero ahora considerando la
correlaci6on dinamica interpar. Finalmente, para CIF, NOF-MP2 presenta el mismo
comportamiento que CASPT2 de 0.5 to 1.8 A: para distancias >1.8 A NOF-MP2

subestima la energia de disociacion.
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Figura 7.2.2: Superficie de energia potencial de los singletes Sy a) AIF, b) BeO, ¢) CS'y
d) CIF obtenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos tedricos
CASPT2 y NOF-MP2.

Las curvas de energia potencial del conjunto de tripletes Ty PH, NF y NH se muestran
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en las figuras 7.2.3 y 7.2.4, calculadas con PNOF7s, NOF-MP2, CASSCF y CASPT?2.
Es claro que para Tj los resultados obtenidos con PNOF7s y NOF-MP2 son cualitativa-
mente buenos, exceptuando el caso de NF con PNOFT7s debido a que esta molécula tiene
correlacion entre pares, la cual se recupera completamente con NOF-MP2. También se
puede observar que se obtienen minimos més profundos con PNOF7s en los casos de
PH y NF. Vale la pena resaltar que en la figura 7.2.4 se grafican energias relativas para
comparar la forma de las curvas. El desplazamiento de las energias NOF-MP2 se deben

en gran medida a que los electrones desapareados no contribuyen a la correlacién MP2.
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Figura 7.2.3: Superficie de energia potencial de los tripletes Ty a) NF, b) NH y c)
PH obtenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos tedricos
CASSCF y PNOFTs.

Las superficies de energia potencial para CF y NO se muestran en la figura 7.2.5,
en este caso calculadas con PNOF7s y CASSCF. Podemos observar que PNOFT7s sub-

estima la energia con respecto a CASSCEF en el intervalo 0.7 a 2.4 A; para distancias
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Figura 7.2.4: Superficie de energia potencial de los tripletes Ty a) NF, b) NH y c)
PH obtenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos tedricos
CASPT2 y NOF-MP2.

mayores, PNOF7s predice menores energias. Ya hemos visto este fen6meno en sin-
guletes. En la Figura 7.2.6 se muestran las curvas de disociacion para NOF-MP2 vy
CASPT2 para dobletes. Nuevamente, es claro como con la inclusion de la correccion
MP2 a PNOFTs se obtienen curvas muy similares a CASPT2, siendo mas evidente en

el caso de NO.

Las constantes espectroscopicas se calcularon usando un polinomio de interpolacion
de octavo grado para describir la curva de disociacion alrededor del minimo de cada
curva de energia potencial. Con este polinomio se evaluaron las derivadas de la ener-
gia respecto a la distancia internuclear necesarias para la evaluacion de las constantes
espectroscopicas. Los valores de las constantes espectroscopicas o moleculares obte-
nidas con las curvas de disociacion de PNOF7s, NOF-MP2, CASSCF y CASPT?2 se

presentan en la tabla 7.1. Comenzando con la molécula AlF, la distancia de equilibrio
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Figura 7.2.5: Superficie de energia potencial para los dobletes Dy a) CF y b) NO, ob-
tenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos teoricos CASSCF
y PNOF7s.
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Figura 7.2.6: Superficie de energia potencial para los dobletes Dy a) CF y b) NO, ob-
tenidos con el conjunto de base cc-pVTZ y los métodos teoricos CASPT2
y NOF-MP2.

experimental es exactamente la predicha por PNOFT7s mientras que NOF-MP2 pre-
senta una desviacion de 0.001 A. El resultado mas cercano al experimental para D}

se obtiene con NOF-MP2 y CASPT2. En general, los resultados para las constantes
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We, Do,ae, Be 'y Dy estdn muy cercanos entre si y respecto al experimento. Sin em-
bargo, ningtin método fue capaz de predecir aceptablemente las constantes wex. vy a,
las cuales son més dificiles de predecir pues involucran segundas y terceras derivadas
de la energia. La sobrestimacion observada resulta del hecho de que la pendiente de
la curva que va de la regiéon de equilibrio al limite de disociacion tiene una pendiente
més pronunciada que en el experimento. En el caso de PNOFT7s esto es causado por la
subestimacion de la correlacion dinamica interpar. Para BeO encontramos una mejora
al ir de PNOFT7s a NOF-MP2 en la prediccion de todas las constantes excepto D, la
cual es sobreestimada, esto como consecuencia de que NOF-MP2 tiene mas correlacion
interpar. Para las constantes espectroscopicas del CS, NOF-MP2 predice exactamente
la distancia de equilibrio r. experimental y, en general, arroja valores mas precisos
de las constantes, en muchos casos incluso mejores que CASPT2. Dentro de las cons-
tantes espectroscopicas correspondientes a CS calculadas con NOF-MP2, la distancia
de equilibrio coincide con el resultado experimental, y para el resto, predice mejor las
constantes que estidn en muy buen acuerdo con los valores rexperimentales. Pasa casi
lo mismo con CIF, excepto para las constantes w.x. y E* las cuales son sobrestimadas.
Para las moléculas en dobletes, las constantes we, weXe ¥ Qe tuvieron un mejor acuerdo
con el experimento con PNOF7s y NOF-MP2 que con los métodos CAS, mientras que
el resto no se alejo mucho de los resultados de CASSCF y CASPT2, con la excepcion
de la energia de excitacion del NO, la cual, cabe mencionar, presenta complicaciones

en su determinacién experimental.

Las moléculas NH y PH se discutiran simultaneamente debido a que comparten
las siguientes caracteristicas: tienen un hidrogeno, el N y el P pertenecen a la misma
familia y ambas se calcularon con los electrones de valencia en apareamiento perfecto.
En general, todas las metodologias se acercaron bastante al experimento, pero destaca
NOF-MP2 en las distancias de equilibrio 7., energias de excitacion E* y energias de
disociacion DJ). Las constantes anteriores dependen del minimo de energia (del estado
basal y excitado) y de la energia en el limite de disociacion, lo cual sugiere que el NOF-
MP2 estima bien la correlaciéon interpar e intrapar para estas moléculas. Las constantes
espectroscopicas ., we, @ vy D, del NF estan mejor descritas por el funcional PNOFTs,
mientras que para w.x. vy E* se obtienen mejores resultados con NOF-MP2. Lo anterior

muestra que esta molécula tienen una mayor cantidad de correlacion dindmica intrapar,
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Cuadro 7.1: Constantes moleculares de moléculas diatémicas heteronucleares.

Método re? (A) wed wexeTe B df .8 D DY K
AlF So — 11
Experimental® 1.654 802.2 4.77 0.5524798 0.0049841 1.0464 6.8 3.38
CASPT2(8,8) 1.676 742.8 10.74 0.5395720 0.0078792 1.1389 6.7 3.12
CASSCF(8,8) 1.680 733.3 10.72 0.5370026 0.0079264 1.1520 7.0 4.16
PNOFTs 1.654 791.4 11.44 0.5567316 0.0078236 1.1022 5.9 3.95
NOF-MP2 1.665 767.7 10.87 0.5493733 0.0078029 1.1254 7.0 5.57
BeO So — 11
Experimental® 1.331 1487.32 11.830 1.6510 0.0190 8.20 4.6 1.05
CASPT2(6,6) 1.339 1543.68 11.494 1.6358 0.0159 7.35 6.8 0.80
CASSCF(6,6) 1.339 1576.50 10.754 1.6358 0.0147 7.04 6.4 1.83
PNOF7s 1.460 1229.68 9.290 1.3718 0.0135 6.83 4.8
NOF-MP2 1.345 1503.14 12.902 1.6155 0.0172 7.46 7.2 1.48
CS So — Th
Experimental® 1.535 1285.08 6.46 0.8200462 0.0059224 1.43 7.35 3.43
CASPT2(8,8) 1.549 1292.48 9.60 0.8092306 0.0069056 1.27 6.82 3.17
CASSCF(8,8) 1.541 1317.46 9.32 0.8144973 0.0067090 1.25 6.69 3.31
PNOF7s 1.525 1373.33 10.69 0.8338894 0.0069836 1.23 4.39 3.10
NOF-MP2 1.535 1403.58 9.86 0.8208855 0.0061686 1.12 5.84 4.57
CIF So — T1
Experimental® 1.628 786.15 6.16 0.516478 0.004357 0.87 2.617 2.33
CASPT2(10,10) 1.646 703.11 13.32 0.504209 0.008108 1.04 2.252 1.96
CASSCF(10,10) 1.631 770.44 11.70 0.516069 0.007045 0.93 2.390 3.21
PNOFTs 1.652 700.37 13.62 0.506054 0.008169 1.06 1.163 1.40
NOF-MP2 1.620 850.30 8.02 0.519259 0.005091 0.77 3.146 3.37
CF Do — Q1
Experimental® 1.271 1308.1 11.10 1.4172 0.0184 6.5 5.67 2.73
CASPT2(9,9) 1.276 1418.7 8.50 1.4136 0.0110 5.6 5.49 3.37
CASSCF(9,9) 1.286 1394.1 8.03 1.3873 0.0105 5.5 5.45 2.91
PNOF7s 1.293 1351.6 10.02 1.3765 0.0126 5.7 3.46 2.94
NOF-MP2 1.293 1384.0 7.99 1.3744 0.0100 5.4 4.26 3.41
NO Do — Q1
Experimental® 1.151 1904.20 14.075 1.67195 0.0171 0.5 6.496 4.766
CASPT2(5,5) 1.157 1978.60 11.131 1.6919 0.0117 4.9 6.038 4.601
CASSCF(5,5) 1.159 1984.64 11.430 1.6861 0.0119 4.9 5.685 6.507
PNOFTs 1.149 1927.95 13.720 1.71561 0.0144 5.4 3.855 6.214
NOF-MP2 1.140 2043.70 13.245 1.73674 0.0134 5.0 5.815 7.017
NF To — Sl
Experimental® 1.317 1141.37 8.99 1.2056 0.01492 5.39 3.5 1.49
CASPT2(8,8) 1.317 1243.82 10.28 1.2091 0.01190 4.57 3.1 2.19
CASSCF(8,8) 1.331 1218.18 10.76 1.1820 0.01215 4.45 2.7 1.55
PNOFTs 1.340 1105.16 12.39 1.1696 0.01483 5.24 1.6 1.80
NOF-MP2 1.322 1245.84 9.39 1.1963 0.01088 4.41 2.9 1.52
NH To — S1
Experimental® 1.036 3282.2 78.3 16.6993 0.6490 1709.7 <3.47 1.56
CASPT2(8,8) 1.041 3614.8 99.5 16.6064 0.5704 1401.9 3.34 1.65
CASSCF(8,8) 1.048 3503.1 108.4 16.3849 0.6199 1433.8 2.72 1.87
PNOF7s 1.041 3504.9 116.5 16.6064 0.6701 1491.2 2.79 1.78
NOF-MP2 1.035 3659.3 104.2 16.7674 0.5897 1408.2 3.19 1.55
PH To — S1
Experimental® 1.422 2365.2 44.5 8.5371 0.2514 436.0 3.02 0.95
CASPT2(4,4) 1.433 2436.2 51.8 8.4917 0.2412 412.7 2.89 1.68
CASSCF(4,4) 1.440 2366.1 53.3 8.3506 0.2483 416.1 2.49 1.49
PNOFTs 1.426 2431.8 56.4 8.5637 0.2605 424.8 2.55 1.17
NOF-MP2 1.420 2532.0 53.6 8.5637 0.2324 391.9 2.93 1.00

a Referencia 9.

b4, = Distancia de equilibrio.
¢ w, = Constante vibracional.
4 Unidades en cm™?.

€ weXe = Correccién anarmonica, Xe.

I'B, = Constante rotational.

g a, = Constante de acoplamiento vibracion-rotacion.
h' D, = Constante de distorsién centrifuga .

! Unidades en 1076 cm~1.

J DY = Energia de disociacién en eV.

k B* =Energia de excitacion en eV.
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y por consiguiente estd mejor descrita por PNOFT7s. La superioridad de los calculos
PNOF en gran medida se debe a que los funcionales, més alla de preservar la simetria
de espin, estan compuestos por un ensamble de configuraciones adaptadas por espin lo
que permite hacer indistinguible si un dtomo dentro de la diatomica tiene electrones
desapareados o 0 3.

En la tabla 7.1 se puede apreciar que las energias de excitacion Sy — 17 NOF-MP2
estan sobrestimadas, mientas que CAS y PNOFT7s estdn mas cercanos a los valores
experimentales. Las moléculas en doblete presentan una energia de transicion Dy — Q)
calculada con NOF-MP2 ligeramente mejor que para los singletes, mientras que NOF-
MP2 predice con bastante mas precision la energia de excitacion Ty — 57, incluso
mejor que CASPT2. Asi, claramente podemos observar que las energias de excitacion
predichas con NOF-MP2 mejoran al incrementar la multiplicidad. Podemos explicar
este comportamiento recurriendo a las ecuaciones (5.41), en donde los coeficientes C}"
y C’;;e’” no incluyen correlacion dindmica de los electrones desapareados (electrones con
ocupacion un medio); por tanto, una subestimacion de la energia MP2 es proporcional
a los electrones desapareados. En este contexto, los estados excitados 77 y )1 estan
subestimados, y consecuentemente, las transiciones So — 17 v Dy — 1 que van de
una menor a una mayor multiplicidad predicen una E* méas grande que la experimental.
Ocurre lo contrario cuando vamos de una multiplicidad mayor a una menor Ty — Si;
en este caso, obtenemos energias de excitacion E* en mucho mejor acuerdo con los

valores experimentales.

Cuadro 7.2: Desviaciones absolutas promedio para las constantes espectroscopicas pre-
dichas con CASPT2, CASSCF, PNOF7s y NOF-MP2.

Meétodo re (A) We WeXe Be Qe De DY E*

CASPT2 0.00988 99.694 5.77111 0.024060267 0.012816589 37.61027 0.4992 0.8962
CASSCF 0.01222 74.58 6.86788 0.067242789 0.006531878 33.7384 0.6664 0.9351
PNOF7s 0.02433 92.803 8.42611 0.060842111 0.005778078 26.37397 1.4905 0.9562

NOF-MP2 0.00822 121.86 5.75244 0.028201867 0.011115444 39.26766 0.8778 1.1484

re = Distancia de equilibrio.
w, = Constante vibracional.
Unidades en cm 1.

weXe = Correccién anarmonica, Xe.

B, = Constante rotational.

o, = Constante de acoplamiento vibracién-rotacion.
D, = Constante de distorsion centrifuga .

Unidades en 1076 cm 1.

DY = Energia de disociacién en eV.

E* =Energia de excitaciéon en eV.

En la Tabla 7.2 se muestran las desviaciones absolutas promedio de las constantes
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espectroscopicas para los métodos CAS y PNOF. La tabla muestra que los métodos
PNOF calculan con mas exactitud las constantes weXe, e, De y (7). Las dos primeras
dependen de la tercera Ve(?’) y cuarta derivada V.Y del potencial, respectivamente, lo
cual las hace més sensibles a errores en la estimacion de estas derivadas. Esto nos da
un indicio que PNOF7s y NOF-MP2 calculan un potencial mas real. Por otro lado,
NOF-MP2 calculé con precision las distancias de equilibrio (r.) independientemente
de la multiplicidad. Cabe destacar la importancia de estas distancias en la quimica pues
son la base para una prediccion confiable de la estructura molecular. Sin embargo, los

métodos CAS predicen mejor las constantes w,, B, E*y DJ.

Para tener una comparacion justa entre los métodos PNOF y CAS, es necesario
evaluar que tan simple es obtener la superficie de energia potencial. Para llevar a cabo
calculos PNOF se debe escoger el espacio en el cual las ocupaciones son fraccionarias
y los orbitales apareados por arriba del nivel de Fermi, pero, cualquiera que sea la
eleccion, el método de diagnoalizacion iterativa siempre arroja un resultado. Sin em-
bargo, como se comentd anteriormente, en los casos de AIF y BeO decidimos ir mas
alla del apareamiento perfecto debido a la cuasidegeneracion de estados; por tanto, es
necesario tener mas deslocalizacion, es decir, apareamiento entre un orbital por debajo
del nivel de Fermi con muchos por encima del nivel de Fermi, pero incluso si decide
usarse apareamiento perfecto para describir estas moléculas se pueden obtener buenos
resultados. En esta direccion, probamos que el apareamiento perfecto es suficiente para
el resto de las moléculas, pero en muchos otros casos se puede ir mas alla del aparea-
miento perfecto, lo cual nos dice que hay una forma sistematica de mejorar los calculos
PNOF. Otra caracteristica importante para las moléculas diatomicas es que se tuvo que
construir la curva con dos diferentes estados. Por otro lado, los calculos CAS presentan
una dificultad al seleccionar el espacio activo; en este trabajo, para cada molécula fue
necesario un espacio activo para cada molécula. El primer criterio para esta eleccion
es mirar los nimeros de ocupacién, si estos estan cercanos a dos, es mejor mantener-
los fijos, de otra manera el método no converge o incluso peor, introduce resultados
espurios, si lo anterior no funciona debido a que seguimos observando transiciones a
diferentes estados (del mismo espin) dentro de la curva, existe un analisis que consiste
en graficar los orbitales y verificar si los orbitales de enlace corresponden con los de

antienlace (si tienen la simetria para que exista un traslape). Es preciso destacar que a
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pesar de que se aumente el espacio activo no hay una mejora en la energia, en cambio,
como resultado arroja resultados espurios. Para cada una de las moléculas el analisis
por orbitales fue necesario, lo cual hizo el calculo bastante ineficiente. Con los métodos
CAS también se llevo a cabo la reconstruccion de la curva por dos diferentes estados
en el caso del AIF. En definitiva, la seleccion del espacio activo adecuado nos lleva a

una rapida convergencia y resultados de alta calidad.
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8 Conclusiones.

Fue posible la generalizacion a espin polarizado de los funcionales PNOF5, PNOF7 y
PNOFT7s conservando los operadores S, y S2 incorporando las condiciones completas de
N respresentabilidad de la MDR1 y las condiciones necesarias D, G y Q de la MDR2.

Fue posible la implementar los funcionales PNOF5, PNOF7 y PNOF7s en el pro-
grama DoNOF, asi como los gradientes de los niimeros de ocupaciéon y las derivadas
funcionales para llevar a cabo la diagonalizacion iterativa.

Se analizaron y detectaron los principales cuellos de botella en la ejecucion del pro-
grama DoNOF. Encontramos que uno de los cuellos de botella esta asociado con la
evaluacion de las integrales de 4 centros. Este resultado nos llevo a desarrollar una
maquinaria de integracion multidimensional en arquitecturas many y multicore, con
resultados sumamente satisfactorios tanto en precision y exactitud nimerica como en
eficiencia computacional, esto es, en tiempos de ejecucion.

Se validaron estos funcionales con el modelo de Hubbard en una dimension y se
comprobd que para sistemas de bajo espin trabajan satisfactoriamente.

Por ultimo, se utilizaron el PNOF7s y NOF-MP2 de estados multipletes para calcular
constantes espectroscopicas de moléculas diatémicas heteronucleares y se compararon
con los resulatdos proporcionados por los métodos altamente correlacionados CASSCF
y CASPT2. En términos generales, se puede afirmar que los valores de las constantes
moleculares predichos con PNOF7s y NOF-MP2 estdn en muy buen acuerdo con los
valores experimentales, particularmente aquellos predichos con NOF-MP2, indicando
que estas propiedades moleculares son sensibles tanto a una buena descripciéon de la

correlacion estatica como de la dindmica.
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O Perspectivas.

1. Desarrollar un funcional de espin polarizado que considere los electrones despa-

reados como fraccionarios.

2. Implementar un NOF-MP2 de espin polarizado que incluya la correlacion dina-

mica de los electrones desapareados.

3. Desarrollar un algoritmo que pueda tratar con singularidades de linea hasta en

seis dimensiones, para posteriormente llevar a cabo la paralelizaciéon en GPUs.

4. Llevar a cabo la optimizacion del cédigo DoNOF incorporando el algoritmo pa-

ralelizado en GPUs de integraciéon multidimensional con singularidades de linea.
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10 Apéndice

10.1. Obtencién de la MDRp.

Suponga que se tiene un operador que actiia sobre p cuerpos simultaneamente y se

obtiene el valor esperado con una funcién de onda que depende de N coordenadas:

<[1> :/dxl...d:z:n/dx’l...dx;ﬁé(xi—xg)

1 0 *

= Y Ay (e ) U () (10.1)
p: i>j>..>p

en donde el operador flij_,p es no multiplicativo y acttia sobre la parte real de la funcion

de onda hasta la coordenada x,; por otro lado, en este operador se estd evitando el

doble conteo. Si recorremos el operador hasta la integracion de dx;,,; obtenemos

p

</1>:/dxl...dxn/dxll...dxg,Hé(:z:i—x;)

i

1 .

|
p: i>5>..>p

Hé(mi — )W (2l ) U (), (10.2)

p+1
debido a que el operador es no multiplicativo la delta de Dirac puede actuar sobre las

coordenadas x,4; en adelante; la suma que actiia sobre el operador puede extraerse de

<A>:$ Z /dxl...d:rn/alaz:’l...d:c;7

Ti>i>..>p

los integrandos:
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P
H 5 (z; — ) Ay, W () by ) O (21 2y), (10.3)

Como el operador actia sobre p particulas idénticas la suma puede expresarse como

un factor binomial:

p

. n
<A>: , /dxl...dxn/dxll...dxgﬂé(xi—x;)
Ay W () by ) U (21 ) (10.4)

Por lo tanto, puede agruparse la MDRp que coincide con el nimero de cuerpos sobre

los cuales el operador actiia simultidneamente

p

<fl> :/dxl...dxp/dx'l...dx;H(S(xi—I;)Aij...p

)

n
/dxpﬂ ... dx, ¥ (91:'1 .. .x;xpﬂ . $n) U (21 ... 2,), (10.5)
p

En la ecuacion anterior se separ6 la integracion en la parte no primada que va de
[ dxpy ... dxy,; con esto podemos generar un funcional que depende tnicamente de p

tetravectores

p

<A»YP> — /d96’1 ...dz, / dr) ... dx, H O (z; — x3) Aijn-p

i

P (;1:1 R .I;) (10.6)

/

p) es la MDRp de un estado puro.

La P (z1...2p,2] ...

La importancia que tiene la ecuacién anterior es que se esta reduciendo el problema
de N cuerpos al nimero de cuerpos sobre el que actia el operador, sin necesidad de
realizar alguna aproximacion.

La MDRp se escribe:

n
yp(xl...xp,x/l...x;): /dxp+1...dxn
p
U (2] Tt ) U (21 @) (10.7)
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10.2 Expansién Cumulante.

10.2. Expansiéon Cumulante.

La expansion cumulante tiene su origen en la probabilidad y estadistica. Se comienza
con una funciéon generadora de momentos en un espectro continuo de una variable

aleatoria x, la cual se escribe:

(M) = /e’“p (x) du. (10.8)

Si existe un entorno k = 0, se pueden generar momentos de la distribucién de proba-

bilidad, en donde el n-ésimo momento de un espectro continuo se define como:

(™) = /x"p (x)dx (10.9)

Si se expande ¢*? en series de Maclaurin y se sustituye en la ecuacion (10.8), obtenemos

n!

(e") :/Zk%np(x) dz, (10.10)

Haciendo un poco de algebra podemos expresar la expansion (10.10) en términos del

n-ésimo momento (10.9)

COESY % (z") (10.11)

Derivando con respecto a k™ y evaluando en k =0

= T

10.12
dkn (10.12)

k=0
La defincicion del cumulante es el logaritmo neperiano de la funcion generadora (10.8).
En ese contexto la funcién generadora del cumulante es:

B d"ln <e’“>

[ p— 10.13
() = (10.13)

k=0

El primer cumulante (n = 1) es la media, el segundo momento (n = 2) corresponde a
la varianza y el tercer momento (n = 3) es el momento central. Momentos de orden

superior a (n > 3) ya no son iguales a los momentos centrales.

Si generalizamos la expresion anterior (10.13) para mas de una variable {z;} obte-
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nemos la siguiente expresion

Hartast-tan] n okiz
(poigen | goy = O (I )
ROk . Okan

(10.14)

k1l =ky?=..=kp"=0

Si queremos trasladar esta expresion estadistica a la notacion de la matriz de den-
sidad que hemos utilizado, en el caso particular de querer expandir una MDR2, se
utilizard como funciéon generadora el cumulante de dos cuerpos y los momentos son los

operadores de la MDR1 expandidos en una base dada:

v)

a2ln <\P ’ ekqu]l?qekrsF}.s
(I,

_ 10.1
pat rs gDy (10.15)

kpg=Fys=0

Derivando con respecto a k,, y evaludndo en cero obtenemos la siguiente expresion:

o a<x11 | eralha | \11> a<\11 | ehrelhs \11>
[ g
(Fil') g Oire "
kipg=0 krs=0
o2 <\If | eFrlhaekrsThy qf>
(10.16)
Ok Ok, ——

en donde obtenemos la MDR2 mediante la MDR1 y un cumulante, el cual es ahora la

variable desconocida.

10.3. Segunda Cuantizacion.

Para abordar la mecénica cuintica de muchos cuerpos existe una formulacién al-
ternativa a la de Schrédinger y a su vez equivalente. Esta formulacion fue propuesta
por Dirac y se llama segunda cuantizaciéon 6 representacion de ntimero, la cual utiliza

operadores de creacion y aniquilacion, que se definen como
a} 0) = |gy) (10.17)

ap |pp) = 10) (10.18)
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En la ecuacion (10.17) se esté creando en el vacio el estado ¢,; de forma analoga, en la
ecuacion (10.18) se esta destruyendo el p-ésimo estado. Notese que la representacion del
vaci6 corresponde a una representacion de nimero, que es analoga a un determinante
de Slater

al 01, ..., 0p ..., 0n) = |p) (10.19)

donde hay 0 particulas en el estado 1, 0 particulas en el p-ésmio estado y 0 particulas en
el n-ésmio estado, y se esta creando un estado de una particula en el estado p. Podemos
generalizar el ket a nimeros de ocupacion, teniendo n, estados que estén formados por
ceros o unos. Por el momento dejaremos de hablar de la representacion de nimero y
nos enfocaremos en las propiedades de los operadores de creacion y aniquilacion. Estos
siguen un algebra anticonmutativa, que se representa por los paréntesis cuadrados con
un subindice de suma. La anticonmutacién es consecuencia de la antisimetria propia

de las funciones de onda de los fermiones, los cuales siguen las siguientes reglas de

anticonmutacion
[ay, ag], =0 (10.20)
[af,al], =0 (10.21)
[af, aq] = g (10.22)

Utilizando estas reglas de anticonmutacion y generalizando la representacion de ni-

mero |ny,...,ny,...,ny) (n,, podemos reescribir la ecuacion (10.19)
al|n, . ) = (=120 (1= ny) g, L) (10.23)

donde (—1)Zq<f’ " es el factor de fase igual a 1 6 -1, dependiendo si es par o impar.
Todo lo anterior implica si hay un fermion en el estado p-ésimo, el resultado de que
actie el operador a; es 0, es decir, no es posible poner otro fermion en ese estado, lo
cual obedece el principio de exclusion de Pauli. Por otro lado si n, = 0, el operador a;

va a crear un fermion en el estado p.

La accion del operador de aniquilaciéon a, en un estado formado por n particulas se

puede generalizar

a; N1,y Ny ) = (—1)Zq<Pn” np|ni,...,0p, ... nN). (10.24)
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Consideremos ahora el operador a;ap actuando en un estado arbitrario de base ob-
tenemos

alay|...,np, ..y =n,l.. om0 (10.25)

Por lo tanto, el eigenvalor de este operador corresponde al nimero de ocupacién; asi
pues se puede utilizar para contar los fermiones en un estado determinado de una
particula p. Considerando lo anterior podemos establecer que a;ap = 7, A su vez
podemos definir el operador asociado al niimero total de electrones a través del siguiente

operador

N=> i, (10.26)
p

Otra de las ventajas de utilizar la representacion de segunda cuantizaciéon es que se
simplifica de forma considerable la evaluaciéon de los elementos de matriz de un operador
dado. En el caso de los operadores de uno y dos cuerpos en el formalismo de segunda

cuantizacion podemos reescribir la ecuacion (4.1) en segunda cuantizacion como
=cl (10.27)
Utilizando la representaciéon de niimero del vacio tenemos:

hal [0) = ¢l |0) . (10.28)

Expandiendo el operador transformado c;) en términos del conjunto completo de ope-

radores {aj,}
ch10) = cpeal |0). (10.29)

q
Lo que falta por hacer es determinar los coeficientes de expansion {c,,} a través de la

teoria de espacios vectoriales en las ecuaciones (10.27) con (10.29):

hal [0) =Y " ceal |0) (10.30)

q

Si multiplicamos la ecuacion (10.30) por el operador de aniquilacion por la izquierda
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a1 y llevando a cabo el producto escalar se obtiene el siguiente desarrollo:

(0 arha} 10) =~ cpg (0] araf |0)
q

(0] arhal |0) = " cpg (0] (651 — afar) [0)
q

(0| arhal, |0) = ¢, (10.31)

donde los coeficientes de expansion c,; son iguales a los elementos de matriz del ope-
rador h. De la misma forma, si multiplicamos la ecuaciéon (10.30) por el operador a, y

sumamos sobre ese indice, obtenemos el operador de niimero N:

h Z ala, = Z Cpqthay (10.32)
p Pq

Si utilizamos la definicion del operador de nimero ala, = N y la definicion de los
coeficientes de expansion (10.31) obtenemos el operador de un cuerpo en términos de

operadores de creacion y aniquilacion
h = Z (0] aqlAwL 10) atal, (10.33)
pq

Se debe dejar claro que la correspondencia entre el operador de un cuerpo en su repre-
sentacion de coordenadas y en segunda cuantizaciéon son equivalentes més no iguales.
Si llevamos a cabo el valor esperado de este operador, con los operadores de segunda

cuantizaciéon obtenemos:

<iz> =" (0] aghal 0) (ala,) (10.34)

Pq

Suponiendo que ahora estamos trabajando con un sistema de N electrones, andloga-

mente, obtenemos la siguiente expresion:

<Z i}n> = hp(ala,) (10.35)

Considerando el operador de interaccion entre electrones obtenemos la representacion
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del operador de dos cuerpos en segunda cuantizacion:

<Z Bnm> = Z Ppgrs <a£a;aras> (10.36)
nm P

qrs

Con las expresiones (10.35) y (10.36) podemos representar cualquier operador de uno
o dos fermiones. El tltimo término de estas ecuaciones corresponde a la MDR1 y la
MDR2, respectivamente. Por lo tanto, podemos reescribir estas ecuaciones en términos

de los operadores de la MDR1 y MDR2 como
<Z ﬁn> = > (Th,) (10.37)
n Pq

<Z i}nm> =S e, <f§w> . (10.38)
nm pq

Finalmente, podemos escribir el Hamiltoniano electrénico en términos de los opera-
dores de segunda cuantizacion y estos a su vez representarlos mediante la MDRI1 y la

MDR2.

10.4. Propiedades de la RDM2.

Para demostrar algunas propiedades que la MDR2 debe cumplir usaremos la repre-
sentacion en segunda cuantizacion, donde segin la ecuacion (10.38), su forma como
operador en segunda cuantizacién puede escribirse como

r = aTaZasar. (10.39)

1
Pq,TS 5 P

Para llevar a cabo una expansion en bloques de espin podemos escribir la MDR2
(10.39) con operadores de segunda cuantizacion, con un indice que tome en cuenta el

espin mientras el otro rotula el espin orbital,

~ 1 ~
Do = Lol hanatnn TR = al ol (1040

donde el conjunto de los subindices muestra el estado de la particula.

Tomando en cuenta la representacion del bloque de espin (10.40) paralelo para ob-
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tener la reduccion de orden de la MDR2, es necesario sumar con respecto al indice
que denote el estado ¢ en la ecuacion del lado derecho de (10.40), y llevando a cabo la

permutaciéon de r y ¢ obtenemos :

aa,o0 1 1
erq,;'q 2= 2 Z <W| ap o qaaq@a’f’,a ’\Ij> - _5 Z <w’ Ap.a qaar,aaq,a |\Il>

q q q

Si ahora permutamos el indice ¢ y r del par creacién-aniquilacion

1
-5 Z 4 a;a (6rq — ar,aa;a) g0 | V)
q

1 1
= 2 Z (v a;,aanaa;aaq@ W) — 2 Z Orq (V| a;,aaq@ |¥)
q q

Tomando en cuenta la representaciéon de nimero y sumando sobre el par (afl olg.a

podemos escribir

1 1
<W| a alr,a Z (a:;,aaq,a) |\Ij> - 5 Z 57“11 <w’ a;,aa%a |\Ij>
q

q

(N —1)
= @a] e )
ao,2 (Noz 1) aal
D Tpeee? = = (10.41)

q

donde queda demostrada la reduccion de orden del bloque paralelo.

Si procedemos de manera similar pero ahora con la MDR2 de espin antiparalelo

ap,x 1
Srsze — LS la) ol g 19

q q

utilizando la representacion de niimero y sumando en el par ajl 50q,5 Obtenemos

1
5 Wlaha > (of sa0s) ara 1)

q

1
— §Nﬂ (|al

)

Z robab2 F‘“l (10.42)

pg,rq
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Asi, queda demostrada la suma parcial del bloque de la MDR2 antiparalelo.

Ya que se demostro la reduccion de orden, la normalizacion es mucho mas simple.
Unicamente debemos utilizar las ecuaciones (10.42) y (10.42) y sumar sobre los indices
p; en el caso del bloque paralelo obtenemos

Ne —1) N«
Zraa a2 ( ) ’ (1043)

Pq,pq 2
Pq

Si hacemos lo mismo para la MDR2 de espines antiparalelos

NaNB
B,af2 _
Zrzq,;; =5 (10.44)
Una vez que demostramos las reglas de reduccion de orden y normalizacion, debe
hacerse la expansion cumulante (5.8) y considerar la ecuacion (5.11) para asi inponer

restricciones en la matriz Ag‘;

2 ZA?&?%‘“‘* =y (np = 1)" 0y

) iziqw——zma + AL, = 1 (ny — 1) 6y

q

Podemos eliminar el ¢,
= AN 4 ALY =g (n, — 1)7,
q

si sustraemos el término diagonal del lado izquierdo A,, y usamos la definicién de
agujero obtenemos:

SoAw =g A= (ng)”. (10.45)

p p
q

Estas restricciones se cumplen con la propuesta del funcional PNOF5 y PNOF7 de

espin polarizado.

Posteriormente considerando la propuesta para el cumulante antiparalelo (5.9) y la

regla de suma parcial (5.12) para asi restringir A y II
2ap,a8 __
Z N =
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Si utilizamos la propuesta del cumulante antiparalelo obtenemos

AP I,
D~ 0bag + =0y = 0,

q

que puede reescribirse ;
AL 11
E —%5}# + %@W =0,

q

Finalmente, podemos escribir la restricciéon sobre el bloque antiparalelo:

Z quﬁ = Ilpp,
q

Con lo anterior, hemos demostrado que la propuesta para PNOF5 y PNOF7 con espin
polarizado cumple con la normalizaciéon de la MDR2 asi como con el mapeo de MDR2

a MDRI.

La anstisimetria de las matrices ante la permutacion de indices del cumulante paralelo

permite establecer que

ax

A20¢0¢,0404 — Pq (5pr6q8 - 5p55q1”)

pq,Ts 2

Permutando p por g obtenemos

Aaa aa
- sp (6(17’51)5 o 6‘1557’7") = 2qp (5pr5qs - 5p55qr) = —Agzﬁfts‘)‘o‘
Permutando r por s
AIQ)ZO;;NO&O& T gq (OpsOqr = Oprdys) = 57’ (0pr0gs — OpsOqr) = —Azzygf:;aa

De esta manera, hemos demostrado que el cumulante paralelo es antisimétrico.

Si trabajamos con la antisimetria del cumulante antiparalelo

AN I,
2272[5750[6 = = 5q 5pr5qs + TP(Spqérs
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Permutando indices con el mismo espin, ¢ por r

A,Boc H . aﬁ H .
Azg,'r:e P=— 2qp 5117"6105 + Tq(siﬂ?(srs = - <_ 5(1 51?7"5% + Tpépqérs = _AZQMLE’S g
ABe AeB

I1,, IL,,
Tqéqpars = _Tpépqars

Para demostrar que el cumulante de la MDR2 de espines paralelos es hermitiano,

intercambiando los indices primados con los no primados

aa,a A aa,aa)*
A2 ’ = —% (5pr6qs - 6p55q7’) = (A?"S’P"] )

pq,rs

*

Ts,pq 2

. ATY
(AQaa’aa) = [_ (0rpdsq — 57‘q5p8)}

debido a que la hermiticidad es distributiva, podemos escribir

. Age NG ’
gy - (o) + (o)

= _%6}7705(18 + _%5]786(]7‘ - _$ (5[)7‘5(]8 - 5p35q7«) = A?)g’%‘;aa

Si realizamos el mismo procedimiento para el cumulante de MDR2 de espines paralelos

2a8,a8 __ AIC‘;QB(S S5 HP’“(; 5. = (N2eBa8 *
pars T g Opr q8+7 Pq TS—( T$,pq )

Ts,pq 2

AP T, .
= (——5Tp55q) + (TP%%)

. [ A I, '
<A2a5,aﬁ) = <—%5rp5sq + _p6r36PQ>

2

A28 I,
= __;)q (Sp'r(sqs + Tpdpqérs = Azgﬁféﬁ

Con la hermiticidad, garantizamos que los eigenvalores de la MDR2 son reales.
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10.5. Condiciones D, Gy Q

Para demostrar estas restricciones, se expandira cada uno de los bloques de las matri-
ces G y Q tomando en cuenta el teorema de orden normal de Wick y la ortogonalidad
del espin doq = 1y dop = 0. Aplicando el algebra anticonmutativa en los operadores

de segunda cuantizacién en la matriz Ggg;‘;ﬁ obtenemos

Goba? = (W] al g 50! s |9) = (P al, (9055 — 0l tg) ne|9)

= 03q (¥] @} o |0) — (W] af o] 5trates V).

Haciendo lo mismo con el bloque G%’ff

G;;qoj;ga = <w| a};,aaq,aal,aaﬁa |\I[> = <![/‘ a;r),a (68l1 - al,aaq,a) Qr.a “II>

= 0sq (V| a;aana |W) — (V| al al Ag.olra V) .

P, s,

En ambos casos el primer término corresponde a la MDRI1 y el segundo a la MDR2

de cada bloque, respectivamente.

Repetimos el mismo procedimiento pero ahora usando los bloques de la matriz

Qaﬁlaﬁ
pg,rs 7’

T
Qo = (W] apatgs (alaals) 10) = (@] ayaagsa] sal, )

Formando el conmutador aqﬁa; 8
= W]y (eadss — 0l t05) ] |9) = 8y (P @y 00l o |9) = (@] 0y 0] sag 50l )

De aqui en adelante buscamos mandar los operadores de creacion al final y los de

aniquilacion al frente, para asi obtener la MDR2 y MDR1
= 0sq (7| ap,aai,oz W) + (¥ a;ﬁ%,aaq,ﬁaj«,a |¥)
= 0sq (7| ap,Oéa“I,a @) — (¥ al,ﬁap,ocai,aaqﬁ W)

= 0yg (V] apaaly W) — (P al 5 (5 — af 40p.a) g5 V)
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= dsq (V] ap7aa:[7 W) — Opr <W| s glq,8 V) + <W’ ﬁar alp,alqs V)

= 0sq (7| (51)7" - ai,aap,a) |W) — 0pr (V] az,ﬁaq,ﬁ W) + (¥ al,ﬁal,aap,aaqﬂ ),

Finalmente obtenemos la condicion Qg‘g’f;ﬁ en términos de la MDR1 y MDR2:

= Gsq0pr — Gsq (P] @l wpa [W) = Oy (U] 0] gag,5 | V) + (7] af sal napatqp D)

aq,oq

Para comenzar con el bloque ()05

., .I.
usamos la permutacion del par ayqal ,

aq,oo
pq,rs

= (¥ azo,oc%,aaT al V) = (V] apq <5qs - aq7aai,a) ai,a |¥)

S, a7,

De nuevo, se busca permutar los operadores de tal forma que los operadores de creaciéon

quedan al final,
(V] apq (5q8 - al,aaq,a) ai,a [W) = 0gs (¥ ap,aai,a W) — (¥ ap,aai,aaq,aai,a |¥)

= 0450 — Ogs (] af @y V) = (¥ apaa] nagaal o |P)
= 0qs0pr — Ogs (V| ai,aap,a W) — (¥| (5105 - ai,aap,a) aq7aai,a W)
= 04s0pr — Ogs (P @] oap.a V) = Ops (Pl agaal, [V) + (P al yapaagaal, [P)
= 0gsOpr — Ogs (@ al,aap,a |¥) — OpsOqr + Ops (| ai,aaq,a |W) + (¥ al,aap,aaq,aai,a W)
= 0gsOpr — 0gs (V| ai@ap,a | W) — 0ps0gr + Ops (¥| aiﬂaw | W)
+0gr (P al o0 [T — (P] al 4ap00] 40g0 V)
Gy — s ]l sy 1) — By + 8y (] 10 [ 9)

Qg ,Q raapvaa%a |\Ij> :

+0gr (| ai,aap,a ) — Opr (| a;aaq,a |¥) + (g_D|

Una vez que obtenemos las expresiones correspondientes a las condiciones G y Q,
podemos expresar los valores esperados en términos de bloques paralelos y antiparalelos

de la MDR1 y MDR2

I‘ I B B
OLB Oéﬂ ax ap,xo ,

1
Gaa e R— Flaa F2aoz aa

pq,rs 2 sq- pr ps,rq
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1
Qgg;’iﬁ = 5 (58115137“ — 55qF11770f0‘ — 5prrigﬁ) + 1"2046,046

sripq )

aoc,ao
pq,rs

(5q55pr - 5sqrzl)?a - 5p86qr + 5psrvl«§a+

2
STy — L") + T2

Para poder restringir las matrices A y II, deben expresarse en la forma diagonal
de la MDRI1 Fip = npdsp, y llevamos a cabo la expansion cumulante de la MDR2.

Considerando lo anterior, los bloques G toman la siguiente forma

1 1 ,
;g;?;ﬁ - §np58q6pr N §npnq5pr6qs - Apgﬁ;aﬁ > 07

1 ny,n
ao,oo p'tq
G == _2np55q5pr _

pq?Ts

(8prOgs — OpsOgr) — A20%0 > (),

pq,rs

Los bloques Q en principio parecen mas complejos

ap,x 1
szﬁ’rsﬁ -3 (Gsq0pr — MpOsqOpr — Mg0pr0sq)

1
+§npnq5pr5qs + A;gﬁi@aﬁ >0,

oo, 1
pgrs 5 (0gs0pr — NpdsqOpr — OpsOgr + NgOpsOrg

Npllq

+1p0gr0sp — NgOprOsq) — (OprOgs — OpsOar) + AZooae > Q.

pq,rs

Ya que tenemos las condiciones escritas en términos de deltas de Kroneker y niimeros
de ocupacion, sustituimos la reconstruccion del cumulante (4.26) (4.27) propuesta por

Piris, en las expresiones anteriores

2

1 —A I,
Gzﬁ;ﬂofgﬁ = énp(ssq(spr - (W) 5pr(5qs — Tpépséqr Z O, (1046)
1 - A
Ghgrs = 5Mw0s0pr = (M) (6pr0gs — Gpsdr) > 0, (10.47)

ap,x 1
ng,mﬁ -3 (Gsq0pr — MpOsgOpr — Mg0pr0sq)

~A il
+ (W) Brigs + 2 0ys0r = 0, (10.48)

ao,aq

pgrs B (04s0pr — MpOsqOpr — Opsqr + MgOpsOrg
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~A
+%%%ﬁm@@g+cw%—ﬂ)@@fﬂmwzo (10.49)

En las matrices anteriores, lo que se busca es despejar las matrices A y Il en cada una
de ellas, para asi poder garantizar que la reconstruccion del cumulante cumple con las
condiciones necesarias de la MDR2. Comenzando con los bloques 1X1, de los cuales

pueden obtenerse restricciones de forma analitica.

Hasta ahora no se ha hablado de la matriz D, ya que D = I'2. Por tanto, si llevamos
a cabo la expansion cumulante y posteriormente la reconstruccion de Piris obtenemos

las desigualdades para los bloque paralelos:

~A
oo — (M) <5p7~5q5 - 5ps5q7”) > 07

pq,rs 2

Para hacer la diagonalizaciéon hacemos los indices r =p y s = ¢q
(npng — Apg) (1 = 0pg) = 0, (10.50)

Considerando que p # ¢ obtenemos la restriccion:

npng — Ay >0, (10.51)

Llevando a cabo el mismo procedimiento con el bloque antiparalelo

pq,rs 2

— A IL,,
Dmm:(ﬁﬂ_lg%@f_g%%zq

Dopel — npig — Apg — Ipdpg > 0. (10.52)

Pq,pq

Considerando que para todo p # q obtenemos la misma restriccion que para Dy

Con las restricciones (10.51) y (10.52) podemos garantizar que la probabilidad de

encontrar un par electrénico es positiva definida.

Con respecto a la condiciéon de positividad de la matriz G, por el momento trabaja-
remos con el bloque de espines paralelos; el bloque antiparalelo lo dejaremos al final.

Asi pues, igualando los indices » = p y s = ¢ en el bloque paralelo, obtenemos

1 npng — Dy

Ghoapg = §”P(Sqq5pp - ( 5 _> (1—=16pg) 20
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donde para p # q obenemos
Ny — Npg + ADpg > 0

nphg — Apg > 0. (10.53)
Para diagonalizar el bloque paralelo de la matriz Q hacemos los indices r =py s = q

oo, 1
papg 2 (0490pp — MpOgqOpp — Opgdgp + MgOpgOgp

npng — Apy

+1p0gp0gp — NgOppleq) + (T) (0ppOgq — Opglgp) > 0.

Llevando a cabo la operacion de la delta de Kronecker y considerando que p # ¢,

obtenemos

1 — A
aa,a 5 (1 —n, _nq) + <npnq pQ> > (),

Pq,pq 2

ac,ao 1_np_nq+npnq_A
rq,rq 2

= >0,

Utilizando la definicion de agujero h, = 1 — n, y factorizando tenemos el resultado
final
e =hyhy — Apy > 0, (10.54)

Pq,pq

en donde podemos ver que esta restricciéon nos dice que la probabilidad de encontrar

dos agujeros es positivo definida y la matriz A la debe cumplir.

Efectuando el mismo procedimiento pero ahora para el bloque antiparalelo de la

matriz Q y eliminando algunas deltas de Kroneker
Qggﬁlﬁ =1 —np+npng —ng — Apg + 1, >0,
Factorizando para obtener el par de agujeros

L—np 4 (np = 1)ng — Apg + 1l 2 0

(L —=np) (1 —ng) = Apg + 11, 2 0

hphg — Apg +11, >0 ¥V p#q

161



10 Apéndice

Por dltimo, para llevar a cabo la condicién G de espines antiparalelos, debemos consi-

derar que esta consiste en bloques de 2X2 , donde cada elemento es un bloque 1X1

GaobaB  qab.aB

p‘;pqﬁ p‘quﬁ > 0. (10.55)
Govwa Gapar

Para construir cada elemento de esta matriz debemos usar la ecuacion (10.46) y cambiar

los indices de acuerdo a (10.55) y de esta forma obtener

1 _ npng—Apg _ 1l
2" 2
> 0
_ Mgy ln [ mpng—Apgq
2 279 2

pq
P1L S 2

DET >0

_ Mgy 1 [ mpng—Apg \
2 27 ( 2 Y

Expandiendo el determinante obtenemos el polinomio caracteristico

1 npng — Apg 1 npng — Apg ng
S, — el Beg Sp— (e T Bea ) ) L Tae s )
(2”” 2 ¢)\ 2" 2 )T h =

Lo que resta por hacer es reordenar términos para poder obtener una ecuacion de

segundo grado teniendo como variable (o)

2 nphg + hpng — 28, nphg — Apg hpng — Dpg . ng
e 2 M 2 2 1

Para verificar que el bloque de espines antiparalelos de la matriz G es positivo

definido, cada uno de los eigenvalores debe ser mayor o igual a cero

1 /n,h, +h,n, —2A 1 nyh, + h,n, — 2A 2
Q:__( p'lq pTlq pq)j:—\/( p'lq pTlq pq) + (nphy — Dyg) (nghy — Apy) — T12

2 2 2 2

Considerando que las raices del binomio deben ser igual a 0 y haciendo algo de algebra
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10.6 Valor Esperado de S2.

obtenemos

nphgnghy + (nphg + hyng) Apg + A2 + 112> 0 (10.56)

El primer término corresponde a la interaccion de los pares de Cooper. Lo que se busca
es despejar la matriz II,, y hacer A,, = 0, para asi tener una restricciéon en la matriz

I1,, que dependa de los nimeros de ocupacion.

10.6. Valor Esperado de S2.

De acuerdo a Dirac, el valor esperado del operador 52 puede calcularse con los

elementos diagonales de la MDR2

. N(N —4
<S2> = —% + /dmdmrz (21,72, 1, 72) (10.57)

Llevando a cabo la expansion en bloques de espin de la MDR2 (4.13) obtenemos

i N(N — 4) aaa , afa
<SQ> T ¢ ) <Dkl,kl + Dy — 2D’fﬁ’flﬁ> ’
kl

Reescribiendo la MDR2 en términos de la MDR1 y el cumulante y posteriormente

factorizando

<S2> - _(T) + Z (§ngn? (1 = Ouwdr) + N ™ + énfjnf (1= 60%) + Afﬁ}ﬁg)
Kl

8
N1y, B8
_Z< 5 + Neq |
kl

Evaluando las deltas de Kroneker y agrupando algunos términos tenemos
Q N<N_4) 1aa 1aa aa,an
kl k kl

l 5 5 l 5 5 58,68 ngnj, of,af
Z oM™ Z 5" T Z Akt~ Z 9 Z Akt
kl

kl k kl

Si remplazamos los cumulantes paralelos por la propuesta de Piris y agrupando
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algunos términos obtenemos
A N(N—-4) 1 1 1 1
2\ - a o a - 8,.B - B
<S > i — + 5 Ekl nEny = 5 gk ng + 5 Ekl MM 5 Ek ny

_ ng nk _ \oB.aB
kl ,kl
kl

Desarrollando cada una de las sumas sobre los nimeros de ocupaciéon y tomando en
cuenta que N = N® + NP tenemos
Ne?2  No  NB2 NP

N® 4 N° e
++)+2 =t 5

<§2> B N2 N NeN#B N NB2
N 4 2 4

_ ng ”k _ \oB.e8
A
il

Factorizando obtenemos la siguiente expresion

o\ (Ne=NB)? N _ N8 ngny, afa
<52> = T N Y S (10.58)
k kl

Tomando en cuenta que uno de los ansatz que utilizamos es N® > N donde la

proyeccion de espin puede calcularse

No — N5
§=—35—. (10.59)

Utilizando la ecuacion (10.58) en (10.59) y factorizando S

o, f
<32> —SQ+S+N5—Z—H’“”’“ — ) T \opab
= 9 KLkl
k kl
8 ngng aB.aB
=S(S+1)+N _ZT_ e
k kl

donde podemos ver que, para que no haya contaminaciéon de espin la suma de los tres

términos de la derecha deben ser iguales a 0, para asi obtener el siguiente sistema de

ecuaciones

2 Z AP =i — iy, (10.60)
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10.6 Valor Esperado de S2.

<SZ> = S(S+1). (10.61)

Para preservar el espin total debemos imponer la restriccion (10.60) al cumulante

antiparalelo.
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