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México, D.F. Abril, 2015





iii

AGRADECIMIENTOS
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RESUMEN

Los exoesqueletos son robots acoplados al cuerpo humano, enfocados principalmente

al incremento de su fuerza, velocidad, resistencia y rendimiento. Las principales aplica-

ciones se reflejan en los campos de la milicia, la industria y la medicina. Este trabajo de

tesis está orientado al campo de estudio de la robótica para la rehabilitación humana,

espećıficamente centra la atención sobre el tronco torácico del cuerpo humano, y aun

más en especifico en la espina dorsal. Dicha sección fisiológica es de suma importan-

cia por que ah́ı es donde se encuentran la mayor cantidad de sistemas vitales de un

ser humano independientemente de su condición, el tronco dorsal es como una caja

que contiene instrumentos muy frágiles llamados órganos o hasta sistemas de manten-

imiento completos del mismo ente orgánico, el cuidado de tal sección ayuda a mejorar

la calidad de vida en el campo laboral, en el hogar y en general en la vida cotidiana.

Los instrumentos o mecanismos robóticos que se emplean a diario tienen el objetivo

primordial de mejorar la calidad de vida humana.

Tomando en consideración el argumento mencionado, se inicia el proyecto de tesis

propuesto generando el diseño, manufactura y construcción de una plataforma que

permita experimentar la transmisión de enerǵıa o fuerza ejercida sobre dicha sección

fisiológica, por medio del mecanismo evitar traumas y severas complicaciones a corto y

largo lapso de tiempo.

Para que el prototipo propuesto deba realizar la tarea solicitada es necesario aplicar

estrategias de control con la capacidad de manipular automáticamente los actuadores

neumáticos (PAM - Pneumatic Artificial Muscle), sin olvidar la sección de electrónica

de control y potencia necesaria, de tal manera que se aumente la fuerza requerida para

el levantamiento de cargas externas o propias.
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ABSTRACT

Exoskeletons are coupled robots to the human body, mainly focused on increasing

strength, speed, endurance and performance. The main applications are reflected in

the fields of military, industry and medicine. This thesis is oriented to the field of

study of robotics for human rehabilitation, specifically attention to the thoracic trunk

of the human body focused and even more specific spine. This physiological section is

important because is where there are greatest number of vital systems of a human being

independently of its status, the dorsal trunk is like a box containing fragile elements

calls organs or complete maintenance systems of the same organic entity, the care of

such section helps to enhance the quality of life as at work, home and even in everyday

life. The robotics instruments or mechanisms that we use every day has the primary

objective of improving the quality of human life.

Considering the above argument, the thesis project proposed starts with the creating of

the design, construction and manufacture of a platform to experience the transmission

of energy or force exerted on said physiological section through the mechanism avoiding

trauma and severe complications to short or long period of time.

For the proposed prototype should perform the requested task is necessary to apply

control strategies with the ability to automatically handle the pneumatic actuators

(PAM - Pneumatic Artificial Muscle), not to mention the control and power electronics

section needed, so that increase the force required for lifting loads external or own.
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ÍNDICE DE FIGURAS xiii

1 INTRODUCCIÓN 1
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

El cerebro humano realiza una gran cantidad de funciones, de manera general se puede

afirmar que se encarga tanto de regular y mantener las funciones del cuerpo como ser

el órgano donde reside la mente y la conciencia.

El cerebro controla y regula las acciones y reacciones del cuerpo. Recibe continu-

amente información sensorial, rápidamente analiza estos datos y luego responde, con-

trolando las acciones y funciones corporales. El tronco encefálico controla la respiración,

el ritmo card́ıaco, y otros procesos autónomos. El neocórtex es el centro del pensamiento

de orden superior, del aprendizaje y de la memoria. El cerebelo es el responsable del

equilibrio corporal, coordinando la postura y el movimiento.

Aunque está protegido por los espesos huesos del cráneo, la delicada naturaleza del

cerebro humano lo hace susceptible a muchos tipos de daños y enfermedades. Además,

la columna vertebral, la espina dorsal, o el raquis es una compleja estructura osteofi-

brocartilaginosa articulada y resistente, en forma de tallo longitudinal, que constituye

la porción posterior e inferior del esqueleto axial. La columna vertebral es un órgano

situado en la parte media y posterior del tronco y va desde la cabeza, a la cual sostiene,

pasando por el cuello y la espalda, hasta la pelvis que le da soporte.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: Marco musculo-esquelético de la región dorsal del tronco.

La región dorsal del tronco incluye la parte posterior del cuerpo y proporciona

el eje musculo-esquelético de soporte para el tronco. Los elementos óseos consisten

principalmente en las vertebras, aunque los elementos proximales de las costillas, la

parte superior de los huesos pélvicos y las zonas posterobasales del cráneo contribuyen

al marco esquelético de esta zona, figura(1.1). El sistema neurológico está fuertemente

ligado al sistema óseo, la espina dorsal es la sección media de la cual se vale el cerebro

para realizar el control de todo el cuerpo. La espina dorsal además de contribuir

al equilibrio, regular ciertos procesos qúımico/biológicos, distribucióin del peso y dar

soporte a todo el cuerpo, tambié tiene la tarea de distribuir internamente los circuitos

nerviosos que se propagan hasta el ultimo órgano disponible, estos nervios transmiten

los impulsos eléctricos que env́ıa el cerebro, reaccionan con qúımicos espećıficos de cada

órgano para lograr la comunicación y el control del cuerpo.

El conocimiento de la anatomı́a de la región dorsal permitirá la definición adecuada

de los problemas de salud en dicha parte del cuerpo, que podrán solucionarse con el

empleo de exoesqueletos, el uso de estos es cada ves más frecuente para la solución de
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problemas que causan discapacidad al ser humano.

El exoesqueleto es una estructura externa que recubre, protege y soporta el cuerpo de

un individuo, también conocido como dermoesqueleto, armadura de potencia, exoframe

o exosuit. Es una máquina móvil que puede estar unida a partes y miembros del

cuerpo humano, permitiendo mejorar e incrementar la capacidad móvil y de carga de

un individuo con la ayuda de mecanismos robóticos computarizados.

Los primeros exoesqueletos representativos se encuentran de manera natural, existen

seres vivos con cualidades variadas para su supervivencia y evolución, tal es el caso del

dermoexosqueleto que recubre toda la superficie de aquellos animales de la clase de

los artrópodos y otros, donde cumple con la función protectora, de respiración y otra

mecánica, proporcionando el sostén necesario para la eficacia del aparato muscular.

En un intento por imitar a la naturaleza, los humanos han utilizado durante mu-

cho tiempo las armaduras como exoesqueletos para su protección, especialmente en

combate.

Las ortesis son una forma médica limitada de exoesqueleto. Una ortesis es un

mecanismo que acoplado a una pierna, o al dorso, permite mejorar o corregir el com-

portamiento de esa pierna o de la espina dorsal. Una prótesis de pierna es un dispositivo

que sustituye la parte faltante de una pierna. Si la prótesis forma su propia cubierta,

se considera exoesqueletal. Si la estructura y el mecanismo son usados de manera in-

terna y está cubierto de un material blando y no estructural, se considera una prótesis

endoesqueletal [10].

Los exoesqueletos mecánicos han comenzado a ser usados con propósitos médicos e

industriales, saltando del terreno de la ciencia-ficción a la realidad, pero aún se encuen-

tran en estado de prototipo. No obstante, el gobierno de los Estados Unidos ha finan-
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ciado varios proyectos para integrar exoesqueletos mecánicos a unidades de Marines,

con propósito de aumentar su rendimiento.

La asistencia de un exoesqueleto implica ciertas circunstancias preliminares, es nece-

sario que el dispositivo mecánico tenga la capacidad de referenciarse, es decir, es de-

seable el conocimiento sobre los movimientos que el individuo procura realizar y aśı

imitar dichas acciones sobre el robot, para ello se emplean sensores piezoeléctricos,

de presión, de posición(encoder y LVDT), entre otros. Una vez logrado referenciar al

sistema, se aplica la asistencia del aumento de fuerza para incrementar habilidades y

capacidades del cuerpo, esto se obtiene por medio de actuadores mecánicos, eléctricos,

hidráulicos y neumáticos. en ciertos experimentos se ven reflejados en robots el uso

de actuadores interesantes como son los músculos neumáticos artificiales, estos están

fabricados de una membrana o vejiga de un poĺımero muy resistente que al inflarse

llega a soportar varios bar de aire comprimido, a su máxima capacidad, se reduce su

elongación, y aśı, jalar con gran fuerza una carga o peso agregado.

Entre las aplicaciones de los exoesqueletos para la asistencia se encuentran la reha-

bilitación humana, trabajos pesados de construcción y demolición, servicios de auxilio

(bomberos, socorristas, etc) y servicios militares.

El problema más interesante dentro de los tópicos de exoesqueletos van relacionados

con respecto al suministro y autonomı́a de enerǵıas que solicita el dispositivo completo,

entre ellas la enerǵıa eléctrica, neumática, hidráulica y otras. La flexibilidad del ex-

oesqueleto debe ser indispensable en relación al crecimiento aleatorio del cuerpo hu-

mano, además cada individuo es muy distinto de otro, comparando sus dimensiones,

anatomı́a y fisioloǵıa biológica se debe lograr cierto grado de adaptabilidad del prototipo

robotico. El proyecto presentado en esta tesis, contempla sensores analógicos y otros

digitales, pero ninguno ha sido capaz de obtener datos seguros del cuerpo humano, que

permitan realizar algoritmos adecuados de control, es decir, no se puede tomar refer-
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EMG 

Galga Extensiometrica 

Encoder Óptico Absoluto 

Sensor de presión HDI 

Unidad de Medición Inercial  

Figura 1.2: Sensores para la medición en los cambios de las variables f́ısicas y/o biológicas.

encias de los movimientos del cuerpo tan exactas y precisas para que estas ayuden a

generar el control del mecanismo, para ello suele implementarse los sensores biológicos

relacionados a las señales electromiograficas (EMG), sensores qúımicos, interfaces con

el cerebro, magnéticos, entre otros, Fig(1.2). La imagen anterior muestra algunos de

los sensores disponibles e implantados en este proyecto, como es el caso de la galga

extensiometrica, emite una diferencia de voltaje a razón de la resistencia variable por la

presión aplicada sobre su área, el encoder óptico absoluto arroja valores de (0◦ − 360◦)

por el movimiento circular del eje metálico, el sensor de presión del tipo HDI permite

conocer la presión interna que contiene actuador (PAM), mientras que la unidad de

medición inercial da lecturas giroscópicas (yaw, pitch y roll)y de aceleración para las

posiciones en X,Y y Z.
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Figura 1.3: Prototipo Berkeley Lower Extremity Exoskeleton(BLEEX) de la Universidad de California

de Berkeley.

Existen trabajos de investigació y desarrollo de exoesqueletos aplicados principal-

mente para las extremidades inferiores y superiores del cuerpo humano, también hay

dispositivos de cuerpo completo. Trabajos como el Berkeley Lower Extremity Exoskele-

ton (BLEEX) de la Universidad de California de Berkeley, es un trabajo de investigación

y desarrollo apoyado por la Defense Advanced Research Project Agency (DARPA)

[12],[20], para mejorar las capacidades de fuerza y resistencia humana de los soldados

en tareas como desastres naturales, ayuda humanitaria y emergencias medicas, Fig(1.3).

Programas y proyectos orientados a situaciones medicas y de rehabilitación se en-

cuentran en un gran apogeo de investigación y desarrollo, tal es el caso del prototipo

japones HAL [19],[11], es un diseño portátil para una gran variedad de trabajos pesa-

dos, rehabilitación y de apoyo a la comunidad, hay en existencia dos versiones de este

prototipo (cuerpo completo y extremidades inferiores Fig(1.4), también los prototipos

ReWalk de ARGO Medical Technologies Ltd. [9], y el WalkTrainer de Swortec S.A.

[23], son dispositivos comerciales que se encuentran en el mercado para adquisición per-
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Figura 1.4: Prototipo Japones para rehabilitación de extremidades inferiores y asistencia de cuerpo

completo.

sonal o instituciones medicas, ambos trabajos ayudan a la rehabilitación de pacientes

que sufren de enfermedades o trastornos como la hemipleǵıa, parapleǵıa, esclerosis y

sus variedades, solo por mencionar algunas situaciones medicas, otros sistemas que se

encuentran en ensayos cĺınicos e investigación son WHERE I y II [29], ARTHuR [6],

POGO y PAM [5], ALTACRO [25], String-Man [33] para extremidades inferiores.

Prototipos que se ya se encuentran en punto de venta para hospitales, cĺınicas o

personales son: Lokomat [8],LOPES [16], ALEX [28], Lokohelp [27], el MotionMaker

de Swortec SA [1], Lokoiran [35] para entrenamiento estacionario, auxiliado por una

grua, caminadora o hasta por una cama. En particular existen sistemas que ayudan

al ejercicio y rehabilitación del tobillo, entre ellos se encuentran en los sistemas como:

IIT-HPARR que esta articulado por medio de actuadores lineales bajo la planta del pie

[15], el robot NUVABAT es actuado por medio de motores que accionan los tres grados

de libertad permitidos y sensados por la presión en la planta del pie [36], y además el
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Figura 1.5: Rehabilitación estacionaria para extremidades inferiores: MotionMaker, NUVABAT y

AKROD respectivamente.

sistema AKROD se encuentra especializado en el auxilio de la rodilla, con un diseño

por amortiguamiento y es considerado un prototipo del tipo estacionario, y actualmente

se encuentra en desarrollo para la caminata [17]. En la mayoŕıa de los prototipos se

necesita la cooperación y gúıa del campo de la fisioterapia para un mejor desempeño y

resultados favorables en la recuperación de las habilidades humanas, Fig(1.5).

La mayoŕıa de los exoesqueletos mencionados anteriormente son solo algunos de

los sistemas que se encuentran involucrados en las extremidades inferiores, es por eso

que a continuación se realiza un foco de interés en los exoesqueletos para extremidades

superiores como es el caso del prototipo para extremidades superiores con control basado

en señales electromiograficas(EMG) [21], ayuda en la asistencia y rehabilitación de

pacientes f́ısicamente débiles, otro buen ejemplo de dispositivo es el RehabRoby [24]

para la rehabilitación del brazo, y solo por referenciar uno más de los proyectos que se

encuentran reportados es un diseño peculiar al emplear músculos neumáticos y señales

electromiograficas [7].

Existen estudios relacionados con exoesqueletos en desarrollo para la sección dorsal

del tronco y en especial la columna vertebral, un ejemplar es el estudio AAN [22]

que provee información sobre el comportamiento de la rehabilitación en personas con

lesiones sobre la columna y resultados obtenidos a través de un prototipo robotico-
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mecánico, también existen estudios respecto a la utilización de los sensores EMG para

clasificar los movimientos de los músculos que interactuan en dicha región [18].

En la mayoŕıa de los prototipos mencionados y los que faltan, no se considera que

la flexibilidad y movilidad de la región dorsal, simplemente se deja fija y ŕıgida para

que no se pierda la postura, pero en realidad es la sección del sistema biológico humano

con mayores articulaciones musculo-esqueléticas que también deben de ejercitarse y

mantener el foco de atención en ella, un intento por reactivar, medir estudiar región es

el prototipo AcuPath que ayuda a monitorear el movimiento lumbar y a corregir ciertas

deficiencias.

A pesar de los esfuerzos de los investigadores, desarrolladores, ingenieros y los que

faltan por mencionar en trabajos involucrados en el tema de exoesqueletos aun sigue

siendo un campo joven y con mucho espectro para colaborar y aportar más ideas, pro-

puestas de proyectos, mejoras en trabajos realizados. Los exoesqueletos de cuerpo

completo son proyectos de gran envergadura y complejos de abstraer por el simple

hecho de la gran capacidad dinámica del cuerpo humano.

1.1 Objetivos

El principal objetivo es desarrollar un mecanismo robótico capaz de asistir y aumentar

o sustituir la fuerza humana necesaria en el momento de iniciar la carga del peso del

mismo individuo o de algún objeto ajeno a él, por medio de la aplicación de un arnés de

seguridad para fijar la espalda humana con el robot (ver figura 1.6), considerando un

sistema de cuatro grados de libertad con los debidos movimientos del tobillo, rodilla,

pelvis y el ultimo ubicado en cierta sección de la columna, de esta forma en la que se

encuentra la sección sagital se logra obtener un modelo dinámico del sistema expuesto.

Este dispositivo ayuda a evitar lesiones, fracturas y problemas consecuentes con el
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Arnés amarillo 

Figura 1.6: Arnés para la sujeción del cuerpo humano con el exoesqueleto.

transcurso del tiempo.Amplifica la fuerza en la parte de la espalda dependiendo de la

voluntad del individuo o usuario, indicándole al robot con cuanta fuerza, velocidad y en

que dirección debe realizar dicho movimiento, el estudio de las dinámicas del dispositivo

y el cuerpo humano se plasmaron sobre el plano sagital, pero solo el ultimo eslabón

se encuentra actuado e instrumentado con el robot. Las principales aportaciones en

este trabajo es el diseño, desarrollo, y construcción de un mecanismo prototipo capaz

de adecuarse a las dimensiones de ciertos individuos, inicio de pruebas con de leyes

de control como es el caso del Proporcional-Derivativo, con el fin de experimentar y

observar los diversos resultados que pueden aportar cierta variedad de algoritmos de

control y aśı elegir el mejor. Experimentar y caracterizar el actuador implementado en

este desarrollo y aśı, conocer el comportamiento que genera (Anexo A.4).
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1.2 Justificación

En la mayoŕıa de los prototipos se mantiene ŕıgida la sección media dorsal de la columna

para evitar lesiones posteriores, pero en realidad dicha área no se encuentra del todo en

la misma posición, de hecho es la región con mayor grado de articulación y dinamismo.

Aparentemente esta región suele ser vista de forma muy simple, pero en realidad es

la parte que contiene la mayor cantidad de órganos, diversos fluidos, es el sustento

de todas las partes periféricas a él y ofrece rigidez, orden y equilibrio al cuerpo en

general (qúımico, fisiológico, sistema musculo-esquelético, sistema circulatorio, sistema

digestivo, sistema respiratorio, etc).

A medida que se degenera, envejece o daña el cuerpo humano se van perdiendo

cualidades propias, este proyecto es el inicio en el avance, desarrollo y aplicación de

exoesqueletos más ergonómicos, disponibles y flexibles para toda persona, ágiles y con

mejor respuesta a la intención humana con fines de mejorar la calidad de vida y aumen-

tar la esperanza de vida. El Instituto Nacional de Estad́ıstica y Geograf́ıa indica que

en el año 2010 se realizó el ultimo censo de población con discapacidad, se detecto que

el 5.1% de la población total en México tiene algún tipo de discapacidad (movilidad,

vista, mental, escuchar, comunicarse, atención y aprendizaje, y autocuidado), además,

aproximadamente el 10% de la población mundial tiene alguna discapacidad [32].

Este desarrollo permite el análisis matemático de las dinámicas que implican y se

ejercen en el sistema robótico, y aśı, obtener el modelo que describe su comportamiento

y los torques que influyen en cada articulación, de manera que se define una sistema

de cuatro GDL (Grados de Libertad), donde el mayor interés se centra en el torque del

ultimo eslabón por que es donde se experimenta, realiza y aplica control, como es el

caso control proporcional-derivativo con compensación de gravedad (PD+gravedad), y

es respecto a la manipulación de la posición debido a que el individuo puede indicarle

al mecanismo mantener cierto angulo en un rango de −70◦ < q4 < 0◦ como se muestra
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en la tabla 3.1.

Se realizó estudio complejo de la interacción entre el cuerpo humano y las maquinas,

es decir, el acoplo de sistemas robóticos que refuerzan, ayudan o mejoran las capaci-

dades de un individuo, independientemente si es aplicado para rehabilitación de pa-

cientes, auxilios generales u otros. El prototipo permite observar la biomecánica y las

posibles formas de desarrollar mejoras en el proyecto, además la instrumentación re-

alizada permite medir varios valores como la posición angular, fuerza y dirección del

movimiento a realizar.



CAPÍTULO 2

DISEÑO Y DESARROLLO DEL

PROTOTIPO EXPERIMENTAL

El exoesqueleto diseñado tiene la capacidad de soportar al menos 50 kilogramos de

carga a razón de un par de actuadores neumáticos artificiales, los cuales son fabricados

de materiales llamados cloropreno y aramida, cuando se les suministra aire comprimido

se contraen y proveen una gran fuerza, aprovechada por el mecanismo, además existe

una electrovalvula que controla el flujo del suministro de aire y se acciona con 24 vcd,

figura (2.1).

Mecánicamente el sistema cubre la sección de la espalda, sujetándose a ella y aśı,

realizar una fuerza de palanca respecto del pivote diseñado y ubicado cerca de la cadera

con el fin de realizar el movimiento de flexión y extensión del abdomen al instante de

tomar algún objeto cuando se encuentra en una parte inferior, el brazo de palanca

necesita un punto fijo para efectuar el torque necesario y este se ubica sobre las piernas

del individuo, observar la figura (2.2).

13
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Figura 2.1: Músculos Neumáticos Artificiales y Electrovalvula 5/3.

Figura 2.2: Sistema Mecanico.
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Electroválvula 5 vías/3 

posiciones 

Computadora con Xbee 

ejecutando control 

remotamente. 

Rabbit 3400 con Xbee, 

lectura de sensores y 

recepción del control  

Optoacoplador, 

etapa de potencia 

Sensor LVDT con resorte 

Sensor de presión HDI 

Encoder  
Honeywell 

Figura 2.3: Sistema Electrónico.

La instrumentación de sensores sobre la plataforma experimental permiten conocer

valores relacionados entre el humano y el robot, para medir la fuerza con la que se desea

realizar algún desplazamiento (qd) por el humano; se implemento el sensor LVDT, son

potenciometros lineales que miden el desplazamiento de un vástago y a este ultimo se le

agrega un resorte, aśı, se puede aplicar la Ley de Hooke para conocer la fuerza adquirida

por el individuo y aumentarla con el robot (en el apendice A.3 se encuentra el desarrollo

para conocer dicha fuerza), a través del encoder incremental óptico se puede obtener la

posición (q) en la que se encuentra el sistema, y por ultimo fue necesario el uso de un

sensor de presión de aire comprimido para conocer la cantidad de dicho elemento gaseoso

dentro de los músculos neumáticos y aśı, tener una relación de fuerza aplicada, y re-

alimentar ese valor dentro del modelo dinámico del propio actuador (P ). Se agrego los

transmisores inalambricos (XBEE Pro S1)para tener flexibilidad de comunicación con

el prototipo y probar varios algoritmos de control, evitando al procesador Rabbit3400

mayor trabajo observar la figura(2.3) y(2.4).
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Sistema 

Mecanico 
Sensores 

LVDT-Resorte Sensor de 

presión HDI 
Encoder 

Honeywell 
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Control 
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Fuerza humana 

Lectura de 
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Ordenador 
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Recepción/Transmisión 

Recepción/Transmisión 

Figura 2.4: Sistema Electrónico a bloques.

Figura 2.5: Fuentes de enerǵıa.
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En cuanto a la sección de la electrónica del prototipo cabe mencionar las subdivi-

siones en electrónica de control y de potencia para evitar accidentes entre los dispositivos

que manipulen al robot. Para la parte de electrónica de control se utilizo el microproce-

sador RCM3400 de la familia de Rabbit Core el cual procesa, mide, captura y dirige el

código del programa hacia los sensores, los actuadores y el sistema en general. Para la

división en potencia fue de gran apoyo el uso de circuitos optoacopladores para la trans-

misión y conversión de las señales de control de 5vcd a 24vcd, que son aprovechados

por la electrovalvula.

Las enerǵıas necesarias para el prototipo experimental se dispone de fuentes eléctricas

para el suministro de enerǵıa eléctrica, ya que la electrovalvula se alimenta a 24vcd y

el microprocesador RCM3400 trabaja con tal solo 3.3vcd. En el tema del suministro

de aire comprimido se tiene el uso de una compresora de aire junto con un tanque de

almacenamiento, y provee hasta 8bar de presión de aire con capacidad de 15 litros, con

uso continuo tiene una duración desde 30min hasta 1hr, en la figura (2.5) se muestran

las fuentes de enerǵıa principales.
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CAPÍTULO 3

MODELADO MATEMÁTICO

DEL EXOESQUELETO

El exoesqueleto permite realizar movimientos repetidamente y tiene diferentes aplica-

ciones, este proyecto fue orientado hacia el aumento de fuerza para cargar el propio

peso del usuario y posteriormente levantar un peso extra, este tipo de movimiento se

debe realizar varias veces, de forma lenta y controlada, es decir, que el mecanismo sea

capaz de mantener una posición intermedia. Estas posibilidades permiten cierto grado

de flexibilidad para el individuo porque la fuerza aumentada duplica la fuerza humana

y hasta sustituirla. Este prototipo esta enfocado en el mejoramiento de la resistencia

de la región dorsal y evitar futuras lesiones. El modelo de las dinámicas que describen

el comportamiento del sistema fue considerado de 4 grados de libertad, donde la ultima

articulación es actuada y controlada.

En este capitulo se presenta el modelado matemático del exoesqueleto, considerando

el tobillo-rodilla, rodilla-cadera, cadera-sacro y sacro-columna como los eslabones, re-

stringiendo el análisis de los posibles movimientos del modelo sobre el plano sagital

19
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(plano X, Y). También, de la literatura se estudio y analizó el modelo de las dinámicas

de los músculos neumáticos que afectan directamente al sistema mecánico[4], [2], [34].

3.1 Modelado Dinámico del PAM

El actuador PAM aśı, como diferentes tipos de controles se han estudiado en art́ıculos

como [13] y [30]. El modelo dinámico del actuador lineal se obtuvo considerando que

tiene efecto de histeresis al momento de inflarse o desinflarse, con una carga constante

de 45 N sobre y la presión variando de 0-3.5 bar [3], como se muestra en la gráfica(3.1).

Además tiene un comportamiento del tipo resorte, amortiguador y elemento contráctil

como se muestra en la figura(3.2).

Figura 3.1: Gráfica de Contracción contra Presión de un musculo neumático.

Donde Fk es la fuerza debido al elemento de resorte (K), FB es la fuerza debido

al elemento de amortiguamiento (B) y Fce es la fuerza por el elemento contráctil del
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Elemento 

Contráctil 

𝑭𝒄𝒆 

Elemento de 

Amortiguamiento 

B 

Elemento 

de Resorte 

K 

Fuerza externa 

(𝑴𝒈) 

Figura 3.2: Elementos que definen el tipo de comportamiento del PAM.

musculo. Estos elementos fenomenológicos se encuentran de forma paralela, y pueden

ser expresados como funciones que dependen de la presión, entonces la ecuación de

movimientos está dada de la siguiente forma:

Mÿ +B(P )ẏ +K(P )y = Fce(P )−Mg (3.1)

Donde y, ẏ y ÿ son el desplazamiento, velocidad y aceleración del musculo respec-

tivamente, en tanto que; K(P ) es la función que caracteriza al coeficiente del resorte,

B(P ) es aquella función que describe el comportamiento del elemento de amortiguador

en sus dos casos, esto es que, dependiendo de si el musculo se encuentra inflandose

(B(P )i) o desinflandose (B(P )d) la función varia internamente y la función Fce(P ) es

la representación para la fuerza efectiva provista por el elemento contráctil. Además,

la fuerza externa Fex en la figura(3.2), es la suma de la fuerza generada por el peso

(Mg) y la carga inercial (Mÿ). Asumiendo que la masa del sistema se encuentra sobre

el eje vertical. Si tomamos en cuenta que Mg = Fce, el desplazamiento inicial en cero,
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y ˙y(0) = ¨y(0) = 0 implica que no ocurre movimiento alguno.

Los coeficientes K(P ), B(P ) y Fce(P ) son funciones dependientes de la presión

interna del musculo neumático y son aproximadas por un polinomio de primer orden

con el fin de mantener el rango de presión permisible, como se menciona en [4] y [34],

por lo tanto la caracterización del tipo de musculo utilizado nos arroja los siguientes

polinomios:

K(P ) = K0 +K1P

= 1.086− 0.00107P
(3.2)

B(P )i = B0i +B1iP

= 1.715 + 0.00982P
(3.3)

B(P )d = B0d +B1dP

= 0.8999− 0.00285P
(3.4)

Fce(P ) = 179.2 + 1.39P (3.5)

Estos coeficientes son aplicables para los siguientes rangos de presión:

103.5 ≤ P ≤ 300KPa

1 ≤ P ≤ 3BAR
(3.6)

El procedimiento para obtener los polinomios anteriores pueden ser consultados en el

Anexo (A.4). De la ecuación (3.1) se calcula la fuerza necesaria para vencer los efectos

de la masa sobre el sistema.



3.1. MODELADO DINÁMICO DEL PAM 23

Γmuscle = Fce(P )−B(P )ẏ −K(P )y (3.7)

Sin embargo, está fuerza no se encuentra perpendicular a una distancia, aśı que, se

divide en dos componentes tales que solo una de ellas es útil para el sistema, ver imagen

(3.3). Por lo tanto la fuerza queda:

sin(α) =
f

Γmuscle

⇒ f = sin(α)Γmuscle

Entonces

τPAM = lrf

= lr sin(α)Γmuscle

= lr sin(α)(Fce(P )−B(P )ẏ −K(P )y)

⇒τPAM = lr sin(α)Fce(P )− lr sin(α)B(P )ẏ − lr sin(α)K(P )y

(3.8)

 

α 

f 

𝒍𝒓 

𝚪𝒎𝒖𝒔𝒄𝒍𝒆 

Figura 3.3: Componentes de la fuerza total Γmuscle.
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3.2 Modelo Dinámico del Exoesqueleto

3.2.1 Ecuaciones Dinámicas

En las figuras 3.3 y 3.4 se representan las fuerzas que actúan sobre las diferentes ar-

ticulaciones desde la espalda hasta las extremidades, y producen los diferentes torques

que afectan las dinámicas de cada eslabón del sistema propuesto y estudiado; con des-

plazamiento angular q1 para el eslabón tobillo-rodilla, desplazamiento angular q2 para

el eslabón rodilla-cadera, desplazamiento angular q3 para el eslabón cadera-sacro y para

el eslabón formado por el sacro-espalda con desplazamiento angular q4. Además, l1 es

la longitud de la extremidad que une a el tobillo con la rodilla, l2 es la longitud de la

extremidad inferior a partir de la rodilla hasta la cadera, l3 es la longitud de la cadera

a una vertebra del sacro, y lc4 es la distancia de dicha vertebra hasta el centro de masa

del tronco torácico.

La fuerza producida por el actuador que asiste a la espalda es Γmuscle y solo una

de sus componentes es útil para el sistema, ver figura (3.3), tal que produce un torque

τmuscle en q4. m1 es la masa de la sección entre el tobillo y la rodilla del humano, y

está concentrada en el centro de gravedad ubicado a una longitud lc1 del tobillo. En

tanto que m2 es la masa de la pierna humana(rodilla-cadera), concentrada en el centro

de gravedad ubicado a una longitud lc2 de la rodilla. La masa m3 se encuentra en el

centro de gravedad ubicado a una longitud lc3 a partir de la cadera y lc4 es la distancia

de la vertebra del sacro hasta el centro de gravedad en el que se encuentra la masa m4.

Finalmente, g es la aceleración de la gravedad.

Teorema 1 ”Köening” supóngase dos sistemas de referencia, uno absoluto con el ori-

gen O y otro relativo con origen O′. La enerǵıa cinética de un sistema de part́ıculas S

se puede calcular como:

T = TO′ + Trel,O′ +MS 〈vO′ , vCI,O′〉
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donde TO′ = 1
2
mv̄2 es la enerǵıa cinética de la masa de S si se encontrara concen-

trada en O′, El término Trel,O′ es la enerǵıa cinética de S relativa a O′, MS es la masa

del sistema S, vO′ es la velocidad absoluta del origen O′ y vCI,O′ es la velocidad del

centro inercial relativa a O′.
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Figura 3.4: Representación del plano sagital del exoesqueleto de cuatro grados de libertad subactuado.

Debido a que el origen O′ coincide con el centro de inercia del sistema, entonces

vCI,O′ = 0 y T = TO′ + Trel,O′ y como S es un cuerpo ŕıgido cuyo pivote coincide con

O′ entonces Trel,O′ = 1
2
Iωω

2.

La enerǵıa cinética T (q, q̇) para el sistema de 4DOF puede descomponerse en la

suma de 4 partes cinéticas T = T1 + T2 + T3 + T4 donde T1, T2, T3 y T4 son las enerǵıas
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Tabla 3.1: Parámetros F́ısicos del Humano y el Exoesqueleto

Parámetro Cantidad Unidad

l1 0.3683 m

l2 0.3887 m

l3 0.1365 m

lc1 0.1958 m

lc2 0.2072 m

lc3 0.0685 m

lc4 0.2359 m

lr 0.35 m

m1 3.4875 kg

m2 7.5 kg

m3 1.245 kg

m4 sin/masa - 5 - 10 kg

I1 0.25 kg ∗mm2

I2 0.60 kg ∗mm2

I3 0.132 kg ∗mm2

I4 0.71 kg ∗mm2

ks 412.7142 N/m

α 70 grados ◦

Pmax 3.5 Bar

Rangos de movimiento para cada articulación

Articulación Rango Unidad

q1 60 < q1 < 90 grados ◦

q2 0 < q2 < 80 grados ◦

q3 −8 < q3 < 0 grados ◦

q4 −70 < q4 < 0 grados ◦
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cinéticas asociadas a las masas m1, m2, m3 y m4 respectivamente. A continuación se

obtienen dichas expresiones.

Las coordenadas del centro de masa de m1 son:

x1 = lc1 cos(q1)

y1 = lc1 sin(q1)
(3.9)

Derivando estas ecuaciones.

ẋ1 = −lc1 sin(q1)q̇1

ẏ1 = lc1 cos(q1)q̇1

(3.10)

El vector velocidad v̄1 del centro de masa es:

v̄1 =

 ẋ1

ẏ1

 =

 −lc1 sin(q1)q̇1

lc1 cos(q1)q̇1

 (3.11)

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado del centro de masa en m1 resulta ser:

v̄2
1 = l2c1 sin2(q1)q̇2

1 + l2c1 cos2(q1)q̇2
1 = l2c1q̇

2
1(sin2(q1) + cos2(q1)) = l2c1q̇

2
1 (3.12)

La enerǵıa cinética correspondiente al movimiento de m1 se obtiene como:

T1(q, q̇) =
1

2
m1v̄

2
1 +

1

2
Iω1ω

2
1 =

1

2
m1l

2
c1q̇

2
1 +

1

2
I1(q̇1)2 (3.13)

Las coordenadas del centro de masa para m2 son:

x2 = l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)

y2 = l1 sin(q1) + lc2 sin(q1 + q2)
(3.14)
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Derivando estas ecuaciones.

ẋ2 = −l1 sin(q1)q̇1 − lc2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)

ẏ2 = l1 cos(q1)q̇1 + lc2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)
(3.15)

El vector velocidad v̄2 del centro de masa en m2 es en consecuencia:

v̄2 =

 ẋ2

ẏ2

 =

 −l1 sin(q1)q̇1 − lc2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)

l1 cos(q1)q̇1 + lc2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)

 (3.16)

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado resulta ser:

v̄2
2 =l21[sin2(q1) + cos2(q1)]q̇2

1 + l2c2 [sin
2(q1 + q2) + cos2(q1 + q2)](q̇1 + q̇2)2

+ 2l1lc2 [sin(q1) sin(q1 + q2) + cos(q1) cos(q1 + q2)]q̇1(q̇1 + q̇2)
(3.17)

Empleando las identidades trigonométricas:

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y)

cos2(θ) + sin2(θ) = 1
(3.18)

Se obtiene finalmente

v̄2
2 = l21q̇

2
1 + l2c2(q̇1 + q̇2)2 + 2l1lc2 cos(q2)q̇1(q̇1 + q̇2) (3.19)

Aśı, la enerǵıa cinética correspondiente al movimiento de m2 se obtiene como:

T2(q, q̇) =
1

2
m2v̄

2
2 +

1

2
Iω2ω

2
2

=
1

2
m2

[
l21q̇

2
1 + l2c2(q̇1 + q̇2)2 + 2l1lc2 cos(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)

]
+

1

2
I2(q̇2 − q̇1)2

(3.20)
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Las coordenadas del centro de masa para m3 son:

x3 = l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)

y3 = l1 sin(q1) + l2 sin(q1 + q2) + lc3 sin(q1 + q2 + q3)
(3.21)

Derivando estas ecuaciones se obtiene:

ẋ3 = −l1 sin(q1)q̇1 − l2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)− lc3 sin(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

ẏ3 = l1 cos(q1)q̇1 + l2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)
(3.22)

El vector velocidad v̄3 es:

v̄3 =

 ẋ3

ẏ3

 =

 −l1 sin(q1)q̇1 − l2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)− lc3 sin(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

l1 cos(q1)q̇1 + l2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)


(3.23)

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado del centro de masa para m3 resulta ser:

v̄T3 v̄3 = l21[sin2(q1) + cos2(q1)]q̇2
1 + l22[sin2(q1 + q2) + cos2(q1 + q2)](q̇1 + q̇2)2

+ l2c3[sin2(q1 + q2 + q3) + cos2(q1 + q2 + q3)](q̇1 + q̇2 + q̇3)2

+ 2l1l2[sin(q1) sin(q1 + q2) + cos(q1) cos(q1 + q2)]q̇1(q̇1 + q̇2)

+ 2l1lc3 [sin(q1) sin(q1 + q2 + q3) + cos(q1) cos(q1 + q2 + q3)]q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+ 2l2lc3 [sin(q1 + q2) sin(q1 + q2 + q3) + cos(q1 + q2) cos(q1 + q2 + q3)](q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

(3.24)
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Indentidades extra, necesarias para reducir el termino anterior:

sin(α) sin(α + β + γ) + cos(α) cos(α + β + γ) = cos(β + γ)

sin(α + β) sin(α + β + γ) + cos(α + β) cos(α + β + γ) = cos(γ)
(3.25)

Empleando las identidades trigonométricas (3.18) junto que las identidades ex-

tra(3.25), se obtiene finalmente:

v̄T3 v̄3 =l21q̇
2
1 + l22(q̇1 + q̇2)2 + l2c3(q̇1 + q̇2 + q̇3)2 + 2l1l2 cos(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)

+ 2l1lc3 cos(q2 + q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+ 2l2lc3 cos(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

(3.26)

Aśı, la enerǵıa cinética correspondiente al movimiento de m3 se obtiene como:

T3(q, q̇) =
1

2
m3v̄

2
3 +

1

2
Iω3ω

2
3

=
1

2
m3[l21q̇

2
1 + l22(q̇1 + q̇2)2 + l2c3(q̇1 + q̇2 + q̇3)2 + 2l1l2 cos(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)

+ 2l1lc3 cos(q2 + q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l2lc3 cos(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)]

+
1

2
I3(q̇1 + q̇2 + q̇3)2

(3.27)

Finalmente se calcula la enerǵıa cinética para la masa m4, comenzando por las
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coordenadas de posición en el plano:

x4 = l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + l3 cos(q1 + q2 + q3) + lc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

y4 = l1 sin(q1) + l2 sin(q1 + q2) + l3 sin(q1 + q2 + q3) + lc4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.28)

Derivando el termino anterior, se tiene:

ẋ4 = −l1 sin(q1)q̇1 − l2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)− l3 sin(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

− lc4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

ẏ4 = l1 cos(q1)q̇1 + l2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2) + l3 cos(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+ lc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.29)

El vector de velocidad v̄4 queda como:

v̄4 =

 ẋ4

ẏ4



v̄4 =


−l1 sin(q1)q̇1 − l2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)− l3 sin(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−lc4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

l1 cos(q1)q̇1 + l2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2) + l3 cos(q1 + q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+lc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)


(3.30)
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Realizando la velocidad v̄4 al cuadrado se obtiene:

v̄T4 v̄4 =l21[sin2(q1 + cos2(q1)]q̇2
1 + l22[sin2(q1 + q2) + cos2(q1 + q2)](q̇1 + q̇2)2 + l23[sin2(q1+

q2 + q3) + cos2(q1 + q2 + q3)](q̇1 + q̇2 + q̇3)2 + l2c4 [sin
2(q1 + q2 + q3 + q4) + cos2

(q1 + q2 + q3) + q4](q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)2 + 2l1l2[sin(q1) sin(q1 + q2) cos(q1) cos(q1

+ q2)]q̇1 + (q̇1 + q̇2) + 2l1l3[sin(q1) sin(q1 + q2 + q3) + cos(q1) cos(q1 + q2 + q3)]q̇1

(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l1lc4 [sin(q1) sin(q1 + q2 + q3 + q4) + cos(q1) cos(q1 + q2 + q3+

q4)]q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) + 2l2l3[sin(q1 + q2) sin(q1 + q2 + q3) + cos(q1 + q2) cos(q1

+ q2 + q3)](q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l2lc4 [sin(q1 + q2) sin(q1 + q2 + q3 + q4)+

cos(q1 + q2) cos(q1 + q2 + q3 + q4)](q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) + 2l3lc4 [sin(q1+

q2 + q3) sin(q1 + q2 + q3 + q4) + cos(q1 + q2 + q3) cos(q1 + q2 + q3 + q4)](q̇1 + q̇2

+ q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.31)

Por medio de las identidades trigonométricas (3.18) y (3.25), y además:

sin(q1) sin(q1 + q2 + q3 + q4) + cos(q1) cos(q1 + q2 + q3 + q4) = cos(q2 + q3 + q4)

sin(q1 + q2) sin(q1 + q2 + q3) + cos(q1 + q2 cos(q1 + q2 + q3+) = cos(q3)

sin(q1 + q2) sin(q1 + q2 + q3 + q4) + cos(q1 + q2) cos(q1 + q2 + q3 + q4) = cos(q3 + q4)

sin(q1 + q2 + q3) sin(q1 + q2 + q3 + q4) + cos(q1 + q2 + q3) cos(q1 + q2 + q3 + q4) = cos(q4)
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Se puede simplificar v̄T4 v̄4 de la siguiente forma :

v̄T4 v̄4 =l21q̇
2
1 + l22(q̇1 + q̇2)2 + l23(q̇1 + q̇2 + q̇3)2 + l2c4(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)2 + 2l1l2 cos(q2)q̇1(q̇1

+ q̇2) + 2l1l3 cos(q2 + q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3

+ q̇4) + 2l2l3 cos(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l2lc4 cos(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2+

q̇3 + q̇4) + 2l3lc4 cos(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.32)

Por lo que la enerǵıa cinética respecto de la masa m4 queda de la siguiente forma:

T4(q, q̇) =
1

2
m4v̄

T
4 v̄4 +

1

2
Iω4ω

2
4

=
1

2
m4[l21q̇

2
1 + l22(q̇1 + q̇2)2 + l23(q̇1 + q̇2 + q̇3)2 + l2c4(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)2 + 2l1l2 cos(q2)

q̇1(q̇1 + q̇2) + 2l1l3 cos(q2 + q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2

+ q̇3 + q̇4) + 2l2l3 cos(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) + 2l2lc4 cos(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)(q̇1+

q̇2 + q̇3 + q̇4) + 2l3lc4 cos(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)] +
1

2
I4(q̇1 + q̇2 + q̇3

+ q̇4)2

(3.33)

De forma similar, la enerǵıa potencial puede descomponerse como la suma de 4

partes V (q) = V (q)1 +V (q)2 +V (q)3 +V (q)4 donde V (q)1, V (q)2,V (q)3 y V (q)4 son las

enerǵıas potenciales asociadas a las masas m1, m2, m3 y m4 respectivamente. Se tiene
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entonces

V1 =m1glc1 sin(q1)

V2 =m2gl1 sin(q1) +m2glc2 sin(q1 + q2)

V3 =m3gl1 sin(q1) +m3gl2 sin(q1 + q2) +m3glc3 sin(q1 + q2 + q3)

V4 =m4gl1 sin(q1) +m4gl2 sin(q1 + q2) +m4glc3 sin(q1 + q2 + q3)

+m4glc4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.34)

A partir de las enerǵıas cinéticas y potenciales puede obtenerse el lagrangiano:

L(q, q̇) = T (q, q̇)− V (q) (3.35)

L (q, q̇) =
1

2
m1l

2
c1
q̇2

1 +
1

2
I1q̇

2
1 +

1

2
m2l

2
1q̇

2
1 +

1

2
m2l

2
c2

(q̇1 + q̇2)2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)

+
1

2
I2 (q̇1 + q̇2)2 +

1

2
m3l

2
1q̇

2
1 +

1

2
m3l

2
2(q̇1 + q̇2)2 +

1

2
m3l

2
c3

(q̇1 + q̇2 + q̇3)2

+m3l1l2 cos (q2) q̇1(q̇1 + q̇2) +m3l1lc3 cos (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m3l2lc3

cos (q3) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) +
1

2
I3 (q̇1 + q̇2 + q̇3)2 +

1

2
m4l

2
1q̇

2
1 +

1

2
m4l

2
2(q̇1 + q̇2)2

+
1

2
m4l

2
3(q̇1 + q̇2 + q̇3)2 +

1

2
m4l

2
c4

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)2 +m4l1l2 cos (q2) q̇1(q̇1 + q̇2)

+m4l1l3 cos (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3

+ q̇4) +m4l2l3 cos (q3) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1

+ q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 cos (q4) (q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +
1

2
I4(q̇1 + q̇2

+ q̇3 + q̇4)2 −m1glc1 sin(q1)−m2gl1 sin(q1)−m2glc2 sin(q1 + q2)−m3gl1 sin(q1)

−m3gl2 sin(q1 + q2)−m3glc3 sin(q1 + q2 + q3)−m4gl1 sin(q1)−m4gl2 sin(q1+

q2)−m4gl3 sin(q1 + q2 + q3)−m4glc4 sin(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.36)
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De esta última ecuación, permite obtener las siguientes expresiones:

∂L

∂q̇1

= m1l
2
c1
q̇1 + I1q̇1 +m2l

2
1q̇1 +m2l

2
c2

(q̇1 + q̇2) +m2l1lc2 cos(q2)(2q̇1 + q̇2)

+ I2 (q̇1 + q̇2) +m3l
2
1q̇1 +m3l

2
2(q̇1 + q̇2) +m3l

2
c3

(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m3l1l2 cos (q2) (2q̇1 + q̇2) +m3l1lc3 cos (q2 + q3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m3l2lc3 cos (q3) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) + I3 (q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l
2
1q̇1

+m4l
2
2(q̇1 + q̇2) +m4l

2
3(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l

2
c4

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l1l2 cos (q2) (2q̇1 + q̇2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)(2q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) + I4 (q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l2l3 cos (q3) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m4l3lc4 cos (q4) (2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4)

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.37)

d

dt

[
∂L

∂q̇1

]
= m1l

2
c1
q̈1 + I1q̈1 +m2l

2
1q̈1 +m2l

2
c2

(q̈1 + q̈2)−m2l1lc2 sin (q2) q̇2(2q̇1 + q̇2)

+m2l1lc2 cos(q2)(2q̈1 + q̈2) + I2 (q̈1 + q̈2) +m3l
2
1q̈1 +m3l

2
2(q̈1 + q̈2)

+ I3 (q̈1 + q̈2 + q̈3)−m3l1l2 sin (q2) q̇2(2q̇1 + q̇2) +m3l1l2 cos (q2) (2q̈1 + q̈2)

+m3l
2
c3

(q̈1 + q̈2 + q̈3)−m3l1lc3 sin (q2 + q3) (q̇2 + q̇3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) (2q̈1 + q̈2 + q̈3) +m3l2lc3 cos (q3) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3)

−m3l2lc3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m4l
2
1q̈1 +m4l

2
2(q̈1 + q̈2)

+m4l
2
c4

(q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)−m4l1l2 sin (q2) q̇2(2q̇1 + q̇2)

−m4l1l3 sin (q2 + q3) (q̇2 + q̇3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) (2q̈1 + q̈2

+ q̈3) +m4l
2
3(q̈1 + q̈2 + q̈3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇2 + q̇3 + q̇4)(2q̇1 + q̇2

+ q̇3 + q̇4) +m4l1l2 cos (q2) (2q̈1 + q̈2) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)(2q̈1 + q̈2 + q̈3

+ q̈4)−m4l2l3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m4l2l3 cos (q3) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3)
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−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇3 + q̇4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3 + q̈4) + I4 (q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)

−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 cos (q4) (2q̈1 + 2q̈2 + 2q̈3 + q̈4)

(3.38)

∂L

∂q1

=− [m1glc1 +m2gl1 +m3gl1 +m4gl1] cos(q1)− [m2glc2 +m3gl2 +m4gl2] cos(q1 + q2)

− [m4gl3 +m3glc3 ] cos(q1 + q2 + q3)−m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.39)

Con respecto a la articulación q2.

∂L

∂q̇2

=m2l
2
c2

(q̇1 + q̇2) +m3l
2
2(q̇1 + q̇2) +m4l

2
2(q̇1 + q̇2) +m3l

2
c3

(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l
2
3(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l

2
c4

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m2l1lc2 cos(q2)q̇1

+m3l1l2 cos (q2) q̇1 +m3l1lc3 cos (q2 + q3) q̇1 +m4l1l2 cos (q2) q̇1

+m4l1l3 cos (q2 + q3) q̇1 +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1 +m3l2lc3 cos (q3) (2q̇1 + 2q̇2

+ q̇3) +m4l2l3 cos (q3) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l3lc4 cos (q4) (2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) + I3 (q̇1 + q̇2 + q̇3) + I2 (q̇1 + q̇2)

+ I4 (q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.40)

d

dt

[
∂L

∂q̇2

]
=m2l

2
c2

(q̈1 + q̈2) +m3l
2
2(q̈1 + q̈2) +m4l

2
2(q̈1 + q̈2) +m3l

2
c3

(q̈1 + q̈2 + q̈3)

+m4l
2
3(q̈1 + q̈2 + q̈3) +m4l

2
c4

(q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)−m2l1lc2 sin(q2)q̇1q̇2

+m2l1lc2 cos(q2)q̈1 −m3l1l2 sin (q2) q̇1q̇2 +m3l1l2 cos (q2) q̈1

−m3l1lc3 sin (q2 + q3) q̇1 (q̇2 + q̇3) +m3l1lc3 cos (q2 + q3) q̈1
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−m4l1l2 sin (q2) q̇1q̇2 +m4l1l2 cos (q2) q̈1 −m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1q̇2 +m4l1l3 cos(q2

+ q3)q̈1 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 (q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̈1

−m3l2lc3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m3l2lc3 cos (q3) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3)

−m4l2l3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3) +m4l2l3 cos (q3) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3)−m4l2lc4

sin (q3 + q4) (q̇3 + q̇4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) (2q̈1 + 2q̈2 + q̈3 + q̈4)

−m4l3lc4 sin (q4) q̇4 (2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 cos (q4) (2q̈1 + 2q̈2 + 2q̈3 + q̈4)

+ I3 (q̈1 + q̈2 + q̈3) + I2 (q̈1 + q̈2) + I4 (q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)

(3.41)

∂L

∂q2

=−m2l1lc2 sin(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)−m3l1l2 sin (q2) q̇1(q̇1 + q̇2)−m3l1lc3 sin (q2 + q3) q̇1

(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1l2 sin (q2) q̇1(q̇1 + q̇2)−m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)− [m2glc2 +m4gl2 +m3gl2]

cos(q1 + q2)− [m3glc3 +m4glc3 ] cos(q1 + q2 + q3)−m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.42)

Con respecto a la articulación q3.

∂L

∂q̇3

=m3l
2
c3

(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l
2
3(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l

2
c4

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) q̇1 +m3l2lc3 cos (q3) (q̇1 + q̇2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) q̇1

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l2l3 cos (q3) (q̇1 + q̇2) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

(q̇1 + q̇2) +m4l3lc4 cos (q4) (2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) + I3 (q̇1 + q̇2 + q̇3) + I4(q̇1+

q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.43)

d

dt

[
∂L

∂q̇3

]
= m3l

2
c3

(q̈1 + q̈2 + q̈3) +m4l
2
3(q̈1 + q̈2 + q̈3) +m4l

2
c4

(q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)
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−m3l1lc3 sin (q2 + q3) q̇1 (q̇2 + q̇3) +m3l1lc3 cos (q2 + q3) q̈1 −m3l2lc3 sin (q3) q̇3(q̇1 + q̇2)

+m3l2lc3 cos (q3) (q̈1 + q̈2)−m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1 (q̇2 + q̇3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) q̈1

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 (q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̈1 −m4l2l3 sin (q3)

q̇3(q̇1 + q̇2) +m4l2l3 cos (q3) (q̈1 + q̈2)−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2) (q̇3 + q̇4) +m4l2lc4

cos (q3 + q4) (q̈1 + q̈2)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 cos (q4) (2q̈1

+ 2q̈2 + 2q̈3 + q̈4) + I3 (q̈1 + q̈2 + q̈3) + I4 (q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)

(3.44)

∂L

∂q3

=−m3l1lc3 sin (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m3l2lc3 sin (q3) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3

+ q̇4)−m4l2l3 sin (q3) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1

+ q̇2 + q̇3 + q̇4)−m3glc3 cos(q1 + q2 + q3)

−m4glc3 cos(q1 + q2 + q3)−m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.45)

Por ultimo los términos relacionados con la articulación q4.

∂L

∂q̇4

=m4l
2
c4

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l2lc4 cos (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)

+m4l3lc4 cos (q4) (q̇1 + q̇2 + q̇3) + I4 (q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(3.46)



3.2. MODELO DINÁMICO DEL EXOESQUELETO 39

d

dt

[
∂L

∂q̇4

]
=m4l

2
c4

(q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 (q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)q̈1 −m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2) (q̇3 + q̇4)

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) (q̈1 + q̈2)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l3lc4 cos (q4) (q̈1 + q̈2 + q̈3) + I4 (q̈1 + q̈2 + q̈3 + q̈4)

(3.47)

∂L

∂q4

=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin (q4) (q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.48)

Las ecuaciones dinámicas que modelan al sistema (extremidades inferiores y tronco

torácico) sobre el plano sagital, se obtienen aplicando las ecuaciones de Lagrange:

d

dt

[
∂L

∂q̇i

]
− ∂L

∂qi
= τi i = 1, 2, 3, 4 (3.49)

De donde se obtiene τ1, τ2, τ3 y τ4.

[m1l
2
c1

+m2l
2
1 +m2l

2
c2

+m3l
2
1 +m3l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
1 +m4l

2
2 +m4l

2
3 +m4l

2
c4

+ 2m2l1lc2

cos(q2) + 2m3l1l2 cos (q2) + 2m3l1lc3 cos (q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos (q3) + 2m4l1l2 cos (q2)

+ 2m4l1l3 cos (q2 + q3) + 2m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos(q3

+ q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I1 + I2 + I3 + I4]q̈1 + [m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
2 +m4l

2
3

+m4l
2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2) +m3l1lc3 cos (q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos (q3)

+m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l2l3 cos (q3)

+ 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4
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+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m3l2lc3 cos (q3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)

+m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+m4l1lc4

cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈4 −m2l1lc2 sin (q2) q̇2(2q̇1

+ q̇2)−m3l1l2 sin (q2) q̇2(2q̇1 + q̇2)−m3l1lc3 sin (q2 + q3) (q̇2 + q̇3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m3l2lc3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)−m4l1l3 sin (q2 + q3) (q̇2 + q̇3) (2q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l1l2 sin (q2) q̇2(2q̇1 + q̇2)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇2 + q̇3 + q̇4)(2q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l2l3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇3 + q̇4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4) + [m1lc1 +m2l1 +m3l1 +m4l1] g cos(q1)

+ [m2lc2 +m3l2 +m4l2] g cos(q1 + q2) + [m4l3 +m3lc3 ] g cos(q1 + q2 + q3)

+m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τ1

(3.50)

Para la siguiente ecuación, queda:

[m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2+

q3 + q4) + 2m3l2lc3 cos (q3) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4

cos (q4) + I2 + I3 + I4]q̈1 + [m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m3

l2lc3 cos (q3) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I2+

I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4

cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4

l3lc4 cos (q4) + I4]q̈4 −m2l1lc2 sin(q2)q̇1q̇2 −m3l1l2 sin (q2) q̇1q̇2 −m3l1lc3 sin (q2 + q3)

q̇1 (q̇2 + q̇3)−m4l1l2 sin (q2) q̇1q̇2 −m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1q̇2 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

q̇1 (q̇2 + q̇3 + q̇4)−m3l2lc3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)−m4l2l3 sin (q3) q̇3(2q̇1 + 2q̇2 + q̇3)

−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇3 + q̇4) (2q̇1 + 2q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(2q̇1 + 2q̇2
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+ 2q̇3 + q̇4) +m2l1lc2 sin(q2)q̇1(q̇1 + q̇2) +m3l1l2 sin (q2) q̇1(q̇1 + q̇2) +m3l1lc3 sin(q2+

q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1l2 sin(q2)q̇1(q̇1 + q̇2) +m4l1l3 sin (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) + [m2lc2 +m4l2 +m3l2] g cos(q1 + q2)

+ [m3lc3 +m4lc3 ] g cos(q1 + q2 + q3) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τ2

(3.51)

Para la tercera ecuación de Lagrange se obtuvo:

[m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m3l1lc3

cos (q2 + q3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos(q4) + I3 + I4]

q̈1 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4

l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m4l3lc4 cos(q4) + I3 + I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+

m4l3lc4 cos(q4) + I4]q̈4 −m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇1(q̇2 + q̇3)−m3l2lc3 sin(q3)q̇3(q̇1 + q̇2)−m4l1

l3 sin(q2 + q3)q̇1(q̇2 + q̇3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2l3 sin (q3) q̇3(q̇1+

q̇2)−m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4(2q̇1 + 2q̇2 + 2q̇3 + q̇4)

+m3l1lc3 sin (q2 + q3) q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+ [m3lc3 +m4lc3 ]g cos(q1 + q2 + q3) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τ3

(3.52)

Por ultimo para τ4:

[m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈1

+ [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈2 + [m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4]

q̈3 + [m4l
2
c4

+ I4]q̈4 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1+

q̇2)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3
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+ q̇4) +m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 sin(q4)

(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τ4

(3.53)

Siendo τ1, τ2, τ3 y τ4 los pares que actúan en las articulaciones (tobillo, rodilla,

cadera y vertebra sacro).

3.2.2 Modelo Dinámico (Euler-Lagrange)

Las ecuaciones dinámicas obtenidas a partir del formalismo de Lagrange nos permiten

escribir el modelo dinámico general como se observa en [26], [31] y se muestra a contin-

uación.

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (3.54)

Para obtener la matriz de inercia M(q) utilizamos las ecuaciones 3.50, 3.51, 3.52 y

3.53, anteriormente obtenidas, donde solamente se involucra el vector de aceleración.

q̈ =


q̈1

q̈2

q̈3

q̈4


Entonces de la ecuación (3.50), se toma solamente:

[m1l
2
c1

+m2l
2
1 +m2l

2
c2

+m3l
2
1 +m3l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
1 +m4l

2
2 +m4l

2
3 +m4l

2
c4

+ 2m2l1lc2

cos(q2) + 2m3l1l2 cos (q2) + 2m3l1lc3 cos(q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos(q3) + 2m4l1l2 cos(q2)

+ 2m4l1l3 cos(q2 + q3) + 2m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l2l3 cos(q3) + 2m4l2lc4 cos(q3

+ q4) + 2m4l3lc4 cos(q4) + I1 + I2 + I3 + I4]q̈1
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+ [m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
2 +m4l

2
3 +m4l

2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos (q3) +m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3)

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l1lc3 cos (q2 + q3)

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2l3 cos (q3)

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈4

(3.55)

De la ecuación (3.51):

[m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)

+ 2m3l2lc3 cos (q3) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4)

+ I2 + I3 + I4]q̈1 + [m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m3l2lc3 cos (q3)

+ 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4)

+ I3 + I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈4

(3.56)

De la ecuación (3.52):

[m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4)
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+ I3 + I4]q̈1 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈2 + [m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4]q̈3

+
[
m4l

2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4

]
q̈4

(3.57)

Y por ultimo con (3.53) se tiene:

[m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈1

+ [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈2 + [m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈3

+
[
m4l

2
c4

+ I4

]
q̈4

(3.58)

En cuanto a la matriz centŕıfuga y de Coriolis C(q, q̇) lo hacemos a través de los

coeficientes o śımbolos de Chistoffel cijk(q) definidos como:

Ckj(q, q̇) =


C1jk

C2jk

...

Cnjk



T

q̇ Cijk(q) = 1
2

[
∂Mkj(q)

∂qi
+ ∂Mki(q)

∂qj
− ∂Mij(q)

∂qk

]

Tal que q̇ ∈ <4

Aplicando las formulaciones anteriores se logra calcular cada uno de los elementos

de C(q, q̇), el desarrollo se muestra en la sección del apéndice(A.2).

Para obtener el vector de fuerzas externas G(q) se obtiene por medio de la siguiente

expresión.

G(q) =
∂V (q)

∂q
=
∂V (q)

∂q1

+
∂V (q)

∂q2

+
∂V (q)

∂q3

+
∂V (q)

∂q4

(3.59)
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Aśı, obtenemos las siguientes ecuaciones:

∂V1(q)

∂q1

+
∂V2(q)

∂q1

+
∂V3(q)

∂q1

+
∂V4(q)

∂q1

= [m1lc1 +m2l1 +m3l1 +m4l1] g cos(q1)

+ [m2lc2 +m3l2 +m4l2] g cos(q1 + q2)

+ [m4lc3 +m3lc3 ] g cos(q1 + q2 + q3)

+m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.60)

∂V1(q)

∂q2

+
∂V2(q)

∂q2

+
∂V3(q)

∂q2

+
∂V4(q)

∂q2

= [m2lc2 +m4l2 +m3l2] g cos(q1 + q2)

+ [m3lc3 +m4lc3 ] g cos(q1 + q2 + q3)

+m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.61)

∂V1(q)

∂q3

+
∂V2(q)

∂q3

+
∂V3(q)

∂q3

+
∂V4(q)

∂q3

= [m3lc3 +m4lc3 ] g cos(q1 + q2 + q3)

+m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4)

(3.62)

∂V1(q)

∂q4

+
∂V2(q)

∂q4

+
∂V3(q)

∂q4

+
∂V4(q)

∂q4

= m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) (3.63)

Por lo tanto la ecuación 3.54

Donde

M(q)q̈ =


M11(q) M12(q) M13(q) M14(q)

M21(q) M22(q) M23(q) M24(q)

M31(q) M32(q) M33(q) M34(q)

M41(q) M42(q) M43(q) M44(q)




q̈1

q̈2

q̈3

q̈4

 (7)
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C (q, q̇) q̇ =


C11 (q, q̇) C12 (q, q̇) C13 (q, q̇) C14 (q, q̇)

C21 (q, q̇) C22 (q, q̇) C23 (q, q̇) C24 (q, q̇)

C31 (q, q̇) C32 (q, q̇) C33 (q, q̇) C34 (q, q̇)

C41 (q, q̇) C42 (q, q̇) C43 (q, q̇) C44 (q, q̇)




q̇1

q̇2

q̇3

q̇4

 (8)

G(q) =


G1(q)

G2(q)

G3(q)

G4(q)

 (3.64)

τ1 = τh1

τ2 = τh2

τ3 = τh3

τ4 = τexo + τh4

(3.65)

Donde cada uno de los elementos de las matrices estan definidos como:

M11(q) = m1l
2
c1

+m2l
2
1 +m2l

2
c2

+m3l
2
1 +m3l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
1 +m4l

2
2 +m4l

2
3 +m4l

2
c4

+ 2m2l1lc2 cos(q2) + 2m3l1l2 cos (q2) + 2m3l1lc3 cos (q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos (q3)

+ 2m4l1l2 cos (q2) + 2m4l1l3 cos (q2 + q3) + 2m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4)

+ 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I1 + I2 + I3 + I4

M12(q) = m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
2 +m4l

2
3 +m4l

2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) + 2m3l2lc3 cos (q3) +m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3)

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4
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M13(q) = m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m3l2lc3 cos (q3) +m4l1l3

cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4

M14(q) = m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4

M21(q) = m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m2l1lc2 cos(q2) +m3l1l2 cos (q2)

+m3l1lc3 cos (q2 + q3) +m4l1l2 cos (q2) +m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4

cos(q2 + q3 + q4) + 2m3l2lc3 cos (q3) + 2m4l2l3 cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4

M22(q) = m2l
2
c2

+m3l
2
2 +m4l

2
2 +m3l

2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m3l2lc3 cos (q3) + 2m4l2l3

cos (q3) + 2m4l2lc4 cos (q3 + q4) + 2m4l3lc4 cos (q4) + I2 + I3 + I4

M23(q) = m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4

M24(q) = m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4

M31(q) = m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m3l1lc3 cos (q2 + q3)

+m4l1l3 cos (q2 + q3) +m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4

M32(q) =m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+m3l2lc3 cos (q3) +m4l2l3 cos (q3) +m4l2lc4 cos (q3 + q4)

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4

M33(q) =m3l
2
c3

+m4l
2
3 +m4l

2
c4

+ 2m4l3lc4 cos (q4) + I3 + I4

M34(q) =m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4

M41(q) =m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4

M42(q) =m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4

M43(q) =m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4

M44(q) =m4l
2
c4

+ I4
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C11(q, q̇) = −m2l1lc2 sin(q2)q̇2 −m3l1l2 sin(q2)q̇2 −m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇2 −m4l1l2

sin(q2)q̇2 −m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇2 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇2 −m3l1lc3

sin(q2 + q3)q̇3 −m3l2lc3 sin(q3)q̇3 −m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇3 −m4l1lc4

sin(q2 + q3 + q4)q̇3 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)q̇3 −m4l1lc4

sin(q2 + q3 + q4)q̇4 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)q̇4 −m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C12(q, q̇) = −m2l1lc2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m3l1l2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m3l1lc3 sin(q2 + q3)

(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1l2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m4l1l3 sin(q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m3l2lc3 sin(q3)q̇3 −m4l2l3

sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C13(q, q̇) = −m3l1lc3 sin(q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1l3

sin(q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C14(q, q̇) = −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2

+q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

C21(q, q̇) = m2l1lc2 sin(q2)q̇1 +m3l1l2 sin(q2)q̇1 +m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇1 −m3l2lc3

sin(q3)q̇3 +m4l1l2 sin(q2)q̇1 +m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇1 +m4l1lc4 sin(q2

+q3 + q4)q̇1 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C22(q, q̇) = −m3l2lc3 sin(q3)q̇3 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C23(q, q̇) = −m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C24(q, q̇) = −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

C31(q, q̇) = m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇1 +m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2) +m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇1

+m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)−m4l3lc4

sin(q4)q̇4 +m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2)
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C32(q, q̇) = m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2) +m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2) +m4l2lc4 sin(q3 + q4)

(q̇1 + q̇2)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C33(q, q̇) = −m4l3lc4 sin(q4)q̇4

C34(q, q̇) = −m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

C41(q, q̇) = m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)

C42(q, q̇) = m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2) +m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

C43(q, q̇) = m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

C44(q, q̇) = 0

El torque necesario para generar movimiento en las articulación 4 está compuesto

por la suma de dos torques, (τh4 y τexo), y las otras tres solo dependen de la fuerza

humana; donde τh1, τh2, τh3 y τh4 son torques generados por la fuerza humana en el

tobillo, rodilla, cadera y vertebra sacra respectivamente. El torque τexo es generado

por el exoesqueleto en función de la fuerza que produce el actuador (Γmuscle, 3.7),

aprovechada para generar un torque (τPAM , ??) como se ve en la siguiente ecuación:

τexo = τmuscle = Γmuscle ∗ δ (3.66)

3.3 Acoplamiento de modelos matemáticos

El modelo del exoesqueleto obtenido de la forma (3.54) contiene un vector de torques τ ,

de los cuales, solo el ultimo elemento τ4 de (3.65), contiene a τexo el cual es considerado

como la entrada de control disponible y en donde se realiza el acoplamiento con el

modelo del actuador obtenido de [4], mostrado en la ecuación (3.1).

Entonces la deducción (3.66) sera introducida en (3.54), y como solo en el ultimo

vector es afectado de la siguiente manera:
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[m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos(q3 + q4) +m4l3lc4 cos(q4) + I4]q̈1 +

[m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos(q3 + q4) +m4l3lc4 cos(q4) + I4]q̈2 +m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos(q4) +

I4]q̈3 + [m4l
2
c4

+ I4]q̈4 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 +

q4)(q̇1 + q̇2)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 sin(q4)

(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τh4 + lrFce(P )

sin(α)− lrB(P )ẏ sin(α)− lrK(P ) sin(α)y

El desarrollo puede ser consultado en el Anexo(A.1) para su mayor compresión.



CAPÍTULO 4

TECNICA DE CONTROL

APLICADA

En el presente caṕıtulo se demuestra el desarrollo de una técnica de control implemen-

tada en el robot. En el ejercicio de levantamiento de objetos o el simple hecho de hacer

flexiones para simular el levantamiento, el control PD + compensación de la gravedad

es el tipo de control aplicado con el fin de experimentar y observar el comportamiento

del sistema. La existencia de fuerzas gravitacionales influyen directamente en el robot,

al variar la cantidad de masa el par gravitacional cambia.

4.1 Control PD con compensación de la gravedad

En el diseño del control de posición angular para el sistema (3.54) se consideró que

el exoesqueleto debe realizar solamente ejercicios lentos que generan aceleraciones y

velocidades angulares (q̈, q̇) pequeñas. Por lo tanto la mayor cantidad del torque

necesario para generar movimientos en las articulaciones es debida al vector de pares

gravitacionales G(q).

51
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Un control PD (τ = kpq̃+ kd
·
q̃) no garantiza el cumplimiento del objetivo de control

de posición en sistemas cuyos modelos dinámicos contienen el termino de pares gravi-

tacionales, a menos que la posición deseada qd sea tal que G(qd) = 0. Por lo tanto

es necesario compensar el vector de gravedad. A partir de la suma del torque humano

generado por la espalda mas el torque de la ecuación 3.8 se obtiene la siguiente expresión

de torques:

τ4 = τh4 + lrFce(P ) sin(α)− lrB(P )ẏ sin(α)− lrK(P ) sin(α)y (4.1)

La suposición de que la fuerza total Γmuscle
∼= Fce(P ) es posible debido a que los

parámetros K0, K1, B0i, B1i son despreciables a comparación de F0 y F1, como se puede

observar en anexo (A.4). Por lo tanto τ4 = τh4 + lrFce(P ) sin(α)

Donde el termino P es la presión y esta definida como:

P =
Pmax

2
−∆P (4.2)

Pmax es la presión máxima que aceptan los actuadores neumáticos, ver tabla (3.1).

El termino Pmax

2
indica que el musculo se encuentra inicialmente inflado a la mitad de

presión máxima de aire, el termino ∆P es una variación de presión que nos permite

inflar/desinflar los músculos neumáticos y se considera como la entrada de control.

Desarrollando τ4 y empleando los polinomios del anexo (A.4) y la tabla (3.1), se

tiene que:

τ4 = τh4 + lr(F0 + F1P ) sin(α)

Simplificando y factorizando:

τ4 = τh4 + lr sin(α)

[
F0 + (F1)

Pmax

2

]
− lr sin(α)(F1)∆P (4.3)
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Definiendo las constantes φ = lr sin(α)
[
F0 + (F1)Pmax

2

]
y β = lr sin(α)F1 diferentes

de 0 se tiene que:

τ4 = τh4 + φ− β(∆P ) (4.4)

Se implementa una ley de control PD con compensación de la gravedad de la sigu-

iente forma:

∆P =
Kpi q̃i +Kdi

˙̃qi +Gi(q)

−β
− φ (4.5)

Sustituyendo 4.5 en 4.4 obtenemos:

τ4 = τh4 +Kp4 q̃4 +Kd4
˙̃q4 +G4(q) (4.6)

Donde Kp4 y Kd4 se denominan ganancia de posición y de velocidad de la ultima

articulación, respectivamente. q̃4 = qd4 − q4 se denomina error de posición.
·
q̃4 es el

error de velocidad. qd4 es la posición articular deseada. G4(q4) es la compensación del

vector de fuerzas gravitacionales.

Para generar qd se hace por medio de la ley de hooke para obtener una relación entre

la posición deseada y la fuerza aplicada por el humano, como:

δsfh = ks(qd − q)

qd =
δsfh
ks

+ q

De manera que fh es la fuerza humana detectada por el sensor LVDT con resorte,

q es la posición angular del mecanismo que es medida con un encoder, el valor de ks es
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la constante de resorte y δs es la longitud del brazo de palanca que va desde el pivote

mecánico al sensor de fuerza, estos datos se encuentran en la tabla (3.1).

4.1.1 Análisis de estabilidad en lazo cerrado

Como la ecuación 4.4 contiene los torques generados por el humano τh4 para completar

la compensación del vector de gravedad G4(q) y obtener el modelo dinámico del sistema

en lazo cerrado de la siguiente forma:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = Kpq̃ +Kd

·
q̃ +G(q) (4.7)

M(q)q̈ =


M11(q) M12(q) M13(q) M14(q)

M21(q) M22(q) M23(q) M24(q)

M31(q) M32(q) M33(q) M34(q)

M41(q) M42(q) M43(q) M44(q)




q̈1

q̈2

q̈3

q̈4

 (7)

C (q, q̇) q̇ =


C11 (q, q̇) C12 (q, q̇) C13 (q, q̇) C14 (q, q̇)

C21 (q, q̇) C22 (q, q̇) C23 (q, q̇) C24 (q, q̇)

C31 (q, q̇) C32 (q, q̇) C33 (q, q̇) C34 (q, q̇)

C41 (q, q̇) C42 (q, q̇) C43 (q, q̇) C44 (q, q̇)




q̇1

q̇2

q̇3

q̇4

 (8)

G(q) =


G1(q)

G2(q)

G3(q)

G4(q)


Donde Kp y Kd son matrices diagonales simétricas definidas positivas que contiene

a las ganancias Kp4 y Kd4, respectivamente. Una condición necesaria y suficiente para



4.1. CONTROL PD CON COMPENSACIÓN DE LA GRAVEDAD 55

que el origen

[
q̃T

·
q̃
T
]T

= 0 sea equilibrio de la ecuación de malla cerrada es que la

posición deseada qd(t) satisfaga:

M(qd)q̈d + C(qd, q̇d)q̇d = 0 (4.8)

para cualquier condición inicial
[
qd(0)T

·
q(0)T

]T
= 0, si qd(t) no satisface la

condicion anterior, entonces el origen no será equilibrio de la ecuación de malla cerrada

y por lo tanto no podrá esperarse que satisfaga cabalmente el objetivo de control de

movimiento, que es llevar el error de posición q̃(t) asintóticamente a cero. No obstante,

puede conseguirse que asintóticamente el error de posición q̃(t) sea tan pequeño como

se desee, a condición de seleccionar las matrices Kp y Kd sufucientemente grandes. El

objetivo del control PD con compensación de la gravedad es:

lim
t→∞

q(t) = qd (4.9)

Donde qd es un vector constante. Considerando la posición deseada qd como cons-

tante, la ecuación de malla cerrada puede entonces escribirse en términos del vector de

estado

[
q̃T

·
q̃
T
]T

como:

d

dt

 q̃

q̇

 =

 −q̇

M(qd − q̃)−1[Kpq̃ −Kv q̇ − C(qd − q̃, q̇)q̇]

 (4.10)

Para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio

[
q̃T

·
q̃
T
]T

= 0 se empleó el

método directo de Lyapunov [31]. La función candidata de Lyapunov es:

V (q̃, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ +

1

2
q̃TKpq̃ (4.11)
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Calculando su derivada con respecto al tiempo, se obtiene:

V̇ (q̃, q̇) = q̇TM(q)q̈ +
1

2
q̇TṀ(q)q̇ + q̃TKp

·
q̃ (4.12)

Se sustituye M(q)q̈ de la ecuación (4.10), para obtener:

V̇ (q̃, q̇) = q̇TKpq̃ + q̇TKd

·
q̃

+q̇T [−C(q, q̇) + 1
2
Ṁ(q)]q̇ + q̃TKp

·
q̃

(4.13)

Una de las propiedades de la matriz centŕıfuga y de coriolis establece que dicha

matriz C(q, q̇) se relaciona con la matriz de inercia M(q) mediante la propiedad anti-

simétrica:

xT [1
2
Ṁ(q)− C(q, q̇)]x = 0 ∀ q, q̇, x ∈ <n

Aplicando la propiedad anterior y debido a que
·
q̃ = −q̇ ya que qd es un vector

constante, la derivada de la función candidata de Lyapunov finalmente resulta como:

V̇ (q̃, q̇) = −q̇TKdq̇ (4.14)

La función V (q̃, q̇) es entonces una función de Lyapunov ya que V̇ (q̃, q̇) ≤ 0, por

lo tanto el origen es estable y las soluciones q̃ y q̇ están acotadas. Más aun, existe un

conjunto Ω dado por:

Ω =


 q̃

q̇

 ∈ <n : V̇ (q̃, q̇) = 0

 (4.15)

Obsérvese que V̇ (q̃, q̇) = 0 si y sólo si q̇ = 0. Si definimos x =

 q̃

q̇

, para que una

solución x(t) pertenezca a Ω para todo t ≥ 0, es necesario y suficiente que q̇(t) = 0 para
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todo t ≥ 0 y esto satisface que q̈(t) = 0 para todo t ≥ 0. Con todo esto de la ecuación

de lazo cerrado (4.10) se concluye que si x(t) ∈ Ω para todo t ≥ 0 entonces:

M(qd − q̃(t))−1Kpq̃(t) = 0 (4.16)

Lo que significa que q̃(t) = 0 para todo t ≥ 0. Por lo tanto,

 q̃(0)

q̇(0)

 = 0 es la

única condición inicial en Ω para la cual x(t) ∈ Ω para todo t ≥ 0 y de acuerdo con

el teorema de LaSalle [31], esto basta para garantizar estabilidad asintótica global del

origen

[
q̃T

·
q̃
T
]T

= 0 y en consecuencia se verifica el objetivo de control. —
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CAPÍTULO 5

RESULTADOS

5.1 Control PD con compensación de la gravedad

5.1.1 Resultados numéricos

En esta sección se muestran los resultados numéricos obtenidos del ejercicio de levan-

tamiento o flexión de la región dorsal en un esfuerzo mutuo entre el cuerpo humano y

el exoesqueleto. Este prototipo experimental emplea un sensor LVDT para conocer la

trayectoria deseada, generada por el humano intuitivamente.

Para comprobar el desempeño de la técnica de control antes de implementarla en

el sistema robótico, se observó los resultados de la simulación de los movimientos de

las articulaciones que afectan directa o indirectamente al sistema, dentro de esta sim-

ulación se aplicaron trayectorias deseadas cosenoidales no solo para la articulación a

controlar (sacro), si no también para la cadera, aśı, el modelo de las dinámicas tendrá

más información para arrojar datos con mayor exactitud y utilidad aunque el modelo

obtenido sea de 4GDF, y debido a que solo se tiene puesto un solo enconder para la

articulación del sacro, la simulación se limita a que al menos las trayectorias para el

59
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tobillo (q1) y la rodilla (q2) sean cero, y las articulaciones de la cadera (q3) y del sacro

(q4) se tienen datos disponibles con el objetivo de acercarse a resultados reales.

En la experimentación, las trayectorias deseadas se generan intuitivamente y se

transmiten al control por medio del sensor de fuerza ubicado en la parte posterior de

la cabeza como señal de referencia.

 

Figura 5.1: Comparación entre posición angular deseada y posición angular de la articulación del

tobillo, rodilla, cadera y sacro en simulación.

La simulación permite ajustar las ganancias del control y nos de una aproximación

para ajustar el control en el prototipo experimental. Los resultados de la simulación se

pueden observar en la figura 5.1 para el tobillo, rodilla, cadera y sacro desde la parte

superior hacia la inferior respectivamente, donde se observa que la salida o posiciones

de las articulaciones siguen la trayectoria deseada en un tiempo de respuesta corto sin
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sobretiros considerables que afectaŕıan las articulaciones del humano, posiblemente las

gráficas del tobillo y la rodilla sean muy ruidosas al tratar de acercarse a su referencia

en cero y además esos sobretiros son pequeños, en realidad se aplicó un control PD con

el fin de complementar el hecho de que el cuerpo humano tiene intŕınsecamente control

en si mismo.

 

Figura 5.2: Efecto del par gravitacional en la posición de q4 para distintos valores de m4.

En las gráficas de la figura 5.2 se presenta la respuesta del control para la articulación

del sacro (q4) ante una exposición de diferentes masas en m4, por lo que el exoesqueleto

compensa la gravedad y refleja una disminución del esfuerzo humano en simulación. La

tabla (3.1) muestra los parámetros utilizados en la simulación del modelo dinámico del

exoesqueleto. Los parámetros se obtienen por medio de mediciones en el mecanismo y

datos antropométricos [14].

El diagrama 5.3 muestra la forma fue realizada la simulación, se generan trayectorias

deseadas para tener la información completa del vector de posiciones q, después estas

posiciones deseadas son comparadas respecto de las posiciones reales que el sistema de
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Modelo Dinámico 

4DOF 
Trayectorias 

deseadas 

Control 

PD 

𝒒 

𝒒  

𝝉𝟏 
𝝉𝟐 
𝝉𝟑 

Modelo  dinámico 

del musculo 

neumático 

Control 

PD+gravedad 

𝝉𝟒 

𝝉𝒆𝒙𝒐 

Figura 5.3: Diagrama a bloques del sistema con control PD+gravedad.

4 DOF va generando y aśı, realizar un control PD para simular el propio control que

ejerce el humano, pero para la articulación 4, τ4 es la referencia deseada a comparar

contra el torque producido por el modelo del musculo neumático (τexo) y el cual es

controlado por el control PD+gravedad.

 

  

Figura 5.4: Simulación del proceso del ejercicio del humano con el exoesqueleto.
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El ejercicio consta de cuatro fases, ver imagen 5.4:

1) En la primer fase del ejercicio, durante el intervalo de tiempo t = [0, 2] seg se

mantiene una posición fija sobre 0◦, es decir, los músculos neumáticos se mantienen

inflados casi con su máxima capacidad interna de presión de aire comprimido para

mantener una postura recta junto con la indicación intuitiva del humano, presionando

el sensor de fuerza ubicado en la cabeza.

2) En la segunda fase del ejercicio, en el intervalo de tiempo t = [2, 5] seg se observa

el inicio de la curva cosenoidal, la cual indica que los músculos neumáticos comienzan a

ceder fuerza para que el humano y el exoesqueleto inicien el descenso, aproximadamente

en el tiempo 5seg se llega a la máxima posición angular −70◦, debido al efecto intuitivo

del humano a través del sensor de fuerza indicando la referencia de movimiento hacia

abajo.

3) Para la tercera fase del ejercicio, en el espacio de tiempo t = [5, 8] seg, a partir del

segundo 5, inicia el ascenso tanto del humano como del exoesqueleto, debido a que el

sensor de fuerza indica a los músculos el comienzo de ganar fuerza, acumulando mayor

cantidad de presión interna provocando una posición angular hasta 0◦.

4) Para la cuarta y ultima fase del ejercicio, a partir del segundo 8 el sensor se

encuentra presionado hasta el final de su carrera, indicando al sistema y a los músculos

neumáticos mantener una posición en 0◦ y una presión aproximada de 3.4 bar respecti-

vamente, hasta que el usuario indique otro movimiento similar a este ejercicio se podrá

observar diferentes señales, el robot permite mantener una posición intermedia entre 0◦

y −70◦ debido a la misma intuición producida en el sensor de fuerza generado por el

humano.
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5.1.2 Resultados Experimentales

En este apartado se muestran los resultados experimentales obtenidos con el exoesqueleto

y consisten en ejercicios similares a las simulaciones. En las figuras (5.5), (5.6) y (5.7) se

muestra los datos experimentales obtenidos de la posición y su control en tiempo real,

la comparación entre la fuerza humana y el aumento por el par de músculos neumáticos,

y un zoom sobre la trayectoria ejercida por el humano, respectivamente. En la grafica

(5.5) se observa el comportamiento de la posición (q4), mientras que en la gráfica (5.6)

es apreciable la capacidad de fuerza que aumentan los actuadores neumáticos cuando la

fuerza intuitiva del individuo es detectada, ver el zoom de la imagen(5.7). La fuerza que

proporciona el humano es estimada por medio del sensor de fuerza, podemos analizar

el comportamiento del ejercicio experimental en 4 partes principales:

 

Figura 5.5: Control y seguimiento de la posición q4 con respecto de qd4.

1) En el primera etapa del experimento, durante el intervalo de tiempo t = [0, 4.75][s]

el usuario permanece en la posición de pie, totalmente recto y las articulaciones se

encuentran en q1 = 90◦, q2 = 0◦, q3 = 0◦ y q4 = 0◦. El modelado matemático de
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las dinámicas fue propuesto de tal forma que facilitara su desarrollo q4 = 0◦, para el

experimento se toma el marco de referencia sobre (q1) de la misma manera que en la

simulación, por lo que en la gráfica (5.5), q4 = 5◦ es la posición inicial. La fuerza del

humano y del actuador son similares cuando no hay movimiento, pero la diferencia

radica en que la fuerza del actuador en la grafica (5.6) indica que ya inicia con una

fuerza de al menos 10N y es debido a su naturaleza mecánica-neumática. En la gráfica

mencionada anteriormente se representa que, en el lapso de tiempo t = [0, 2.8][s] hay

una fuerza constante de al menos 10N y en el intervalo de tiempo t = [2.8, 3.4][s] se

aprecia el incremento de fuerza para establecer la posición inicial y mantenerla ah́ı, esto

es con el fin de iniciar correctamente el ejercicio.

2) En la segunda etapa del ejercicio, en el intervalo de tiempo t = [4.75, 5.8][s] de

la gráfica (5.5) se observa el momento de la flexión de la articulación del sacro para el

movimiento de la espalda, el cual tiene un rango de movimiento de 30◦, aproximada-

mente debe recorrer entre 0◦ < q4 < −30◦ y se mantiene aśı en un lapso corto de tiempo

cuando q4 = −30◦, de la misma gráfica. Mientras que la fuerza incrementa en el tiempo

t = 2.8s para mantener la postura recta del cuerpo y permanece aśı hasta que el sensor

detecta menor presión con el fin de decrementar la fuerza de los músculos y permitir el

ejercicio de flexión dorsal en el intervalo de tiempo t = [4.3, 5.8][s] de la gráfica (5.6).

3) Para la tercera etapa, en el intervalo de tiempo t = [5.8, 6.5][s] comienza el

ascenso del sistema robótico con el individuo desde −30◦ aproximadamente hasta llegar

a la posición inicial 5◦ aproximadamente. En la imagen (5.6) en el intervalo temporal t =

[5.9, 6.6][s] comienza el aumento de fuerza para el levantamiento y contrarrestar los pares

gravitacionales generados en el robot debidos por la masa adicional, la imagen (5.7) es

un acercamiento que muestra como la fuerza humana no pasa de los 6N pero es la señal

de referencia para el sistema. Esta amplificación de fuerza refleja una disminución del

esfuerzo f́ısico de las articulaciones del humano para mantener esta posición, además, es
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posible observar que las extremidades superiores se ven afectadas por el peso, es decir,

reciben gran parte del esfuerzo junto con el exoesqueleto.

4) En la cuarta etapa del ejercicio, durante el intervalo de tiempo t = [6.6, 7][s] se

logra establecer la posición inicial q4 = 5◦ y mantener ah́ı hasta que el humano indique

alguna señal intuitiva a través del sensor de fuerza. En las graficas (5.6, 5.7) en el

intervalo de tiempo t = [6, 7][s] se trata de restablecer la mayor cantidad de fuerza con

el objetivo de alcanzar y mantener la posición inicial q4 = 5◦.

 

Figura 5.6: La trayectoria roja muestra la fuerza humana y la verde es la fuerza proporcionada por el

par de musculos.
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Figura 5.7: Zoom sobre la trayaectoria de la fuerza humana tomada del sensor LVDT con resorte (5.6).
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES y TRABAJO

FUTURO

6.1 Conclusiones

Esta linea de investigación aun es muy joven en todos sus ámbitos de tecnoloǵıa, inno-

vación, aplicación y experimentación, pero siempre hay motivaciones particularmente

humanas con el fin de mejorar la calidad de vida sin arriesgar la integridad y el valor

de la misma. La investigación sobre prototipos de exoesqueletos es de gran apoyo para

un gran sector de la población nacional y hasta mundial que dependen y necesitan de

la movilidad y accesibilidad de estos, la flexibilidad debe acompañar de la mano a estos

robots de gran complejidad, es decir, cualquier individuo tenga la oportunidad de uti-

lizar este dispositivo sin importar sus dimensiones o capacidad económica. Existen una

gran gama de aplicaciones para este tipo de proyectos y se debe explotar al máximo,

tan solo en la ultima década ha habido un gran avance al rededor de todo el mundo,

pero aun siguen siendo inaccesibles por su alto costo.

La innovación en los proyectos de esta ı́ndole van encaminados hacia el uso de mate-

riales menos costosos, livianos pero resistentes y de grandes cualidades ergonómicas para

69
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mejorar la apariencia, comodidad y reciclaje de sus piezas. Profundizar y aplicar mas y

mejores algoritmos de control que permitan tener mejores resultados en programas del

tipo de rehabilitación, en el campo de la milicia, calidad de vida y situaciones de emer-

gencia (bomberos, rescate). El hecho más relevante es explotar todo el conocimiento

posible, con este rubro de investigación en el futuro de los exoesqueletos.

Este trabajo de tesis expande el campo de investigación de los exoesqueltos que

utilizan los actuadores del tipo PAM (Pneumatic Artificial Muscle), aunque el mod-

elo matematico que describe sus dinamicas abarca 4GDL y solo el ultimo eslabón es

controlado para la asistencia de la región dorsal del cuerpo humano, se puede emplear

en otros estudios que contemplen las articulaciones inferiores y aśı tener un prototipo

más completo. Se muestra un mecanismo sujeto a la parte trasera de la espalda cuya

finalidad es asistir al usuario de levantar su propio peso o uno ajeno a él, y consiste en

controlar la posición de la articulación provista de músculos neumáticos.

La aplicación de la tecnica de control del tipo Proporcional-Derivativo con com-

pensación de la gravedad es el primer paso en el proceso de tener un prototipo con

las mejores cualidades, por lo que el mecanismo responde de manera aceptable cuando

se controla la posición en la que se desea permanecer, se mantiene una velocidad con-

stante por el hecho de que es necesario aplicar otro tipo de valvula para regularla, por

el momento se instalo dos valvulas reguladoras de caudal tanto al inflar y desinflar los

PAM.

6.2 Trabajo futuro

El prototipo experimental que se presenta en este trabajo consiste en un exoesqueleto

para la asistencia y apoyo a la sección dorsal del cuerpo para personas con dificultad

motriz o simplemente con el fin de sustituir la fuerza a aplicar. Para realizar movimien-

tos mas finos del cuerpo humano como la bipedestación es necesario la aplicación de
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un exoesqueleto que contemple ambas extremidades inferiores y la sección del tronco

dorsal, la razón para esto es que las piernas roboticas ayuden a poner de forma vertical

las extremidades del individuo, pero si este no es capaz de acomodar su región media

por si mismo, el prototipo de esta sección tendŕıa la tarea para ayudarlo de la mejor

manera. Donde el exoesqueleto de extremidades inferiores combina la precisión y po-

tencia de un motor con tecnoloǵıa Harmonic Drive con la gran fuerza de jale que tienen

los músculos neumáticos. Este prototipo se encuentra en un status de construcción,

pruebas mecanicas y rediseño, ver figura(6.2 y 6.1).

Existe bastante trabajo por realizar con los prototipos, como mejorar la flexibilidad

para equiparlo en cualquier cuerpo humano. No se puede permitir que el robot tenga

errores, y adquirir las mejores señales de referencia lograra más y mejores resultados,

es la razón de implementar los sensores del tipo EMG (Electromiográficos), detectan

señales eléctricas provenientes de los músculos fibrosos que interactuan con impulsos

eléctricos y reacciones qúımicas propias del organismo, esto permitirá tener una mejor

referencia de los movimientos deseados del individuo. Además, siempre existirán modi-

ficaciones en todos los ámbitos de la ingenieŕıa aplicada en estos proyectos, el hecho de

que la espalda o región dorsal del cuerpo humano es un conjunto vertical bien organi-

zado para lograr movimientos complejos entre los sistemas oseo y muscular, es necesario

incrementar la complejidad de dichos proyectos para alcanzar o al menos aproximarse

a la realidad, es por eso que no se deshecha la posibilidad de aumentar la cantidad de

grados de liberta para el exoesqueleto de la regio dorsal y modificar la mecánica de sus

movimientos, aplicando la topoloǵıa de antagonismo de los músculos neumáticos.
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Figura 6.1: Diseño de Exoesqueleto hibrido con 6 DOF.



6.2. TRABAJO FUTURO 73

Figura 6.2: Construcción de Exoesqueleto hibrido con 6 DOF.
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ANEXOS A

Desarrollos

A.1 Desarrollo del acoplamiento de dinámicas

El modelo matemático que describe las dinamicas del exoesqueleto y el modelo del

actuador neumático esta dado como (3.1), este ultimo tomarlo de la forma (3.7) para

que en ultima instancia sea introducido como un torque (3.66) en el vector de torques

(3.65), como se ilustra en (3.66).

Aśı que, del desarrollo de (3.54), solo la ecuación (3.53) se ve como:

[m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈1

+ [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈2 + [m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4]

q̈3 + [m4l
2
c4

+ I4]q̈4 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1+

q̇2)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 sin(q4)

(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = τ4

75



76 ANEXOS A. DESARROLLOS

De forma que

τ4 = τexo + τh4

Donde τh4 es el torque generado por el la fuerza humana en dicha sección, por otra

parte τexo es:

τexo = τmuscle = Γmuscle ∗ δ

Pero, además Γmuscle es la fuerza proporcionada por el musculo con cierto angulo de

inclinación, considerado como componente de dicha fuerza.

lrΓmuscle sin(α) = lr(Fce(P )−B(P )ẏ −K(P )y) sin(α)

Los paramentros lr y α se encuentran registrados en la tabla(3.1), por lo tanto.

[m4l
2
c4

+m4l1lc4 cos(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈1

+ [m4l
2
c4

+m4l2lc4 cos (q3 + q4) +m4l3lc4 cos (q4) + I4]q̈2 + [m4l
2
c4

+m4l3lc4 cos (q4) + I4]

q̈3 + [m4l
2
c4

+ I4]q̈4 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1+

q̇2)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin (q4) q̇4(q̇1 + q̇2 + q̇3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

+m4l2lc4 sin (q3 + q4) (q̇1 + q̇2)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4l3lc4 sin(q4)

(q̇1 + q̇2 + q̇3)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) +m4glc4 cos(q1 + q2 + q3 + q4) = lr(Fce(P )−B(P )ẏ −K(P )

y) sin(α) ∗ δ + τh4
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A.2 Desarrollo de la Matriz de Coriolis y Fuerzas

Centrifugas

para C11(q, q̇) =


C111

C211

C311

C411



T

q̇

C111 =
1

2

[
∂M11(q)

∂q1

+
∂M11(q)

∂q1

− ∂M11(q)

∂q1

]
= 0

C211 =
1

2

[
∂M11

∂q2

+
∂M12

∂q1

− ∂M21

∂q1

]
=−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l2 sin(q2)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

C311 =
1

2

[
∂M11

∂q3

+
∂M13

∂q1

− ∂M31

∂q1

]
=−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C411 =
1

2

[
∂M11

∂q4

+
∂M14

∂q1

− ∂M41

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)
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C11(q, q̇) =



0

−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)−m3l1lc3 sin(q2 + q3)

−m4l1l2 sin(q2)−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)



T



q̇1

q̇2

q̇3

q̇4



C11(q, q̇) =−m2l1lc2 sin(q2)q̇2 −m3l1l2 sin(q2)q̇2 −m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇2

−m4l1l2 sin(q2)q̇2 −m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇2 −m4l1lc4 sin(q2 + q3

+ q4)q̇2 −m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇3 −m3l2lc3 sin(q3)q̇3 −m4l1l3 sin

(q2 + q3)q̇3 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇3 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4

l2lc4 sin(q3 + q4)q̇3 −m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇4 −m4l2lc4 sin(q3

+ q4)q̇4 −m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.1)

para C12(q, q̇) =


C121

C221

C321

C421



T

q̇
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C121 =
1

2

[
∂M12

∂q1

+
∂M11

∂q2

− ∂M12

∂q1

]
=−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l2 sin(q2)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

C221 =
1

2

[
∂M12

∂q2

+
∂M12

∂q2

− ∂M22

∂q1

]
=−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l2 sin(q2)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

C321 =
1

2

[
∂M12

∂q3

+
∂M13

∂q2

− ∂M32

∂q1

]
=−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C421 =
1

2

[
∂M12

∂q4

+
∂M14

∂q2

− ∂M42

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)
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C12(q, q̇) =



−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l2 sin(q2)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m2l1lc2 sin(q2)−m3l1l2 sin(q2)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l2 sin(q2)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)



T


q̇1

q̇2

q̇3

q̇4



C12(q, q̇) =−m2l1lc2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m3l1l2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m3l1lc3 sin(q2

+ q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1l2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)−m4l1l3 sin(q2 + q3)(q̇1

+ q̇2 + q̇3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m3l2lc3

sin(q3)q̇3 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4

sin(q4)q̇4

(A.2)

para C13(q, q̇) =


C131

C231

C331

C431



T

q̇
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C131 =
1

2

[
∂M13

∂q1

+
∂M11

∂q3

− ∂M13

∂q1

]
=−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)−m4l1

l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C231 =
1

2

[
∂M13

∂q2

+
∂M12

∂q3

− ∂M23

∂q1

]
=−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m4l1l3 sin(q2 + q3)

−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C331 =
1

2

[
∂M13

∂q3

+
∂M13

∂q3

− ∂M33

∂q1

]
=−m3l1lc3 sin(q2 + q3)−m3l2lc3 sin(q3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

−m4l2l3 sin(q3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C431 =
1

2

[
∂M13

∂q4

+
∂M14

∂q3

− ∂M43

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)

C13(q, q̇) =−m3l1lc3 sin(q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l1l3 sin(q2 + q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1

+ q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.3)

para C14(q, q̇) =


C141

C241

C341

C441



T

q̇
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C141 =
1

2

[
∂M14

∂q1

+
∂M11

∂q1

− ∂M14

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)

C241 =
1

2

[
∂M14

∂q2

+
∂M12

∂q4

− ∂M24

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)

C341 =
1

2

[
∂M14

∂q3

+
∂M13

∂q4

− ∂M34

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)

C441 =
1

2

[
∂M14

∂q4

+
∂M14

∂q4

− ∂M44

∂q1

]
=−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

−m4l3lc4 sin(q4)

C14(q, q̇) =−m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1

+ q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(A.4)

para C21(q, q̇) =


C112

C212

C312

C412



T

q̇

C112 =
1

2

[
∂M21

∂q1

+
∂M21

∂q1

− ∂M11

∂q2

]
=m2l1lc2 sin(q2) +m3l1l2 sin(q2) +m3l1lc2 sin(q2 + q3)

+m4l1l2 sin(q2) +m4l1l3 sin(q2 + q3)

+m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)
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C212 =
1

2

[
∂M21

∂q2

+
∂M22

∂q1

− ∂M21

∂q2

]
= 0

C312 =
1

2

[
∂M21

∂q3

+
∂M23

∂q1

− ∂M31

∂q2

]
=−m3l2lc3 sin(q3)−m4l2l3 sin(q3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C412 =
1

2

[
∂M21

∂q4

+
∂M24

∂q1

− ∂M41

∂q2

]
=−m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C21(q, q̇) =m2l1lc2 sin(q2)q̇1 +m3l1l2 sin(q2)q̇1 +m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇1

−m3l2lc3 sin(q3)q̇3 +m4l1l2 sin(q2)q̇1 +m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇1

+m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 −m4l2l3 sin(q3)q̇3

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.5)

para C22(q, q̇) =


C122

C222

C322

C422



T

q̇

C122 =
1

2

[
∂M22

∂q1

+
∂M21

∂q2

− ∂M12

∂q2

]
= 0

C222 =
1

2

[
∂M22

∂q2

+
∂M22

∂q2

− ∂M22

∂q2

]
= 0

C322 =
1

2

[
∂M22

∂q3

+
∂M23

∂q2

− ∂M32

∂q2

]
=−m3l2lc3 sin(q3)−m4l2l3 sin(q3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)
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C422 =
1

2

[
∂M22

∂q4

+
∂M24

∂q2

− ∂M42

∂q2

]
= −m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C22(q, q̇) =−m3l2lc3 sin(q3)q̇3 −m4l2l3 sin(q3)q̇3 −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇3 + q̇4)

−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.6)

para C23(q, q̇) =


C132

C232

C332

C432



T

q̇

C132 =
1

2

[
∂M23

∂q1

+
∂M21

∂q3

− ∂M13

∂q2

]
=−m3l2lc3 sin(q3)−m4l2l3 sin(q3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C232 =
1

2

[
∂M23

∂q2

+
∂M22

∂q3

− ∂M23

∂q2

]
=−m3l2lc3 sin(q3)−m4l2l3 sin(q3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C332 =
1

2

[
∂M23

∂q3

+
∂M23

∂q3

− ∂M33

∂q2

]
=−m3l2lc3 sin(q3)−m4l2l3 sin(q3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C432 =
1

2

[
∂M23

∂q4

+
∂M24

∂q3

− ∂M43

∂q2

]
=−m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C23(q, q̇) =−m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)−m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

−m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.7)
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para C24(q, q̇) =


C142

C242

C342

C442



T

q̇

C142 =
1

2

[
∂M24

∂q1

+
∂M21

∂q4

− ∂M14

∂q2

]
= −m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C242 =
1

2

[
∂M24

∂q2

+
∂M22

∂q4

− ∂M24

∂q2

]
= −m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C342 =
1

2

[
∂M24

∂q3

+
∂M23

∂q4

− ∂M34

∂q2

]
= −m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C442 =
1

2

[
∂M24

∂q4

+
∂M24

∂q4

− ∂M44

∂q2

]
= −m4l2lc4 sin(q3 + q4)−m4l3lc4 sin(q4)

C24(q, q̇) = −m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)−m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4)

(A.8)

para C31(q, q̇) =


C113

C213

C313

C413



T

q̇

C113 =
1

2

[
∂M31

∂q1

+
∂M31

∂q1

− ∂M11

∂q3

]
=m3l1lc3 sin(q2 + q3) +m3l2lc3 sin(q3)

+m4l1l3 sin(q2 + q3) +m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)

+m4l2l3 sin(q3) +m4l2lc4 sin(q3 + q4)
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C213 =
1

2

[
∂M31

∂q2

+
∂M32

∂q1

− ∂M21

∂q3

]
=m3l2lc3 sin(q3) +m4l2l3 sin(q3)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C313 =
1

2

[
∂M31

∂q3

+
∂M33

∂q1

− ∂M31

∂q3

]
= 0

C413 =
1

2

[
∂M31

∂q4

+
∂M34

∂q1

− ∂M41

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C31(q, q̇) =m3l1lc3 sin(q2 + q3)q̇1 +m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2) +m4l1l3 sin(q2 + q3)q̇1

+m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)

−m4l3lc4 sin(q4)q̇4 +m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2)

(A.9)

para C32(q, q̇) =


C123

C223

C323

C423



T

q̇

C123 =
1

2

[
∂M32

∂q1

+
∂M31

∂q2

− ∂M12

∂q3

]
=m3l2lc3 sin(q3) +m4l2l3 sin(q3)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)

C223 =
1

2

[
∂M32

∂q2

+
∂M32

∂q2

− ∂M22

∂q3

]
=m3l2lc3 sin(q3) +m4l2l3 sin(q3)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)
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C323 =
1

2

[
∂M32

∂q3

+
∂M33

∂q2

− ∂M32

∂q3

]
= 0

C323 =
1

2

[
∂M32

∂q4

+
∂M34

∂q2

− ∂M42

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C32(q, q̇) =m3l2lc3 sin(q3)(q̇1 + q̇2) +m4l2l3 sin(q3)(q̇1 + q̇2)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)−m4l3lc4 sin(q4)q̇4

(A.10)

para C33(q, q̇) =


C133

C233

C333

C433



T

q̇

C133 =
1

2

[
∂M33

∂q1

+
∂M31

∂q3

− ∂M13

∂q3

]
= 0

C233 =
1

2

[
∂M33

∂q2

+
∂M32

∂q3

− ∂M23

∂q3

]
= 0

C333 =
1

2

[
∂M33

∂q3

+
∂M33

∂q3

− ∂M33

∂q3

]
= 0

C433 =
1

2

[
∂M33

∂q4

+
∂M34

∂q3

− ∂M43

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C33(q, q̇) = −m4l3lc4 sin(q4)q̇4 (A.11)
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para C34(q, q̇) =


C143

C243

C343

C443



T

q̇

C143 =
1

2

[
∂M34

∂q1

+
∂M31

∂q4

− ∂M14

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C243 =
1

2

[
∂M34

∂q2

+
∂M32

∂q4

− ∂M24

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C343 =
1

2

[
∂M34

∂q3

+
∂M33

∂q4

− ∂M34

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C143 =
1

2

[
∂M34

∂q4

+
∂M34

∂q4

− ∂M44

∂q3

]
= −m4l3lc4 sin(q4)

C34(q, q̇) = −m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3 + q̇4) (A.12)

para C41(q, q̇) =


C114

C214

C314

C414



T

q̇

C114 =
1

2

[
∂M41

∂q1

+
∂M41

∂q1

− ∂M11

∂q4

]
=m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4) +m4l2lc4 sin(q3 + q4)

+m4l3lc4 sin(q4)
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C214 =
1

2

[
∂M41

∂q2

+
∂M42

∂q1

− ∂M21

∂q4

]
= m4l2lc4 sin(q3 + q4) +m4l3lc4 sin(q4)

C314 =
1

2

[
∂M41

∂q3

+
∂M43

∂q1

− ∂M31

∂q4

]
= m4l3lc4 sin(q4)

C414 =
1

2

[
∂M41

∂q4

+
∂M44

∂q1

− ∂M41

∂q4

]
= 0

C41(q, q̇) =m4l1lc4 sin(q2 + q3 + q4)q̇1 +m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

+m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2)
(A.13)

para C42(q, q̇) =


C124

C224

C324

C424



T

q̇

C124 =
1

2

[
∂M42

∂q1

+
∂M41

∂q2

− ∂M12

∂q4

]
= m4l2lc4 sin(q3 + q4) +m4l3lc4 sin(q4)

C224 =
1

2

[
∂M42

∂q2

+
∂M42

∂q2

− ∂M22

∂q4

]
= m4l2lc4 sin(q3 + q4) +m4l3lc4 sin(q4)

C324 =
1

2

[
∂M42

∂q3

+
∂M43

∂q2

− ∂M32

∂q4

]
= m4l3lc4 sin(q4)

C324 =
1

2

[
∂M42

∂q4

+
∂M44

∂q2

− ∂M42

∂q4

]
= 0
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C42(q, q̇) = m4l2lc4 sin(q3 + q4)(q̇1 + q̇2) +m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3) (A.14)

para C43(q, q̇) =


C134

C234

C334

C434



T

q̇

C134 =
1

2

[
∂M43

∂q1

+
∂M41

∂q3

− ∂M13

∂q4

]
= m4l3lc4 sin(q4)

C234 =
1

2

[
∂M43

∂q2

+
∂M42

∂q3

− ∂M23

∂q4

]
= m4l3lc4 sin(q4)

C334 =
1

2

[
∂M43

∂q3

+
∂M43

∂q3

− ∂M33

∂q4

]
= m4l3lc4 sin(q4)

C434 =
1

2

[
∂M43

∂q4

+
∂M44

∂q3

− ∂M43

∂q4

]
= 0

C43(q, q̇) = m4l3lc4 sin(q4)(q̇1 + q̇2 + q̇3) (A.15)

para C44(q, q̇) =


C144

C244

C344

C444



T

q̇
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C144 =
1

2

[
∂M44

∂q1

+
∂M41

∂q4

− ∂M14

∂q4

]
= 0

C244 =
1

2

[
∂M44

∂q2

+
∂M42

∂q4

− ∂M24

∂q4

]
= 0

C344 =
1

2

[
∂M44

∂q3

+
∂M43

∂q4

− ∂M34

∂q4

]
= 0

C444 =
1

2

[
∂M44

∂q4

+
∂M44

∂q4

− ∂M44

∂q4

]
= 0

C44(q, q̇) = 0 (A.16)

A.3 Ley de Hooke para el sensor LVDT con resorte

En este apartado se muestra el método para obtener la fuerza con la que individuo

desea desplazar al mecanismo y aumentar la fuerza a través de este. El sensor aplicado

se muestra en la figura (A.1)

La ley de hooke para los resorte esta definida como:

F = −Ks(xf − xi) (A.17)

Donde:

F es la fuerza del resorte.

Ks es el coeficiente del resorte.
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Figura A.1: Sensor de desplazamiento con resorte.

xf es la elongación o desplazamiento después de aplicar una fuerza o un peso.

xi es la posición inicial del resorte sin aun sufrir cambios f́ısicos.

Tomando las mediciones necesarias para xf = 19.50mm y xi = 5.5mm

⇒ F = −Ks(19.50− 5.5)

−F = Ks(0.014)

Suponiendo que la fuerza −F puede ser calcula como m ∗ g, entonces:

mg = −F

(0.589Kg)(9.81m/s2) = 5.7780
kg ·m
s2

Por lo que la constante del resorte es:
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5.7780
kg ·m
s2

= Ks(0.014)

Ks =
5.7780N

0.014m

= 412.7142
N

m

El termino Ks se puede consultar en la tabla (3.1) y la fuerza con dicha constante

es efectivamente F .

A.4 Calculo de Polinomios para el Modelo del PAM

De la reproducción de los experimentos con los músculos neumáticos en [4], se obtu-

vieron las tablas siguientes de datos (A.1, A.2, A.3) con sus gráficas respectivas, para

poder realizar la caracterización para cada elemento que describe el comportamiento

mecánico-neumático (3.2) que provee dicho actuador.

Figura A.2: Gráfica del polinomio para el elemento de resorte.
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Tabla A.1: Caracterización del Resorte del PAM

(F = −Kx⇒ K = −F/x)

Presión Carga Diferencia de Constante

(Bar/KPa) (N ó Kg ∗m/s2) Elongación de resorte

(mm) (K)

103.5 Kpa (1 bar) → 33.354 285− 220 = 65 0.5131

150 Kpa (1.5 bar) → 33.354 285− 217.5 = 67.5 0.4941

200 Kpa (2 bar) → 33.354 285− 215 = 70 0.4764

300 Kpa (3 bar) → 33.354 285− 210 = 75 0.4447

103.5 Kpa (1 bar) → 50 285− 224.5 = 60.5 0.8264

150 Kpa (1.5 bar) → 50 285− 217.5 = 67.5 0.7407

200 Kpa (2 bar) → 50 285− 215 = 70 0.7142

300 Kpa (3 bar) → 50 285− 213 = 72 0.6944

103.5 Kpa (1 bar) → 86 290− 240 = 50 1.72

150 Kpa (1.5 bar) → 86 290− 230 = 60 1.43

200 Kpa (2 bar) → 86 290− 225 = 65 1.32

300 Kpa (3 bar) → 86 290− 220 = 70 1.23

Polinomio K(P ) = 1.086− 0.00107P
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Para el caso del elemento de amortiguamiento se tiene dos situaciones por el efecto

de histeresis, cuando el musculo se expande y se contrae.

Tabla A.2: Caracterización del Amortiguador del PAM en Contracción

Presión Coeficiente de Amortiguamiento

103.5 Kpa (1 bar) → 1.25

103.5 Kpa (1 bar) → 2.45

103.5 Kpa (1 bar) → 2.75

150 Kpa (1.5 bar) → 3.1

150 Kpa (1.5 bar) → 3.25

150 Kpa (1.5 bar) → 4.25

200 Kpa (2 bar) → 3.6

200 Kpa (2 bar) → 4

200 Kpa (2 bar) → 4.25

300 Kpa (3 bar) → 3.8

300 Kpa (3 bar) → 4.25

300 Kpa (3 bar) → 5.3

Polinomio B(P ) = 1.7156 + 0.009826P

Figura A.3: Gráfica del polinomio para el elemento de amortiguamiento en acción de contracción.

Para cuando el Musculo se despresuriza se obtuvieron los siguientes datos.
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Tabla A.3: Caracterización del Amortiguador del PAM en Relajación

Presión Coeficiente de Amortiguamiento

103.5 Kpa (1 bar) → 0.7

150 Kpa (1.5 bar) → 0.4

200 Kpa (2 bar) → 0.25

300 Kpa (3 bar) → 0.1

Polinomio B(P ) = 0.8999− 0.002853P

Figura A.4: Gráfica del polinomio para el elemento de amortiguamiento en acción de relajación.

Por ultimo, el elemento contráctil se tomo de la forma como se muestra en [4].
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