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RESUMEN

Un robot aéreo tipo avión como UAV (Unmanned Aerial Vehicle) tiene la capacidad de

recorrer a gran velocidad y por encima de una supercie una ruta, puede determinarse una

altitud y velocidad deseada, se puede manipular los desplazamientos sobre sus ejes (x, y, z)

en sus ángulos de Euler (ψ, θ, φ), es óptimo para cubrir extensas zonas en un tiempo corto

haciendo uso de los algoritmos de seguimiento de trayectorias.

El seguimiento de trayectorias en los UAV es de gran importancia para las misiones en

diversas áreas. Para el seguimiento de estas rutas predefinidas, consiste en crear puntos

de ı́nteres o waypoints donde el robot aéreo los sigue a lo largo de una superficie deseada

como lo puede ser un ŕıo, de esta forma permite llegar a un destino a través de este camino.

La misión de navegación consiste en preparar previamente una ruta desde un mapa auxi-

liándose en datos del GPS hacia el UAV, por este método el aeronave podrá ser comandado

autónomamente hasta llegar a un destino. La ruta de seguimiento cambia todo el tiempo

en la misión, de tal forma que necesitará puntos dinámicos para definir su orientación, el

cambio inoportuno es en muchos casos acfectado por cambios ambientales o por la dinámica

del movimiento del mismo sistema, como lo es la inestabilidad tridimensional o las diferencias

de velocidades y aceleraciones.

En la Figura 1 se muestra la trayectoŕıa de un avión, la ĺınea punteada con un color mas

intenso será el recorrido de la altura del móvil y la ĺınea punteada con menos intensidad es

la ruta vista desde los ejes (x, y) del plano de la Tierra.

Sensor

x y

z

Figura 1: Seguimiento de trayectoŕıa
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ABSTRACT

A flying robot like UAV(Unmanned Aerial Vehicle) airplane has the capacity for to travel

in hard velocity on a path surface, it can be program desired altitude and velocity, it can to

controlling moves itself on its axis (x, y, z) itself on its Euler’s angles (ψ, θ, φ), this is optimum

for to save great places and fields in short time to make use of trajectory tracking algorithm.

Trajectory tracking for UAV is very important for the missions in very areas. From tra-

jectory with defined path consist in create way-points which the fly robot follow along one

desired surface like this a river, from this it can come to destiny through this way. Naviga-

tion’s mission consist in prepare previously one track from a map to auxiliary in GPS’s data

toward the UAV, for this method the fly robot can be autonomous command at come it to

destiny. Trajectory tracking change every time in the mission, which is necessary that this

has dynamic points for to define his orientation, the importunity changes is in very cases

affected for weather changes or for the moving dynamics for itself system like is the tridi-

mensional inestability or the velocities and acelerations differences.

In Figure 2 shown it the airplane trajectory, the dashed line with a very strong color is

the vehicle’s altitude path and the other one is the trajectory in the axes (x, y) of Earth’s

reference.

Sensor

x y

z

Figura 2: Trajectory tracking
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PROBLEMÁTICA

El escenario está basado en el monitoreo de un ŕıo, que consiste en una red de sensores

distribuidos en la superficie del agua y un robot aéreo (avión) que se desplazará por encima

del ŕıo, para la recolección de datos como: el nivel del agua, flujo, presión y fuerza, también la

presencia de sedimientos y grandes obstáculos (proyecto IMATISSE, aceptado por la región

de Picard́ıa, Francia).

La principal tarea del robot aéreo será recibir esta información desde los sensores a lo largo

de la trayectoria del ŕıo. Dos modalidades de la recolección de datos podŕıa ser considerada

en este escenario:

• El robot aéreo deberá cubrir el ŕıo en un tiempo corto. La definición de la trayectoria

podŕıa tomarse en consideración del lugar de la red de sensores a lo largo del ŕıo.

• El robot aéreo debe ir y recoger la información de un punto de ı́nteres donde se en-

cuentran los sensores hacia el UAV por encima de la superficie del agua, el aeroplano

realizará una ruta circular (loiter) para la obtención de información en un sensor en es-

pećıfico descendiendo la altura y ascendiendo y continuar su ruta cuando la recolección

este completada.
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OBJETIVOS

Se tienen los objetivos que abarcan problemas de nevegación y comunicación. Básicamente

se requiere que el robot aéreo (avión) nevegue de forma autónoma y que siga una trayectoria

predefinida que dependerá de la misión. De esta forma se pretende:

• En la parte de comunicación:

– Encontrar la opción eficiente para unir la comunicación entre el sensor y el avión.

– Definir el protocolo de comunicación para la comunicación en tiempo real y la red

de programación para los datos recabados.

– Definir las restricciones de comunicación como entrada en la parte de control.

• En la parte de navegación:

– Diseñar un control para el seguimineto de las trayectorias.

– Diseñar un control de altura y que a su vez vaŕıe al alcanzar el punto de ı́nteres

(waypoint).

– Diseñar un control de velocidad para que el avión tenga una velocidad deseada y

constante.
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JUSTIFICACIÓN

La investigación sobre el seguimiento de trayectorias en la navegación de UAV tiene di-

versos algoritmos de implementación, uno de los cuales es el ”Algoritmo Chasing-Carrot”,

este algoritmo tiene como tarea principal llevar al veh́ıculo a una trayectoria deseada, dentro

de esta ruta se han propuesto puntos de ı́nteres llamados waypoints. El robot aéreo tendrá

una altura deseada segura, capaz de recibir datos de información emtidos por un sensor que

se encontrará en el centro del waypoint a lo largo de la superficie de un ŕıo.

Un control de altura mantendrá una elevación en el dispositivo. Alta cuando este lejos de

su punto waypoint, el cual beneficiará al aeroplano en maniobra. Baja cuando el avión se a-

cerque en al menos 10 m del próximo waypoint. Un control tipo sliding mode y backstepping

son adecuados para el control en la dinámica del UAV, ya que, su respuesta es mas suave en

los actuadores en comparación a un control PD.

Una velocidad constante y una altura predeterminada constante, obtendrá un modelo

dinámico más simple, gracias a que el ángulo de ataque es invariante por estas condiciones,

de esta forma el centro de gravedad y el centro aerodinámico del móvil no se desplazarán ya

que el vuelo se mantendrá en una zona de equilibrio y el aeroplano se mantendrá estable con

sus aceleraciones y velocidaddes iguales a cero [p q r]T = 0, [ṗ q̇ ṙ]T = 0.

Teniendo en conjunto todas las descripciones antes mencionadas, el dispositivo de op-

eración que realizará toda esta tarea será la computadora embebida Pixhawk. Esta com-

putadora posee los sensores suficientes y el lenguaje práctico para su manipulación (C/C++)

para ejecutar todos los algoritmos descritos en este texto. De esta forma el UAV podrá

recolectar la información de los sensores distribuidos en un ŕıo y entregarlas a una estación

base con waypoints previamente programados y asignados.
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3.13 Gráfica del cm contra α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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6.1 Gráfica del cL contra cD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.2 Simulación de la dinámica usando un PD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.3 Simulación de la dinámica usando Backstepping y Sliding Mode . . . . . . 88



xviii ÍNDICE DE FIGURAS

6.4 Chasing-Carrot k = 0.3, δ = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.5 Chasing-Carrot loiter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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CAPÍTULO 1

Organización del documento

En este caṕıtulo se expone el reparto de todo el documento, se hace conocimiento de las inves-

tigaciones previas para los algoritmos y técnicas de control para el seguimiento y planeación

de trayectorias en veh́ıculos no tripulados.

En el Caṕıtulo 2 de este texto, se describe la dinámica del vuelo del avión, las ecuaciones

de movimiento y las fuerzas f́ısicas que influyen en el veh́ıculo en vuelo estable, nos muestra

también la obtención de los momentos angulares y las matrices de transformación para la

obtención del modelo dinámico utilizando las leyes de Newton-Euler.

Posteriormente teniendo el conocimiento previo de la dinámica de vuelo y el modelo

matemático del avión, en el Caṕıtulo 3 se explican las mediciones del prototipo experimental

modelo ”GL-Speedy Fiber Glass Glider”, se explican las leyes de control, los parámetros

intŕınsecos del sistema y la explicación del empuje thrust y el viraje del veh́ıculo.

En el Caṕıtulo 4 se tratan las leyes de control, sus técnicas de manipulación para cada

movimento en los subsistemas longitudinal y lateral, se hace uso de simulaciones en Matlab

de los controles proupuestos y se describe el algoritmo ”Carrot-Chasing” en los modos de

ruta lineal y loiter.

El Caṕıtulo 5 se exponen los resultados obtenidos con la implementación de los contro-

ladores propuestos en las dinámicas de los modelos longitudinal y transversal, describe el

control en roll, el control de altura, el control de velocidad y los algoritmos de seguimiento

1
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de trayectoria con los sensores uitlizados.

El Caṕıtulo 6 son las conclusiones, se propone el trabajo a futuro y temas posibles de

investigación para veh́ıculos aéreos como los del tipo avión y su robustez contra el viento.

Finalmente se tiene una parte de anexos donde se puede consultar los códigos y consi-

deraciones f́ısicas para el modelado, aśı como la explicación de algunas leyes de control.

1.1 Estado del arte

Numerosas aplicaciones se han implementado para el seguimiento de trayectorias en veh́ıculos

aéreos, terrestres y maŕıtimos. El problema de movimiento en los veh́ıculos autónomos son

clasificados por tres categoŕıas básicas:

• Point stabilization: El veh́ıculo es estabilizado a un punto deseado desde una confi-

guración inicial usando el teorema de Brocket [10].

• Trajectory tracking: El veh́ıculo cubre una trayectoria en un tiempo en espećıfico.

• Path following: El veh́ıculo converge a una trayectoria sin especificar un tiempo

definido.

En la investigación para veh́ıculos no tripulados se han propuesto estrategias en la nave-

gación local para móviles terrestres, se han elaborado rutas de referencia con obstáculos a lo

largo de su trayectoria aplicando los controladores tradicionales de cross-track para obtener

los resultados más cercanos a la ruta programada. Se aplica un modelo predictivo eficiente

basado en la trayectoria planeada y considerando previamente la información geométrica

de su modelo dinámico, del cual se puede obtener un seguimiento libre de colisiones (ver

Figura 1.1) [17].

Usando cuatro dimensiones en la representación del espacio de estado, posición (x, y), el

ángulo inicial θ y curvatura k. En la dirección longitudinal como se observa en la Figura 1.1

garantiza la mı́nima distancia del choque. Para obtener libres colisiones y una trayectoria

suave se necesita un muestreo en alta resolución del espacio de estado.
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Figura 1.1: Segumiento de trayectorias de un veh́ıculo terrestre

Como se observa en la Figura 1.1 los estados terminales XF (xf , yf , θf , kf ) son uniforme-

mente muestreados en ambas direcciones, lateral y longitudinal a lo largo de la ruta de

referencia. Al ser alineada con la ruta de referencia, el estado muestreado direccionado lle-

gará a ser el mismo con el correspondiente al punto más cercano en la ruta. Los estados

siguientes son transformados a ser (0, 0, 0, k0) en rotación y traslación, repitiendo estas a-

cciones de forma ćıclica hasta alcanzar el punto final deseado.

Para veh́ıculos submarinos no tripulados (AUV) se han propuesto algoritmos de control

insipirados en las ideas del trabajo de Hindman [18] y Encarnacao [19], la proyección de

resultados se encuentra en una estabilidad local usando el método directo de Lyapunov.

Para el seguimiento de trayectorias el veh́ıculo se necesita converger y seguir una trayectoria

geométrica deseada con y sin consideración de un tiempo espećıfico, Trajectory tracking

y Path following respextivamente. El objetivo del control puede ser considerado como

simplemente el seguimiento de trayectoria (ver Figura 1.2)[20].

En la Figura 1.2 se muestran las coordenandas del AUV p = (x, y, ψB)T en el marco

inercial I. Sea u y v como las velocidades longitudinales y transversales respectivamente,

siendo r como la velocidad angular.

Como se observa en la Figura 1.2, el AUV requiere seguir una trayectoria de referencia

Γ(τd(t)) de los parámetros τd(t). La trayectoria de referencia puede ser considerada como un

objetivo de seguimiento de trayectorias (TT Targets) moviéndose a lo largo de la trayectoria

con velocidad deseada τ̇d y un objetivo de seguimiento de ruta (PT Target) moviéndose a

lo largo de la ruta generando una ruta de referencia virtual Γ(τ(t)). El PT Target y el
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Figura 1.2: Segumiento de trayectorias de un submarino

TT Target serán los mismos (τ(tf ) = τd(tr))) en el instante tf . El control será combinar los

dos comportamientos de path following y trajectory tracking.

El bajo costo, en diseño y en electrónica para los UAV (Unmanned Aerial V ehicles

-Veh́ıculos Aéreos No Tripulados-) ha constituido necesariamente un incremento en la necesi-

dad de crear algoritmos computacionales para su modelado, simulación, verificación y en-

trenamiento, de tal forma que hoy en d́ıa, siguiendo las oportunidades de investigación,

el desarrollo y validación, a provocado una aplicación cada vez más eficiente en las herra-

mientas de programación para el diseño de los sistemas, incluyendo la inestabilidad, la no

linealidad y el modelo aerodinámico tridimensional. Una herramienta principal para un UAV

en seguimiento de trayectorias son los targets. La posición del target es considerada como el

centro de un ćırculo con un radio aleatorio igual a la distancia realtiva del UAV. La trayectoria

de vuelo deseada es generada por la circunferencia del ćırculo (ver Figura 1.3).

Figura 1.3: Segumiento de trayectorias usando targets
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Un UAV tipo avión tiene la capacidad de planear y tener un largo recorrido a un costo

energético bastante bajo en comparación con un UAV tipo helicóptero, por tal motivo que

se tiene una mejor elección para una misión y seguimiento de trayectorias. La limitante para

este tipo de veh́ıculos es que el aeroplano no puede mantenerse en un punto, que es el modo

hover, este modo consiste en mantener una posición y una altura constante. El avión debe

mantenerse en movimiento para que la fuerza de levantamiento lift influya y lo mantenga

en el aire [21].

Otro tema de investigación para el seguimiento de trayectorias requeridos en vuelo es

definido por una serie de puntos de interes o waypoints. Para el seguimiento de trayectorias

se usan los resultados de Dubins y Anderson [23] y un controlador implementado con un

regulador cuadrático lineal (LQR), un algoritmo de gúıa de waypoints fué propuesto por

Whang y Hwang [24], donde la aceleración requerida es minimizada para cambiar de un

waypoint a otro. Babaei y Mortazavi [25] propone un algoritmo para la planeación de

trayectoria rápida usando waypoints de medio curso basados en control óptimo y principios

geométricos (ver Figura 1.4)[26]. Un avión tiene la ventaja de poder volar a una velocidad

bastante rápida. Las investigaciones han propuesto aproximanciones para los modelos no

lineales de la dinámica aérea. Para tomar estas consideraciones se han propuesto modelos

longitudinales y laterales con diversas técnicas de control para estabilizar en vuelo estos

dispositivos.

Figura 1.4: Segumiento de trayectorias usando waypoints

La aviónica para los veh́ıculos aéreos consiste de una computadora embebida, sensores

de bajo costo, motores y controladores de velocidad, el algoritmo de control de vuelo esta

implementado por un sistema embebido. Las simulaciones y los resultados experimentales
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resultan efectivos para el desempeño y desarrollo durante el vuelo (ver Figura 1.5).

Figura 1.5: Diagrama de conexión de un UAV

Actualmente, el interés por los UAV ha ido creciendo. Existe un amplio número de apli-

caciones para los mini UAV, y ha sido un objeto de estudio mejorar su tiempo de autonomı́a

durante el cumplimiento de sus misiones. Estos veh́ıculos han revelado un gran impacto en

la investigación ya que ofrecen una amplia operación para diversas tareas como, búsqueda y

rescate, inspección de puentes y ŕıos, monitoreo de volcanes y seguridad [14].

La experimentación del control lineal para veh́ıculos de ala fija en relación con la leyes de

Newton, ha conllevado a diferentes modelos dinámicos con respecto al viento [27]:

Dinámica longitudinal

En la Figura 1.6 ilustra la dinámica longitudinal del avión, las siguientes ecuaciones

describen el modelo dinámico:

V̇ =
1

m
(−D + T cosα−mg sin γ)

γ̇ =
1

mV
(L+ T sinα−mg sin γ)

θ̇ = q

q̇ =
M

Iyy

ḣ = V sin θ
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Figura 1.6: Modelo longitudinal con respecto al vector del viento

Dinámica lateral

En la Figura 1.7 ilustra la dinámica lateral del avión, las siguientes ecuaciones describen

el modelo dinámico:

ψ̇ = r

ṙ =
N

Izz

V̇y =
Fy
m
− rVx

V̇x =
Fx
m

+ rVy

Figura 1.7: Modelo lateral con respecto al vector del viento
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CAPÍTULO 2

Modelo matemático del avión

Se estudiarán las fuerzas y momentos que actúan sobre el movimiento de un aeroplano. A

partir de estas fuerzas y momentos se llegará a varios sistemas de ecuaciones en el marco

inercial y en el marco del cuerpo, en cuerpo ŕıgido y en movimiento, se emplearán las leyes

de movimiento de Newton y las matrices de rotación de Euler.

2.1 Fuerzas de vuelo

Sobre un aeroplano en vuelo actúan una serie de fuerzas, favorables unas y desfavorables

otras, siendo una tarea primordial del control sobre ellas para mantener un vuelo seguro y

eficiente.

De todas las fuerzas que actúan sobre un aeroplano en vuelo, las básicas y principales,

porque afectan a todas las maniobras, son cuatro: sustentación (lift), peso, empuje (thrust)

y arrastre (drag). Estas cuatro fuerzas actúan en pares; la sustentación es opuesta al peso,

y el empuje al arrastre.

Un avión, como cualquier otro objeto, se mantiene estático en el suelo debido a la acción

de dos fuerzas: su peso debido a la gravedad, que lo mantiene en el suelo, y la inercia o

resistencia al avance, que lo mantiene parado. Para que este aeroplano vuele será necesario

contrarrestar el efecto de estas dos fuerzas negativas, peso y arrastre, mediante otras dos

fuerzas positivas de sentido contrario, sustentación y empuje res-pectivamente. Aśı, el em-

puje ha de superar la resistencia que opone el avión al avanzar, y la sustentación superar el

9
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peso del avión manteniéndolo en el aire [3].

Las mediciones y representaciones de las fuerzas aerodinámicas son las caracteŕısticas

principales para el análisis de la dinámica de vuelo. En la Figura 2.1 se puede observar las

diferentes secciones de los perfiles alares y las formas del ala, se observa también una recta

que clasifica, según su número de Mach, el tipo de avión y la nomenclatura de las variables

que se utilizan en la dinámica de vuelo [1].

Forma:
Secciones Alas

Velocidad: M
0 1 5

Subsónico Supersónico Hipersónico

Incomprensible Transónico

Movimiento:
Velocidad Constante

[u, v, w, p, q, r]= constante

Velocidad Variable

[u(t), v(t), w(t), p(t), q(t), r(t)]

Figura 2.1: Clasificación aerodinámica del ala

2.1.1 Concepto de estabilidad de vuelo

La estabilidad es la propiedad de un cuerpo de mantenerse en equilibrio o de volver a dicho

estado al haber sufrido una perturbación. Equilibrio es un estado en el que en un cuerpo,

tanto si se encuentra en reposo como en movimiento uniforme, tienen una fuerza resultante

igual a cero.

En el caso concreto de una aeronave normal, la estabilidad corresponde a la cualidad

inherente de la aeronave para corregir aquellas perturbaciones susceptibles de apartarla de

su posición de equilibrio y, de este modo, permitirle regresar o continuar en su trayectoria de

vuelo original.
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Por tanto, el estudio de la estabilidad es fundamental para conocer de que modo resulta

afectada la estabilidad cuando la aeronave es desplazada de su posición de equilibrio [2].

2.2 Notación y ejes

La Tierra es un marco fijo de referencia como espacio inercial. Se determina el marco a la

Tierra como FE(OE, xE, yE, zE). Su origen puede ser arbitrario según las circunstancias del

problema. Adicionalmente se asume que la gravedad es uniforme, y además que el centro de

masa y el centro de gravedad (CG) se encuentran en el mismo punto. La localización del

CG esta dada por las coordenadas cartesianas relativas a FE. Esta velocidad relativa a FE

es denotada V E y este es el término respecto al suelo.

Las fuerzas aerodinámicas no solo dependen de la velocidad relativa en FE de la cual

puede diferir respecto al suelo si es que hay viento. Si denotamos el vector relativo de la

velocidad del viento de FE por W, y que del CG relativo al aire por V entonces obtenemos:

V E = V +W (2.1)

Los componentes de W en el marco FE que es, realtivo a la Tierra, estan dados por:

WE =
[
Wx Wy Wz

]T
(2.2)

donde V representa la magnitud de la velocidad del aire. Lo ideal seŕıa obtener W = 0,

haciendo la velocidad del aire igual a la velocidad inercial.

Un segundo marco de referencia será necesitado en el desarrollo de la ecuaciones de

movimiento. Este marco es fijo al aeroplano y a sus movimientos, teniendo su origen C

desde el CG, se denota como FB y es comunmente llamado eje del cuerpo. Cxz es el plano

de simetŕıa del veh́ıculo. Los componentes de las fuerzas aerodinámicas y momentos que

actuan en el aeroplano, sus velocidades angulares y lineales relativas al aire son denotados

por śımbolos dados en la Figura 2.2,

VB =
[
u v w

]T
(2.3)

La orientación del avión esta definida por dos ángulos:
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x

X, u
L, p

y

Y, v
M, q

z
Z,w

N, r

Figura 2.2: Notación del eje del cuerpo

αx

CGu

w
x

z

V

Figura 2.3: Proyección de V en el plano

xz

β

y

x

Vv

Figura 2.4: Proyección de V en el plano

xy

Ángulo de ataque,

Ángulo de desplazamiento lateral,

αx = tan−1w
u

β = sin−1 ν
V

(2.4)

Con estas definiciones, el ángulo de desplazamiento lateral β no depende en la dirección

de CG en el plano de simetŕıa [1].
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2.3 Fuerzas longitudinales

La Figura 2.5 ilustra el modelo longitudinal del avión cuando las fuerzas aerodinámicas

influyen en vuelo estable sobre el aeroplano, es decir, la suma de sus momentos es nula

(M = 0). Existen dos parámetros principales dentro de este modelo que son las condiciones

para V y α. T se encuentra independiente de V , esto es, la constante de empuje (thrust), V

será el vector del viento, αT se define como el ángulo entre la fuerza de empuje (thrust) T y

el vector de viento V , γ se determina como el ángulo entre el eje de la Tierra y el vector del

viento V .

α

γαT

Ĺınea de
levantamiento = 0

D
CG

M = 0

L

W

V
T

Figura 2.5: Fuerzas aerodinámicas ejercidas en vuelo simétrico estable

En la Figura 2.5 se observan las fuerzas que se ejercen sobre el avión en vuelo, L es la

fuerza de levantamiento (lift), D es la representación de la fuerza de arrastre (drag), T es el

empuje (thrust) y W es el peso. Las fuerzas y los momentos pueden ser escritas de acuerdo

al modo de vuelo, ya sea en vuelo estable o vuelo hacia adelante como:
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D =
1

2
ρv2rScD L̄ =

1

2
ρv2rSbcl

Y =
1

2
ρv2rScY M̄ =

1

2
ρv2rSc̄cl

L =
1

2
ρv2rScL N̄ =

1

2
ρv2rSbcn

(2.5)

Donde S representa el área de la superficie alar, c̄ representa la cuerda y b representa

la longitud del fuselaje. cD, cY y cL son los coeficientes adimensionales aerodinámicos de

arrastre, fuerza lateral y levantamiento. cl, cm y cn son los coeficientes adimensionales de la

aerodinámica de los momentos de alaveo, cabeceo y guiñada.

2.4 Momento de cabeceo y levantamiento

Las fuerzas aerodinámicas en un ala pueden ser representadas como una acción de levan-

tamiento y arrastre desde el centro aerodinámico principal, en conjunto con el cabeceo inde-

pendiente del ángulo de ataque. El momento de cabeceo en la fuerza del sistema alrededor

del CG se puede observar en la Figura 2.6.

Centro aerodinámico
principalLw

Dw

Macw

Cuerda principal
aerodinámica c̄

Figura 2.6: Fuerzas aerodinámicas del ala
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2.5 Ecuaciones del cuerpo ŕıgido

Las ecuaciones del cuerpo ŕıgido son derivadas, principalmente aplicando las leyes de Newton

a un elemento dm del aeroplano, y de este modo se integran todos los demás elementos.

Las velocidades y aceleraciones deben de ser relacionadas a un marco de referencia inercial o

Newtoniano. Podemos observar que las velocidades relativas a FE son identificadas por un

sub́ındice E suponiendo que W = 0 entonces, V E = V y haciendo un apropiado ajuste hasta

el final. En el marco FB.

VB =
[
u v w

]T
(2.6)

CV

v r

dm

z

x y

0

zE
xE

yE

FE

FB

rc

Figura 2.7: Representación de los ejes de referencia FB y FE

El vector de posición dm realtivo al origen de FE es rc + r (ver la Figura 2.7). En el

marco FE:

rce =
[
xE yE zE

]T
(2.7)

y en el marco FB:

rB =
[
x y z

]T
(2.8)

La velocidad inercial de dm es:

vE = (ṙce + ṙE) = VE + ṙE (2.9)
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El momento de dm es vdm, y de todo el aeroplano es:∫
vEdm =

∫
(VE + ṙE)dm = VE

∫
dm+

∫
ṙEdm (2.10)

donde C es el centro de masa, si la última integral es cero en la ecuación anterior, entonces:∫
vEdm = mVE (2.11)

donde m es la masa total del aeroplano. Aplicando la segunda ley de Newton a dm es:

dfE = v̇Edm (2.12)

donde dfE es el resultado de todas las fuerzas actuando sobre dm. Integrando la ecuación se

tiene:

fE =

∫
dfE =

∫
v̇Edm (2.13)

o bien:

fE = mV̇E (2.14)

La ecuación que relaciona la fuerza externa sobre el movimiento del aeroplano en el

punto de gravedad CG y la relación entre el momento externo y la rotación del aeroplano es

denominada como momento de momentos. El momento de momentos de dm con respecto a

C por definición es dh = r × vdm o bien:

dhE = r̃EvEdm (2.15)

Considerando:
d

dt
(dhE) = ˙̃rEvEdm+ r̃E v̇Edm (2.16)

de tal forma que:

r̃E = ṽE − ṼE (2.17)

y el momento de df en C es:

dG = r × df (2.18)

entonces tenemos:

dGE = r̃EdfE = r̃E v̇Edm (2.19)

la ecuación entonces llega a ser:

dGE =
d

dt
(dhE)− (ṽE − ṼE)vEdm (2.20)
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Sea v × v = 0, entonces:

dGE =
d

dt
(dhE) + ṼEvEdm (2.21)

Integrando la ecuación se obtiene:∫
dGE =

d

dt

∫
dhE + ṼE

∫
vEdm (2.22)

Suponiendo que V × V = 0, se reduce a:

GE = ḣE (2.23)

donde:

hE =

∫
r̃EvEdm (2.24)

Cuando el vector viento W no es cero, la velocidad V E es del punto CG relativo a FE. El

momento angular h es el mismo, sin importar que W sea igual a cero o no. En caso general

cuando el viento esta presente las ecuaciones de movimiento son:

fE = mV̇ E
E

GE = ḣE

(2.25)

2.5.1 Evaluación del momento angular h

Requerimos los componentes del momento angular en FB:

h =

∫
dh =

∫
r × v dm (2.26)

Entonces en FB tenemos:

hB =

∫
r̃BvBdm (2.27)

donde:

r̃B =


0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 (2.28)

Sea la velocidad angular relativa del aeroplano en el espacio inercial:

ωB =
[
p q r

]T
(2.29)
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donde p, q, r son las velocidades angulares de alabeo, cabeceo y guiñeo respectivamente. La

velocidad de un punto en un cuerpo ŕıgido rotado esta dado por:

vB = VB + ω̃BrB (2.30)

donde:

ω̃B =


0 −r q

r 0 −p
−q p 0

 (2.31)

tal que:

hB =

∫
r̃B(VB + ω̃BrB)dm

=

∫
r̃BVBdm+

∫
r̃Bω̃BrBdm

=

(∫
r̃Bdm

)
VB +

∫
r̃Bω̃BrBdm

(2.32)

La primera integral de la ecuación anterior se desaparece si el origen r es el CG. Cuando

el producto triple de la matriz de la segunda integral se expande, el resultado para hB es:

hB = IBωB (2.33)

donde:

IB =


Ix −Ixy −Ixz
−Iyx Iy −Iyz
−Izx −Izy Iz

 (2.34)

por lo tanto:

Ix =

∫
(y2 + z2)dm; Iy =

∫
(x2 + z2)dm; Iz =

∫
(x2 + y2)dm

Ixy = Iyx

∫
xy dm; Ixz = Izx

∫
xz dm; Iyz = Izy =

∫
yz dm

(2.35)

IB es la matriz de inercia, estos elementos serán los momentos y productos de inercia del

aeroplano. Cuando el plano xz esta en un plano de simetŕıa, del cual es una suposición usual,

entonces:

Ixy = Iyz = 0 (2.36)
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2.5.2 Orientación y posición del aeroplano

Existen tres convenciones para especificar la orientación: ángulos fijos XY Z, ángulos de Eu-

ler ZY X y ángulos de Euler ZY Z. Cada una de estas convenciones requiere de la realización

de tres rotaciones sobre los ejes principales en un cierto orden y son ejemplos de un conjunto

de 24 convenciones que llamaremos convenciones de fijación de ángulos. De estas, 12 son

para conjuntos de ángulos fijos y 12 para conjuntos de ángulos de Euler, realmente hay 12

parametrizaciones únicas de una matriz de rotación utilizando rotaciones sucesivas sobre los

ejes principales. A menudo no hay razón espećıfica para preferir una convención sobre otra,

pero como varios autores adoptan distintas convenciones es útil tener una lista de las matrices

de rotación equivalentes para las 24 convenciones [8].

La posición y orientación del aeroplano esta dado en el plano relativo del marco de Tierra

fijo FE. El CG tiene un vector de posición rc con coordenadas (xE, yE, zE). La orientación

del aeroplano esta dada por una serie de tres consecutivas rotaciones llamados ángulos de

Euler. Se tiene la posición Cx1y1z1 y siguiendo las rotaciones aplicadas podemos obtener:

• Una rotación ψ alrededor de oz1, llevando el eje a Cx2y2z2 (desplazando Cx al final del

acimut).

• Una rotación θ alrededor de oy2, llevando el eje a Cx3y3z3 (desplazando Cx al final de la

elevación).

• Una rotación φ alrededor de ox3, llevando el eje hasta el final de la posición Cxyz (dando

el ángulo final del banco al ala).

Los ángulos (ψ, θ, φ) son limitados a:

LEB es la matriz que corresponde a la secuencia de rotación inversa dada por las transfor-

maciones de FE a FB, aśı:

LEB = Lz(−ψ)Ly(−θ)Lx(−φ) (2.37)
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x1

x2

x3, x

y

y1
y2, y3

z
z3

z1, z2

P

Q

R

Trayecto

de vuelo

θ

φ

ψ

θ

φ

ψ

yExE

zE

0 Eje de la
Tierra FE

Figura 2.8: Ángulos de Euler

Usando las matrices de rotación y realizando las multiplicaciónes,

LEB =


cos θ cosψ sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ

cos θ sinψ sinφ sin θ sinψ − cosφ cosψ cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ

− sin θ sinφ cos θ cosφ cos θ


(2.38)

Las ecuaciones diferenciales cinemáticas son:
ẋE

ẏE

żE

 = LEBV
E
B (2.39)

La velocidad en Tierra del avión es considerada como VE = [ẋE ẏE żE]T a lo largo de

la velocidad en el marco del cuerpo, la matriz de rotación con respecto al viento se puede

expresar como:

VE = LEBVB +WE (2.40)
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La expresión de la ecuación (2.40) puede expresarse como sigue:

ẋE = u(cos θ cosψ) + v(sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ)

+ w(cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ) +WxE

ẏE = u(cos θ sinψ) + v(sinφ sin θ sinψ − cosφ cosψ)

+ w(cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ) +WyE

żE = u(− sin θ) + v(sinφ cos θ) + w(cosφ cos θ) +WzE

(2.41)

La velocidad angular en el marco del cuerpo se define como ωB = [p q r]T manteniéndose

la siguiente relación con los ángulos de Euler se tiene:

ωB =


p

q

r

 = R


φ̇

θ̇

ψ̇

 = RΩ̇ (2.42)

donde:

R =


1 0 − sin θ

0 cosφ cos θ sinφ

0 − sinφ cos θ cosφ

 (2.43)

la ecuación (2.42) queda: 
p

q

r

 =


φ̇− ψ̇ sin θ

θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ

−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ

 (2.44)

expresando la relación inversa:

Ω̇ =


φ̇

θ̇

ψ̇

 = T


p

q

r

 = TωB (2.45)

T = R−1 =


1 sinφ tan θ cosφ tan θ

0 cosφ − sinφ

0 sinφ sec θ cosφ sec θ

 (2.46)
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2.6 Ecuaciones de movimiento en el marco del cuerpo

Usando la aproximación de Euler, considerando a f como las fuerzas externas, AB = [X Y Z]T

como las fuerzas aerodinámicas, g como la gravedad con un único componente vertical en el

marco inercial y usando las propiedades:

L̇BE = −ω̃BLBE
L̇TBE = (−ω̃BLBE)T

L̇EB = (LBE)T (−ω̃B)T

L̇EB = LEBω̃B

(2.47)

donde:

ω̃B =


0 −r q

r 0 −p
−q p 0

 (2.48)

Las ecuaciones expresadas en el marco del cuerpo tomando en cuenta el viento pueden

escribirse como:

fE = mV̇E = m
d

dt
(LEBVB +WE) = m(L̇EBVB + LEBV̇B + ẆE) = LEBfB (2.49)

LEBfB = m(LEBω̃BVB + LEBV̇B + ẆE)⇒ fB = m(V̇B + ω̃BVB + LBEẆe) (2.50)

El vector de fuerzas externas fB es definido como la suma de las fuerzas aerodinámicas

AB = [X Y Z]T y la fuerza gravitacional en el marco del cuerpo, lo que significa:

fB = mLBE


0

0

g

+


X

Y

Z

 (2.51)

Relacionando las ecuaciones anteriores se obtiene:
X −mg sin θ

Y +mg cos θ sinφ

Z +mg cos θ cosφ

 = m


u̇+ qw − rv
v̇ + ru− pw
ẇ + pv − qu

+mLBEẆE (2.52)
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Las ecuaciones expandidas quedan de la siguiente forma:

X −mg sin θ = m(u̇+ qw − rv) +WxE cos θ cosψ +WyE cos θ sinψ −WzE sin θ

Y +mg cos θ sinφ = m(v̇ + ru− pw) +WxE(sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ)

+WyE(sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ) +WzE sinφ cos θ

Z +mg cos θ cosφ = m(ẇ + pv − qu) +WxE(cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ)

+WyE(cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ) +WzE cosφ cos θ

(2.53)

Considerando el cuerpo ŕıgido İB = 0, el momento angular hE con respecto a CG del

plano y su expresión en el marco del cuerpo como hB = IBωB, se obtiene:

GE = ḣE =
d

dt
(LEBhB) = L̇EBhB + LEBḣB = LEBGB (2.54)

LEBGB = LEBω̃BhB + LEBḣB ⇒ GB = ḣB + ω̃BhB (2.55)

GB = İBωB + IBω̇B + ω̃BIBωB = IBω̇B + ω̃BIBωB (2.56)

Expandiendo la expresión GB queda:
L

M

N

 =


Ix 0 0

0 Iy 0

0 0 Iz



ṗ

q̇

ṙ

+


0 −r q

r 0 −p
−q p 0



Ix 0 0

0 Iy 0

0 0 Iz



p

q

r

 (2.57)

de esta forma:

L = Ixṗ− (Iy − Iz)qr

M = Iyq̇ − (Iz − Ix)rp

N = Izṙ − (Ix − Iy)pq

(2.58)

2.7 Ecuaciones de movimiento en el marco inercial

Usando la expresión dada la matriz LEB (ecuación (2.38)) expresada en los ejes del cuerpo

sobre el eje inercial, con V̇E = [ẍE ÿE z̈E]T , las ecuaciones de movimiento son denotadas por

funciones de los momentos aerodinámicos y fuerzas, y expresados en el marco inercial con la
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matriz de inercia se reduce a:

mẍE = X cos θ cosψ + Y (sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ) + Z(cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ)

mÿE = X cos θ sinψ + Y (sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ) + Z(cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ)

mz̈E = mg −X sin θ + Y sinφ cos θ + Z cosφ cos θ

L = Iy(θ̇ sinφ− ψ̇ cos θ cosφ)(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ) + Iz(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ)

(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ) + Iz(φ̈− ψ̈ sin θ − ψ̇θ̇ cos θ)

M = Ix(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ)(φ̇− ψ̇ sin θ) + Iz(ψ̇ sin θ − φ̇)(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ)

+ Iy(θ̈ cosφ+ ψ̈ cos θ sinφ− φ̇θ̇ sinφ+ ψ̇(φ̇ cos θ cosφ− θ̇ sin θ sinφ))

N = Ix(−θ̇ cosφ− ψ̇ cos θ sinφ)(φ̇− ψ̇ sin θ) + Iy(φ̇− ψ̇ sin θ)(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ)

Iz(−θ̈ sinφ+ ψ̈ cos θ cosφ− φ̇θ̇ cosφ− ψ̇(φ̇ cos θ sinφ+ θ̇ sin θ cosφ))

(2.59)



CAPÍTULO 3

Prototipo experimental

En el presente caṕıtulo se describen los parámetros del prototipo experimental ”GL-Speedy

Fiber Glass Glider”(ver Figura 3.1), sus momentos inerciales y la simulación del túnel de

viento auxiliado por el software XFLR5, asi como los coeficientes aerodinámi-cos, su ge-

ometŕıa alar y algunos temas de interés como el empuje (thrust) y el viraje.

Figura 3.1: GL-Speedy Fiber Glass Glider

25
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3.1 Geometŕıa del ala

Los parámetros que permiten calcular y definir las caracteŕısticas espećıficas de cada ala, se

describen a continuación:

Envergadura del ala (bw): Distancia medida de punta a punta del ala.

bw = 1.588 m (3.1)

Cuerda de ráız del ala (crw): Es la cuerda en la ĺınea central del ala.

crw = 0.19 m (3.2)

Ángulo de flechado del ala (Λw): Se mide como el ángulo entre la ĺınea de cuerda de

punta y perpendicular a la cuerda ráız, ambas al 25 %. Este ángulo causa definitivamente

cambios en el máximo levantamiento (mejorando su distribución a lo largo de la envergadura

del ala), incrementos de velocidad por sección del ala y ayuda a que la aeronave cuente con

un mejor comportamiento estructural.

Λw = 13.4575◦ (3.3)

En la Figura 3.2 se puede apreciar un modelo de referencia del ”GL-Speedy Fiber Glass

Glider”, el cual determina los parámetros anteriores.

bw

crw Λw

Figura 3.2: Parámetros del ala

Superficie alar (Sw): Área superficial, vista en planta del ala. Una porción de esta área

debe ser cubierta por el fuselaje.
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Para obtener la superficie alar se implemento la técnica de aproximación de Lagrange, se

obtuvieron puntos aleatorios sobre la superficie del ala y con un algoritmo en Matlab se tuvo

una parametrización aproximada (ver Figura 3.3).

Figura 3.3: Aproximación Lagrange en el ala

Para realizar esta parametrización se consideraron tres secciones bajo los siguientes puntos

aleatorios, de los cuales se obtuvieron sus correspondientes ecuaciones por el método de

Lagrange:

p1(0, 19), p2(50, 15.3)⇒ f(p) = −37p

500
+ 19

p1(40, 16.1), p2(45, 15.85), p3(54.5, 15.25)⇒ f(p) = −1.63p2

1801.4
+

1.52p

56.2
+

9.07

0.55

p1(54.5, 15.25), p2(65, 12), p3(79.4, 0)⇒ f(p) =
2.05p4

23058
+

3.41p2

1.75
+

8.45p

0.109
+

764

0.687
(3.4)

Mediante las ecuaciones anteriores y sustituyendo seccionalmente, se realizó la integral

respectiva y se obtuvo la superficie alar siguiente:

Sw = 0.2382 m2 (3.5)

Cuerda alar promedio (c̄w): Promedio geométrico de la cuerda en el ala. El cociente

de la superficie alar y la envergadura del ala, es igual a la cuerda alar promedio.

c̄w =
Sw
bw

=
0.2382 m2

1.588 m
= 0.15 m (3.6)
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Alargamiento del ala (ARw): Será el cuadrado de la envergadura entre la superficie.

El alargamiento es una relación de la fineza del ala y es usada en determinadas caracteŕısticas

aerodinámicas y de peso estructural. T́ıpicamente la relación del alargamiento vaŕıa desde

35 para alto desempeño en planeadores hasta 2 para jet de combate supersónico.

ARw =
b2w
Sw

=
1.5882 m2

0.2382 m2
= 10.5866 (3.7)

Cuerda de punta del ala (ctw): Es medida como la cuerda más lejana desde el centro

del ala y medida en la punta de la misma.

ctw = 0 m (3.8)

No existe cuerda de punta del ala ya que el modelo ”GL-Speedy Fiber Glass Glider”, posee

un ala tipo elipsoidal y en ambas puntas no existe cuerda, ya que termina en un vértice.

Conicidad del ala (λw): Esta dada por la relación entre la cuerda de punta y la cuerda

ráız. La conicidad afecta a la distribución del levantamiento y al peso estructural. Un ala

rectangular tiene una relación de 1 mientras que un ala delta tendrá una relación de 0, al ser

su cuerda de punta inexistente.

λw = 0 (3.9)

Al tener el ala de tipo elipsoidal la relación será igual a 0, de la misma forma que un ala

delta.

Cuerda aerodinámica media del ala (Macw): Es usada junto con la superficie alar

para adimensionalizar los momentos de cabeceo. Puesto que, la cuerda aerodinámica media

representa un promedio el cual, siendo multiplicado por el producto de la sección de coefi-

cientes de momento promedio, la presión del ala, da como resultado los momentos para el

ala completa. La cuerda aerodinámica media está dada por:

Macw =
2

Sw

∫ bw
2

0

[cyw ]2dyw (3.10)

del cual definimos:

cyw =
0− 0.19

0.794− 0
yw + 0.19 (3.11)
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obteniendo de la ecuación (3.11) en (3.10):

Macw =
2

Sw

∫ bw
2

0

[
0− 0.19

0.794− 0
yw + 0.19

]2
dyw

=
2

Sw

[
0.0572 y3w

3
− 361 y2w

7940
+ 0.0361 yw

] bw
2

0

= 0.0801

(3.12)

3.2 Momentos inerciales

Para la recolección de datos de las medidas del aeroplano a utilizar se obtuvieron en primera

instancia los pesos de las partes fundamentales del cuerpo, como lo es el fuselaje y el ala:

Figura 3.4: Modelo del prototipo

• Peso del Fuselaje: 0.686 kg

• Peso del Ala: 0.364kg
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3.2.1 Software XFLR5

XFLR5 es una herramienta de análisis de planos aerodinámicos de alas y aviones que operan

a bajos números de Reynolds, incluye:

• Directas e inversas capacidades de análisis de XFOIL

• Diseño y análisis de capacidades de viento en la teoŕıa de Lifting, en el método de

Vortex y un método de panel 3D.

XFLR5 es un software compatible con Linux, gratuito y de código abierto que nos permite

tener una plataforma profesional basándose en los números de Reynolds. A partir de ellos nos

permitirá diseñar gráficamente nuestro objeto. El programa fue creado por Mark Drela para

el proyecto Daedalus en el MIT (Massachusetts Institute of Technology) en los 80, utilizando

los mismos algoritmos de XFOIL. Básicamente se trata de un XFOIL al que únicamente se

le ha traducido a un nuevo lenguaje de programación, además de incluir algunas variaciones.

XFLR5 puede mostrar vistas isométricas y gráficas de presión, vectores de flujo, distribución

de levantamiento, velocidades de las superficies, ĺıneas de transición etc.

Figura 3.5: Modelo en XFLR5

3.2.2 Momentos inerciales del avión con XFLR5

Utilizando el software XFLR5 se obtuvo un modelo arrojando los siguientes parámetros en

los momentos inerciales:
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• Ixx = 49.516x10−3 kg
m2

• Iyy = 6.020x10−4 kg
m2

• Izz = 50.117x10−3 kg
m2

Se observa en la Figura 3.6 el modelo que se utilizó en el software XFLR5 elabo-rando

el fuselaje, el ala y el elevador, los resultados anteriores los arrojo el programa con la previa

parametrización del aeroplano.

El prototipo original posse ĺıneas curvas en comparación con este modelo aproximado,

para el diseño de alas, el software trabaja con ĺıneas sólidas.

Figura 3.6: Modelo inercial del planeador

Diseño del ala

Se observa en la Figura 3.7 el modelo aproximado con las medidas previas que se hicieron al

prototipo experimental en el ala.

0.
14

m

0
.1
9
m

0.
10

m

0.53 m 0.09 m0.16 m

Figura 3.7: Medición del ala

En la Figura 3.8 se ilustra el modelo del ala en el software, del cual se obtuvo el siguiente

resultado haciendo el análisis inercial (ver Tabla 3.1).
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Caracteŕısticas del ala

Ixx = 48.451x10−3 kg
m2 Masa = 0.364 kg

Iyy = 6.02x10−4 kg
m2 Centro de gravedad = 0.092 m

Izz = 49.052x10−3 kg
m2

Tabla 3.1: Parámetros del ala

Figura 3.8: Modelo del ala usando XFLR5 R©

Diseño del elevador

Se observa en la Figura 3.9 el modelo aproximado con las medidas previas que se hicieron

al prototipo experimental en el elevador.

0
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0
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0.05 m 0.16 m

Figura 3.9: Medición del elevador

En la Figura 3.10 se ilustra el modelo del ala en el software, del cual se obtuvo el siguiente

resultado haciendo el análisis inercial (ver Tabla 3.2).
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Caracteŕısticas del elevador

Ixx = 1.065x10−3 kg
m2 Masa = 0.021 kg

Iyy = 4x10−9 kg
m2 Centro de gravedad = 0.102 m

Izz = 1.065x10−3 kg
m2

Tabla 3.2: Parámetros del elevador

Figura 3.10: Modelo del elevador usando XFLR5

3.3 Coeficientes aerodinámicos del prototipo

En esta sección se presentan las gráficas de los coeficientes aerodinámicos simulados en el

software XFLR5, donde se determinan los coeficientes adimensionales de levantamiento (cL),

arrastre (cD), y de momento (cm), en relación con su ángulo de ataque (α).A continuación

se presenta la siguiente gráfica del coeficiente de lift (cL) adimensional, con respecto a su

ángulo de ataque (α) (Figura 3.11). En la Figura 3.12 se observa vectorialmente como influye

la fuerza de levantamiento en el aeroplano con viento y velocidad constante con α = 0.

Figura 3.11: Gráfica del cL contra α Figura 3.12: Fuerza de lift en el aeroplano
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Se ilustra en la Figura 3.13 el coeficiente de momento (cm) en relación con su ángulo de

ataque (α).

Figura 3.13: Gráfica del cm contra α

Existe en aerodinámica una gráfica que ilustra la relación del coeficiente de arrastre (cD) y

el coeficiente de levantamiento (cL), que sirven para analizar el comportamiento de la fuerza

de lift y de drag ,de este modo se puede trabajar en un ángulo de ataque (α) ideal para un

mejor desempeño, en la Figura 3.14 se observa como la fuerza de arrastre será pequeña con

un cL < 1.0 y se mantendrá aproximadamente constante para 0.3 < cD < 0.8.

Figura 3.14: Gráfica del cL contra cD

En la Figura 3.15 se observa una relación ( cL
cD

) del coeficiente de lift (cL) con el coeficiente

de drag (cD) con respecto a su ángulo de ataque (α), cuando el valor de α llega a ser

aproximadamente 2◦ se tiene los máxinmos coeficiente adimensionales, eso significa que tendrá
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mayor fuerza de arrastre y levantamineto en este zona y, para ángulos mayores o menores

estas coeficientes disminuirán provocando que la relación con las fuerzas aerodinámicas, sea

menor. En la Figura 3.16 se observa vectorialmente como influye la fuerza de arrastre en el

aeroplano con viento y velocidad constante con α = 0.

Figura 3.15: Gráfica del cL
cD

contra α

Figura 3.16: Fuerza de drag en el aeroplano
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3.4 Propulsión: empuje thrust y CCE

En esta sección se explicará la definición de empuje y las ecuaciones que describen el com-

portamiento de esta fuerza, es importante el conocimiento previo de este tema, ya que, es

indispensable para el desempeño y potencia del motor que se incluirá en las leyes de control

del caṕıtulo siguiente.

La propulsión caracteŕıstica aparece en las ecuaciones de movimiento, el empuje y el

consumo de combustible espećıfico CCE. El punto de vista toma aqúı los datos del motor

para la estimación de estas cantidades y se describen a continuación.

3.4.1 Relaciones funcionales

Una presentación importante de los datos del motor están en términos del ”empuje corregido”

y ”el consumo de combustible espećıfico corregido”, tal como:

Tc =
T

δ
, cc =

c√
θ

(3.13)

donde la dimensión del empuje esta en lb y el consumo de combustible espećıfico esta en 1
hr

.

La relación de presión δ y la relación de la temperatura se define como:

δ =
p̃

ps
, θ =

τ̃

τs
(3.14)

donde la presión estática en el nivel del mar ps es 2, 116.2 lb
ft2

y la temperatura estática bajo

el nivel del mar τs es 519.69◦R. La presión total p̃ y la temperatura total τ̃ para un flujo de

aire isotrópico (relación de calor espećıfico = 1.4) puede ser expresado como:

p̃ = p(1 + 0.2M2)3.5

τ̃ = τ(1 + 0.2M2)
(3.15)
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3.4.2 Motor S2838-2800 Brushless Inrunner

En la Figura 3.18 se ilustra el motor utilizado dentro del prototipo, el motor S2838-2800

Brusless Inrunner posee una velocidad de rotación de 2800 kv con una potencia de 300

watts, una velocidad máxima dentro del avión (Figura 3.17) de 25 m
s

, usa unas hélices de

0.0762 m, se puede usar con baterias de 2 a 4 celdas y tiene una masa de 0.102 kg. La Tabla

3.3 muestra las medidas del motor.

Motor

Diámetro del motor 0.028 m

Diámetro del eje 3.17x10−3 m

Longitud del eje 0.012 m

Distancia del eje al exterior 0.016 m

Tabla 3.3: Medidas del motor

Figura 3.17: Motor Brushless Inrunner

S2838-2800 dentro del prototipo

Figura 3.18: Motor Brushless Inrunner

S2838-2800
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CAPÍTULO 4

Algoritmos de control

En este caṕıtulo se describen los algoritmos de control para el veh́ıculo, utilizando las ecua-

ciones dinámicas del modelo del avión. Se presentan las simulaciones en Matlab Simulink de

los modelos longitudinal y lateral del aeroplano. Se exponen los algoritmos de seguimientos

de trayectorias en la cinemática del avión para rutas linelaes y rutas loiter empleando el

algoritmo ”Carrot-Chasing”.

En las siguientes secciones se presentarán dos modelos, el dinámico y el cinemático; el

modelo dinámico del aeroplano servirá para estabilizar el avión, mientras que el modelo

cinemático se utilizará para controlar la velocidad y su seguimiento de trayectorias.

4.1 Modelo dinámico

A continuación se presentan las ecuaciones inerciales y dinámicas del sistema, se determinará

un control para la altura y alaveo (roll), utilizando el modelo longitudinal y lateral respectiva-

mente para ambos movimientos. Las técnicas a utilizar son: Sliding Mode y Backstepping;

Sliding Mode para diseñar un controlador en la dinámica en z y Backstepping para el

moviento angular en roll (φ), de igual forma se implementará un controlador PD para com-

parar su comportamiento.

39
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4.1.1 Ecuaciones dinámicas del avión para el control

Sea la ecuación de movimiento del avión de la Sección 2.7, siendo X = Fx, Y = Fy y Z = Fz

y despejando queda [14]:

ẍ =
Fx
m

cos θ cosψ +
Fy
m

(sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ) +
Fz
m

(cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ)

ÿ =
Fx
m

cos θ sinψ +
Fy
m

(sinφ sin θ sinψ − cosφ cosψ) +
Fz
m

(cosφ sin θ sinψ + sinφ cosψ)

z̈ = −Fx
m

sin θ +
Fy
m

sinφ cos θ +
Fz
m

cosφ cos θ − g

ψ̈ =
θ̇φ̇

cos θ
+
θ̇ψ̇ sin θ

cos θ
+

cosφ

cos θIzz

[∑
N + pq(Ixx − Iyy)

]
+

sinφ

cos θIyy

[∑
M − pr(Ixx − Iyy)

]
θ̈ = −φ̇ψ̇ cos θ +

cosφ

Iyy

[∑
M − pr(Ixx − Izz)

]
+

sinψ

Izz

[
−
∑

N − pq(Ixx − Iyy)
]

φ̈ =
θ̇ψ̇

cos θ
+
θ̇φ̇ sin θ

cos θ
+

1

Ixx

[∑
L+ qr(Iyy − Izz)

]
+

cosφ sin θ

cos θIzz

[∑
N + pq(Ixx − Iyy)

]
+

sinφ sin θ

cos θIyy

[∑
M + pr(Ixx − Izz)

]
(4.1)

con:

Fx = Tc −D

Fy = Y

Fz = L∑
L = τφ + L∑
M = τθ + rIrωr +M∑
M = τψ + qIrωr +N

(4.2)

Donde Tc es la fuerza de empuje. L, Y y D son las fuerzas aerodinámicas: levantamiento,

fuerza lateral y arrastre. respectivamente. El momento giroscópico producido por la rotación

del marco aéreo y el sistema de propulsión está definido como rIrωr y qIrωr donde ωr es la

velocidad angular del rotor y Ir es el momento inercial de la hélice. Finalmente L, M y N

es la aerodinámica de alaveo, cabeceo y guinãda, respectivamente.

Para propósitos de control, los momentos de cabeceo y alaveo son tomados de acuerdo al
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modelo no lineal, del cual podemos escribir las siguiente ecuaciones.

θ̈ =
τθ
Iyy

+
rIrωr
Iyy

+
M

Iyy
(4.3)

φ̈ =
τφ
Ixx

+
L

Ixx
(4.4)

Simplificando el sistema de las ecuaciones de movimiento (4.1) las separaremos en dos

subsistemas, el modelo longitudinal y el modelo lateral.

4.2 Modelo longitudinal linealizado

Tomando un análisis en el plano xz del sistema, se considerará que el subsistema lateral es

estable, con la siguiente condición ψ ≈ 0, y φ ≈ 0, el subsistema longitudinal queda descrito

como [14]:

ẍ = −L
m

cos θ +
Tc
m

sin θ − D

m
sin θ

z̈ = −L
m

sin θ +
Tc
m

cos θ − D

m
cos θ − g

θ̈ =
τθ + M̄

Iyy

(4.5)

Linealizando la ecuación (4.5) y considerando que θ es muy pequeño entonces: sin θ ≈ θ

y cos θ ≈ 1, el modelo longitudinal se puede considerar como:

ẍ = −L
m

+
θ(Tc −D)

m

z̈ = −L
m
θ +

Tc −D
m

− g

θ̈ =
τθ + M̄

Iyy

(4.6)
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4.2.1 Control de altura usando Slinding Mode

Para el control de altura se implementará un controlador ”Sliding Mode” (Anexo B.3), se

considera únicamente la dinámica en z del subsistema longitudinal del modelo dada por:

z̈ = −L
m
θ +

Tc −D
m

− g (4.7)

Posteriormente los errores de la trayectoria están definidos por:

ez = z − zd; ėz = ż − żd; z̈ = z̈ − z̈d

donde z̈d, żd, zd son la aceleración, velocidad y altura deseadas, respectivamente.

Definiendo la superficie de deslizamiento como:

s =

(
d

dt
+ λ

)n−1

e(t)

Para este caso se definirá n = 2:

s = ėz + λez ⇒ ṡ = ëz + λėz

Para obtener nuestra ley de control para la altura nos auxiliaremos del teorema de esta-

bilidad de Lyapunov, para lo cual proponemos la siguiente función candidata de Lyapunov

(FCL),

V =
1

2
s2 ⇒ V̇ = sṡ (4.8)

Realizando las operaciones correspondientes tenemos,

V̇ = s(ëz + λėz)⇒ V̇ = s(z̈ − z̈d + λ(ż − żd)) (4.9)

Sustituyendo los valores para V̇ para una altura deseada zd constante, se considerará que:

żd = z̈d = 0, por lo tanto:

V̇ = s(z̈ + λż) (4.10)

Considerando la ecuación (4.7), V̇ queda:

V̇ = s(−L
m
θ +

Tc −D
m

− g + λż) (4.11)
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Asimismo, del resultado anterior podemos considerar la presencia de perturbaciones aco-

tadas f(z, ż) dentro de la dinámica del sistema como:

V̇ = s(−L
m
θ +

Tc −D
m

− g + λż + f(z, ż)) (4.12)

Por lo consiguiente, proponemos la siguiente ley de control:

θ = − 1

L
[(ν − λż + g)m+D − Tc] (4.13)

Se asume la superficie acotada:

|f(z, ż)| ≤ L > 0

Sustituyendo (4.13) en (4.12) tenemos:

V̇ = s(f(z, ż) + ν) = sf(z, ż) + sν ≤ |s|L+ |s| ν (4.14)

Seleccionando ν = −ρsign(s) donde:

sign(s) =

{
1 si s > 0

−1 si s < 0

y

sign(0) ∈ [−1, 1]

con ρ > 0 en (4.14) corregimos.

V̇ ≤ |s|L− |s| ρ = − |s| (ρ− L) (4.15)

Finalmente, la ley de control que estabiliza al avión a una altura deseada, está dada por:

θd =
1

L
[(c1 − g)m−D + Tc] (4.16)

donde c1 incluye la acción del control por Sliding Mode.

c1 = λż − ρsign(s) ∴ z̈ = λż − ρsign(s) siendo (λ, ρ) > 0 (4.17)

Definiendo un control PD para la ecuación 4.16:

θ̈ = −kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d) (4.18)

Por lo tanto τθ de la ecuación (4.6) queda:

τθ = Iyyθ̈ − M̄ = Iyy(−kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d))− M̄ (4.19)
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4.2.2 Simulación del control de altura usando Sliding Mode

A continuación en la Figura 4.1 se ilustra la dinámica en z del aeroplano aśı como su

movimiento angular en θ (pitch) (Figura 4.2) simulado, el control de altura utiliza la técnica

de control Sliding Mode con parámetros: ρ = 0.1, λ = 0.2, se observa también su diagrama

en la Figura 4.3 del programa Matlab Simulink.

Los parámetros aerodinámicos del avión dentro de la simulación fueron los siguientes:

• D = 8 kgm
s2

• L = 9 kgm
s2

• Tc = 12 kgm
s2

• m ≈ 1 kg

• g = 9.81 m
s2

Figura 4.1: Simulación en z usando Sliding Mode



4.2. MODELO LONGITUDINAL LINEALIZADO 45

Figura 4.2: Simulación en pitch usando Sliding Mode

Figura 4.3: Diagrama Simulink del control de altura usando Sliding Mode
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4.2.3 Control de altura usando un PD

Para estabilizar el modelo del avión en altitud, se utilizará la dinámica en z linealizado de la

ecuación (4.7). Se pretende imponer una dinámica lineal para z con un control PD (Anexo

B.2):

z̈ = −kz1(z − zd)− kz2(ż − żd) (4.20)

Donde kz1 corresponde al controlador proporcional P y kz2 al controlador derivativo D,

ambos positivos (kz1 , kz2 > 0). Donde zd será la altura deseada en z y żd corresponderá a su

velocidad en z, en este caso se pretende estabilizar en żd = 0.

De la ecuación (4.7) y la ecuación (4.20) queda:

−L
m
θ +

Tc −D
m

− g = −kz1(z − zd)− kz2(ż − żd) (4.21)

despejando la entrada de control θ de la ecuación anterior se tiene,

θd =
m

L
[kz1(z − zd) + kz2(ż − żd) − g] +

Tc −D

L
(4.22)

Definiendo un control PD para la ecuación 4.16:

θ̈ = −kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d) (4.23)

Por lo tanto τθ de la ecuación (4.6) queda:

τθ = Iyyθ̈ − M̄ = Iyy(−kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d))− M̄ (4.24)

A continuación se muestran los diagramas y las simulaciones en Matlab Simulink.

4.2.4 Simulación del control de altura usando un PD

A continuación en la Figura 4.4 se ilustra la dinámica en z del aeroplano aśı como su

movimiento angular en θ (pitch) (Figura 4.5) simulado, el control de altura utiliza la técnica

de control PD con parámetros: kz1 = 1.2, kz2 = 2, se observa también su diagrama en la

Figura 4.6 del programa Matlab Simulink con los mismos parámetros aerodinámicos de la

simulación de la sección anterior.
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Figura 4.4: Simulación en z usando un PD

Figura 4.5: Simulación en pitch usando un PD

Figura 4.6: Diagrama Simulink del control de altura usando un PD
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4.3 Modelo lateral linealizado

En el control del subsistema lateral se asumirá que el modelo longitudinal se encuentra

estabilizado, lo cual se considera las siguientes condiciones θ ≈ 0 y ψ ≈ 0, como [14]:

ÿ =
Y

m
cosφ− Tc −D

m
sinφ

φ̈ =
τφ + L

Ixx

(4.25)

Linealizando la ecuación (4.25) y considerando que φ es muy pequeño entonces: sinφ ≈ φ

y cosφ ≈ 1, el modelo longitudinal se puede considerar como:

ÿ =
Y

m
− Tc −D

m
φ

φ̈ =
τφ + L

Ixx

(4.26)

4.3.1 Control de roll usando Backstepping

Para el control de roll se implementará un controlador ”Backstepping” (Anexo B.4), se

considera únicamente la dinámica en y del subsistema longitudinal del model dado por:

ÿ =
Y

m
− Tc −D

m
φ (4.27)

Se define el espacio de estado del sistema:

y1 = y ⇒ ẏ1 = y2

y2 = ẏ ⇒ ẏ2 = 1
m

[Y − (Tc −D)φ]
(4.28)

Se definen los errores de la trayectoria:

e1 = y1 − yd1 ; ė1 = ẏ1 − ẏd1 (4.29)

Para obtener la ley de control en y, utilizando el teorema de estabilidad de Lyapunov, se

definirá la siguiente función candidata de Lypaunov (FCL).

V1 =
1

2
e21 ⇒ V̇1 = e1ė1 (4.30)

Sustituyendo la ecuación anterior con el error de la trayectoria ė1,

V̇1 = e1ė1 = e1
{
ẏ1 − ẏd1

}
= e2

{
y2 − yd2

}
(4.31)
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Se define ahora un estado virtual en el sistema yv2 :

yv2 = yd2 − e1 ⇒ yd2 = yv2 + e1 (4.32)

Considerando la ecuación (4.32), V̇1 queda:

V̇1 = e1 {y2 − yv2 − e1} = −e21 + e1 {y2 − yv2}︸ ︷︷ ︸
e2

(4.33)

Utilizando el teorema de estabilidad de Lypunov, se propone una segunda función candidata

de Lyapunov (FCL).

V2 =
1

2
e22 ⇒ V̇2 = e2ė2 (4.34)

Sustituyendo la ecuación anterior con el error e2 de la trayectoria de la ecuación (4.33),

V̇2 = e2ė2 = e2 {ẏ2 − ẏv2} (4.35)

como ẏ2 = 1
m

[Y − (Tc −D)φ] entonces,

V̇2 = e2

{
1

m
[Y − (Tc −D)φ]− ẏv2

}
(4.36)

por lo tanto utilizando herramientas matemáticas se requiere que:

1

m
[Y − (Tc −D)φ]− ẏv2 = −e1 − e2 (4.37)

elaborando algo de álgebra la ecuación anterior queda:

Y − (Tc −D)φ = m [−(e1 + e2) + ẏv2 ]

−(Tc −D)φ = m [yv2 − (e1 + e2)]− Y
(4.38)

Despejando la ecuación (4.38), la entrada de control φ finalmente resulta como φd:

φd =
Y +m

[
(e1 + e2) − yv

2

]
(Tc −D)

(4.39)

donde Tc −D 6= 0, aplicando un control PD en la dinámica de φ:

φ̈ = −kφ1(φ− φd)− kφ2(φ̇− φ̇d) (4.40)

la ecuación (4.26) queda:

τφ = φ̈Ixx − L = (−kφ1(φ− φd)− kφ2(φ̇− φ̇d))Ixx − L (4.41)
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Considerando φd de la ecuación (4.39), la ecuación (4.36) en V̇2 es,

V̇2 = e2 [−e1 − e2] = −e1e2 − e22 (4.42)

Aplicando nuevamente una función candidata de Lyapunov (FCL), se definirá una FCL

que englobe a las dos FCL previamente propuestas,

V = V1 + V2 (4.43)

derivando la ecuación anterior la FCL queda:

V̇ = V̇1 + V̇2 (4.44)

Sustituyendo los valores de V̇1 y V̇2 en las ecuaciones (4.33) y (4.42) respectivamente en la

ecuación (4.44)se tiene:

V̇ = −e21 +���e1e2 −���e1e2 − e22 = −e21 − e22 (4.45)

del cual es definida negativa y el sistema es estable. La dinámica en y queda de la siguiente

forma:

ÿ =
1

m

[
Y − (Tc −D)

{
Y +m [(e1 + e2)− xv2]

Tc −D

}]
(4.46)

realizando álgebra, la ecuación dinámica en y queda:

ÿ = xv2 − e1 − e2 (4.47)

4.3.2 Simulación del control de roll usando Backstepping

A continuación en la Figura 4.7 se ilustra la dinámica en y del aeroplano aśı como su

movimiento angular en φ (roll) (Figura 4.8) simulado, el control de altura utiliza la técnica

de control Backstepping con parámetros: ẏd = yd = 0 y una condición inicial yo = 2 m, se

observa también su diagrama en la Figura 4.9 del programa Matlab Simulink. Los parámetros

aerodinámicos del avión de la simulación fueron los siguientes:

• D = 8 kgm
s2

• Y = 2 kgm
s2

• Tc = 12 kgm
s2

• m ≈ 1 kg
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Figura 4.7: Simulación en y usando Backstepping

Figura 4.8: Simulación en roll usando Backstepping
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Figura 4.9: Diagrama Simulink del control de altura usando un PD

4.3.3 Control de roll usando un PD

Dentro de la dinámica en y linealizada de la ecuación (4.27), se pretenderá estabilizar en roll

el avión con un control lineal PD (Anexo B.2).

ÿ = −ky1(y − yd)− ky2(ẏ − ẏd) (4.48)

Donde ky1 , ky2 > 0; ky1 corresponde al control proporcional P, en su posición y, mientras

que ky2 será el control derivativo D, en su velocidad ẏ, los valores para yd = 0 y ẏd = 0.

Igualando la ecuación (4.27) con la ecuación (4.48) queda:

Y

m
− Tc −D

m
φ = −ky1(y − yd)− ky2(ẏ − ẏd) (4.49)

despejando la entrada de control φ el resultado anterior se define como,

φd =
m

D − Tc

[−ky1(y − yd) − ky2(ẏ − ẏd)] −
Y

D − Tc

(4.50)

donde D − Tc 6= 0, aplicando un control PD en la dinámica de φ:

φ̈ = −kφ1(φ− φd)− kφ2(φ̇− φ̇d) (4.51)

la ecuación (4.26) queda:

τφ = φ̈Ixx − L = (−kφ1(φ− φd)− kφ2(φ̇− φ̇d))Ixx − L (4.52)

A continuación se muestran los diagramas y las simulaciones en Matlab Simulink.
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4.3.4 Simulación del control de roll usando un PD

A continuación en la Figura 4.10 se ilustra la dinámica en y del aeroplano aśı como su

movimiento angular en φ (roll) (Figura 4.11) simulado, el control de altura utiliza la técnica

de control PD con parámetros: ẏd = yd = 0 , una condición inical yo = 2 m y unas ganacias

ky1 = 3, ky2 = 5 se observa también su diagrama en la Figura 4.12 del programa Matlab

Simulink con los mismos parámetros aerodinámicos de la simulación de la sección pasada.

Figura 4.10: Simulación en y usando un PD

Figura 4.11: Simulación en roll usando un PD
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Figura 4.12: Diagrama Simulink del control de roll usando un PD

4.4 Simulación de la dinámica con control

En la Figura 4.13 se puede observar la dinámica en (x, y, z) del avión con los controladores

PD, mientras que en la Figura 4.14 se ilustra los controladores de altura (Sliding Mode) y

dinámica en y (Backstepping) de la dinámica del aeroplano (x, y, z), en la segunda figura

alcanza la altura deseada mas lentamente en comparación con la primera gráfica, en el UAV

de ala fija es mas conveniente utilizar controladores lentos o suaves, ya que, un controlador

rápido provoca que el momento del avión en la elevación sea mas brusco y entre en pérdida,

en comparación que con un controlador que mani-pulará el elevador mas suave, no provocará

que el aeroplano entre en su punto cŕıtico, de igual forma el Backstepping estabiliza al UAV

, cuidando, en este caso, que no sea afectado por el cambio de altura en comparación con

un PD que es aun más rápido, un control Backstepping es robusto en comparación a un PD

que no lo es, una ventaja del control Sliding Mode es que el control actuará en una zona de

acotamiento y se matendrá en esa superficie.

4.5 Modelo cinématico

En está sección se hablará del modelo cinemático del aeroplano para el control de velocidad y

el seguimiento de trayectorias, considerando que la estabilidad del aeroplano será un problema

dinámico y asumiendo que los controles anteriores están en operación, en este apartado

se trabajará con los desplazamientos lineales del avión. El viraje es un movimiento del

aeronave subactuado que relaciona el levantamiento y el alaveo, este influirá en su traslación,
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Figura 4.13: Simulación de la dinámica usando un PD

se explicará el funcionamiento y su importancia en el seguimiento de trayectorias.

4.6 Control de velocidad

Para el control de velocidad y el seguimiento de trayectorias se tomará en cuenta que se uti-

lizará la técnica de trajectory tracking. Sea (x, y) la posición inercial del UAV, ψ representa

el ángulo en yaw inicial, Xb y Yb los ejes del cuerpo del aeroplano, y va la velocidad del UAV.

(xr, yr) será el punto de referencia de la trayectoria, vr la velocidad de referencia, ψr será el

ángulo de referencia y ωr la velocidad angular en yaw.

La ecuaciones cinemáticas de movimiento del UAV son,

ẋ = va cosψ

ẏ = va sinψ
(4.53)
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Figura 4.14: Simulación de la dinámica usando Backstepping y Sliding Mode

Considerando que la trayectoria satisface las siguientes ecuaciones cinemáticas:

ẋr = vr cosψr

ẏr = vr sinψr

ψ̇r = ωr

(4.54)

Para el problema considerado en este trabajo de trajectory tracking, se define un error

de cross− track como: 
xe

ye

ψe

 =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1



xr − x
yr − y
ψr − ψ

 (4.55)
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X

Y

x

y

xr

yr

ye

xe

ψr

ψ

Xb

Yb
UAV

Figura 4.15: Formulación del control.

expandiendo la ecuación,

xe = (xr − x) cosφ+ (yr − y) sinφ

ye = −(xr − x) sinφ+ (yr − y) cosφ

ψe = ψr − ψ

(4.56)

derivando el modelo de la ecuación anterior ,

ẋe = (ẋr − ẋ) cosψ + (ẏr − ẏ) sinψ + ye cosψ − xe sinψ

ẏe = −(ẏr − ẏ) sinψ + (ẋr − ẋ) cosψ − ye sinψ − xe cosψ

ψ̇e = ωr − ω

(4.57)

considerando las definiciones de la ecuaciones (4.53) y (4.54) se tiene,

ẋe = vr(cosψr cosψ + sinψr sinψ)− va(cos2 ψ + sin2 ψ) +−xe sinψ + ye cosψ

ẏe = vr(sinψr cosψ − cosψr sinψ) +
((((

((((
(((

((((

va(cosψ sinψ − sinψ cosψ)− xe sinψ − ye cosψ

ψ̇e = ωr − ω
(4.58)

aplicando las propiedades trigonométricas: cos(a − b) = cos a cos b + sin a sin b, sin(a − b) =

sin a cos b− cos a sin b y sin2 a+ cos2 a = 1, considerando que ψe = ψr − ψ entonces:

ẋe = vr cosψe − va − xe sinψ + ye cosψ

ẏe = vr sinψe − xe sinψ − ye cosψ
(4.59)
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utilizando algebra se tiene que −xe sinψ + ye cosψ = ωye, y ,−xe sinψ − ye cosψ = −ωxe
[28], el resultado anterior ahora es:

ẋe = vr cosψe − va + ωye

ẏe = vr sinψe − ωxe
(4.60)

Se propone una función candidate de Lyapunov (FCL) de la siguiente forma VL = 1
2
x2e +

1
2
y2e . Se deriva con respecto a los valores de la ecuación (4.60).

V̇L = xe {ωye − va + vr cosψe}+ ye {−ωxe + vr sinψe} (4.61)

escogiendo:

va = kxxe + vr cosψe

ψe = sin−1

(−kyy2
e

vr

) (4.62)

donde kx > 0 y ky > 0, por lo tanto V̇L :

V̇L = −kxx2e − kyy2e (4.63)

del cual es definida negativa.

4.6.1 Simulación del control de velocidad

En la Figura 4.16 se observa la gráfica del modelo del control de velocidad de la ecuación

(4.62), con los siguientes parámteros: vr = 25m
s

, (xr, yx) = (100, 200), kx = 0.23, ky = 0.1

con ψr = 0.2 rad. La Figura 4.17 ilustra el digrama a bloques de la ecuación (4.53) con el

control de velocidad en Matlab Simulink.

4.7 Seguimiento de trayectorias

Dada una trayectoria con posición inicial de un veh́ıculo aéreo p(x, y), y ángulo de partida ψ.

El seguimiento de trayectoria tiene la problemática de determinar el ángulo de partida exacto

para la ruta de la trayectoria. Las rutas lineales pueden ser definidas como un conjunto de

waypoints Wi y Wi+1 (Figura 4.18). El ángulo σ formado por la ruta lineal con respecto a

las coordenadas x− y es el ángulo de ĺınea de vista (LOS).
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Figura 4.16: Simulación del control de velocidad

Figura 4.17: Diagrama Simulink del control de velocidad

La Figura 4.19 muestra la geometŕıa inicial para una órbita circular, también llamada

loiter following. La distancia d del UAV a la ruta es llamada como el error de cross-track.

Sea ψd el ángulo deseado de la trayectoria. En el caso de la ruta lineal ψd = σ, y en el caso de
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una trayectoria loiter, ψd = ψp. El UAV minimiza el error de partida |ψd − ψ|. El objetivo

del algoritmo de seguimiento de trayectorias es tener d→ 0 y |ψ − σ| → 0, en t→∞.

y

x

Wi

q

Wi+1

d
σ ψ

p

v

trayectoria

Figura 4.18: Trayectoria lineal definida

por waypoints.

ψ

ψp

σ

0

q

p
d

r

Loiter

Figura 4.19: Seguimiento del loiter

La trayectoria lineal en la Figura 4.18 es definida por waypoints Wi y Wi+1 que serán

seguidos por el UAV localizado desde p. En la Figura 4.19 el UAV localizado desde p necesita

seguir el ćırculo loiter dado por el radio r desde O.

La solución para el problema de seguimiento de trayectorias puede ser por geometŕıa o

teoŕıa de control [13].

4.8 Algoritmo de seguimiento de trayectorias

Los dos algoritmos comunes usados para UAV son las rutas lineales y las trayectorias loiter

definidos en el plano x, y, con velocidad y altitud constante. La cinemat́ica del UAV es:

ẋ = vgcosγ = vacosψ + vwcosψw

ẏ = vgsenγ = vasenψ + vwsenψw

γ̇ = k(γd − γ)

(4.64)

donde va es la velocidad del UAV, ψ es el ángulo de partida, vw es la velocidad del viento,

ψw es la dirección del viento, γd es la dirección deseada hacia la meta, γ = atan2(ẏ, ẋ) es

el ángulo en curso, γ̇ es la velocidad del ángulo en curso, y la velocidad desde el marco in-

ercial del UAV es vd =
√
v2gx + v2gy, donde vgx = vacosψ+vwcosψw y vgy = vasenψ+vwsenψw.
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Por simplicidad el modelo cinemático de movimiento del UAV sin considerar el viento

puede ser de la siguiente forma [13]:

ẋ = vacosψ

ẏ = vasenψ

ψ̇ = k(ψd − ψ)

(4.65)

4.9 Algoritmo Carrot-Chasing

El algoritmo Carrot-Chasing consiste en el segumiento de una trayectoria deseada, el objetivo

es introducir un punto objetivo virtual, el UAV comenzará en una posición y una orientación

inicial hacia el objetivo viertual, mientras el tiempo progresa, el UAV se moverá hacia la

trayectoríıa y asintóticamente seguirá la ruta. En esta aproximación, el punto objetivo virtual

es llamado carrot, el UAV persigue el carrot, del cual explica su nombre [13].

y

x

Wi

q
s

δ

Wi+1

d
σ
σu

ψ
ψd

p

v

R

Ru

Figura 4.20: Trayectoria lineal definida

por waypoints.
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ψd

0

q

p
d

r

v

Figura 4.21: Loiter following

4.9.1 Seguimiento de ruta lineal

Una trayectoria de ruta lineal es indicada por dos waypoints Wi y Wi+1 como se puede

observar en la Figura 4.20. Para seguir una ĺınea derecha, se deben considerar tres pasos:

1. Determinar el error de ”cross-track”.

2. Determinar la localización del VTP.

3. Determinar ψd.
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Suponemos que el UAV se encuentra en una posición p con una condición inicial ψ (ver

Figura 4.20). La proyección de p dentro del LOS es el punto q desde una distancia R de Wi.

La distancia de error del ”cross-track” es d. El punto virtual (s = (x, y)) esta localizado a una

distancia δ como se muestra en la Figura 4.20. El ángulo inicial deseado ψd es determinado

por la posición de s. El procedimiento determina la localización del punto virtual y ψd está

dado en el algoritmo de la Tabla 4.1.

Algoritmo para seguimiento de ruta lineal usando ”Carrot-Chasing”.

1. Inicialización: Wi = (xi, yi), W(xi+1,yi+1), p = (x, y), ψ, δ, va, k

2. Ru = ‖Wi − p‖, σ = atan2(yi+1 − y1, xi+1 − xi)
3. σu = atan2(y − yi), β = σ − σu
4. R =

√
R2
u − (Ru sin β)2

5. (xi, yi)→ ((R + δ)cosθ, (R + δ) sinσ); s = (xt, yt)

6. ψd = atan2(yt − y, xt − x)

Tabla 4.1: Algoritmo Carrot-Chasing

Se tiene un waypoint en la posición (0, 100). La Figura 4.22 muestra que el UAV sigue

la ruta de referencia del ángulo en la condición inicial de ψ = 0. En la simulación los

parámetros son k = 0.3 y δ = 50. En la Figura 4.23 se observa la simulación del seguimiento

de trayectorias con el waypoint en la posición (0, 100) y con parámetros k = 0.3 y δ = 2.

Una trayectoria con valores muy grandes de δ provoca que el error de cross-track incremente

porque el UAV es lento en la aproximación asintótica a la ruta.

Figura 4.22: Chasing-Carrot k = 0.3, δ = 50
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Figura 4.23: Chasing-Carrot k = 0.3, δ = 2

4.9.2 Loiter

Se denomina loiter cuando un UAV se mueve en circulos alrededor de un punto (O) con

una distacia constante a r como se ve en la Figura 4.21. El UAV desempeña un movimiento

levógiro o extrógiro. El loiter en el UAV debe ser localizado en un ćırculo cuya dirección

inicial deberá ser ortogonal a r. Suponemos al UAV que está localizado desde p. El error de

cross-track es d = ‖O−p‖−r. Usando la información del error de cross-track y la dirección

del loiter, la localización del punto virtual podrá ser generada (s en la Figura 4.21). El

procedi-miento para generar la ruta entre el UAV y el punto virtual está dado por el Algo-

ritmo 4.2 [13].

Algoritmo del loiter usando ”Carrot-Chasing”.

1. Inicialización: O = (xi, yi), r, p, ψ, λ, va, k

2. d = ‖O − p‖ − r
3. ψ = atan2(y − yi, x− xi)
4. (xt, yt)→ (rcos(σ + λ), rsen(σ + λ)); s = (xt, yt)

5. ψd = atan2(yt − y, xt − x)

Tabla 4.2: Algoritmo loiter Carrot-Chasing
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El la Figura 4.24 se muestra el seguimiento del UAV al loiter. El UAV sigue al loiter

desde diferentes ángulos iniciales. El desempeño del algoritmo depende del valor de λ, donde

λ es un ángulo de correción para disminuir las oscilaciones de la ruta. Cuando λ = 0, el UAV

es habilitado a seguir la ruta como el punto virtual deseado y todos los puntos ortogonales a

la posición del UAV causa un desempeño a la ruta de tipo sinusoidal a lo largo del loiter.

Figura 4.24: Chasing-Carrot loiter

En la figura 4.24 se ilustra el seguimiento de trayectoria hacia el loiter (ĺınea mas obscura),

el loiter tiene un radio r = 150 m (ĺınea ténue), cuando el seguimiento tiene un ψd = ψ el

UAV comienza a realizar la circunferencia. Si se incrementa λ a λ = 1 radianes, el ángulo

LOS entre el UAV y el VTP es significante en conjunto con el ángulo inicial deseado por los

puntos del veh́ıculo dentro del loiter [13].
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4.10 Simulación del modelo cinemático

En las Figuras 4.25 y 4.26 se observan las velocidades en x y y del sistema cinemático con

control de velocidad y seguimiento de trayectorias, se observa de igual forma que cuando la

velocidad es igual a cero, el UAV a alcanzado su objetivo asintóticamente. En la Figura 4.27

se ilustra la velocidad del aeroplano va.

Figura 4.25: Velocidad en x

Figura 4.26: Velocidad en y

Figura 4.27: Velocidad con seguimiento de trayectorias
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En la Figura 4.28 se observa el diagrama en Simulink del sistema cinemático del aeroplano

con los controles de velocidad y seguimiento de trayectorias. En la Figura 4.29 se ilustra la

ruta con parámetros: waypoint = (0, 50), k = 0.5, δ = 50.

Figura 4.28: Diagrama Simulink de la cinemática del aeroplano con control de velocidad y

seguimiento de trayectoria

Figura 4.29: Seguimiento de trayectoria con control de velocidad
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4.11 Viraje

El viraje es una maniobra básica para cambiar la dirección del avión en vuelo. Se incorpo-

ran casi todas las otras maniobras y requieren una estrecha coordinación de los factores de

control: alerones y elevadores.

Analizando las fuerzas verticales se ve que hay una tendencia del avión a perder altura

en un viraje. Esto se debe a que la sustentación se descompone en dos fuerzas durante el

viraje, una horizontal que es la que origina el viraje y otra vertical que es la que equilibra el

peso. Es decir, que la sustentación debe vencer el peso y virar el avión a la vez. Luego debe

ser mayor que en el vuelo recto y nivelado.

Cuanto mayor sea la inclinación alar, mayor será la tendencia a perder altura y la sus-

tentación adicional requerida, si el ángulo de inclinación llega a 90◦, el viraje normal es

imposible, pues no hay sustentación para equilibrar el peso [5].

L

W

φ

Figura 4.30: Fuerzas que influyen en el viraje.

Las ecuaciones de equilibrio son:

W = L cosφ (4.66)

Wv2a
gR

= L sinφ (4.67)



68 CAPÍTULO 4. ALGORITMOS DE CONTROL

donde:

φ = ángulo de inclinación.

g = aceleración de la gravedad.

va = velocidad del avión.

R = radio del viraje.

W = Peso.

Realizando un poco de algebra, con las ecuaciones anteriores se obtiene:

tanφ =
v2a
Rg

(4.68)

Cuando un avión efectúa un viraje, hay una fuerza constante dirigida hacia el centro

del viraje, lo que produce la aceleración centŕıpeta necesaria para que el avión describa la

trayectoria curviĺınea. Esta indica que durante el viraje el avión no esta en equilibrio estático

como cuando mantiene vuelo recto y nivelado, montado o en descenso. Hay una fuerza que

le acelera constantemente hacia el centro del viraje, sacándolo de la trayectoria rectiĺınea que

llevaba el avión antes de inclinar las alas.

De aqúı nace el concepto de ”factor de carga” en el viraje. El factor de carga (n) cor-

responde a la relación entre la componente de la fuerza aerodinámica perpendicular al eje

longitudinal de la aeronave o sustentación (L) y el peso de la aeronave (W ).

n = Sustentación/Peso =
L

W

Cuando el factor de carga es positivo (n > 0) la fuerza sustentadora del aeronave actúa

hacia arriba mientras que cuando el factor de carga es negativo (n < 0) la fuerza sustentadora

del aeronave actúa hacia abajo.

En vuelo recto y nivelado, una aeronave tiene un factor de carga (n) igual a la unidad o

1 g. Esto significa que la sustentación es igual al peso (L = W ).

Durante una maniobra, el factor de carga de la aeronave puede modificar la velocidad

de pérdida del avión, con relación a la velocidad de pérdida de la aeronave en vuelo recto y

nivelado.

n =
L

W
=

1

cosφ
(4.69)
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Considerando la velocidad del avión como:

vx = va cosψ (4.70)

Despejando la ecuación anterior va queda:

va =
vx

cosψ
(4.71)

Sabiendo que el GPS nos otorga posiciones x y y se podrá descomponer el ángulo ψ de

la siguiente forma:

ψ = tan−1(
y

x
) (4.72)

De tal forma R queda de la siguiente manera:

R =
v2a

g tanφ
=

[
vx

cosψ

]2
1

g tanφ
(4.73)

Realizando algo de álgebra en la ecuación anterior,

Rg tanφ =

[
vx

cosψ

]2
⇒ cosψ

√
Rg tanφ = vx (4.74)

Despejando ψ de la ecuación anterior:

ψ = cos−1

[
vx√

Rg tanφ

]
(4.75)

Para este control se ejecutará en un movimiento que es elaborado por el control de altura

y roll, trabajando en conjunto y siguiendo la siguiente ecuación para el ángulo de viraje

Sección 4.11, el cual solo se determinará esta inclinación y recaerá como un ángulo deseado

en roll φ.

ψ = cos−1

(
vx√

Rg tanφ

)
(4.76)

Dada la ecuación anterior, se podrá definir el ángulo de viraje, siendo mismo este dato ψd

arrojado por el seguimiento de trayectorias, se determinará ahora el ángulo en roll de dicho

sistema.



70 CAPÍTULO 4. ALGORITMOS DE CONTROL

Despejando ahora de la ecuación (4.76) φd será, Siendo de igual forma ψd el empleado y

extráıdo de la ecuación de la Tabla 4.1.:

φd = tan−1

[
gR

(
cosψd

vx

)2
]

(4.77)

Nótese que ya se tiene anteriormente asignado un ψd en el control dinámico, pero este

nuevo servirá para la cinemática del sistema manteniendo el control de altura z en fun-

cionamiento, una vez alcanzada la altura deseada con se ejecutará este nuevo algoritmo para

el seguimiento de la ruta.
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Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos en base al modelado del veh́ıculo, se

exponen los sensores utilizados y algunos criterios de comunicación para mejorar las lecturas

de estos dispositivos, los sensores a utilizar fueron: el barómetro, el GPS, el tubo de Pitot y

la IMU, esta se encuentra embebida en la computadora para vuelo Pixhawk.

El Pixhawk (ver Figura 5.1) es un autopiloto de alto desempeño, es una herramienta útil

para la manipulación de veh́ıculos de ala fija, multirotores, helicópteros, autos, lanchas u otras

plataformas, su código es basado en C/C++ y se puede utilizar en Eclipse como programa

editor, es codificado mediante un programa llamado Mission P lanner y los programas son

cargados por interfaz USB.

Figura 5.1: Pixhawk

71
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5.1 Diagrama de conexión

A continuación se presenta el diagrama de conexión que se utilizó para el avión, usando la

computadora embebida Pixhawk y todos los sensores que se implementaron.

Figura 5.2: Diagrama de conexión del autopiloto

El Pixhawk tiene las siguientes caracteŕısticas:

Caracteŕısticas del Pixhawk

Cortex M4 de 32 bits. Giroscopio L3GD20H. 5 UART, PPM, PWM 12C, SPI.

160 Mhz. Acel./Mag. LSM303D. 2 CAN.

256 KB de RAM. Acel./Giros. MPU 6000. Entrada FUTABA, Spektrum.

2 MB Flash. Barómetro MS5611. ADC de 3.3 y 6.6V.

Tabla 5.1: Pixhawk
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5.2 Diseño de un filtro pasa bajas para el sensor de

altura

El sensor contenido en la computadora Pixhawk, muestra una resolución de error de ±0.2m,

con el diseño de un filtro pasa bajas tipo FIR de segundo orden, se puede mejorar esa lectura,

se presentará a continuación el desarrollo óptimo de dicho filtro.

5.2.1 Normalización de frecuencias cŕıticas

Debido a que las funciones trabajan con frecuencia normalizada en radianes W en vez de

hacerlo con frecuencia f en Hz necesitaremos hacer un cambio de variables y el modo de

presentarlas en la fórmula.

Para normalizar estas frencuencias fp y fs (frecuencias de paso y corte en Hz).

Wp =
fp
Fs/2

Ws =
2 ∗ fs
Fs

(5.1)

donde Fs es la frecuencia de muestreo y Ts su rećıproco, es decir el periodo de muestreo.

Ts =
1

Fs
(5.2)

Se diseñará a continuación un filtro pasa bajas:

Se pretende diseñar un filtro pasa bajas para extraer el ruido blanco que ha contaminado

una señal de 10 Hz.

Los datos se obtendrán de 200 muestras, se les sacará la transformada de Fourier y la

frecuencia de corte en bajas se tomará de la cáıda de 3 dB en la gráfica obtenida.

Para comenzar el diseño comenzaremos con un filtro de Buttterwhort, hay que tener en

cuenta que se debe de considerar la armónica espećıfica para no degradar la señal original,

se probará con una frecuencia de corte de ω = 0.033. Las frecuencias normali-zadas las

calcularemos fácilmente teniendo en cuenta que Fs

2
seŕıa nuestro valor de 1.
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En la Figura 5.3 se observa el comportamiento de los datos de la señal y su transformada

de Fourier para determinar la frecuencia de corte.

Figura 5.3: Diseño de filtro pasa bajas

En la Figura 5.4 se observa las lecturas del sensor barométrico de la señal original y la

señal filtrada.

Figura 5.4: Diseño de filtro pasa bajas

Se observa la resolución del error del sensor barométrico embarcado en la computadora

de viaje Pixhawk, esta ha sido reducida con el filtro, de este modo las mediciones podrán

ser más precisas en las pruebas de implementación práctica.
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La ĺınea roja muestra la señal filtrada y su resolución es de 0.08 m máximo, se ha usado

un filtro pasa bajas de segundo orden, tomando la frecuencia de muestreo de 10 Hz.

5.3 Tubo de Pitot

El tubo pitot es un aparato que sirve para medir la velocidad local a lo largo de una ĺınea de

corriente. El principio del mismo se indica en la Figura 5.5. La abertura del tubo de impacto

a es perpendicular a la dirección de flujo. La abertura del tubo estático b es en cambio

paralela a la dirección de flujo. Los dos tubos están conectados a las ramas de un manómetro

u otro sistema equivalente de medida de pequeñas diferencias de presión. El tubo estático

mide la presión estática p0 puesto que no existe componente de la velocidad perpendicular

a la abertura. La abertura de impacto contiene un punto de estancamiento B. La ĺınea de

corriente AB termina en el punto de estancamiento B.

Figura 5.5: Fundamento del tubo Pitot

La presión pi medida en el tubo de impacto, es la presión de estancamiento del fluido,

dada para el caso de gases ideales. La velocidad medida por un tubo de pitot ideal debe

cumplir la siguiente ecuación:

u0 =

[
2gc(pi − p0)

p0

] 1
2

(5.3)

Puesto que el manómetro del tubo pitot, mide la diferencia de presión pi−p0, la ecuación

da la velocidad local en el punto de impacto. Normalmente en la ecuación anterior sólo se
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considera el primer término, que contiene el número de Mach.

Para fluidos no compresibles, el factor de corrección del número de Mach, es igual a la

unidad y la ecuación se transforma sencillamente en:

u0 =
2gc(pi − p0)

ρ
(5.4)

En los aparatos bien diseñados, el valor concuerda con el teórico con un error no superior

al 1%, pero cuando han de realizarse medidas precisas el tubo de pitot debe calibrarse y

aplicar un factor de corrección adecuado. Es preciso tener en cuenta que, el tubo de pitot

mide solamente la velocidad en un punto [4].

5.3.1 Tubo de Pitot MS4525DO

El MS4525DO (Figura 5.6)es elaborado con tecnoloǵıa CMOS de bajo costo con un de-

sempeño de tecnoloǵıa digital de presión de 14 bits y un transductor de temperatura de 11

bits. El sensor opera con una alimentación externa de 3.3 a 5.5Vdc, mide presiones de 1 a

150 psi y tiene un protocolo de comunicación I2C y SPI.

Figura 5.6: MS4525DO

En la Figura 5.7 se puede observar las variaciones de velocidad que se hicieron con los

datos del tubo de Pitot utilizando el algoritmo del Anexo A.1. En el experimento se puso la

entrada de viento del tubo de Pitot a un ventilador variando la rapidez del flujo, el cual nos

arrojo la siguiente gráfica.

5.4 GPS

Global Positioning System (GPS). El GPS consiste de 24 satélites: 4 satélites en cada uno

de los 6 diferentes planos inclinados que están a 55◦ del plano ecuatorial de la Tierra. Los
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Figura 5.7: Lectura del viento en el tubo de Pitot

satélites estan posicionados dentro de estos planos, en al menos en algún lugar de la Tierra

y de los cuales 4 se encuentran en el horizonte, orbitando alrededor de 20,000 km sobre

la superficie de la Tierra todos los satélites tienen un periodo de 11 horas y 58 minutos.

Cada satélite lleva uno o más relojes atómicos, y los cuales puede transmitir señales en un

tiempo śıncrono. Las señales llevan información codificada acerca del tiempo de transmisión

y posición del satélite.

El principio fundamental en el cual el sistema de navegación GPS trabaja es una aparente

aplicación simple del segundo postulado de la relatividad especial, nombrando como la con-

stante c, la velocidad de la luz. Suponemos que un receptor se encuentra cerca de la superficie

de la Tierra, simultáneamente recibe señales de pulso desde los 4 satélites, transmitidos desde

tiempos ti de los satélites a las posiciones ri. Donde la posición r y el tiempo t pertenecen

al reloj del receptor, cuando las 4 señales llegan pueden ser determinadas por 4 ecuaciones

simultáneas.

|r − ri| = c(t− ti); i = 1, 2, 3, 4 (5.5)

Estas ecuaciones de retardo de propagación, estrictamente son válidas en el plano de la

Tierra, estas son las bases para la determinación de posición y tiempo del GPS receptor [9].
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5.4.1 3DR UBlox GPS

El 3DR UBlox (Figura 5.8) tiene integrado un módulo compás, este es el GPS recomendado

por Pixhawk para controlar el vuelo, tiene integrado el módulo NEO-7 GPS, contiene una

configuración EEPROM y protocolo de comunicación 12C, opera a un rango de 5 Hz con

alimentación de 3.3V. Se conecta el conector del GPS de 6 pines DF13 al puerto ”GPS” del

Pixhawk y el conector de 4 pines del compás al puerto I2C, como se muestra en la Figura 5.9.

Figura 5.8: 3DR UBlox GPS Figura 5.9: Conexión del GPS

Se realizó un experimento en el cual consistió en trazar una trayectoria sobre una pista

en vuelo manual para verificar la eficiencia del GPS, el algoritmo de programación se puede

verificar en el Anexo A.5. En la Figura 5.10 se mantiene el sensor en una posición horizontal

casi constante, nótese que la figura tiene ĺıneas suaves. En la Figura 5.11 se hizo la misma

prueba con viento , se observa el gráfico poco suave y con movimientos circulares.

5.5 Resultados del control dinámico del aeroplano

En esta sección se abordarán los controles dinámicos del aeroplano, para el cual se uti-

lizaron los modelos linealizados, longitudinal y lateral de las ecuaciones (4.7) y (4.27) para

las dinámicas en z y y respectivamente.
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Figura 5.10: Vuelo manual GPS

Figura 5.11: Vuelo manual GPS con viento

Dentro del modelo lateral linealizado, la dinámica en z a considerar para el control de

altura fué:

z̈ = −L
m
θ +

Tc −D
m

− g

Dentro del modelo longitudinal linealizado, para el control roll de la dinámica en y a

utilizar fué el siguiente:

ÿ =
Y

m
− Tc −D

m
φ

Considerando la ecuación (4.19) y θd de la ecuación (4.22), el control para τθ es:

τθ = Iyy(−kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d))− M̄

Considerando la ecuación (4.41) y φd de la ecuación (4.39), el control para τφ es:

τφ = (−kφ1(φ− φd)− kφ2(φ̇− φ̇d))Ixx − L
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Dentro de las ecuaciones reescritas anteriormente se obtuvo la estabilidad dinámica del

avión, vaciando la información para la dinámica en roll (φ) y pitch (θ) en el Pixhawk,

obteniendo estos datos de los sensores de la computadora como lo son: el barómetro para

la altura en z, el giroscopio para las velocidades angulares en θ y φ, el barómetro para

determinar la velocidad del viento par obtener las fuerzas aerodinámicas. A continuación se

exponen los resultados de la dinámica.

5.5.1 Resultados del control dinámico en z

Utilizando la ecuación dinámica en z, manteniendo como altura deseada zd = 18 m, λ = 1.2,

ρ = 1, Iyy = 6.020x10−4, θ̇ = 0, kθ1 = 8 y kθ2 = 32. En la Figura 5.12 se puede observar los

datos extráıdos del sensor barométrico del Pixhawk con el control de altura z con la técnica

de Sliding Mode.

La ecuación que se utilizó para la dinámica en z fué:

z̈ = −λż − ρsign(s)

Figura 5.12: Control dinámico en altura z

Para el control τθ se utilizó:

τθ = Iyy(−kθ1(θ − θd)− kθ2(θ̇ − θ̇d))− M̄

Una vez alcanzada la altura deseada zd el control en la cinemática fué activado para

su seguimiento de trayectorias. Los resultados en esta gráfica fueron para ilustrar el levan-

tamiento controlado, este proceso es de la misma forma para un descenso en altura.
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5.5.2 Resultados del control dinámico en roll

En la Figura 5.13 se ilustran los resultados y las mediciones del control de roll, esta prueba

se elaboró para verificar su estabilidad al momento de su elevación y su altura deseada con

una aceleración ÿ = 0.

La entrada de control φ que se utilizó fué:

φ =
Y +m [(e1 + e2)− yv2 ]

(Tc −D)

Figura 5.13: Control dinámico en roll

La figura anterior tiene como ángulo deseado en la entrada de control como φd = 0. La

ecuación que se utilizó para la dinámica en y para determinar la entrada fué:

ÿ = xv2 − e1 − e2
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5.6 Resultados del control cinemático del aeroplano

En esta sección se implementan los controles cinemáticos del sistema del aeroplano, las ecua-

ciones cinemáticas que describen el movimiento del veh́ıculo son las siguientes:

ẋ = va cosψ

ẏ = va sinψ

ψ̇ = ωa

La ecuación para el control de velocidad que se utilizó en la cinemática en el avión fué:

va = kxxe + vr cosψe

donde kx y vr son variables aleatorias de la ecuación anterior.

Laas siguientes tablas muestran los algoritmos para el seguimiento de trayectorias en ruta

lineal y loiter usando ”Carrot-Chasing”:

Algoritmo para seguimiento de ruta lineal usando ”Carrot-Chasing”.

1. Inicialización: Wi = (xi, yi), W(xi+1,yi+1), p = (x, y), ψ, δ, va, k

2. Ru = ‖Wi − p‖, σ = atan2(yi+1 − y1, xi+1 − xi)
3. σu = atan2(y − yi), β = σ − σu
4. R =

√
R2
u − (Ru sin β)2

5. (xi, yi)→ ((R + δ)cosθ, (R + δ) sinσ); s = (xt, yt)

6. ψd = atan2(yt − y, xt − x)

Tabla 5.2: Ruta lineal

Algoritmo del loiter usando ”Carrot-Chasing”.

1. Inicialización: O = (xi, yi), r, p, ψ, λ, va, k

2. d = ‖O − p‖ − r
3. ψ = atan2(y − yi, x− xi)
4. (xt, yt)→ (rcos(σ + λ), rsen(σ + λ)); s = (xt, yt)

5. ψd = atan2(yt − y, xt − x)

Tabla 5.3: Loiter

A continuación se presentarán los controles cinemáticos implementados para el control de

velocidad y el seguimiento de trayectorias en ruta lineal y loiter.
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5.6.1 Resultados del control cinemático en velocidad

En las siguientes figuras se mostrará el control de velocidad con los parámetros de kx = 1.5

y una velocidad de referencia vr = 20 m
s

.

Figura 5.14: Control cinemático en velocidad en x

Figura 5.15: Control cinemático en velocidad en y

Figura 5.16: Control cinemático en velocidad va

La Figura 5.14 muestra la velocidad en x, la Figura 5.15 muestra velocidad en y, se
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puede observar que ambas figuras son parecidas, eso es debido a que disminuye el error de

cross− tracking. La Figura 5.16 muestra la velocidad del UAV va.

5.6.2 Resultados del control cinemático en trayectorias

En la Figura 5.17 se observa el seguimiento de trayectorias lineal usando el algoritmo ”Carrot-

Chasing”, estos datos fueron arrojados por las mediciones del GPS, en la gráfica se ilustra

que llega a una posición del waypoint (0, 100).

En la Figura 5.18 se ilustra el seguimiento de trayectorias loiter usando el algoritmo

”Carrot-Chasing”, estos datos fueron de igual forma que la ruta lineal arrojados por las

lecturas del GPS, en el gráfico se observa un radio r = 100 m en la ruta.

Figura 5.17: Seguimiento de trayectorias

lineal

Figura 5.18: Seguimiento de trayectorias

loiter

Los movimientos realizados en el seguimiento de trayectorias están definidos por un φd

sin perder la altitud, esto se logra gracias a la estabilidad en la dinámica y su ángulo deseado

en el viraje.



CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJO

FUTURO

En este apartado del trabajo de investigación se expondrán seccionamente los resultados

obtenidos, concluyendo con las consideraciones y efectos f́ısicos que se produjeron en la parte

práctica. Posteriormente de haber descrito cada una de las sentencias o problemas dinámicos

a los cuales se les aplicó un control ideal que cumplierá con las condiciones de operamiento

eficiente en vuelo, se presentarán los esfuerzos a cumplir o metas para un trabajo a futuro y

un seguimiento cont́ınuo para proyectos nuevos a partir de esta investigación previa.

En el caṕıtulo 1 se habló de los antecendetes en la materia, concluyendo del mismo modo

que en este escrito, se tomó un seguimiento de trayectorias: Trajectory Following medi-

ante el uso de waypoints, se implementó esta técnica ya que este seguimiento depende de la

cinemática del veh́ıculo , previa a una estabilidad dinámica controlada, el Pixhawk contiene

los sensores suficientes para obtener estos datos y controlar el modelo en su navegación.

En el caṕıtulo 2 expone la matemática del veh́ıculo, su análisis f́ısico y se presentan las

ecuaciones no lineales del modelo, en referencia al marco del cuerpo y al inercial, con y sin

viento, como el objetivo del trabajo fue controlar la altura y su movimiento lateral, se opto

por tomar como ecuaciones dinámicas, un modelo con referencia al marco inercial sin viento

85
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de la cual se utilizó la siguiente ecuación:

mẍE = X cos θ cosψ + Y (sinφ sin θ cosψ − cosφ sinψ) + Z(cosφ sin θ cosψ + sinφ sinψ)

mÿE = X cos θ sinψ + Y (sinφ sin θ sinψ + cosφ cosψ) + Z(cosφ sin θ sinψ − sinφ cosψ)

mz̈E = mg −X sin θ + Y sinφ cos θ + Z cosφ cos θ

L = Iy(θ̇ sinφ− ψ̇ cos θ cosφ)(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ) + Iz(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ)

(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ) + Iz(φ̈− ψ̈ sin θ − ψ̇θ̇ cos θ)

M = Ix(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ)(φ̇− ψ̇ sin θ) + Iz(ψ̇ sin θ − φ̇)(−θ̇ sinφ+ ψ̇ cos θ cosφ)

+ Iy(θ̈ cosφ+ ψ̈ cos θ sinφ− φ̇θ̇ sinφ+ ψ̇(φ̇ cos θ cosφ− θ̇ sin θ sinφ))

N = Ix(−θ̇ cosφ− ψ̇ cos θ sinφ)(φ̇− ψ̇ sin θ) + Iy(φ̇− ψ̇ sin θ)(θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ)

Iz(−θ̈ sinφ+ ψ̈ cos θ cosφ− φ̇θ̇ cosφ− ψ̇(φ̇ cos θ sinφ+ θ̇ sin θ cosφ))

Siendo V̇E = [ẍE ÿE z̈E]T , se toma este modelo ya que se utilizará un avión planeador del

cual no variará su movimiento en θ, este aeroplano posee el beneficio de tener mayor superfi-

cie de sustentación en comparación con otro aviones convencionales, el sistema de ecuaciones

antes descrito es analizado por los movimientos angulares del modelo Newton-Euler (θ, φ, ψ).

Investigaciones utilizan otro modelo para veh́ıculos de ala fija que toman como referencia el

vector del viento: La ecuación (6.1) muestra el modelo longitudinal mientras que la ecuación

(6.2)

V̇ =
1

m
(−D + T cosα−mg sin γ)

γ̇ =
1

mV
(L+ T sinα−mg sin γ)

θ̇ = q

q̇ =
M

Iyy

ḣ = V sin θ

(6.1)
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ψ̇ = r

ṙ =
N

Izz

V̇y =
Fy
m
− rVx

V̇x =
Fx
m

+ rVy

(6.2)

Se puede observar que el sistema de ecuaciones anterior trabaja con las velocidades an-

gulares del cuerpo [p q r]T y con el ángulo de ataque α este modelo es eficiente cuando se

toma en consideración el vector de viento, este análisis es utilizado en aviones rápidos como

jets o configuración ala delta, ya que en este tipo de aeroplanos la variación del ángulo δ

del elevador afectará al momento del móvil llevándolo rápidamente a su punto cŕıtico, en

conclusión, se utiliza el sistema de ecuaciones Newton-Euler espećıficamente para aviones

sónicos lentos como los planeadores, aunque también se puede usar este segundo modelo

pero necesita mas sensores para su parte experimental.

En el caṕıtulo 3 se describe el protipo experimental, se toman medidas completas del

fuselaje y las aproximaciones de las superficies del ala y el elevador, esto se realizó para

determinar la inercias que influyen en el veh́ıculo y del mismo modo poder hacer un control

mas robusto, analizar la torsión en los ánugulos de Euler y sobre todo tener gráficas de los

coeficientes aerodinámicos aśı como una simulación virtual del túneal de viento auxiliado por

el software XFLR5,

Figura 6.1: Gráfica del cL contra cD
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La Figura 6.1 remarca la condición del comportamiento de un planeador, se observa que

el coeficiente de lift se mantiene casi constante en diversos valores del arrastre (drag), eso

asegura el modelo Newton-Euler como un sistema estable para el avión.

En el caṕıtulo 4 se expusieron los controles de los modelos longitudinal y lateral lineal-

izados del avión la ecuación (6.3) describe la dinámica en z mientras que en la ecuación (6.4)

describe la dinámica en y.

z̈ = −L
m
θ +

Tc −D
m

− g (6.3)

ÿ =
Y

m
− Tc −D

m
φ (6.4)

Para la dinámica en z se controló con la técnica de Slinding Mode, mientras que para la

dinámica en y se implementó la técnica Backstepping, ambas métodos se compararon con

un control tipo PD del cual se obtuvieron las siguientes gráficas simuladas:

Figura 6.2: Simulación de la dinámica usando un PD

Figura 6.3: Simulación de la dinámica usando Backstepping y Sliding Mode
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Las gráficas anteriores fueron trazadas en una proyección en 3D simulada, se observa

que la Figura 6.2 se tienen los controles PD y en la Figura 6.3 se ilustra la dinámica con

controles en z y y con Sliding Mode y Backstepping respectivamente, en la segunda figura

se puede apreciar un ascenso mas suave y lento en comparación con la primera, el control

de esta segunda gráfica beneficia, en este proyecto, a mantener momentos lentos y restringe

al aeroplano a no entrar en pérdida con un ángulo en pitch y en roll no elevados o con una

reacción rápida como lo haŕıa un PD.

Se incorporón un control de velocidad en su cinemática del sistema del aeroplano siguiendo

la siguiente ecuación:

va = kxxe + vr cosψe

Mantiendo la velocidad constante provoca un vuelo estable, en conjunto con una altura

deseada, igual constante, provoca que el ángulo de ataque α será constante y esto vuelve a

remarcar el modelo dinámico Newton-Euler como eficiente.

Figura 6.4: Chasing-Carrot k = 0.3, δ = 2 Figura 6.5: Chasing-Carrot loiter

Se observa en la Figura 6.4 el seguimiento de trayectorias en ruta lineal, mientras que en

la Figura 6.5 se ilustra el seguimiento de trayectorias loiter, usando el algoritmo ”Chasing-

Carrot”, el algoritmo implementado no es robusto ante perturbaciones como el viento arriba

de 3 m
s

en velocidad.

En el caṕıtulo 5 se muestran los resultados experimentales de todas las consideraciones

antes propuestas, obteniendo satisfactoriamente la estabilidad en los controles, cabe men-
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cionar que las condiciones ambientales pueden arrojar resultados diversos en cada prueba,

las gráficas expuestas en este caṕıtulo fueron las mas suaves y en condiciones casi óptimas,

con viento a baja velocidad constante en magnitud y dirección.

Los objetivos del trabajo se lograron, el aeroplano siguió una trayectoria lineal hacia un

punto en espećıfico, aumentó y disminuyó la altura con la técnica de Sliding Mode, de la

entrada de control θ, la técnica de Backstepping determinó una posición angular deseada φ,

que, auxiliada por el movimiento del viraje y definiendo los ángulos del algorimo de ”Chasing-

Carrot”, en conjunto con el control de velocidad cinématica, alcanzó el objetivo waypoint.

El seguimiento de ruta loiter sirve para fijar en un punto en espećıfico la recolección de datos

con una trayectoria circular descendente.

6.1 Trabajo futuro

Como trabajo a futuro se pretende cubrir los siguientes aspectos:

• Trabajar con un protipo más veloz y utilizar el modelado con respecto al viento de las

ecuaciones (6.1) como modelo longitudinal y (6.2) como modelo lateral.

• Implementar una autonomı́a en la nevagación en despegue y aterrizaje, ya que en estos

dos movimientos el centro dinámico se mueve y la ecuación del modelo Newton-Euler

tiene un grado de complejidad mayor.

• Diseñar un control robusto ante el viento para el seguimiento de trayectorias para

velocidades del viento arriba de 3 m
s

.

Los puntos anteriores se proponen ya que se obtuvieron complicaciones prácticas como

el cambio del medio ambiente, y se replantea un nuevo protipo para cubrir superficies que

requieren una mayor velocidad del veh́ıculo y una autonomı́a completa en la navegación para

el despegue y el aterrizaje.
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Código de sensores del Pixhawk

A.1 Tubo Pitot

A continuación se presenta la inicialización del Tubo de Pitot de comunicación I2C en la

computadora Pixhawk.

AP_HAL::BetterStream* cliSerial;

const AP_HAL::HAL& hal = AP_HAL_BOARD_DRIVER;

#if CONFIG_HAL_BOARD == HAL_BOARD_APM1

AP_ADC_ADS7844 apm1_adc;

#endif

AP_Airspeed airspeed(aparm);

void setup(void)

{

hal.console->println("ArduPilot Airspeed library test");

AP_Param::set_object_value(&airspeed, airspeed.var_info, "_PIN", 65);

airspeed.init();

airspeed.calibrate();

}
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void loop(void)

{

airspeed.read();

hal.console->printf("airspeed %.2f\n", airspeed.get_airspeed());

hal.scheduler->delay(1);

}

AP_HAL_MAIN();

A.2 Barómetro

En el código se describe la inicializacón y la codificación del sensor barométrico.

\\Las siguientes lı́neas hace la sentencia de los sensores detectados en

\\la tarjeta de operación Pixhawk

#if CONFIG_BARO == HAL_BARO_BMP085

static AP_Baro_BMP085 barometer;

#elif CONFIG_BARO == HAL_BARO_PX4

#elif CONFIG_BARO == HAL_BARO_VRBRAIN

static AP_Baro_VRBRAIN barometer;

#elif CONFIG_BARO == HAL_BARO_HIL

static AP_Baro_HIL barometer;

#elif CONFIG_BARO == HAL_BARO_MS5611

static AP_Baro_MS5611 barometer(&AP_Baro_MS5611::i2c);

#elif CONFIG_BARO == HAL_BARO_MS5611_SPI

static AP_Baro_MS5611 barometer(&AP_Baro_MS5611::spi);

#endif

\\Las siguientes funciones se colocan en el setup(void), estas inicializan

\\al sensor

barometer.init();

barometer.calibrate();
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sensor_barometro();\\Esta función es colocada en el void(loop)

\\La siguiente función es la mas importante para obtener la altura

void sensor_barometro()

{

if((hal.scheduler->micros() - timerI) > 100000UL)

{

timerI= hal.scheduler->micros();

barometer.read();

uint32_t read_time = hal.scheduler->micros() - timerI;

altura=barometer.get_altitude();

if (!barometer.healthy()) {

hal.console->println("not healthy");

return;

}

barometer.get_pressure();

barometer.get_temperature();

barometer.get_climb_rate();

barometer.get_pressure_samples();

}

}

A.3 Unidad de medición inercial (IMU)

La unidad de medición inercial es con la que se obtienen los datos angulares del sistema,

posiciones, velocidades, aceleraciones y también es la que contiene el compás y el barómetro.

El código es el siguiente:

\\Las siguientes lı́neas hace la sentencia de los sensores detectados en

\\la tarjeta de operación Pixhawk

#if CONFIG_HAL_BOARD == HAL_BOARD_APM2

static AP_InertialSensor_MPU6000 imu;
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static AP_Baro_MS5611 barometer(&AP_Baro_MS5611::spi);

#else

static AP_InertialSensor_PX4 sensor;

static AP_Baro_PX4 barometer;

#endif

#if MAIN_LOOP_RATE == 400

static const AP_InertialSensor::Sample_rate ins_sample_rate

= AP_InertialSensor::RATE_400HZ;

#else

static const AP_InertialSensor::Sample_rate ins_sample_rate

= AP_InertialSensor::RATE_100HZ;

#endif

\\Las siguientes funciones se colocan en el setup(void), estas inicializan

\\al sensor

sensor.init_accel(); // Inicialización del acelerómetro

ahrs.init(); // Algoritmo de para mejorar lecturas

ahrs.reset();

ahrs.reset_attitude(0,0,0);

//Estas instrucciones son colocadas en el void loop()

float gyrox, gyroy, gyroz; //Velocidades Angulares

float accelx, accely, accelz; //Aceleraciones Lineales

Vector3f gyro;

Vector3f accel;

//Variables de Estado

ahrs.update(); // Actualiza o refresca las variables de control

gyro = sensor.get_gyro(); // Obtiene las velocidades angulares en el vector3f

accel =sensor.get_accel();

gyrox = gyro.x; //Velocidad en Roll
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gyroy = gyro.y; //Velocidad en Pitch

gyroz = gyro.z; //Velocidad en Yaw

accelx = accel.x; //Aceleración en X

accely = accel.y; //Acelaración en Y

accelz = accel.z; //Aceleración en Z

A.4 Radio

El siguiente código muestra como configurar el radio control tipo Spektrum DX7S.

//Se definen los canales en su forma de operación como variables globales

static float aileron, elevator, throttle, rudder, safe, switcont, switcont2;

//Estas instrucciones son colocadas en el void loop()

//Parámetros del Radio Control DX7S

// radio[0] --> Roll --> 991 (izq) - 2015 (der) 1509 (nom)

// radio[1] --> Pitch --> 1886 (dow) - 991 (up) 1368 (nom)

// radio[2] --> Throttle --> 991 (min) - 1921 (max)

// radio[3] --> Yaw --> 2009(izq) - 991 (der) 1503 (nom)

// radio[4] --> Gear --> 991(0) 2015(1) safe

// radio[5] --> Aux 3 --> 991(0) 1504(1) 2015(2) control

uint16_t radio[7]; // vector para los canales de radio

for (uint8_t i = 0; i <= 7; i++)

{radio[i] = hal.rcin->read(i);}

aileron = radio[0];

elevator = radio[1];

throttle = radio[2];

rudder = radio[3];
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safe = radio[4]; // para armar el radio radio ---> gear

switcont = radio[5]; // Aplicar ley de control radio ---> aux3

switcont2 = radio[6];

A.5 GPS

Para la programación del GPS en el Pixhawk se utilizará la siguiente linea de comandos.

static void GPS(void){

static uint32_t last_msg_ms;

//************************ Posicion ******************************

gps.update();

if (last_msg_ms != gps.last_message_time_ms())

{

last_msg_ms = gps.last_message_time_ms();

const Location &loc = gps.location();

const Vector3f &vel = gps.velocity();

vel_x = vel.y;

vel_y = vel.x;

altura = loc.alt * 0.01f;

sate = gps.num_sats();

preci = gps.get_hdop();

fix = gps.status();

}

uint32_t currtime = hal.scheduler->millis();

dt = (float)(currtime - last_update) / 1000.0f;

last_update = currtime;

inertial_nav.update(dt);
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velocidad = inertial_nav.get_velocity();

//Adquisicion del home

if(switcont < 1500)//Modo Seguro

{

entra = 0;

p_x_m=0;

p_y_m=0;

v_x_m=0;

v_y_m=0;

}

if(switcont > 1500)//Modo Control

{

if(entra == 0)

{

if ( fix >= AP_GPS::GPS_OK_FIX_3D)

{const Location &loc = gps.location();

ahrs.set_home(loc);

compass.set_initial_location(loc.lat, loc.lng);

inertial_nav.setup_home_position();

}

entra = 1;

}

p_x_cm = posicion.x; //Posicion-x en cm.

p_y_cm = posicion.y; //Posicion-y en cm.

p_x_m = p_x_cm*LATLON_TO_M; //Posicion-x en m.

p_y_m = p_y_cm*LATLON_TO_M; //Posicion-y en m.

v_x_cm = velocidad.x;

v_y_cm = velocidad.y;

v_x_m = v_x_cm*LATLON_TO_M;
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v_y_m = v_y_cm*LATLON_TO_M;

}

}

A.6 Control roll

En el siguiente programa se muestra la función que se desarrolló para el control en el

movimiento en roll:

control_roll(float(ahrs.roll), float(gyrox),float(phi_d));

void control_roll(float roll, float gyrox, float phi_d){

tau_roll=-520*(roll-phi_d)-300*gyrox;

aileron=aileron + tau_roll;

if (aileron>1900)

aileron=1900;

if (aileron<1100)

aileron=1100;

hal.rcout->write(0,aileron);

}

Nótese que se saturaron los rangos de operación según los parámetros arrojados del pro-

grama de la Sección A.4.

A.7 Control de altura

En el siguiente programa se muestra la función que se desarrolló para el control de altura:

control_altura(float(altura), float(accelz));

void control_altura(float altura, float accelz){

float m=1.05, D=2.6, L=2.6;

float altura_d = 1;

float tau_pitch;
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elevator=tau_pitch*402 + elevator;

if (elevator>1900)

elevator=1900;

if (elevator<1100)

elevator=1100;

hal.rcout->write(1,elevator);

}

Nótese que se saturaron los rangos de operación según los parámetros arrojados del pro-

grama de la Sección A.4.

A.8 Algoritmo Carrot-Chasing

El siguiente programa muestra la función para el Algoritmo Carrot-Chasing:

chasing_carrot(float(ahrs.roll), float (gyrox), float (p_x_m), float (p_y_m));

void chasing_carrot (float roll, float gyrox, float x, float y){

w_x = 0, w_y=0, w_x1=0, w_y1=50;

float delta = 2;

float R_u = sqrt((w_x-x)*(w_x-x)+(w_y-y)*(w_y-y));

float theta = atan2((w_y1-w_y),(w_x1-w_x));

float theta_u = atan2((y-w_y),(x-w_x));

float beta = theta-theta_u;

float R = sqrt(R_u*R_u-(R_u*sin(beta))*(R_u*sin(beta)));

phi_d = atan2((R+delta)*cos(theta)-y,(R+delta)*sin(theta)-x);

control_roll(roll, gyrox, phi_d);

}

A.9 Control de velocidad

El siguiente código describe el control en el empuje (Thrust) en el Pixhawk:

control_thrust(float (p_x_m), float (p_y_m), float (v_x_m), float (v_y_m));
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void control_thrust(float x, float y, float vx, float vy)

{

float x_d = sqrt((w_x-w_x1)*(w_x-w_x1) + (w_y-w_y1)*(w_y-w_y1))-0.5;

float v=sqrt(vx*vx + vy*vy);

float v_d = 5;

float thrust = -1.2*(x-x_d) - 150*(v-v_d);

throttle=throttle + thrust;

if(throttle>1850)

throttle=1900;

if(throttle<1100)

throttle=1099;

hal.rcout->write(2,throttle);

}



ANEXOS B

Demostraciones

B.1 Momentos inerciales

Las siguientes figuras se utilizaron para determinar las inercias de la figura del ala.

Momentos inerciales

Rectángulo

Triángulo

Tabla B.1: Momentos inerciales
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B.2 Control PD

Para varios procesos industriales una combinación de un control proporcional y un control

derivativo es llamado un controlador PD. La señal de control no es proporcional a la señal

actuada pero puede cambiar su rango. La acción de un controlador PD es definida como:

ec(t) = KCea(t) +KD
d

dt
ea(t) (B.1)

En el dominio s:

EC(s) = KCEa(s) +KDsEa(s) +KDsEa(s)

= KC(1 +
KD

KC

s)Ea(s) = KC(1 + TDs)
(B.2)

donde, TD = KD

KC
es llamado el rango de tiempo de la derivación.

Si se considera una señal rampa unitaria, ea(t) = tu(t), la señal de control es:

ec(t) = KCtu(t) +KD (B.3)

Esas señales se observan en las Figuras B.1, B.2. Donde el rango de tiempo TD se observa

claramente [7].

Figura B.1: Señal rampa unitaria Figura B.2: Señal de control
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B.3 Sliding mode ”Modo deslizante”

Definición. Es una técnica de control no lineal gobernado por uno o varios conmutadores que

toman valores en conjuntos discretos. Bajo ciertas restricciones y condiciones, el controlador

puede evolucionar utilizando una conmutación de frecuencia finita (p.e. control ON-OFF de

alta frecuencia).

• Ventajas

– Buen comportamiento ante variaciones en los parámetros.

– Rechazo de perturbaciones.

• Desventajas

– La existencia del castañeo (chatering), el cual es un efecto producido por los retar-

dos (delays) debido a las imperfecciones de los dispositivos y actuadores contenidos

en el sistema a controlar.

B.3.1 Planteamiento del problema

Considere el siguiente sistema dinámico:

ẋ = f(x) + g(x)u (B.4)

donde f y g son funciones no lineales desconocidas.

Con base a lo anterior, se desea diseñar una ley de control para estabilizar el origen y

limitar las trayectorias de los estados a una ”superficie de deslizamiento” denotada por s y

definida por:

s =

(
d

dt
+ λ

)n−1

e(t)
n := grado de la ecuación

e := error
(B.5)

Dado un control de la forma:

u = ksign(s) k := constante (B.6)
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La cual tiene la siguiente interpretación:

u =

{
k si s > 0

−k si s < 0
(B.7)

k

-k

sign(s)

s→ u

Figura B.3: Interpretación de u

Durante el periodo de retardo de las trayectorias, los estados cruzan una superficie de

deslizamiento s = 0 en función del valor actual del error e(t) creando un movimiento oscila-

torio (chattering), como se muestra en la Figura B.4.

s>0

s<0

Superficie de deslizamiento

Figura B.4: Superficie de deslizamiento
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B.4 Backstepping

Considere un sistema de la siguiente forma:

dη

dt
= f(η) + g(η)ξ

dξ

dt
= u

(B.8)

donde η, ξ ∈ Rn+1 es el estado y u es el control de entrada. Las funciones f : D → Rn son

suaves en el dominio D que contiene η = 0 y f(0) = 0.

El objetivo es diseñar una ley de control por retroalimentación de estado para estabilizar

el origen definido por el vector (η = 0; ξ = 0), donde el subsistema representado por dη
dt

tiene

por entrada a la variable ξ, donde la componente ξ representa al integrador. Suponiendo

que el componente dη
dt

puede ser estabilizado por un control por retroalimentación de estado

suave ξ = φ(η) con φ(0) = 0. Entonces el siguiente subsistema:

dη

dt
= f(η) + g(η)φ(η) (B.9)

es asintóticamente estable en el origen. Ahora, suponiendo que existe una función de Lya-

punov V (η), la cual es definida positiva, satisface la siguiente desigualdad:

δV

δη
[f(η) + g(η)φ(η)] ≤ −W (η), ∀η ∈ D (B.10)

donde W (η) es definida positiva.

Ahora, con el fin de poder diseñar la ley de control se adiciona y se sustrae el término

g(η)φ(η) en el lado derecho de la ecuación del primer subsistema (B.8), de tal modo que se

obtiene la siguiente representación:

dη

dt
= f(η) + g(η)φ(η) + g(η)[ξ − φ(η)]

dξ

dt
= u

(B.11)

Definiendo el siguinete cambio de variable

z = ξ − φ(η) (B.12)
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Resulta que el sistema anterior queda descrito por la siguiente estructura

dη

dt
= [f(η) + g(η)] + g(η)z

dz

dt
= u− φ̇(η)

(B.13)

La derivada de φ(η) son respecto al tiempo satisface la siguiente expresión:

dφ(η)

dt
=
δφ

δη
[f(η) + g(η)]ξ (B.14)

Definiendo el siguiente control auxiliar ν = u− φ̇, el sistema (B.13) resulta ser de la forma:

dη

dt
= [f(η) + g(η)] + g(η)z

dz

dt
= ν

(B.15)

el cual es similar al sistema original (B.8), con la diferencia que ahora el primer subsistema

es asintóticamente estable en el origen cuando z es igual a cero.

Ahora, considere la siguiente función de Lyapunov para el sistema completo (B.15)

Va(η, z) = V (η) +
1

2
z2 (B.16)

Para el diseño del controlador se procede de la siguiente manera. Derivando la función

candidata de Lyapunov con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema

(B.15) se obtiene que:

dVa
dt

=
δV

δη
[f(η) + g(η)φ(η)] +

δV

δη
g(η)z + zν

≤ −W (η) +
δV

δη
g(η)z + zν

dVa
dt

le−W (η) +
δV

δη
g(η)z + zν

(B.17)

Selecionando el control ν por:

ν = −δV
δη
g(η)− kz, ∀k > 0 (B.18)

Finalmente, se obtiene:
dVa
dt

= −W (η)− kz2, ∀k > 0 (B.19)
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lo cual muestra que V̇a es definida negativa, lo que implica que el origen de (B.15) (η =

0, z = 0) es asintóticamente estable. Y en consecuencia concluimos que el origen del sistema

original (B.13) (η̇ = 0, ξ = 0) es asintóticamente estable.

Como consecuencia de lo anterior, el diseño del control está dado de la siguiente manera,

u = ν +
dφ(η)

dt
(B.20)

Sustituyendo en (B.20) las expresiones adecuadas se obtiene la ley de control de retroali-

mentación de estado:

u =
δφ

δη
[f(η) + g(η)ξ]− δV

δη
g(η)− k[ξ − φ(η)] (B.21)

la cual estabiliza el sistema (B.15) en el [11].
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[2] Joaqúın C. Adusar Principios de Vuelo, Paraninfo, 2007

[3] Felipe Gato Gutiérrez Sistemas de Aeronaves de Turbina, Paraninfo, 2007

[4] McCabe/Smith Operaciones Básicas de Ingenieŕıa Qúımica, Reverté, S.A., 2003

[5] Osvaldo Verdugo Casanova Aerodinámica para Pilotos, Fuerza Aérea de Chile,
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