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NAVEGACIÓN AÉREA Y SUBMARINA

Navegación de un VANT de Ala Fija con Visión Artificial

T E S I S

Que presenta
Antonio de Jesús Flores Moreno
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Resumen

Este trabajo de tesis trata de la construcción del modelo matemático completo para imple-
mentar una simulación que incluya las condiciones lo mas cercanas a la realidad de un vehı́culo
aéreo de ala fija, se tratan también estrategias de control para que la aeronave alcance las refe-
rencias necesarias durante un vuelo, estas referencias son la altura, la velocidad y la orientación
de curso de la aeronave, ademas se implementa una estrategia de navegación para el seguimien-
to de trayectorias rectas o de órbitas con altura constante. Finalmente se desarrolla un algoritmo
de geolocalización mediante un sistema de visión para estimar la posición en un marco inercial
de un objeto y poder modificar su navegación para que este vuele en órbita sobre él. Esta tesis
se puede dividir en cuatro partes fundamentales: En la primera parte de la tesis comprendida
por los primeros cuatro capı́tulos se desarrolla un modelo matemático que involucra todas las
fuerzas y momentos debido a la aerodinámica y la propulsión de la aeronave, se desarrolla un
modelo matemático estocástico para el modelado del comportamiento del viento, y desarrollar
una plataforma en matlab simulink que permite realizar una simulación lo mas certero a la reali-
dad. Como segunda parte se desarrolla un control mediante el conocimiento de la aerodinámica
de la aeronave, es implementado un control mediante retroalimentación de la lectura de los
sensores. En la tercera parte se implementa un algoritmo de navegación mediante el uso de un
campo vectorial, dicho algoritmo es probado bajo una simulación de ”hardware in the loop”la
cual emplea el simulador CRRCSim que cuenta con la ventaja de enviar y recibir datos median-
te el protocolo de comunicación de mavlink, de esta manera también se involucra el hardware
autopiloto y se simulan los sensores, por lo que permite obtener el comportamiento del control
y seguimiento como si se estuvieran actuando en un vuelo no simulado. Finalmente se procede
al diseño de un filtro extendido de Kalman que busca obtener mediante la lectura de las coorde-
nadas en pixeles de imágenes recibidas de un objeto en especifico, la ubicación en coordenadas
GPS para finalmente hacer que la aeronave vuele sobre él. Una vez validadas las estrategias de
control y navegación se procede a implementarlas en una plataforma experimental que utiliza
un autopiloto pixhawk y una computadora de compañı́a Odroid XU4 para el procesamiento di-
gital de imágenes, comunicadas mediante el protocolo de comunicación mavlink y mediante un
sistema operativo para robots (ROS) es implementado MAVROS para enviar las referencias del
vehı́culo para su navegación.
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Abstract

This thesis deals with the construction of the complete mathematical model to implement
a simulation that includes the conditions closest to the reality of a fixed-wing aerial vehicle,
control strategies are also treated so that the aircraft reaches the references necessary during a
flight, these references are the altitude, speed and orientation of the course of the aircraft, in ad-
dition a navigation strategy is implemented for the tracking of straight trajectories or orbits with
constant altitude. Finally, a geolocation algorithm is developed by means of a vision system to
estimate the position in an inertial frame of an object and to modify its navigation so that it flies
in orbit over it. This thesis can be divided in four main parts: In the first part of the thesis cove-
red by the first four chapters a mathematical model is developed that involves all the forces and
moments due to the aerodynamics and propulsion of the aircraft, a stochastic mathematical mo-
del is developed to model the behavior of the wind, and develop a platform in matlab simulink
that allows to simulate this aircraft and its behavior very accurate to reality. As a second part,
a control is developed through the knowledge of the aerodynamics of the aircraft, a feedback
control is implemented of the reading of the sensors. In the third part a navigation algorithm
is implemented through the use of a vector field, this algorithm is tested under a ”hardware in
the loop”simulation which uses the CRRCSim simulator that has the advantage of sending and
receiving data through the Mavlink communication protocol, in this way the autopilot hardware
is also involved and the sensors are simulated, so that the control and monitoring behavior can
be obtained as if they were acting on a non-simulated flight. Finally we proceed to the design
of an extended Kalman filter that seeks to obtain, by reading the coordinates in pixels of images
received from a specific object, the location in GPS coordinates to finally make the aircraft fly
over it. Once the control and navigation strategies have been validated, they are implemented in
an experimental platform that uses a pixhawk autopilot and an Odroid XU4 company computer
for the digital processing of images, communicated through the mavlink communication proto-
col and through Robots operating system (ROS) is implemented MAVROS to send the vehicle
references for navigation.
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1

Introducción

Los vehı́culos aéreos no tripulados(VANT) o UAV(Unnmanned Aerial Vehicles) por sus si-
glas en ingles son aquellos que cuentan con la avionica necesaria para desempeñar misiones
totalmente autónomos, es decir, que no requiere de la intervención de un piloto humano que
controle la aeronave. Existe una gran variedad de aplicaciones civiles en VANT’s como en apli-
caciones militares, por ejemplo el VANT militar MQ-9 Reaper [2] que no arriesga la vida de
algún piloto humano y tiene la capacidad de ser pilotado a distancia para vigilancia y/o ataque.
A su vez también existe una gran cantidad de aplicaciones para uso civil como de entretenimien-
to que permiten ser remotamente controlados por civiles para aplicaciones de fotografı́a o vı́deo
y cuentan con sistemas de control asegurando la seguridad de personas y animales, un ejemplo
de éste vehı́culo es el cuadricóptero mavic de DJI[9], además de monitorio de tráfico y apli-
caciones en campos de agricultura los vehı́culos autónomos empiezan a tener un impacto en la
sociedad actual. Ası́ como se desarrollan aplicaciones militares y civiles para los VANT también
hay un gran campo de desarrollo en investigación, en México es llevado a cabo el simposio me-
xicano de vehı́culos aéreos no tripulados[25] el cual busca integrar el desarrollo e investigación
en la industria y la academia en México. Actualmente se habla de varios artı́culos cientı́ficos
que muestran la gran cantidad de técnicas de control de los VANT y desarrollo de autopilotos
para el vuelo autónomo tales como el control PID [14], técnicas de navegación como el uso
de funciones de Lyapunov para asegurar que la aeronave se acerque a la trayectoria[12]. Los
problemas que se tratan en esta tesis es la de implementar un control a una aeronave de ala fija,
implementar una estrategia de seguimiento de trayectorias y ademas de ello utilizar una cámara
para implementar un algoritmo de visión que permita detectar objetos en tierra, la idea principal
es implementar campos vectoriales junto con un control PID que permita la navegación de órbi-
tas con una altura adecuada para el campo de visión de la cámara y ası́ obtener referencias en
tierra y construir una trayectoria que permita construir una trayectoria a seguir. Durante el desa-
rrollo de las leyes de control y la estrategia de navegación se utilizó la plataforma de simulación
de MATLAB llamada SIMULINK donde es una interfaz adecuada para probar la dinámica y la
cinemática del vehı́culo de ala fija, esta simulación fue construida para la validación de las leyes
de control y leyes de navegación. Como medida de seguridad en el momento de validar las leyes
de control y la estrategia de navegación se implemento la simulación mediante Hardware in the
Loop, implementado en [20] que permite validar las leyes de control y navegación mediante
la simulación de los sensores y leyes de control en un ambiente simulado por computadora sin
riesgo de exponer el prototipo, otro motivo de utilizar el simulador MAV3Dsim es que es un si-
mulador de código abierto que se pueden hacer modificaciones al codigo fuente, de esta manera
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2 1.1. OBJETIVOS

es fácil adecuar la simulación para poder validar pruebas de navegación. Una vez validadas la
estrategia de control y navegación se prosiguió con la implementación en un prototipo armado
con una computadora de compañı́a ODROID XU4 y una tarjeta Pixhawk en la cual calcula el
control y lo transmite a las superficies de control para que la aeronave cambie de curso.

1.1. Objetivos
El objetivo principal de esta tesis es llevar a cabo la navegación autónoma de un VANT de
ala fija empleando un sistema de visión por computadora y con referencias ubicadas en tierra
para guiar su trayectoria. Para llevar a cabo este objetivo se impusieron los siguientes objetivos
secundarios:

Estudiar los marcos de coordenadas para describir de la mejor manera el comportamiento
de la aeronave en un espacio 3D.

Estudiar la cinemática y dinámica que envuelve la aeronave para implementar el mejor
modelo matemático que se aproxime a su comportamiento.

Estudiar las fuerzas y momentos que envuelven a la aeronave para encontrar la mayor
aproximación a su modelo matemático.

Proponer una estrategia de control lo suficientemente robusta ante las perturbaciones del
viento que permitan al vehı́culo realizar el seguimiento de trayectorias.

Proponer una estrategia de navegación que otorgue las referencias adecuadas para seguir
lineas rectas y órbitas

Proponer un algoritmo de visión por computadora para obtener referencias en tierra e
identificar el objetivo en el marco de referencia inercial.

1.2. Estructura de la Tesis
La organización de la tesis está como sigue. En el capı́tulo 2 se introducen los marcos de refe-
rencia que son utilizados para representar el ambiente que rodea a la aeronave. La cinemática y
la dinámica de la aeronave se presentan el el capitulo 3. Las fuerzas y momentos que se desem-
peñan en la aeronave se describen en el capı́tulo 4. Las estrategias de control son presentadas en
el capı́tulo 5. La estrategia de seguimiento para linea recta y órbitas se desarrollan en el capı́tulo
6. La navegación guiada mediante visión artificial se describe en el capitulo 7. En el capı́tulo 8
se discuten los resultados de esta tesis junto con la conclusión y trabajo futuro.
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Marcos de Coordenadas

Una gran parte de la cinemática del robot se ocupa del establecimiento de diversos sistemas
de coordenadas para representar las posiciones y orientaciones de objetos, y con transformacio-
nes entre estos sistemas de coordenadas. De hecho, el geometrı́a del espacio tridimensional y
de los movimientos rı́gidos juega un papel todos los aspectos de la manipulación robótica[26].

En el estudio de los vehı́culos no tripulados es importante comprender como diferentes cuer-
pos están orientados respecto a otros, mas aún, es necesario comprender como están orientados
con respecto a la tierra.

También es importante comprender como los sensores (por ejemplo una cámara) están tam-
bién orientados con respecto al vehı́culo que los contiene.

En este capı́tulo se mostrarán los diversos marcos de coordenadas en los cuales se pueden
representar la posición y orientación de un vehı́culo ademas de sus sensores, y la transformación
entre estos sistemas de coordenadas.
Para ello es necesario el empleo de distintos marcos de coordenadas por las siguientes razones:

Las ecuaciones de movimiento de Newton están en relación al marco de coordenadas
inercial fijo en la tierra, sin embargo, el movimiento es mas fácil de representar en el
marco fijo al cuerpo.

Las fuerzas aerodinámicas y torques que actúan en el cuerpo de la aeronave son mas
fáciles de visualizar en el marco de referencia fijado al cuerpo.

Los sensores embebidos como acelerómetros y giroscopios otorgan información al marco
de referencia fijado al cuerpo, mas aún, el GPS entrega posición y velocidad relativo al
marco inercial.

La mayorı́a de los requisitos de misiones, como puntos para realizar loiter, o trayectorias
a seguir requieren de información dada en el marco de referencia inercial.

El empleo de cámaras en el vehı́culo requieren de su propio marco de referencia para
ubicar objetos en tierra, con respecto al marco de referencia del vehı́culo y el marco
inercial.

Un marco de referencia es transformado a otro mediante dos operaciones básicas: rotación y
traslación. En la siguiente sección se analizará las matrices de rotación y su uso para transformar
entre marcos de coordenadas.

3



4 2.1. MATRICES DE ROTACIÓN

2.1. Matrices de Rotación
Considerando los dos marcos de referencia mostrados en la figura 2.1. El vector P puede

ser expresado en tanto en el marco F0 (especificado por (i0, j0, k0)) como en el marco F1

(especificado por (i1, j1, k1)). En el marco F0 tenemos

P = p0
xi

0 + p0
yj

0 + p0
zk

0.

Alternativamente tenemos en el marco F1 tenemos

P = p1
xi

1 + p1
yj

1 + p1
zk

1.

Figura 2.1: Rotación en 2D a lo largo del eje z

Los vectores (i1, j1, k1) y (i0, j0, k0) están formados por un conjunto de vectores perpendicula-
res como base.

Igualando ambas expresiones tenemos

p0
xi

0 + p0
yj

0 + p0
zk

0 = p1
xi

1 + p1
yj

1 + p1
zk

1.

Llevando a cabo el producto punto en ambos lados con i1, j1 y k1 y arreglando el resultado en
forma de matriz tenemos

P 1 ,

 p1
x

p1
y

p1
z

 =

 i1 · i0 i1 · j0 i1 · k0

j1 · i0 j1 · j0 j1 · k0

k1 · i0 k1 · j0 k1 · k0

 p0
x

p0
y

p0
z

.

Basándonos en la geometrı́a de la figura 2.1 tenemos

P 1 = R1
0P

0 (2.1)

Donde
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2. MARCOS DE COORDENADAS 5

R1
0 ,

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0
0 0 1

.

La notación R1
0 es usada para denotar una rotación del marco de coordenadas F0 al marco de

coordenadas F1.

Procediendo de manera similar, una rotación de mano derecha de el sistema coordenado sobre
el eje y nos da

R1
0 ,

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0
0 0 1

,

y una rotación sobre el eje x nos resulta en la siguiente matriz

R1
0 ,

 1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

.

La matriz R1
0 es un ejemplo de una clase general de matriz de rotación ortonormal que tiene las

siguientes propiedades:

(Rb
a)
−1 = (Rb

a)
T = Ra

b .

Rc
bR

b
a = Rc

a.

det(Rb
a) = 1,

En la obtención de la ecuación 2.1, notar que el vector P permanece constante y el nuevo
marco de coordenada F0 al marco de coordenadas F1 fué obtenido rotando F0 al marco de
coordenadas F0 a través de una rotación de mano derecha de un ángulo θ. Alternativamente,
una rotación puede ser usada para rotar un vector un ángulo prescrito en un marco de referencia
fijo.

2.2. Marco de referencia del VANT
Para obtener la dinámica que involucra un vehı́culo aéreo de ala fija es necesario comprender al-
gunos marcos de referencia de interés. En esta sección, definiremos y describiremos los siguien-
tes marcos de referencia: el marco de referencia inercial, el marco de referencia del vehı́culo,
el marco de referencia del vehı́culo-1, el marco de referencia del vehı́culo-2, el marco de refe-
rencia del cuerpo, el marco de referencia de estabilidad y el marco de referencia del viento. Los
marcos de referencia inercial y de los de cuerpo están relacionados mediante una traslación,
mientras que los del cuerpo están relacionados unicamente por rotaciones. Los ángulos que de-
finen las orientaciones relativas en el marco del cuerpo son los ángulos de alabeo, cabeceo y
guiñada (roll”, ”pitch 2 2awrespectivamente en inglés). Estos ángulos son comúnmente conoci-
dos como los ángulos de Euler. Los ángulos de rotación que definen la orientación relativa en
los marcos de referencia de estabilidad y viento son el ángulo de ataque y el ángulo de desli-
zamiento lateral. Para fines prácticos se asumirá una tierra plana y no rotativa, lo cual es valido
para vehı́culos autónomos en miniatura (MAV por sus siglas en inglés).
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6 2.2. MARCO DE REFERENCIA DEL VANT

2.2.1. Marco de referencia inercial F i

Figura 2.2: Rotación en 2D a lo largo del eje z

El sistema coordenado inercial es un sistema de coordenadas fijado a la tierra con su origen en
un punto definido con una localización comúnmente llamada ”home”. Como se muestra en la
Figura 2.2, El Vector unitario ii apunta hacia el norte, ji está orientado hacia el este, y ki esta
orientado hacia el centro de la tierra, o hacia abajo. Este sistema es conocido también como
”North-East-Down.o NED. Es común que el eje x apunte hacia el norte, el eje y hacia el este y
el eje z hacia abajo.

2.2.2. Marco de referencia del vehı́culo F v

El origen del marco de referencia del vehı́culo esta justo en el centro de masa del UAV. Los ejes
de este marco están alineados con los ejes del marco inercial F i. En otras palabras el vector
unitario iv apunta hacia el norte, jv apunta hacia el este, y kv hacia el centro centro de la tierra
como se muestra en la Figura 2.2.

2.2.3. Marco de referencia del vehı́culo-1 F v1

El origen de este marco es idéntico al del marco del vehı́culo: El centro de masa de la aeronave.
Pero con la particularidad de que éste está rotado con en sentido positivo de la regla de la
mano derecha un ángulo de guiñada ψ, de tal manera que ahora iv1 apunta hacia la nariz de la
aeronave, jv1 apunta hacia el ala derecha de la aeronave, y el vector kv1 está alineado con kv y
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2. MARCOS DE COORDENADAS 7

apunta hacia el centro de la tierra. El marco del vehı́culo-1 se visualiza en la siguiente Figura
2.3.

Figura 2.3: Marco de referencia del vehı́culo-1, es calculado mediante la rotación del marco del vehı́culo
un ángulo de guiñada ψ, se muestra como el eje iv1 apunta hacia la nariz del vehı́culo, jv1 hacia el ala

derecha y kv1 hacia el centro de la tierra.

La transformación de F v al F v1 esta dado por:

F v1 = Rv1
v (ψ)F v

donde

Rv1
v (ψ) =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0
0 0 1



2.2.4. Marco de referencia del vehiculo-2 F v2

El origen de este marco de referencia está nuevamente ubicado en el centro de masa del vehı́culo
y es obtenido mediante una rotación del marco de referencia del vehı́culo-1 sobre jv1 en sentido
positivo por la regla de la mano derecha un angulo θ de cabeceo, de tal manera que ahora iv2

apunta hacia la nariz de la aeronave, jv2 apunta hacia el ala derecha de la aeronave, y el vector
kv2 está apuntando hacia el vientre de la aeronave. Este marco de referencia se puede visualizar
en la Figura 2.4.
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8 2.2. MARCO DE REFERENCIA DEL VANT

Figura 2.4: Marco de referencia del vehı́culo-2, es calculado mediante la rotación del marco del vehı́culo-
1 un ángulo de cabeceo θ, se muestra como el eje iv2 esta alineado con el eje longitudinal del vehı́culo,

jv2 hacia el ala derecha y kv2 sale del estomago del VANT.

La transformación de F v1 a F v2 está dada por:

F v2 = Rv2
v1(ψ)F v1

donde

Rv2
v1(θ) =

 cos θ 0 − sin θ
0 1 0
sin θ 0 cos θ



2.2.5. Marco de referencia del cuerpo F b

Este marco de referencia es obtenido mediante la rotación del marco de referencia del
vehı́culo-2 F v2 sobre iv2 un ángulo de alabeo φ. de tal manera que, ahora ib apunta hacia la
nariz de la aeronave, jb apunta hacia la derecha de la aeronave, y el vector kb está apuntando
hacia el vientre de la aeronave. Este marco de referencia se puede visualizar en la figura 2.5.
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2. MARCOS DE COORDENADAS 9

Figura 2.5: Marco de referencia del cuerpo, es calculado mediante la rotación del marco del vehı́culo-2
un ángulo de alabeo φ, se muestra como el eje jb esta alineado con el eje lateral del vehı́culo, ib con el

eje longitudinal y kb sale del estomago del VANT.

La transformación de F v2 a F b está dada por:

F b = Rb
v2(ψ)F v2

donde

Rb
v2(φ) =

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ


La transformación del marco de referencia del vehı́culo al cuerpo está dada por:

Rb
v(φ, θ, ψ) = Rb

v2(φ)Rv2
v1(θ)Rv1

v (ψ) (2.2)

=

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 cos θ 0 − sin θ
0 1 0
sin θ 0 cos θ

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0
0 0 1



=

 cθcψ cθsψ −sθ
sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ
cφsθcψ + sφsψ cψsθsψ − sφcψ cφcθ

 (2.3)

Empleando la siguiente abreviación donde cx , cosx, sx , sinx. Los ángulos φ, θ y ψ son
comúnmente referidos como los ángulos de Euler. El empleo de los ángulos de Euler es muy
utilizado debido al la representación intuitiva de la orientación de un cuerpo en tres dimensiones.
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10 2.2. MARCO DE REFERENCIA DEL VANT

2.2.6. El marco de estabilidad F s

Las fuerzas aerodinámicas se generan cuando ocurre una interacción de la superficie del avión
con el aire a su alrededor. Nos referiremos a la velocidad del avión con respecto al aire circun-
dante como el vector del viento relativo Va. La magnitud de este vector es simplemente referido
como velocidad aérea. Para generar el levantamiento, las alas de la aeronave deben volar en
un ángulo positivo con respecto al vector del viento relativo, este ángulo es conocido como el
ángulo de ataque y es denotado por α. Como se muestra en la figura 2.6 el ángulo de ataque está
definido con una rotación en dirección de la regla de mano izquierda jb y es tal que is se alinea
con la proyección del vector del viento sobre el plano especificado por iv y kb. La necesidad de
la rotación con dirección de mano izquierda es debido a la definición de un ángulo de ataque
positivo, el cuál es positivo para una rotación de mano derecha desde el eje is al eje del cuerpo
ib. Ya que la rotación α está dada por una rotación de mano izquierda, la transformación del
marco del cuerpo al estable esta dada por

Figura 2.6: Marco de referencia de estabilidad, es calculado mediante la rotación del marco del cuerpo
un ángulo de ataque α, se muestra como el eje is esta alineado con la proyección del vector del viento

relativo sobre el plano longitudinal del VANT.

F s = Rs
b(α)F b

donde

Rs
b(α) =

 cosα 0 sinα
0 1 0
− sinα 0 cosα
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2. MARCOS DE COORDENADAS 11

2.2.7. El marco del viento Fw

El ángulo entre el vector del viento relativo y el plano ib − kb es llamado ángulo de desliza-
miento y es denotado por β. Como se muestra en la figura 2.7, el marco del viento es obtenido
por medio de la rotación de el marco de la estabilidad un ángulo β positivo por la regla de mano
derecha sobre el eje ks. El vector unitario iw está alineado con el vector del viento relativo Va.la
transformación de F s a Fw está dada por

Figura 2.7: Marco de referencia de viento, es calculado mediante la rotación del marco de estabilidad un
ángulo de deslizamiento β, se muestra como el eje iw esta alineado con el vector del viento relativo.

Fw = Rw
s (β)F s

donde

Rs
b(α) =

 cos β sin β 0
− sin β cos β 0
0 0 1

.

La total transformación desde el marco del cuerpo al marco del viento esta dada por

Rw
b (α, β) = Rw

s (β)Rs
b(α)

=

 cos β sin β 0
− sin β cos β 0
0 0 1

 cosα 0 sinα
0 1 0
− sinα 0 cosα

.

=

 cos β cosα sin β cos β sinα
− sin β cosα cos β − sin β sinα
− sinα 0 cosα

.
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12 2.3. VELOCIDAD AÉREA, TERRESTRE Y DEL VIENTO.

De manera alternativa, la transformación del marco del viento al marco del cuerpo está dada
por

Rb
w(α, β) = (Rw

b )T (α, β) =

 cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

cos β sinα − sinα sin β cosα

.

2.3. Velocidad aérea, Terrestre y del viento.
Cuando se desarrollan las ecuaciones dinámicas para un vehı́culo de ala fija, es importante
recordar que las fuerzas de inercia en el VANT son dependientes de las velocidades y acelera-
ciones relativas a una marco de referencia fijo (marco inercial). Las fuerzas aerodinámicas, sin
embargo, dependen de la velocidad del aire circundante al vehı́culo. por lo tanto es importante
distinguir entre la velocidad aérea Va, representada por la velocidad con respecto al aire circun-
dante, y la velocidad terrestre Vg, representada por la velocidad con respecto al marco inercial.
Estas velocidades están relacionadas mediante la siguiente expresión

Va = Vg − Vw (2.4)

donde Vw es la velocidad del viento relativo al marco inercial.
La velocidad del vehı́culo Vg puede ser expresada en el marco del cuerpo en términos de com-
ponentes a lo largo de los ejes ib, jb y kb.

V b
g =

 u
v
w


Donde V b

g es la velocidad del VANT con respecto al marco inercial, expresada en el marco del
cuerpo. De manera similar, si definimos las componentes de el viento en el norte, este y abajo
como wn, we y wd respectivamente, podemos escribir una expresión para la velocidad del viento
en el marco del cuerpo como

V b
w =

 uw
vw
ww

 = Rb
v(φ, θ, ψ)

 wn
we
wd

 .

Sin olvidar que el vector Va es la velocidad del VANT con respecto al viento, es posible expre-
sarlo en el marco del cuerpo como

V w
a =

 Va
0
0


Definiendo ur, vr y wr como las componentes de vector del viento, este puede ser expresado en
el marco del cuerpo como

V b
a =

 ur
vr
wr

 =

 u− uw
v − vw
w − ww
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2. MARCOS DE COORDENADAS 13

Cuando se emplea una simulación de un VANT ur, vr y wr son usadas para calcular las fuerzas
y momentos aerodinámicos que actúan en el vehı́culo. Las componentes de la velocidad en
el marco del cuerpo u, v y w son estados del sistema del VANT y están disponibles en la
solución de las ecuaciones de movimiento. Las componentes de la velocidad del viento uw,vw y
ww tı́picamente vienen de un modelo de viento como entrada a las ecuaciones de movimiento.
Combinando expresiones, podemos expresar las componentes del marco del cuerpo del vector
del viento en los términos de su magnitud, angulo de ataque y ángulo de ladeo como

V b
a =

 ur
vr
wr

 = Rb
w

 Va
0
0



=

 cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

cos β sinα − sinα sin β cosα

 Va
0
0


Lo cual implica que  ur

vr
wr

 = Va

 cosα cos β
sin β
sinα cos β

 (2.5)

Invirtiendo esta ecuación podemos despejar las siguientes

Va =
√
u2
r + v2

r + w2
r (2.6)

α = tan−1

(
wr
ur

)
(2.7)

β = sin−1

(
vr√

u2
r + v2

r + w2
r

)
(2.8)

Dadas que las fuerzas y momentos aerodinámicos son expresadas comúnmente en los términos
Va, α y β, estas expresiones son esenciales para formulas las ecuaciones de movimiento del
VANT.

2.4. El triángulo del viento.
Para VANTs, la velocidad del viento comúnmente se encuentra en un rango de 20 a 50

por ciento de la velocidad aérea[5]. El efecto significativo del viento en VANTs es importante
para comprender, más que para un avión convencional mas grande, donde la velocidad aérea es
tı́picamente mucho mayor que la velocidad del viento. Habiendo introducido el conceptos de
marcos de la referencia, velocidad de la superficie del avión, velocidad del viento, y el vector
de la velocidad aérea, podemos hablar de algunas definiciones importantes que nos relacionan
la navegación de VANTs. La dirección del vector de velocidad terrestre con relación a un marco
de inercia es especificado usando dos ángulos. Estos ángulos son el ángulo de curso χ y el (de
inercia referido) ángulo de paso de vuelo γ. La figura 2.8 muestra cómo éstos son definidos dos
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14 2.4. EL TRIÁNGULO DEL VIENTO.

Figura 2.8: Ángulo de paso γ y ángulo de curso χ.

ángulos. El ángulo de paso χ es definido como el ángulo entre el plano horizontal y el vector
de velocidad terrestre Vg, mientras el curso χ es el ángulo entre la proyección del vector de la
velocidad terrestre en el plano horizontal y norte verdadero.

La relación entre el vector de velocidad terrestre, el vector de la velocidad aérea, y el vector
del viento, que da la ecuación 2.4 es llamado el triángulo del viento. Un ejemplo más detallada
del triángulo del viento es dado en el plano horizontal en la figura 2.9 y en el plano vertical
en la figura 2.10. La figura 2.9 muestra un vehı́culo aéreo siguiendo una trayectoria en tierra
representado por la lı́nea punteada. Para el vuelo horizontal, el ángulo de guiñada ψ, es el
ángulo entre ii e ib y define la dirección que el vehı́culo apunta. La dirección el el vehı́culo viaja
con respecto a la masa de aire circundante es dado por el vector de la velocidad aérea Va. En
el vuelo horizontal, estable, Va es comúnmente alineado con ib, significando que el ángulo de
deslizamiento lateral β es cero.

Figura 2.9: el ángulo de guiñada ψ indica hacia a donde apunta el VANT, el ángulo de curso χ indica el
trayecto de la aeronave, χc muestra la diferencia de ambos ángulos.
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2. MARCOS DE COORDENADAS 15

La dirección del vehı́culo con que el que se está moviendo con respecto a la tierra es mostrada
con el vector Vg. El ángulo entre el norte del marco inercial y el vector de velocidad es llamado
el ángulo de curso χ. Si existe un viento constante, la aeronave necesitará lidiar con el viento
para seguir una trayectoria en tierra que no esté alineada con el viento. El angulo comandado
χc esta definido como la diferencia entre el ángulo de curso y el ángulo de guiñada.

χc , χ− ψ

Figura 2.10: el ángulo de guiñada ψ indica hacia a donde apunta el VANT, el ángulo de curso χ indica el
trayecto de la aeronave, χc muestra la diferencia de ambos ángulos.

La figura 2.10 muestra la perspectiva vertical del triangulo del viento. Cuando hay una compo-
nente hacia abajo del viento, definiremos el ángulo desde el plano norte-este a Va es el ángulo
de paso con respecto a la masa de aire y es denotado por γa. La relación entre este ángulo, el
ángulo de ataque y el ángulo de cabeceo esta dada por

γa = θ − α

En ausencia del viento γa = γ. El vector de velocidad terrestre en el marco inercial puede ser
entonces expresado como sigue:

V i
g =

 cosχ − sinχ 0
sinχ cosχ 0
0 0 1

 cos γ 0 sin γ
0 1 0
− sin γ 0 cos γ

 Vg
0
0

 = Vg

 cosχ cos γ
sinχ cos γ
− sin γ


Donde Vg = ‖Vg‖. De manera similar, el vector de velocidad aérea puede ser expresado como

V i
a = Va

 cosψ cos γa
sinψ cos γa
− sin γa


Donde Va = ‖Va‖. Por lo tanto, el vector del viento puede ser expresado en coordenadas iner-
ciales como

Vg

 cosχ cos γ
sinχ cos γ
− sin γ

−
 wn

we
wd

 = Va

 cos(ψ + β) cos γa
sin(ψ + β) cos γa
− sin γa

 (2.9)
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16 2.4. EL TRIÁNGULO DEL VIENTO.

La ecuación 2.9 permite obtener una relación entre Vg, Va, χ, ψ, γ y γa. Si consideramos el
caso en donde χ, γ y las componentes del viento (wn, we, wd), e incluso Vg y Va son conoci-
dos. Tomando la norma al cuadrado de ambos lados de la ecuación 2.9 resulta en la expresión
siguiente:

V 2
g − 2Vg

 cosχ cos γ
sinχ cos γ
− sin γ

T  wn
we
wd

+ V 2
w − V 2

a = 0 (2.10)

Donde Vw = ‖Vw‖ =
√
w2
n + w2

e + w2
d es la velocidad del viento. Dado χ, γ, y los componentes

del viento, la ecuación 2.10 puede ser resuelta para Va dado Vg, o Vg dado Va, dependiendo de
la necesidad. Cuando se resuelve la ecuación cuadrática para Vg, la raı́z positiva es tomada ya
que Va debe ser positivo.
Con ambas Va y Vg conocidas, la tercer fila de la ecuación 2.9 puede ser resuelta para encontrar
γa y obtener la siguiente ecuación:

γa = sin−1

(
Vg sin γ + wd

Va

)
(2.11)

Para encontrar una expresión para ψ, se multiplica ambos lados de la ecuación 2.9 por
(− sinχ, cosχ, 0) para obtener la siguiente expresión:

0 = Va cos γa(− sinχ cosψ + cosχ sinψ) +

(
wn
we

)T ( − sinχ
cosχ

)
resolviendo para ψ esto nos resulta:

ψ = χ− sin−1

(
1

Va cos γa

(
wn
we

)T ( − sinχ
cosχ

))
(2.12)

Debido a que tı́picamente el viento tiene un impacto significativo en el vuelo de vehı́culos
aéreos no tripulados de tamaño pequeño, se es tomado en cuenta a lo largo de este trabajo
de tesis. Si los efectos del viento son negados, de igual forma las simplificaciones toman los
siguientes resultados. Por ejemplo, cuando Vw = 0, tenemos que Va = Vg, u = ur, v = vr,
w = wr, ψ = χ(asumiendo que β = 0), y γ = γa.
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3

Cinemática y Dinámica

El primer paso para desarrollar estrategias de navegación, orientación y control para VANTs
es desarrollar modelos dinámicos apropiados. Obtener las ecuaciones no lineales de movimiento
para un VANT de ala fija es el principal tema tratado en los Capı́tulos 3 y 4 de esta tesis.

En este capı́tulo, se obtendrán las expresiones para describir la cinemática y dinámica de
un cuerpo rı́gido. Se aplicarán las leyes de Newton: por ejemplo, f = mv, de igual manera
este capı́tulo se enfocará en definir la relación de posición y velocidad (cinemática) y en definir
la relación entre fuerzas y momentos (dinámica). En particular, en la sección 3.1 se definirá la
notación a emplear para las variables de estado del VANT. En la sección 3.2 se expresará la
cinemática, y en la sección 3.3 se presentará la dinámica.

3.1. Variables de Estado

Al momento de desarrollar las ecuaciones que describen un VANT, se deben introducir 12
variables, de entre ellas, hay tres asociadas a la posición y tres a la velocidad. Similarmente,
hay tres variables asociadas a la posición angular y otras tres asociadas a la velocidad angular.
En la Tabla 3.1 se muestran estas variables de estado.
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18 3.1. VARIABLES DE ESTADO

Nombre Descripción
Pn Posición norte inercial del VANT a lo largo de ii en f i.
Pe Posición este inercial del VANT a lo largo de ji en f i.
Pd Posición abajo inercial del VANT a lo largo de ki en f i.
u Velocidad del vehı́culo medido a lo largo de ib en f b.
v Velocidad del vehı́culo medido a lo largo de jb en f b.
w Velocidad del vehı́culo medido a lo largo de kb en f b.
φ Ángulo de alabeo definido con respecto a f v2.
θ Ángulo de cabeceo definido con respecto a f v1.
ψ Ángulo de guiñada definido con respecto a f v.
p Velocidad de alabeo medido a lo largo de ib en f b.
q Velocidad de cabeceo medido a lo largo de jb en f b.
r Velocidad de guiñada medido a lo largo de kb en f b.

Tabla 3.1: Variables de estado empleadas para un VANT de ala fija

Figura 3.1: Ejes de movimiento.

Las variables de estado son mostradas de manera esquemática en la Figura 3.1. Las posicio-
nes ”north-east-down”de el VANT (Pn, Pe, Pd) son definidas con relativo al marco inercial. Por
lo tanto se empleará algunas veces la siguiente relación h = −Pd para denotar la altura. Las
velocidades de traslación(u, v, w) y las velocidades angulares(p, q, r) del VANT están definidas
con respecto al marco del cuerpo. Los ángulos de Euler φ, θ, ψ están definidos con respecto al
marco del vehı́culo-2, el marco del vehı́culo-1 y el marco del vehı́culo respectivamente. Debido
a que los ángulos de Euler están definidos relativamente a marcos intermedios de referencia, no
es posible afirmar que las velocidades angulares(p,q,r) son simples derivadas de los ángulos de
posición angular, aunque p, q, r están en función de las derivadas de los ángulos de Euler con
respecto al tiempo φ̇, θ̇, ψ̇ y de los ángulos φ y θ.
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3. CINEMÁTICA Y DINÁMICA 19

3.2. Cinemática

La velocidad de traslación de el VANT es comúnmente expresado en componentes a lo largo se
los ejes del marco de coordenadas del cuerpo. Las componente u, v y w corresponden a la velo-
cidad inercial del vehı́culo proyectado sobre los ejes ib, jb y kb respectivamente. Por otro lado,
las posición de traslación del VANT es usualmente expresado en el marco de referencia inercial.
Para relacionar ambas se requiere derivar e implementar una transformación de coordenadas

d
dt

 Pn
Pe
Pd

 = Rv
b

 u
v
w

 =
(
Rb
v

)T  u
v
w


y empleando la ecuación 2.3 se obtiene Ṗn

Ṗe
Ṗd

 =

 cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sφsψ
cθsψ sφsθsψ + cφcψ cψsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 u
v
w

 , (3.1)

donde se ha empleado la siguiente abreviación cx , cosx, sx , sinx. Esta es una relación
cinemática que expresa la derivada con respecto al tiempo de la posición con las velocidades,
notar que las fuerzas y aceleraciones no están consideradas.

La relación que existe entre la posición angular φ, θ y ψ y las velocidades angulares p, q y
r está también relacionada por los diferentes marcos de referencia a los que están definidos los
ángulos de Euler. Las velocidades p, q y r están definidas con respecto al marco de referencia
del cuerpo F b, el ángulo de alabeo φ es una rotación de F v2 a F b sobre el eje iv2 = ib, el ángulo
de cabeceo θ es una rotación de F v1 a F v2 sobre el eje jv1 = jv2, y el ángulo de guiñada ψ es una
rotación de F v a F v1 sobre el eje hv = kv1. Las velocidades angulares expresadas en el marco
del cuerpo pueden ser expresadas en términos de las derivadas de los ángulos de Euler, mediante
la correcta transformación de marcos de referencia, como es expresado a continuación: p

q
r

 =

 φ̇
0
0

+Rb
v2(φ)

 0

θ̇
0

+Rb
v2(φ)Rv2

v1(θ)

 0
0

ψ̇


=

 φ̇
0
0

+

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 0

θ̇
0


+

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 cos θ 0 − sin θ
0 1 0
sin θ 0 cos θ

 0
0

ψ̇


=

 1 0 − sin θ
0 cosφ sinφ cos θ
0 − sinφ cosφ cos θ

 φ̇

θ̇

ψ̇

 . (3.2)

Invirtiendo esta expresión nos permite obtener φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 sinφ sec θ cosφ sec θ

 p
q
r

 , (3.3)
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20 3.3. DINÁMICA DE CUERPO RÍGIDO

la cuál expresa las derivadas de los tres ángulos de Euler en términos de φ θ y las velocidades
angulares p, q y r.

3.3. Dinámica de Cuerpo Rı́gido
Para obtener las ecuaciones dinámicas del movimiento del VANT aplicaremos la segunda ley
de Newton, primero a los grados de libertad de traslación y posteriormente a los grados de
libertad de rotación. Las leyes de Newton se cumplen en el marco de referencia inercial, por lo
tanto el movimiento del cuerpo a estudiar debe estar referenciado a dicho marco de referencia.
Se asumirá el modelo de tierra plana y aunque el movimiento este referenciado al marco de
referencia inercial puede ser expresado usando un vector asociado a otros marcos, tales como
el marco de referencia del cuerpo. Se aplicará esto en la velocidad del VANT Vg, el cuál por
conveniencia es comúnmente expresado en el marco del cuerpo como V b

g = (u, v, w)T . V b
g es

la velocidad del VANT con respecto a la tierra expresado en el marco del cuerpo.

3.3.1. Movimiento de Traslación
La segunda ley de Newton aplicada a un cuerpo bajo movimiento de traslación puede ser ex-
presada como

m
dVg
dti

= f, (3.4)

donde m es la masa del VANT, d
dti

es la derivada con respecto al tiempo en el marco inercial, y
f es la suma de todas las fuerzas externas actuando en el VANT. Las fuerzas externas incluyen
gravedad, fuerzas aerodinámicas, y fuerzas de propulción.

La derivada de la velocidad tomada en el marco inercial puede ser escrita en términos de la
derivada en el marco del cuerpo y la velocidad angular de acuerdo a la ecuación A.6, esto queda
como

dVg
dti

=
dVg
dtb

+ ωb/i × Vg, (3.5)

donde ωb/i es la velocidad angular del VANT con respecto al marco de referencia inercial.
Combinando las ecuaciones 3.4 y 3.5 resulta en una alternativa representación de la segunda ley
de Newton con la derivada llevada a cabo en el marco del cuerpo.

m
(
dVg
dtb

+ ωb/i × Vg
)

= f.

En el caso de una aeronave maniobrando, es mas fácil aplicar la segunda ley de Newton
expresando las fuerzas y velocidades en el marco del cuerpo como

m

(
dV b

g

dtb
+ ωbb/i × V b

g

)
= f b, (3.6)

donde V b
g = (u, v, w)T y ωbb/i = (p, q, r)T . El vector f b representa la suma de todas las fuerzas

externamente aplicadas y está definida en términos del marco de referencia del cuerpo como
f b , (fx, fy, fz)

T .
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3. CINEMÁTICA Y DINÁMICA 21

La expresión dVg
dtb

es la razón de cambio de la velocidad expresada en el maco del cuerpo,
como si fuera vista por el piloto. Ya que u, v y w son las proyecciones de V b

g sobre los ejes ib,
jb y kb, esto indica que

dVg
dtb

=

 u̇
v̇
ẇ

.

Expandiendo el producto cruz en la ecuación 3.6 y ordenando los términos, obtenemos u̇
v̇
ẇ

 =

 rv − qw
pw − ru
qu− pv

+
1

m

 fx
fy
fz

 . (3.7)

3.3.2. Movimiento Rotacional
Para el movimiento rotacional, La segunda ley de Newton queda establecida como

dh
dti

= M ,

donde h es el momento angular en forma de vector y M es la suma de todos los momentos
externos aplicados. Esta expresión será verdadera siempre y cuando todos los momentos sean
con respecto al centro de masa del VANT. La derivada del momento angular tomada desde el
marco de referencia inercial puede ser expandida tomando como referencia la ecuación A.6,
resultando.

dh
dti

= dh
dtb

+ ωb/i × h = M .

Al igual que en el movimiento de traslación, es conveniente expresar esta ecuación en el
marco del cuerpo, resultando

dhb

dtb
+ ωbb/i × hb = mb. (3.8)

Para un cuerpo rı́gido, el momento angular esta definido como el producto de la matriz de
inercia J y el vector de la velocidad angular hb , Jωbb/i donde J está dada por

J =

 ∫ (y2 + z2)dm −
∫
xydm −

∫
xzdm

−
∫
xydm

∫
(x2 + z2)dm −

∫
yzdm

−
∫
xzdm −

∫
yzdm

∫
(y2 + y2)dm


,

 jx −jxy −jxz
−jxy jy −jyz
−jxz −jyz jz

 . (3.9)

Los términos de la diagonal de J son llamados momentos de inercia, mientras que los pro-
ductos fuera de la diagonal principal son llamados productos de inercia. Los momentos de
inercia son medidas de la tendencia de la aeronave para oponerse a la aceleración sobre sus
especı́ficos ejes de rotación, por ejemplo, jx puede ser conceptualmente expresado como el
producto de la masa de cada elemento que compone la aeronave (dm) y el cuadrado de las
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22 3.3. DINÁMICA DE CUERPO RÍGIDO

distancias de cada elemento desde el eje x (y2 + z2) y sumando cada producto. En práctica, la
matriz de inercia no es calculada usando la ecuación 3.9, en su lugar, es numéricamente cal-
culada usando un software de CAD o es también es medida mediante experimentación usando
equipo como el péndulo bifilar[15].

Debido a que las integrales de la ecuación 3.9 son calculadas con respecto a los ejes del
marco de referencia del cuerpo, J es constante cuando es visualizada en el marco de referencia
del cuerpo, por lo tanto d J

dtb
= 0. Tomando esta derivada y sustituyendo en la ecuación 3.8,

obtenemos

J
dωbb/i
dtb

+ ωbb/i × Jωbb/i = M b. (3.10)

La expresión
dωb
b/i

dtb
es la razón de cambio de la velocidad angular expresada en el marco de

referencia del cuerpo, como si fuera vista por un observador sobre el VANT. ya que p, q y r son
proyecciones instantáneas de ωbb/i sobre los ejes ib, jb y kb, obtenemos que

ω̇bb/i =
dωb
b/i

dtb
=

 ṗ
q̇
ṙ

.

Reescribiendo la ecuación 3.10, tenemos

ω̇bb/i = J−1
[
−ωbb/i × Jωbb/i +mb

]
. (3.11)

La aeronave es usualmente simétrica sobre el plano conformado por los ejes ib y kb. En este
caso jxy = jyz = 0, lo que implica que

J =

 jx 0 −jxz
0 jy 0
−jxz 0 jz

.

Bajo la suposición de simetria, la inversa de J esta dada por

J−1 =
adj(J)

det(J)

=

 jyjz 0 jyjxz
0 jxjz − j2

xz 0
jxzjy 0 jxjy


jxjyjz − j2

xzjy

=

 jz
Γ

0 jxz
Γ

0 1
jy

0
jxz
Γ

0 jx
Γ

 ,
donde Γ , jxjz − j2

xz.
Definiendo los componentes de los momentos externos aplicados sobre los ejes del mar-

co del cuerpo como M b = (l,m, n)T , podemos reescribir la ecuación 3.11 en forma de sus
componentes como
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 ṗ
q̇
ṙ

 =

 jz
Γ

0 jxz
Γ

0 1
jy

0
jxz
Γ

0 jx
Γ

 0 r −q
−r 0 p
q −p 0

 jx 0 −jxz
0 jy 0
−jxz 0 jz

 p
q
r

+

 l
m
n


=

 jz
Γ

0 jxz
Γ

0 1
jy

0
jxz
Γ

0 jx
Γ

 jxzpq + (jy − jz) qr
jxz (r2 − p2) + (jz − jx) pr
(jx − jy) pq − jxzqr

+

 l
m
n


=

 Γ1pq − Γ2qr + Γ3l + Γ4n
Γ5pr − Γ6 (p2 − r2) + 1

jy
m

Γ7pq − Γ1qr + Γ4l + Γ8n

 , (3.12)

donde

Γ1 =
jxz (jx − jy + jz)

Γ

Γ2 =
jz (jz − jy) + j2

xz

Γ

Γ3 =
jz
Γ

Γ4 =
jxz
Γ

(3.13)

Γ5 =
jz − jx
jy

Γ6 =
jxz
jy

Γ7 =
(jx − jy) jx + j2

xz

Γ

Γ8 =
jx
Γ
.

Finalmente los seis grados de libertad, el modelo de 12 variables de estado para VANT de
ala fija están dados por las ecuaciones 3.1, 3.3, 3.7 y 3.12, y están resumidos a continuación; Ṗn

Ṗe
Ṗd

 =

 cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sφsψ
cθsψ sφsθsψ + cφcψ cψsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 u
v
w

 (3.14)

 u̇
v̇
ẇ

 =

 rv − qw
pw − ru
qu− pv

+
1

m

 fx
fy
fz

 (3.15)

 φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 sinφ sec θ cosφ sec θ

 p
q
r

 (3.16)

 ṗ
q̇
ṙ

 =

 Γ1pq − Γ2qr
Γ5pr − Γ6 (p2 − r2)
Γ7pq − Γ1qr

+

 Γ3l + Γ4n
1
jy
m

Γ4l + Γ8n

 . (3.17)

CINVESTAV-UMI LAFMIA



24 3.3. DINÁMICA DE CUERPO RÍGIDO

Las ecuaciones 3.14-3.17 representan la dinámica del VANT de ala fija. Estas ecuaciones
aún no están completas ya que las fuerzas y momentos externos no están definidas. El modelado
para las fuerzas y momentos debido a la gravedad, aerodinámica y propulsión será desarrollado
en el capı́tulo 4.
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4

Fuerzas y Momentos

El objetivo de este capı́tulo es describir las fuerzas y momentos que actúan en el VANT de
ala fija. Siguiendo a [6], se asumirá que las fuerzas y momentos son primeramente ocasionadas
por tres fuentes; gravedad, aerodinámica y propulsión. Sea fg la fuerza debido a la gravedad,
(fa,Ma) sean las fuerzas y momentos debido a la aerodinámica, y (fp,Mp) sean las fuerzas y
momentos debido a la propulsión, tenemos

f = fg + fa + fp

M = Ma +Mp,

donde f es la fuerza total que actúa en la aeronave y M es el momento total actuando sobre
la aeronave. En este capı́tulo se describirán las expresiones para cada una de las fuerzas y
momentos.

4.1. Fuerzas debido a la Gravedad
El efecto del campo gravitacional de la tierra actuando sobre el VANT puede ser modelado

como una fuerza proporcional a la masa actuando en el centro de masa. Esta fuerza actúa en
dirección de ki y es proporcional a la masa del VANT por una constante de gravedad g. En el
marco del vehı́culo f v, la fuerza de gravedad actuando den el centro de masa esta dada por:

f vg =

 0
0
mg

.

Cuando es aplicada la segunda ley de Newton en el capı́tulo previo, se sumaron las fuerzas
a lo largo de los ejes en el marco del cuerpo. por lo tanto, se debe de transformar esta fuerza en
el correspondiente marco de referencia del cuerpo, dando como resultado

f bg = Rb
v

 0
0
mg


=

 −mg sin θ
mg cos θ sinφ
mg cos θ cosφ

 .
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26 4.2. FUERZAS Y MOMENTOS DEBIDO A LA AERODINÁMICA

Figura 4.1: Distribución de presiones en un perfil aerodinámico

Figura 4.2: Fuerza de levantamiento L, fuerza de arrastre D y momento aerodinámico M

Ya que la fuerza de gravedad actúan sobre el centro de masa del VANT, no produce ningún
momento.

4.2. Fuerzas y Momentos Debido a la Aerodinámica
Como el VANT interactúa con el aire, una distribución de presión es generada sobre el cuerpo
del VANT, como se muestra en la figura 4.1. En lugar de caracterizar la distribución de presión
a lo largo del ala, un enfoque común es capturar el efecto de la presión con una combinación
de fuerzas y un momento. Por ejemplo, si se considera el plano conformado por (ib − kb),
el efecto de la presión actuando sobre la superficie puede ser modelada usando una fuerza de
levantamiento, una fuerza de arrastre, y un momento. Como se muestra en la Figura 4.2. Las
fuerzas de levantamiento y arrastre están aplicadas en un punto a un cuarto de la cuerda del
perfil, también llamado centro aerodinámico.

El levantamiento, arrastre y momento son comúnmente expresados como

L =
1

2
ρV 2

a SCL

D =
1

2
ρV 2

a SCD (4.1)

M =
1

2
ρV 2

a ScCM ,

donde CL, CD y CM son coeficientes aerodinámicos adimensionales, S es la superficie del
ala del VANT, y c es la cuerda media del ala. Para perfiles aerodinámicos generales, estos
coeficientes aerodinámicos son influenciados por la forma del perfil, el numero de Reynolds,
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4. FUERZAS Y MOMENTOS 27

Figura 4.3: Configuración estándar de las superficies de control de un VANT de ala fija.[13]

el número de Mach, y el ángulo de ataque. En el caso de un VANT pequeño(1.5-5 metros de
envergadura) los efectos del número de Reynolds y el número de Mach son aproximadamente
constantes. Serán consideradas los efectos de los ángulos α y β, las velocidades angulares p, q
y r, y la deflexión de las superficies del control sobre los coeficientes aerodinámicos.

Es común descomponer las fuerzas y momentos aerodinámicos en dos grupos: longitudinal
y lateral. Las fuerzas y momentos longitudinales actúan sobre el plano ib−kb, también llamado
el plano de cabeceo. Este incluye las fuerzas en las direcciones ib y kb causadas por el arrastre
y el levantamiento, y el momento sobre el eje jb. Las fuerzas y momentos laterales incluyen la
fuerza en la dirección jb y los momentos alrededor de los ejes ib y kb.

4.2.1. Superficies de Control

Las superficies de control son usadas para modificar las fuerzas y momentos aerodinámicos.
Para aeronaves con una configuración estándar, las superficies de control incluyen el elevador,
alerón, y timón de profundidad. Otras superficies pueden ser spoilers, flaps y canards, pero en
esta tesis no serán discutidas, aún ası́, son modeladas de manera similar.

La Figura 4.3 muestra la configuración estándar, donde la deflexión del alerón es denotado
por δa, la deflexión del elevador es denotado comoδe, y la deflexión del timón de profundidad
es denotado por δr. La posición positiva de la deflexión de las superficies de control puede ser
determinado aplicando la regla de la mano derecha hacia el eje de las bisagras. Por ejemplo, el
eje de las bisagra del elevador esta alineado con el eje del cuerpo jb, esto quiere decir que una
deflexión positiva indica una retracción hacia abajo. De manera similar, la deflexión positiva
para el timón de profundidad δr está definida girando hacia la parte izquierda de la aeronave. La
deflexión del alerón δa es definida positiva con cada alerón hacia abajo, esto queda totalmente
expresado en la siguiente ecuación.

δa = 1
2

(δa−izq − δa−der).

Por lo tanto una deflexión positiva indica que el alerón izquierdo es girado hacia la izquierda
y el alerón derecho es girado hacia arriba.
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4.2.2. Aerodinámica Longitudinal
Las fuerzas y momentos productos de la aerodinámica longitudinal causan movimiento en el

plano formado por ib−kb. Estas fuerzas y momentos son: el levantamiento, arrastre y momento
de cabeceo[27]. Por definición, el levantamiento y arrastre son fuerzas alineadas a los ejes del
marco de estabilidad, como se muestra en la Figura 4.2. Cuando se representa como un vector,
el momento de cabeceo se alinea con el eje js del marco de estabilidad. El levantamiento y el
arrastre son fuertemente influenciadas por el ángulo de ataque. La velocidad de cabeceo q y la
deflexión del elevador δe influyen en las fuerzas y momentos longitudinales. Basado en esto, es
posible expresar las ecuaciones del levantamiento, arrastre y momento de cabeceo en función
de α, q y δe como

L =
1

2
ρV 2

a SCL (α, q, δe)

D =
1

2
ρV 2

a SCD (α, q, δe)

M =
1

2
ρV 2

a ScCM (α, q, δe) .

En general, estas fuerzas y momentos son ecuaciones no lineales. Para pequeños ángulos de
ataque el flujo sobre el ala permanece laminar y en contacto a la superficie. Bajo estas condi-
ciones, el levantamiento, arrastre y momento de cabeceo puede ser modelado con una exactitud
aceptable usando una aproximación lineal. Trabajando con la ecuación del levantamiento como
un ejemplo, una serie de Taylor de primer orden de el levantamiento puede ser escrita como

L =
1

2
ρV 2

a S

(
CL0 +

∂CL
∂α

α +
∂CL
∂q

q +
∂CL
∂δe

δe

)
. (4.2)

El coeficiente CL0 es el valor del CL cuando α = q = δe = 0. Es común adimensionalizar
las derivadas parciales de esta aproximación lineal. ya que CL y los ángulos α y δe(expresados
en radianes) son adimensionales, la única derivada parcial que se requiere adimensionalizar
es ∂CL/∂q. Debido a que las unidades de q son rad/s, un factor estándar a usar es c/2Va.
Reescribiendo la ecuación 4.2 como

L =
1

2
ρV 2

a S

(
CL0 + CLαα + CLq

c

2Va
q + CLδeδe

)
, (4.3)

donde los coeficiente CL0 ,CLα , ∂CL
∂α

, CLq , ∂CL
∂ qc

2Va

y CLδe , ∂CL
∂δe

. CL0 , CLα son cantidades
adimensionales comúnmente referidas como derivadas de estabilidad, mientras que CLδe es un
ejemplo de una derivada de control. El término ”derivada”viene del hecho de que los coefi-
cientes provienen de una derivada parcial en la aproximación de la serie de Taylor. De manera
similar, expresamos la aproximación lineal para el arrastre y momento de cabeceo como

D =
1

2
ρV 2

a S

(
CD0 + CDαα + CDq

c

2Va
q + CDδeδe

)
(4.4)

M =
1

2
ρV 2

a S

(
CM0 + CMαα + CMq

c

2Va
q + CMδe

δe

)
. (4.5)

Las ecuaciones 4.3, 4.4 y 4.5 son comúnmente empleadas como base para el modelo aero-
dinámico longitudinal. Bajo las tı́picas condiciones de vuelo de bajo ángulo de ataque, son una
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representación acertada de las fuerzas y momentos producidas. El flujo que baña el cuerpo de
la aeronave es laminar y esta unido a la superficie, además, el campo del flujo es considerado
cuasi-estable, esto significa que cambia muy poco con respecto al tiempo. También el campo del
flujo es predecible y solamente cambia en respuesta a cambios en el ángulo de ataque, velocidad
de cabeceo y deflexión en el elevador. Esto permite modelar este comportamiento longitudinal.
En contraste a la aerodinámica cuasi-estable, la aerodinámica inestable es caracterizada por un
modelo no lineal tridimensional, variante en el tiempo, con flujo desprendido que significati-
vamente afecta a las fuerzas y momentos experimentados por la aeronave. Tal vez, uno de los
efectos mas importantes causados por el flujo inestables a considerar por los diseñadores de
UAV y usuarios es el fenómeno de entrada en pérdida[1], que ocurre cuando el ángulo de ata-
que incrementa a un punto en el que el flujo comienza a desprenderse del ala, resultando en una
drástica pérdida de levantamiento. Bajo condiciones de entrada en perdida, las ecuaciones 4.3,
4.4 y 4.5 producen estimaciones peligrosamente optimistas.

Dado que el modelo presentado en esta tesis será usado para el diseño de leyes de control
de una aeronave y simulación de su desempeño, es importante que los efectos de entrada en
pérdida estén incorporados al modelo longitudinal aerodinámico. Para incorporar el fenómeno
de entrada en pérdida en el modelo longitudinal debe de modificarse nuestras ecuaciones 4.3
y 4.4 tal que las fuerzas de levantamiento y arrastre sean no lineales con respecto al ángulo
de ataque. Esto nos permitirá una aproximación mas acertada del modelo del levantamiento
y arrastre sobre ángulos de ataque mas grandes. El levantamiento y arrastre pueden ser mejor
modelados como

L =
1

2
ρV 2

a S

(
CL (α) + CLq

c

2Va
q + CLδeδe

)
(4.6)

D =
1

2
ρV 2

a S

(
CD (α) + CDq

c

2Va
q + CDδeδe

)
. (4.7)

donde CL y CD están ahora expresadas por funciones no lineales de α. Para ángulos de ataque
que están mas allá de la entrada en pérdida, el ala tiene el comportamiento de un plato plano,
cuya ecuación del coeficiente de levantamiento está modelado como [27]

CL,placa plana = 2sign (α) sin2 α cosα. (4.8)

Para obtener un modelo de levantamiento contra angulo de ataque para un perfil aerodinámi-
co se requiere experimentación con un túnel de viento o en dado caso un análisis detallado a
computadora. Pero para propósitos de simulación no es necesario tener un alto grado de fi-
delidad en el modelo del levantamiento de la aeronave, pero si es deseable que considere los
efectos de entrada en pérdida. Por lo tanto un modelo que incorpore el efecto lineal y los efectos
de entrada en pérdida esta dado por

CL (α) = (1− σ (α)) (CL0 + CLαα) + σ (α)
(
2sign (α) sin2 α cosα

)
, (4.9)

donde

σ (α) =
1 + e−κ(α−α0) + eκ(α+α0)

(1 + e−κ(α−α0)) (1 + eκ(α−α0))
, (4.10)

y κ y α0 son constantes positivas. La función sigmoide en la ecuación 4.10 es una función
que mezcla la transición de +/ − α. La figura 4.4 muestra el coeficiente de levantamiento en
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Figura 4.4: Coeficiente de levantamiento en funcion al ángulo de ataque

la ecuación 4.9 como una combinación dela parte lineal y la parte no lineal separadas por el
ángulo de entrada en pérdida. Para VANT pequeños, el coeficiente de levantamiento puede ser
aproximado como

CLα = πAR

1+
√

1+(AR/2)2
,

donde AR , b2/S es el alargamiento del ala, b es la envergadura y S es la superficie alar.
El coeficiente de arrastre CD es también una función no lineal del ángulo de ataque. Hay dos

contribuciones a el coeficiente de arrastre, llamadas arrastre inducido y arrastre parasitario[27].
El arrastre parasitario es generado por el esfuerzo cortante de el aire moviéndose por la super-
ficie, es mas o menos constante y es denotado por CDp1. Para ángulos pequeños de ataque, el
arrastre inducido es proporcional al cuadrado de la fuerza del levantamiento. Combinando el
arrastre parasitario y el arrastre inducido, tenemos

CD (α) = CDp +
(CLo + CLαα)2

πeAR
. (4.11)

El parámetro e es el factor de eficiencia de Oswald, el cual se encuentra en un rango de 0.8
a 1.0[29].

La Figura 4.5 muestra un tı́pico gráfico de el coeficiente de arrastre contra el ángulo de
ataque para un modelo lineal y un modelo cuadrático. El modelo cuadrático modela de manera
correcta la fuerza de arrastre con una función con respecto a α. La fuerza de arrastre siempre
es contraria al movimiento de la aeronave. independientemente del signo del ángulo de ataque.
El modelo lineal predice de manera incorrecta el arrastre ya que el arrastre se vuelve negativo

1En la literatura aeronáutica es común denotar el arrastre parasitario como CD0
. Para evitar confusión con el

término constante de la ecuación 4.4, en esta tesis será denotada como CDp

CINVESTAV-UMI LAFMIA



4. FUERZAS Y MOMENTOS 31

Figura 4.5: Coeficiente de arrastre contra ángulo de ataque

para ángulos negativos de ataque. La Figura muestra claramente la diferencia entre el arrastre
parasitario, también conocido como el coeficiente de arrastre con cero levantamiento, y CD0 , el
coeficiente de arrastre descrito por el modelo lineal con cero ángulo de ataque. Los parámetros
α∗ y C∗D son el ángulo de ataque y el coeficiente de arrastre correspondiente a la condición
nominal de vuelo α = α∗ sobre el que CD se lı́nealiza.

Las fuerzas de levantamiento y arrastre expresadas en las ecuaciones 4.6 y 4.7 están ex-
presadas en el marco de referencia de estabilidad. Para expresarlas en el marco del cuerpo es
necesaria una transformación de coordenadas que requieren una rotación dada por el ángulo de
ataque: (

fx
fz

)
=

[
cosα − sinα
− sinα cosα

](
D
L

)

=
1

2
ρV 2

a S



(−CD (α) cosα + CL (α) sinα) +(
−CDq cosα + CLq sinα

)
c

2Va
q+(

−CDδe cosα + CLδe sinα
)
δe

−−−−−−−−−−−−−−
(−CD (α) sinα + CL (α) cosα) +(
−CDq sinα + CLq cosα

)
c

2Va
q+(

−CDδe sinα + CLδe cosα
)
δe


.

Las funciones CL(α) y CD(α) usadas en el modelo de fuerzas pueden ser funciones no
lineales como están expresadas en las ecuacion 4.9 y 4.11, el cuál están validadas para amplios
ángulos de ataque. De manera alternativa si se desea un modelo mas simple, es posible emplear
los modelos lineales dados por

CL (α) = CL0 + CLαα (4.12)
CD (α) = CD0 + CDαα. (4.13)
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El momento de cabeceo de la aeronave es generalmente una función no lineal del ángulo de
ataque y debe ser determinada por un tunel de viento o vuelos experimentales para una aeronave
en especifico. Para propósitos de simulación, se empleará un modelo lineal

CM (α) = CM0 + CMαα,

donde CMα < 0 implica que la aeronave es inherentemente estable en cabeceo.

4.2.3. Aerodinámica Lateral
Las fuerzas y momentos debido a la aerodinámica lateral causan un movimiento de trasla-

ción a lo largo del eje jb y movimiento rotacional como el alabeo y la guiñada. La aerodinámica
lateral es mayormente influenciada por el ángulo de ladeo β. También son afectadas por la velo-
cidad de alabeo p, la velocidad de guiñada r, la deflexión del alerón δa y la deflexión del timón
de profundidad δr. Denotando las fuerzas laterales como fy y los momentos de alabeo y guiñada
como l y n, respectivamente, tendremos

fy =
1

2
ρV 2

a SCY (β, p, r, δa, δr)

l =
1

2
ρV 2

a SbCl (β, p, r, δa, δr)

n =
1

2
ρV 2

a SbCn (β, p, r, δa, δr) ,

donde CY ,Cl y Cn son coeficientes adimensionales, y b es la envergadura de la aeronave. Al
igual que en la aerodinámica longitudinal, los coeficientes CY , Cl y Cn son no lineales con sus
parámetros correspondientes, que en este caso son, β, p, r, δa y δr. Esta relación no lineal, es de
por sı́ difı́cil de caracterizar, aún ası́, las aproximaciones lineales otorgan resultados aceptables
y otorgan información acerca de la estabilidad dinámica de la aeronave. Usando el enfoque de
la sección 4.2.2 se producirá el modelo lineal mediante la aproximación de la serie de Taylor de
primer orden, y la adimensionalización de los coeficientes aerodinámicos. Por lo tanto para la
fuerza lateral, el momento de alabeo y el momento de guiñada están dados por

fy =
1

2
ρV 2

a S

(
CY0 + CYββ + CYp

b

2Va
p+ CYr

b

2Va
r + CYδaδa + CYδr δr

)
(4.14)

l =
1

2
ρV 2

a S

(
Cl0 + Clββ + Clp

b

2Va
p+ Clr

b

2Va
r + Clδaδa + Clδr δr

)
(4.15)

n =
1

2
ρV 2

a S

(
Cn0 + Cnββ + Cnp

b

2Va
p+ Cnr

b

2Va
r + Cnδaδa + Cnδr δr

)
. (4.16)

Estas fuerzas y momentos están alineadas con los ejes del cuerpo de la aeronave y no re-
quieren de una rotación para ser implementadas en las ecuaciones de movimiento. El coeficiente
CY0 es el valor del coeficiente de fuerza lateral CY cuando β = p = r = δa = δr = 0. Para
aeronaves que son simétricas sobre el plano ib − kb, Cy0 es tı́picamente cero. Los coeficientes
Cl0 y Cn0 están definidos de manera similar y son tı́picamente cero para aeronaves simétricas.
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4.2.4. Coeficientes aerodinámicos
Los coeficientes aerodinámicosCMα , Clβ , Cnβ , CMq , Clp yCnr están referenciados como de-

rivadas de estabilidad debido a que sus valores determinan la estabilidad estática y dinámica del
VANT[11]. La estabilidad estática está ligada con la dirección de los momentos aerodinámicos
al momento en que la aeronave es perturbada de las condiciones de vuelo nominal. Si los mo-
mentos tienden a restaurar la aeronave a su condición de vuelo nominal, se dice que la aeronave
es estáticamente estable. Los coeficientes CMα , Clβ y Cnβ son los que determinan la estabilidad
estática del VANT y representan el cambio en los coeficientes de momento ante los cambios de
la dirección del viento relativo, representado por α y β.

CMα es referenciada como la derivada de estabilidad longitudinal, para que la aeronave sea
estable, ésta debe ser menor a cero, de ser asi si la aeronave incrementa en el ángulo de ataque,
un momento hará que la aeronave vuelva a regresar a las condiciones nominales de vuelo.

Clβ es llamada la derivada de estabilidad estática del alabeo y tı́picamente está asociada con
el ángulo diedro del ala, para estabilidad en el alabeo, Clβ debe ser negativo que dará lugar a
momentos de alabeo que llevarán a un ángulo de deslizamiento β a cero.

Cnβ es referenciada como la derivada de estabilidad estática de guiñada. Si la aeronave es
estable estáticamente en la guiñada, esta siempre apuntará en dirección del viento relativo. El
valor de Cnβ esta fuertemente influenciado por el diseño de la cola de la aeronave. Mientras mas
grande sea la distancia de la cola al centro de gravedad de la aeronave, mas grande será el valor
de Cnβ . para que la aeronave sea estable en la guiñada, Cnβ debe ser positiva, esto implica que
un ángulo de deslizamiento positivo induce un momento de guiñada positivo.

La estabilidad dinámica es aquella relacionada con el comportamiento dinámico del VANT
ante perturbaciones. Si un disturbio actúa sobre la aeronave, el VANT se dice dinámicamente
estable si la respuesta del VANT amortigua los disturbios. Si usamos la analogı́a del sistema de
masa-resorte-amortiguador, las derivadas de estabilidad CMα , Clβ y Cnβ tendrı́an un comporta-
miento como un resorte, mientras que las derivadas CMq , Clp y Cnr actuarı́an como amortigua-
dor.

CMq es referenciada como la derivada de amortiguamiento de cabeceo, Clp es llamadad
como la derivada de amortiguamiento de alabeo, y Cnr es conocida como la derivada de amorti-
guamiento de la guiñada. Cada una de estas derivadas es usualmente negativa, significando que
se produce un momento que se opone a la dirección del movimiento, de ahi que lo amortiguan.

Los coeficientes aerodinámicos CMδe
, Clδa y Cnδr están asociadas con la deflexión de las

superficies de control y son conocidas como las derivadas de control primarias. son primarias ya
que los momentos producidos son el resultado deseado de la deflexión especifica de la superficie
de control. Clδr y Cnδa son llamadas las derivadas de control cruzadas. Debido a que ellas
producen momentos fuera del eje en el que las superficies de control se flexionan. Las derivadas
de control pueden ser consideradas como ganancias, mientras mas grande sea su valor, mas
grande será el momento producido por la deflexión dada por la superficie de control.

4.3. Fuerzas y Momentos debido a la Propulsión

4.3.1. Empuje de la Hélice
Un modelo simple para la propulsión generado por la hélice puede ser obtenido mediante

el principio de Bernoulli para calcular presiones antes y después de le hélice y luego aplicando
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la diferencia de presión sobre el área de la hélice. Usando la ecuación de Bernoulli, la presión
total antes de la propela puede ser escrito de la siguiente manera[5]

Pantes = P0 + 1
2
ρV 2

a ,

donde P0 es la presión estática y ρ es la densidad del aire. La presión después de la hélice puede
ser expresada como

Pdespués = P0 + 1
2
ρV 2

salida,

donde Vsalida es la velocidad del aire que sale por la hélice, existe una relación lineal con respecto
al ”PWM”(modulación por ancho de pulso) del comandado δt y la velocidad angular de la
hélice. Por lo tanto la propela crea una velocidad de viento de salida expresada como

Vsalida = kmotorδt.

Si Sprop es el área barrida por la hélice, entonces el empuje producido por el motor es dado
por

fxp = SpropCprop (Pantes − Pdespués)

=
1

2
ρSpropCprop

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
.

Por lo tanto,

fp = 1
2
ρSpropCprop

 (kmotorδt)
2 − V 2

a

0
0

.

La mayorı́a de los VANT están diseñados de tal manera en que el empuje actúe directamente
sobre el eje del cuerpo ib de la aeronave. por lo tanto no produce ningún momento sobre el centro
de masa del VANT.

4.3.2. Momento Debido a la Hélice
A medida que la hélice del VANT gira, se presentan fuerzas opuestas aplicadas por el aire

hacia la hélice. El efecto de estas fuerzas es un momento sobre el eje de rotación de la hélice.
El momento aplicado por el motor a la hélice y luego a el aire resulta en uno igual y opuesto
que será soportado por el cuerpo de la aeronave. Este momento es opuesto a la dirección de la
rotación de la hélice y proporcional a el cuadrado de la velocidad angular de la hélice, expresado
de la siguiente manera como

Tp = −KTp (kΩδt)
2,

donde ω = kΩδt es la velocidad de la hélice y KTp es una constante determinada por experi-
mentación. Los momentos debido al sistema de propulsión son entonces

Mp =

 −KTp (kΩδt)
2

0
0

.

Los efectos del momento debido a la Hélice son usualmente menores, pero si no se considera
genera un movimiento suave en el alabeo en dirección contraria al movimiento de la hélice,
puede ser contrarrestado aplicando una pequeña deflexión a los alerones.
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4.4. Disturbios Atmosféricos

En esta sección se mostrarán los disturbios atmosféricos, tales como el viento, y se descri-
birán como estos disturbios interactúan con la dinámica de la aeronave. Como se muestra en la
ecuación 2.4, la relación que existe entre la velocidad terrestre, la velocidad aérea y la velocidad
del viento está dado por

Vg = Va + Vw. (4.17)

Para propositos de simulación, se asumirá que el vector del viento puede ser representado
como

Vw = Vws + Vwg ,

donde Vws es un vector constante que representa el viento en calma, y Vwg es un proceso es-
tocástico que representa las ráfagas y otros disturbios atmosféricos El viento en calma es tı́pi-
camente expresado en el marco de referencia inercial como

V i
ws =

 wns
wes
wds

,

donde wns es la velocidad del viento en calma con la dirección norte, y de manera similar
para wes y Wds con las componentes de este y abajo del viento en calma respectivamente.
La componente estocástica del viento están tı́picamente expresados en el marco del cuerpo de
la aeronave, esto es debido a que se presentan con mayor frecuencia sobre la dirección de la
aeronave que en direcciones ”NED”. La porción de las ráfagas del viento pueden ser escritas en
términos de componentes del marco de referencia del cuerpo como

V b
wg =

 uwg
vwg
wwg

.

Los resultados experimentales indican que un buen modelo para ráfagas de viento es obteni-
do a través de pasar ruido blanco por un filtro lineal invariante en el tiempo dado por el espectro
de turbulencia de von Kármán, desafortunadamente no es una función fácil de moedelar, pero
las funciones de transferencia de Dryden[27] muestran una aproximación aceptable al modelo
de Kármán y están dadas por las funciones de transferencia

Hu (s) = σu

√
2Va
Lu

1

s+ Va
Lu

Hv (s) = σv

√
2Va
Lv

(
s+ Va√

3Lv

)
(
s+ Va

Lu

)2

Hw (s) = σw

√
2Va
Lw

(
s+ Va√

3Lw

)
(
s+ Va

Lw

)2 ,
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tipo de ráfaga altura (m) Lu = Lv (m) Lw (m) σu = σv (m/s) σw (m/s)
Baja altitud, baja turbulencia 50 200 50 1.06 0.7
Baja altitud, turbulecia moderada 50 200 50 2.12 1.4
Media altitud, baja turbulencia 600 533 533 1.5 1.5
Media altitud, turbulencia moderada 600 533 533 3.0 3.0

Tabla 4.1: Parámetros para el modelo de ráfagas de Dryden [18]

Figura 4.6: Diagrama de bloques para agregar los efectos del viento a una simulación.

donde σu, σv y σw son las intensidades de turbulencia en los ejes del marco del vehı́culo; y
Lu, Lv y Lw son longitud de onda espaciales; y Va es la velocidad aérea del vehı́culo. Los
modelos de Dryden son tı́picamente implementados asumiendo una velocidad aérea nominal
constante Va0 y los parámetros están definidos en [21]. Parámetros adecuados para pequeños
VANT están presentados en [18] y son mostrados en la table 4.4

La Figura 4.6 Muestra como introducir el viento en calma y las ráfagas a las ecuaciones de
movimiento. El ruido blanco es pasado a través de los filtros de Dryden que producen las ráfagas
en componentes del marco de referencia del cuerpo. las componentes de viento en calma son
llevadas al marco de referencia del cuerpo y sumadas a las ráfagas de viento. La combinación
de ambas puede ser expresada matemáticamente como

V b
w =

 uw
vw
ww

 = Rb
v (φ, θ, ψ)

 wns
wes
wds

+

 uwg
vwg
wwg

,

donde Rb
v es la matriz de rotación de el marco de referencia del vehı́culo al marco de referencia

del cuerpo. Con las componentes de velocidad del viento y velocidad terrestre, podemos calcular
las componentes de velocidad aérea como

V b
a =

 ur
vr
wr

 =

 u− uw
v − vw
w − ww

.

Con las componentes del vector de velocidad aerea en el marco del cuerpo, se puede calcular
la magnitud de la velocidad aérea, el ángulo de ataque, y el ángulo de deslizamiento de acuerdo
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a la ecuaciones 2.6 a 2.8 como

Va =
√
u2
r + v2

r + w2
r

α = tan−1

(
wr
ur

)
β = sin−1

(
vr√

u2
r + v2

r + w2
r

)
.

La idea mostrada es que los disturbios atmosféricos afectan la velocidad aérea, el ángulo de
ataque y el angulo de deslizamiento que a su vez afectan a las fuerzas y momentos actuando en
el vehı́culo y por lo tanto influyen en el movimiento de la aeronave. Complementado todo el
modelo matemático de las fuerzas y momentos junto con el modelo cinemático y dinámico de
la aeronave es posible llevar a cabo una simulación que se acerque a los valores reales lo mas
posible para poder desarrollar las leyes de control.

4.5. Resumen de las ecuaciones no lineales del movimiento de
la aeronave.

Finalmente en esta sección se resume las ecuaciones de movimiento(3.14 a la 3.17) incor-
porando los efectos de las fuerzas y momentos vistos en este capı́tulos quedan expresadas de la
siguiente manera con las aceleraciones lineales y angulares que experimenta la aeronave.

u̇ =rv − qw −mg sin θ +
ρV 2

a S

2m

[
CX(α) + CXq(α)

cq

2Va
+ CXδe (α)δe

]
(4.18)

+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
(4.19)

v̇ =pw − ru+ g cos θ cosφ

+
ρV 2

a S

2m

[
CY0 + CYβ(β) + CYp

bp

2Va
+ CYr

br

2Va
+ CYδaδa + CYδr δr

]
(4.20)

ẇ =qu− pv + g cos θ cosφ

+
ρV 2

a S

2m

[
CZ(α) + CZq(α)

cq

2Va
+ CZδeδe

]
(4.21)

ṗ =Γ1pq − Γ2qr

+
1

2
ρV 2

a Sb

[
Cp0 + Cpββ + Cpp

bp

2Va
+ Cpr

br

2Va
+ Cpδaδa + Cpδr δr

]
(4.22)

q̇ =Γ5pr − Γ6

(
p2 − r2

)
(4.23)

+
ρV 2

a Sc

2jy

[
Cm0 + Cmαα + Cmq

cq

2Va
+ Cmδeδe

]
(4.24)

ṙ =Γ7pq − Γ1qr

+
1

2
ρV 2

a Sb

[
Cr0 + Crββ + Crp

bp

2Va
+ Crδaδa + Crδr δr

]
(4.25)

CINVESTAV-UMI LAFMIA



38
4.5. RESUMEN DE LAS ECUACIONES NO LINEALES DEL MOVIMIENTO DE LA

AERONAVE.

con las siguientes expresiones para simplificar, definimos

Cp0 = Γ3Cl0 + Γ4Cn0

Cpβ = Γ3Clβ + Γ4Cnβ

Cpp = Γ3Clp + Γ4Cnp

Cpr = Γ3Clr + Γ4Cnr

Cpδa = Γ3Clδa + Γ4Cnδa

Cpδr = Γ3Clδr + Γ4Cnδr

Cr0 = Γ4Cl0 + Γ8Cn0

Crβ = Γ4Clβ + Γ8Cnβ

Crp = Γ4Clp + Γ8Cnp

Crr = Γ4Clr + Γ8Cnr

Crδa = Γ4Clδa + Γ8Cnδa

Crδr = Γ4Clδr + Γ8Cnδr

Y finalmente definidendo las ecuaciones de fuerza donde el subı́ndice X o Z indican la
dirección de la fuerza ya sea ib o kb respectivamente.

CX(α) , −CD(α) cosα + CL (α) sinα

CXq(α) , −CDq cosα + CLq sinα

CXδe (α) , −CDδe cosα + CLδe sinα

CZ(α) , −CD (α) sinα− CL (α) cosα

CZq(α) , −CDq sinα− CLq cosα

CZδe (α) , −CDδe sinα− CL cosα

con estas ecuaciones que extienden el modelo matemático usual de la aeronave es posible rea-
lizar una simulación que permita obtener resultados mas adecuados al comportamiento de un
VANT de ala fija sometido a las perturbaciones climáticas habituales a las que se están someti-
das.
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Sistema Autopiloto

En este capı́tulo se describen los algoritmos de control que permitirán llevar a la aeronave a
las referencias deseadas para su apropiada navegación. Este sistema de control se adecua a los
sensores disponibles en la aeronave y los recursos computacionales que se encuentran a bordo.
En términos generales, un sistema autopiloto es aquel empleado para guiar una aeronave sin
asistencia de un piloto, para aeronaves, esto puede ser tan simple como un nivelador de alas
sobre un solo eje, o tan completo como un sistema de control que involucre la posición (altitud,
latitud y longitud) y orientación (alabeo, cabeceo y guiñada) durante varias fases de vuelo, por
ejemplo: despegue, ascenso, vuelo nivelado, descenso, aproximación, aterrizaje.

5.1. Control del Ángulo de cabeceo

El control de ángulo de cabeceo es el encargado de orientar la aeronave a un ángulo de
cabeceo deseado, que permitirá a la aeronave ascender, descender o mantener una altura deseada
según sea el caso que se requiera. Esto se lleva a cabo mediante el movimiento de la superficie
de control, especı́ficamente el elevador.[4].

De la ecuación que describe el movimiento del cabeceo 3.16 y considerando la teoria de
disturbios pequeños para linealización como se presentada en [11, 13] tenemos que

θ̇ =q cosφ− r sinφ

=q + q (cosφ− 1)− r sinφ

=q + dθ

siendo dθ , q (cosφ− 1)− r sinφ, derivando la ecuación anterior y utilizando la ecuación
4.23 tenemos

θ̈ =q̇ + ḋθ

=Γ5pr − Γ6

(
p2 − r2

)
+
ρV 2

a Sc

2jy

[
Cm0 + Cmαα + Cmq

cq

2Va
+ Cmδeδe

]
+ ḋθ

sustituyendo q = θ̇−dθ y la relación α+γ = θ en la ecuación anterior y agrupando términos
tenemos

θ̈ = −aθθ̇ + aθ2θ + aθ3δe + dθ2 (5.1)

39



40 5.1. CONTROL DEL ÁNGULO DE CABECEO

Figura 5.1: Diagrama a bloques del control PD para el control de cabeceo

definiendo algunos términos como a continuación

aθ ,−
ρV 2

a Sc

2jy
Cmq

c

2Va

aθ2 ,−
ρV 2

a Sc

2jy
Cmα

aθ3 ,
ρV 2

a Sc

2jy
Cmδe

dθ2 ,Γ5pr − Γ6

(
p2 − r2

)
+
ρV 2

a Sc

2jy

[
Cm0 + Cmαγ + Cmq

c

2Va
dθ

]
+ ḋθ

transformando al dominio de laplace para obtener la relación que implica la deflexión del
elevador y despreciando los disturbios.

θ (S) =

(
aθ3

S2 + aθS2 + aθ2

)
(δe)

Proponiendo un control PD y basándonos en el diagrama a bloques en la Figura 5.1
llegamos a la siguiente función de transferencia

kpθaθ3
S2 + (aθ + kdθaθ3)S + (aθ2 + kpθaθ3)

Basándonos en la forma canónica de una función de transferencia de segundo orden como
lo muestra [23] tenemos

kθDCω
2
nθ

S2 + 2ζθωnθ + ω2
nθ

=
kpθaθ3

S2 + (aθ + kdθaθ3)S + (aθ2 + kpθaθ3)

notar que en este caso existe un ganancia kθDC a considerar mas adelante para el diseño del
control de altura, entonces

2ζθωnθ =aθ + kdθaθ3

ω2
nθ =aθ2 + kpθaθ3

conociendo el limite de la deflexión del elevador δmáx
e y proponiendo el error máximo anti-

cipado del cabeceo es posible determinar la ganancia proporcional

kpθ =
δmáx
e

emáx
θ

sign (aθ3) (5.2)
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5. SISTEMA AUTOPILOTO 41

ahora ya que aθ3 esta en función del coeficiente de momento debido al elevador Cmδe , este
es usualmente negativo, para asegurar la estabilidad, kpθ y aθ3 deben tener el mismo signo. El
ancho de banda es calculada con

ωnθ =

√
aθ2 + |aθ3|

δmáx
e

emáx
θ

y resolviendo la ecuación podemos calcular la ganancia derivativa

kdθ =
2ζθωnθ − aθ

aθ3
(5.3)

de esta manera seleccionando un factor de amortiguamiento deseado es posible calcular la
ganancia derivativa.

La ganancia DC queda definida por

kθDC =
aθ3kpθ

aθ2 + kpθaθ3
(5.4)

notar que esta ganancia se aproxima a uno cuando kpθ → ∞. Un ganancia integral puede
segurar que el valor de kθDC sea uno, sin embargo según [4] agregar un termino integral reduce el
ancho de banda del lazo interno para un control de altura que implemente el angulo de cabeceo
como se pretende en esta tesis. Es por ello que se considerará que θ ≈ kθDCθ

d para el diseño
del control de altura. Nuestro control para el cabeceo queda por lo tanto queda definido como

δe = kpθ
(
θd − θ

)
− kdθq (5.5)

5.2. Control de Altura
Utilizando la ecuación de la dinámica para la altura 3.14 y argumentando que la velocidad

de ascenso también depende de la velocidad aérea de la aeronave junto con el ángulo de cabeceo
es posible adecuar esta expresión.

ḣ =u sin θ − v sinφ cos θ − w cosφ cos θ

=Vaθ + (u sin θ − Vaθ)− v sinφ cos θ − w cosφ cos θ

=Vaθ + dh

donde
dh , (u sin θ − Vaθ)− v sinφ cos θ − w cosφ cos θ

notar que para un vuelo recto y nivelado ocurre que v, w, φ ≈ 0, Va ≈ u y θ es pequeño, por
lo tanto dh ≈ 0, asumiendo que Va es constante y que el ángulo de cabeceo θ es nuestra entrada,
podemos transformar a laplace

h (S) =
Va
S

(
θ +

1

Va
dh

)
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42 5.3. CONTROL DE VELOCIDAD

Figura 5.2: Control por retroalimentación para la altura de la aeronave

Proponiendo un control PI, y utilizando el diagrama de la figura 5.2 tenemos la siguiente
función de transferencia

h (S) =

(
kθDCVakph

(
S+

kih
kph

)
S2+(kθDCVakph)S+kθDCVakih

)
hd(s) +

(
S

S2+(kθDCVakph)S+kθDCVakih

)
dh(s)

Las ganancias kph y kih deben ser elegidas de tal manera que el ancho de banda del lazo de
altura sea menor que el ancho de banda del lazo del control para el cabeceo, entonces

ωnh =
1

Wh

ωnh

donde Wh es un parámetro de diseño entre 5 y 15, ahora utilizando la función de transferen-
cia canónica

ω2
nh

S2 + 2ζhωnh + ω2
nh

podemos igualar nuestro polinomio caracterı́stico para obtener nuestras ganancias

2ζhωnh = kθDCVakph

ω2
nh = kθDCVakih

y resolviendo

kph =
2ζhωnh
kθDCVa

kih =
ω2
nh

kθDCVa

Por lo tanto seleccionando un coeficiente de amortiguamiento ζh, un coeficiente de ancho de
banda Wh, es posible calcular kph y kih, para finalmente tener nuestra salida de este lazo como
a continuación

θd = kph(h
d − h) +

kih
S

(hd − h) (5.6)

5.3. Control de Velocidad
Utilizando la ecuación 2.6 que describe la velocidad y sus componentes tenemos que

Va =
√
u2 + v2 + w2
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5. SISTEMA AUTOPILOTO 43

derivando

V̇a =
u ∗ u̇+ v ∗ v̇ + w ∗ ẇ

Va

utilizando la ecuación 2.5 para sustituir, tenemos

V̇a = u̇ cosα cos β + v̇ sin β + ẇ sinα cos β

simplificando términos podemos representar de la siguiente manera

V̇a = u̇ cosα + ẇ sinα + dV (5.7)

definiendo
dV , −u̇ (1− cos β) cosα− ẇ (1− cos β) sinα + v̇ sin β

Notar que si β = 0 , entonces dV = 0. sustituyendo las ecuaciones 4.18 y 4.21 en 5.7
tenemos lo siguiente

V̇a ={rv − qw −mg sin θ +
ρV 2

a S

2m

[
CX(α) + CXq(α)

cq

2Va
+ CXδe (α)δe

]
+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
} cosα

+

{
qu− pv + g cos θ cosφ+

ρV 2
a S

2m

[
CZ(α) + CZq(α)

cq

2Va
+ CZδeδe

]}
sinα + dV

usando la ecuación 2.5, la aproximación lineal del CD(α) ≈ CD0 + CDαα y simplificando,
se llega a

V̇a =rVa cosα sin β − pVa sinα sin β − g cosα sin θ + g sinα cos θ cosφ

+
ρV 2

a S

2m

[
−CD (α)− CDαα− CDq

cq

2Va
− CDδeδe

]
+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
cosα + dV

agrupando términos

V̇a = (rVa cosα− pVa sinα) sin β − g sin (θ − α)− g sinα cos θ (1− cosφ)

+
ρV 2

a S

2m

[
−CD0 − CDαα− CDq

cq

2Va
− CDδeδe

]
+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
cosα + dV

finalmente podemos reducir a la siguiente forma

V̇a =− g sin γ +
ρV 2

a S

2m

[
−CD0 − CDαα− CDq

cq

2Va
− CDδeδe

]
+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
+ dV 2 (5.8)
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44 5.3. CONTROL DE VELOCIDAD

definiendo

dV 2 , (rVa cosα− pVa sinα) sin β − g sinα cos θ (1− cosφ)

+
ρSpropCprop

2m

(
(kmotorδt)

2 − V 2
a

)
(cosα− 1) + dV

Para controlar la velocidad de una aeronave de ala fija es posible tomar en cuenta dos en-
tradas, la configuración del propulsor δt y el ángulo de cabeceo θ, en esta tesis se pretende
implementar el propulsor para mantener la velocidad aérea, aún ası́ notamos que de la ecuación
5.8 se tiene un comportamiento no lineal, por lo tanto para encontrar la función de transferencia
es necesario linealizar este comportamiento. Siguiendo a [13], sea V̄a , Va − V ∗a , donde V ∗a la
velocidad de equilibrio, de igual manera θ̄ , θ− θ∗ y δ̄t = δ− δ∗t para el cabeceo y propulsión,
es posible linealizar al rededor de un vuelo nivelado rectilı́neo, con altura constante (γ∗ = 0),
por lo tanto obtenemos

·
V̄a =g cos (θ∗ − α∗) θ̄ +

{
ρV 2

a S

m

[
−CD0 − CDαα∗ − CDδeδe

]
−
ρSpropCprop

m
(V ∗a )

}
V̄a

+

[
ρSpropCprop

m
k2

motor

]
δ̄t + dV

y finalmente teniendo la forma lineal

·
V̄a = −aV V̄a + aV 2δ̄t − aV 3θ̄ + dV

donde

aV =
ρV 2

a S

m

[
CD0 + CDαα

∗ + CDδeδe
]

+
ρSpropCprop

m
(V ∗a )

aV 2 =
ρSpropCprop

m
k2

motorδ
∗
t

aV 3 =g cos (θ∗ − α∗)

Ahora en el dominio de laplace

V̄a (S) =
1

S + aV

(
aV 2δ̄t (S)− aV 3θ̄ (S) + dV (S)

)
Implementando un control PI como lo muestra la figura 5.3, entonces obtenemos la siguiente

función de transferencia

V̄a (S) =

(
aV 2 (kpV S + kiV )

S2 + (aV + aV 2kpV )S + aV 2kiV

)
V̄ d
a +

(
1

S2 + (aV + aV 2kpV )S + aV 2kiV

)
dV

De igual manera que en los otros controles, igualando los denominadores con una función
de transferencia canónica de segundo orden, se obtiene

ω2
nV =aV2kiV

2ζωnV =aV + aV 2kp
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Figura 5.3: Diagrama a bloques del control PI para velocidad.

y resolviendo para las ganancias proporcional e integral

kpV =
2ζV ωnV − aV

aV 2

kih =
ω2
nV

aV 2

notar que V̄a , Va − V ∗a y V̄ d
a , V d

a − V ∗a , entonces el error simplemente es

e = V d
a − Va

por lo tanto no es necesario conocer la velocidad de equilibrio de la aeronave para imple-
mentar este control. Nuestra salida de este lazo sera entonces.

δt = δ∗t + kpV
(
V d
a − Va

)
+ kiV

(
V d
a − Va

)
(5.9)

5.4. Control del ángulo de Alabeo

El control del ángulo de alabeo es el responsable de llevar φ a un ángulo deseado φd. Esto
se logra mediante el movimiento de los alerones. Partiendo de la ecuación 3.3 para describir el
comportamiento del ángulo de alabeo tenemos

φ̇ = p+ q sinφ tan θ + r cosφ tan θ

considerando ángulos pequeños es posible reducir la ecuación para considerar q sinφ tan θ +
r cosφ tan θ los disturbios

φ̇ = p+ dφ (5.10)

Derivando esta ecuación y utilizando la ecuación 4.22 tenemos

φ̈ =ṗ+ ḋφ

=Γ1pq − Γ2qr +
1

2
ρV 2

a Sb

[
Cp0 + Cpββ + Cpp

bp

2Va
+ Cpr

br

2Va
+ Cpδaδa + Cpδr δr

]
+ ḋφ
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Figura 5.4: Diagrama a bloques del control PID para el ángulo de alabeo

sustituyendo a p = φ̇− dφ y agrupando términos

φ̈ =

(
1

2
ρV 2

a SbCpp
b

2Va

)
φ̇+

(
1

2
ρV 2

a SbCpδa

)
δa

+ Γ1pq − Γ2qr +
1

2
ρV 2

a Sb

[
Cp0 + Cpββ + Cpr

br

2Va
+ Cpδr δr

]
+ ḋφ

Agrupando y definiendo algunos términos de la siguiente manera

aφ ,−
1

2
ρV 2

a SbCpp
b

2Va

aφ2 ,
1

2
ρV 2

a SbCpδa

dφ2 ,Γ1pq − Γ2qr +
1

2
ρV 2

a Sb

[
Cp0 + Cpββ + Cpr

br

2Va
+ Cpδr δr

]
+ ḋφ

siendo dφ2 considerado como disturbios del sistema es posible reducir nuestro modelo de la
siguiente manera

φ̈ = −aφφ̇+ aφ2δa + dφ2 (5.11)

transformando al dominio de la place.

φ (S) =

(
aφ2

S2 + aφS

)(
δa(S) +

1

aφ2

dφ2(S)

)
Proponiendo un control PID con el cuál podemos argumentar que para contrarrestar esa

perturbación que a su vez durante un vuelo estable es constante, y por lo tanto el error de estado
estacionario es cero gracias a la acción integral.

De la Figura 5.4 cuya función de transferencia resulta ser

φ (S) =

(
S

S3+(aφ+aφ2kdφ)S2+kpφaφ2S+aφ2kiφ

)
dφ2 +

(
aφ2kpφ

(
S+

kiφ
kpφ

)
S3+(aφ+aφ2kdφ)S2+kpφaφ2S+aφ2kiφ

)
φd

Cuyo polinomio caracterı́stico es

S3 + (aφ + aφ2kdφ)S2 + kpφaφ2S + aφ2kiφ = 0
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y condiciones de estabilidad

aφ + aφ2kdφ >0

kpφaφ2 >0

aφ2kiφ >0

(aφ + aφ2kdφ) kpφ >kiφ

con lo que nuestro control para el aleron resulta dado por la ecuación

δa = kpφ
(
φd − φ

)
+
kiφ
S

(
φd − φ

)
− kdφp (5.12)

5.5. Control de Viraje
Partiendo de un análisis de viraje coordinado de una aeronave de ala fija nos indica que

es posible cambiar la el ángulo de curso de la aeronave, cambiando el ángulo de alabeo de la
aeronave, como lo describe la siguiente ecuación[11]

χ̇ =
g

Va
tanφ

de la cual usando la teorı́a de pequeñas perturbaciones para linealizar tenemos

χ̇ =
g

Vg
φ+

g

Vg
(tanφ− φ)

=
g

Vg
φ+

g

Vg
dχ

con
dχ = (tanφ− φ)

siendo dχ una pequeña perturbación, obteniendo la función de transferencia del comportamiento
del ángulo de curso

χ (S) =
g/Vg
S

(φ (S) + dχ (S))

con lo cual es posible trazar el siguiente diagrama de flujo asumiendo que existe una sin-
tonización adecuada en el control de alabeo que permita una relación φ

φd
≈ 1 para obtener el

siguiente diagrama de bloques, implementando un control PI en un lazo externo.
de la figura 5.5 es posible obtener la siguiente función de transferencia

χ (S) =
g/VgS

S2 + (kpχg/Vg)S + kiχg/Vg
dχ +

((kpχg/Vg)S + kiχg/Vg)

S2 + (kpχg/Vg)S + kiχg/Vg
χd

con el siguiente polinomio caracterı́stico

S2 + (kpχg/Vg)S + kiχg/Vg = 0 (5.13)

de la figura 5.5 la función de transferencia tiene la siguiente forma

Hχ =
2ζχωnχS + ω2

nχ

S2 + 2ζχωnχS + ω2
nχ

(5.14)
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Figura 5.5: Diagrama de lazo externo para control de altura

por lo tanto igualando el polinomio caracterı́stico de las ecuaciones 5.13 y 5.14 tenemos

ω2
nχ =g/Vgkiχ

2ζχωnχ =g/Vgkiχ

resolviendo para nuestras ganancias

kpχ = 2ζχωnχVg/g (5.15)

kiχ = ω2
nχVg/g (5.16)

Cabe mencionar que para obtener un correcto funcionamiento es importante que el ancho
de banda del lazo interno y el lazo externo estén suficientemente separados, Para lograr ello es
posible dejar

ωnχ =
1

Wχ

ωnφ

donde Wχ es un parámetro de diseño usualmente mayor a cinco[4], generalmente, mayor
separación de ancho de banda requiere de una respuesta del angulo de curso mas lenta (menor
ωχ), o una respuesta mas rápida en el lazo interno del alabeo, para conseguir esto se requiere de
una mayor acción del alerón, lo que es imposible debido a las restricciones fı́sicas

La salida del lazo del ángulo de curso esta dada por

φd = kpχ
(
χd − χ

)
+
kiχ
S

(
χd − χ

)
(5.17)

5.6. Resultados de Simulación

En esta sección se muestran los resultados de la simulación implementada en matlab pro-
bando las leyes de control planteadas en este capı́tulo, junto con el modelo matemático de la
aeronave y las perturbaciones ambientales presentado en los capı́tulos previos. Todos los con-
troles son usados de manera simultanea.
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Variable Valor inicial
Pn 0 m
Pe 0 m
Pd = −h −100 m
u 17 m/s
v 0 m/s
w 0 m/s
φ 0 grados
θ 0 grados
ψ 0 grados
p 0 rad/s
q 0 rad/s
r 0 rad/s

Tabla 5.1: Condiciones iniciales

Ganancia Valor
kpφ 3
kdφ 0.1985
kiφ 1
kpχ 0.8788
kiχ 0.1739
kpθ −3
kdθ −1.1618
kθDC 0.7979
kph 0.016
kih 0.0016
kpV 0.3121
kiV 1.0549

Tabla 5.2: Ganancias del control
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Figura 5.6: Respuesta del control lateral del VANT

Figura 5.7: Respuesta del control longitudinal del VANT
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5.6.1. Análisis de resultados obtenidos
En las tablas 5.6 y 5.6 se muestran las condiciones iniciales de la simulación y las ganancias

calculadas respectivamente.
Como se muestra en las figuras 5.6 y 5.7 se observa que aproximadamente en el rango de los

60 a 70 segundos tenemos un cambio en la guiñada, que es debido a que el control debe cambiar
la altura del VANT, esto se explica debido a que la aeronave se encuentra en una transición de
ángulo curso χ que ocasiona que el ángulo de alabeo no sea cero, por lo tanto el efecto del
elevador cuando se encuentra virando la aeronave, también afecta el ángulo de curso, el control
soluciona esto con el elevador para mantener la altura y una breve actuación de los alerones
para corregir el cambio de curso.

Las referencias en el control son variadas mediante una señal cuadrada a distintas frecuen-
cias, estas son la altura, la velocidad y el ángulo de curso de la aeronave. En las figuras 5.6 y
5.7 se muestran con lineas punteadas las variables deseadas a alcanzar..
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Seguimiento de Trayectorias

En este capı́tulo se mostrarán las leyes para navegación para el seguimiento de segmentos
rectos y órbitas con altura constante. Uno de los principales retos en la navegación es el viento
en el cuál se describe entre un 20 y 60 por ciento de la velocidad del VANT y el radio mı́nimo
de viraje de un VANT esta entre 10 a 50 metros. Por lo tanto es importante que la estrategia
de navegación emplee el uso de la capacidad de la aeronave lo mejor posible. El objetivo es
desarrollar un método para un seguimiento de trayectorias aún en presencia de viento. Para este
capı́tulo se asumirá que el VANT se mueve con una velocidad aérea constante.

6.1. Seguimiento de Recorridos Rectos

Un segmento recto a recorrer por el VANT será definido como

Plı́nea(r, q) = {x ∈ R3 : x = r + λq, λ ∈ R},

donde r ∈ R3 es el origen de la trayectoria y q ∈ R3 es un vector unitario que describe la
dirección del trayecto. La Figura 6.1 muestra la vista superior de la trayectoria y el vuelo de la
aeronave. El ángulo de curso medido desde el norte está dado por

χq , atan2

(
qe
qn

)
, (6.1)

donde q = (qn, qe, qd)
T expresa las componentes, norte, este y abajo del vector unitario de la

dirección.
Seleccionando a r como el centro de este marco, con su eje x alineado con la dirección del

trayecto y el eje z alineado con el eje z del marco inercial y el eje y para crear un sistema coor-
denado basado en la mano derecha, entonces tenemos la matriz de transformación del marco
inecial a el marco de la trayectoria.

RP
i ,

 cosχq sinχq 0
− sinχq cosχq 0
0 0 1


expresando el error relativo al trayecto en el marco de referencia del trayecto tenemos
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Figura 6.1: Vista superior del vuelo de la aeronave y la trayectoria deseada expresada como Plı́nea(r, q)

ep =

 epx
epy
epz

 , RP
i (pi − ri).

Por lo tanto la dinámica del error en el plano Norte-este inercial, expresado en el marco de
referencia del trayecto está dado por

(
ėpx
ėpy

)
=

[
cosχq sinχq
− sinχq cosχq

](
Vg cosχ
Vg sinχ

)
= Vg

(
cos(χ− χq)
sin(χ− χq)

)
. (6.2)

Para el seguimiento del trayecto, se desea llevar el error de trayectoria cruzada epy a cero
mediante comandar el ángulo de curso de la aeronave. La dinámica relevante por lo tanto esta
dada por

ėpy = Vg sin(χ− χq) (6.3)

χ̈ = bχ̇(χ̇d − χ̇) + bχ(χd − χ). (6.4)

El problema entonces es seleccionar un χd tal que epy → 0 cuando χq es conocida.
Para calcular la altura deseada del seguimiento es necesario proyectar el vector relativo de

trayectoria del avión en el plano vertical de la trayectoria. Escribimos la proyección de ep como
S y usando triángulos semejantes como se muestra en la Figura 6.2 es posible determinar

hd+rd√
S2
n+S2

e

= −qd√
q2n+q2e

.
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Figura 6.2: Plano vertical de la trayectoria

La proyección de S al vector relativo del error está definido como

Si =

 Sn
Se
Sd


= eip − (eip · n)n

donde

eip =

 epn
epe
epd

 , pi − ri =

 Pn − rn
Pe − re
Pd − rd


el vector normal al plano q − ki es calculado como

n =
q × ki

‖q × ki‖
.

La altura deseada en Plı́nea(r, q) esta definida entonces como

hd(r, p, q) = −rd −
√

(rn − Pn)2 + (re − Pe)2

(
qd√
q2
n + q2

e

)
(6.5)

Dado que la dinámica de la altitud está gobernada por

ḧ = bḣ(ḣd − ḣ) + bh(hd − h) (6.6)

El punto es seleccionar una altura hd tal que h→ hd(r, q, p).
Con la altura deseada definida por 6.5 y la dinámica de la altura definida por 6.6 se sabe del

capitulo anterior que el control será estable.
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Figura 6.3: Campo vectorial para distintos valores de kpath

6.1.1. Estrategia de Orientación Lateral para el Seguimiento de una
Lı́nea Recta

El objetivo en esta sección es seleccionar χd en la ecuación 6.4 tal que epy → 0 asintóti-
camente. Esta estrategia se basa en construir un ángulo de recorrido en cada punto especial
con respecto a la trayectoria de la lı́nea recta que resulte en el que el VANT se mueva hacia la
trayectoria.

El conjunto de ángulos de curso deseados en cada punto se llamará campo vectorial[22] ,
porque el ángulo de curso deseado es especificado por un vector unitario y relativo a la trayec-
toria recta a seguir.

El paso siguiente es construir un campo vectorial tal que cuando epy es grande, el VANT sea
dirigido para acercare al trayecto.

χd(epy) = χ∞
2

π
tan−1(kpathepy) (6.7)

donde kpath es una constante positiva que influye en la naturaleza del campo vectorial para
cambiar la dirección de χ∞ a cero. La Figura 6.3 muestra que a mayores valores de kpath la
transición es mas lenta. Si χ∞ está restringido en χ∞ ∈

(
0, π

z

]
entonces

−π
2
< χ∞

2

π
tan−1(kpathepy) <

π

2

para todos los valores de epy. Por lo tanto, ya que tan−1(·) es una función impar y sin(·) es
impar en

(
−π

2
, π

2

)
, podemos usar la siguiente función candidata de Lyapunov para verificar que
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existe una atracción hacia la trayectoria deseada como en [19]

W (epy) =
1

2
e2
py

para argumentar que si χ = χq+χd(epy) entonces epy → 0 asintoticamente, ya que expandiendo
la ecuación 6.3 tenemos

ėpy = −Vg sin(χq) cos(χ) + Vg cos(χq) sin(χ)

= Vg sin(χ− χq)
= Vg sin(χd(epy))

y por lo tanto

Ẇ = epyėpy

= Vgepy sin(−χ∞ 2

π
tan−1(kpathepy))

= −Vgepy sin(χ∞
2

π
tan−1(kpathepy))

ahora si Ẇ < 0 ∀ epy 6= 0 el comando para el seguimiento esta dado por

χc(t) = χq − χ∞
2

π
tan−1(kpathepy) (6.8)

Notar que es posible que mediante el uso de la ecuación 6.8 pueda resultar desfavorable
debido a que χq es calculado con la ecuación 6.10, ya que la función atan regresa un ángulo
entre ±π puede darse el caso en que un valor cercano a π ocasione que la aeronave gire hacia
el lado contrario. Para solucionar esto es mejor calcular χq usando

χq = atan2(qe, qn) + 2πm

donde m ∈ N de tal forma que mantenga −π ≤ χq −χ ≤ π, ası́ se toma en cuenta el ángulo de
curso de la aeronave en el cálculo de la χc para hacerla virar en el sentido contrario.

6.2. Seguimiento de órbita con altura constante

En este caso una órbita se describe con un centro c ∈ R3, un radio ρ ∈ R3 y una dirección
λ ∈ {−1, 1} como

Porbit(c, ρ, λ) = {r ∈ R3 : r = c+ λρ(cosϕ, sinϕ, 0)T , ϕ ∈ [0, 2π)}

donde λ = 1 es recorrer la órbita en el sentido de las agujas del reloj, λ = −1 indica el
recorrido en sentido contrario. Asumimos que el centro de la órbita está expresado en coorde-
nadas del marco inercial c = (cn, ce, cd)

T donde −cd representa la altitud deseada, entonces
para mantener la altura deseada hacemos hd = −cd.

La estrategia para llevar a cabo el seguimiento de la órbita será mejor si se manejan coor-
denadas polares. Sea d la distancia radial desde el centro de la órbita a la aeronave y sea ϕ el
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Figura 6.4: Trayecto orbital con centro en cn, ce, y radio ρ. La distancia entre el VANT y el centro es d y
la posición angular al con respecto a la órbita es ϕ

ángulo de fase relativo a la posición. La dinámica de la aeronave a altitud constante en coorde-
nadas polares son obtenidas retando las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento
del VANT en la dirección norte y este como(

ṗn
ṗe

)
=

(
Vg cosχ
Vg sinχ

)
Utilizando el ángulo de fase ϕ tal que las ecuaciones de movimiento representen el movimiento
normal y tangencial a la órbita quedan como(

ḋ
dϕ̇

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)(
ṗn
ṗe

)
=

(
Vg cos(χ− ϕ)
Vg sin(χ− ϕ)

)
Por lo tanto la dinámica polar de la aeronave está dada por

ḋ = Vg cos(χ− ϕ) (6.9)

ϕ̇ =
Vg
d

sin(χ− ϕ) (6.10)

χ̈ = −bχ̇χ̇+ bχ(χc − χ) (6.11)

Para una orbita con dirección en el sentido de las manecillas del reloj, el ángulo de curso deseado
cuando el VANT está localizado sobre la órbita está dado por χ0 = ϕ + π/2 y para sentido
contrario χ0 = ϕ − π/2 por lo tanto en general χ0 = ϕ + λπ

2
. El trabajo que debe realizar

el control será que d(t) → ρ y el χ(t) tienda a χ0. La estrategia es similar al de la lı́nea recta,
construir un campo vectorial de ángulos de curso deseados que muevan al VANT hacia la órbita,
que cuando la distancia entre el VANT y el centro es grande ocasionen que el VANT vuele hacia
el centro de la órbita, por lo tanto cuando d� ρ el ángulo de curso deseado es

CINVESTAV-UMI LAFMIA



58 6.3. RESUMEN DE ALGORITMOS PARA SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS

χd ≈ χ0 + λ
π

2

cuando d = ρ el curso deseado es ahora χd = χ0 por lo tanto un candidato para campos
vectoriales está dada por

χd(d− ρ, λ) = χ0 + λ tan−1

(
korbit

(
d− ρ
ρ

))
(6.12)

con korbit > 0 como una constante que especifica la razón de cambio de λπ
2

a cero.
Usando una función de Lyapunov como

W =
1

2
(d− ρ)2

para argumentar que si χ = χd entonces el seguimiento está completo y recordando la dinámica
dada por las ecuaciones 6.9 a la 6.11 tenemos que

Ẇ = (d− ρ)ḋ

= (d− ρ)Vg cos(χ− ϕ)

sustituyendo el valor de ϕ = χ0 − λπ
2

introduciendo el valor de χ por el de la ecuación 6.12

Ẇ = (d− ρ)Vg cos(χ− χ0 + λ
π

2
)

= (d− ρ)Vg cos

(
χ0 + λ tan−1

(
korbit

(
d− ρ
ρ

))
− χ0 + λ

π

2

)
= −(d− ρ)Vg sin

(
χ0 + tan−1

(
korbit

(
d− ρ
ρ

))
− χ0

)
= −Vg(d− ρ) sin

(
tan−1

(
korbit

(
d− ρ
ρ

)))
Lo cual resulta que Ẇ < 0 e implica que d → ρ asintóticamente. Lo que resulta que un buen
ángulo de curso a comandar sera dado por la siguiente ecuación

χc(t) = ϕ+ λ

[
π

2
+ tan−1

(
korbit

(
d− ρ
ρ

))]
(6.13)

Un punto a considerar es que la posición angular ϕ es calculada con una rango de ±π, por lo
tanto se presentará un salto repentino de 2π en el cálculo del ángulo de curso cuando el propio
ángulo de curso de la aeronave pase de ϕ = π a ϕ = −π. Para solucionar este problema debe
calcularse ϕ como

ϕ = atan2(pe − ce, pn − Cn) + 2πm

donde m ∈ N y debe seleccionarse de tal manera que −π ≤ ϕ− χ ≤ π.

6.3. Resumen de Algoritmos para seguimiento de Trayecto-
rias
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Algoritmo 1 Seguimiento de segmentos rectos
Entrada: definición de la trayectoria r = (rn, re, rd)

T y q = (qn, qe, qd)
T , la posición del

VANT P = (Pn, Pe, Pd)
T , el ángulo de curso χ, ganancias χq, kpath.

1: Calcular la altura deseada hd usando 6.5
2: χq ← atan2(qe, qn)
3: mientras χq − χ < −π hacer
4: χq ← χq + 2π
5: mientras χq − χ > π hacer
6: χq ← χq − 2π
7: epy ← −(Pn − rn) sinχq + (Pe − re)cosχq
8: Calcular el ángulo de curso usando la ecuación 6.8
9: devolver hd, χ

c

Algoritmo 2 Seguimiento de órbitas con altura constante
Entrada: centro de la órbita c = (cn, ce, cd)

T , radio ρ y la dirección λ, la posición del VANT
P = (Pn, Pe, Pd)

T , el ángulo de curso χ, ganancias χ∞, korbit.
1: hd ← −cd
2: d←

√
(Pn − cn)2 + (Pe − ce)2

3: ϕ← atan2(Pe − ce, Pn − cn)
4: mientras ϕ− χ < −π hacer
5: ϕ← ϕ+ 2π
6: mientras ϕ− χ > π hacer
7: ϕ← ϕ− 2π
8: Calcular el ángulo de curso usando la ecuación 6.13
9: devolver hd, χ

c
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6.4. Resultados de Simulación Implementando HIL
En esta sección se presenta el simulador en el que se utiliza y los resultados para validar las

estrategias de seguimiento y el hardware mediante una simulación completa que implementa
”hardaware in the Loop”. El HIL es un recurso para probar un algoritmo de control de la manera
mas cercana a la realidad, como se expresa en [16] también nos permite mayor seguridad y
posible ahorro de dinero al no comprometer un vehı́culo aéreo obteniendo una alta fidelidad
en los resultados con un modelo matemático exacto y consideraciones de perturbaciones muy
acertadas.

6.4.1. MAV3DSim
La plataforma de simulación está basada en en simulador CRRCSIM[7], este simulador es

de código abierto lo que permite descargar desde su pagina de internet. Es un simulador que
implementa el modelo matemático completo que incluye las fuerzas aerodinámicas. El simula-
dor puede ser configurado para adaptar los coeficientes de cada aeronave en especı́fico, posee
también una representación gráfica en 3D para visualizar la posición y orientación de la aerona-
ve. El simulador puede enviar datos simulando una central inercial, un GPS, un barómetro, un
giroscopio y un acelerómetro y puede recibir los datos del control para mover las superficies de
control de la aeronave. De este modo se logra crear un enlace con la pixhawk y la Odroid XU4
para lograr simular el hardware que será posteriormente usada en el prototipo.

6.4.2. Resultados de navegación de linea recta
En esta sección se muestran los resultados de navegación para el seguimiento de linea recta.

Figura 6.5: Trayectoria del VANT contra la trayectoria deseada

De la figura 6.5 se empieza la navegación del VANT, posteriormente se inicia el control
que es lo que esta registrado en la gráfica, también se observa que en el segundo 2 la aeronave
tiene una variación en su ángulo de curso, esto es debido a la acción del elevador mediante un
viraje, como ya se observo en la simulación del capitulo pasado, el elevador en un viraje afecta
el ángulo de curso χ.

De la figura 6.6 se muestra el error lateral a la trayectoria epy que nos muestra la distancia
que tiene el VANT con respecto a la trayectoria vista desde un plano superior. Se observa que
este error tiende a cero asintóticamente como fué demostrado. Notamos que cuando el error
tiende a cero el ángulo de curso de la aeronave se aproxima el ángulo de la orientación de la
trayectoria.
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Figura 6.6: Error respecto a la trayectoria.

Figura 6.7: Visualización a través del simulador MAV3DSim del seguimiento de linea recta

6.4.3. Resultados de navegación de órbita
En esta sección se muestran los resultados de navegación para el seguimiento de la órbita

con altura constante.
En la figura 6.8 se observa como la aeronave trata de alcanzar un ángulo para mantenerse

sobre la órbita, a diferencia de la trayectoria, que el VANT tiende al ángulo de la trayectoria
recta, este ángulo cambia a χ0 de acuerdo al punto ubicado en la órbita.

En la figura 6.9 muestra el error relativo a la trayectoria, se nota una oscilación debido a los
efectos del modelo longitudinal para mantener la altura requerida mientras se esta realizando
un viraje.
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Figura 6.8: Ángulo de curso de la aeronave y ángulo de curso deseado para el seguimiento de órbitas con
alturas constantes

Figura 6.9: Error relativo a la trayectoria

Figura 6.10: Visualización a través del simulador MAV3DSim del seguimiento de órbita
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Navegación guiada por visión

Una de las razones principales del interés en vehı́culos autónomos no tripulados es que
ofrecen una plataforma de bajo costo para poder llevar alguna cámara abordo. mientras que
el uso de una cámara es entregar información al usuario, es posible también utilizarla como
medio para la navegación y control. En este capitulo se muestra la navegación guiada a través
de la visión por computadora. En la sección 7.1 se revisará el marco de coordenadas de manera
similar al capı́tulo 2 ampliando un marco de cámara que será empleado, además se discute el
modelo de la cámara y la geometrı́a proyectiva. En la sección 7.2 se describe un algoritmo de
geo-localización que estima la posición de un objeto basado en la localización y movimiento en
la secuencia de vı́deo.

7.1. Marco de la Cámara y Geometrı́a proyectiva

En esta sección se asumirá que el origen del marco de la cámara esta localizado en el centro
de masa de la aeronave, el marco de la cámara estará denotado por F c = (ic, jc, kc). Dependien-
do de la rotación de la cámara con respecto al vehı́culo se utilizarán marcos de referencia auxi-
liares. Se utilizará el marco de referencia que llamaremos como marco de referencia camara-2
y es obtenido mediante una rotación a lo largo del eje kb un ángulo αaz, el cuál es llamado
ángulo de acimut. La matriz de rotación del marco de referencia del cuerpo al de la cámara-2
está definido por

Rc2
b (αaz) ,

 cosαaz sinαaz 0
− sinαaz cosαaz 0
0 0 1

 . (7.1)

Otro marco auxiliar a emplear sera el marco de referencia de cámara-1 que será obtenido me-
diante la rotación a lo largo del eje jc2 por un ángulo de αel, el cual es llamado ángulo de
elevación. Un ángulo de elevación negativo mueve la cámara hacia la tierra. La rotación del
marco de referencia de la cámara-2 hacia la cámara-1 está definida por la matriz de rotación

Rc1
c2(αel) ,

 cosαel 0 − sinαel
0 1 0
sinαel 0 cosαel

 . (7.2)
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Por lo tanto la matriz de rotación que lleva desde el marco del cuerpo al de la cámara-1 está
definido como

Rc1
b = Rc1

c2(αel)R
c2
b (αaz) =

 cosαel cosαaz cosαel sinαaz − sinαel
− sinαaz cosαaz 0
sinαel cosαaz sinαel sinαaz cosαel

 (7.3)

Es común en la literatura de visión por computadora que se opte por alinear los ejes del marco
de referencia de la cámara de tal forma que ic apunte hacia la derecha dentro de la imagen, el eje
jc hacia abajo y el eje kc apunte a lo largo del eje óptico. Por lo tanto la matriz de transformación
que permita pasar del marco de referencia cámara-1 al de la cámara está dado por

Rc
c1 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 (7.4)

7.1.1. El modelo de la cámara

Figura 7.1: Marco de la cámara. La posición en pixeles (0,0) corresponde al centro de la imagen, el cual
se asume que está alineado con el eje óptico

De la imagen 7.1 f muestra la distancia focal en unidades de pixeles, mientras que P nos
permite convertir de unidades de pixeles a metros. Ahora si el ancho de pixeles es M y el
campo de visión v de la cámara es conocida entonces tenemos que la distancia focal puede ser
expresada como en [28]

f =
M

2 tan
(
v
2

) . (7.5)

La localización de la proyección del objeto de interés esta por lo tanto expresado en el marco
de referencia de la cámara como (Pεx , Pεy, Pf), donde (εx y εy) son la ubicación del pixel de el
objeto. La distancia del origen del marco de la cámara a la del la localización del pixel (εx, εy),
es entonces PF donde

F =
√
f 2 + ε2x + ε2y. (7.6)

CINVESTAV-UMI LAFMIA
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Y utilizando triángulos semejantes en la imagen 7.1 podemos obtener la siguiente relación

lcx
L

=
Pεx
PF

=
εx
F
. (7.7)

De manera similar están las siguientes igualdades icy/L = εy/F y icz/L = f/F combinando
ambas es posible obtener la siguiente ecuación

lc =
L

F

 εx
εy
f

 , (7.8)

donde l es el vector que va hacia nuestro objeto de interés y L = ‖l‖. Notar que el vector lc

no puede ser obtenido de manera directa unicamente con la cámara ya que la distancia L es
desconocida. Este será el problema a tratar en la siguiente sección con la geo-localización de
un objeto empleando una cámara. Sin embargo, es posible determinar un vector unitario que
indique la dirección hacia éste empleando la siguiente ecuación

lc

L
=

1

F

 εx
εy
f

 =
1√

f 2 + ε2x + ε2y

 εx
εy
f

 (7.9)

siendo el vector unitario lc/L un vector que desempeña un rol importante se opta por darle la
siguiente notación

l̂ ,

 l̂x
l̂y
l̂z

 ,
lc

L

que indica el vector unitario cuya dirección apunta hacia el objeto de interés desde el origen del
marco de la cámara.

7.2. Geo-localización

En esta sección se presenta un método para determinar la ubicación de un objeto en coor-
denadas inerciales usando una cámara a bordo del vehı́culo de ala fija. Se asume que se conoce
la posición del vehı́culo mediante el uso del GPS. De acuerdo a las sección previa se tiene que
l = P i

obj − P i
V ANT es la posición relativa entre el VANT y el objeto de interés, y definiendo

L = ‖l‖, entonces, tenemos la siguiente relación

P i
obj = P i

V ANT +Ri
bR

b
c1R

c1
c i

c

= P i
V ANT + L(Ri

bR
b
c1R

c1
c î

c), (7.10)

donde P i
V ANT = (pn, pe, pd)

T , Ri
b = Ri

b(φ, θ, ψ), Rb
c1 = Rb

c1(αel, αaz). El único elemento
ubicado en parte derecha de la ecuación 7.2 que no es conocida es L. por lo tanto el problema
de geo-localización se reduce a la estimación de la distancia L.
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7.2.1. Estimación de L mediante la suposición de tierra plana.
Si las mediciones de la altura de la aeronave están disponibles, entonces es posible im-

plementar una simple estrategia para estimar L, la cual implica la suposición de tierra plana,
implementada en [3] La figura 7.2 muestra un simple esquema de un plano horizontal y su

Figura 7.2: Suposición de tierra plana para geo-localización

relación con un objeto en tierra que puede ser descrito mediante la siguiente ecuación

L =
h

cosϕ

donde

cosϕ = ki · îi

= ki ·Ri
bR

b
c1R

c1
c î

c

y por lo tanto la estimación de L queda expresado por

L =
h

ki ·Ri
bR

b
c1R

c1
c î

c
(7.11)

Ahora combinando las ecuaciones 7.2 y 7.11 tenemos que

P i
obj = P i

V ANT + h
Ri
bR

b
c1R

c1
c î

c

ki ·Ri
bR

b
c1R

c1
c î

c
(7.12)

Sin embargo la ecuación 7.12 es altamente sensible al ruido(de los sensores) que genera error,
por lo que es necesario implementar algún filtro que reduzca este error, para solucionar este pro-
blema se optó por implementar un filtro extendido de kalman, este es presentado en la siguiente
sección

7.2.2. Geo-localización implementando un filtro extendido de kalman
Reescribiendo la ecuación 7.12 para despejar la ubicación del objeto tenemos que

P i
V ANT = P i

obj − L(Ri
bR

b
c1R

c1
c î

c) (7.13)
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considerando que el objeto permanecerá en reposo tenemos que

Ṗ i
obj = 0

además considerando que L = ‖Pobj − PV ANT‖ tenemos entonces

L̇ =
d

dt

√
(Pobj − PV ANT )T (Pobj − PV ANT )

=
(Pobj − PV ANT )T (Ṗobj − ṖV ANT )

L

=− (Pobj − PV ANT )T (ṖV ANT )

L

y para un control de orbita con altura constante indica que no hay cambio en la altura por lo
tanto el modelo del VANT queda

Ṗ i
obj =

 Vg cosχ
Vg sinχ
0



Figura 7.3: Esquema del algoritmo de geo-localización

En la figura 7.3 se muestra el esquema que emplea el algoritmo donde se obtiene las me-
diciones de orientación y posición del vehı́culo a través del protocolo comunicación de MA-
VLINK en ROS conocido como MAVROS, que publica las señales de la imu y el GPS ya
filtradas para una estimación mas adecuada.

Para implementar el filtro extendido de kalman se elige como estado a estimar

x̂ =

(
P̂ i
obj

L̂

)
La ecuación de predicción dada por ·

P̂

i

obj
·

L̂

 =

(
0

− (Pobj−PV ANT )T (ṖV ANT )

L

)
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La matriz jacobiana está dada por

∂f

∂x
=

 0 0

−
·
P̂

iT

V ANT

L̂

(P̂ iobj−P̂ iV ANT )
T

·
P̂

i

V ANT

L̂2


La ecuación de salida está dada por la ecuación 7.13 y su matriz jacobiana esta definido por

∂h

∂x
=
(
I Ri

bR
b
c1R

c1
c î

c
)

En el siguiente algoritmo se muestra como implementar el filtro extendido de Kalman
discreto-continuo

Algoritmo 3 Continuo-discreto filtro extendido de Kalman
1: Inicializamos x̂ = x0

2: Seleccionamos una tasa de muestreo Ts menor a la de los sensores
3: Por cada tasa de muestreo Ts
4: para i = 1 hasta N hacer
5: x̂ = x̂+ Ts

N
f(x̂, u)

6: A = ∂f
∂x

(x̂, u)
7: P = P + Ts

N
(AP + PAT +Q)

8: si la medición es recibida por algun sensor i entonces
9: Ci = ∂hi

∂x
(x̂, u[n])

10: Li = PCT
i (Ri + CiPC

T
i )−1

11: P = (I − LiCi)P
12: x̂ = x̂+ Li(yi[n]− h(x̂, u[n]))
13: devolver x̂
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Resultados, conclusión y trabajo futuro

Este capı́tulo describe la plataforma experimental y los resultados obtenidos con las leyes de
navegación y control mostradas a lo largo de esta tesis. Se termina concluyendo los resultados
finales mostrando el trabajo futuro por realizar con esta tesis como base.

8.1. Plataforma experimental

La plataforma experimental consta de una aeronave de ala fija bixler 3, esta plataforma
cuenta con un autopiloto denominado Pixfalcon que es el encargado de recibir la información
de los sensores y calcular el control. También se cuenta con una computadora de compañı́a
Odroid XU-4 que es la encargada de realizar el procesamiento de imágenes para realizar el
algoritmo de geo-localización descrito en el capı́tulo 7, ademas de implementar los algoritmos
de navegación mediante los campos vectoriales descritos en el capı́tulo 6.

Figura 8.1: Esquema de comunicación mediante mavros entre la pix falcon y la computadora de compañia
odroid XU4

La ventaja de utilizar mavros para intercomunicar la computadora odroid con la pixfalcon
reside en que la odroid realiza el trabajo de procesamiento mas pesado, de esta manera la pix-
falcon se dedica unicamente al procesamiento del control de la aeronave.

8.2. Resultados de Navegación del vehı́culo

Se muestra a continuación los resultados obtenidos mediante el uso de la plataforma expe-
rimental.
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Figura 8.2: Thrust(Empuje) aplicado durante el control de altura.

En la Figura 8.2 se muestra la manipulación del propulsor en una escala de 0 a 100 donde
100 representa la maxima capacidad de empuje del motor.

Figura 8.3: Velocidad aérea y terrestre durante el vuelo.

En la Figura 8.3 se muestra la velocidad aérea(airspeed) y la velocidad terrestre (grounds-
peed) obtenida mediante el uso del GPS y el Tubo Pitot, notamos la mayor magnitud de la
velocidad terrestre sobre la aérea debido a posiblemente la dirección del viento.

En la Figura 8.4 se muestra la altura expresada en el marco de coordenadas inercial NED,
muestra que a pesar del control es muy difı́cil mantener el vuelo, como se mostró en resultados
de simulación en los capı́tulos previos el cambio de altura también es ocasionado por cambios
en el ángulo de alabeo y cambios en la velocidad sin mencionar corrientes de aire presentes en
el ambiente.

Como se muestra en la Figura 8.5 el ángulo de cabeceo es controlado para mantener la altura
adecuada, es notable que por convención de ángulos, un ángulo de cabeceo negativo indica que
la nariz de la aeronave apunta hacia arriba.

Finalmente en la Figura 8.6 se trata de mantener en cero grados pero por efectos del viento
la aeronave se ve afectada al cambiar su propio curso lo que cambia el ángulo de alabeo.
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Figura 8.4: Altura del vuelo, recordar que en el marco de referencia inercial la componente abajo negativa
indica una altura positiva.

Figura 8.5: Ángulo de cabeceo de la aeronave durante el control de altura.

Figura 8.6: Ángulo de alabeo de la aeronave

8.3. Conclusión

Durante este trabajo de tesis se abordó la problemática de la navegación de un vehı́culo de
ala fija, dicho vehı́culo está fuertemente relacionado al estudio aerodinámico que describen las
fuerzas y momentos que actúan sobre él, por lo tanto, para diseñar una ley de control que apro-
veche estas caracterı́sticas es necesario tener un conocimiento general de su comportamiento en
vuelo, como lo son los efectos del viento sobre vehı́culos de envergadura de 2 a 5 metros, que a
diferencia de la gran literatura aeronáutica que desprecian el efecto del triangulo del viento en
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aviones comerciales, es mostrado en resultados que no se puede despreciar este efecto.
Además de la consideración del triángulo del viento para el modelado del vehı́culo aéreo, al

momento de de diseñar el control se suele considerar dos modelos matemáticos para describir
el VANT, estos son el modelo longitudinal y lateral del vehı́culo, sin embargo los resultados
muestran que los efectos de un modelo longitudinal afectan al modelo lateral y viceversa para
llevar a cabo un viraje, mantener una altura o realizar un ascenso o descenso.

Los resultados de hardware in the loop permiten obtener un buen desempeño de las leyes de
control y navegación antes de implementar en la plataforma, de esta manera se logra salvaguar-
dar la aeronave de un posible accidente que pueda comprometer a alguna persona.

Durante este trabajo se desarrolló la navegación mediante campos vectoriales, para obtener
referencias de acuerdo a la posición del VANT con respecto a la trayectoria a seguir, sumando
al modelado del vehı́culo los efectos del triángulo de viento es posible obtener un resultado
mucho mas adecuado para el seguimiento.

El seguimiento de trayectorias mediante segmentos rectos y órbitas fácilmente puede ser
extendido al seguimiento de trayectorias formados por dubins.

8.4. Trabajo futuro
Realizar un seguimiento de trayectorias agregando un administrador de trayectorias y un
generador de trayectorias, para realizar un vuelo mucho mas preciso capaz de realizar
misiones de mayor alcance y en zonas urbanas

Implementar un algoritmo de visión para realizar fusión de datos con la central inercial y
el horizonte captado por la cámara, para obtener un control de orientación mas fiable.

Realizar misiones que implementen trayectorias basadas en dubins que permitan un ate-
rrizaje mediante visión.

Realizar un algoritmo que permita mediante un sistema de cámaras estéreo la estimación
del tiempo de impacto con un objeto cercano para ası́ evitar dicho impacto cambiando el
curso de la aeronave.

Extender el algoritmo de geo-localización para objetos con movimiento acelerado y ob-
jetos aéreos.

Modificar la estructura de la aeronave para un aterrizaje y despegue vertical.
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ApéndiceA

DERIVACIÓN DE UN VECTOR

En el proceso de obtención de las ecuaciones de movimiento de un VANT, es necesario calcular
las derivadas de vectores con respecto al tiempo en marcos de referencias que se mueven con
respecto a otros. Por ejemplo, dos marcos de referencia como se muestra en la Figura A.1, en
el caso de un VANT se puede suponer que F i representa el marco inercial y F b el marco del
cuerpo, por lo tanto es necesario obtener la derivada con respecto al tiempo de p vista desde el
marco F i, tomando en cuenta que el vector p se mueve sobre el marco de referencia F b y que
F b esta unicamente rotando con respecto a F i, para llevar a cabo la derivada, denotamos la ve-
locidad angular de F b expresada en F i como ωb/i y expresando el vector p en sus componentes
obtenemos

Figura A.1: Transformación del vector p en dos marcos de referencia.

p = pxi
b + pyj

b + pzk
b (A.1)

la derivada con respecto al tiempo de p expresado en el marco F i puedes ser obtenida derivando
la ecuación anterior para obtener

d

dti
p = ṗxi

b + ṗyj
b + ṗzk

b + px
d

dti
ib + py

d

dti
jb + pz

d

dti
kb (A.2)

donde d
dti

representa la derivada temporal respecto a F i. Los tres primeros términos de la ecua-
ción A.2 muestran la razón de cambio de p como si fueran visto por un observador en el marco
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de referencia f b, considerando la rotación de f b con respecto a f i podemos denotar esta derivada
local como

d

dtb
p = ṗxi

b + ṗyj
b + ṗzk

b (A.3)

Los siguientes tres términos de la ecuación A.2 nos muestran la razón de cambio de p debido
a la rotación de f b relativo a f i, y dado que ib, jb y kb están fijos en el marco f b sus derivadas
pueden calcularse como en [17]

i̇b = ωb/i × ib

j̇b = ωb/i × jb (A.4)

k̇b = ωb/i × kb

ahora podemos escribir los tres últimos términos como

pxi̇
b + py j̇

b + pzk̇
b = px

(
ωb/i × ib

)
+ py

(
ωb/i × jb

)
+ pz

(
ωb/i × kb

)
= ωb/i × p (A.5)

finalmente utilizando las ecuacionesA.3, A.4 A.5 podemos obtener el resultadpo deseado.

d

dti
p =

d

dtb
p+ ωb/i × p (A.6)
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ApéndiceB

Algoritmo de visión por computadora

A continuación se muestra el algoritmo empleado para la detección de un objeto mediante
su color, las operaciones son mostradas a detalle en [8]

Algoritmo 4 Detección de un objeto por color azul,
1: Se inicia la lectura de la cámara.
2: Se realiza una transformación de espacio de RGB a HSV.
3: Realizar una umbralización con los parámetros HSVmin = [110, 50, 50] y HSV =

[130, 255, 255] para el color azul.
4: Implementar una operaciones morfológica de apertura y cerradura para eliminar el ruido no

deseado.
5: Encontrar los contornos.
6: si la longitud de los contornos es mayor a cero entonces
7: Encontrar el área del contorno mas grande.
8: Utilizar esta área para hallar su centroide mediante la operación de momentos invariantes.
9: devolver coordenadas del centroide en pixeles Cx, Cy
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ApéndiceC

Publicación

A lo largo de este trabajo de tesis se logró realizar la siguiente publicación de congreso:

A. Flores, I. Lugo, I. González, R. Lozano, Vector Field Guidance Law for Fixed Wing
UAV, 21st International Conference on System Theory, Control and Computing, aceptado
para publicación el 13 de Julio de 2017.
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