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Resumen

Los sistemas multiagentes han ganado significativa atencion en los tulti-

mos anos por sus multiples aplicaciones en ingenieria, economia y biologia.
En ciencia y tecnologia demuestran una serie de ventajas que no pueden
pasar desapercibidas y presentan nuevas soluciones a desafios actuales. Entre
los problemas planteados en esta area, se encuentra el control de formacién,
especificamente la maniobra de formacion, que consiste en la adquisicion
de una formacion deseada y el seguimiento de una velocidad o trayectoria
deseadas. En sistemas interconectados, también debe ser considerada la
cantidad y el tipo de informacién que serd comunicada entre los vehiculos,
estos factores determinan las caracteristicas que debe cumplir la formacién,
y la topologia de comunicacion a emplear.
La aplicacion de sistemas multiagentes a vehiculos aéreos sirve como un
multiplicador en sus prestaciones, permitiendo que tareas como transporte,
monitoreo, adquisicion de informacién, entre otros, sean facilmente escala-
bles, reconfigurables y que puedan ampliar sus capacidades, asi como reducir
su costo operativo.

En este trabajo se estudia el problema de control de maniobra de for-
macién para un grupo de aeronaves de ala fija en una configuracion lider-
seguidor, el lider se mueve de forma independiente a los seguidores, es decir,
puede tener un algoritmo de control o ser operado manualmente. Se presenta
el modelo dinamico de las aeronaves, junto a la caracterizacién aerodinami-
ca del vehiculo a simular, Eclipson Model T, y se desarrolla un sistema de
control de vuelo por modos deslizantes para esta aeronave. Para el andlisis
del sistema multiagentes, se asume que la formacién deseada es minima e
infinitesimalmente rigida, y sélo un subconjunto de los seguidores tiene ac-
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ceso a la posicién relativa y velocidad del lider. Para lograr los objetivos de
control, cada agente utiliza un estimador distribuido de velocidad y altitud
del lider, es decir, la velocidad y altitud deseadas del grupo, en tiempo fini-
to. Ademas, se presenta un algoritmo de maniobra de formacién basado en
rigidez, y se demuestra que dirige a los agentes hacia la formacién deseada y
sigue la velocidad del lider en tiempo finito. Mas atin, se demuestra que tanto
el estimador de velocidad, como el controlador pueden ser implementados en
el sistema coordenado local de cada agente, y que iinicamente emplean infor-
macién local. Se presentan simulaciones del sistema de control de vuelo, asi
como del estimador distribuido y el control de maniobra de formacién para
mostrar la efectividad de los algoritmos propuestos.

Abstract

Multi-agent systems have acquired significant attention in recent years

due to their multiple applications in engineering, economy and biology.
In the realm of science and technology they show a series of advantages
that can not go unnoticed and present new solutions to modern challen-
ges. Among the problems studied in this area of knowledge is formation
control, specifically, formation maneuvering, which consists of simultaneous
formation acquisition and velocity or path tracking. In networked systems,
it must also be considered the amount and type of information that is being
communicated between vehicles, these factors determine the characteristics
the formation and communication topology to be used have to fulfill.
The use of aircraft in multi-agent systems act is a multiplier in its perfor-
mance, allowing tasks like transport, monitoring, data acquisition, among
others, to be easily scalable, reconfigured and their capacities to be extended,
as well as reduce their operating costs.

In this work, the problem of formation maneuvering control for a group of
fixed wing aircraft in a Leader-Follower configuration is studied, the leader
moves independently from the followers, that is, it can be using a control
algorithm or being manually operated. The dynamic model for fixed wing
aircraft model is presented, along with the aerodynamic characterization of
the vehicle to be simulated, Eclipson Model T, a sliding mode flight control
system is developed for this aircraft. For the analysis of the multi-agent sys-
tem, it is assumed that the desired formation is minimally and infinitesimally



rigid, and only a subset of the followers has access to the relative position
and velocity of the leader. To achieve the control objectives, each agent em-
ploys distributed leader’s velocity and altitude estimators, that is, the swarm
velocity and altitude in finite-time. Also, a rigidity-based formation maneu-
vering algorithm is presented and it is proved that drives the agents to the
desired formation and tracks the leader’s velocity in finite-time. Moreover, it
is demonstrated that both the velocity estimator and the controller can be
implemented in the local coordinate frame of each agent, and that they only
use local information. Simulations of the flight control system are provided, as
well as those from the distributed estimator and the formation maneuvering
control to illustrate the effectiveness of the proposed algorithms.

Contribucion

El objetivo de esta tesis es logar la maniobra de formacion de un sistema
multiagentes compuesto por aeronaves de ala fija, usando leyes de control
distribuidas, basadas en distancias y rigidez, para una arquitectura lider-
seguidor. Ademds se realiza la caracterizaciéon aerodinamica y simulacién
en MATLAB de una aeronave no tripulada que puede ser fabricada usan-
do tecnologias de manufactura aditiva, junto al desarrollo de software en
MATLAB-Simulink para la simulacién del sistema multiagentes. Se propor-
ciona una revision de la literatura referente a control de formacion, vuelo en
formacién y el modelo dindmico de la aeronave, asi como las bases tedricas
necesarias para el desarrollo de este trabajo.

Las contribuciones de esta tesis fueron:

= Caracterizaciéon aerodinamica de la aeronave Eclipson Model T.

= Desarrollo de algoritmos de control de vuelo basados en modos desli-
zantes de segundo orden.

= Simulacién del modelo dindmico de la aeronave en MATLAB-Simulink.

= Implementacion en MATLAB-Simulink de los algoritmos de control de
vuelo.

= Desarrollo de leyes de control con convergencia en tiempo finito descen-
tralizadas y basadas en distancia y rigidez para un sistema multiagentes



con arquitectura lider-seguidor aplicado a aeronaves de ala fija (vehicu-
los no holonémicos).

» Se propone una matriz de rigidez reducida R, empleada en las leyes de
control de formacién. Esta permite que se puedan preservar distancias
relativas entre el lider y los seguidores adyacentes a él.
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1
Introduccion

Juntarse es un comienzo.
Mantenerse juntos es progresar.
Trabajar juntos es triunfar.

Henry Ford

1.1. Motivacion

En la naturaleza es posible observar el comportamiento colectivo de
grupos de animales para migrar, cazar, o defenderse de depredadores, Figura
1.1, esta pareciera ser una conducta planeada, pues el grupo se mueve en
conjunto como un solo ente, sin embargo este movimiento es el producto de
decisiones y respuestas instantaneas de cada individuo en el grupo. Estas
acciones colectivas permiten al grupo lograr objetivos que un individuo seria
incapaz de realizar, y proporciona ventajas como proteccién, obtencion de
alimento, socializacién y movilidad, [1].

Un sistema multiagentes consiste en una red de nodos independientes
capaces de intercambiar informacién y tomar decisiones para lograr un ob-
jetivo en comun. El movimiento del grupo puede ser dirigido por uno o mas
individuos que poseen informacién pertinente para el objetivo a cumplir, la
comunicacion de esta informacion al resto del grupo tiene un impacto global
pues mediante su propagacion y las acciones que tomen el resto de los indi-
viduos a través de algoritmos comunes, se conduce al grupo hacia el objetivo.



S Y e o e
(c) Manada de berrendos (H.
Hoops, U.S. Fish & Wildlife Ser-
vice, imagen de dominio publi-
co).

(a) Parvada de estirnidos, en la
parte superior derecha se observa
un depredador solitario (Mosta-
fa Meraji, Wikimedia Commons,
Licencia CC BY-SA 4.0)

(d) Grupo de gansos volando en
formacién (Usuario: 4028mdk09,
Wikimedia Commons, Licencia
CC BY-SA 3.0).

(b) Banco de peces (Anna Varo-
na, Wikimedia Commons, Licen-

cia CC BY 4.0).

Figura 1.1: Desplazarse en conjunto, como se observa en (a), (b) y (c), dota
al grupo de proteccién contra depredadores. (d) Al volar con una formacién
en V, las aves que se encuentran detras del lider ocupan menos energia para
mantener el vuelo.
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Uno de los problemas en control cooperativo es el control de formacion,
para el cual se han desarrollado estrategias de control basadas en diferentes
parametros a los que puede tener acceso un agente, una de estas estrategias
es el control de formacién basado en distancias. Abordar el problema de esta
forma requiere de acceso a las distancias relativas entre agentes, que pueden
ser obtenidas de forma local a través de sensores, con lo que cada agente de-
termina las acciones de control en su marco de referencia local, esto permite
mayor flexibilidad en la implementacién, haciendo posible la operacién en
ambientes con ciertas restricciones.

Entre las aplicaciones en vehiculos aeroespaciales se encuentra el vuelo en
formacion, Figura 1.2. La naturaleza distribuida de ésta tarea permite la re-
duccién de costos y aumenta la adaptabilidad y escalabilidad del sistema,
de tal forma que un conjunto de vehiculos de bajo costo pueden realizar
la tarea de un vehiculo de mayor complejidad, que ademés requiere de una
inversion mayor, mas ain, es posible anadir agentes al sistema para incremen-
tar sus prestaciones, esto beneficia a misiones como reconocimiento, escolta,
cartografia, comunicaciones, topografia, transporte, vigilancia, monitoreo, ci-
nematografia, agricultura, defensa, entre otros. Motivados por las ventajas
que presenta el control basado en distancias y las potenciales aplicaciones del
vuelo en formacién, esta tesis aborda el desarrollo de algoritmos de control
distribuidos para la maniobra de formacién de un grupo de aeronaves de ala
fija, asi como algoritmos de control para las actuaciones de cada vehiculo.

1.2. Estado del arte

El modelo Boids desarrollado por Craig Reynolds en 1986 ( [2]) mues-
tra las ideas principales de algunos problemas en sistemas multiagentes, en
este modelo, un grupo de agentes moéviles buscan lograr un objetivo usan-
do tnicamente interacciones locales. El modelo busca capturar la forma en
que animales sociales, en este caso aves, cooperan formando bandadas, re-
banos, bancos o enjambres para moverse en conjunto siguiendo un protocolo
descentralizado que consiste en tres reglas [2]:

1. Separacion: Evitar colisiones con agentes vecinos.

2. Alineacion: Alinear el rumbo y velocidad del agente con sus vecinos.



(a) Cinco aviones F-15C en for-
macién V (United States Air For-
ce, imagen de dominio publico -

USGOV-PD).

(c) Misién Cluster, cuatro satéli-
tes en formacién que miden cam-
bios en el viento solar y la mag-
netdsfera de la tierra (Agencia
Espacial Europea, esa.int, Licen-

(b) Aviones Jaguar formando el cja CC BY-SA 3.0 IGO).
nimero 6 durante un sobrevue-

lo conmemorativo (Jerry Gun-
ner, flickr.com, Licencia CC BY
2.0).

Figura 1.2: El vuelo en formacién encuentra miltiples aplicaciones en vehicu-
los aeroespaciales, (a) la formacién en V es bésica en operaciones militares,
(b) otras formaciones pueden ser usadas en exhibiciones de vuelo. (¢) también
es posible encontrar el vuelo en formacion en satélites, como la misiéon Clus-
ter de la ESA, que recolecta informacién de la tierra usando una formacion
tetraédrica.


https://www.flickr.com/people/13722921@N06/
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by/2.0/deed.es
http://www.esa.int/ESA_Multimedia/Images/2015/01/Cluster
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/igo/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/igo/deed.es

3. Cohesion: Evitar que un agente quede aislado del resto, mantenerse
cerca de los vecinos

Siguiendo estas reglas, es posible lograr un comportamiento colectivo.

El control de formacién, uno de los temas méas estudiados en sistemas
multiagentes, tiene como objetivo llevar los estados de varios agentes a un
conjunto de restricciones predeterminadas. Dependiendo de la capacidad de
percepcion de cada agente, es decir, las capacidades de sus sensores y de
la topologia de las interacciones entre agentes, el problema de control de
formacion puede ser caracterizado en términos de las variables percibidas
y las variables controladas por el sistema. Las variables percibidas estan
limitadas a las capacidades de cada agente, mientras las variables controladas
estan relacionadas con la topologia de interacciones, pues estas determinaran
las condiciones que debe cumplir la topologia. Basado en esto, se determinan
las siguientes categorias [3]:

Control basado en posicion Los agentes perciben su posicion con respec-
to a un sistema coordenado global comtn. Controlan activamente su propia
posicion para lograr la formacion deseada, la cual esta dada por las posicio-
nes deseadas para cada agente en el sistema coordenado global. La topologia
de interaccién por lo general no es necesaria.

Control basado en desplazamiento: Los agentes controlan de forma ac-
tiva su posicién relativa (desplazamiento) con los agentes vecinos para lograr
la formacién deseada, que es especificada por las posiciones relativas desea-
das con respecto a un sistema coordenado global, bajo la suposiciéon que cada
agentes es capaz de medir la posicion relativa de sus vecinos con respecto al
sistema coordenado global. Cada agente debe conocer la orientacién del sis-
tema global y tener un sistema coordenado local. Sin embargo, los agentes
no necesitan conocer el origen del sistema coordenado global o sus posiciones
con respecto a este sistema.

Control basado en distancia: Las distancias entre agentes son contro-
ladas activamente para lograr la formacién deseada, la cual estd dada por
las distancias deseadas entre agentes. Se asume que cada agente es capaz de
medir las posiciones relativas de los agentes vecinos con respecto a su propio
sistema coordenado local. No es necesario que los sistemas coordenados



locales estén alineados entre si, mas aun, no es necesario que los agentes
tengan una orientacion en comun.

Como se especifican las distancias entre agentes, la formacién deseada
puede ser tratada como un cuerpo rigido, por lo que es invariante a una
combinacion de rotacién y traslacion aplicado a una determinada posicién
de los agentes.

Las categorias mencionadas anteriormente pueden ser resumidas en la
Tabla 1.1 [3]:

Tabla 1.1: Diferencias entre control de formacién basado en posicién, despla-
zamiento y distancia.

Basado en Basado en Basado en
posicién desplazamiento distancia
Variables Posiciones Posiciones relativas Posiciones relativas
medidas de agentes de vecinos de vecinos
Variables Posiciones Posiciones relativas Distancias entre
controladas de agentes de vecinos agentes
Sistemas Sistema, Sistemas coordenados Sistemas coordenados
coordenados | coordenado inercial locales alineados locales
Topologia de Usualmente no Conectividad o existencia Rigidez o
interaccion requerida de un Spanning Tree Persistencia

Una introduccién al control de formacion de sistemas multiagentes se
presenta en [3], donde se exploran y desarrollan las categorias mencionadas
anteriormente. En [1] y [4] se estudia el control cooperativo de sistemas
dindamicos multiagentes, el disefio de protocolos distribuidos que garanticen
consenso o sincronizacion de los estados de un sistema multiagentes, asi como
el andlisis y disenio de sistemas dindmicos interconectados. En [5] se estudia
un control de formacion descentralizado para buques subactuados usando
control por modos deslizantes terminal (Terminal sliding mode control
- TSMC), combinado con una ley adaptable, se considera un esquema
lider-seguidor y se dan posiciones relativas deseadas para cada agente. En [6]
se considera el problema de control de formacién para multiples robots
moviles no holonémicos usando un método basado en consenso, donde a
través de una transformacion estado-entrada y leyes de control distribuidas
se logra la convergencia exponencial de las posiciones de los agentes a una
forma geométrica, cuyo centroide se mueve a lo largo de una trayectoria de
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referencia dada por un lider virtual. De forma similar [7] a través de una
transformacion general entrada-estado convierte el problema anterior en
un problema de consenso, ademas se logra la convergencia en tiempo finito
de los robots a una formacién deseada con su centroide moviéndose a lo
largo de una trayectoria de referencia, en ambos casos se proporcionan las
posiciones relativas de cada agente en la formacion. [8] considera el problema
de formacion para un sistema lider-seguidor de buques subactuados, donde
los seguidores buscan igualar el dngulo de guinada y llegar a una posicién
relativa dada, se usan leyes de control adaptables, estimadores de velocidad
de alta ganancia, y redes neuronales en una metodologia de backstepping
para lograr estabilidad asintética del sistema. El problema de seguimiento
en tiempo finito de una formacién que varia en el tiempo para un sistema
con agentes de orden superior con las entradas del lider desconocidas y una
topologia dirigida se estudia en [9], los seguidores alcanzan la formacién y
siguen la trayectoria deseada en tiempo finito a través de un protocolo de
seguimiento distribuido, se proporcionan las posiciones relativas deseadas de
los seguidores. En [10] se propone una ley de control gradiente descentrali-
zada basada en una funcion potencial y un grafo infinitesimalmente rigido,
se demuestra que la rigidez infinitesimal del framework es una condicion
suficiente para la estabilidad local asintodtica; la ley de control se aplica
a un grupo de vehiculos puntuales con dindmica de integrador simple, se
consideran topologias dirigida y no dirigida y se dan las distancias entre
agentes deseadas. Un control adaptable de formacién basado en distancia
para un sistema lider-seguidor se propone en [11], el control también estima
la velocidad del lider, se considera un sistema con un lider y dos seguidores;
la convergencia del sistema a las distancias entre agentes deseadas, asi
como a la velocidad de lider es asintética. En [12] se considera un esquema
lider-seguidor y agentes con dinamica de integrador simple con un grafo
minima e infinitesimalmente rigido, se logra la maniobra de formaciéon por
medio de un estimador de velocidad y un control de formacion basado en
distancia y rigidez con convergencia en tiempo finito; sélo se proporcionan
distancias deseadas entre agentes, en consecuencia las posiciones relativas
entre agentes no son fijas pues se ajustan para satisfacer las restricciones
entre agentes, ademas se demuestra que los controladores propuestos son
distribuidos, es decir, inicamente usando informacién local la velocidad de
los agentes converge a la velocidad del grupo dada por el lider en tiempo
finito, tanto el estimador de velocidad como el control disenado pueden ser
implementados en el marco de referencia local de cada agente, esta ultima
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condicién no se encuentra en trabajos anteriores.

En [13], se aborda el problema de vuelo en formacién usando campos
vectoriales, la coordinacion se logra indicando a las aeronaves seguir circun-
ferencias concéntricas de diferente radio; el algoritmo asegura estabilidad
exponencial, sin embargo unicamente realiza trayectorias circulares, donde
cada agente busca controlar a través de un algoritmo de consenso, el angulo
en el que se encuentra dentro de la circunferencia. En [14] se desarrollan
leyes de control para mantener la formacién entre una aeronave designada
como lider, y un seguidor que debe mantener una posicién relativa deter-
minada; estos controles se formularon para maniobras en el plano del lider,
considerando cambios de orientacion y velocidad, donde se busca conservar
y minimizar la cantidad de energia utilizada permitiendo una variacion
en la altitud de ambas aeronaves. El andlisis de estabilidad se realiza a
través del criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y las simulaciones
que se proporcionan muestran que el seguidor mantiene correctamente
su posicion relativa al lider. El uso de leyes de control obtenidas por el
método de campo potencial artificial para guiar a un grupo de aeronaves
no tripuladas en el plano se estudia en [15], a través de un campo de
velocidad, un campo de direccion y un campo para repulsion de vehiculos
cercanos, se guia a las aeronaves a una posicion relativa deseada para lograr
una trayectoria en linea recta, o una orbita, ambas especificadas por los
parametros de las funciones potenciales. Las leyes de control propuestas
se validan a través de simulaciones para trayectorias recta y circular.
En [16] se aborda el problema de planeacién de trayectoria y coordinacién
de multiples vehiculos aéreos no tripulados, el problema se descompone
en el diseno de un algoritmo para planeacion de trayectoria que busca
evadir ciertas posiciones en el plano, donde cada vehiculo planea su propia
trayectoria. Un agente coordinador estima el tiempo de llegada al objetivo
de todos los vehiculos y coordina la llegada simultanea de todos los vehiculos.

1.3. Planteamiento general del problema
Considere un sistema multiagentes formado por un nimero cualquiera de

aeronaves de ala fija, incluyendo un lider que opera independiente al resto de
los agentes. Sea la formacién deseada definida por un framework minima e
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infinitesimalmente rigido. Se considera que los seguidores son capaces medir
sus posiciones relativas con sus vecinos, y estimar su posicién, orientacién
y velocidades inerciales, asi como compartir sus estimaciones de velocidad
y altitud a través de una red de comunicacion, la cual se asume es el grafo
rigido de formacion. Se desarrollan algoritmos que permitan a los agentes:

= Lograr la formacion deseada en tiempo finito desde una condicién inicial
dada.

= Mantener las distancias relativas entre agentes dadas por la formacién
deseada.

= [gualar la velocidad de los seguidores a la del lider en tiempo finito.

= Mantener la formacién y el seguimiento del lider atin cuando el lider
realice una maniobra.

1.4. Objetivo general

Desarrollar algoritmos de control distribuidos de convergencia en tiem-
po finito basados en distancia y rigidez, con el fin de lograr la maniobra
de formacion de un grupo de vehiculos aéreos de ala fija en una configura-
cion lider-seguidor, y mostrar su capacidad de mantener la formacién y las
distancias entre agentes deseadas.

1.4.1. Objetivos especificos
= Seleccionar y caracterizar la aerodinamica de la aeronave a simular.

= Simplificar el modelo dindmico de la acronave a través del diseno de un
sistema de control de vuelo.

= Simular el modelo dindmico y el sistema de control de una aeronave en
MATLAB-Simulink, mostrando la efectividad de los controles.

= Disenar y demostrar la convergencia de algoritmos distribuidos de ma-
niobra de formacion para los seguidores, considerando el modelo sim-
plificado del vehiculo.

= Simular y mostrar la efectividad de los algoritmos propuestos en un
sistema multiagentes de aeronaves de ala fija en MATLAB-Simulink.






2
Preliminares

Si he logrado ver mas lejos, ha
sido porque he subido a
hombros de gigantes.

Isaac Newton

Para el desarrollo de este trabajo es necesario definir la notacion y herra-
mientas matematicas que seran utilizados. En la seccion 2.1 se dan definicio-
nes y resultados matematicos relevantes. Definiciones sobre teoria de grafos y
su utilidad para estudiar sistemas multiagentes se estudian en la seccion 2.2.
En la seccion 2.3 se asocian matrices a un grafo y se dan resultados asociados
a estas matrices. En la seccion 2.4 se definen los conceptos de: framework,
rigidez en grafos, rigidez minima y rigidez infinitesimal. La estabilidad de
Lyapunov y estabilidad entrada-estado se estudian en la seccién 2.5, estas
herramientas seran utilizadas para el andlisis de estabilidad de las estrate-
gias de control cooperativo. Finalmente la seccién 2.6 presenta algoritmos de
control por modos deslizantes.

2.1. Notacion y preliminares matematicos

La notacién que serd usada es estdndar en la literatura [17]. Se denota
conx € R"ox =[xy, -, 2,]7 al vector columna de n x 1, como 1,, al vector
n X 1 de unos, a I,, como la matriz identidad de n x n, 0,, hace referencia al

vector n X 1 de ceros. Una funcién f(z) que satisface f(0) =0y f(xz) >0
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es llamada definida positiva. Si satisface la condicién f(x) > 0 para z # 0,
se llama semidefinida positiva . Una funcién f(z) se dice negativa definida o
semidefinida negativa si — f(x) es definida positiva o semidefinida positiva,
respectivamente.

Los escalares A\, v Amax denotan los eigenvalores minimo y maximo res-
pectivamente de una matriz. Una matriz diagonal de n x n estda denotada por
diag(ay,- -, a,) donde a; € R son los elementos en su diagonal. Andlogamen-
te, diag(Ay, -+, A,) con A; € R™™ denota a la matriz diagonal a bloques
de mn x mn.

Definicién 2.1 ( [17]). Para dos matrices A € R™*™ y B € RP*4 el producto
de Kronecker, escrito A ® B, es definido por la matriz particionada

anB  apB -+ ap,B
anB aypB -+ a9,B

Agpa |70 T (2.1)
amlB amZB T amnB

Teorema 2.1 ( [18]). Sean las matrices A € R, B € R™™ y sean \ y i
sus eigenvalores respectivamente con sus eigenvectores correspondientes T y
y. Entonces A\ es un eigenvalor de A® B con el correspondiente eigenvector
r®vy. Cualquier eigenvalor de A® B resulta del producto de los eigenvalores

de Ay B.

Definicién 2.2 ( [17]). Una matriz simétrica A € R™*™ se dice semidefinida
positiva o no negativa si x7 Ax > 0 para todo xr € R"

Ademas, el siguiente lema es valido.
Lema 2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es semidefinida positiva, representado por: A > 0.
2. A puede ser representada como: A = HHT | para alguna matriz H.
3. Los eigenvalores de A son no negativos, es decir, \;(A) > 0.
4. Emiste una matriz simétrica R € R™" tal que: A = R*

Definicién 2.3 ( [17]). Si A es semidefinida positiva y es no singular, se
dice que es definida positiva, esto es expresado como: A > 0
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A continuacién se definen algunas funciones que seran utilizadas en
capitulos subsecuentes.

Definicién 2.4. La funcion sign(x) de un escalar real x es definida como:

—1, parax <O
sign(z) =¢0, paraz =0 (2.2)
1, para x > 0

Definicién 2.5. La funcion sig(x)® de los escalares reales x, o es definida
como: sig(x)® = |x|” sign(z)

Definicién 2.6. Las funciones sign(x) y sig(x)® de un vector x € RP son
definidas como:

a

T sign (1) T sig (x1)”

sign | 1| = : ;o osig] | = : ,ER?”  (2.3)
Tp sign () Tp sig ()"

Para un vector x € R, |Ix|, = [>5_, |xk|2] & representa la norma-

2, también conocida como norma Euclideana. ||x|, = > }_, |z)| denota la

norma-1, y [|x|, = >4, 24" denota la norma-p.

Lema 2.3 ( [19]). Un mapa continuamente diferenciable z = T(x) es un
difeomorfismo local en xo si la matriz Jacobiana [0T /0x] es no singular en
xo. Es un difeomorfismo global si y solo si [0T/0x] es no singular para todo

x € R y T es propio; es decir, | lﬁ'm T (x)|| = oc.
T||—0o0

Finalmente se presentan los siguientes resultados matematicos.
Lema 2.4. Dado un vector x € R", con elementos x; > 0, entonces:
n 2 n n n n
2 2
DORY I SEED D) SEEED o
i=1 i=1 =1 ji i=1

Lema 2.5. Para una matriz definida positiva B € R™™ ™, y un vector x € R"
se cumple:
2 T 2
Amin||X[[3 < % Bx < Apaal[x[l5
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Lema 2.6. Dado un vector x € R", con elementos v; < 0 y un escalar
0 < a <1, entonces:

Lema 2.7. [Desigualdad de Hélder [20]] Para vectores x,y € R™, escalares
reales positivos p,q y la condicion 1/p+1/q =1, se cumple:

<"y, < I=Il,l¥ll,

Lema 2.8. [Desigualdad de Young [20]] Para escalares reales x,y y escalares
reales positivos 0 < «, § < 1 bajo la condicion o+ 5 =1, se cumple:

z*y? < ax + By

2.2. Grafos

Las interacciones entre agentes a través de un enlace de comunicacion
o mediciones de sensores juegan un papel importante en el desempeno del
sistema en conjunto, asi que resulta 1til modelar matematicamente estas
interacciones, lo presentado a continuacién se ha obtenido de [4] y [1]. Un
sistema multiagentes puede ser modelado a través de un grafo, que es una
abstracciéon de los agentes y sus interacciones. Los agentes reciben el nombre
de wvértices, aunque también es posible referirse a ellos como nodos, y a las
interacciones se les denomina aristas. La Figura 2.1 muestra un grupo de
vehiculos aéreos no tripulados (VANT) que son capaces de comunicarse y
percibir sus alrededores en un rango limitado, ilustrado como un circulo,
note que un vehiculo no necesariamente puede comunicarse o percibir a
todos los demas del grupo. Los vehiculos y las interacciones que se dan
entre ellos pueden ser modelados como un grafo, donde a cada vehiculo se le
asocia con un vértice y a cada interaccién con una arista de un grafo.
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Figura 2.1: Abstraccién de un grupo de cuatro vehiculos a un grafo de 4
vértices y cinco aristas. Cada vehiculo tiene la capacidad de comunicarse
y percibir su entorno en un rango limitado, indicado por un circulo, estas
interacciones son representadas como aristas que conectan a los nodos del
grafo.

Las aristas pueden ser bidireccionales, es decir, dos agentes conectados
pueden recibir y enviar informacién entre si, 6 pueden ser dirigidas, donde la
informacion viaja en un sélo sentido. En el caso dirigido, un agente 7 puede
percibir o recibir informacién de un agente j, mientras que el agente j no
puede percibir o recibir informacion del agente i. Este tipo de interaccion es
ilustrada en un grafo con una flecha que inicia en el vértice j y esta dirigida
hacia el vértice 7; en el caso bidireccional, una linea uniendo ambos vértices
es suficiente. La Figura 2.2 muestra un grafo no dirigido y un grafo dirigido.

\@%T

) Grafo no dirigido de seis ) Grafo dirigido de cinco vértices y
vertlces y nueve aristas cinco aristas dirigidas, note que una
de ellas es bidireccional.

Figura 2.2: Ejemplos de un grafo no dirigido (a), y un grafo dirigido (b).
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Las aristas, asi como el nimero de vértices en un grafo pueden variar,
aumentar, reducirse o reorganizarse, esto tendra efecto en la dindmica del
sistema, sin embargo para esta tesis se considera una red estatica, donde el
nimero de agentes y sus interacciones se mantiene constante.

Un grafo finito, no dirigido y simple denotado por G = (V, E') se compone

de un conjunto finito denominado conjunto de vértices, denotado por V'; cada
elemento de V' es entonces un vértice del grafo. El nimero de elementos en
V', o la cardinalidad del conjunto, esta denotado por |V| = n. El conjunto
de vértices puede escribirse como: V' = {1,2,--- n}. El segundo conjunto
que compone a un grafo es el conjunto de aristas denotado por F, el cual se
compone de elementos de la forma (i, 7) tal que i,7 =1,2,...,nei # j. La
cardinalidad de E estd denotada por |E| = m.
Si una arista existe entre los vértices ¢ y 7, estos se dicen adyacentes, en
este caso, la arista (i,7) se llama incidente con vértices i y j. El vecindario
de un vértice 7 es el conjunto de vértices adyacentes a ¢, esta denotado por
N; = {j e V]|(i,j) € E}. La adyacencia de dos vértices permite moverse a
través del grafo siguiendo la direccién de las aristas, formando un camino en
el grafo.

Definicién 2.7 ( [4]). Un grafo se dice conectado, si para cada par de vértices
en V' existe un camino que los tenga en su inicio y final, en caso contrario,
se llama no conectado.

Lo anterior se puede entender como la capacidad de llegar de un vértice
a cualquier otro vértice en el grafo siguiendo las aristas.
Es posible considerar un subconjunto de los vértices de un grafo S C V' y
sus correspondientes aristas adyacentes entre ellos, denominado subconjunto
Es C FE, entonces este subconjunto de vértices induce un subgrafo con res-
pecto al grafo original, el cual esta denotado por Gg = (5, Eg).
Las nociones anteriores de adyacencia, vecindario, subgrafo y conectividad
pueden extenderse a grafos dirigidos. Un camino dirigido se forma siguiendo
la direccién de las aristas de un vértice a otro.

2.3. Teoria algebraica de grafos

Un grafo también puede ser representado en términos de matrices, lo
presentado a continuacién se ha obtenido de [4]. Para un grafo no dirigido,
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el grado de un vértice 7, denotado por d;, es la cardinalidad de su vecindario
N;, es decir, el niimero de vértices que son adyacentes al vértice 7.

Definicién 2.8 ( [4]). La matriz de grado D es una matriz real diagonal que
contiene el grado de los vértices del grafo en su diagonal.

d, - 0
D(G) = diag{dy,...,d,} € R™"; D= |: - (2.4)
0 --- d,

Definicién 2.9 ( [4]). La matriz de adyacencia A es una matriz real simétri-
ca de n X n que codifica las relaciones de adyacencia en el grafo, donde:

1, s (i,j) € E
;i =
! 0, de otra manera

Note que los elementos en la diagonal de la matriz de adyacencia son cero,
Qi = 0.

0 a2 -+ aip
a O ce Qop
A= 0 (2.5)
A1p  QA2pn - 0

Ademas, los elementos en la diagonal de la matriz de grado D pueden ser

expresados como d; = Y7, aj;.

Definicién 2.10 ( [4]). La matriz Laplaciana, denotada por L, asociada a
un grafo no dirigido es definida como:

dy —Q12 - —Qin
—a d N —
L=D-4A =] 7 7 ’ (2.6)
—Aa1p, —0A2n - dn

Note que para cualquier grafo la suma de los elementos de un renglon de la
matriz Laplaciana es cero.

La matriz Laplaciana £ es simétrica y semidefinida positiva, por lo que
sus eigenvalores son no negativos y pueden ser ordenados como A < Ay <
s < Ay, con A = 0.
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Lema 2.9 ( [4]). El grafo G es conectado si y solo si Ay > 0.

Lema 2.10 (Teorema de Gersgorin [4]). Sea una matriz compleja A de nxn
y sea C; un circulo cerrado en el plano complejo centrado en un elemento
de la diagonal Ay con radio dado por la suma de elementos en el renglon
ri = Zj;ﬁi | Al

Ci:{ZE(CI’Z—AM STz}

Entonces todos los eigenvalores de la matriz A se encuentran en la union de
los n circulos C; parai=1,...,n

Im
A
’—'—_-s\
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/
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Figura 2.3: Se muestran las regiones de Gersgorin C; y C; de una matriz A,
el centro de cada circulo estd dado por los elementoA;; y A;j, con radio r;
y 7j, respectivamente. Los eigenvalores se encuentran en la unién de estas
regiones.

2.4. Rigidez en grafos

El concepto de rigidez en grafos es una abstraccion de la rigidez en es-
tructuras, que pueden ser vistas como un sistema de barras y uniones, donde
las uniones son los agentes, y las barras son las restricciones de distancia
entre agentes. Considerar un grafo rigido asegura que las restricciones en las
distancias entre agentes dada una formacién deseada se mantengan. Esto
asegura implicitamente que se evitaran colisiones entre agentes durante la
adquisicion de la formacién [21].
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Figura 2.4: El grafo (a) puede tener miltiples realizaciones en R?, (b), (c) y
(d) muestran tres posibles realizaciones.

La teoria y definiciones de grafos y frameworks rigidos presentada a conti-
nuacién se puede encontrar en [21-28].

El sistema de barras y uniones puede ser representado como un grafo que
modela a las uniones como vértices y a las barras como aristas. Cada vértice
tiene asociada una posicion en el espacio, es decir, tiene una realizacién en el
espacio. Una realizacién de un grafo G = (V| F) en un espacio d-dimensional
es un mapeo donde al conjunto de vértices se le asigna un conjunto de posi-

ciones P = [PlT,...,P,ﬂT.

Definicién 2.11 ( [24]). Un framework es un mapeo uno a uno V — R%.
Esta denotado por F = (G, P), para cualquier P.

A este par también se le llama una configuracion de G. Un grafo puede
tener multiples realizaciones, es decir, se le puede asociar cualquier conjunto
de posiciones, dando origen a diferentes frameworks, esto se observa en la
Figura 2.4, dado el grafo de la Figura 2.4a, y diferentes P, se pueden obtener
diferentes frameworks, como los mostrados en las Figuras 2.4b, 2.4c y 2.4d;
estas son realizaciones en R2.

Definicién 2.12 ( [24]). Sean (G,P) y (G, Q) dos realizaciones diferentes
de un grafo G = (V, E). Se dicen equivalentes si [|P; — Pil| = |Q; — Qi
para todas las aristas (i,j) € E.

Definicién 2.13 ( [24]). Si la condicidn |P; — Pi|| = ||Q; — Q|| se mantie-
ne para todos los pares de vértices del grafo, entonces (G,P) y (G, Q) son
congruentes.
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(a) (b)

Figura 2.5: Dado un conjunto distancia asociado a los grafos G, (a) y Gy (b),
puede o no existir un framework que sea una realizacion del conjunto dis-
tancia. En ocasiones puede no existir un framework en una cierta dimension,
pero si existir en una dimensién superior.

Note que congruencia implica equivalencia, pero lo contrario no necesa-
riamente es verdad. A partir de un framework es posible definir un conjunto

distancia, denotado por A = [...,d;5,...], con §;; > 0 € R, definido para
todas las aristas (¢,7) € E, donde 6;; = ||P; — P;||. Un conjunto distancia se
dice realizable si existe un framework tal que ||P; — Pi|| = ¢, dicho frame-

work F se llama entonces una realizacion de A. Por el contrario, se dice que
un framework induce un conjunto distancia A realizable. Ademéds, dado un
grafo G y un conjunto distancia realizable A, ambos inducen un conjunto de
posiciones en el espacio, es decir, una geometria realizable. Por ejemplo, dado
el grafo G, = (V,, E,), mostrado en la Figura 2.5a, y un conjunto distancia
A, ={d;;} = a, a € R, no existe un framework F = (G,,P,) en R? que sea
una realizacién de A, y G,. Entonces A, es un conjunto distancia no reali-
zable para G, en R?, y el par (G4, A,) no induce una geometria realizable en
R2. Esto es claro pues no existe figura en el plano tal que todas las aristas del
grafo GG, tengan la misma longitud, sin embargo esta figura si existe en un
espacio R?, formando una piramide. En el caso del grafo Gy = (V3, Fj), mos-
trado en la Figura 2.5b, con un conjunto distancia A, = {0;;} = a, a € R,
sf existe un framework F = (G, Py) en R? que es una realizacién de A.
Entonces A, es un conjunto distancia realizable para G, en R?, ademés G,
y Ay inducen una geometria realizable en R2.

Dado un framework cualquiera, es de interés saber si es rigido o no. En
este contexto rigidez se refiere a la no deformacién de la estructura dado el
movimiento de alguno de sus nodos.

Definicién 2.14 ( [21]). Un cuerpo rigido se dice en traslacién si todos los
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puntos que lo forman se mueven en trayectorias paralelas. Un cuerpo rigido
se dice en rotacion si todos los puntos se mueven en planos paralelos a lo
largo de circulos centrados en un mismo eje que cruza con el cuerpo.

Cualquier movimiento puede ser descompuesto en una traslacién super-
puesta a una rotacion, lo que permite desacoplar la traslacion pura de la
rotacién pura [21].

Definicién 2.15 ( [21]). Un movimiento de un framework F = (G,P) con
G = (V,E) es una familia continua de frameworks equivalentes F(t) para
t € [0,1] donde F(0) = F. Es decir, cada punto P;, i € V' se mueve a lo
largo de una trayectoria continua P;(t) mientras preserva las distancias entre
los nodos conectados por una arista.

Definicién 2.16 ( [21]). Un framework Fo = (G, Py) es rigido si existe un
e > 0 tal que todo framework F; = (G, P1) que es equivalente a Fo = (G, Py)
y satisface ||Po — Pi|| < € para todos los vértices, es congruente con Fy =

(G, Po).

Es decir, un framework se dice rigido si todo movimiento continuo de los
vértices del framework Fy preserva las longitudes de todas las aristas y las
distancias entre todos los pares de vértices. Un framework es flexible si no es
rigido, y es posible aumentar el nimero de aristas en un framework flexible
para darle rigidez.

Debido a que existen limites practicos en la cantidad de enlaces de comunica-
ciéon que puede manejar un agente es importante conocer la cantidad minima
de enlaces necesarios mientras se mantiene rigidez.

Definicién 2.17 ( [3]). Un framework minimamente rigido es un frame-
work rigido tal que ninguna arista de su grafo pueda ser removida sin perder
rigidez.

Por ejemplo, la Figura 2.6a muestra un framework flexible, pues un mo-
vimiento continuo del vértice 1 o 2 no preserva las distancias entre todos los
vértices, es decir, no es congruente y la estructura se deforma. Si se toma
este framework y se anade la arista (2, 3), se tiene la Figura 2.6b que es un
framework rigido, y mas atn, minimamente rigido pues remover cualquiera
de sus aristas lo harfa flexible. Anadiendo la arista (1, 4) se obtiene la Figura
2.6¢, también un grafo rigido al cual se le puede eliminar cualquier arista y
no perdera rigidez. A continuacion se define la rigidez infinitesimal, donde se
requiere mantener distancias durante un movimiento infinitesimal.
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(b) ()
Figura 2.6: Frameworks flexible (a), minimamente rigido (b) y rigido (c).

Note que para dar rigidez al framework (a), se agreg6 una arista, llegando al
framework (b).

Definicién 2.18 ( [27]). Un movimiento infinitesimal es la primera derivada
valida con respecto al tiempo, de un movimiento, evaluada en t = 0.

Un movimiento en R? describe una trayectoria en el espacio, sin embargo,
en un movimiento infinitesimal solo es de interés como inicia el movimiento,
la direccién que toma en un sentido lineal, o la tangente de la trayectoria en
ese instante, es decir, la primera derivada temporal. Al ser justo al inicio del
movimiento, se evalia en ¢t = 0, [27].

Definicién 2.19 ( [23,27]). Un framework infinitesimalmente rigido requiere
que, dado un vector velocidad asignado a cada vértice del framework, la razon
de cambio inicial de la distancia entre cada par de vértices unidos por una
arista, sea cero.

Considere dos vértices 7, 7 unidos por una arista, a cada uno se le aplica
un vector velocidad y se evaluard el cambio de la distancia entre ellos. La
posicién de cada vértice estd dada por P; y P; respectivamente (Figura 2.7),
y los vectores velocidad asignados son V; y V; respectivamente. Para entender
como los vectores de velocidad cambian la longitud de la arista, se proyecta
el vector velocidad en la arista, asi esta proyeccién es el cambio al primer
orden de la distancia P; — P, para el vértice i este cambio es V; - (P; — P),
y para el vértice j, V; - (P; — P;). Como se busca que no haya un cambio
en la distancia, ambas proyecciones se igualan, desarrollando la igualdad se
obtiene la siguiente condicién [23,27].

(Vi=V;)- (P —F) =0 (2.7)
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Figura 2.7: Cambio de la distancia P; — P; entre dos vértices debido a la
accion de vectores velocidad V; y Vj.

Definicién 2.20 ( [23,27]). Un framework es infinitesimalmente rigido si
las tnicas soluciones de (2.7) se obtienen de movimientos de cuerpo rigido.
En cualquier otro caso, es infinitesimalmente flexible.

La condicién (2.7) indica que dada una restriccién en la distancia, pues
ya se tiene un framework, se desea conocer si existe un conjunto de vectores
velocidad para todos los vértices tal que las restricciones de distancia se
mantengan, es decir, exista un movimiento de cuerpo rigido. La ecuaciéon
(2.7) puede escribirse para todos los vértices de forma matricial.

RV =0 (2.8)

Donde R es la matriz de rigidez asociada a un framework F, una matriz real
de m renglones y dn columnas, que es el nimero de vértices multiplicado por
la dimensién del conjunto de posiciones. P € R es el vector de posiciones.
Entonces cada renglén esta asociado con una arista del grafo, y cada d colum-
nas estan asociados con un vértice del grafo, en R?, cada par de columnas;
por lo tanto cada elemento de la matriz de rigidez es una componente de la
distancia relativa entre dos nodos que comparten una arista; si no existe una
arista entre ellos, el elemento el cero, [27].

El renglén que corresponde a la arista (i,7) € E, donde ¢ < j, tiene la
siguiente forma:

T T T T T
0, - (Pr=P)" - 0L - (P, — P) - 0] (2.9)
Los el t 07 t 1 d d
os elementos con 0; se encuentran en columnas que corresponden a nodos
. .. . T . .
diferentes de i, j, mientras que (P, — P;)" se encuentra en la i-ésima colum-

T C o . .
nay (P; — P,)" se encuentra en la j-ésima columna. La matriz de rigidez es
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conocida, pues se conoce el framework, resta encontrar el conjunto de mo-
vimientos infinitesimales que cumplan la condicién (2.8), es decir el espacio
nulo de la matriz de rigidez; los grados de libertad (GDL) del conjunto de
velocidades es la dimension del espacio nulo de R, es decir, la nulidad de R.
Considerando el teorema rango nulidad para la matriz de rigidez:

rank(R) + nullity(R) = dn (2.10)

El nimero de columnas de R se sabe que es dn y es fijo, el rango de R se
entiende como el nimero de aristas utiles para la rigidez, y la nulidad de R se
entiende como el nimero de GDL que el framework tiene, ¢ los movimientos
infinitesimales validos. Como se habla de un movimiento rigido, entonces el
nimero de grados de libertad debe ser el espacio de movimientos rigidos, lo
que da lugar a la siguiente condicién, [27].

d(d+1)

nullity (R) = 5

(2.11)

Entonces es posible encontrar el rango deseado de la matriz de rigidez.

Teorema 2.11 ( [22]). Un framework genérico en R? es infinitesimalmente
rigido si 1y solo st

d(d + 1)
2

Entonces, rank(R) = 2n — 3 en R? y rank(R) = 3n — 6 en R3.

rank(R) = dn — (2.12)

Lema 2.12 ( [22]). Todo framework infinitesimalmente rigido, es rigido.

En general, la rigidez no implica rigidez infinitesimal, pero la rigidez
infinitesimal implica rigidez.

Se ha discutido que un framework puede existir en un espacio d-
dimensional, sin embargo para el desarrollo de esta tesis seran de utilidad
los resultados de Henneberg y Laman [22], los cuales se encuentran en el
plano R2.

Definicién 2.21 ( [22]). Un grafo G es un grafo de Laman si m = 2n — 3
y todo subconjunto de k vértices abarca a lo mds 2k — 3 aristas.

Teorema 2.13 ( [29]). Un framework en el plano es minimamente rigido si
y solo si su grafo asociado es un grafo de Laman.
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) Adicién de vértice. ) Divisién de arista.
Figura 2.8: Las operaciones de Henneberg permiten anadir un vértice a un
grafo rigido, manteniendo rigidez.

Teorema 2.14 ( [29]). Un framework en el plano es minimamente rigido
sty solo si puede construir a partir de dos vértices unidos por una arista y
realizando las siguientes dos operaciones:

1. Adicion de vértice. Un nuevo vértice es conectado a través de dos
nuevas aristas a dos vértices ya existentes en un grafo minimamente
rigido.

2. Division de arista. Un nuevo vértice se anade en un arista existente,
por lo tanto dividiendo la arista en dos, y luego conectdndose a un
tercer vértice ya existente. Esto también puede verse como eliminar
una arista y agregar tres aristas nuevas, dos conectadas a los vértices
de la arista eliminada y una tercera a un tercer vértice existente en un
grafo minimamente rigido.

A estas operaciones se les conoce como: Operaciones de Henneberg.

La primera operacion se ilustra en la Figura 2.8a, sean j, k dos vértices
distintos de un grafo minimamente rigido G, la operacién de adicion de vérti-
ce anade el vértice i y lo conecta con j y k. Esta operacién preserva rigidez
minima y también puede realizarse de forma inversa, obteniendo un frame-
work minimamente rigido mas pequeno.

La segunda operacién se muestra en la Figura 2.8b, sean tres vértices ¢, k, [
de un grafo minimamente rigido G, tal que existe una arista entre j y k,
la operacién de divisién de arista elimina la arista (7, k) y anade el vértice
7, conectandolo a j, k y [. La operacién inversa no es tan intuitiva y debe
realizarse cuidando preservar la rigidez minima del grafo. De los teoremas
anteriores se puede concluir que un grafo de Laman es minimamente rigido y
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es el resultado de una serie de operaciones de Henneberg, estas condiciones
son equivalentes para grafos en el plano, [22,26,29].

2.5. Analisis de estabilidad por Lyapunov

En esta seccién se consideraran definiciones y teoremas esenciales en el
analisis de estabilidad de Lyapunov, que seran usados frecuentemente en el
resto de la tesis. Estos provienen de [19] y [30].

Definicién 2.22 ( [19]). Considere el sistema invariante en el tiempo d-
dimensional

T = f(x) (2.13)
Donde x € R? es el vector de estados, y f es localmente Lipschitz en un
dominio 2 C R%. z € P es llamado un punto de equilibrio del sistema si

f(x)=0

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que f(x) satisface f(0) = 0,
y estudiar la estabilidad del origen x = 0.

Definicion 2.23 ( [19]). Sea f(x) una funcién localmente Lipschitz definida
en un dominio 9 C R?, que contiene al origen, y f(0) = 0. El punto de
equilibrio x = 0 de & = f(z) es:

» Estable si para cada € > 0 eziste 6 > 0 (dependiente en €) tal que

|2][(0) < 8 = |lz(t)]| <&, VE>0 (2.14)

= Inestable si no es estable.
= Asintéticamente estable si es estable y & puede ser elegida tal que

le(O)]] < & = lim 2(t) =0 (2.15)
—00

Teorema 2.15 ( [19]). Sea V(z) una funcion continua y diferenciable defi-
nida sobre 9 C R%, que contiene al origen, y f(0) = 0. Sea V(x) una funcién
continua diferenciable definida sobre & tal que

V0)=0yV()>0 Vre P conx#0 (2.16)

V(z)<0 Veeg (2.17)
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Entonces, el origen es un punto de equilibrio estable de & = f(x). Mds ain,
St

V(z) <O0Vzx €® conx #0 (2.18)

entonces el origen es asintéticamente estable. Ademds, si 9 = R4, (2.16) y
(2.18) se mantienen para todo x # 0, y

|z|| = 00 = V(z) = o0 (2.19)

es decir, es radialmente no acotada, entonces el origen es globalmente
asintoticamente estable.

Una forma mas fuerte de estabilidad que la asintética, es la estabilidad
exponencial. Es decir, si el punto de equilibrio es exponencialmente estable,
entonces es asintéticamente estable. Lo opuesto no es necesariamente cierto.

Teorema 2.16 ( [19]). Sea f(z) una funcién localmente Lipschitz definida
sobre un dominio 9 C R?, que contiene al origen, y f(0) = 0. Sea V() una
funcion continua diferenciable definida sobre 2 tal que

aflz]* < V(z) < agl|z|* (2.20)

V(z) < —asllz|" (2.21)

para todo x € &, donde oy, i, a3 Yy a son constantes escalares reales positi-
vas. Entonces, el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable
de & = f(x). Si estas condiciones se mantienen globalmente, el origen serd
globalmente exponencialmente estable.

Definicién 2.24 ( [19]). Una funcién escalar continua o(r), definida por
r € [0,a) es una funcion clase k si es estrictamente creciente y «(0) = 0. Es
una funcion ke si es definida para todo r > 0 y a(r) — oo conforme r — oo.

A continuacién se definira estabilidad entrada-estado (Input-to-State Sta-
bility, ISS)

Teorema 2.17 ( [19,30]). Considere el sistema
T = f(z,u) (2.22)

donde x € R? es el vector de estados del sistema, u € R™ es una entrada
acotada y f es localmente Lipschitz en x y u. Sea V(x) una funcion con
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primeras derivadas continuas tal que, para todo v € R yu € R™,

ar([lz]]) < V(z) < as(f|z]]) (2.23)
)%

5, (@) < =Wa([lz])), Vilzll = p(lull) (2.24)

donde oy y g son funciones clase ks, p es una funcion clase k y W5 es una
funcion continua positiva definida en R™. Entonces el sistema & = f(x,u) es
ISS.

Corolario 2.17.1 ( [30]). Para el sistema (2.22), sea V(z) una funcion con
primeras derivadas continuas tal que

ay([lz]]) < V() < as([l]) (2.25)

%f(x) < —a([l=]) + a(llul)) (2.26)

donde o, ag y a son funciones clase ko Yy 0 es una funcion clase k. Entonces
el sistema (2.22) es ISS .

A la funcién que satisface las condiciones (2.23) y (2.24) o (2.25) y (2.26)
se le llama funcién 1SS-Lyapunov [30].

Teorema 2.18 ( [30]). El sistema (2.22) es ISS si y sdlo si admite una
funcion ISS-Lyapunov.

Lema 2.19 ( [30]). Si los sistemas &1 = fi(x1,x2) y &2 = fo(xa, u) son ISS,
entonces la conexion en cascada

= fi(z1, 22)

i = fa(x2,u) (220

FEs ISS. En consecuencia, si &1 = fi1(x1,x2) es ISS y el origen de &9 = fo(x3)
es globalmente asintoticamente estable, entonces el origen de la conexion el
cascada

&1 = fi(z1,22)

Ty = fa(w2)

es globalmente asintoticamente estable.

(2.28)

Teorema 2.20 ( [31]). Un sistema es 1SS si y sdlo si es robustamente estable.
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Finalmente se presenta el siguiente lema sobre convergencia en tiempo
finito de un sistema.

Lema 2.21 ( [32]). . Considere el sistema & = f(x) con f(0) =0,z € R",
donde f(x) es una funcidn continua en el vecindario abierto U € R del
origen. Suponga que existe una funcion continua positiva definida V(x) :
U — R, escalares reales c > 0 y 0 < a < 1 y un vecindario abierto Uy C U
del origen, tal que V(z) < —cV (z)*, x € Uy— {0}, entonces V(x) se acerca a
0 en tiempo finito. Ademds, la funcion T que dicta el tiempo de estabilizacion

satisface: T < (V(x(0))'%/c(1 — a)).

2.6. Control y diferenciador por modos des-
lizantes.

El control por modos deslizantes es ampliamente usado por las ventajas
que presenta de convergencia en tiempo finito y robustez a incertidumbres
o variaciones en el sistema, asi como a perturbaciones externas; ademas de
varios modos de operacion tales como regulaciéon, control de trayectoria,
seguimiento de modelo y observacion. Ha sido ampliamente estudiado en la
literatura desde puntos de vista practicos y tedricos, [33-36].

2.6.1. Algoritmo Super Twisting (STA)

El uso de modos deslizantes de orden superior permite mantener las carac-
teristicas de los modos deslizantes de primer orden, y de ser apropiadamente
disefiados, pueden reducir o eliminar el chattering [37]. Un importante al-
goritmo para modos deslizantes de segundo orden es el algoritmo de Super
Twisting, presentado a continuacion.

Teorema 2.22 ( [37]). Considere el sistema

T = —k1|x1]% sign(zy) + 2 (2.29)
.I:Q = _kQ sign(xl) (230)

donde x; son variables de estado escalares. Las soluciones son trayectorias
en el sentido de Filippov. Con la funcion candidata de Lyapunov

1 1 1 2
V(@) = 2kofar| + 525 + 5 (Kalon|* sign(a:) — s ) (2.31)
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Sean k1 > 0 y ky > 0, entonces todas las trayectorias del sistema (2.29),
(2.30) convergen en tiempo finito al origen x = 0, en tiempo t(zy) menor a
T = 2vz(2)/y, donde xq es el estado inicial y 7y es una constante que depende
de las ganancias ki y ky. Mas ain, V (2.31) es una funcion de Lyapunov
fuerte que asequra estas propiedades.

2.6.2. Algoritmo Super Twisting Modificado

En [37] se propone un algoritmo Super Twisting que combina las ventajas
de términos que correccién lineales y no lineales.

Teorema 2.23. Considere el sistema

$'1 = —/{1’.771’% Sign(l’1> — k‘gl'l “+ X9 (232)
fg = —k’g sign(ml) — ]{?41‘1 (233)

donde x; son wvariables de estado escalares. El origen x = 0 es un punto
de equilibrio del sistema (2.32), (2.33), que es globalmente asintdticamente
estable sik; > 0,1 =1,...,4 ydkoky > (8ky + 9k?) k% Bajo estas condiciones

1 1 1, 2
V(1) = 2ky|ay| + kgl + 51’3 + 3 (kl\le sign(zy) + kszy — :L‘2> (2.34)
es una funcion continua de Lyapunov que asequra estas propiedades. Mas
aun, las trayectorias convergen en tiempo finito al origen donde el tiempo de
convergencia estd acotado por T* = 2vz (z) /v, donde xq es el estado inicial y
Y1 es una constante que depende de las ganancias k;.

2.6.3. Algoritmo Super Twisting Saturado (SSTA)

Al aplicar una ley de control integral a una planta con saturacion a la en-
trada, se puede generar un overshoot de gran amplitud y bajo decaimiento, a
eso se le llama integral windup, [38]. Este overshoot no deseado resulta de una
sobrereaccién de la parte integral del controlador, y al estar la realimentaciéon
interrumpida durante la saturacion del actuador, la planta puede desarrollar
un comportamiento en lazo abierto. Para evitar este comportamiento en el
STA, es posible usar una ley de control conmutada STA Saturado (SSTA)
que proporcionard estabilidad al sistema en lazo cerrado.

Considere el sistema
T=u (2.35)
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donde z € R es el estado y u € R la entrada de control. La entrada de control
del sistema es saturada, tal que |u| < p. En [38] se propone la siguiente ley
de control conmutada que lleva al estado = al origen en tiempo finito.

T

sis=0

—psign(z)
0,2(0) = 0
m =3 (2.36)

—ky || sign(z) +

l osis=1
—ko sign(z), 2(0) =0

\

Un detector de comportamiento define el valor binario de s, que es puesto
a s = 0 para toda condicién inicial z(0) = x1 fuera de un vecindario del
origen |z19| > d, donde ¢ es una constante positiva. La variable se ajusta a
s =1 si la trayectoria del estado entra (o inicia) en un vecindario del origen
|z|(t) < §, y mantiene este valor para todo tiempo futuro, incluso si el estado
toma un valor |x|(t) > 6.

Cuando la ley de control se encuentra en la condicién s = 0, el sistema (2.35)
con el control (2.36) tiene la forma:

) {x - ()_pSign(x) (2.37)

Note que en este estado, el integrador se mantiene en cero.
Para la condicién s = 1, el sistema (2.35) con el control (2.36) tiene la forma:

5 ¢ {x = —kifa| " sign(x) + 2 (2.38)

Z = —kysign(z)

Con un disefio apropiado [38], el estado = converge a cero en tiempo finito.

2.6.4. Diferenciador de primer orden por modos desli-
zantes

Sea una sefial f(t) una funcién medible y localmente acotada definida
en [0,00), que consiste de una senal base que tiene derivada con constante
Lipschitz C' > 0 y una componente de ruido. Para diferenciar la sefial base
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desconocida, considere la ecuacion auxiliar £ = u. Aplicando el algoritmo de
Super Twisting para mantener x — f(t) = 0, se tiene [34, 39]

w=u — k|z — f(t)|"sign(z — f(t)) (2.39)
iy = —ky sign(z — f(t)) (2.40)

donde ki, ks > 0. Y u(t) es la salida del diferenciador, es decir, la derivada
de la senal f(t).

2.6.5. Diferenciador de segundo orden por modos des-
lizantes

Sea una senal f(¢) definida en [0, 00), cuya segunda derivada tiene una
constante de Lipschitz conocida L > 0. El problema de encontrar estimacio-
nes en tiempo real de f(t), f(t), ..., f®(t), las cuales son exactas en ausencia
de ruido, se puede resolver con el diferenciador [34,40)]

Zo=—kiL3|z — f(t)|sign(z0 — f(£)) + 2 (2.41)
4 = — koL2|2 — 20| sign(z1 — %) + 22 (2.42)
22 = — kgL sign(22 — 21) (243)

donde ki, ko, ks > 0. Y 29 es la salida del diferenciador, es decir, la segunda
derivada de la senal f(t).
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3

Modelo matematico de la
aeronave

Recuerda chico japonés, los
aviones no son herramientas de
guerra, tampoco son para ganar
dinero... Los aviones son suefnos
hermosos, suefios malditos,
esperando a que el cielo se los
trague.

Hayao Miyazaki, Se levanta el
viento (2013)

Una aeronave de ala fija es un vehiculo no holonémico de 6 grados de
libertad, sobre el cual actiian fuerzas gravitacionales, aerodinamicas y pro-
pulsivas que le permiten desplazarse de forma controlada en el espacio. En
este capitulo se presentan elementos necesarios para desarrollar el modelo
matematico de un vehiculo aéreo de ala fija, y sus ecuaciones de movimien-
to, seguido de la caracterizacién aerodinamica de la aeronave simulada. Lo
abordado en la siguientes secciones ha sido ampliamente estudiado en la li-
teratura, las principales fuentes para este trabajo son [41-43], sin embargo
también son de utilidad las siguientes referencias [44-51].
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3.1. Marcos de referencia

Se asume que el marco de referencia fijo en tierra es plano y no rota, una
suposicién valida para vehiculos aéreos pequenos.

Marco inercial > Sistema coordenado fijo en tierra, con su origen en el
lugar de inicio del vuelo, o una posicién conveniente (Figura 3.1), el vector
unitario i esta orientado al norte, j al este, y k hacia el centro de la tierra,
o hacia abajo. A este sistema se le conoce como Norte-Este-Abajo (North-
East-Down, NED). Es comun referirse al norte como direccién inercial z, al
este como y y hacia abajo como z.

i (Norte)

j¥ (Este)

kY (Hacia el centro de la tierra)

j (Este)
j (Este)
k (Hacia el centro de la tierra) k (Hacia el centro de la tierra)
Figura 3.1: Marco iner-  Figura 3.2: Marco vehiculo X7 relativo al marco
cial X. inercial.

Marco vehiculo ¥V Su origen se encuentra en el centro de gravedad (CG)
del vehiculo. Sin embargo, los ejes de ¥V se encuentran alineados con el marco
inercial Y, como se ilustra en la Figura 3.2.

Marco vehiculo—1 X' Su origen se encuentra en el CG de la aeronave,
consiste en una rotacion en direccion positiva alrededor de kv, es decir, si-
guiendo la regla de la mano derecha alrededor de k¥, un angulo v, el angulo
de guinada. Figura 3.3.
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iV (Norte)

» j¥ (Este)

]
|
|
|
|
|
]
|

\J

kvl

Figura 3.3: Marco vehiculo-1. Figura 3.4: Marco vehiculo—2.

Marco vehiculo—2 X*? Su origen se encuentra en el CG del vehiculo y se
obtiene al rotar X' de forma derecha alrededor del eje j°1 un dngulo 6, el
angulo de cabeceo.

Marco cuerpo X° Se obtiene al realizar una rotacién derecha de %2 alre-
dedor de i¥? un dngulo ¢, el dngulo de alabeo, también conocido como dngulo
de baqueo; su origen se encuentra en el CG.

kav

Figura 3.5: Marco cuerpo. Figura 3.6: Marco estabilidad.

Marco de estabilidad >° La velocidad de la aeronave relativa a la masa
de aire en que se encuentra se denomina wvector de velocidad aerodindmica,
denotado por V,, con magnitud V,. El angulo entre el ala y V, se llama
angulo de ataque, denotado por «. El angulo de ataque estd definido como
una rotacién izquierda alrededor de j° (Figura 3.6). El angulo de ataque es

positivo para una rotacién derecha de i® a i’.
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Marco viento > El dngulo entre el vector de velocidad aerodindmica y
el plano i’ — k® es llamado dngulo de deslizamiento, también conocido como
dangulo de sideslip, denotado por 5. Como se muestra en la Figura 3.7, el
marco viento se obtiene al realizar una rotacién derecha alrededor de k® un
angulo . El vector i queda alineado con el vector V,.

. : Componente horizontal
i (Norte) "~ del vector velocidad de

- A7 tierra

j (Este) Ve

k (Hacia el centro de la tierra)

sv w \ ’ ¢
K=k Figura 3.8: Angulo de trayectoria de vuelo v y angu-
Figura 3.7: Marco vien- lo de curso x. S, y C, denotan a sin(7y) y cos(v)

to. respectivamente.

3.1.1. Velocidad aerodinamica, Velocidad del viento y
velocidad de tierra

La velocidad de la aeronave relativa al aire circundante V, y la velocidad
de tierra, que es la velocidad respecto al marco fijo inercial, denotada por
V,, estan relacionadas por la expresion

V,=V,-V, (3.1)

donde V,, es la velocidad del viento relativa al marco inercial X. V, puede ser
expresada en el marco cuerpo como VZ = [u v w}T donde VS es el vector
de velocidad de la aeronave con respecto al marco inercial expresado en el
marco cuerpo, indicado con el superindice b. Anadlogamente, la velocidad del
viento en el marco cuerpo estd dada por Vfu = [uw Uy ww}T. Denotando
con u,, v, v w, a las componentes de la velocidad aerodinamica en el marco
cuerpo se obtiene la siguiente expresion para la velocidad aerodindmica en el
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marco cuerpo, [41]

Uy U — Uy
Vo= v | =]v—1y (3.2)
w, W — Wy

Note que u,, v, vy w, son las velocidades a usar cuando se calculan las fuerzas
y momentos aerodindmicos actuando sobre la aeronave. Con estos resultados
es posible expresar las componentes de la velocidad aerodinamica respecto
al marco cuerpo en términos de la magnitud de la velocidad aerodinamica,
angulo de ataque y angulo de deslizamiento

Uy cos acos 3
Vi=lou. | =V, | sinp (3.3)
w, sin «v cos 8

Invirtiendo estas relaciones se obtiene

u? 4+ v2 + w? (3.4)

Vo, =
Wy
= at — 3.5
a aan(ur> (3.5)

. Uy
[ = asin (\/m> (3.6)

3.1.2. Triangulo de viento

La direccion del vector velocidad de tierra relativo a un marco inercial es

descrito usando dos angulos, el dngulo de curso x y el dngulo de trayectoria
de vuelo 7. La Figura 3.8 ilustra cémo se definen estos angulos. v se define
como el angulo entre el plano horizontal y el vector velocidad de tierra V,
mientras y es el angulo entre la proyeccién de la velocidad de tierra en el
plano horizontal y el eje i norte.
La relacién dada por la ecuacion (3.1) se llama tridngulo de viento (Figuras
3.9 y 3.10). El dngulo de deriva x., se define como la diferencia ente los
dngulos de curso y de rumbo y, £ x — ¢. Cuando existe una componente
hacia abajo del viento, el d&ngulo desde el plano inercial horizontal a V, es el
angulo de trayectoria de vuelo referido a la masa de aire, denotado por ~,.
La relacién entre ,, el angulo de ataque y el angulo de cabeceo esta dada
por 7, = # — . En la ausencia de viento, v, = 7.
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Figura 3.9: Proyeccién del triangulo  Figura 3.10: Proyeccién del tridngulo
de viento en el plano horizontal y los  de viento en el plano vertical y los
angulos correspondientes. angulos correspondientes.

El tridngulo de viento puede ser expresado en el marco inercial como, [41]

CyCy Wn CyCs,
Vg | 5xCy | = |we| =Va [SuCs, (3.7)
_S’Y Wq _S'Ya

Si los efectos del viento son despreciables, es decir, V,, = 0, se tiene que
V,= Vg, U= Up, V=10, W= W, w =X (asumiendo que ﬂ = ())7 Y Y= Ya.

3.2. Fuerzas y Momentos

Para poder obtener un modelo matematico representativo de la aeronave,
esta se considera un cuerpo rigido, es decir, que no sufre de deformaciones.
Se emplean doce variables de estado para definir la dinamica de la aeronave
en el espacio mostradas en la Tabla 3.1 [41], e ilustradas en la Figura 3.11,
se denota a la altitud como h = —py. La distribucion de presion en el ala
puede ser modelada como una combinacién de fuerzas y un momento, una
fuerza de levantamiento Fj; ¢, una fuerza de arrastre Fy.,, y un momento m
que actian en el centro aerodindmico del ala.

1 1 1
Fip = §PVQQSCL; Firag = §PVQQSCD; m= §PVfSCCm (3.8)

donde C, Cp vy C), son coeficientes aerodindmicos adimensionales, S es la
superficie del ala en vista en planta, ¢ es la cuerda media del ala, y p es la
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Tabla 3.1: Variables de estado para las ecuaciones de movimiento de una
aeronave.

Variable Descripcién
DPn Posicion inercial norte del vehiculo en el eje i en .
De Posicion inercial este del vehiculo en el eje j en X.
Dd Posicién inercial hacia abajo del vehiculo(negativo de la alti-

tud) en el eje k en X.

Velocidad en el marco cuerpo medida en el eje i’ en 3°.
Velocidad en el marco cuerpo medida en el eje j® en X°.
Velocidad en el marco cuerpo medida en el eje k® en °.
Angulo de alabeo (banqueo) con respecto a 32

Angulo de cabeceo con respecto a YU

Angulo de guinada con respecto a >".

Velocidad de alabeo (banqueo) medida en el eje i® en 3°.
Velocidad de cabeceo medida en el eje j° en 3°.
Velocidad de guifiada medida en el eje k? en X°.

=T TR SN O S W I

Figura 3.11: Definicién de los ejes de movimiento en la aeronave, asi como
las velocidades (u, v, w) y momentos (p,q,r) en estos ejes.
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densidad del aire. En general, las fuerzas y momentos aerodinamicos estan
influenciados por multiples factores, entre ellos, el nimero de Reynolds
y el nimero de Mach, que para vehiculos pequenos, pueden considerarse
aproximadamente constantes.

La aeronave es capaz de maniobrar gracias a las superficies de control que
modifican las fuerzas y momentos aerodinamicos, la configuracién estandar
consiste en elevador, alerones y timoén. La Figura 3.12 muestra la configu-
racion estandar y la convencién de signos para el giro de las superficies de
control, estos estan denotados por d,, d. v d, para los alerones, elevador y
timén respectivamente. Es posible asumir que el acoplamiento existente entre
las variables longitudinales y laterales es pequeno, por lo que el modelado de
las fuerzas y momentos se separa en longitudinal y lateral, [41,42,46].

Figura 3.12: Superficies de control y sus respectivos movimientos ¢, 6. y 9,
para una configuracion estandar.

3.2.1. Aerodinamica longitudinal

Las fuerzas y momentos longitudinales provocan un movimiento del cuer-
po en el plano i® — k?, conocido como plano de cabeceo. Estas son las fuerzas
de arrastre y levantamiento, asi como el momento de cabeceo, alineadas con
el marco estabilidad. Estas fuerzas estan principalmente influenciadas por el
angulo de ataque, velocidad de cabeceo y la accion del elevador 6., en general
son no lineales, pero para angulos de ataque pequenos pueden ser modela-
das con suficiente precision usando aproximaciones lineales. Realizando una
aproximacioén lineal por series de Taylor en las fuerzas y momento, y adimen-
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sionalizando las derivadas parciales se obtienen las siguientes ecuaciones [41]

c q+ CL565e) (3.9)

2V,
c
2Va

g+ Chs, 5e> (3.11)

1
Eift = ip‘/QQS (CLO + C’Laa + CLq

1
deg = §p‘/;125 (CDO + C’Daa + ODq q + CDée 5@) (310)

c
2V,
donde Cf es el valor del C'f, cuando a = ¢ = 0, = 0. Cro y Cr4 se denominan
comunmente como deriwadas de estabilidad, mientras que C'1s5, es una deriva-
da de control. Esta aproximacion permite estimar el cambio de una variable
debido al cambio en las variables de estado o las entradas de control [41,46].
Las derivadas de estabilidad miden el cambio en fuerzas y momentos debi-
do al cambio en las condiciones de vuelo, mientras las derivadas de control
indican el cambio debido a la accién de una superficie de control. De forma
similar a C'rg se definen C'pg y Cho.

1
m= éprSc (C’mo + Cra0 + Ch,

3.2.2. Aerodinamica lateral

Las fuerzas y momentos aerodinamicos laterales provocan un movimiento
traslacional a lo largo del eje j°, asi como rotaciones en alabeo y guinada que
resultan en cambios direccionales en el vuelo de la aeronave. La dinamica
lateral esta principalmente influenciada por el angulo de deslizamiento 3, las
velocidades de alabeo y guinada, y las acciones de alerones y timén, d,, 9,
respectivamente. Denotando a la fuerza lateral como f,, a los momentos de
cabeceo y alabeo como [ y n respectivamente, y realizando una aproximacion
lineal por series de Taylor junto a una adimensionalizacién de los coeficientes
aerodinamicos se obtienen las siguientes expresiones para la fuerza lateral y
momentos de alabeo y cabeceo [41]

1 b b
fy = §pVa2S (CYO + Cy, 8+ Cy, mp + CYTQ_VGT + ;00 + Oy, 6T)

(3.12)
l—lpVZSb(Cz +C,B+ G ’ p+C i7~+Cl Sa + Cy 5) (3.13)
2 a 0 B p2va 7‘2va 5q 00 5 YT
1, b b
n = pV;iSh (Cno + CnsB+ G50+ G 5r 4 g G + Cnérar)

(3.14)
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donde b es la envergadura de la aeronave. El coeficiente Cy, es el valor del
coeficiente lateral de fuerza Cy cuando f = p = r = 9§, = 9§, = 0. Para
aeronaves que son simétricas en el plano i’ — k®, Cy, comtinmente es cero;
los coeficientes C), y C,, se definen de forma similar y normalmente también
son cero para aeronaves simétricas.

3.2.3. Coeficientes aerodinamicos

Los coeficientes C,,, C’lﬁ, C’nﬁ, Cing, C1, ¥y €y, son coeficientes de estabi-

lidad, pues determinan la estabilidad dinamica y estatica de la aeronave, si
esta es perturbada de una condicién de vuelo nominal y los momentos resul-
tantes tienden a restaurar esta condicion inicial, se dice que la aeronave es
estaticamente estable, [41].
Los coeficientes aerodindmicos Cy,,_, Ci; , y Cp, son las derivadas de control
primarias, generando los momentos asociados con las superficies de control.
Ci;, vy Chg, son derivadas de control cruzado, pues definen momentos que
ocurren fuera del eje dada una accién de una superficie, [41].

3.2.4. Fuerza de propulsion

En la literatura se han propuesto varios modelos para el empuje que ge-
nera una hélice al girar y moverse a través del aire [41,42,49, 52-55|, sin
embargo, algunos de estos han sido obtenidos para aeronaves con motor al-
ternativo o turboprop, donde es posible conocer la potencia que el motor
imparte a la hélice y se asume que se conoce la eficiencia de la hélice; otros
aplican la ecuacién de Bernoulli al flujo de aire conociendo la velocidad de
entrada y salida del aire en la hélice, un pardmetro que no necesariamente se
conoce en una aeronave pequena; también es posible realizar un analisis de
la fuerza de levantamiento que genera cada pala de la hélice de acuerdo a su
perfil aerodindmico y geometria, asi como el efecto que tiene el nimero de
palas en la eficiencia de la hélice, ademas se utilizan graficas y parametros
sobre la eficiencia de la hélice respecto a variaciones en velocidad del aire y
altitud. La informacién que estos métodos requieren no siempre esta dispo-
nible en aeronaves pequenas con motores eléctricos, donde ademas se usan
hélices para las cuales el fabricante proporciona poca o nula informacion. En-
tre las estimaciones encontradas en la literatura resaltan [55] para motores
alternativos y turboprop, que propone una ecuacién para empuje de la héli-
ce, y una correccién para velocidades pequenas; también es relevante [41] que
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presenta un modelo simplificado para aeronaves pequenas en funcién de las
dimensiones de la hélice, velocidad aerodinamica, y un parametro del motor
a determinar experimentalmente.

Para este trabajo se considera una estimacién empirica para motores eléctri-
cos en aeronaves pequenas a radio control [56], dada por:

3.5
fpr=4.392399 x 107% - RPMY [(4.23333 x 107" -RPM - p) — V| (3.15)
VP
donde RPM, son las revoluciones por minuto del motor, V, la velocidad
aerodinamica, 0 es el didmetro de la hélice, y p el paso de la hélice. Esta
ecuaciéon fue obtenida mediante la evaluacién de diversas hélices con diferen-
tes didmetros y pasos a varias revoluciones por minuto (RPM), en conjunto
con resultados de la literatura para llegar a una estimacion que sélo requiere
del didmetro y paso de la hélice, RPM a las que gira y la velocidad ae-
rodindmica [56], valores facilmente disponibles. Ademads, este modelo al ser
una ecuacion cuadratica, permite obtener un valor de RPM dados una fuerza
de empuje deseada, los parametros de la hélice y la velocidad aerodindmica,
esto serd de utilidad al disenar el control de velocidad de la aeronave.

3.3. Dinamica del vehiculo

El modelo dindmico desacoplado de una aeronave estd dado por doce
ecuaciones de movimiento de cuerpo rigido dadas en un marco de referencia
inercial y uno local en convencién NED, [41]:

pn :(CQC¢)U + (ngSng — C(wa)U

+ (C¢S@C¢ + S¢S¢)’LU (3.16)
De :(CQS¢)U + (Sd)S@Sw + C¢C¢)U
+ (O¢SQS¢ - S¢C¢)w (317)
h =uSp — vS¢Cy — wCyCy (3.18)
2
U =rv—quw — gSy + VoS
2m
x |Cx(a) + Cxq(a);‘g +Cx, 0| + £ (3.19)
2
0 =pw — ru + gCpSy + pVi S
2m

44



lCYO + Cyﬁﬁ + Cyp 2V 2V + Cy(; Oq + Cy6 Oy (3.20)
pV2S
w =qu — pv + gCQCd) + —=
x [Cz(oz) + qu(a)% + Cz, (@)5, (3.21)
& =p + qSyTy + rCyTy (3.22)
0 =qCy — 1S, (3.23)
) =qSysech + rCysech (3.24)

1
p =I'1pqg — I'yqr + —PVaQSb

bp br
Cpo + Cps B+ Cppor SV, +Cp, — SV + Cps, 00 + Cpy, 0. } (3.25)
V2Se
i =Tepr — Ta(p? — 12 PVarC
q =Lspr 6(p° —17) + 27,
X C o T Cnm a+C’quV—|—C’m§(5} (3.26)
T :F7pq — qu’f' + —pVasz
[ bp br
X _OTO +CryB+Cryoer oV C”QV + Crs, 00 + Chry, 5} (3.27)
donde h = —py, es la altitud. La matriz de inercia J esta dada por
Jz 0 Jzz
J= 0 Jy 0 (3.28)
_Ja:z —0 Jz
Ademds, se tiene que [41]
J J
r£J,J, —J>2 Iy =22 [y ="%
JxJz sz 3 F 6 Jy
Joz (Jo — Ty + J2) Tz (Jo — Jy) Jo+ T2,
= = = 3.29
Iy T Ly T I'7 T (3.29)
J (T, —J,)+ J? J, —J, Iy
Iy = Y 2= Ty = I's =—
2 T 5 7 8 =T
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CPO :F3Cl0 + F4C'TL0 Cpr :F3Cl'r + F4Cnr CTtSa :F4Cl5a + FgC

ng,

Cy, =T5C +T4Co) Cpy =T3Ch +T4Cy Cpy =T4Cl, + TsCh,
Cps. =T3Cly. +T4Chy. Coo =TuCly +TsChy  Cr. =T4Cy +TsCh,
Cpy =T3C1, +T4Cpy  Cp) =T4Cy +T5C,, Cpy =T4Cy +TsC

ng,
La fuerza de propulsién f, viene de (3.15). Los coeficientes aerodindmicos en
las direcciones X y Z son funciones no lineales del angulo de ataque, dadas
por [41]

Cx(a) 2 — Op(a)Cy + Cp(a)S,  Cz,(a) 2 = Cp,Sa — C1,Cha
Cx,(a) & = Cp,Cy + O, S Cy, (@) £ — Cp, So — C1, Cy
Cx,, (@) & — Cp, Co + C1, Sa Cr(a) =Cr, + Cr,

Cz(a) & — Cp(a)S, — CL(a)Cy  Cp(a) =Cp, + Cp,

3.3.1. Giro coordinado

El giro coordinado es una condicion de vuelo donde la aeronave describe
una trayectoria circular a velocidad constante sin generar una aceleracién
lateral en el cuerpo del vehiculo, esta condicién permite desarrollar una ex-
presién que relaciona al rumbo y el dngulo de banqueo [41]

9

X = 3 Tscos(x =) (3.30)
g

En la ausencia de viento o deslizamiento, se tiene V, =V, y ¥ = x que lleva
a la expresién simplificada [41]

x=t=2

T 3.31
v, L (3.31)

Para realizar un giro coordinado se utilizan en conjunto todos los controles de
la aeronave, [57]. Esta condicién de vuelo y las acciones de control pertinentes
seran de utilidad para definir los lazos de control.

3.4. Caracterizacion aerodinamica del Eclip-
son Model T

La aeronave seleccionada para ser simulada es el Eclipson Model T, Fi-
gura 3.13, un avion de ala alta y motor eléctrico a radio control. Los criterios
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Tabla 3.2: Caracteristicas generales y rendimientos del Eclipson Model T

Velocidad de desplome 24 km/h | Superficie alar 18.5 dm?
Carga alar 43 g/dm? | Alargamiento 6.5
Longitud 75.7 cm | Perfil alar NACA4415
Envergadura 116 cm Peso maximo de despegue 1000 g

de seleccion fueron los siguientes: Ser capaz de transportar una computadora
de vuelo donde se puedan ejecutar los algoritmos de control; poder volar de
forma segura en un drea de 180 x 130m; una envergadura de 1lm, y tener
acceso a los parametros del modelo dinamico. Las aeronaves comerciales que
cumplen las restricciones de tamano no cuentan con informacién sobre el
modelo dinamico, la cual es importante para la simulacion y el desarrollo de
las leyes de control. El Eclipson Model T es un diseno concebido para ser
fabricado usando tecnologia de manufactura aditiva, esto permite fabricar la
cantidad de vehiculos que sean necesarios, asi como piezas de repuesto. El
disenador de la aeronave proporcioné informacion detallada de la aeronave,
que permitié el modelado de la misma en un software de Dinamica de Flui-
dos Computacional (Computational Fluid Dynamics - CED), con el objetivo
de obtener los parametros aerodindmicos necesarios. La Tabla 3.2 muestra
la ficha técnica de la aeronave, [58]. La caracterizacion de los pardmetros

Figura 3.13: Aeronave Eclipson Model T.

aerodinamicos se realizé en el software XFLR5, una herramienta de analisis
para perfiles alares, alas y aviones que operan a bajos nimeros de Reynolds,
utiliza la teoria de linea sustentadora, el método Vortex—Latice y el método
de paneles 3D [59]. Los resultados que entrega son validos para aeronaves
subsonicas pequenas que operan el la region lineal de sustentacion.
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Figura 3.14: Perfiles NACA 4415 (verde) y NACA 0010 (amarillo) definidos
en XFLR5 con 150 paneles cada uno. Cada linea recta entre dos puntos es un
panel. Los perfiles se encuentran normalizados, es decir, tienen una longitud
de cuerda unitaria.

Caracterizacion de los perfiles

La aeronave utiliza 2 perfiles, el NACA 4415 para el ala y NACA 0010
en el estabilizador vertical y horizontal. Usando la herramienta Direct Foil
Design se define la geometria del perfil, y se generaron 150 paneles para ca-
da uno, esto permite un analisis confiable sin gran costo computacional, se
muestran en la Figura 3.14.

A continuacion se definen nuevamente estos perfiles considerando las su-
perficies de control, especificando un flap al 73.4% de la cuerda y +7° de
desplazamiento para el NACA 4415 (Figura 3.15), y un flap al 67% de la
cuerda y £7° de desplazamiento para el NACA 0010 (Figura 3.16).

Una vez definida la geometria de los perfiles, usando la herramienta XFoil

i o0

-
N~

Figura 3.15: Perfil NACA 4415 con Figura 3.16: Perfil NACA 0010 con
flap a 0° (verde) , +7° (rojo) y —7° flap a 0° (amarillo) , +7° (verde) y
(morado). —7° (morado).

Direct Analysis se crea un andlisis Tipo 1,el cual consiste en un andlisis a
velocidad constante para un rango de angulos de ataque, éste es el método

comunmente usado para obtener las curvas polares de un perfil en un tinel
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de viento [60]. El andlisis se realiza para un rango de angulos de ataque de
410° con los siguientes parametros: Reyolds=30,000 — 1,000,000, Mach =
0.0, NCrit = 9.0 Los resultados se muestran en las Figuras 3.17, 3.18, y 3.19
para el perfil NACA 0010, y en las Figuras 3.20, 3.21, y 3.22 para el perfil
NACA 4415.

C, - a NACA 0010, flap 0* C, - C, NACA 0010, flap 0°
T T T T T T

15

15

L L L L L L L L L
-10 -5 0 5 10 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

Angulo de ataque o (grados) Cp
(a) (b)

Figura 3.17: Gréficas C, — a (a) y C, — Cp (b) para el perfil NACA 0010.
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C -a NACA 0010, flap -7° CL - Cp NACA 0010, flap -7°
T T T T T T

15

15

os [l

8 O
ol
050 W
\
1 . . . 1 . . .
-10 -5 0 5 10 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Angulo de ataque a (grados) [}

(a) (b)

Figura 3.18: Graficas C, — a (a) y C, — Cp (b) para el perfil NACA 0010
con flap a —7°.

C - a NACA 0010, flap +7° C, - C, NACA 0010, flap +7°
T T T T T T

o5 |y
i

o5l

Angulo de ataque o (grados) C,

(a) (b)

Figura 3.19: Gréficas Cp, — « (a) y C, — Cp (b) para el perfil NACA 0010
con flap a +7°.
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L@ NACA 4415, flap 0° C -Cy NACA 4415, flap 0°
2 T T T T 2 T T T

1 L L L L 1 L L
-10 -5 0 5 10 15 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Angulo de ataque a (grados)

(a) (b)
Figura 3.20: Graficas C, — « (a) y C, — Cp (b) para el perfil NACA 4415.

C - a NACA 4415, flap -7° C_ - C, NACA 4415, flap -7°
2 T T T T 2 T T T T

a1 L L L L et L L L L
-10 -5 0 5 10 15 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Angulo de ataque « (grados) C,

(a) (b)

Figura 3.21: Graficas C, — a (a) y Cp — Cp (b) para el perfil NACA 4415
con flap a —7°.
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C - a NACA 4415, flap +7° C, - C, NACA 4415, flap +7°
T T T T T T T

15

15

05 (ilf
Il

-05[

-1.5 . - . L -1.5
-10 -5 0 5 10 15 0

Angulo de ataque a (grados)

(a)

Figura 3.22: Graficas C, — « (a) y C, — Cp (b) para el perfil NACA 4415
con flap a +7°.

Los resultados de las Figuras 3.17 y 3.20 son similares a los encontrados
en la literatura [61,62].

Caracterizaciéon del ala y empenaje

A continuacién, con la herramienta Wing and Plane Design se definen el
ala y empenaje. El ala se modela en 6 secciones a partir del centro del ala,
ubicadas a 0, 128, 406 y 550mm, donde las secciones 0 — 128 y 406 — 550 se
definen con el perfil NACA4415 sin flap y la seccién 128 — 406 con el perfil
NACA4415 con o sin flap; el borde de ataque se coloca en la coordenada
(0,0). Cada seccién fue definida con 15 paneles a lo largo de la cuerda del ala
y 8, 20 y 10 paneles a lo largo de la envergadura, para cada seccién respec-
tivamente, usando una distribucién coseno. El ala tiene un dngulo diedro de
3° y un torcimiento uniforme de 3°.

El estabilizador horizontal se ubica 459.73mm por detras y 32mm por debajo
del borde de ataque del ala. Se define con dos secciones a 0 y 157mm de la
raiz de la superficie, usando el perfil NACA 0010 y 8 x 10 paneles con una
distribucién coseno.

El estabilizador vertical se ubica 417mm por detras y 19mm por debajo del
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Figura 3.24: Distribucién de masas en
la aeronave, se consideran las masas
Figura 3.23: Distribucién de paneles puntuales de todos los componentes
en el aja y empenaje. que constituyen la aeronave.

borde de ataque del ala. Usa el perfil NACA 0010, con una cuerda de raiz
de 109mm, el perfil de punta se ubica a 128mm de la raiz con una cuerda
de 57mm, con su origen desplazado 76mm hacia atras. Se usan 8 x 8 paneles
con distribucién coseno.

La Figura 3.23 muestra la distribucion de paneles para las superficies, note el
cambio de distribucion en la seccién de ala donde se encuentran los alerones.
Finalmente se definen las masas y posiciones de todos los componentes de la
aeronave, esto permitira calcular el peso y la matriz de inercias de la aero-
nave, se muestra en la Figura 3.24.

A continuacion se define un analisis Tipo 2, que empleando el método Vortex-
Latice evalia la aeronave en una condicion de levantamiento constante, es
decir, determina una velocidad para cada dngulo de ataque tal que el levan-
tamiento generado sea igual al peso. Al realizar este analisis se selecciona la
opcion wviscous, que indica al software calcular el arrastre viscoso de la aero-
nave usando la informacién generada en el anélisis de los perfiles. Se obtienen
las graficas de la Figura 3.25. Estos resultados se encuentran en el rango de
a=—45y a=9.5, el cual estd dentro de la regién lineal, ademas, la Figura
3.2ba confirma que las condiciones consideradas se encuentran en la region
de lineal de la curva de levantamiento.

El siguiente paso es definir una serie de andlisis de estabilidad Tipo 7 para
las condiciones de vuelo: sin aplicar controles, y aplicando cada una de las
superficies de control (alerones, elevado y timén), en total se definen cuatro
andlisis. El primero se define con ganancias cero, y mostrara el comporta-
miento de la aeronave ante perturbaciones sin aplicar las superficies de con-
trol, de este analisis se obtienen las derivadas de estabilidad. El segundo se
define con ganancias +1°/ctrl y —1°/ctrl para cada alerén respectivamente.
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(a) Note que esta grafica indica una re- (b) Relacién el levantamiento y arrastre
lacién lineal entre o y Cf, lo que indica generado por el ala. Es una de las princi-
que la aeronave opera en la regién lineal. pales gréaficas para analizar el rendimien-

to de una aeronave.

Figura 3.25: Gréficas C, — « (a) y C, — Cp (b) de la aeronave para el rango
a=—-45aa=29.5
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Tabla 3.3: Parametros, coeficientes aerodinamicos y derivadas de control y
estabilidad del Eclipson Model T.

Param. Valor L(cj)(r)lzfiitclifirilrtlzl Valor C%eafii;lrz;te Valor
m 0.824 kg CrL, 0.4029 Cy, 0.0
S 0.185 m? Ch, 0.0256 Ci, 0.0
c 0.168 m Cme -0.0408 Cho 0.0
b 1.1m Cr. 4.7602 Cy, -0.16451
Iy 0.02628 Ch, 0.1749 Ci, -0.054443
Jy 0.02453 C., -1.0454 Chy 0.058246
J, 0.04811 Cr, 7.4431 Cy, -0.12525
. -0.0009316 Ch, 0.0 Ci, -0.48364
0 8.5 in Crn, -8.9585 Ch, -0.016292
p 6 CLs, -0.42108 Cy, 0.13822
Chs, 0.00528 ., 0.069133
Cins, -1.09407 Ch, -0.046933
Cy,, 0.04111
s, 0.28708
Chs, 0.00994
Cy;, 0.09977
Cls, 0.00732
Chs, -0.04218

El tercer y cuarto andlisis se definen con ganancias 1°/ctrl para el elevador
y timon respectivamente. Del segundo analisis se obtienen las derivadas de
control longitudinales; del tercer y cuarto andlisis se obtienen las derivadas
de control laterales. Los resultados se muestran en la Tabla 3.3.

Una guia para el analisis de perfiles y alas en xflrh se puede encontrar
en [63].
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4
Estrategias de control

El mayor desafio para cualquier
pensador es plantear el
problema de una manera tal que
permita una solucién.

Bertrand Russell

En este capitulo se tratan las estrategias y algoritmos de control de vue-
lo para un aeronave de ala fija y el control de formaciéon para un sistema
multiagentes. En la seccion 4.1 se discuten los lazos de control necesarios
para llevar y mantener a la aeronave en una condicién de vuelo deseada, asi
como la simplificacién del modelo dindmico derivado de la incorporacion del
sistema de control de vuelo. A continuacién en la seccién 4.2 se desarrolla un
estimador de velocidad distribuido y un control de maniobra de formacion
que trabajan en conjunto para lograr la adquisicion y preservacion de una
formacion.

4.1. Control de la aeronave

El sistema de control de vuelo se disena como un control en cascada,
donde la consideracion de una dinamica longitudinal y lateral desacopladas
es apropiada [41]. El sistema de control se disena para controlar y/o
mantener uno o mas de los siguientes pardmetros [43].
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Funciones longitudinales Funciones laterales
= Actitud de cabeceo. ] Angulo de banqueo.

= Altitud. = Angulo de deslizamiento (sides-

lip).
» Velocidad aerodinamica.

La estrategia de control consiste en estabilizar los movimientos de
guinada, alabeo y cabeceo usando las superficies de control, el lazo mas anida-
do. Posteriormente se disenan controles para altitud, velocidad aerodinamica
y orientacion, que determinaran un angulo de cabeceo deseado, un valor de
RPM deseado y un angulo de baqueo deseado respectivamente, este esquema
de control es cominmente usado en la literatura [41,43]. Se considera una
condicién de viento en calma, es decir, V,, = 0.

4.1.1. Dinamica lateral

4.1.1.1. Control de angulo de deslizamiento /3

Este control hace uso del timén para mantener un dangulo de deslizamiento
cero, f = 0, que corresponde a la condicién de vuelo recto y nivelado, asi
como del giro coordinado. En ausencia de viento se tiene que V, = V,, y
considerando una velocidad aerodindmica constante, de la Figura 3.9 se puede
obtener la siguiente relacion

%:%%u:w% (4.1)

a

Diferenciando con respecto al tiempo

b= V,Csf3 (4.2)
Sustituyendo (3.20) en (4.2)
: V2s
(%Cﬁ) 5 =pw — ru + gC’(;S¢ + P’
(4.3)
bp br
X CYO + CYBB + Cyp 2‘/& + CYT 2Va + Cyéa 5a + Cy5r(sr

El dangulo de deslizamiento por lo general es pequeno, por lo que es posible
usar la aproximaciéon Cs ~ 1, entonces (V,Cs) 5 ~ V, 53, con lo que (4.3) se
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puede reescribir como

pV S pw —ru+ gCySy

B="Cy B+ 5
‘ (4.4)
pVaS bp br ,OV S '
|:CYO + CYPQ_VZL + CYrQ_‘/; + CYaa Oa| + CY(ST(S
tomando
V.S w — ru + gCyS,
ag = P C’YBB p - glgog
‘ (4.5)
pVaS bp '
+ lCYO + Cyp A 2V + CY5 ) :|
se tiene V.S
B =ap + p CY(; Or (4.6)

La ecuacién (4.6) describe la dindmica de 6 , estado que se desea llevar a cero,
para ello se utilizara un control por modos deslizantes usando el algoritmo
Super Twisting. Se define la siguiente superﬁc1e deslizante Sz = 3, obtenien-
do su derivada temporal. Sg =8 = ag + p - Cy5 0., en donde aparece el
control ¢,. Eligiendo esta entrada de control como

2m 1 t
0p = —— | — - K 2 gi - K i d 4.
Tt (o= Kl sien(s) Ko [ simn(syar) | a)

Entonces el sistema en lazo cerrado tiene la forma 5 = —K1|SB|% sign(Sg) —
K, fg sign(Sg) dr, la cual corresponde al Teorema 2.22, por lo tanto 8 con-
verge a cero en tiempo finito.

4.1.1.2. Control de angulo de banqueo ¢

Se usan los alerones para girar la aeronave alrededor del eje i’ hasta lograr
un angulo de banqueo deseado ¢4. Definiendo el error de dngulo de banqueo
P = ¢ — @g, vy obteniendo su derivada temporal

Q‘ﬁe = ¢ - Q.sd (48)
sustituyendo (3.22) en (4.8)
b =D+ qSsTo +rCsTy — ¢4 (4.9)
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tomando ag = ¢gSsTy + rCyTh, se puede reescribir (4.9) como
Ge =D+ 51— Ga — D= e — ag, + Pa (4.10)

Diferenciando &,

Qge =p + ag — Q'ng

V2Sh
—Tipg — Togr + 2 ‘12
br L
< [Co + o+ Co g+ G + B+ G|+ i =
(4.11)
Sustituyendo (4.10) en (4.11)
- V2Sb
be =T1pg — Togr + 2 ‘é
b br
X |:Cp0+ ﬂ+cpp2v (¢ _a¢1+¢d) pTzv +Cp55 —|—Cp55:|
+ ag — Q‘b.d
VaSb,, b v?s V2Sb
:p 2 sz(be & CP& 5 —i—Flpq—Fqu—l—p
b br
X |:Cp0 + ﬂ p2V a¢1 + Cpp 2V (bd + Cp'r 2V + Cpé 6 :|
+ ag — Q‘b.d
(4.12)
tomando ag; = pV“4Sb2 Cpyr g3 = 252Cy, , ags = +T1pg — Dagr + 2452 x

[Coo + CpB = Cpsbtgn + Gy ¢d + Cp g + Gy, 8| + s — by o5 posible

reescribir (4.12) como ¢, = agade + g4 + ag3de. La ecuacion (4.12) describe
la dindmica de segundo orden de ¢., note que aparece la entrada de control
0q. Se desea llevar a cero al error ¢, es decir ¢ = ¢4. Se emplea un control
usando el algoritmo Super Twisting Modificado con la siguiente superficie
deslizante S, = (be + 11¢e, con derivada temporal: 8¢ = gbe + ,ulqﬁe Eligiendo
la entrada de control como

5, = aqjsl(—am — a¢2q§e — ulée + uy) (4.13)

donde u; es

1 t
uy = _K3‘S¢‘§ Sign(8¢) — K4S¢ — / (K5 sign(8¢) — K6S¢) dr (414)
0
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Se tiene entonces el sistema en lazo cerrado S¢, = q@e + ulée = wuy, el cual
lleva a Sy = Sy = 0 en tiempo finito de acuerdo al Teorema 2.23, entonces
®. — 0 y en consecuencia ¢ — ¢g.

4.1.2. Dinamica longitudinal

4.1.2.1. Control de angulo de cabeceo 6

Se define el error en cabeceo 6, = 6 — 6, con derivada 96 =0 éd. Usando

(3.23) se llega a 0, = qCy — 1S4 — éd, que alternativamente puede ser escrita

9'8 S 9 . . . . . .
como ¢ = %. Derivando 6, se tiene 6, = 6 — 6,

ée = QC¢ — QS¢¢ — 7’S¢ — TC¢¢ — éd (415)
agrupando algunos términos y sustituyendo (3.26) en (4.15) se obtiene

.. 2
Oe :{F5p7" —Tg(p® —1*) + PS¢

2.J,
(ée + TS¢ + Hd)
X  —
Co

(4.16)
considerando ay; = pg‘jijC(zsCmée Y agy = —f‘S¢—6’ (gSy + rC¢)—éd, es posible

C
Cmo + CmaOé + Cqu—‘/a

V29 . .
}cg o+ 220y 8 = 755 = 0 (4S5 +7Cy) = b
Y

reescribir (4.16) como:

. V2S
96 :aglée —+ ap2 + {Fg,p’l“ — Fg(pQ — 7’2) + pzci] ¢ [Cmo + Cm&Oé]} C¢
Y (4.17)
pV,Sc? - pV,Sc? -
O ( S 9) Con 6,
1, Cma\IPe 0] g Cm

tomando  ags = {Fg)pr —Te(p? —r?) + pgfjfc [Crng + Cmaa]} Cy +
%C’m (T‘S¢ + 9d> y gy = pZ“JSyCQ Cm,, la ecuaciéon (4.17) puede ex-

presarse como 0, = ag10, + ago + ag3 + agsf., que describe la dindmica del
error de cabeceo, ademas, en ella aparece la entrada de control d.. Un control
usando el algoritmo Super Twisting Modificado se emplea para llevar 6, a
cero. Se define la siguiente superficie deslizante Sy = 96 + ps2b., con derivada
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temporal 5’9 = 96 + u29e. Se elige la entrada de control como

58 = ae_ll (—agg — Qg3 — a9496 — Mgée + ’LLQ) (418)

donde 1y = —K7|S)|? sign(Sy) — KsSp — [y (Ko sign(Sy) — K10Sp) dr. Asi, el
sistema en lazo cerrado tiene la forma 89 = 9 + u29 = U9, con lo que se
consigue llevar a Sy = Sy = 0 en tiempo finito de acuerdo al Teorema 2.23,
en consecuencia ., — 0y 0 = 0.

4.1.2.2. Control de altitud

Se desea encontrar un #; tal que lleve a la aeronave a la altitud deseada,
debido a que en (3.18), 6 se encuentra dentro de términos trigonométricos,
se partird de la siguiente relacion simplificada para la dindmica de altitud
h = uSy [43]. Considerando un dngulo de cabeceo pequeno se tiene Sy = 0,
con lo que se obtiene h = uf. Se define el error de altitud h. = h — hq,
con derivada h =h— hd La superficie deslizante es S, = h,, con derivada
S), = he. Se elige el control §; como

gy — Mt us (4.19)
u
donde Uz = —K11|Sh|% sign(Sh) — KlQ‘Sh —fg (Klg si'gn(Sh) — K14Sh) dT,

obteniéndose el sistema en lazo cerrado S, = h, = h — hg = us, el cual lleva
a S, = 0 en tiempo finito de acuerdo al Teorema 2.23, lograndose que h — hyg.

Como el STA incluye un integrador, y existe una saturacién en el angulo
de cabeceo maximo permitido, se decide implementar un algoritmo SSTA.

4.1.2.3. Control de velocidad aerodinamica

La velocidad aerodinamica controla al variar el empuje que genera la
hélice a través de las RPM del motor. Se determina un empuje deseado, y
usando el modelo de empuje para la hélice se calculan las RPM necesarias.
Asumiendo condiciones de viento en calma, la velocidad aerodindamica se

expresa como: V, = vu? + v2 + w?, con derivada temporal:

- uu+1§1+ww (4.20)
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en condiciones de viendo en calma se cumple u = u,, v = v,, y W = w;, con
lo que se sustituyendo (3.3) en (4.20): V, = 4C,Cs + 0S5 +1wS,Cp. Se define
el error en velocidad V., =V, — V4 con derivada

Ve =V = Via (4.21)

Sustituyendo (3.19) en (4.21)

. 2
Vae _{“} —qw — gSp + p;/:nS Cp(a)Co + Cp(a)Sa
265 (_CDqCa + CLan) -+ (CDée Ca + CLéeSa> 5e:| (422)

+ fp}Can + 2'755 + lea05

considerando ay,; = 10 — qw — gSp + p [CD( )Co + Cr(a)Ss +

s (=Cp,Ca + C1,54) + (Cp;s, Co + CLs,Sa) 56} v ay,s = 0S5 + 0S.Cj, la

ecuaciéon (4.22) se puede expresar como Ve = ay,1CaCp + f,CaCs + ay,2,
donde aparece la entrada de control f,. Se define entonces la superficie de
deslizamiento Sy, = V., con derivada SV = V;e, y se elige la entrada de
control f, como

1
CoCl

fo = (—av,2 — ay,1CoCp + uy) (4.23)

1 ¢ .

donde uy = —K5|Sy, |2 sign(Sy, ) — K16Sv, — .fﬂ (K1.7 sign(Sy,) — K158y, ) dr,
con la que resulta el sistema en lazo cerrado Sy, = V. = u4, en consecuencia
Sy, converge a 0 en tiempo finito de acuerdo al Teorema 2.23.

Al ser (3.15) una ecuacién cuadratica, se puede obtener una expresién
para la variable RPM usando la férmula general para ecuaciones de segundo

orden. Considerando apropa = 4.392399 x 107% - Dj/f (4.23333 x 107*-p) vy

ApropB = —Va (4.392399 x 1078 %f), el modelo de la hélice puede escribirse

como: (Apropa) RPM? + (aprops) RPM — f,, = 0. Tomando la solucién positiva
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de esta ecuacién, se obtiene un valor de RPM dados: un empuje deseado, la
velocidad aerodinamica y los pardmetros de la hélice. Esta expresion tiene la
forma

~prop + /@i — 4 (apropa) (— )

2 (aprOpA)

5, = RPM = (4.24)

Las RPM resultantes serdan la entrada de control al motor de la aeronave &;.

Con la estrategia de control presentada, la aeronave debe mantener una

altitud constante hg, al manipular el angulo de cabeceo 6, mantiene una
velocidad constante V,; al variar las RPM del motor, haciendo uso de los
alerones mantiene un angulo de banqueo ¢4 y con la accién del timén lleva
al angulo de deslizamiento a cero. Cumpliendo estos objetivos, la aeronave
podra mantener un vuelo recto y nivelado a velocidad y altitud constante, o
realizar un giro a velocidad y altitud constante.
Considerando que en una aeronave es comun controlar la orientacién y la
velocidad aerodindmica [41,43], una condicién de viento en calma, altitud
constante y la accién de los controles para mantener a la aeronave en estas
condiciones, es posible expresar la cinematica de la aeronave como [41]

Pe| =Va | Sy (4.25)
h 0

Un modelo cominmente usado en la literatura [41].
El comportamiento al realizar un giro con viento en calma a altitud y veloci-
dad constante se puede modelar usando la expresién para giro coordinado [41]

=9
Y = 7 tan ¢ (4.26)

4.2. Control de formacion

Considerando el modelo simplificado (4.25) (4.26), la dindmica de la ae-
ronave se simplifica a un modelo cinematico de la forma:

Pn VaCy
Pe| = | VoSV (4.27)
¥ i tan ¢
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Este sistema es similar a un robot diferencial, donde los estados a controlar
son dos posiciones en el plano y un angulo, ademés cuenta con dos entradas
de control v y w, la velocidad lineal y angular respectivamente. Tomando
v="V,yw=(9/v.) tan ¢, entonces (4.27) puede escribirse como

Pn cosyy 0
Pe| = |singy 0 m (4.28)
W 0 1

dada una entrada de velocidad angular w, usando (4.26) se obtiene un dngulo
de banqueo deseado con la siguiente relacién

rw

¢a = atan (7) (4.29)

Considere un sistema multiagentes (Multi-agent System - MAS) con n vehicu-
los no holonémicos con el modelo dindmico (4.28), el i-ésimo vehiculo se
expresa como:

' Pni cosy; 0 ”
G = |Pei| = |sing; 0 Lj} (4.30)
o o 1™
donde (; = [pm- Dei m}T es la posicion en el plano y la orientacion del

vehiculo en un marco inercial ¥, como se muestra en la Figura 4.1. Ademas,
T 2

denote P, = [pm- pei] € R=.

Tomando la transformacién no lineal <:

| | Cw| _ p
r,— {FJ _ { Swi] _p (4.31)

donde —7m < 1 < 7. Una aeronave de ala fija debe tener una velocidad
aerodinamica mayor a cero para mantener el vuelo, entonces se considera
v; > 0. Se puede verificar que la transformacion es un difeomorfismo tomando
el Jacobiano de la transformacion

Coe —1id wi] (4.32)

13) = [Swi viCy,

El cual tiene determinante det(J(%)) = v,C}, +v;S7, = v;. Como se considera
v; > 0, entonces det(J(T)) # 0y en consecuencia J(%) es no singular. Con lo
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Figura 4.1: Posicion y orientacion de dos agentes ¢ y 7 en el marco inercial ..
Se indican ademds la posicién relativa g;;, los marcos locales de cada agente
{N" E'} y {N? E’} y la distancia entre agentes deseada d;;

que I'; es un difeomorfismo local en el conjunto definido. Tomando la derivada
temporal de I';:

N C¢i ) _Siﬁi o C"pi _Visiﬁi Z A TT*
b= [Swj I [ Cy } e |:S¢’i viCy, | |wi] AL (4.33)

Donde A; € R?*? es una matriz invertible si v; # 0. Entonces el sistema
(4.30) puede ser reescrito como:
P, =T (4.34)
I =AU (4.35)
Este nuevo sistema se puede considerar una conexion en cascada, donde
(4.34) tiene a I'; como entrada de control, y (4.35) tiene a U} como entrada
de control.

Se define la formacién rigida deseada con un framework minima e infi-
nitesimalmente rigido 7* 2 (G*,P*), donde G* £ (V*, E*) es el grafo del
lider y seguidores. El movimiento del lider es independiente de los seguido-
res, y algunos de ellos tienen acceso a la velocidad del lider. El vector de
velocidad lineal y velocidad angular del lider, v;, = [UL N UL E} g V Wy, respec-
tivamente, estan acotados, ademas las aceleraciones linear y angular 0y, wy,
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respectivamente, también son acotadas, donde la magnitud de ¥, esta aco-
tada por [|0g||, < 7. Para el grafo lider-seguidores G* se tiene: |V*| = n*,
|E*| = m* = 2n*—3. Considerando tinicamente a los seguidores, su grafo estd
dado por G 2 (V, E) el cual se asume conectado y con |V| = n = n* — 1. Para
el diseno del controlador de formacion se asume que cada seguidor es capaz
de medir su posicién relativa respecto a sus vecinos ¢;; = p; — pi, Vj €N,
y a través de sensores abordo y odometria es capaz de estimar su posicion y
orientacion inerciales (;, asi como sus velocidades Q El objetivo es disenar
controles de maniobra de formacién con convergencia en tiempo finito, distri-
buidos y basados en distancia para los seguidores, tal que, simultaneamente
mantengan las distancias deseadas entre agentes y se muevan en cohesién
con el lider. Los objetivos de control se pueden expresar como

eij = || P = Pj|| = 655 = 0 (4.36)

V; = Uy, (437)

donde (i,j) € E*. Estas ecuaciones representan la meta de mantener una

distancia deseada d;; entre agentes vecinos, y que todos los agentes se mue-

van a la misma velocidad que el lider. El vector de error de distancia en-

tre agentes e se ordena de tal forma que ¢ < j, (i,7) € V. Entonces:

e = [...,eLk,...7e,-j,...]T € R™ donde k € Ny v (i,7) € V. Este orde-

namiento serd tutil en la estructura de 1 y en consecuencia para las matrices
de rigidez R y R. Definiendo:

mij = | P — Py||* = 63 = e (esj + 26;5) (4.38)

Es importante destacar que 7;; es cero siy sélo si e;; = 0, es decir, cuando se
logra el objetivo de control. Entonces, el objetivo de control (4.36) se alcanza
al llevar a 1 hacia cero.

4.2.1. Estimador de velocidad distribuido

Para cada agente, se utiliza el siguiente estimador, basado en [12] y [64],
que estima el vector velocidad del lider vy, = ["UL N ’ULE]T:

JEN;

— Ky sign (Z [ai; (0; — 0;)] + b; (0; — m) (4.39)

JEN;
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donde v; = [f}iN ﬁiE]T, siendo U;ny v U;p las componentes norte y este de la
estimacién de vy, para el i-ésimo agente, ademds, j € N;. a;; son elementos
de la matriz de adyacencia del grafo, b; representa la conectividad entre un
agente ¢ y el lider, si el seguidor tiene acceso al lider, entonces b; = 1, en caso
contrario b; = 0, se asume que al menos un agente tiene acceso al lider, y
k1, ko son escalares positivos. Todas las ecuaciones se entienden en el sentido
de Filippov con el fin de que sea posible usar la funcién discontinua signo
(sign). [34].

Teorema 4.1. Bajo las suposiciones de que el grafo de sequidores es co-
nectado y al menos un segquidor tiene acceso a Vi, el estimador (4.39) lle-
va V hacia Vi, en tiempo finito Ty = 2Ve1(V(0))?/ K¢y, donde : Koy =
(—f(kg— N Amin (H2) )/\/m, al seleccionar: ky > 7.

Demostracion. Sumando y restando vy, en (4.39), y reordenando términos se
obtiene

0; = —ky (Z [aisoi] = > lagoe] = > i (8 — vr)] + bi (8 — UL))

JEN; JEN; JEN;

— ko sign (Z aij0;] — Z laijur] — Z lai; (0; —vp)] 4+ b; (0; — ’UL)>

JEN; JEN; JEN;
(4.40)

Como .y, [aij] = di, entonces (4.40) se reescribe como:

0=~k (dz(@z —vr) — Z [aij (05 — vr)] + bi(0; — UL))

JEN (4.41)

— k‘g sign (dz(f)z — UL) - Z [(lij(@j - UL)] + bz(ﬁz - UL))

JEN;

Se definen las siguientes matrices relacionadas al grafo G: Dy = D ® I,
B = diag(bl,...,bn), LQ =L X IQ, BQ =B X [2 y AQ = A® IQ. Resulta
evidente que: Lo = Dy — Ay. Tomando H = L+ By Ho = H ® I, se llega

a Ho = Lo+ By. Se define V = [of .. @,ﬂT como el vector columna de las

. . T
estimaciones de los seguidores y V;, = 1, ® v, = [v],---,v]]" € R*. Con
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lo anterior, la ecuacién (4.41) puede ser escrita para todo el sistema:

V=—k (DoV = AV = DaVi+ AVi + BV — BV )
— Ky sign (DQV AV — DoV + AV + BV — BQVL)
= —/{?1 (ﬁgV—ﬁgVL+Bgv—BQVL> —/{32 sign <£2V_£2VL+BQV_B2VL>

=—k [’Hz <V - VL)} — ko sign [,H2 (V - VL)]
(4.42)

~ A

SeaV=V-— Vi -V =V-—- VL, entonces:
V=—k (H2V> _ kpsign (7—[2\7> A (4.43)

De acuerdo con el Lema 2.10, los eigenvalores de la matriz Hs se encuentran
en la unién de 2n circulos centrados en h;; de radio r; = ) i |hij|. En
general el j-ésimo circulo esta centrado en hj; = d;; cuando b; = 0; pero
al menos un circulo Cj, con b, = 1 esta centrado en hy, = dii + bg, con
radio 7, = Z#k |hii| = Z#k lag;| = dgr con i@ € V', en consecuencia no
pasa por el origen y se encuentra en la parte derecha del plano complejo.
Por lo tanto para un grafo conectado, todos los eigenvalores son positivos y
‘H es una matriz definida positiva [65]. La matriz Hy = H ® I, también es
definida positiva, pues los eigenvalores no cambian, debido a las propiedades
del producto de Kronecker.

Considere la funcién candidata de Lyapunov: Vo1 = %XN/T”HJ/, la cual es
definida positiva y radialmente no acotada. Tomando su derivada temporal:

Vor = VIHV
Vor = —kiVIHZV — ko VT My sign <7—[2f/> —VIH,V;, (4.44)

donde H2 = HoH,. Note que [HJ/] es un vector de 2n x 1, el subindice ¢ se
usa para indicar un elemento de este vector, entonces se denota al (-ésimo

elemento de [HoV] como: [H2V]p. Tenga en cuenta que cuando ¢ es impar, el
elemento corresponde a la componente norte, y cuando es par corresponde a
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la componente este. Con lo que (4.44) puede ser reescrito como:

Vor = —klf/T%%f/ — ko (i <[7—[21~/Lsign [HQV} z))

B i}LN i |:H2‘~/i| 2A—1 N 7'JLE i |:H2‘7i| 2(
(=1 =1
= VTHEV — ky i |[H2V] | 3 HoV]  —in > .y,
=1 (=1 =1

(4.45)
Como la magnitud de V. se encuentra acotada, lo anterior puede expresarse
como:
2n _ n
Vor <~k VTHV — k| [HaV] |+ |[12V] +VZH v
=1 ) =1
_ _ 2n _ 2n ~
=~k VTHIV — ko > | [HaV] [+ D0 | 7] |
=1 = (=1 ¢
2n
. UTa2% _ ¥
=~k VTHEV — (ks — ) ; ‘ _Hgv]g‘

(4.46)

Si ky > ~ entonces Voi es definido negativo Vo # 0, ademds como Ve
es radialmente no acotado, el origen de V es globalmente asintéticamente
estable. En consecuencia V — 0 conforme ¢ — oo. Asi, a medida que V- 0,
entonces V — Vi

De (4.46), note que:

Vor < — (k2 —7) Z ‘ :%2‘7]@‘ = — (k2 =) H [HJ/} Hl (4.47)

(=1

De la definicién de la norma-2 y el Lema 2.4 se obtiene

Ver < = (k2 —7) ‘ [7‘[2 }H — (kg — H [7'[2 ”‘ (4.48)

De (4.48) y el Lema 2.5, se concluye que el origen de V es globalmente
exponencialmente estable, mas atn, (4.43) es ISS, [19].
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Aplicando el Lema 2.5 en (4.48) se obtiene:

(ks — ) A (Ha) (Améx () Hv“j) "

Ve < (4.49)
()‘méx <H2>)1/2
) - _ 2
ademas, considerando que: (2Vo1)" = VVIH,V < \/ A (Fa) ‘VH . La
2

ecuacion, (4.49) se escribe como: Ve < %W\/2V01, de la cual se
max 2

puede obtener:

- ~ 1 —V2(ky — ) A (H
Wor(V(1)7 <2V (V(0))7 — V2 (s = 5) Auin (o), (4.50)
)\méx <H2)
Cuando V = 0 se tiene Vo1 (V) = 0, entonces
5 > oy L

t <1, = YalV(O) (4.51)

Ken
donde K¢y = (—v2 (k2 — %) Amin (H2))/\/Amax (Hz). Esto implica que el es-
timador (4.39) lleva a V — V, en tiempo finito T [ |

4.2.2. Control de maniobra de formaciéon lider-
seguidor

De (4.36), la dindmica del error estd dada por:
P.- P (P~ F))

6.7 eij+5ij ( 5)

Y de (4.38) la dinamica de 7;; es

iy =2[P =PI (B-B); (i.j)€E (4.53)
La matriz de rigidez R(P) del framework F* es una matriz real con m* filas,
el nimero de aristas, con el ordenamiento correspondiente, y 2n* columnas,

que es el nimero de vértices n* multiplicado por la dimensién del conjunto
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de posicion P*, en este caso: 2, con el ordenamiento apropiado. Entonces
cada fila estda asociada con un vértice del grafo, en consecuencia, cada
elemento de la matriz de rigidez es una componente de la distancia relativa
entre dos nodos que comparten una arista, si no existe una arista entre ellos
el elemento es cero.

La fila que corresponde a la artista (i,7) € E* donde i < j, tiene la
forma, [22]:

[Ogv"W(Pi_Pj)Ta"WOga"'?(Pj_Pi)Ta"'aog (4'54)

Los elementos 0 se encuentran en columnas que corresponden a nodos di-

ferentes de 4, j, mientras (P, — P;)" se encuentra en la i-ésima columna y
T o : .

(P; — P;)" en la j-ésima columna. El vector 1 posee el mismo ordenamiento

que e, es decir 7= [+, Mp, -+ i, - -], con dindmicas
. Py
=92R | 4.55
7 [P] (4.55)

Donde P = {PlTPﬂT € R vy P, = [NL EL}T € R? denota a las
componentes de la velocidad del lider. Tenga en cuenta que el orden de las
filas de R esta asociado con el ordenamiento de n, y orden de las columnas
de R esté asociado con el ordenamiento de [PLT PT}T.

Al sustituir (4.34) en (4.55) se obtiene el nuevo sistema:

0 =2R {P L] (4.56)
r
I' =AU* (4.57)
Donde I' = [I'7,--- ,FZ]T € R*, A es una matriz diagonal a bloques no

singular A = diag {Ay,--+,A,} € R vy U* = [U;T,---,U;T] € R™
Este sistema puede, una vez mas, considerarse una conexién en cascada. Se
usa el método de backstepping para disenar un control virtual I' = £ que
lleve a n hacia 0.
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Teorema 4.2. El sistema (4.56)(4.57) es llevado a su origen en tiempo finito
11—
(1—a)Vear (7(To)) TFe

Ty = To+Ti, donde T estd acotada superiormente por Ty <

Ks(1—a)
con la ley de control:
_ . 3a—1
U* = A" (RT [sig(n)®] — € + kysig (A)(em >) (4.58)
donde f es la primera deriwada temporal de
€ = —ksRT sig(n)* +V (4.59)

Al seleccionar ks, ky como escalares positivos reales y siendo R la matriz de
rigidez reducida tal como se muestra en (4.65), con A=T—¢ y % <a<l.

Demostracion. Es importante destacar que (4.59) utiliza la velocidad estima-
da V. Expresando la posicién de cada agente relativa a un marco de referencia
fijo en el lider, denotado por ¥, con la misma orientacién que el marco iner-
cial fijo en tierra, como se muestra en la Figura 4.2, la posicion y velocidad
relativas del lider en este marco son:

= 0 = 0
P = M — P = [0] (4.60)
Y para los seguidores, la posicion y velocidad relativas al lider son

P=P-P P =F-F (4.61)

Definiendo éij = HPZ —ij — 51']' = H@JH — 5@', donde q_ij = PZ — Pj, y
(1,7) € E*. Entonces la dindmica del error es

éij = _QUC]U (4.62)
€ij + (Sij
Se define en el sistema coordenado fijo en el lider a 7;;
_ 5 52 o
Nij = HP, — P]H — (SZQJ = € (61']‘ + 2(5@') (463)

con dindmica 7;; = 24;G;; = 2 (P — PJ)T <I5Z = ]5J) Teniendo en cuenta que
err = HPL — PkH _5kL = HPL — Pk” _5Lk = €Lk, donde k € NL. Y que para
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Figura 4.2: Marco de referencia fijo en el lider X, note que tiene la misma
orientacién que X; y la posicion relativa P; en el marco lider de un seguidor
i

éi; = || P — Pj|| — 65 = | P, — Pj|| — 6;j = ey, donde (i, j) € E. Entonces se
tiene:
e=e E=¢ qd=q (4.64)

7 tiene un ordenamiento igual a 7, asi que 77 = [+, 7pk, -+, Tij, - 1" donde
Nk corresponde a las aristas conectando al lider con algunos (quizé todos)
los seguidores, siendo dos el niimero minimo de seguidores a quienes debe
estar conectado, por otro lado, 7;; corresponde a las aristas entre seguidores.
Asi 77 puede ser reescrito en forma matricial como:

PT:ﬁk 0F .. .. BT . .. ]51
k .
77:2 :2 7777777777777777777777
(P=py) (=) Of oo [P B)T o 0F o [y - )T of | LPn
ij = 2RP (4.65)

Donde R € R™ %27 y P € R?". Note que los renglones de la matriz R tienen
el mismo orden que 7, similar a la matriz de rigidez convencional R.

Partiendo de la consideracién de rigidez infinitesimal tinicamente para los

seguidores conectados al lider, no es deseable que P, cambie con un movimien-
to infinitesimal, como se muestra en la Figura 4.3. Por lo que las proyecciones
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(VL . Pk) y (Vk . Pk) deben ser iguales

e P I( Vk
_:__/ . k
) P -P=Px Vi P

Figura 4.4: Movimiento continuo que

mantiene la restriccién de perpendi-
Figura 4.3: Distancia relativa entre el cularidad

lider y un seguidor k£ en un movimien-
to infinitesimal.

VL-pk:Vk-pk:O%Vk-pk:O (466)
El conjunto de velocidades V}, que satisface a la ecuacién es cuando Vi, = 0
o Vi L Py, es decir, V, y P, son perpendiculares. Para que un movimiento

continuo mantenga la condicién de perpendicularidad, como se muestra en
la Figura 4.4, este debe ser un movimiento circular [4]

La condicién de rigidez infinitesimal para los seguidores, ilustrada en la
Figura 4.5, esta dada por:

Ve (P~ P) = Vi (Pi= B) = (

<j [

)- (V.

<
<.

-V;)=0 (4.67)

Al escribir las condiciones (4.66) y (4.67) en forma matricial se obtiene

or ?T or B
2 k 2 ‘/1
e : =0
L : Vi,
03 [P, - P)" 03 [P, —B]" 03
' RV =0 '

(4.68)
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Figura 4.5: Distancia relativa entre dos seguidores ¢ y j en un movimiento
infinitesimal.

El conjunto de velocidades V' que satisface a (4.68) es el espacio nulo (kernel)
de R, y los grados de libertad (GDL) en el conjunto V, es decir, el conjunto
de movimientos infinitesimales, es la nulidad de R. Para un lider fijo en una
posicién, como es el caso para el marco de referencia fijo en el lider ¥, es
evidente que el nimero de GDL del framework es 1, una rotacién alrededor

del lider, por lo que: nullity(R) = 1.
Por el teorema rango nulidad se tiene:

Rank(R) = (2n* —2) —1=2n" -3 =m"

Entonces R es de rango completo en renglones y en consecuencia, de rango
completo. Usando (4.64), es posible expresar a 7] como:

T _ T . .
02 [Pk PL] 02 P - P
=2 - mmm e e el :
P, -P
0f - [P~ Pj" 07 [Py - P 0F t
i =2RU (4.69)

Es conveniente senalar que la linea horizontal discontinua presente en la ex-
presién matricial de R indica la separacion entre las distancias lider-seguidor

y las distancias seguidor-seguidor, esto es resultado de la forma en que fueron
ordenados los vectores 1,7, e y é.

Considere la funcién potencial [12] V;; = atl L

1 _
st sl“ con § < a < 1,
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(i,7) € E*. V;; es definido positivo y como €;; esta definido en [—6;;,00] y
7 es una funcién de é;;, entonces V;; es también radialmente no acotada.
Definiendo la funcién candidata de Lyapunov:

Vea= > Vy (4.70)

y tomando su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema:

1 1

Voo ==——— > [la+ D)7yl sign(mi)i,] = = Y [sig(fy) i)
20 +1) “4 2 A
(i,j)€E* (i,j)EE*
(4.71)
= [sig(m)°]" RU
Se elige el control virtual

U = —k3R" sig(n)” (4.72)

donde /3 < a < 1y ks > 0. Entonces (4.71) con el control (4.72) es:
Voo = —ks [sig(7)*]" RR" sig(i7) (4.73)

Al ser el framework infinitesimalmente rigido y haber demostrado que R
es una matriz de rango completo, se determina que RRT > 0, tomando
en cuenta que Rank(RRT) = Rank(R) [17], resulta que RRT es de rango
completo, lo cual significa que es no singular, por lo que se puede concluir
que RRT > 0.

Entonces:

Voo = —ks [Sig(ﬁ)a]T RR" sig(i)* < 0 (4.74)

Al ser Vg9 radialmente no acotada, se tiene que el origen es globalmente
exponencialmente estable, [19].

Aplicando el Lema 2.5, (4.74) puede ser escrita como:
Voo < —ksAmin(RR") [sig(1)°]" [sig(7)°] (4.75)
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Note que 0 < (2¢/1+a) < 1, y usando el Lema 2.6

s a1l 1 /—\a — |2«
[sig(m)°]" [sig(m)*] = > |yl
(i.j)eE™
= 3 Il
(i)e B

2
1+

> Z |7 (4.76)

(i.g)eE*
Ademéds, de (4.70) 'y (4.76) se tiene [sig(7)*]" [sig(7)*] <
2(a+ 1)](1%) Véé%‘) Entonces (4.75) puede ser reescrita como
Ves < —ks 200+ 1))(E) ana RETWE) — i) )

Donde K3 = k3 [2(a + 1)](1%) Amin(RRT) > 0. Usando el Lema 2.21 y (4.77),
se concluye que 7 — 0 en tiempo finito 77, donde

(1 — a)Veu(ii(Ty)) 5
hs—%n-a

(4.78)

Tomando (4.63) y considerando tinicamente las conexiones entre seguidores,
se tiene que

= 2

ij = ||1Pi = Pl = &5 = s (4.79)

De forma similar, para las conexiones lider-seguidor:
Mok = |1Pr — Pell® = 63 = na (4.80)

Por lo que n = 1, como fue demostrado que 7 — 0 en tiempo finito, en
consecuencia 17 — 0 en tiempo finito y 7 tiene un origen globalmente expo-
nencialmente estable.

Considerando U como una entrada virtual y que en el tiempo t > T se tiene
V= V1, entonces

U=¢—P=¢=U+V,=U+V (4.81)
Que para cada seguidor tiene la forma:
& =—ks > [(P— P;)sig(n;)°] + o (4.82)
JEN;
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Ahora que se ha desarrollado un control ¢ = [5{,---,55? c R que
estabiliza a 7, y se conoce una funcién candidata de Lyapunov Ves con
Voo < —Ws, donde W es una funcién definida positiva, se procede a disefiar
el control U* que llevard a I" hacia €.

Para todo t > Ty, se tiene V = Vi, con lo que se reescribe 77 usando

(4.59):
s —or | —or %2 4 [2]) = 2R [%2] 4 2R |
T= e T ol \v)) "o v,
Tomando en cuenta que Ra = 0 si & = [a,--- ,a]T € R?>"" | se concluye lo
siguiente
.0,
7y—2R{U} (4.83)

Escribiendo la matriz de rigidez R, e indicando los bloques lider-seguidor y
seguidor-seguidor:

Note que dado un vector x € R?*" y la matriz de rigidez R, se obtiene el
siguiente resultado

(PL—Pk)TOQ—i‘(Pk—PL)T[L’k (Pk—PL)TJIk

(Pi=P) wit+ (P =P) x| |(P=B) (@i =)

En consecuencia se puede reescribir 7) como

i) = 2RU (4.84)
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Este resultado es el mismo que se encontr6 en (4.69). Tomando (4.56), su-
mando y restando £ en I' se obtiene:

i =2R [F J:’g_ 5} — 2R ({Ug] + {FO_Z D = 2RU +2R(T - ¢€)
Usando el cambio de variables A =T — £, resulta el sistema:
0 =2RU+2RA; A=AU*—¢ (4.85)
Eligiendo la funcién candidata de Lyapunov:
Ves = Voo + %ATA (4.86)

La cual es radialmente no acotada, y tomando su derivada temporal

NVeo

- Ve
Ves = 5

(2R0) + %2 (2RA) + A" (AU" - €)
< — Wy + [sig(n)*]" RA 4+ ATAU* — AT¢€

— T, + AT (RT lsig(n)®] + AU* — é) (4.87)

Eligiendo U* = —A™! (RT [sig(n)®] — & + kysig (A)(%U con : < a<1:

Vos < —Wa — ky A" sig (A)<%) (4.88)
Se denota al /-ésimo elemento escalar de A como A, con el fin de evitar que

se confunda con el vector A; de 2n x 1, entonces:

2n
Vos < — Wa — ky Z <Ag sign(A£)|A€|<3aa7+_ll>)

(=1

%ﬁ—%—hiﬁwﬂ@ﬂ (4.89)

=1
one: SN2 2\ (351) 2n 2y1 (3%1)
Del Lema 2.6 se tiene: _," | (|A¢]7) > >0 (JA)] . Tomando
20
Wy = I@Vég“) v Vo = 1LATA = 1/2372" (A?), (4.89) puede ser reescrita
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. 2a_ N ) 20 2a
como: Vs < —KaVsT) — by (2] () = oy <~V — o, E),
donde Ky = 2((3%1)]{4. Se define al escalar real positivo K5 < min(Ks, Ky),
con el cual se obtiene:

Ves < —Ks (végfl) + véam) (4.90)

Como Vo3 = Voo + Ve, entonces CVg3 =C (Voo + VC)B donde C es un escalar
real positivo, y 0 < 8 < 1. Del Lema 2.6 se tiene: (Voo 4+ Vo)’ < <Vg2 + Vg)

con lo que se llega a CVg3 <C (ng + Vg), entonces:

Ves <~V (4.91)

Es evidente que Vg3 es definida negativa, por lo tanto n—0y A — 0, con
lo que se concluye que el origen de (4.85) es globalmente asintéticamente
estable, mas aun, con base en el Lema 2.21, se llega al origen en tiempo
finito T5. Como A — 0 esto implica que I' — &.

La ley de control (4.58) depende de £, esta derivada se calcula con un
diferenciador por modos deslizantes de primer orden, [39]

L 1/2 ) -
§=—ks|& —&| sign(& — &) +w

i = — kg sign(& — &)

(4.92)

Donde é es la derivada calculada, y kg, k7 son escalares reales positivos.

Hasta ahora se ha demostrado la estabilidad del sistema (4.56),(4.57)
para el tiempo t > Tj, cuando V ha convergido a V. A continuacion se
considera el intervalo de tiempo 0 <t < Tj.

Reescribiendo 7 usando la entrada (4.59):
- vL| 02 v, . 0_2 vr, + 0~2
] ) - (20
o, 0] oo -
=2R {U} +2R {‘7} =2R(U+V)
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Se sigue un procedimiento similar a (4.2.2), se llega entonces al sistema
i =2RU+2RA +2RV; A=AU"—¢ (4.93)

Que es un sistema en cascada. Usando la funciéon candidata de Lyapunov
(4.86):

~ oV,
Ves == =i+ AT(AU” +€)
. g (4.94)
—3 Isig(n)°)" (2RU +2RA + 2Rf/> + AT(AU* — §)
por otro lado, definiendo el vector ZT = [sig(n)” ] R € R?, con lo que

se puede obtener ks [sig(n)*]" RV = k3ZTV y aplicando el Lema 2.7 con
p=q=2

ks 7TV <ks

ZTXN/H < ks
1

2
ks 2"V < (3 [sig(n)*]" RR" sig(n)“>% (VTV)%

Aplicando ahora el Lema 2.8 se obtiene:

|—
D=

ks [sig(n)*]" RV < (K [sig(n)°]" RR" sig)*)” (VIV)* <
5 (1sistn)” RAT sigtn)”) + + (v77)

Multiplicando por k3 en ambos lados de (494) y sustituyendo los resultados
obtenidos anteriormente en: ks [sig(n)®]" RV, se llega a

ksVes < —k2 [sig(n)?]” RR” sig(n)® — kaks A7 sig(A) (557)
2

+ 53 (Isig(n)*" R sign)) + 3 (V7V) (4.99)

Dividiendo entre k3, aplicando el Lema 2.5 y usando la notacmn de norma
se obtiene: Ves < 5 Ay [RR] sig(n)°]” [is(n)] — kil A% + 55|V

Teniendo en cuenta que [sig(n)®]” [sig(n)*] = ||77||2a, se concluye
. k
Ver < = [RET) Il — kAN + 5 [P, @90
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Con base en el Corolario 5.10 de [30], el sistema (4.93) es ISS con respecto a
la entrada V. Como (4.93) y (4.43) son ISS, entonces la conexién en cascada
ente (4.93) y (4.43) es ISS, [19]. En consecuencia, el sistema (4.56)(4.57) es
estable cuando V' — V}, en el intervalo de tiempo t < Ty, posteriormente,
para t > Ty, 1% sigue a V y 7 — 0 en tiempo finito, logrando el objetivo de
control. |

4.2.3. Resultados en marcos de referencia locales

Los resultados anteriores estan dados en el marco inercial fijo en tierra,
similar a [12] se mostrard que los algoritmos propuestos pueden ser expresa-
dos en el marco de referencia local de cada agente, y ademas, que tanto el
estimador de velocidad como el control de formacion son distribuidos.

4.2.3.1. Estimador de velocidad

El estado 9; se calcula al integrar (4.39), debido a que cada agente es
capaz de estimar su orientacién inercial, las estimaciones de velocidad de cada
agente pueden ser comunicadas en coordenadas inerciales, que posteriormente
se pueden expresar en ¢ a través de la matriz de rotacién de ¥ a ¥¥, denotada
por R;. Usando el superindice ¢ para indicar que una variable estd expresada
en X!, entonces la estimacién local de velocidad para el agente 7 es:

o = Rty (4.97)

4.2.3.2. Control de formacién.

Ya que se tiene la velocidad estimada en el marco local 9}, la ley de control
virtual (4.82) puede ser expresada en coordenadas locales:

& =Ri& = —ks Z R aij sig(ni;)*] + 0 = —ks Z [a;; sig(n;;)] + o
JEN; JEN;
(4.98)
Como 7;; depende solo de las distancias relativas, que son independientes del
marco, entonces 7;; = nfj. Ademas qu es la posicion relativa medida local-
mente, entones la ley de control virtual puede ser implementada localmente.
La ley de control (4.58) puede se escribe para cada agente como:

Uf = —A7" <Z [y sig(mi)*] = & + K Sig(Ai)(i‘aﬁ)) (4.99)

JEN;
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Figura 4.6: Diagrama de bloques del control de adquisiciéon de formacion.

La cual en coordenadas locales toma la forma:

Uf* _ _RZAi—l (Z [qz‘j Sig(ﬁfj)a} _ 5: T+ ky 51g(A2)(?f+11)> (4.100)

JEN;

Donde A! = R,I'; — & =[] — &. Como 6; se puede estimar abordo, A7 se
puede calcular, y £ se puede obtener de forma similar &. Por lo tanto, la
ley de control se puede implementar localmente.

Los controles de formacion y estimador propuestos se pueden represen-
tar con el diagrama de bloques mostrado en la Figura 4.6. El algoritmo de
maniobra de formacién &, inicamente necesita las posiciones relativas de los
agentes vecinos y la estimacion de velocidad V, a continuacién, por medio
de un diferenciador por modos deslizantes, se obtiene la derivada 5 , que es
usada junto a las posiciones relativas de los agentes vecinos y A para de-
terminar los controles U* = [l'/ w}T, donde integrando © se obtiene v, que
junto a w serdn las entradas del vehiculo, velocidad lineal y velocidad angular,
respectivamente.
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5

Simulaciones

Un pensador ve sus propias
acciones como experimentos y
preguntas, como intentos de
descubrir algo. El éxito y el
fracaso son para él, por sobre
todo, respuestas.

Friedrich Nietzsche

En este capitulo se presentan las simulaciones de los algoritmos desa-
rrollados. Un sistema de cinco agentes, un lider y cuatro seguidores, con
el modelo de robot diferencial se simulan usando MATLAB-Simulink para
mostrar la efectividad de los algoritmos de control de formacién y el esti-
mador de velocidad. A continuacién se aplican los algoritmos de control de
vuelo al modelo de la aeronave simulado en MATLAB-Simulink, mostrando
su capacidad de llevar y mantener a la acronave en una condiciéon de vuelo
deseada. Finalmente, las leyes de control de formacion y el estimador se
aplican al sistema de control de vuelo en un grupo de tres aeronaves, un
lider y dos seguidores.
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5.1. Sistema multiagentes con robots diferen-
ciales

Considere un sistema multiagentes compuesto de cuatro seguidores y un
lider, el grafo de formacién y comunicacién se muestra en la Figura 5.1. Cada
robot inicamente puede obtener informacién de sus vecinos, y los agentes 1
y 2 tienen acceso a vr. Las distancias deseadas entre agentes son: d;; = 1.
La velocidad inicial de los agentes es cero. Las posiciones iniciales para cada
agente son: P, = (0,0), P, = (3,-3), P, = (—4,-3), P = (3,—6), P, =
(=4, —T7). A partir del grafo, los conjuntos V, V*, E'y E* estdn dados por:

V ={1,2,3,4} V*={L,1,2,3,4}
E= {(172)7 (173)7 (273)7 (274>7 (374)}
E*={(L,1),(L,2),(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}

Obteniendo las matrices de adyacencias, de grado, la matriz B, la matriz
Laplaciana y de rigidez:

0110 2000
1011 0300
AG) =111 0 1] PG@=150 3 ¢
0110 000 2
1000 2 -1 -1 0
01 00 -1 3 -1 -
B=1g 000 “@=]_1 4 35 _
0000 0 -1 —1 2
Ni—N.E,—E;, 0 0 0 0 0 0
0 0 No—N,Es—E;, 0O 0 0 0
B Ny — Ny B —Fy No— N, Er—FE, 0 0 0 0
R=|N -N; E1—E; 0 0 N3—N E;—E; 0 0
0 0  No—N3 Es—F3 N3—NoEs—FEs 0 0
0 0 No—NyEy—FE; 0 0 Ny— Ny Ey— Es
0 0 0 0 N3— Ny E;—FE;Nj— N3 E; — Ej

Las ganancias para el estimador (4.39) y las leyes de control (4.58) y (4.59)
son: ky = 30, ke = 4, ks = 0.2, ks = 30, a = 0.5. Los diferenciadores de
primer orden usados para calcular ¢ tienen ganancias ky = 2 y ks = 1. EL
lider sigue la trayectoria Ppy = sin(0.5t), Ppp = 1.5¢.
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Las trayectorias seguidas por los agentes se muestran en la Figura 5.2,
la linea discontinua muestra las conexiones entre agentes en los tiempos t =
2.5s,t ="7.5s,t =1bs y t = 25s, cuando se adquiere la formacién y se iguala
la velocidad de los seguidores con el lider. En la Figura 5.3 se ilustra la
convergencia de los errores de distancia entre agentes a cero, es decir, cuando
se alcanza la distancia entre agentes deseada. Las Figuras 5.4 y 5.5 muestran
los valores que adquieren las entradas de control v; y w;. En la Figura 5.6
se encuentra la orientaciéon del lider y los seguidores, note que los seguidores
igualan la orientacién del lider. La convergencia de la velocidad estimada del
lider se muestra en la Figura 5.7. La Figura 5.8 muestra el seguimiento de
I’ hacia &, llevando a la variable A a cero. Por ultimo, la Figura 5.9 ilustra
que los seguidores igualan la velocidad del lider. Esta simulacion muestra la

4 2 L

3 1

Figura 5.1: Grafo de formaciéon y comunicaciones.

—&— Seguidor 1

Seguidor 2
—6— Seguidor 3 -
—&— Seguidor 4

-10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 5.2: Trayectorias de los robots moviles.

capacidad de los algoritmos propuestos para lograr la maniobra de formacién
dado un framework realizable en R? minima e infinitesimalmente rigido.
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Figura 5.4: Entrada de control v;.
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Figura 5.5: Entrada de control w;.

. YL P2 V4| |
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Figura 5.6: Seguimiento de la orientacion del lider.
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Figura 5.7: Estimacion de la velocidad de lider.
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Figura 5.8: Error de seguimiento virtual A.
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Figura 5.9: Velocidad de los agentes.

5.2. Control de vuelo para la aeronave Eclip-
son Model T

Los algoritmos de control de vuelo desarrollados en el capitulo anterior se
aplican al Eclipson Model T. Para esto, primero se simula la dindmica de la
aeronave usando las ecuaciones (3.16)-(3.27) y los coeficientes de la Tabla 3.3,
este sistema tiene como entradas a d,, J., 9, ¥ d;, las cuales son calculadas con
(4.7), (4.13), (4.18) y (4.24). Estos controles de vuelo permiten a la acronave
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mantener una altitud, velocidad aerodindmica y velocidad de giro constantes.
Las condiciones iniciales de la aeronave son las siguientes:

pn =0 m u=9.7 m/s 6 =0.06 rad p =0 rad/s
Pe =0 m v=0m/s ¢ =0 rad q =0 rad/s
h =0 m w =0.58 m/s ¢ =0 rad r =0 rad/s

Las ganancias de cada lazo de control son:

K, =08 K, =0.001

Ky =10 K, =40 Ks; =001 Kg=02 p5 =10

K;=1.0 Kg=2.0 Ky=04  Kjp=05 =10

Ky =01 Kpp=12  K;3=0003 Ky=04 p=—018 §=2
Kis =10 Kig=30  K;;=001 K;5=001

Los algoritmos propuestos requieren de primeras y segundas derivadas tempo-
rales de ciertas variables, estas son obtenidas con diferenciadores por modos
deslizantes de primer y segundo orden. Las ganancias de estos diferenciadores
son:

(g, ki =0.3 ks =0.01

be ky =0.3 ko =0.01

bu ky =0.3 ko =0.01

ba ky =1 ky =0.5 ks =0.05
0, ki =0.3 ks =0.01

0, ki =0.3 ky =0.01

0, ki =1 ky =0.5 ks =0.05
hq ki =0.3 ks =0.01
Via ky =3 ks =0.1

El comando que se entrega a la aeronave es el siguiente:

h =10 m Vo, =10 m/s Y =1 rad/s

Con estos comandos, la aeronave debe ascender a una altitud de 10 m, mante-
ner una velocidad aerodindmica de 10 m/s y realizar una trayectoria circular
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a una velocidad angular de 1 rad/s. La trayectoria trazada por la aeronave
durante 25 segundos desde su condicién inicial se muestra en la Figura 5.10.
La aeronave inicialmente realiza un banqueo para lograr la velocidad angular
deseada mientras aumenta su altitud. La altitud A (Figura 5.11) aumenta de

z [m]

20
5 10
0 5

y [m] ¢ x[m]

Figura 5.10: Trayectoria de la aeronave.

los 0 m iniciales hasta los 10 m deseados y me mantiene en ella; las actitudes
0, ¢, 1, (Figuras 5.12, 5.13, y 5.14) indican el cambio inicial en cabeceo para
ascender, llegando a 0.1745 rad (10°) durante los primeros 8 segundos, la
fase de ascenso, para luego descender a aproximadamente 3.83°; el angulo de
banqueo llega a 45.56° para realizar la trayectoria circular, esto se observa
en el comportamiento de 1. Las velocidades lineales (u, v, w) y angulares(
p, q, r) se muestran en las Figuras 5.15, 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, y 5.20; las
variaciones en estas graficas indican los cambios de actitud en la aeronave, es
importante destacar que una vez la aeronave se encuentra girando, la veloci-
dad lateral v es cero. La velocidad angular en el marco inercial ¢ se muestra
en la Figura 5.21, la cual después de las actuaciones de la aeronave durante la
fase de ascenso, llega a 1 rad/s. En la Figura 5.22 se observa que la velocidad
aerodindmica llega a los 10 m/s deseados y se mantiene en ellos durante el
vuelo. Los dngulos de ataque («) y sideslip (5) se muestran en las Figuras
5.23 y 5.24, note que el angulo de ataque maximo que se alcanza es de 7.6°,
es decir, la aeronave opera en la region lineal de levantamiento, mientras el
angulo de sideslip es mantenido en cero.
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Figura 5.11: Altitud de la aeronave.
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Figura 5.17: Componente w de la ve-
locidad.
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Figura 5.12: Angulo de cabeceo.
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Figura 5.21: Velocidad angular ¢».  Figura 5.22: Velocidad aerodindmica.
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Figura 5.23: Angulo de ataque. Figura 5.24: Angulo de sideslip.

A continuacién se presentan los errores de altitud (h,), cabeceo (6,.), ban-
queo (¢.) y velocidad aerodindmica (V,.) en las Figuras 5.25, 5.26, 5.27, y
5.28; estas tienen una forma similar a las graficas presentadas anteriormente,
e indican que estos errores son llevados a cero.
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Figura 5.27: Error de angulo de ala- Figura 5.28: Error de velocidad aero-
beo. dindmica.

Finalmente se presentan las senales de control longitudinales. El dangulo
de cabeceo deseado 6, se muestra en la Figura 5.29, se puede observar la fase
saturada durante el ascenso, hasta que el error de altitud llega a |h.| = 2,
donde empieza a actuar el control por modos deslizantes modificado. En la
Figura 5.30 se observa la actuacion del elevador d, para llevar a la aeronave al
angulo de cabeceo deseado. Las RPM del motor (J;) se ilustran en 5.31, siendo
las responsables de mantener la velocidad aerodinamica, note que durante la
fase de ascenso aumentan a 6891 RPM, disminuyendo a 5295 RPM en vuelo
nivelado. La senal de control lateral ¢, se muestra en la Figura 5.32, el angulo
de baqueo deseado dada una velocidad angular. La accion de los alerones d,
se ilustra en la Figura 5.33, inicialmente los alerones actiian completamente
para llevar a la aeronave al angulo de banqueo deseado, y posteriormente se
ajustan para mantener este angulo durante el ascenso y el vuelo nivelado. La
Figura 5.34 indica la actuacién del timoén d,., la cual inicialmente es agresiva
con el fin de mantener el dngulo de sideslip en cero, y luego de un segundo
se ajusta en aproximadamente —2.5° para mantener a 3 en cero durante el
giro.
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Figura 5.33: Actuacion de los alerones

5 Figura 5.34: Actuacion del timon 9,.

Con estas simulaciones se concluye que los algoritmos de control de vuelo
son capaces de llevar y mantener a la aeronave en una condicion de vuelo
deseada.
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5.3. Sistema Multiagentes con aeronaves de
ala fija.

Las secciones anteriores mostraron la efectividad de los algoritmos de
formacion y control de vuelo, para lograr la maniobra de formacién con
vehiculos de ala fija se usaran estas leyes de control en conjunto.

Considere un sistema multiagentes con 2 seguidores y un lider, el grafo
de formacién y comunicaciéon se muestra en la Figura 5.35. Las distancias
deseadas entre agentes son: d;; = 5 m. La velocidad inicial de los agentes
es de 9.7 m/s. Las posiciones iniciales para cada agente son: P, = (0,0),
hy = 10, P, = (—10,30), hy = 2, P, = (—10,70), hy = 0. Del grafo, los
conjuntos V', V* E y E* estan dados por:

V={1,2} V'={L 1,2} E={1,2} E*={(L1),(L2),(1,2)}

Obteniendo las matrices de adyacencias, de grado, la matriz B, la matriz
Laplaciana y de rigidez:

01 10 10 1 -1
A<G>:L 01 D(G):[o 1] B:[o 1] E(G):[—1 1]
2 -1 _ Ny—NpE1—FE;, 0 0
H:|: 1 2:| R:|: 0 0 NQ—NLEQ—EL:|

- N1 — Ny E1 — Ey Ny — Ny By — E;

Se utiliza el mismo algoritmo del estimador de velocidad para estimar la
altitud el lider. Las ganancias para el estimador de velocidad son: k; = 30,
ko = 4; para el estimador de altitud: ky = 5, ky = 1; para las leyes de control
de formacion las ganancias son: k3 = 20, ky = 1, a = 0.65; el diferenciador
de £ tiene ganancias k1 = 2, ky = 4. El lider traza una trayectoria de estadio
con seccion recta de 60m y semicirculos de 50m de radio, y una altitud de
hy = 10m durante los primeros 40.5s, posteriormente ascendiendo a una
altitud de 16m en 6s, Figura 5.36. Los dos seguidores son simulados de la
misma forma que en la seccién 5.2, es decir, se utilizan las ecuaciones de
movimiento de la aeronave con entradas dadas por los algoritmos de control
de vuelo, los cuales a su vez tienen como entradas a la altitud estimada, la
velocidad lineal y velocidad angular deseadas, calculadas con los algoritmos
de control de formacién.

96



£}
! 2 50 50
Figura  5.35: 0 0
Grafo de 0
formacién y = > nm
fl(;rsnunlcamO— Figura 5.36: Trayectoria de estadio seguida por el lider.

Las trayectorias seguidas por los agentes se muestran en la Figura 5.37,
los marcadores indican la posicién cada 6.8s de t = 0s a t = 68s, con una
linea discontinua ilustrando las conexiones entre agentes; la Figura 5.38
ilustra la convergencia de los errores de distancia entre agentes a cero en
aproximadamente ¢ = 40s. La altitud de los agentes se muestra en la Figura
5.39, note que en t = 8s los seguidores alcanzan y siguen la altitud del lider.
La convergencia de la velocidad y la altitud estimadas del lider se muestran
en las Figuras 5.40 y 5.41, la estimacion resultante sigue a la velocidad y
altitud del lider.

La entrada de control virtual & se muestra en la Figura 5.42, note que
en un principio esta senal de control dirige a los seguidores para alcanzar
la formacion, y conforme este objetivo se logra, & adquiere los valores del
estimador de velocidad. En las Figuras 5.43 y 5.44 se encuentran los valores
que adquieren las entradas de control v; y w;, se observa el aumento de
velocidad lineal y angular apropiados para reducir la distancia entre agentes,
y posteriormente las correcciones necesarias para mantener la formacién. La
Figura 5.45 muestra la convergencia de A; hacia cero, conforme el vector
velocidad T'; de los seguidores iguala al control virtual &. Por tultimo, en la
Figura 5.46 se observan las velocidades de los agentes, note que conforme
la formacién se alcanza, la velocidad de los seguidores iguala a la velocidad
del lider. Note ademas, que las posiciones relativas de los seguidores varian,
esto se debe a que la tnica restriccién que se ha dado a la formacién son las
distancias entre agentes, y los seguidores se moveran con el fin de mantener
estas distancias.
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6
Conclusiones

Si supiéramos qué es lo que
estabamos haciendo, no se
llamaria investigacion, ;O si?

Las leyes de control de vuelo y algoritmos de control distribuidos pro-
puestos, permiten a un sistema multiagentes de aeronaves de ala fija lograr
la maniobra de formacién siguiendo a un lider, dado un framework minima
e infinitesimalmente rigido; lo cual se verifica con pruebas matematicas
demostrando la estabilidad del sistema en el sentido de Lyapunov, asi
como simulaciones que muestran su efectividad. Esto se logra primeramente
controlando la aeronave usado lazos de control sucesivos que permiten
simplificar su modelo dinamico, al cual se aplica un control de maniobra de
formacién; abordar el problema siguiendo este esquema facilita la resolucién
del problema, ya que una aeronave es un vehiculo con una dindmica compleja.

La caracterizacion aerodinamica de la aeronave permite simular apropia-
damente el vehiculo, y contribuye al diseno del sistema de control de vuelo.
El uso de la matriz de rigidez simplificada R, propuesta en este trabajo,
para el desarrollo de los algoritmos de control de formacion, permite incluir
en el sistema a un lider no controlado con el cual también se deben preservar
distancias deseadas, a diferencia de la matriz de rigidez convencional R
encontrada en la literatura, los algoritmos resultantes de ésta ultima deben
ser aplicados a todos los agentes del sistema y solo admite un lider virtual.
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El problema de vuelo en formacién se considera en el plano Norte-Este a la
altitud del lider, con el fin de explotar los resultados de la teoria de grafos de
Laman y frameworks en dos dimensiones, esta consideracién es valida debido
a que se emplea un estimador de altitud distribuido que permite igualar la
altitud de los seguidores a la del lider, colocando a todos lo agentes en un
mismo plano y reduciendo el problema de formacién a dos dimensiones.

Déjenlo todo, nuevamente
ldncense a los caminos

Roberto Bolafio
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