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Resumen

En este trabajo se evaltiia una aproximacion que incluye armonicos elipsoidales mayores
a segundo orden en la solucion del problema directo en electroencefalografia (EEG) y
magnetoencefalografia (MEG). Dichos armonicos son parte de la solucion cuando se
utiliza una geometria elipsoidal multicapas como medio conductor. La solucién obte-
nida ademas se trabaja algebraicamente para presentarse en una forma matricial que
desacopla los paradmetros de magnitud y posicion de la fuente de actividad cerebral. En
nuestro caso, dicha fuente es modelada por un dipolo eléctrico. Entonces, la evaluacion
de la aproximacion propuesta se efectu6é en términos del error en la estimaciéon de la
magnitud de la fuente y del orden de los armonicos contribuyendo a la soluciéon. Ade-
maés, todas las aproximaciones elipsoidales fueron comparadas contra modelos realistas
obtenidos de bases de datos publicas, asi como con datos simulados. Como resultado de
la evaluacion se logré determinar que las soluciones que incluyen armoénicos mayores a
segundo orden aproximan mejor los campos de EEG/MEG en comparacion a los obser-
vados cuando se usan modelos realistas. En cuanto a la estimacion de la magnitud de
la fuente de actividad cerebral, las soluciones propuestas también la estiman de mejor
manera en comparaciéon con el modelo elipsoidal tipicamente truncado hasta segundo

orden.



Abstract

We present a forward modeling solution in the form of an array response kernel for
electroencephalography (EEG) and magnetoencephalography (MEG). We consider the
case when the brain’s anatomy is approximated by an ellipsoid and an equivalent current
dipole model is used to approximate brain sources. The proposed solutions include the
ellipsoidal harmonic terms up to the fourth-order for EEG and up to the third for
MEG, hence we compare this new approximations against the previously available that
only considered up to second-order harmonics. We evaluated the proposed solutions
when used in the inverse problem of estimating physiologically feasible visual evoked
responses from EEG/MEG data. Our results showed that the contribution of higher
order harmonic terms provides a more realistic representation of the electromagnetic
fields (closer to those generated with a numerical approximation based on the boundary
element method) and, subsequently, the estimated current dipoles are a better fit to

those observed in practice (e.g., in visual evoked potentials).
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1. Introducciéon

Los campos bioeléctricos son causados por corrientes eléctricas asociadas a la activi-
dad de érganos como el cerebro y corazon [2|. En particular, los campos generados por
las corrientes eléctricas del cerebro producen senales que pueden medirse, de manera
no invasiva, mediante electroencefalografia (EEG) y/o magnetoencefalografia (MEG),
las cuales corresponden a la medicién de actividad espontanea, potenciales evocados
y eventos bioelectromagnéticos producidos por grupos de neuronas activandose al uni-
sono. En EEG estas mediciones se realizan mediante sensores colocados sobre el cuero
cabelludo, los cuales miden el potencial eléctrico. Tipicamente, los sensores de EEG se
distribuyen de acuerdo al sistema internacional 10-20, el cual estandariza la posicion
relativa de 21 electrodos, y en base a esas posiciones se acomodan los demas electrodos
de manera equidistante [3]. La amplitud promedio del EEG es de alrededor de 100uV,
mientras que el rango de frecuencia de la senal esta entre 1 a 50Hz [4]. En MEG las
mediciones se realizan mediante sensores denominados SQUID (por sus siglas en inglés:
Super Quantum Interference Device). La amplitud de MEG es menor a 0.5 picotesla
(pT) y su frecuencia es muy similar a EEG. Las mediciones realizadas en EEG/MEG
son el resultado de dos contribuciones independientes de la corriente en el cerebro: la co-
rriente pasiva y la corriente primaria. Las corrientes pasivas son el resultado del campo
bioelectromagnético macroscopico producido en los portadores de carga en el medio con-
ductor. Las corrientes primarias son consideradas la fuente de interés en EEG/MEG, ya
que representan las areas de actividad neuronal asociada a un proceso sensorial, motriz

o cognitivo [5].

En el contexto del modelado de las senales de EEG y MEG, se suele hablar de
resolver el problema directo bioelectromagnético. Esto se refiere al calculo del potencial
eléctrico y /o magnético bajo el supuesto de que se conoce la geometria del volumen que
modela el medio conductor, ademas de la consideracion de que se cuenta con una fuente

de corriente plenamente caracterizada. Este problema tiene solucion tinica y siempre es



posible calcular el potencial eléctrico y/o magnético con una precision que solo esté
limitada por el modelo empleado para aproximar la fuente y la geometria del volumen

del medio conductor.

Asi pues, para resolver el problema directo, se tienen que hacer ciertas suposicio-
nes concernientes a la fuente de actividad bioeléctrica y al conductor que modelan el
cerebro. El modelo que més ha sido utilizado en bioelectomagnetismo para aproximar
las fuentes es el de corrientes dipolares con magnitud variable con respecto al tiempo,
pero que mantienen su ubicacion fija dentro del cerebro. Este modelo dipolar es vélido
para el caso de fuentes eléctricas confinadas en pequenas regiones del cerebro, tales
como las relacionadas a eventos o a respuestas cerebrales evocadas [6]. En lo que a la
cabeza se refiere, ésta es modelada como un conductor completa o parcialmente homo-
géneo. Finalmente, las propiedades conductivas de los diversos tejidos involucrados son
frecuentemente aproximadas dividiendo la cabeza en esferas concéntricas, cada una de

ellas con distinta conductividad [7].

Habiendo definido un modelo geométrico para la cabeza y partiendo de la aproxi-
macion cuasi-estatica de las ecuaciones de Maxwell (las cuales seran el punto de partida
del analisis propuesto en el Capitulo 4), es posible llegar a una solucion semi-analitica
para calcular el potencial electromagnético observado [8]. En el caso de un modelo de
tres esferas concéntricas (el cual es considerado el caso de anélisis clasico), la esfera
més interna representa el cerebro, la esfera intermedia representa el craneo y la esfera

exterior representa el cuero cabelludo, tal y como se muestra en la Figura 1.

Una reduccion frecuentemente utilizada para un modelo esférico es aquella en la que
las tres esferas se consideran de igual conductividad, lo que es equivalente a modelar la
cabeza con una sola esfera. El uso de este modelo simplista se justifica pues proporciona

una expresion cerrada del potencial superficial para un dipolo.

Sin embargo, es evidente que la geometria real de la cabeza junto con la variacion

de la curvatura y el grosor afecta a la solucion. Es por ello que los llamados modelos
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Figura 1: Modelo de tres esferas concéntricas. El dipolo es ubicado en el eje-z y

el potencial es medido en el cuero cabelludo en el punto p situado en el plano [1].

realistas de la cabeza son cada vez méas comunes en la literatura. En esta area, el
método de elementos de frontera (boundary elements method o BEM) es empleado como
una técnica numérica para calcular de manera individual, en pequenas secciones bien
delimitadas, los potenciales de superficie generados por fuentes de corriente situadas en

un conductor volumétrico homogéneo [9).

Entonces, para obtener una solucién en todo el volumen homogéneo, para un mo-
delo realista cada interface es aproximada con un mosaico con pequenos elementos de
frontera, tal y como se muestra en la Figura 2. El potencial V' calculado en el volumen

conductor fragmentado esta dado por la siguiente ecuacion [2,10,11]:

R — + ’
20 1 o, —O0; ' —r
v(r) = ———=uo(r) + = Y L—= / v(r'") ————dS;, (1)
oy +oyf 2”; o + oy ' eS; [ — 3

donde o corresponde al medio donde esta ubicada la fuente dipolar (el compartimien-



Figura 2: Ejemplo de modelo geométrico para aproximar la cabeza en BEM.

to del cerebro) y vo(r) es el potencial para un medio infinito con conductividad oy.
Las conductividades o}y Uj son las conductividades de los compartimentos interno y
externo respectivamente, separados por la interface .S;, mientras que dS es un vector

ortogonal a uno de los elementos sobre superficie, y ||dS]| es el 4rea de ese elemento.

El empleo de geometrias simples (como la esférica) en el modelado otorgan una
mayor simplicidad matematica ya que permiten estudiar el problema directo con relativa
facilidad (los criterios cualitativos y cuantitativos son mas directos en este tipo de
geometrias). Por otro lado, usar modelos més realistas proporciona la ventaja de captar
mayores detalles sobre el problema modelado, lo cual los hace muy ttiles en diversas

aplicaciones en la vida real [12].

En la ultima década se ha propuesto utilizar al modelo elipsoidal como alternativa
para modelar la electrofisiologia de la cabeza como se ha visto en |13-15]. Sin embargo
también ha sido utilizado para modelar la actividad eléctrica del estomago [12,16]. Gra-
cias al modelo elipsoidal y el uso de corrientes dipolares, en [12] se pudo formular una
expresion analitica para el potencial eléctrico y el campo magnético producidos por la
actividad gastrica. La simulacion alli reportada logra captar las principales caracteristi-

cas de la actividad eléctrica. Los autores sustentaron su modelo mediante la comparacion



con otros resultados experimentales y simulaciones en [16-18]. Sin embargo, ain no se
sabe a ciencia cierta hasta cuantos de los armoénicos elipsoidales es suficiente considerar
para aproximar eficientemente la serie infinita que caracteriza al modelo elipsoidal. La
aportacion de dichos términos al potencial eléctrico no decae monotéonicamente tal co-
mo sucede en el modelo esférico con sus correspondientes armoénicos. Esto sugiere que
se debe realizar mas investigacion teérica y computacional para obtener un potencial
eléctrico que incluya armonicos elipsoidales mayores a dos (que es la aproximacion mas

ampliamente utilizada en la literatura) y verificar sisteméaticamente su aportacion.

Por otro lado, el uso de una geometria elipsoidal para modelar la cabeza es 1til en
casos en los que la incorporacion de la anisotropia de la cabeza es importante, pero un
modelo realista no puede ser definido. Tal como en el caso de magnetoencefalografia
(MEG) fetal, donde la inaccesibilidad del feto no permite el uso de mejores aproxima-
ciones [14]. Recientemente se han desarrollado aproximaciones con funciones armonicas
de segundo orden para el potencial eléctrico y campos magnéticos en una geometria
elipsoidal de multicapas [19,20]. Sin embargo, las expresiones matematicas para estas
aproximaciones no son adecuadas para operar con modelos de los campos bioelectro-
magnéticos ya que son sumatorias infinitas que involucran funciones armonicas. Para
estas expresiones solo existen soluciones analiticas para orden menor o igual a dos. Pa-
ra resolver esta problematica, en [15] se presentan soluciones algebraicas al problema
directo para EEG/MEG y dichas soluciones facilitan el analisis del problema inverso de

caracterizar las fuentes de actividad bioeléctrica a partir de mediciones de EEG/MEG.

El modelo elipsoidal es una de las pocas geometrias en la cual las expresiones para
el potencial del campo eléctrico y magnético pueden ser formuladas analiticamente en
términos de corrientes dipolares [16]. Sin embargo, en [12] se sugiere que para futuras
investigaciones tedricas y/o computacionales es necesario obtener expresiones que inclu-
yan términos arménicos de grado superior a dos. Tal trabajo ayudaria a elucidar cuan
grande es el error de aproximacion al truncar la serie infinita. Ademaés, en [21] se de-

mostro que tales términos tienen un papel importante al resolver problemas de frontera



geodésicos. Contribuciones de orden superior para el potencial podrian no ser esenciales
cuando de resolver el problema directo se trata. Sin embargo, la situaciéon podria ser
diferente en el caso del problema inverso, ya que pequenos cambios en la medicion o
en los potenciales simulados podrian ocasionar cambios significativos en las fuentes re-
construidas. Asi pues, la precision del modelo directo elipsoidal no esta completamente
elucidada y necesita mas investigacion. Resolver esta probleméatica posiblemente invo-
lucra el proceso de validar el problema inverso en la geometria elipsoidal basada en un
andlisis del error asociado con el nimero de términos armoénicos. Es por ello que, en
este trabajo de tesis, se desarrolld un esquema para facilitar la solucion numérica del
problema directo en EEG/MEG cuando se utiliza un modelo elipsoidal con armonicos

de orden mayor que dos.

Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: la Seccién 2 muestra
la hipotesis que dio origen a la investigacion desarrollada. En la Seccion 3 se muestra
el objetivo general que persigue este trabajo. Igualmente alli se desglosan los objetivos
particulares. En la Seccién 4 se establecen los fundamentos teéricos de los que se parte
y se plantea la soluciéon al problema directo para el modelo elipsoidal en EEG y MEG.
A fin de validar el método y mostrar su aplicabilidad, en la Seccion 5 se describen los
experimentos realizados y los resultados obtenidos tanto para datos simulados en EEG
y MEG, como para datos reales en MEG. Finalmente, en la Seccién 6 se exponen las

conclusiones y se describe el trabajo a futuro.



2. Hipbtesis

Utilizar términos armoénicos de orden mayor a dos en la solucion del problema directo
en EEG/MEG, ayudara a obtener mejores soluciones del problema inverso neuroelec-

tromagnético.



3. Objetivos

3.1. Objetivo General

Desarrollar una implementacion de la solucion al problema directo de EEG/MEG
en un modelo elipsoidal que incluya armonicos de orden mayor a dos, tal que la solucion
sea computacionalmente rapida y facilmente implementable en la solucion del problema

inverso neuroeléctrico.

3.2. Objetivos Particulares

= Establecr el potencial eléctrico y magnético con funciones arménicas de orden

mayor a dos.

= Proponer una representacién matricial de un kernel para su facil implementacion

computacional del problema directo del modelo elipsoidal.

= Cuantificar la aportacion en el modelo de las funciones armonicas elipsoidales de

ordenes mayores a dos.

= Demostrar la aplicabilidad del método propuesto con datos reales de actividad

cerebral evocada.



4. Metodologia

4.1. Solucién del problema directo

El fené6meno neuroelectromagnetico puede modelarse a partir de la aproximacion
cuasi-estatica de las ecuaciones de Maxwell, esto debido a las bajas frecuencias de
la actividad cerebral, haciendo que las derivadas en el tiempo sean suficientemente
pequenas como para poder ser despreciadas en el calculo de los campos asociados.
Bajo estas condiciones, los campos estaticos electromagnéticos se pueden escribir de la

siguiente manera:

donde b es el campo magnético, E es el campo eléctrico, 7 = [r,,ry,7.]7 es el punto
de observacion (en nuestro caso corresponde a uno de los sitios de medicion), py =
471107 Hm™! es la permeabilidad magnética (la cual se supone igual dentro y fuera del
cerebro), y J es la densidad de corriente. En vista de que E es un campo irrotacional,

puede ser representado en términos del potencial eléctrico v como:

E(r)=—-Vu(r). (6)

Tal como se menciono en la introduccién, en el caso del fenémeno neuroeléctrico, la

densidad de corriente puede ser dividida en dos componentes: pasiva y primaria. En el



medio conductor las corrientes pasivas J" resultan de los campos eléctricos macrosco-

picos y estan representados por la siguiente expresion:

donde o () es la conductividad eléctrica en r . Por otro lado, las corrientes primarias J*
pueden considerarse como la suma de las corrientes neuronales impresas y las corrientes

celulares microscopicas pasivas, y estan dadas por:

JV =J(r) = J(r). (8)

Bajo estas condiciones, las ecuaciones que relacionan vy J* conforman la ley de Biot-

Savart-Maxwell en su forma de integral [4]:

1 P/ / /
- /v TP () — o (') Vo(r)]

r—7r

v(r)

: m dV('I”/), (9)

donde 7’ es el punto donde se localiza la fuente de actividad neuronal y V indica el
espacio interno del volumen conductor, en este caso la cabeza. De manera similar, b y

JT estan relacionadas mediante la siguiente expresion:

" r—r
lr —r']3

b(r) = 5—7‘; /V (TP = o(r') Vo ()] dv (r). (10)

En un modelo tipico de la cabeza, se puede suponer que ésta puede ser representada
por L diferentes regiones. Usualmente se divide en L = 4 regiones delimitando el cerebro,

fluido cerebroespinal, crdneo, y cuero cabelludo, o L = 3 regiones cuando el fluido

10



cerebroespinal no es considerado. Otra suposicién comun es que la conductividad o(7)
es constante e isotropica entre regiones. Por lo tanto, el gradiente de conductividad es
cero excepto en las superficies entre regiones, lo cual nos permite reescribir (9) como
una integral de superficie. Bajo estas condiciones, se supone que las L regiones del
modelo estan delimitadas por superficies S;, para [ = 1,..., L, yendo de la regién mas
interna a la region mas externa, y cada una con conductividad ¢;. Ademas, es posible
considerar que la fuente es modelada por una corriente dipolar equivalente (equivalent

current dipole o ECD):

JE(r) = qd(r —ry), (11)

donde q = [¢s,qy,q.]" es el momento dipolar, y 7o = [ro, 7oy, 70:]” es la ubicacion de
dicho dipolo. El modelo ECD es una simplificacién comiin cuyo uso es justificado en los
casos donde las dimensiones de la fuente son relativamente pequenas comparadas con
la distancia entre la fuente y los sensores de medicion [7], lo cual suele cumplirse en
respuestas evocadas y con experimentos relacionados a eventos espontaneos pero bien

focalizados (por ejemplo, focos epilépticos Jacksonianos).

Por lo tanto, sustituyendo el modelo de ECD (10) en (9), v por medio de identida-
des vectoriales simples, podemos reescribir la integral de volumen como una suma de
integrales de superficie (para mas detalles, ver [11]). Entonces, el potencial eléctrico en

la frontera de S, donde n € {1,2, ..., L}, esta dado por:

T — 17y r—7r

v (r) = @ S (e o) [ v T i) (12

r—rf — r

donde 0~ y o7 son las conductividades dentro y fuera de S, respectivamente, y uj es el
vector normal unitario que apunta hacia afuera de S; en el punto 7’. De manera similar

el campo magnético estd dado por:

11



T —T7To

bir) =2 g x T2 I =S oy o) [ ot x T Tsasie| s)

|r — 7|3

4.2. Modelo Elipsoidal

A continuaciéon se considera que las regiones estan delimitadas por elipsoides

concéntricas Sj, cada una de las cuales esta definida por la siguiente ecuacion:

S+ +—5 =1 (14)

donde aj1, ag9, g3 son los semi-ejes de la [-ésima elipsoide. Ademaés se supondra, sin
PE ) 94 5 3
perder generalidad, que +00 > ap 1 > ape > aps > ar_11 > 12 > Q13 > - >

Q11 > Q12 > Qrg > 0.

Entonces, (14) define un sistema de elipsoides con coordenadas (p, i, v) tales que

p € [\/ 043,1 - 0&737 +OO:| y M € [\/043,1 - 0&727 \/&3,1 - 043,3} I A 4 €

[ - \/ozil — a2y, \/af,l —aZ,|, donde el asterisco indica que cualquier elipsoide L

puede ser considerada, tal que todas las S; son confocales [22]. Las ecuaciones que re-
lacionan las coordenadas elipsoidales (p, i, V) con las coordenadas Cartesianas (z,y, z)

pueden encontrarse en el Apéndice A.1.

4.2.1. Problema directo en EEG

Cuando (12) puede resolverse para cualquiera de las capas, el intéres de este trabajo
es en el potencial medido en la capa mas externa, pues es alli donde se mide de manera

practica el EEG. Entonces, evaluando (12) en el voliimen definido por (14), el potencial

12



eléctrico en la superficie de la elipsoide mas externa de la cabeza (i.e., L=40 L = 3 si

se considera o no, respectivamente, el liquido céfalo-raquideo) estaria dado por [23]:

co 2n+1

np) 1 1 q-VEZ(p)
N m 1
L(Ir> OI[1 aL +ZZ ]Im OéLl E (p7ﬂ7 )7 ( 5)

m o, ,m
n=1 m=1 " Sn wl,n ’Yn

donde gj es una constante arbitraria y debido a que las mediciones en EEG son siempre
diferencias de potencial, se puede entonces suponer que gb = 0; (p, i, V) se refiere a las

componentes de r en el sistema de coordenadas elipsoidales; HE:% representa a las inte-

grales elipticas; S((:)) corresponde a constantes geométricas; w((:g corresponde a constantes
de conductividad; 7((:)) corresponde a constantes de normalizacion; ]Egi hace referencia
a las funciones armoénicas. En cada una de las variables anteriores, los subindices son
el grado y los superindices representan el orden. La soluciéon al problema directo bajo
estas condiciones se encuentra en [20, 24| para el caso en que la sumatoria infinita en
(15) es truncada hasta los armoénicos elipsoidales n = 3, lo que esta dado en (16), la cual
se muestra en la siguiente pagina y en donde u; es un vector en R3 tal que la i-ésima
componente es uno y las otras componentes son cero; r. = [p, i, I/T]T es el vector en
coordenadas Cartesianas transformado a coordenadas elipsoidales; A y A’ son las raices
del polinomio 337 | 1/(A — ai,;) = 0con A > A; h; son las distancias semi-focales;
A; y A son las raices de los polinomios asociados a las funciones arménicas de grado
tres; O(ely) son los términos de orden mayor o igual a cuatro; (7o) esta dado por la

matriz de 3 x 3 mostrada en (17) en la siguiente pagina. Para el caso de €'(r() basta

con sustituir A; por A} en la matriz Q(r).
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3

3 (g - wi)(r - u)li(pr)
vp(r) ~ :
1(r) drarp o203 ; wi(or)
3
87TO./L10(LQCYL3 A A/ ZZ:; 1 ’U/Z )
L (pr)Es(re)) B I3(pr)E5(7e))
AN —af )(apy)  pwiN(N —af )IE(aL)
3 i+
15 1" (pr)
+ U )T U) (T W) (T U -
dmap oo ;(q ) ) )T ])ngﬂ(am—ka“)l s (o)
i#£]

21 ]Iml T]Ezzl’l’e QT’O u; hl
Z[]IQ (0 )EZ(r))q - (Qro)us)

87TOCL 10 20¢), 3 (CKL 1)L(JJ3Z 1A (A A,)(AZ + 20412) h1h2h3
12 (p, JE2 (7)) q - (2 (ro)us) h; ]

=1

B (ap) pwP AN — A (A, + 2a2) hihohsy

7
) 105 (p.)
2 2 2 2 2 2 7 7
47TaL,10‘L72O‘L,3(04L,1aL,2 +tag 075+ aL,ZaL,3) Ii(ar1)rw]
3
X (g g ) (1 wg) () (1 wei—g) (ro - wi) (ro - wy), (16)
t,j=1
i<j
A
Q(ro) =
3ng T(Q)y r(2)z 27‘017“09 2102702
Al—a% + Al—a% + Al—oz% + 1 Az—a% Ag—a%
2 2
270270y r%z 37”0y e 210y T02
A1—a§ Ao a% + Ag—a% + A2—a§ + 1 A3 a%
210470z 2r0yT02 T‘Ox 3r(2)z
A1—a§ Ag—a% Az— a2 + A3 a2 + A3—a§ + 1
(17)
La aproximacion de cuarto orden se obtiene al evaluar (15) para n = 4y

m = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Esto requiere del célculo de las funciones de Lamé €, las

constantes de normalizacion v;", las funciones armonicas 7', las constantes geométricas
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Sy las derivadas direccionales g - VE. De [23,25] se obtuvieron los armonicos E}"
necesarios para después calcular todos los deméas terminos requeridos para la expresion
de la aproximaciéon de cuarto orden en el modelo elipsoidal. Que a la fecha no habian
sido calculados y que son parte de la contribucion de éste trabajo de tesis. Todos eso

términos pueden encontrarse en el Apéndice A.2.

Sustituyendo todos esos términos en (15) es posible llegar a la expansion de cuarto

orden para el calculo del potencial eléctrico, y la ecuacion que representa dicho potencial

es la siguiente:

vr(r) ~O0(el3)

315 o= MMy T () (ro - wa) (- w) (Prws)
Z 7 * Q1 * A0 i E4(p,u7y)
[(a1) *Si " wi

2T iprg 4 -
1=

3 2i+2
315 Mz I 1% P(rg) - - Uu; i
2 : +244 ( )( ( 0) (I) ) EZ +2< " V)

212 212 212 2i12
4o cpois I3 (1) *5; *Y4 wj

=1

3 2143 /
1 M T P "q) U, j
5 g M@ ) ) ) s g

47_‘_0410[2043 — Hii+3<a1> *SZH—3 *,ygi+3 wii+3
con
(I)(’l"o) =
22 1 222 x? 1 272 2x3
z2(2 oZify LT a%+93) 2109 iy LT a%+93> x1x2<a§+93)
2 222 2 22
513'3(2 a{-ﬁ&; -1+ a%j-l@zl) xlx?’(ag?ﬂ) xl(z aiﬁf% -1+ O‘%fb‘l) ’
2 272 2 22
x2x3(a§j}95> xg(z a{-ﬁ% -1+ 0‘%?95) x2(2 a%w':i‘% -1+ 0%1395)
(19)
1 ap 1 Gt
m( aiﬁ@z - 1) + a%+92( aifﬁ o 1)
_ 1 zy 1 3
(1)1(7“0) N 0‘§+91( aiﬁ(?z N 1) T a%+92( aifﬁ N 1) ’ (20)
- i 1)+ L ( i 1)
a§+01 a%+92 a§+02 ai+91
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donde ®'(7() se obtiene al sustituir 3, 04, 05 por 65,0}, 0%; M *S™ v *~4™  estan defi-
nidas en A.2.

4.2.2. Problema directo en MEG

La soluciéon al problema directo en MEG para un modelo elipsoidal involucra una

expansion multipolar en la cual el campo magnético es aproximado como [26]:

b(r) ~ Z—; (Byua(T) + boct (7)) . (21)

En tal aproximacion, bg,, son los terminos armoénicos cuadrupolares de para n = 2, los

cuales estan dador por [19]

F!l 3 Sy, F2 3 a - 1l
bqua(r) 2(r6) Z q-u; W 2(re) q-u;

N Ao — Af — Ao—af ! Ao — Af — A{)—a?
3
150 @ ) w) (- w) (r)u, (22)
ij=1
o
donde

2 2 2 2 2 2
QaqyTo, — A34zT0, u 34270, — O14zT0, u 14zT0, — XqyT0,

1 2 Uus, (23)
ad + a3 a? + a3 a? + a3

q=

corresponde al momento dipolar ¢ modificado por la conductividad y el espacio, efectos

ambos de la anisotropfia.
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Ademés de byyuq, boer en (21) contiene los términos octapolares anadidos en la apro-

ximacion:
3 i— i— i i
By (r) = — 3 hi g%V B3 (r)F3 (re)  E3(ro)F3(r.)
oct 2(hahahs)? & A — A, "o T T
15
+ W(q X Vo E3(10))F3(re)
3
hih;
UuU; X U ; ;
h1h2h3 10(h1hohs)? ;; ] A - Ai)(Aj - Aj)
q- V. B (ro) , i
X { Aj°+32a? [D(Ay, A))FF () — D(A], Aj)F5 (1)
q- VTOE2j(r ) I\ 2i— 1At i
- A3+23a2 DAy, AFZ (r) — B(A], A)FZ (1]
3
v
] 2h3 q-Vr,
h1h2h3 (hihahs)? jzl Ry
. (A; — a?)EF ™ (7o) - a?)ES (ro) Fl(r)
T;(A; +202) TN +2a2) |20 °
4 @ VrBi(r) g (1) ekl
AN (hnhohs)® &= A — A)
Ai(Ai = o )FF (o) Aj(A] — af)F5 () (24)
T, I ’
con
20;(a? — a?)
AZ A K3 J f . . 2
Rk oy v [ T v M 9
y

;=[] — o). (26)

Jj=1

Adicionalmente, I', se obtiene intercambiando A por A; en (26); A; y A} son raices de la

ecuacion cuadratica 320 [1/(A; — a2) +2/(A; — a?)] = 0, tal que A; > A}; V,, en (24)

indica la derivada direccional con respecto a ry; h? = o — a3,

h% = a} — a2 hi = a3 — a3 son las distancias semifocales.
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4.3. Reformulacién algebraica de las soluciones

4.3.1. Kernel en EEG

La expresion (18) no es adecuada para una solucion numérica del problema inverso
en EEG, debido a que corresponde a una caracterizacion donde los parametros lineales
(magnitud) y no lineales (localizacion) de la fuente se encuentran acoplados. Por lo
tanto, se desea reformular la solucion al problema directo (tal y como se realizo en [15])
con una solucion basada en factorizaciones algebraicas de vectores y matrices. Entonces,

el objetivo aqui es representar el potencial eléctrico de la siguiente manera:

v(r) = k(r,r0)q, (27)

tal que k(r,ro) es el vector kernel de 3 x 1 para EEG. Para ese propésito, se definen

los siguientes vectores:

3 e
ME MY T (p) '
H = Al ‘ 2‘ 4 ]EZ T i .
3(T) ;* }l*’}/}l (.Ui Hi(al) 4(p7ﬂ7 V)'U:Z’U, , ( )
3 . i
) = 3= M OB g -
i=1 *SHAL wBAD HAL A2 () )
3 ; i
Hyr) = 3 Ml OB P s ) .
ST )

Por lo tanto, usando (19)-(20),(28)-(30), y descartando términos de grado superior, se

puede expresar el kernel como:

315
k(r,ro) = kos + kos + WH?»(T)(U? -10)®1(r0)
315 315
- H oo} — H d’ 31
T oo Ha(r)2(ro) + e Hi(r) () (31)
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donde koo vy ko3 son el vector kernel para n = 2 y n = 3, respectivamente, los cuales

fueron desarrollados como parte de trabajos anteriores (ver [15,24]).

La expresion (31) considera el calculo del potencial eléctrico en un sélo sitio de
medicion. Por ello, es necesario considerar el caso cuando las medidas de EEG son
obtenidas de un arreglo de M sensores localizados en 7,7, ..., 7). Entonces, sea v =

[v(r1),v(ry), ..., v(rm)]T v definiendo a la matriz respuesta del arreglo de M x 3 como:

kT(Tlﬂ“o)
kT

(72, 70)

kT(”‘M, 7’0)

se puede extender (27) con (32) a una expresion matricial que contiene M kernel solu-

ciones:

v = Agq. (33)

Miés atn para el caso en el que permitamos que la corriente dipolar varie en el tiempo
pero permanezca en la misma posicién, la extensiéon a un modelo espacio-temporal

estaria dada simplemente por v(t) = Aq(t).

4.3.2. Kernel en MEG

Claramente, (22) y (24) tampoco son adecuadas para una solucién numérica de la
solucion al problema inverso en MEG [27]. Por esta razon, hemos reformulado algebrai-
camente dichas ecuaciones (de manera similar a como se hizo para el caso de EEG en

la seccion anterior) para representar el campo magnético de la siguiente manera:
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(34)

donde K (7,7¢) es la matriz kernel de 3 x 3 para MEG.

Para poder llegar a la forma de (34), es necesario definir las siguientes matrices

auxiliares:

3

)=

=1

2.

Qa(ro)

3
IFI ¢) ]F2 re)
Yo — Zl (Ao — A (A — a2)
3 4
0 roryIo(re)  rerIi(re)
A 3 5
Q(r) = |ryr,I3(r.) 0 ryrI3(7re) |
4 5
ror5(re)  ryr I3(re) 0
3 T(%'ui-‘rQT(?)w"Ll,l + 1 2TOZT0y 271021702
1=1 Al—a? Ag—a% Ag—a%
210270y 23 T(Q)'ui+2’"(2)y‘“2 +1 2royToz
Al—ag =1 Ag—a? Ag—ag
2r0zT02 210y 0z 23 r%-u¢+2r82-U3
A1—a3 AQ_OCE =1 Ag—ai
210,70, 27“01,7‘0?!
0 Mool Mol
1—af A1—aj
A | 2r,ro, 3 rdui+2rd u
Alfag 0 Zi:l A17a? + 1
2T0E7‘0y 3 r%-ui+2r(2m-u1
L Ai—aZ _(zi:1 A—a2 + 1) 0
27’0y7’oz 3 r%~ui+2r§y-u2
é . 27"0y T0, 0 270, Ty
Ag—ag /\2—0451
23 'rg-ui+2r3y-u2 1 270,70, 0
| £~i=1 Ag—a? Ag—a%
3 riui+2rd us 2704702 ]
O Zi:l A3fa? + 1 Agfa%
A 3 1'0 u1+2r0 “us 210270
Q3(ro) = —(> i1 As— az +1) 0 —A;af
210y 702 _ 210270z O
Ag—ag Ag—af
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To,To, —To,70.
A
Qu(ro) = —T0,70, 0 T0,70. (41)
T'()x?”oz —TOyT’oz O
2 2
0 a5T0, o 370,
a%—&-a% a%—&-a%
2 2
Q r é _ ofro, Q3T 42
5(To) odra; U ool (42)
a%roy . aro, 0
a%Jra% a%+a%

Utilizando (37)-(42) en (24), la matriz kernel para MEG se puede escribir de la siguiente
manera:

™

K(r,rg) = —{H(T)Q5(TO)

3
3 hk 2k—1 / 2k
- Q F e) —Q F2*(p,
2h1h2h3;Ak—Ag[ #(ro)F™ (re) = 2 (ro)F' ()

15
+ W94("‘0)F§(7’e)

. 3 i hi(ug, X uj)“?
10h1h2h3 kj=1 (Ak - Az)(AJ - A;)
k#j

L;(Q(ro)uul)T - ,
X { : A]+2;J2J [CI)(Ak7AJ)F§k 1(T€> _(I)(AkvAj>F§k(reﬂ

(Y (ro)uul)” , B L
- N + 2;2 ’ [CI)(A/W A])ng l(re) - CI)(Ak’ Aj)]ng(Te)}
J J
L3S {(Ak — ad)(Qro)uuf)’
(h1hahs)? IR A — A (Ag +20a3)
(A = o) (ro)upug)" | o
T (AL t2a)) s(re)
PR S o b I S il
AoAphihohs = Ay — A, Ty

B A (A% —gz)ng(re)] diag{adj{diag{'ro}}}T}a (43)
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donde adj{-} indica la matriz adjunta, y diag{-} es un vector formado por los elementos
de la diagonal principal de una matriz dada, o una matriz diagonal formada por los

elementos de un vector dado, respectivamente.

Finalmente, para el caso donde las mediciones son obtenidas de un arreglo de M

sensores posicionados en 71, 7o, ..., ), podemos extender la representacion del ker-
nel en una matriz respuesta del arreglo definiendo B = [b(ry)T,b(r2)T, ... b(ry)T] v
A= [K(ry,r0)", K(re,m0)”, ..., K(ry,m0)"]". Entonces, podemos expandir (34) en

la matriz respuesta del arreglo dada por

B = Aq. (44)

Igualmente este modelo puede ser expandido a una representacion espacio-temporal
permitiendo que g varie en el tiempo. Entonces, asumiendo que las fuentes permanecen

fijas durante el periodo de medicidn, tenemos que:

B(t) = Aq(t). (45)
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5. Resultados y discusién

En esta seccion se evalta la solucion al problema directo y problema inverso con el
modelo elipsoidal propuesto con términos armonicos con n > 2. Con el propoésito de ha-
cer una comparacion lo més cercana a la realidad, hemos comenzado utilizando como re-
ferencia un modelo para la cabeza obtenido del portal MEG-SIM
(http://cobre.mrn.org/megsim/), de donde elegimos usar la anatomia correspondien-
te al Sujeto 1. En dicho portal podemos encontrar registros de datos simulados y datos
reales, y dichos registros se encuentran alli de manera gratuita para propositos de in-
vestigacion [28|. Ademas, el portal de MEG-SIM provee informacion anatéomica de la
resonancia magnética de cada sujeto de prueba. Con esta informaciéon hemos creado un
modelo realista segmentado las imagenes con el software Brain VISA [29]. Posteriormen-
te se crearon las mallas que forman las distintas capas de la cabeza utilizando el software
Brainstorm [30]. En nuestro caso, el volumen correspondiente al cerebro fue construido
con 11520 tridangulos y 5762 nodos; el craneo con 1280 tridngulos y 642 nodos; el cuero

cabelludo con 2160 triangulos y 1082 nodos.

5.1. Electroencefalografia

En el caso de EEG, se implementaron y probaron las soluciones correspondientes
an = 2,3,4 para la estimacion de la actividad neuronal en mediciones de datos si-
mulados de actividad cerebral localizada en el lobulo parietal izquierdo. Se utilizaron
como localizacion de los sensores 400 puntos medios de la malla de la cabeza previa-
mente descrita. Después, se calcul6d la mejor elipsoide que aproxima la geometria del
cerebro tal que minimizara el error en distancia respecto a la regiéon temporal, centro
parietal y occipital del modelo realista. La elipsoide correspondiente se muestra en la
Figura 3, la cual cuenta con semi-ejes [aq, ag, as] = [81.14,63.71,61.15] mm y conducti-
vidades eléctricas para el cerebro, liquido cefalorraquideo, craneo y cuero cabelludo de

[0.33,1.79,0.0041,0.33] Sm™ 1, respectivamente.
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Figura 3: Aproximacion elipsoidal del cerebro.

Bajo esas condiciones, se dio solucion al problema directo primero generando el
potencial eléctrico méas cercano al que podria ser observado en la realidad. Esto se realizo
a través del método de elementos de frontera (BEM), descrito en [31], y utilizando una
corriente dipolar con posicion en ry = [—30.08,52.27,76.22]" mm y momento dipolar

variante en el tiempo:

4z = O,
gy = 15¢” R — 5o (500", (46)
q. = 13~ (5200 — e—(tzggo)Q’

donde q = [¢z, gy, ¢:]" nA'm y tiempo de 0-1000 ms. La solucion del problema directo
propuesto para este ejemplo se muestra en la Figura 4 para el instante de tiempo

t = 600 ms.

Asi pues, la evaluacion de las soluciones elipsoidales propuestas consiste en la com-
paracion de la actividad neuronal g estimada a partir de datos generados a partir del

modelo por BEM contra aquellas producidas por el modelo elipsoidal. La estimacién
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de la actividad neuronal en el modelo elipsoidal se realizd las matrices respuesta del
arreglo involucradas, y considerando la representacion del campo como en (33). La es-
timacion de g (solucion al problema inverso) aqui utilizada para todos los casos fue la

aproximacién por minimos cuadrados, que esta dada por:

g=(A"A) A", (47)

para un conjunto de mediciones del campo eléctrico v. La magnitud de las estimaciones

correspondientes se muestra en la Figura 5.

Los potenciales generados por la aproximacion con n = 4 estdn mas cercanos (en
magnitud y focalizacion) a aquellos producidos por la solucion realista basada en BEM.
Aln y cuando las aproximaciones con n = 2, 3,4 sobrestiman la magnitud del dipolo
(debido al error implicito en el modelado de la cabeza), n = 4 es quien se acerca mas
a la magnitud real del dipolo. Estos resultados cualitativos muestran que la solucién al
problema directo con términos armoénicos n > 2 podrian mejorar la solucion al problema

inverso en EEG.
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(a) Modelo realista

(b) Aproximacion cuarto-orden

Figura 4: Potenciales de EEG generados en (a) BEM y (b) modelo elipsoidal para aproximar

el cerebro. Las barras de color indican la magnitud de los potenciales (voltios).
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Figura 5: Magnitud de la actividad cerebral simulada de acuerdo a (46) mostrada en negro,

y su magnitud estimada a través de modelos elipsoidales mostrada en colores.
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5.2. Magnetoencefalografia

Mostramos la aplicabilidad del modelo propuesto para n = 3 en la solucién del
problema directo en MEG a través de una serie de ejemplos numéricos con datos simu-
lados y reales. Primero comparamos mediciones de MEG generadas por nuestro modelo
contra la aproximaciéon previamente disponible para n = 2. Después se evaluaron los
errores producidos por ambos modelos al estimar la actividad neuronal de respuestas

evocadas visuales.

5.2.1. Solucién al problema directo

En la solucion al problema directo en MEG se utilizaron M = 275 magnetoémetros
(de acuerdo a las especificaciones del sistema comercial de medicion CTF MEG) cuya
ubicacion se muestra en la Figura 6. La elipsoide utilizada para la geometria del cerebro

es la previamente descrita en la Seccion 5.1, Figura 3.

Entonces, mediciones de MEG fueron simuladas para el modelo previamente descrito
en esta seccion para las aproximaciones del modelo elipsoidal de con n = 2, 3, definidas
en [15] y (43), respectivamente. Resultados representativos del problema directo son
presentados para el caso de un dipolo ubicado en ry = [—23.45, —29.32,77.20]7 mm
(aproximadamente ubicado en una region fronto-central del cerebro), tangencial a la
superficie de la corteza cerebral, y con orientacién de 45° con respecto a la linea media.
Igualmente, para poder comparar contra una situacion mas real, las mediciones de MEG

fueron también implementadas usando BEM.

Los resultados de nuestro ejemplo representativo se muestran en la Figura 7 en donde
la distribucion (interpolada) del campo magnético se presenta sobre la superficie de una
geometria tipo casco que se define a través de la posicion de los magnetémetros. Podemos
observar que los campos generados por la aproximacion de tercer orden estan mas
focalizados alrededor de la posicion de la fuente en comparacion de aquellos obtenidos

por la aproximacion de segundo orden. Sin embargo, la aproximacién de tercer orden
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Figura 6: Aproximacion al modelo realista (los asteriscos indican la posicion de los magne-

tometros por encima de la cabeza)

parece subestimar los campos magnéticos (internos), lo cual hace que su solucion al
problema directo sea menos simétrica que la de segundo orden. Los campos generados
por la aproximacion de tercer orden se acercan méas a los observados en la solucion del

problema directo en BEM.

5.2.2. Evaluando soluciones inversas

Para los siguientes ejemplos numéricos, se propuso el problema inverso de estimar
la magnitud de tres tipos de actividad neuronal simulada y real, correspondiente a
campos magnéticos evocados por estimulo visual. La posicion de la fuente se asume
conocida (o por lo menos, su valor estimado). La estimacion de la actividad neuronal
es realizada para las aprximaciones de segundo y tercer orden y, considerando el campo
representado en (45). Bajo estas condiciones, la aproximacion por minimos cuadrados

de las magnitudes de los tres dipolos esta dada por:

Q= (ATA)'AB, (48)

para un conjunto de mediciones del campo magnético B. Hay que hacer notar que dichas

mediciones en la practica corresponden a la componente ortogonal a los magnetémetros
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(a) Aproximacion realista por

BEM
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(b) Aproximacion elipsoidal de se-
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-1-050 05 1
[ —

(c) Aproximacion elipsoidal de

tercer orden

Figura 7: Comparacion de la solucion al problema directo en MEG (en fTeslas) para un ECD

tangencial y posicién en ro = [—~23.45, —29.32,77.20]7 mm.
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(cuya orientacion es conocida). Por consiguiente, en nuestro caso, solo las proyecciones
de los kerneles K (7, 7() en esas direcciones son consideradas. Es por ello que en nuestros
experimentos, B es una matriz de tamano M x N, donde N es el nimero total de
muestras en el tiempo, A = [A;, Ay, A3] es de tamano M x 9 (i.e., una matriz que
contiene tres arreglos matriciales de M x 3, uno para cada una de las tres fuentes), y
@ = [§1, G2, gs]" es una matriz de 9 x N (i.e., una matriz que contiene tres arreglos

de 3 x N correspondientes a las magnitudes en las componentes Cartesianas para cada

una de las tres fuentes estimadas).

5.2.2.1 Experimentos con fuentes simuladas

Las mediciones realistas simuladas correspondientes a Visual Dataset 1.A en el por-
tal de MEG-SIM fueron utilizadas para estos ejemplos numeéricos. Este conjunto de
mediciones representan tres fuentes asincronas localizadas en la corteza visual primaria
(V1), tercer complejo visual (V3), y en el surco intraparietal (IPS) del Sujeto # 1. Las
posiciones exactas de dichas fuentes, asi como sus cursos temporales, son proporcio-
nados en [28|. Basado en dicha informacion, se eligieron los pares {magnitud [nA-m],
tiempo [ms|} de sus picos méximos y fisiologicamente representativos como referencias
con propositos de comparacion. Entonces, el error (sesgo entre valores verdaderos y
estimados) de dichos puntos de referencia se evalu6 para los modelos elipsoidales con
n = 2,3 y para dos condiciones: datos sin ruido y datos con ruido de colores (ruido
correlacionado realisticamente simulado, de acuerdo a [28]). Bajo esas condiciones, la
aproximacion en (48) se utilizé para estimar la actividad neuronal correspondiente a
V1, V3, e IPS. Las magnitudes de esas estimaciones se muestran en la Figura 8, para
el caso de datos sin ruido, y en la Figura 9, para datos con ruido. En éste tltimo caso,
las estimaciones filtradas fueron incluidas (se us6 un paso banda entre 1-40 Hz para

suavizar la respuesta).

Ambas aproximaciones elipsoidales de segundo y tercer orden estan sujetas a errores

de modelado debido a que la orientacién de la fuente no es conocida. Por lo tanto, las
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fuentes (48) fueron estimadas teniendo una posicion fija pero rotacion libre. Teniendo eso
en mente, es claro que ambos modelos elipsoidales introducen un error en la magnitud
de las fuentes. Sin embargo, el modelo de tercer orden es quien se aproxima més a las
magnitudes reales (30 nA-m para el pico méximo), mientras que el modelo de segundo
orden tiende a sobrestimar las magnitudes. Dicho error es més evidente en el caso de los
datos con ruido de MEG, donde las fuentes estimadas basadas en el modelo de segundo

orden muestran un nivel mas alto de ondulaciones en la respuesta.

El error en la magnitud también tiene impacto en los tiempos en que ocurren los
picos caracteristicos de la actividad neuronal. Esto es méas evidente en el caso de la
aproximacion de segundo orden. Estos resultados se resumen en términos del error
de nuestros puntos de referencia en las Tablas 1 y 2 para los casos sin y con ruido,

respectivamente.

Tabla 1: Error en las tres principales referencias en la estimacion de las fuentes simuladas de
actividad evocada visual para datos sin ruido de MEG. Todos los valores se indican en pares

{magnitud [nA-m]|, tiempo [ms|}. Los asteriscos indican los datos que fueron posibles obtener.

Referencia 1
ECD Vi1 V3 1PS
Orden n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3
Error {3.0372,0}  {6.3146,1}  {10.9066,5}  {0.2758,0} {*, %} {0.5483,12}
Referencia 2
ECD Vi V3 1PS
Orden n=2 n=3 n=2 n=23 n=2 n=23

Error {27.0290,6} {14.7836,4} {67.5356,0} {13.9432,2} {37.7256,3} {11.2243,10}

Referencia 3
ECD V1 V3 1PS
Orden n=2 n=3 n=2 n=23 n=2 n=23

Error {11.9234,6} {7.6463,10} {29.4599,21} {6.2279,32} {17.7168,46} {4.6682, 16}
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Tabla 2: Error en las tres principales referencias en las fuentes simuladas de actividad evocada
visual para datos con ruido de MEG. Todos los valores se indican en pares {magnitud [nA-m],

tiempo |ms]}.

Referencia 1

ECD V1 V3 IPS

Orden n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3

Error {3.5996,103.5} {3.6053,109.5} {17.9478,4}  {1.5547,6} {7.7154,2}  {2.2549,112.5}

Referencia 2
ECD Vi V3 IPS
Orden n=2 n=23 n=2 n=23 n=2 n=3

Error  {26.9853,4.5}  {14.4784,3.5} {61.0134,0.5} {14.2301,2.5} {35.0561,4.5}  {8.8804,10.5}

Referencia 3
ECD V1 V3 IPS
Orden n=2 n=3 n=2 n=3 n=2 n=3

Error {14.6648,4.5}  {5.9971,11.5} {25.3028,3.5} {8.1857,15.5} {18.5590,53.5}  {3.5806,7.5}

5.2.2.2 Experimentos con fuente de actividad cerebral real

Para los siguientes ejemplos numeéricos se utilizaron mediciones de MEG corres-
pondientes al estudio de la respuesta evocada visual del Sujeto # 1 en el portal de
MEG-SIM. Estas mediciones se obtuvieron mientras el sujeto observaba un pequeno
patron en el campo visual izquierdo. Dicho patrén activo una region de 4 mm? de te-
jido sobre la corteza contralateral V1. Mas detalles sobre el diseno del experimento se

pueden encontrar en [28].

De manera similar que en el caso de fuentes simuladas, evaluamos ambas aproxima-
ciones elipsoidales de segundo y tercer orden en la estimaciéon de la actividad neuronal
basadas en los picos caracteristicos del producto de la estimulacién. Especificamente,
en la estimulacién visual se conocen tres picos en el campo magnético, usualmente re-
feridos como N1, P1, y N2, los cuales forman una onda mejor conocida como potencial

evocado visual N75-P100-N145 [32]. Entonces, la evaluacion de la actividad neuronal
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fue basada en la recuperacion de la onda N1-P1-N2 de las mediciones en MEG. Debido a
que la posicion real de la actividad neuronal no es conocida, se utilizé la mejor posicion
estimada basada en diferentes técnicas de procesamiento de sefiales (beamforming). La
discusion acerca de la estimacion de la posicion esta fuera de contexto en este trabajo,
pero los detalles (para los mismos datos de MEG) se pueden encontrar en [33]. Al final,
para propoésitos de este trabajo se verificd que la estimacion de la posicidon coincidiera
con la region anatomica esperada (contra lateral en V1) y el angulo visual (1° en nuestro

caso).

Bajo esas condiciones, de nuevo utilizamos la aproximaciéon por minimos cuadrados
para estimar la actividad neuronal. Dicho estimador para el caso de una sola fuente esté
dado simplemente por §; = (AT A;)"* AT B. La magnitud de §; resultante se muestra en
la Figura 10. De nuevo, se muestra la estimacion cruda, asi como una version filtrada de
la misma. Ademés, los puntos de referencia estan indicados con flechas. Los resultados
muestran que, mientras ambas aproximaciones del modelo elipsoidal fallan al estimar la
componente P100 (quizéas se deba a la restriccion en la orientracion de nuestro modelo
de actividad neuronal y al uso de una posicion estimada), es claro que la aproximacion
de segundo orden tiende a subestimar N75 (su magnitud es comparable con los picos
del ruido) y a sobrestimar N145. Por otro lado, es mas sencillo identificar N75 en la
aproximacion de tercer orden y las magnitudes de ambas, N75 y N145, estan dentro de

los valores esperados (30 nA-m en el pico maximo).
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6. Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis se propusieron soluciones al problema directo de hasta cuarto orden
para EEG, y hasta tercer orden para MEG, tal que dichas soluciones fueran compu-
tacionalmente rapidas y de facil uso en la soluciéon del problema inverso neuroeléctrico,
similar a lo anteriormente propuesto en [15] y [34]. La solucion de este problema estuvo
motivada por el desconocimiento de la aportacion de los armonicos elipsoidales y el
interés por saber si agregar armoénicos de orden mayor a dos tendrian impacto en la

solucion del problema neuroeléctrico inverso.

La aproximacion del potencial eléctrico de cuarto orden en la geometria elipsoidal
tiene una ligera mejora en la focalizacion del potencial eléctrico producido por un dipolo
eléctrico. Con dicha mejora en la solucién del problema directo, resolver el problema
inverso sigue presentando imprecisiones pues no esté claro cual es la aportacion de los
armoénicos de orden superior. Entonces, agregar armoénicos de cuarto orden no propor-
ciona grandes mejoras a la solucion del problema inverso, pero atn falta analizar el
impacto que esto tendra en la soluciéon del problema inverso de estimar la posicion del
dipolo. En base a estos resultados atin queda en duda hasta qué termino es necesario
truncar la sumatoria infinita del potencial eléctrico en el modelo elipsoidal para EEG.
Igualmente queda en duda si aumentar a un quinto orden, o superior, el problema de
la simetria en el momento dipolar quedaria resuelto. Sin embargo, queda claro que el
trabajo aqui presentado es un avance en esa direccion, pues establece el marco me-
todologico para la evaluacion del impacto de dichos armoénicos no s6lo en la solucion
del problema directo, sino también en el problema inverso. Esto es de suma importan-
cia pues es precisamente el problema inverso el que tiene mayor relevancia en estudios

clinicos y de neurociencias.

En cuanto a la aproximacién de tercer orden para el campo magnético en MEG se
obtiene una mejor soluciéon al problema inverso y esto se logra observar en la estimacion

de la actividad neuronal, tanto para los datos simulados con y sin ruido, como en los
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datos reales. Aunque la evaluacion ha sido en base a la estimacion del parametro lineal,
es evidente que hay una mejora en el modelo. Sin embargo, es necesario trabajar més
en la estimacion del parametro no lineal (estimacion de la posicion de ECD), utilizando

herramientas mas sofisticadas de optimizacion [35].

Se propusieron expresiones algebraicas (en forma de kernel) que permiten la im-
plementacion numérica de los modelos elipsoidales en la solucion al problema inverso
mediante el desacoplamiento de los parametros que definen completamente a las fuentes
de actividad cerebral: su magnitud en cada una de las direcciones del plano Cartesiano

y su ubicacién en la corteza cerebral.

Ejemplos numéricos con simulaciones realistas y/o datos reales de EEG/MEG mues-
tran la aplicabilidad de los modelos propuestos en la soluciéon del problema inverso para

la estimacion de la actividad neuronal en respuestas evocadas fisiologicamente factibles.

El trabajo a futuro es entonces extender el modelo elipsoidal para EEG/MEG a un
orden 30. Para ello se tendra que dar soluciéon numérica a los armonicos elipsoidales
involucrados debido a que es practicamente imposible proporcionar una solucién anali-
tica. Una vez realizado lo antes mencionado, se tendra que evaluar nuevamente si existe
mejora o no en el modelo con respecto a los armonicos anteriores y ver si realmente no
existe un patréon asociado a estos términos en su aportacion a los campos bioelectromag-
néticos. Dicha evaluacién tendra que hacerse no sélo en términos del sesgo introducido
en el parametro de magnitud de las fuentes, sino también en su ubicacion. Entonces,
tendra que ser necesario hacer uso de una referencia, como la frontera de Cramér-Rao,

para hacer dicha evaluacion [36].

7. Contribuciones de la tesis

Este trabajo dio lugar a dos publicaciones, una en la revista International Journal for

Numerical Methods in Biomedical Engineering y la otra presentada en el congreso 38th
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Annual International Conference of the IEEE Engineering in Medicine and Biology
Society, llevado a cabo los dias 16-20 de agosto de 2016 en Orlando, Florida, EUA
|37, 38].
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A. Apéndices

A.1. Coordenadas elipsoidales

Las coordenadas elipsoidales (p, 1, ) estan relacionadas con las coordenadas Carte-

sianas (z,y, z) por medio de las siguientes relaciones

puv

Sy A

s B o s [ e
N CETICET

Y e 1 s Rl O e s
@ =@ =) ’

?

donde el subindice de los semi-ejes que indica la capa o regién se ha eliminado por
conveniencia ya que se asume que todos los elipsoides son confocales. La mayoria de
las ocasiones se desea pasar de coordenadas Cartesianas a Elipsoidales. Por lo tanto, se
debe resolver el sistema no lineal formado por (1.1)-(1.3) restringido por los dominios

de p, vy v como se describen en la Secciéon 4.

A.2. Integrales, derivadas y constantes armoénicas

Para evaluar (13)-(14) y ecuaciones subsecuentes, se requiere evaluar las integrales

elipticas [, y las funciones armoénicas interiores [E de diferente orden y grado:

+oo dr
]I:?(p) :/ ) 2 ) (A4)
eotlep(y/THad)| VT alvT T a3yt a3

donde €7(+) es la funcion interior de Lamé de orden a y grado b; 7 es cualquier com-

ponente de un punto en coordenadas Elipsoidales. Para los propositos de este trabajo,
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se requiere evaluar £)7'(-) solo para grados menores o iguales a tres. Bajo estas condi-
ciones, las funciones interiores de Lamé se encuentran en |27|, las cuales son necesarias
para expresar las constantes geométricas. A continuaciéon se muestran las constantes
geométricas las cuales estan dadas por la siguiente ecuacion:

S™ = e™(ay)e™ (ay)vprs. (A.5)
Entonces las constantes geométricas restantes para la aproximacion del potencial eléc-

trico de cuarto orden estan dadas por:

Pi—16 2 P — 16 P! — 16

72
*Siﬁ-i-?) s (OZ ) 7h’2> (2(1%&2

(14041 + s(Pk — 9) Th3)(a? + oz%)
140[2

2
*Si€+5 as Oé 7h ><
)(of

(14041 + S(Pk — 9) — Th%)(a? + 043)) (A8)
14063

i s(PfF—9) (1402 + s(PF — 9)(a2 + a2)
S§+7 =03 (a% + 41—4) (20&20[3 + ! 1$a2a3 2 3 s (Ag)

donde s = h3 + h3,m = h3h%, y para el superindice de P, i = 1,2,3 y k = 1,2

(A7)

representan las raices de:

10 4 14 s
e — == A10
P1+P1—4 P1—16 m’ ( )
5h2 + 12h3 5h3 —4h3  8s?
9—2 72— = — A1l
P, —1 * P,—9 h3’ ( )
5h3 4+ 12h3 5hi —4h3  8s?
9— 2422 = A12
PB—1 Tp—9 12 (A.12)
1 1 2s*
- = —. A3
P4 -1 P4 -9 m ( )
La constante M? se define como
Mb = (a2 + 0) (a2 + 0) (a2 + 6), (A.14)
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ademas 0 corresponde a cada raiz de las siguientes ecuaciones

1 1 1 4

R N B M A (A.15)
1 1 1 4

&%+€1+a%+01+a§+91+92_g1:07 (A.16)

a%i@3+a§i03+a§ig3zo’ (A.17)
1 1 1

a%+94+a§+04+a§+94:0’ (A.18)
: 1 ; 0, (A.19)

+ + =
af+0s  ai+0; ai+0;
el subindice a corresponde para cada ecuacion de 6 y el superindice b corresponde a

cada raiz en dicha ecuacién.

Las constantes de normalizacion para cuarto orden se definien de la siguiente manera

v} = 35R3h8 + 40(h2 + h2)hShSe, + hihd (48(h§ +R2)? - 49h§h§) s
— (3 + B3)13h3 (16(43 + h3)? — 330313 ) s + (128(h3 + h3)*
— A08(h2 + h2)2h2h2 + 147h§h§)¢4 4 ABRSRS (1 — 4bn)
o+ 54(h + B3)3hS (v + ) — 3h3H3 (24045 + B)? — 25K33 ) (v + )
o+ 24(h5 + h3) (6(h3 + h3)? — 13h3h3 ) rvin + 63h3h3(15 + irekn)

— 84(h3 + h3)h3h3 (V1 + thaths) + <168(h§ + h3)? — 189h§h§)¢2¢4

+ 105h3h5(¢5 — thatha) — 210(h3 + h3)yaths + 315¢%, (A.20)
o, = I+ 13)(P1 — 16) gy = 1aR3(E + h3)(Pr — 16)°
7 49P;
by — (h3 + h3)(PL— 16)2  2h3h3(p: — 16) b m hini (P — 16)2
196 7P 49 P}
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donde *~3,* 43 son obtenidas sustituyendo las raices P/, P,
74 = —35hSS + 40(h3 + h3)hShdier + ik (48(43 + h3)? — 49h3hE ) oy
o+ A(h + h3)h3h3 (16(h3 + h3)* — 33h3h3 ) s — ASHSRS(43 + paces)

— 54(h3 + h)h3hy(ps + p1paps) — 3hihi (24(h§ + h3)? — 25h§h§)<p1904

+63h3h5 (104 — ©303) — 84(h5 + h3)h3h3papaps — 105h3R50] (A.21)
T(h3+ h2) — (h3 + h3) (P, —9) 28h3 + 7h3 — (h3 + h2) (P, — 9)
Y1 = Y3 =
7 28
(h3 + h3) (P —9) — Th3 p3h3
P2 = = (S i

donde *v] es obtenida al sustituir P.

8 = 35R5hS — 40(h2 + h2)RShSA, — Rihd (48(h§ +R2)? — 49h§h§> Aoy
—A(R2 + h2)h2R2 (16(h§ +R2)? - 33h§h§> s+ A5RSRE(A2 + Aops)
+ 54(h3 + h3)hshy (Mg + MAads) + 3h3h3 (24(h§ + h3)? — 25h§h§> My

— 63h3ha (Mg — A2A3) + 84(h3 + h3)hiha a3\ + 105h2A3N3 (A.22)

\ T(h3+ h3) — (h3 + h3) (P —9) \ 28h3 4+ Th3 — (h3 + h3)(P; — 9)
1= 3=

7 28
+ 3 — —
(h3 + h3)(Ps —9) — 7h3 Ash3
7 M=

)\2:
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donde *v] es obtenida al sustituir Pj.

75 = —35hShS + 40(h3 + h3)AShSm + bl (48(k3 + h3)* — 49h3h3 )y
— 4(h3 + h3)n3n3 (16(A3 + )2 — 33h3h3 Yy — (128(h3 + h3)'*
— 408(h3 + h3)*h3h3 + 147h3AE )y — 45RSASCE + )
+ 54(h% + W)k — mne) + 3h3h3 (24(h3 + h3)? — 25K3h3 ) (na + mune)
o+ 24(3 + ) (6(43 + h3)? — 13h3h3 ) s — 63R3AA (S + )
o+ 84(k3 + 3)h3h3 (s — mm) + (168043 + h3)? — 189h313 )

— 105h3h5 (03 + 1oma) — 210(h3 + h3)nsma — 3157 (A.23)

7(h3 + h3) — (h3 + h3)(Py — 9)

m =
7

28(h§ + h%)(R; — 9)2 — (h§ + h§)2(P4 — 9)2 — 196h§h§
= 196

28h3h3(h3 + h3)(Py — 9) — (h3 + h3)*(Py — 9)?
N3 =

106
 h3h3(h3 + h3)* (P — 9)?

= 196

donde *v] es obtenida al sustituir P.
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