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Resumen

En todos los sistemas biológicos parece existir un principio de auto-regulación

consistente en la repetición ŕıtmica de algún proceso, en muchas ocasiones es-

tos procesos son qúımicos, de manera que los fenómenos ŕıtmicos observados

corresponden a reacciones qúımicas acopladas, cuyas interacciones producen

oscilaciones en las concentraciones de las soluciones involucradas. En otras

ocasiones, el comportamiento periódico da lugar a la formación de estructu-

ras espaciales periódicas muy complejas. Un proceso donde se presenta este

fenómeno es en la somitogénesis. Este proceso se lleva a cabo en el desarro-

llo embrionario de los vertebrados, el cual consiste en la segmentación del

Mesodermo Presomı́tico (MSP) en bloques de células llamados somitas. Este

proceso se da de manera periódica, y la sincronización que deben tener estas

células es fundamental para que este proceso se desarrolle de forma normal.

Este estudio esta enfocado en analizar cómo se ve afectada la sincronización

en función de la cantidad de células que están en comunicación, además de

la configuración que tengan al estar en contacto.



Abstract

In all biological systems appears to be a principle of self-regulation consis-

ting rhythmic repetition of some process, often these processes are chemical,

so that the observed rhythmic phenomena correspond to coupled chemical

reactions, whose interactions produce oscillations in concentrations solutions

involved. At other times, the periodic behavior leads to the formation of com-

plex periodic spatial structures. A process in which this phenomenon occurs is

in the somitogenesis. This process takes place in the embryonic development

of vertebrates, which consists in the segmentation of presomitic mesoderm

(PSM) in blocks of cells called somites. This process occurs periodically, and

the synchronization that must have these cells is essential for this process to

develop normally. This study is focused on analyzing how synchronization is

affected depending on the number of cells that are in communication, as well

as the configuration that they have when are in contact.
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2. Hipótesis y Objetivos 9
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3.2. Estimación de los parámetros. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Somitogénesis.

La somitogénesis es un proceso que se lleva a cabo en el desarrollo embrio-

nario de los vertebrados, e inicia después de la aparición del Mesodermo

Presomı́tico (MSP). La aparición de este tejido embrionario se da durante la

etapa de gastrulación [1]. Esta etapa se caracteriza por diversas migraciones y

diferenciaciones celulares que dan origen a una capa trilaminar, formada por

3 diferentes tipos de células: células de ectodermo, mesodermo y endodermo

[2] . Posteriormente el mesodermo se divide en mesodermo lateral, mesoder-

mo intermedio y mesodermo presomı́tico. Este último se segmenta durante la

somitogénesis en bloques de células llamados somitas [3]. Los somitas poste-

riormente darán origen a diversos tejidos del dorso como: costillas, vertebras,

músculo esquelético y dermis [4]. La aparición de los somitas se caracteriza

por dos fenómenos: el frente de onda y el reloj de segmentación [5].
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1.2. Frente de Onda.

Esta caracteŕıstica que presenta la somitogénesis se asocia con el alargamien-

to producido por la proliferación de las células situadas en la porción más

posterior de la región no segmentada del MSP. Las células de esta zona se

reproducen por la influencia de una concentración local elevada del Factor

de Crecimiento Fibroblástico (FGF) [6]. Por otro lado, en la parte más ante-

rior, donde las células son más viejas, la concentración de FGF es menor, ya

que las moléculas de FGF se degradan según pasa el tiempo. Ademas de lo

anterior, las células más cercanas al último somita quedan expuestas a con-

centraciones crecientes de Ácido Retinoico (AR), producido en los somitas

más posteriores y cuya acción es opuesta a la del FGF. En este proceso llega

un punto en el que, en un mismo instante, las células son expuestas a un

equilibrio de concentraciones entre FGF y AR, formando como consecuencia

del entrecruzamiento de las dos concentraciones un umbral de desarrollo o

“frente de onda”que las prepara para el proceso de formación de los somitas

[7], ver figura 1.1.

Figura 1.1: Frente de onda consistente de gradientes opuestos de ácido retinoico (AR)

y factor de crecimiento fibroblástico (FGF).

Con el alargamiento continuo del embrión y el añadido de nuevos somitas, la

localización del frente de onda se va extendiendo caudalmente en el embrión
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permaneciendo a una distancia constante del último par de somitas formados

[7].

1.3. Reloj de Segmentación.

Otra caracteŕıstica fundamental en la aparición de los somitas es la periodi-

cidad con la que se forman, la cual es regulada por el reloj de segmentación.

Este es un oscilador a nivel genético y con cada ciclo de este reloj se genera

un nuevo par bilateral de somitas. El periodo del reloj determina el número

y el largo de estos bloques de células [8]. Este oscilador genético opera dentro

del MSP de los embriones de vertebrados en desarrollo y genera oscilaciones

transcripcionales que dirigen el ritmo en la formación secuencial de acuerdo

a la elongación que va presentando el embrión [7].

Las oscilaciones en la expresión de estos genes son originadas por el efecto

inhibitorio que tienen sobre ellos mismos. En la figura 1.2 se esquematiza

de forma resumida esta interacción. Como se puede observar, cuando el gen

lleva a cabo la expresión de su protéına, esta produce un efecto inhibitorio en

su propia transcripción. Este lazo de retroalimentación negativa, junto con

los retardos involucrados tanto en la transcripción como en la traducción,

son los responsables de producir las oscilaciones en las concentraciones de las

protéınas [9].
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Figura 1.2: Autoregulación de los genes her1/7. La activación de los genes

her1/7 produce un efecto inhibitorio en su propia tanscripción despúes de

cierto retardo (Tm + Tp), debido a esto se generan las oscilaciones.

Estas oscilaciones se generan en cada una de las células del MPS, pero adicio-

nal al efecto autorepresor de los genes, estas células interactúan con las célu-

las adyacentes por medio de la v́ıa de señalización Delta-Notch, permitiendo

su comunicación. Aśı, esta v́ıa permite la sincronización de las oscilaciones

individuales que presenta cada célula [10].

1.4. Vı́a de señalización Delta-Notch.

La v́ıa de señalización Notch esta presente en muchos procesos celulares que

van desde regular el destino celular, controlar la proliferación, aśı como pro-

cesos involucrados en la apoptosis [11]. En la somitogénesis se sabe que la

función principal de la v́ıa de señalización Delta-Notch es la de sincronizar

las oscilaciones de las células del MSP [10]. Esta v́ıa de señalización en la

somitogénesis de mamı́feros funciona de la siguiente manera: Notch es una
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protéına transmembranal compuesta por 3 segmentos: el dominio celular ex-

terno de Notch (NECD), el dominio transmembranal (TM) y el dominio

intracelular de Notch (NICD). NECD funciona como receptor de varios li-

gandos. Para el caso de células del MSP, se une a ligandos de la familia Delta.

Una vez que el ligando Delta de una célula se une al receptor Notch de una

célula vecina se libera el NICD, el cual es capaz de llegar al núcleo celular y

actuar como factor de transcripción para los genes objetivo (por ejemplo en

el caso del pez cebra los genes de la familia her) [12], promoviendo su acti-

vación. Un esquema representativo del mecanismo anteriormente descrito se

muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3: Representación de la interacción de 2 células por medio de la v́ıa de

señalización Delta-Notch. Las lineas en verde representan activación y las rojas inhibición.

Como ya dijimos, la interacción entre células del MSP, que se produce me-

diante la v́ıa de señalización Delta-Notch, permite sincronizar las oscilaciones

que presenta cada célula. De acuerdo a experimentos realizados con ratones

en donde se induce una mutación en el gen que codifica el ligando Delta,

evitando la comunicación entre células, se provoca que estas células no se

sincronicen, dando como resultado deformaciones en los somitas [13]. Final-

mente esto último se refleja en la formación anómala de costillas y vertebras.
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Este mismo efecto se ha visto en humanos con displasia espondilocostal; un

padecimiento congénito que se ha asociado a mutaciones del gen delta [14].

1.5. Antecedentes.

El comportamiento ćıclico en la formación de los somitas es un fenómeno

que esta muy estudiado y se han desarrollado diversos modelos con el fin

de analizar su comportamiento. Por ejemplo, Lewis [9] parte de un sistema

de dos ecuaciones diferenciales y considera los retardos asociados a la trans-

cripción y a la traducción, para modelar las oscilaciones que se presentan en

el mRNA y sus protéınas, tal cual ocurre en la somitogénesis con los genes

de la familia her/hes. El modelo desarrollado en este trabajo solo considera

el comportamiento de una protéına. Posteriormente se desarrollo un modelo

que considera el efecto de las protéınas Her1, Her7 y Delta [10], donde se

incluye el efecto de la interacción Delta-Notch entre dos células y se analiza

bajo qué condiciones se sincronizan. En otro trabajo realizado por Schro-

ter et al. [15], se obtuvo un modelo que reproduce los resultados obtenidos

de experimentos en pez cebra donde además de las protéınas Her1 y Her7

se considera a la protéına Hes6, que a pesar que su expresión es constante

presenta oscilaciones en su concentración debido a que se dimeriza con las

protéınas Her1 y Her7 las cuales tienen un comportamiento oscilatorio. Un

modelo más complejo enfocado al estudio de la sincronización en un grupo

de 16 células del MSP fue realizado por Ahmet Ay et al. [16]. En este estudio

se consideran las interacciones de las protéınas Her1, Her7, Hes6 y Delta y se

enfocan en estudiar la sincronización que presenta este grupo de 16 células

al simular la mutación de alguno de estos genes para evitar se expresión. En

los estudios mencionados anteriormente no se ha considerado que las células

de MSP pueden estar en comunicación de diferentes maneras, ni cómo se ve

afectada la sincronización al aumentar progresivamente la cantidad de células
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que se comunican. Esos puntos son los que se busca analizar en este trabajo,

además de considerar cómo la variabilidad celular afecta la sincronización.



Caṕıtulo 2

Hipótesis y Objetivos

2.1. Hipótesis.

Durante la somitogénesis la sincronización de las oscilaciones individuales en
las células del MPS se favorece a medida que aumenta la cantidad de células
que se comunican, aśı como al aumentar el número de conexiones y la fuerza
de las mismas.

2.2. Objetivo General.

Analizar la sincronización de las oscilaciones en grupos de células del MPS
con diferente tamaño y diferentes formas de comunicación durante la somi-
togénesis.

2.3. Objetivos Particulares.

2.3.1. Estudiar el fenómeno de sincronización con un modelo de osciladores
acoplados.
2.3.2. Analizar la sincronización al aumentar la cantidad de células en comu-
nicación.
2.3.3. Analizar la sincronización al aumentar el número de conexiones entre
células.
2.3.4. Analizar la sincronización al aumentar la fuerza de conexión.



Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Descripción del Modelo

El modelo que se desarrollo esta basado en el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales con retardo [9].

dm(t)

dt
= f(p(t− τm))− bmm(t) (3.1)

dp(t)

dt
= apm(t− τp)− bpp(t) (3.2)

El sistema de ecuaciones (3.1) y (3.2) describe la dinámica del mRNA (dm(t)/dt)

y su protéına (dp(t)/dt), donde cada ecuación consta de sus correspondientes

términos de producción y degradación. Partiendo de este sistema y sabiendo

que la dinámica de la protéına es más lenta que la del mensajero, podemos

considerar una hipótesis de estado cuasi-estacionario y por lo tanto la ecua-

ción (3.1) se puede tomar igual a 0, se despeja m(t) y se sustituye en la

ecuación (3.2). Con esto, el sistema se simplifica quedando solo una ecua-

ción que define el comportamiento de la protéına. Ademas, si normalizamos

con respecto a la amplitud máxima y dado que hay involucrados retardos,

cambiamos la escala de tiempo para que tenga como unidad el retardo to-
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tal involucrado, nos queda la siguiente ecuación diferencial con retardo que

representa el comportamiento de la protéına:

dP (t)

dt
= γP (f(P (t− 1))− P (t)) (3.3)

donde dP (t)/dt representa la razón de cambio de la protéına con respecto

el tiempo, la cual cuenta con sus correspondientes términos de producción y

degradación. El parámetro γP es la respectiva tasa de degradación y f(P ) es

una función que representa la producción de la protéına. Dicha producción es

afectada por un lazo de retroalimentación negativa y por ello es una función

decreciente de la forma:

f(P ) =
k2P

k2P + P 2
,

donde el parámetro kP es la constante de saturación al 50 %.

La ecuación (3.3) modela la dinámica de una protéına aislada, pero en la

células del MSP interactúan las protéınas Her y Delta, las primeras con la

capacidad de inhibir tanto a las protéınas Delta como a ellas mismas. Con-

siderando esta interacción el modelo se modifica como sigue:

dx

dt
= γx(f(x(t− 1))− x(t)) (3.4)

dy

dt
= γy(h(x(t− τy))− y(t)) (3.5)

donde dx/dt y dy/dt representan las razones de cambio con respecto al tiempo

de las protéınas Her y Delta, respectivamente, en tanto que, γx y γy son

las correspondientes tasas de degradación, τy es el retardo involucrado en la

producción de la protéına Delta, f(x) y h(x) son las funciones que representan

el efecto inhibitorio de la protéına Her y están definidas como sigue:

f(x) =
k2f

k2f + x2
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y

h(x) =
k2h

k2h + x2

donde: kf y kh son las correspondientes constantes de saturación al 50 %.

Ademas como ya se menciono las células del MSP también interactúan con

sus vecinas por medio de la v́ıa de señalización Delta-Notch. Para tomar en

cuenta esta interacción el modelo se modifica como sigue (en el caso de dos

células interactuando):

dx1
dt

= γx1
(f(x1(t− 1))e(y2(t− 1))− x1) (3.6)

dy1
dt

= γy1 (h(x1(t− τy))− y1) (3.7)

dx2
dt

= γx2
(f(x2(t− 1))e(y1(t− 1))− x2) (3.8)

dy2
dt

= γy2 (h(x2(t− τy))− y2) (3.9)

El conjunto de ecuaciones (3.6) - (3.9) componen el modelo básico de interac-

ción con dos células, en donde ademas de las funciones f(x) y h(x) interviene

la función e(x). Esta función representa el efecto promotor de las protéınas

Delta sobre sus vecinas, por tanto esta función es creciente y está definida

como sigue:

e(y) =
y2

k2e + y2
,

donde, de igual manera que en las funciones f(x) y h(x), el parámetro ke es

la constante de saturación al 50 %.
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Como parte fundamental de este trabajo y para llevar a cabo el objetivo

particular 2.3.3, se considerará que las células pueden estar en contacto de 3

formas diferentes. En la primera de ellas se considera que cada célula pueda

estar en contacto con todas las demás que compongan el modelo. La segunda

opción es que cada célula este en contacto con sus primeras vecinas. Esto

significa que cada célula solo tendrá contacto directo con dos células, y final-

mente la tercera opción se considerará que las células tienen forma hexagonal

y por lo tanto cada célula estará en contacto directo con 6 células vecinas. La

figura 2.1 muestra una representación de las 3 diferentes formas de analizar

la comunicación entre las células.

Figura 3.1: Diferentes formas de considerar la comunicación entre células. a) Todas con

todas (T-T). b) Primeros vecinos (PV). c) Considerando las células en forma hexagonal

(Hex).

3.2. Estimación de los parámetros.

Los parámetros utilizados en el modelo se obtuvieron a partir de un trabajo

de Ahmet Ay et al. [16]. Dado que nuestro modelo esta normalizado con
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respecto a la amplitud máxima y el tiempo de retardo de la protéına x,

los parámetros aqúı utilizados son adimensionales. Con base en los valores

reportados se calcularon los rangos para cada parámetro. Los resultados se

muestran en la tabla 3.1.

Parámetro Rango Valor base

γx 1.50-5.0 3.41

γy 1.50-5.0 3.20

kf 0.001-0.35 0.06

kh 0.001-0.35 0.07

ke 0.001-0.35 0.05

τx 0.5-1.2 1.0

τy 0.3-0.9 0.85

Tabla 3.1: Valores de los parámetros utilizados

La primer columna de la tabla 1, se refiere al parámetro correspondiente, la

segunda columna contiene el rango de valores que se aproximan a la realidad

biológica, la tercer columna indica los valores usados en este trabajo.

3.3. Parámetro de Orden.

El análisis esencial de este trabajo se basa en el estudio del fenómeno de

sincronización que se presenta en las células del MSP. Para cuantificar esta

caracteŕıstica, se utilizará el parámetro de orden (PO), qué nos dice que tan

en fase están un grupo de osciladores [17], y que está definido de la siguiente

manera:

PO =
V ar(M)

V ar(bi)
,

donde V ar(M) se refiere a la varianza de la media de todos los osciladores y

V ar(bi) al promedio de las varianzas de todos los osciladores. Este parámetro
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toma un valor entre 0 y 1; da como resultado 0 cuando no hay sincronización

y 1 cuando se presenta una sincronización perfecta [18].

Para solucionar las ecuaciones del modelo, estas se implementaron en Pyt-

hon, y se utilizó la libreŕıa PyDelay. Esta libreŕıa utiliza el método Bockagi-

Shampine para la solución de ecuaciones diferenciales con retardo.



Caṕıtulo 4

Resultados y discusiones.

4.1. Sincronización al variar las condiciones

iniciales.

Todas las gráficas presentadas en este caṕıtulo son el resultado de 3 simula-

ciones, se mostrara el promedio con sus barras de error estándar (SE), el cual

esta definido de la siguiente manera: SE = σ/
√
n, donde σ es la desviación

estándar y n el número de simulaciones.

Los primeros resultados a analizar se obtuvieron al variar las condiciones

iniciales en cada una de las 3 configuraciones. Esta variación se realizó to-

mando valores aleatorios de una distribución normal con una media de 0.5,

que corresponde a la mitad del valor máximo normalizado, y una desviación

estándar de 0.025 que equivale a un 5 % de esta media, los valores para los

demás parámetros son los correspondientes a la columna de valor base en la

tabla 3.1. La primer configuración analizada es la correspondiente cuando las

células tienen comunicación todas con todas (T-T), los resultados obtenidos

se muestran en la figura 4.1.
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Figura 4.1: Comportamiento de la sincronización (parámetro de orden) en la configu-

ración T-T, con respecto al tamaño del arreglo celular.

En la gráfica se muestra el comportamiento del parámetro de orden a medida

que se va incrementando la cantidad de células que se comunican, como se

puede ver, al llegar a una cantidad de 10 células, se logra la sincronización,

este comportamiento es de esperarse, ya que al estar cada célula en comu-

nicación con todas sus vecinas, todas las células son capaces de afectarse

directamente y con esto favorecer su sincronización.

Ahora se hará un análisis en la configuración del tipo primeros vecinos (PV).

En la que cada célula solo afecta directamente a dos células vecinas. Los

resultados se muestran en la figura 4.2. Podemos ver como en términos ge-

nerales, al considerar un arreglo de 30 células, el nivel de sincronización se

mantiene muy bajo, sin embargo se aprecia que el parámetro de orden pre-

senta con frecuencia dos valores, uno aproximado a 0.1 y el otro aproximado

a 0. Estos cambios entre estos dos valores, nos indica que hay una tendencia

de las células a formar grupos pequeños que si se llegan a sincronizar, pero
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no es posible que el grupo en su totalidad alcance a sincronizarse. Con es-

te resultado se puede concluir que al limitar a 2, el número de células con

las cuales cada una puede comunicarse de forma directa, no es posible que

lleguen a sincronizarse aún y cuando el número de células se incremente.

Figura 4.2: Comportamiento de la sincronización en la configuración PV (Primeros

Vecinos).

Ya se analizaron los casos extremos de comunicación entre grupos de células,

una en la que todas las células se comunican directamente con todas sus

vecinas, y otra en la que la comunicación directa esta limitada unicamente a

dos células vecinas. Ahora analicemos una configuración intermedia. Esto es,

consideraremos a las células como si tuvieran una forma hexagonal, y cada

una de ellas pudiera comunicarse con 6 células vecinas. El resultado de este

análisis se muestra en la figura 4.3.
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Figura 4.3: Comportamiento de la sincronización al considerar a las células con forma

Hexagonal.

En la gráfica se muestra en el eje de las x la cantidad de capas que se están

tomando en cuenta para calcular el parámetro de orden. La cantidad de

células que corresponden a cada capa se muestran en la tabla 4.1.

Capa Cant. de células

1 7

2 19

3 37

4 61

5 91

Tabla 4.1: Cantidad de células que corresponden a cada capa.

En esta configuración, podemos ver que el valor del parámetro de orden

muestra una tendencia a disminuir conforme se incrementa la cantidad de

células. Esto nos dice que la comunicación directa con 6 células no es sufi-

ciente para lograr la sincronización. Este comportamiento va acorde con lo
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que se observo en la configuración de comunicación todas con todas, ya que

en esa configuración la sincronización se logro hasta que el grupo de células

llego a componerse por mas de 10 células, y dado que para la configuración

hexagonal, las células tienen comunicación directa con máximo 6 células, es

coherente que en esta configuración no se logre la sincronización.

Hasta aqúı estos resultados nos indican que con los valores de parámetros

empleados solo en la configuración de todas con todas se puede llegar a

la sincronización al aumentar la cantidad de células, mientras que con la

configuración de PV y Hex el aumentar la cantidad de células desfavorece la

sincronización. Recordemos que esto es al variar solo las condiciones iniciales

en el modelo.

4.2. Sincronización al variar la fuerza de co-

nexión.

La v́ıa de señalización Delta-Notch es el mecanismo por el cual las células

tienen comunicación unas con otras, y por lo tanto la fuerza de conexión

esta relacionada directamente con esta v́ıa. En el modelo, esta relación está

representada por las funciones h(x) y e(y), ya que por un lado la función

h(x) indica cómo es afectada la śıntesis de la protéına Delta en cada célula,

y por el otro la función e(x) nos representa qué tan sensible es una célula de

ser influenciada por la protéına Delta de su vecina. En dichas funciones los

valores que regulan estos efectos son los parámetros kh y ke que hacen refe-

rencia a constantes de saturación al 50 %. Estas constantes están definidas

de la siguiente manera: k = Kdisoc./Kasoc. Por lo tanto el valor del parámetro

k se comporta de manera inversa a la afinidad (Kasoc). Esto quiere decir que

cuando se tiene una afinidad grande el parámetro k es pequeño y viceversa.
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Primero revisemos los resultados obtenidos al variar el parámetro kh en la

configuración T-T, la gráfica se muestra en la figura 4.4.

Figura 4.4: Comportamiento de la sincronización al variar progresivamente el parámetro

kh.

Los resultados obtenidos nos indican que para el parámetro kh, se tiene que

hay un rango de valores donde no se consigue la sincronización, y que además

la cantidad de células influye para que se logre esta sincronización, ya que

mientras mayor es el número de células en comunicación, el intervalo donde

no se alcanza la sincronización se reduce, y ademas se puede ver que para

valores de kh mayores a 1.0, aunque se consideren solo dos células la sincro-

nización se logra.

Bien, ahora consideremos el variar el parámetro ke en la misma configuración

de T-T. Los resultados se muestran en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Comportamiento de la sincronización al variar progresivamente el parámetro

ke.

Para el parámetro ke se tiene un comportamiento un poco diferente en com-

paración con los resultados obtenidos para el parámetro kh, ya que para

cantidades mayores a 2 células se presentan 2 intervalos donde no se obtiene

la sincronización, mientras que cuando se consideran solo 2 células, de manera

similar al comportamiento al variar el parametro kh se presenta un único in-

tervalo, aunque en este caso muy amplio, donde no se logra la sincronización.

También se puede ver que la cantidad de células favorece la sincronización,

ya que de igual manera que con kh, los intervalos donde no hay sincronización

se reducen conforme aumenta la cantidad de células en comunicación.

Ahora analicemos los resultados al variar el parámetro kh en la configuración

de PV. Estos se muestran en la figura 4.6.
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Figura 4.6: Comportamiento de la sincronización en configuración PV al variar el

parámetro kh.

En la gráfica podemos ver que al variar el parámetro kh, el comportamiento

es independiente de la cantidad de células, ya que los resultados muestran que

para valores de kh mayores a 1.0, para toda cantidad de células se alcanzan

a sincronizar por igual, y en general tienen un comportamiento muy similar

sin importar la cantidad de células que se analicen.

Enseguida analicemos la configuración de PV al variar el parámetro ke, los

resultados se muestran en la figura 4.7.
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Figura 4.7: Comportamiento de la sincronización en configuración PV al variar el

parámetro ke.

Al variar el parámetro ke, se observa una tendencia similar a lo observado

en la configuración de T-T. Pero en este caso para una cantidad menor a 20

células se presenta un doble intervalo donde no hay sincronización, mientras

que para grupos mayores de 20 células existe solo un intervalo muy amplio

donde no hay sincronización. Este comportamiento es contrario al presentado

en la configuración T-T, ya que en la configuración de T-T el doble intervalo

se presenta cuando la cantidad de células es grande (mayor a 2 células), y

el intervalo amplio donde no hay sincronización se presenta cuando solo se

analizan 2 células. Esto indica que la cantidad de células afecta de manera

inversa a la configuración en PV en comparación con la configuración de T-T

cuando se varia el parámetro ke.

Para terminar con los resultados al variar la fuerza de conexión, analicemos

ahora la sincronización de la configuración Hex al variar el parámetro kh. Los

resultados se muestran en la figura 4.8.

Figura 4.8: Comportamiento de la sincronización al variar el parámetro kh en configu-

ración Hex.
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En la gráfica de la figura 4.8, podemos ver cómo al variar el parámetro kh la

sincronización tiene una comportamiento similar al observado en el arreglo de

primeros vecinos, donde la sincronización es independiente de la cantidad de

células. En general se puede decir que el comportamiento de la sincronización

en configuración PV y Hex al variar el parametro kh es cualitativamente

idéntico, solo que en este caso el valor de kh donde se logra la sincronización

se redujo de 1.0 en PV a 0.256 en Hex.

Ahora revisemos los resultados al variar el parámetro ke en la configuración

Hex. Los resultados se muestran en la figura 4-9.

Figura 4.9: Comportamiento de la sincronización al variar el parámetro ke en configu-

ración Hexagonal.

Al variar el parámetro ke se observa un comportamiento similar a la configu-

ración de T-T, pero con una leve diferencia, que el arreglo hexagonal muestra

un comportamiento mas uniforme al incrementar la cantidad de células, lo

que nos indica que con esta configuración, al variar el parámetro ke la sin-

cronización es menos dependiente de la cantidad de células comparada con

la configuración T-T.
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4.3. Sincronización al considerar la variabili-

dad celular.

Ya se hizo un análisis al variar las condiciones iniciales y la fuerza de conexión

en grupos con diferentes cantidad de células para cada configuración, ahora

vamos a tomar en cuenta la variabilidad celular. Con esto nos referimos a

que haremos una variación simultánea de varios parámetros. Esta variación

se hizo de la siguiente manera: se dejaron fijos los valores correspondientes

a los retardos τx y τy, los valores de estos parámetros que se usaron para

hacer las simulaciones son los que se muestran en la tabla 3.1. También se

dejaron fijos los valores de kh y ke. Para los parámetros kh y ke se tomaron los

valores respectivos en los cuales cada configuración presenta sincronización

al variar las condiciones iniciales, los valores seleccionados para kh y ke en

cada configuración se presentan en la tabla 4.2.

Parámetro Valor fijo Configuración

kh 0.05 Todas con Todas

kh 1.0 Primeros Vecinos

kh 0.25 Hexagonal

ke 0.01 Todas con Todas

ke 0.01 Primeros Vecinos

ke 0.01 Hexagonal

Tabla 4.2: Valores de kh y ke usados en cada configuración para simular la variabilidad

celular.

La variación de los parámetros restantes se hizo de manera aleatoria. Se toma-

ron valores de una distribución normal con media igual a el correspondiente

valor base que se muestra en la tabla 3.1, y se tomó una desviación estándar

que va desde un 10 % hasta un 50 % del valor de la media del parámetro, se

hizo esto con las 3 configuraciones. Los resultados para todas las configura-
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ciones se muestran en la figura 4.10.

Figura 4.10: Comportamiento de la sincronización al tomar en cuenta la variabilidad

celular. a) Configuración T-T. b) Configuración PV. c) Configuración Hex.

Después de analizar los resultados obtenidos al variar todos los parámetros,

se observa que en ningún momento se logra la sincronización con ninguna de

las configuraciones. Por lo tanto se procedió a hacer un estudio de sensibilidad

de parámetros. Para esto, la variación de los parámetros se hizo de uno a la

vez, para identificar con respecto a que parámetros el modelo presenta mayor

sensibilidad. Se detecto que el modelo es muy sensible al parámetro γx, ya

que con solo variar este parámetro un 0.01 % del valor base, la sincronización

se empieza a perder, los resultados se muestran en la figura 4.11. Por esta

razón se opto por dejar también este parámetro fijo y realizar el estudio de

variabilidad celular al variar solo los parámetros restantes.
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Figura 4.11: Análisis de sensibilidad para el parámetro γx. a) Configuración T-T. b)

Configuración PV. c) Configuración Hex.

Dada la aclaración anterior, se hizo el estudio del comportamiento de la sin-

cronización al considerar la variabilidad celular. En la figura 4.12 se muestran

los resultados obtenidos para la configuración de T-T.

Figura 4.12: Comportamiento de la sincronización al tomar en cuenta la variabilidad

celular en la configuración T-T.
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En la gráfica se puede ver que la sincronización se mantiene para una varia-

bilidad celular del 10 % y 20 %, mientras que para el 30 %, 40 % y 50 %, la

sincronización presenta puntos donde se pierde, y ademas muestra una pe-

queña tendencia a disminuir conforme se incrementa la cantidad de células.

Esta perdida de sincronización nos dice que el tener un grupo grande de célu-

las con mucha variabilidad entre ellas, y ademas con comunicación directa

entre todo el grupo provoca que se dificulte la sincronización.

Ahora analicemos los resultados obtenidos en la configuración para la confi-

guración de PV. Estos resultados se muestran en la figura 4.13.

Figura 4.13: Comportamiento de la sincronización al tomar en cuenta la variabilidad

celular en la configuración PV. a) Con un 10 % y 20 % de variación. b) Con un 30 % de

variación. c) Con un 40 % de variación. d) Con un 50 % de variación.
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Los resultados obtenidos para esta configuración muestran que cuando

se tiene una variación del 10 % y 20 % prácticamente la sincronización se

mantiene, pero a partir del 30 % la sincronización presenta algunos puntos

donde se pierde. Ademas también podemos ver que la sincronización depende

solo de la variación de los parámetros y no de la cantidad de células que

se comunican, ya que el parámetro de orden no muestra una tendencia en

particular al aumentar la cantidad de células. Esto tiene sentido ya que como

mencionamos anteriormente en esta configuración, la comunicación directa

es solo con dos células por lo que se debe esperar un comportamiento muy

similar en todo el crecimiento de la red.

Continuemos con el análisis de los resultados obtenidos al tomar en cuenta

la variabilidad celular en la configuración Hex. Los resultados se muestran

en la figura 4.14.

Figura 4.14: Comportamiento de la sincronización al tomar en cuenta la variabilidad

celular en la configuración Hex.

En esta configuración los resultado muestran que el modelo presenta una

gran robustez, ya que soporta variaciones de hasta el 40 % sin que se pierda



la sincronización, incluso para variaciones del 50 %, el valor del parámetro de

orden solo muestra un valor menor a 1 en la capa 4.

El resultado obtenido con esta configuración, nos indica que es la más conve-

niente para mantener la sincronización al considerar la variabilidad celular.

Además que en el mundo real, es coherente pensar que las células solo se

puedan comunicar con una cantidad limitada de células. Por lo que este re-

sultado valida que la cantidad de células que se pudieran comunicar durante

la somitogénesis es la apropiada para darle robustez a la sincronización que

caracteriza a este proceso.
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Conclusiones.

Después de analizar los resultados obtenidos en este proyecto, se puede

concluir lo siguiente:

El modelo presenta una gran sensibilidad al parámetro γx, por esto se

debe esperar que en el proceso de somitogénesis se tenga un control bien

regulado de los factores biológicos que están relacionados con este parámetro.

En la configuración de T-T, el aumento en la cantidad de células favorece

la sincronización cuando no se toma en cuenta la variabilidad celular, sin

embargo al considerar la variabilidad celular, el aumento en la cantidad de

células dificulta la sincronización.

En la configuración de PV, el comportamiento que presenta la sincronización

es prácticamente independiente de la cantidad de células, ya que para todos

los estudios realizados con esta configuración, al aumentar la cantidad de

células se obtuvieron resultados muy similares. Sin embargo, en esta confi-

guración, para que las células pudieran llegar a sincronizarse, al considerar

la variabilidad celular, es necesario que el parámetro kh relacionado con la

fuerza de conexión tenga un valor fuera de la realidad biológica.



La configuración Hex es la que mostró mayor estabilidad en cuanto a la

variación de la sincronización en función de la cantidad de células, ya que

para todos los análisis realizados el comportamiento para todas las capas fue

muy similar, ademas de que para el estudio hecho con variabilidad celular fue

la configuración que prácticamente mostró una robustez total, al mantener

la sincronización al llegar a una variación del 50 %. Este resultado obtenido

se puede validar con lo que puede ocurrir en la realidad biológica durante

la somitogénesis, ya que es lógico pensar que durante la somitogénesis las

células tienen comunicación directa con una cantidad limitada de células

vecinas, que muy probablemente sea una cantidad cercana a 6, como en la

configuración Hex.

En general la robustez representa un compromiso antagónico entre la canti-

dad de células y el número de conexiones, ya que como se vio en los resul-

tados, para mantener la sincronización se debe mantener un equilibrio entre

estos dos factores, que en las configuraciones estudiadas en este proyecto,

este equilibrio se presenta en la configuración Hex.
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Trabajo a futuro.

Al finalizar este proyecto se obtuvieron resultados interesantes acerca de

como se ve afectada la sincronización durante la somitogénesis tomando

en cuenta diversas circunstancias, más sin embargo el presente trabajo se

puede complementar tomando en cuenta otros factores que intervienen en

este proceso, lo que da origen a la posibilidad de continuar con la presente

investigación e incluir estudios posteriores sobre lo siguiente:

Considerar el efecto del FGF en un modelo tridimensional.

Esto con el fin de poder elucidar el comportamiento de la sincronización

cuando las células del MSP están expuestas a gradientes de concentración

de este factor de crecimiento.

Estudiar el efecto de la variabilidad en los retardos.

Dado que en el presente estudio no se consideró que los retardos pudieran

variar, resulta interesante estudiar el efecto que estas variaciones pudieran

tener en la sincronización.

Estudiar un modelo estocástico.

Esto con el fin de realizar un modelo mas cercano a la realidad, además de
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poder determinar si el ruido llegara a favorecer la sincronización como se

presenta en algunos osciladores biológicos.
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Apéndice.

Normalizacion del modelo.
El modelo se desarrolló partiendo del siguiente sistema de ecuaciones dife-

renciales con retardo:

dm(t)

dt
= amf(p(t− τm))− bmm(t) (7.1)

dp(t)

dt
= apm(t− τp)− bpp(t) (7.2)

donde:

f(x) =
k2

k2 + x(t)
,

ahora si consideramos que la dinámica de la protéına p es mucho mas lenta

que la del mensajero m, podemos suponer un estado cuasi-estacionario e

igualar a 0 el lado izquierdo de la ecuación 7.1 y despejar m(t). Con lo que

nos quedaŕıa lo siguiente:

m(t) =
am
bm

k2

k2 + p(t− τm)2
, (7.3)

ahora sustituyendo la ecuación 7.3 en la ecuación 7.2, nos queda:

dp(t)

dt
=
apam
bm

k2

k2 + p(t− τm − τp)
− bpp(t), (7.4)
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Tomando τT = τm + τp, de acuerdo a 7.4 obtenemos la siguiente ecuación

para describir el comportamiento de la protéına:

dp(t)

dt
=
apam
bm

k2

k2 + p(t− τT )
− bpp(t). (7.5)

En la ecuación 7.5, vemos conveniente usar τT como tiempo caracteŕıstico,

esto es cambiamos la escala de tiempo con el siguiente cambio de variable

t̂ =
t

τT
(7.6)

y considerando su derivada respecto a al escala temporal original tenemos

dt̂

dt
=

1

τT
(7.7)

luego para expresar la ecuación 7.5 en términos de t̂, aplicamos la regla de la

cadena
dp(t)

dt
=
dt̂

dt

dp(t)

dt̂
=

1

τT

dp(t)

dt̂
, (7.8)

sustituyendo la ecuación 7.8 y 7.6 en la ecuación 7.5 tenemos

1

τT

dp(τT t̂)

dt̂
=
apam
bm

k2

k2 + p(τT t̂− τT )
− bpp(τT t̂), (7.9)

despejando dp(τT t̂)/dt̂ y simplificando de 7.4 vemos que

dp(τT t̂)

dt̂
=
τTapam
bm

k2

k2 + p(τT (t̂− 1))
− τT bpp(τT t̂), (7.10)

pero dado que ahora τT tienen un valor de una unidad de nuestra nueva

escala de tiempo, entonces de la ecuación 7.10 obtenemos la nueva ecuación

con el cambio de escala en el tiempo, dada por:

dp(t̂)

dt̂
=
τTapam
bm

k2

k2 + p((t̂− 1))
− τT bpp(t̂). (7.11)
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Normalizando respecto al valor maximo del lado derecho de 7.11 y factori-

zando τT bp obtenemos

dp(t̂)

dt̂
= τT bP

{
apam
bpbm

k2

k2 + p((t̂− 1))
− p(t̂)

}
(7.12)

Por claridad usaremos la siguiente notación

P =
p

apam
bpbm

(7.13)

γp = τT bp (7.14)

K =
k

apam
bpbm

(7.15)

sustituyendo 7.13, 7.14 y 7.15 en 7.12 se llega a:

dP (t̂)

dt̂
= γp

[
K2

K2 + P (t̂− 1)2
− P (t̂)

]
(7.16)

recordando la definición de f , ahora en la nueva notación tenemos

f(P (t̂− 1)) =
K2

K2 + P (t̂− 1)

entonces la ecuación 7.16 se puede escribir como:

dP (t̂)

dt̂
= γp

[
f(P (t̂− 1))− P (t̂)

]
(7.17)
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Modelos usados en las simulaciones.
Modelo utilizado en la configuracion T-T.

Para la configuración T-T las células tienen comunicación con todas sus ve-

cinas. Supongamos que tenemos n células en la configuración T-T; aśı pues

la ecuación diferencial con retardo para la i−ésima célula tiene la forma

dxi(t)

dt
= γxi

f(xi(t− 1))e

 n∑
j=1

j 6=i

yj(t− 1)

− xi(t)
 ,

dyi(t)

dt
= γyi [h(xi(t− τy))− yi(t)] , i = 1, 2, ..., n.

Modelo para la configuración PV.

Para el caso de la configuración PV, las células tienen comunicación directa

con sus correspondientes primeras vecinas. De tal forma que la célula i esta

conectada con las células i− 1 e i+ 1, i = 1, 2, ....n. Para el caso de la célula

1, la conexión la tiene con la células n y 2, y la célula n esta conectada con

la célula n− 1 y 1. Aśı pues el modelo correspondiente a esta configuración

tiene la forma

caso i = 1

dx1(t)

dt
= γx1 [f(x1(t− 1))e(yn(t− 1) + y2(t− 1))− x1(t)] ,

dy1(t)

dt
= γy1 [h(x1(t− τy))− y1(t)] ,

caso i = 2, 3, ..., n− 1
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dxi(t)

dt
= γxi

[f(xi(t− 1))e(yi−1(t− 1) + yi+1(t− 1))− xi(t)]

dyi(t)

dt
= γyi [h(xi(t− τy))− yi(t)]

y caso i = n

dxn(t)

dt
= γxn [f(xn(t− 1))e(yn−1(t− 1) + y1(t− 1))− xn(t)] ,

dyn(t)

dt
= γyn [h(xn(t− τy))− yn(t)] .

Modelo para la configuración Hex.

Aqúı consideramos que cada célula puede tener comunicación con máximo 6

células vecinas. Sea Ni el conjunto de ı́ndices para los cuales la célula i se

conecta con alguna célula j ∈ Ni. De acuerdo a esta notación tenemos.

dxi(t)

dt
= γxi

[
f(xi(t− 1))e

(∑
j∈Ni

yj(t− 1)

)
− xi(t)

]
dyi(t)

dt
= γyi [h(xi(t− τy))− yi(t)]

Nota: N indica el número de vecinas que tiene cada célula, que puede ser un

máximo de 6, este número varia para las células de la última capa, ya que en

este caso N toma un valor menor.
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