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1.8. MAS y MSG mediante un enfoque de álgebra diferencial . . . . . . . . . . xxxii

2.1. La extensión de campo K/k, k ⊂ K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2. Diferenciación en un anillo conmutativo con unidad A . . . . . . . . . . . . 4
2.3. Variedad de sincronización de cada seguidor en el problema de consenso
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3.4. Árbol dirigido de cobertura en Ejemplo 1 sin interacción entre seguidores. . 34
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Rössler (interacción compleja). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.14. Ejemplo 6. MSGF atractores de Arneodo, Chua-Harley y Rössler (interac-
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Resumen

Dentro de un contexto algebraico-diferencial, en este trabajo se estudia el fenómeno
de sincronización para redes de sistemas caóticos estrictamente diferentes, i.e., la multi-
sincronización generalizada. En una topoloǵıa maestro multi-esclavo, es posible sincronizar
la red completa, permitiendo interacciones entre los esclavos, mediante el diseño de contro-
ladores dinámicos para cada sistema esclavo. Finalmente, con la premisa de que las técnicas
del álgebra diferencial permiten caracterizar de manera completa la variedad algebraica de
sincronización, presentamos algunos resultados preliminares para la estabilidad de estas
variedades.

Abstract

Within a differential algebraic framework, this work studies the synchronization phe-
nomena for networks of strictly different nonlinear chaotic systems, i.e., generalized multi-
synchronization (GMS). Here, a dynamical control law is designed for each slave system to
synchronize the whole network, by allowing any type of interplay between slave systems
in a master multi-slave topology. Finally, under the premise that differential algebraic
techniques allow us to completely characterize the algebraic synchronization manifold, we
present some preliminary results on stability of these manifolds.
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Caṕıtulo 1

Introducción

“La naturaleza utiliza cualquier canal disponible

que permita a sus osciladores comunicarse

entre ellos. Frecuentemente el resultado de sus

conversaciones es sincrońıa, en donde todos los

osciladores se comportan como solo uno.”

— Steven H. Strogatz [125].

La forma más simple de sincronización entre dos sistemas dinámicos sucede cuando

la trayectoria de uno de ellos sigue la trayectoria del otro debido a la aplicación de una

entrada externa o por la existencia de un acoplamiento entre ellos. Es decir, ambos sistemas

comparten una trayectoria en común debido a la influencia que tiene un sistema sobre el

otro o por una fuerza externa que obliga a los sistemas a comportarse del mismo modo.

Desde hace mucho tiempo, esta simple idea, presente en la naturaleza, ha sido un área de

investigación de gran interés en distintas disciplinas (bioloǵıa, qúımica, f́ısica, matemáticas,

astronomı́a, socioloǵıa, ingenieŕıa y tecnoloǵıa, entre otras). En matemáticas aplicadas y

espećıficamente en el área interdisciplinaria de control automático, los problemas de esta

ı́ndole son objeto de creciente estudio.

La peculiaridad más importante en la teoŕıa de control consiste en aminorar y explotar

algunas de las propiedades intŕınsecas de los sistemas dinámicos. Para comprender esta

postura desde el punto de vista de la teoŕıa de control es necesario considerar que los

sistemas dinámicos son ecuaciones diferenciales con la adición de propiedades que le dan

sentido al fenómeno que se requiere estudiar (e.g. ruido externo, perturbaciones en la en-

trada, dinámicas no modeladas, incertidumbre paramétrica, etc.). En general, esto último

xv



restringe todos los problemas a la teoŕıa de control adaptable, robusto y estocástico. Sin

embargo, como punto de partida es necesario atacar los problemas “más simples”, realizar

algunas simplificaciones aqúı y allá, que conllevan al estudio de ecuaciones diferenciales

no lineales ordinarias de aparente “fácil”manejo (cf. [78]). En el ámbito del estudio de

osciladores acoplados esto se refleja en el estudio de dinámicas simples con interacciones

complejas entre los sistemas o en su contraparte, el estudio de dinámicas complejas con

interacciones simples entre los sistemas. Esto no es casualidad, de hecho corresponde a un

balance entre los avances matemáticos [125] y tecnológicos al ser la limitante en el estudio

de la sincronización y de cualquier ciencia en general.

Sincronización del caos

Los problemas sobre sincronización de sistemas dinámicos se centran en el estudio de

osciladores acoplados, aquellos sistemas de comportamiento periódico y cuasi-periódico

cuya influencia de un sistema sobre el otro permite que exista un movimiento en común.

También, dentro de esta área y de particular interés en este trabajo, se encuentra el es-

tudio de la sincronización entre sistemas caóticos. Es decir, aquellos sistemas no lineales

que a pesar de su modelo determińıstico sencillo (e.g. sistemas de Lorenz, Rössler, Chua

y Colpitts) tienen un comportamiento acotado, aleatorio y altamente sensible ante con-

diciones iniciales, que además no corresponde a un movimiento periódico, cuasi-peródico

ni oscilatorio [51, 124]. De ah́ı, es inmediato formular la siguiente pregunta, ¿es posible

forzar dos sistemas determińısticos de comportamiento aperiódico impredecible, con tra-

yectorias acotadas que divergen exponencialmente rápido, a seguir una misma trayectoria?

Por incréıble que parezca, la afirmación a esta pregunta mantiene fascinada y ocupada a

la comunidad cient́ıfica desde su introducción por Pecora y Carroll [92] en 19901. Su im-

portancia se debe, en gran parte, a sus aplicaciones en áreas muy activas como lo son:

comunicaciones seguras [23,24,140], encriptación de datos [70], etc.

El estado śıncrono

Los problemas asociados a la sincronización de sistemas caóticos están ı́ntimamente

ligados con la estabilidad de dos conjuntos, estos definen la geometŕıa de este comporta-

1Antes de 1990, la relación entre el comportamiento caótico y la sincronización se encontraba como un
fenómeno indeseable. En este contexto, el caos se estudiaba como producto de la pérdida de sincronización
en circuitos excitados con señales periódicas [127]. A pesar de que el comportamiento caótico era un
fenómeno popular, bastante estudiado en f́ısica, no exist́ıan aplicaciones ingenieriles útiles del mismo
hasta entonces [125].
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miento [95], a saber:2

La variedad de sincronización. Es el conjunto de coordenadas o trayectorias que defi-

nen al estado śıncrono (hiperplano), en él se encuentran restringidas las trayectorias

de los sistemas acoplados cuando existe la sincronización.

La variedad transversal. Es el espacio ortogonal a la variedad de sincronización.

Contiene el conjunto de coordenas o trayectorias cero cuando el movimiento de los

sistemas se restringe a la variedad de sincronización.

El estado śıncrono, resultado del acoplamiento entre sistemas caóticos, corresponde a

trayectorias idénticas que mantienen su naturaleza caótica. Es decir, el estado śıncrono

corresponde a un atractor caótico dentro de la variedad de sincronización. Un atractor [124]

es un conjunto cerrado C tal que satisface las siguientes condiciones3,

1. El conjunto C es invariante, cualquier trayectoria x(t) que inicia en C se mantiene

en C;
2. C atrae a un conjunto abierto U de condiciones iniciales con C ⊂ U tal que si

x(0) ∈ U entonces d(x, C)→ 0 cuando t→∞ (el conjunto más grande U se conoce

como cuenca de atracción de C);
3. C es mı́nimo, no existe subconjunto propio de C que satisfaga las condiciones 1 y 2;

4. Si C es un atractor que exhibe sensibilidad dependiente de condiciones iniciales se

denomina atractor caótico. Esto es, dadas dos trayectorias que inician en condiciones

iniciales cercanas, divergen y se alejan rápidamente una de la otra desenvolviéndose

en un mismo atractor.

Es importante destacar que, sin pérdida de generalidad, tanto la variedad transver-

sal como la de sincronización pueden asociarse a conceptos más simples como el error de

sincronización (o seguimiento) y el origen del error de sincronización, respectivamente.

En consecuencia, se entiende que el punto cero dentro de la variedad transversal de sin-

cronización es un punto fijo dentro de dicha variedad, o equivalentemente, el origen es un

punto de equilibrio de la ecuación dinámica del error de sincronización (cf. Ejemplo A.2.1).

Mediante el siguiente ejemplo, se intentarán aterrizar las ideas descritas anteriormente.

2Estos problemas son equivalentes a los formulados en la sincronización de osciladores periódicos,
cuasi-periódicos, ciclos ĺımites, etc. Posteriormente, su extensión ha sido caso de estudio para sistemas
que aparentan desafiar la sincronización [92], i.e., sistemas caóticos.

3Para mayor detalle consulte [113], donde se describen las propiedades que caracterizan al caos mediante
un compendio de distintas definiciones en la literatura.
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Figura 1.1: Los sistemas caóticos muestran sensibilidad dependiente de condiciones ini-
ciales. Considere dos sistemas caóticos de Lorenz idénticos desacoplados con parámetros
σ = 10, r = 8/3, b = 28, para un par de condiciones iniciales “cercanas” distintas xm(0) =
(x1(0), y1(0), z1(0))T = (−0.2, 0.1,−0.1)T y xs(0) = (x2(0), y2(0), z2(0))T = (0.3, 0.5, 0.2)T ,
las trayectorias inicialmente vecinas se separan exponencialmente rápido desenvolviéndose,
eventualmente, en proyecciones sobre planos diferentes (a), (b), (c) del atractor caótico de
Lorenz. Los sistemas se desenvuleven en atractores distintos (d), claramente las diferencias
entre las trayectorias (e) de ambos sistemas ex(t) = x1(t) − x2(t), ey(t) = y1(t) − y2(t) y
ez(t) = z1(t)− z2(t) no convergen a cero cuando t→∞. Los planos mostrados en (a), (b),
(c) y los atractores en (d) están sobrepuestos.

Ejemplo simple

Considérense dos sistemas caóticos de Lorenz, idénticos e identificados como sistemas

maestro y sistema esclavo,

ẋ1 =

ẏ1 =

ż1 =

σ(y1 − x1),

−x1z1 + rx1 − y1,

x1y1 − bz1,

y

ẋ2 =

ẏ2 =

ż2 =

σ(y2 − x2),

−x2z2 + rx2 − y2,

x2y2 − bz2,

con condiciones iniciales distintas, respectivamente, y parámetros idénticos σ, r, b > 0. Es

claro que las trayectorias de los dos sistemas a lo largo del tiempo serán distintas debido

a la sensibilidad dependiente de condiciones iniciales (véase Figura 1.1). Ahora, considere
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Figura 1.2: Esquema de sincronización unidireccional maestro-esclavo. Los nodos repre-
sentan las dinámicas ẋm = fm(xm) y ẋs = fs(xs, u(xm)) asociadas a los sistemas maestro
y esclavo respectivamente, la flecha indica que la información se transmite en un sentido
donde la trayectoria del esclavo xs está influenciada por una entrada u que depende de la
trayectoria del maestro xm.

un esquema de sincronización unidireccional maestro-esclavo. En teoŕıa del control esto

significa que el esclavo recibe únicamente información del maestro a través de la entrada

del esclavo, donde esta depende de las trayectorias del maestro. Por otra parte, el maestro

no se ve afectado por las trayectorias del esclavo. En este esquema (mostrado en la Figura

1.2.) y particular, los sistemas maestro y esclavo están acoplados por el primer estado, se

sustituye el estado x2 del esclavo por el estado x1 del maestro en las ecuaciones dinámicas

correspondientes a y2 y z2 como sigue4,

ẋ1 =

ẏ1 =

ż1 =

σ(y1 − x1),

−x1z1 + rx1 − y1,

x1y1 − bz1,

y

ẋ2 =

ẏ2 =

ż2 =

σ(y2 − x2),

−x1z2 + rx1 − y2,

x1y2 − bz2,

De manera intuitiva se entiende del acoplamiento entre los sistemas que, dada una señal

caótica que se comporta de manera similar a la que sustituyó; esta tendrá un efecto

similar en la dinámica completa del sistema esclavo. Eventualmente, este reemplazamiento

parcial obligará al sistema esclavo a comportarse del mismo modo que el sistema maestro5.

Utilizando condiciones iniciales distintas, tanto en el esclavo como en el maestro se observa

que las trayectorias del esclavo x2, y2 y z2 convergen a las trayectorias del maestro x1, y1

y z1 después de un largo tiempo, es decir, |x1 − x2| → 0, |y1 − y2| → 0 y |z1 − z2| → 0

cuando t → ∞ (véase Figura 1.3). Sean x = (x1 x2), y = (y1 y2) y z = (z1 z2). De este

comportamiento suponemos que la variedad (trivial) de sincronización y la transversal

están descritas por:

M = {(x, y, z) | x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2} , y

M⊥ = {(ex, ey, ez) | ex = x1 − x2, ey = y1 − y2, ez = z1 − z2} ,

respectivamente.

4Configuración de Kevin Cuomo [23] en su circuito emisor-receptor.
5Controlar caos con caos es la “piedra angular” del descubrimiento de la sincronización del caos, antes

de Lou Pecora esta simple idea no hab́ıa sido concebida [125]: “Necesito forzar al caos con caos —Necesito
forzar al receptor con una señal que provenga del mismo tipo de sistema”.
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Figura 1.3: Sincronización de sistemas caóticos idénticos de Lorenz acoplados (reempla-
zamiento parcial) con parámetros σ = 10, r = 8/3, b = 28, para un par de condi-
ciones iniciales distintas xm(0) = (x1(0), y1(0), z1(0))T = (−0.2, 0.1,−0.1)T y xs(0) =
(x2(0), y2(0), z2(0))T = (0.3, 0.5, 0.2)T . Debido al reemplazamiento de x2 por x1, las tra-
yectorias eventualmente se restringen a la variedad de sincronización (hiperplano de sin-
cronización), los planos mostrados en (a), (b), (c) son proyecciones de la variedad de
sincronización x1 = x2, y1 = y2 y z1 = z2. Cuando los sistemas se desenvuleven en
un mismo atractor caótico (d), la diferencia entre las trayectorias ex(t) = x1(t) − x2(t),
ey(t) = y1(t)−y2(t) y ez(t) = z1(t)−z2(t) es cero (e) cuando t→∞. Los planos mostrados
en (a), (b), (c) y los atractores en (d) están sobrepuestos.
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Estabilidad y sincronización

Desde la perspectiva de control automático, el estudio de la sincronización radica en

probar la estabilidad de la variedad de sincronización (si es esta existe) o en su defecto

de la variedad transversal. No es dif́ıcil notar que el estudio de la estabilidad de ambas

variedades es equivalente en el sentido de que una implica la otra y viceversa. En el ejemplo

anterior, cuando los sistemas están acoplados, la sincronización ocurre porque la variedad

de sincronización es estable. Para observar esto, definamos los errores de sincronización

ex, ey y ez como en M⊥. Entonces el punto cero de la variedad transversal debe ser un

punto fijo dentro de esa variedad. Esto nos lleva a que el origen sea un punto de equilibro

asintóticamente estable de la dinámica asociada a ex, ey y ez. Obteniendo la dinámica del

error de sincronización, tenemos que:

ėx = σ(ey − ex),

ėy = −ey − x1ez, (1.1)

ėy = x1ey − bez.

Lo que necesitamos es que ex, ey y ez tiendan a cero cuando t→∞. Esto es claro si ana-

lizamos la estabilidad del equilibrio del sistema (1.1). Esta dinámica claramente depende

de x1, sin embargo, es posible obtener una función de Lyapunov y concluir sobre la estabi-

lidad del error de sincronización e = (ex ey ez)
T . Sea V (e) = 1

2σ
e2
x + 1

2
(e2
y + e2

z), calculando

la derivada de V (e) en las trayectorias de e tenemos que V̇ (e) = −(e2
x − exey)− e2

y − e2
z =

−(ex − 1
2
ey)

2 − 3
4
e2
y − be2

z ≤ 0 con V̇ (e) = 0 cuando e = 0, entonces e = 0 es global y

asintóticamente estable6. Note que los términos que dependen de x1 desaparecen en la

derivada de V (e). En consecuencia, de la negatividad semidefinida de la derivada de V (e),

es inmediato que la variedad de sincronización es asintóticamente estable.

Salvo en casos muy especiales como el presentado en el párrafo anterior, cuando es

posible proponer una función de Lyapunov, la aplicación del método directo de Lyapunov

es concluyente [23, 24]. No obstante, es importante destacar que aun cuando los sistemas

son idénticos, la dinámica del error de sincronización depende de estados de los sistemas

maestro y esclavo (cf. (1.1)), esto empeora si la forma de acoplar los sistemas es más

compleja. Entonces, proponer una función de Lyapunov parece una tarea complicada.

Una solución más general consiste en el estudio de estabilidad de la ecuación variacional

asociada a la variedad transversal (expansión de Taylor del campo vectorial del error de

6Este argumento sigue del principio de invariancia de LaSalle y del hecho que V (e) es radialmente no
acotada, véase el Teorema 4.4 en [51].
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sincronización, i.e., el jacobiano de la dinámica del error de sincronización). Para (1.1),

esta ecuación es,

ė =


−σ σ 0

0 −1 −x1

0 x1 −b

 e,

donde la mı́nima condición necesaria de estabilidad [95] del error de sincronización ra-

dica en la negatividad de los exponentes (condicionales) de Lyapunov de esta ecuación

variacional. Es aśı como, debido a la estructura en la ecuación dinámica del error de sin-

cronización, las formas de analizar la estabilidad de las variedades de sincronización o

transversal radican principalmente en: enfoques varacionales (numéricos) o, en el mejor de

los casos, mediante el enfoque de estabilidad de Lyapunov.

Problemas del estado śıncrono

En la práctica, la negatividad de los exponentes de Lyapunov no es una condición

suficiente para la estabilidad del estado śıncrono, el máximo exponente condicional de

Lyapunov es casi independiente de la cuenca de atracción del atractor [95]. Existen conjun-

tos invariantes (e.g., puntos de equilibrio, órbitas periódicas, variedades invariantes, etc.)

dentro del atractor caótico (en la variedad de sincronización) cuyo máximo exponente con-

dicional de Lyapunov es positivo, aun cuando el máximo exponente Lyapunov del atractor

es negativo. Aśı, trayectorias que se acercan a la variedad de sincronización son repelidas

de forma abrupta y/o intermitente por estos conjuntos invariantes [11,17,38,39,87,95,99].

Estos problemas son bien entendidos y pueden analizarse de manera adecuada utilizando

una herramienta poderosa como la “Función Maestra de Estabilidad” (FME) en el caso

de sincronización de sistemas (casi) idénticos [15, 39,96,126].

Sincronización generalizada (SG) y problemas asocia-

dos

La existencia de una variedad trivial e invariante es un hecho bien conocido en los

problemas de osciladores idénticos acoplados [95]. En ese caso particular, métodos varia-

cionales como la FME describen muy bien este fenómeno [15, 43, 81, 96, 112, 126, 153]. Sin

embargo en sistemas f́ısicos reales, la estructura de los grupos de sistemas acoplados es

diferente (en el mejor de los casos solo existen diferencias en los parámetros entre sistemas
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“idénticos”). Entonces, es claro que las diferencias entre las estructuras dinámicas de los

sistemas juegan un papel importante en la sincronización [32, 106, 123]. Aśı, el estudio

de estabilidad del error de sincronización o variedad de sincronización es importante y

claramente más desafiante que en el caso de los sistemas estrictamente idénticos.

Considere al sistema de Rössler y Lorenz en la configuración maestro-esclavo con aco-

plamiento difusivo en la primer componente, i.e.,

ẋ1 =

ẏ1 =

ż1 =

−(y1 + z1),

x1 + 0.2y1,

0.2 + z1(x1 − µ),

y

ẋ2 =

ẏ2 =

ż2 =

σ(y2 − x2)− g(x2 − x1),

−x2z2 + rx2 − y2,

x2y2 − bz2,

con parámetros σ, r, b, µ > 0, con fuerza de acoplamiento7 g ≥ 0.

Podemos pensar en las siguientes dos situaciones: cuando los sistemas están desaco-

plados (i.e. g = 0), es claro que las trayectorias de ambos sistemas se desenvuelven en

atractores diferentes (véase Figura 1.4); Por otra parte, cuando los sistemas se encuen-

tran acoplados (i.e. g > 0), note que las trayectorias del esclavo x2, y2 y z2 no siguen a

las trayectorias del maestro x1, y1 y z1, es decir, se pierde el comportamiento asintótico

del error de sincronización (como se aprecia en la Figura 1.5). Podŕıa parecer lógico que

incrementando el valor de g implicaŕıa que los sistemas lleguen a un estado de śıncrono,

sin embargo, esto no es aśı de simple.

En este punto es inmediato realizar las siguientes observaciones, dado que obtener una

ecuación dinámica del error de sincronización y analizar su estabilidad no es trivial (cf.

(1.1)), ¿existe alguna correlación entre las trayectorias que indique que estos sistemas se

encuentran sincronizados?, aún más esencial, ¿es posible determinar un estado śıncrono

para estos sistemas?. Desde el descubrimiento hecho por Pecora y Carroll [92], es evidente

que las respuestas a estas preguntas son fundamentales para las posibles aplicaciones

potenciales de este fenómeno.

En la sincronización de sistemas caóticos distintos, es decir, cuando el tipo de atrac-

tores en los cuales originalmente se desenvuelven son de naturaleza distinta (la ecuación

diferencial asociada a cada sistema es completamente diferente). Se dice que estos siste-

mas acoplados se pueden sincronizar en un sentido generalizado8; a saber, las proyecciones

de las trayectorias sincronizadas sobre el espacio de soluciones de los sistemas acoplados

7En este ejemplo en particular, el objetivo no es encontrar el valor apropiado de g tal que dé lugar a
la SG de los sistemas en cuestión. Para mayor detalle consulte [53].

8Existen otros tipos de sincronización del caos, los más encontrados en la literatura son los siguientes:
Sincronización completa (SC), Sincronización de fase, Sincronización proyectiva y, Sincronización retar-
dada. Para mayor detalle del panorama general de la sincronización del caos véase la Figura 1.6. En este
trabajo es de particular interés estudiar el caso de SG.
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Figura 1.4: Atractores de sistemas caóticos de Rössler y Lorenz desacoplados con paráme-
tros µ = 5.7, σ = 10, r = 8/3, b = 28, para un par de condiciones iniciales xm(0) =
(x1(0), y1(0), z1(0))T = (1, 0.1,−0.1)T y xs(0) = (x2(0), y2(0), z2(0))T = (0.3, 0.5, 0.2)T . En
las proyecciones sobre planos (a), (b), (c) de los atractores caóticos de Rössler y Lorenz se
aprecia que los atractores son de naturaleza distinta. Por lo tanto, los sistemas se desen-
vuleven en atractores distintos (d), claramente las diferencias entre las trayectorias (e)
de ambos sistemas ex(t) = x1(t) − x2(t), ey(t) = y1(t) − y2(t) y ez(t) = z1(t) − z2(t) no
convergen a cero cuando t→∞. Los planos mostrados en (a), (b), (c) y los atractores en
(d) están sobrepuestos.
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Figura 1.5: Sistemas caóticos de Rössler y Lorenz acoplados con parámetros µ = 5.7,
σ = 10, r = 8/3, b = 28 y g = 100, para un par de condiciones iniciales xm(0) =
(x1(0), y1(0), z1(0))T = (1, 0.1,−0.1)T y xs(0) = (x2(0), y2(0), z2(0))T = (0.3, 0.5, 0.2)T .
Los sistemas se desenvuleven en atractores distintos (d), las trayectoŕıas de los sistemas
no están en sincrońıa a pesar del acoplamiento. Sin embargo, cada par de proyecciones
sobrepuestas de los atractores (a), (b), (c) aparentan ser una imagen distorsionada (no
lineal) una de la otra [53]. Note que las diferencias entre las trayectorias (e) de ambos
sistemas ex(t) = x1(t) − x2(t), ey(t) = y1(t) − y2(t) y ez(t) = z1(t) − z2(t) no convergen
a cero cuando t → ∞, y tampoco existe un estado śıncrono que satisfaga las relaciones
x1 = x2, y1 = y2 y z1 = z2. Los planos mostrados en (a), (b), (c) y los atractores en (d)
están sobrepuestos.
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están conectados por un mapeo diferencialmente continuo9. Claramente este mapeo define

la variedad de sincronización, e.g., para los sistemas de Rössler y Lorenz acoplados con

trayectorias x = (x1 x2), y = (y1 y2) y z = (z1 z2)

M = {(x, y, z) | x1 = ϕx(x2), y1 = ϕy(y2), z1 = ϕz(z2)} .

Entonces, la definición de M está comprometida con la existencia del mapeo ϕ(·, ·, ·) =

(ϕx(·), ϕy(·), ϕy(·)). No obstante, encontrar y definir ϕ(·, ·, ·) no es trivial.

Este fenómeno fue primeramente observado por Afraimovich et. al. [3] en 1983 del aco-

plamiento de dos sistemas idénticos con parámetros distintos. Posteriormente fue introdu-

cido como sincronización generalizada (SG) en 1995 por Nikolai F. Rulkov et. al. [111] co-

mo un fenómeno que surge del estudio del acoplamiento unidireccional en la configuración

maestro-esclavo de sistemas caóticos distintos. Es importante destacar que la restricción

de la configuración maestro-esclavo permite que este problema sea tratable, para esquemas

mas generales de acoplamiento mutuo10 el mapeo que define la variedad de sincronización

puede no existir. Un caso particular sucede cuando el mapeo es la identidad, consecuencia

de que los sistemas acoplados sean idénticos, este se conoce como sincronización completa

(SC). En términos generales, el problema de SG se divide en dos partes: primero, encontrar

el expĺıcitamente el mapeo que relaciona las trayectorias del sistema esclavo con las del

sistema maestro y; segundo, verificar la estabilidad de la variedad de sincronización.

De lo anterior, la existencia de dicha transformación en la sincronización entre siste-

mas caóticos distintos es primordial. Es claro que invertibilidad y suavidad son problemas

inherentes a la transformación, puesto que debe ser un difeomorfismo. Pero que exista,

garantiza que las trayectorias se encuentren confinadas en una variedad de sincronización

cuando esta es atractiva. En la literatura existen herramientas que permiten detectar la

existencia del fenómeno de SG (método del sistema auxiliar [2, 53, 103], falsos vecinos

mutuos más cercanos [111], mezcla de atractores caóticos [1], método del sistema modifi-

cado [45], etc.). El análisis de estabilidad en estas herramientas se basa en el estudio de

la ecuación variacional asociada a la variedad transversal (expansión de Taylor del campo

9Existen muchos tipos de definiciones acerca de la SG, todas ellas difieren en el tipo de mapeo que se
utiliza [17]: continuo [2,111], homeomorfismo [3], diferenciable continuo [47], difeomorfismo [53,65,68,94],
no suave [103]. Es de nuestro particular interés el mapeo diferencialmente continuo como consecuencia del
uso de herramientas basadas en álgebra diferencial [19, 20,68] en la multi-sincronización.

10Existen muchas formas de acoplar los sistemas caóticos, la complejidad del problema depende del tipo
de acoplamiento que se utilice (la ley de control que lleva a los sistemas a la variedad de sincronización).
Entre los más comunes en la literatura se encuentran el reemplazamiento completo [92], reemplazamiento
parcial [23,24], acoplamiento difusivo o control por realimentación negativa [3,37,110], ver [95] para otras
variantes, observadores de estado [80, 119], “control” activo [4, 13], también controladores diseñados con
técnicas de álgebra-diferencial [68], geometŕıa-diferencial [14,49] basadas en la linealización por realimen-
tación o el regulador robusto de salida, etc.
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Figura 1.6: Panorama general en la sincronización del caos

vectorial del error de sincronización). No es dif́ıcil notar que los problemas inherentes al

análisis de estabilidad de la variedad transversal son la limitante de estas herramientas

e.g. el cálculo del máximo exponente de Lyapunov [33,93].

Sin embargo, los trabajos enfocados para encontrar el mapeo son realmente escasos y

restrictivos [3, 14, 50, 135, 152], además cuando se propone este mapeo, se desconoce si la

variedad de sincronización efectivamente es atractiva [53]. Las herramientas mencionadas

en el párrafo anterior evitan encontrar el mapeo expĺıcitamente, es decir, no se sabe como se

encuentran relacionadas las trayectorias del sistema maestro y esclavo, solo determinan la

existencia dicho mapeo (en general, estos métodos transforman el problema de detección

de SG a un problema detección de SC). En consecuencia no se obtiene la forma de la

variedad de sincronización. Esto no es cŕıtico, pero sin duda alguna limita su utilidad

práctica.

De una manera simple y sin ser exhaustivo, en la Figura 1.6 se presenta el panorama

general en la sincronización del caos que resume en gran parte lo que se ha expuesto hasta el

momento. Es importante resaltar el objetivo fundamental en el estudio de la sincronización

del caos es en general, independientemente del tipo de sistemas, configuración, régimen,

acoplamiento y enfoque, la verificación de la estabilidad de la variedad de sincronización.

Álgebra diferencial como solución

Las herramientas basadas en el álgebra diferencial y en especial la existencia del elemen-

to primitivo diferencial permiten resolver distintos problemas asociados a la construcción
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de observadores de estado, el diseño de leyes de control para resolver problemas como

seguimiento y estabilización local, diseño de leyes de control tolerantes a fallas, estima-

ción del estado y parámetros de manera simultánea para una clase amplia de sistemas

no lineales [66,68,71,72]. Tomando en consideración que el problema de sincronización es

similar al problema de seguimiento, el problema atacado en este trabajo puede ser resuelto

utilizando dichas herramientas.

En el enfoque algebraico diferencial utilizado en este trabajo, la clave para atacar el

problema de sincronización en general es indiscutiblemente el elemento primitivo diferen-

cial de cada sistema acoplado (e.g. la salida disponible de cada sistema). A partir de esta

familia de elementos podemos obtener de manera natural la transformación que conecta a

los sistemas acoplados con las trayectorias en sincrońıa (el difeomorfismo que relaciona la

trayectorias del sistema esclavo con las del maestro), como consecuencia podemos describir

exactamente la variedad de sincronización. Lo que indica que, partiendo de la premisa so-

bre la existencia de este elemento, el problema de SG está parcialmente resuelto. Trabajos

preliminares en esta dirección se pueden encontrar en [64, 65, 68]. Una de las consecuen-

cias del uso de estas técnicas, en la solución de este problema, radica en la pérdida de la

identidad en el mapeo difeomorfo cuando los sistemas son idénticos.

Multi-sincronización

Motivado por los fenómenos en la naturaleza, donde se observa la sincronización entre

múltiples osciladores [32,106,123], los problemas asociados a la sincronización de un par de

sistemas acoplados se han extendido al estudio de escenarios cada vez mas complejos. Como

resultado, numerosas aplicaciones de estos problemas son tópicos de gran interés entre la

comunidad cient́ıfica: “rendezvous”, control de formación, “congregación” y “instrucción”,

“alineamiento de posición”, redes de sensores, computación distribuida, consenso, redes

complejas en general, sincronización del caos [15,32,37,38,55,56,63,69,76,81,85,100,106,

112, 123, 141]. En un contexto actual, la sincronización de múltiples sistemas acoplados

(multi-sincronización) pueden entenderse de la siguiente manera. En una red de sistemas

denominada sistema multi-agente (SMA), formado por individuos (agentes) que comparten

información total o parcial de su estado con sus sistemas vecinos, los sistemas son capaces

de encontrar una trayectoria en particular a seguir de acuerdo a las interacciones descritas

por un protocolo individual (acoplamiento) que depende de la información compartida en

la red (e.g. la salida o el estado de cada sistema). La forma de modelar las interacciones

de los agentes está dada por un grafo que indica la topoloǵıa de la interacción de los

xxviii



sistemas en el SMA11. Sin pérdida de generalidad podemos hablar de topoloǵıa con ĺıder

o sin ĺıder. La primera se entiende como la configuración unidireccional de un maestro y

varios esclavos, de este modo las trayectorias de todos los sistemas esclavos (i.e. seguidores)

siguen a un único sistema maestro (i.e. un grafo dirigido aćıclico y conexo donde existe un

camino del nodo ráız o ĺıder a todo y cada uno de los nodos en el grafo). En la literatura,

a este problema se le conoce como consenso siguiendo al ĺıder. En la segunda, no hay

un maestro (no hay ĺıder ni seguidores) y puede existir cualquier tipo de conexión entre

los agentes en la red (e.g. grafos de redes de mundo pequeño [143], grafos no dirigidos

en general, etc.); las trayectorias de todos los sistemas (nodos) siguen una trayectoria en

común que no pertenece necesariamente a alguna de los agentes en la red.

El consenso y la sincronización son problemas ı́ntimamente relacionados de sistemas

multiagentes, como lo describe [146], en una relación compleja entre las caracteŕısitcas de

la red: tipos de sistemas, acoplamientos y topoloǵıa involucrada (grafo de comunicación).

Aunado a esto todav́ıa puede darse otra descripción general en términos de la variedad

de sincronización. Como se dijo anteriormente, si esta existe, el comportamiento de toda

la red puede describirse en términos de esta variedad. Claramente, los elementos de esta

última son las variables de interés restringidas a las caracteŕısticas de la red.

El objeto de estudio en los problemas de multi-sincronización se enfoca en aumentar

la complejidad de las interacciones entre los sistemas en la red. Trabajos en esta dirección

para sistemas no lineales se pueden encontrar en [9, 26, 29, 37, 49, 58, 59, 61, 88, 89, 97, 104,

118,134,151], todos ellos fuertemente motivados por los descubrimientos en sistemas linea-

les [63,76,85,106]. Los problemas más cercanos a la realidad son aquellos en donde los siste-

mas que componen al SMA son de naturaleza distinta (i.e. redes de sistemas heterogéneos).

En este ámbito podemos mencionar los siguientes trabajos [37, 49, 88, 89, 104, 134, 151]12.

Comparado con los problemas de redes con unidades (casi-)idénticas [32, 122, 153], la co-

munidad de la teoŕıa de control ha intentado resolver los problemas sobre la sincronización

de redes heterogéneas mediante el diseño apropiado de protocolos (controladores) dinámi-

cos de consenso [20, 49, 89, 146]. Recientemente, estos problemas se han llevado la mayor

parte de la atención de la comunidad cient́ıfica. Algunos de estos resultados se han dado

en términos de estabilidad práctica de conjuntos (atractores) que se asemeja en cierto

modo al análisis de estabilidad de la variedad de sincronización [89], en donde se ha pro-

puesto que el comportamiento de unidades con acoplamiento difusivo se sincroniza a una

11Cada nodo en el grafo representa la dinámica asociada a cada uno de los sistemas en la red, para
mayor detalle sobre la Teoŕıa de Grafos consulte [36].

12También, de acuerdo a la naturaleza del problema, cabe la posibilidad de tener conexiones intermi-
tentes entre los sistemas que son inevitables [59, 134, 146]. Esta posibilidad queda fuera del alcance en el
trabajo presente.
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dinámica emergente (variedad de sincronización) que solo depende de la estructura de

la red. Otros esfuerzos revelan la existencia de un comportamiento dinámico virtual en

común para toda la red, que puede ser impuesto como en el caso del exosistema en [49] o

como en el caso del sistema interno, resultado de las caracteŕısticas de la red y el tipo de

controlador dinámico [146] para todas las unidades en la red. En ambos casos, el diseño

apropiado de un controlador dinámico es capaz de forzar a todos los agentes de la red a

comportarse de la misma manera que el sistema virtual. La solución śıncrona (variedad de

sincronización) en este sentido se da en la forma de un pincipio del modelo interno [144] o

como un regulador no lineal de salida [49]. Nuevamente, se puede observar que la manera

de estudiar este tipo de problemas depende de la caracterización del comportamiento co-

lectivo entre los sistemas acoplados, i.e., la estabilidad de la variedad de sincronización. De

esta manera, los problemas brevemente descritos con anterioridad son similares a aquellos

en la literatura de consenso. Espećıficamente, se puede decir que en el caso del sistema

interno o dinámica emergente corresponde a la generalización de los problemas clásicos

de consenso; por otra parte, el caso del exosistema corresponde al problema de consenso

siguiendo al ĺıder. Hasta donde sabemos, no existen trabajos en este contexto en donde

obtenga una variedad de sincronización estable y que se verifique su estabilidad de manera

expĺıcita.

En este trabajo, el objetivo es estudiar el problema de redes de sistemas caóticos he-

terogéneos, es decir, el problema de Multi-sincronización en un sentido generalizado a lo

que llamamos Multi-sincronización generalizada (MSG). Ahora, la definición del problema

radica principalmente en la existencia de mapeos diferencialmente continuos que relacio-

nen las trayectoŕıas del sistema maestro con cada uno de los sistemas esclavos; lo que nos

restringe a modelar la interacción entre los sistemas con un grafo dirigido invariante en

el tiempo (i.e. en el esquema unidireccional) no fuertemente conexo (i.e. no existe una

secuencia de ejes de un nodo a cualquier otro nodo), conocido comúnmente en la litera-

tura como, un árbol dirigido de cobertura con un único ĺıder como ráız. Además de que

se ha desmostrado este tipo de grafos son muy útiles en la sincronización de redes de

osciladores lineales acoplados [107], en este trabajo explotamos las propiedades de estos

para verificar y extender las condiciones de estabilidad de la variedad de sincronización

para redes de sistemas no lineales heterogéneas. De lo anterior, el hecho de que el grafo

sea un tanto trivial, no implica que el problema de MSG lo sea. Esto es bastante claro, es

necesario encontrar los mapeos y verificar la estabilidad de la variedad de sincronización,

que ahora, es de orden mucho mayor dimensión que en SG. Es por ello que se dice que para

sistemas estrictamente diferentes (redes heterogéneas) la variedad de sincronización no es
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Figura 1.7: MAS con un único ĺıder sin interacción entre seguidores. El grafo asociado
a esta configuración es un árbol de cobertura dirigido con un ĺıder único como ráız. Ca-
da nodo representa la dinámica individual asociada a cada uno de los N + 1 sistemas
interconectados.

trivial y puede ser que no exista. Además, poco se sabe sobre la estabilidad de dicha va-

riedad y como consecuencia sobre la sincronización de dichos sistemas [19,20,49,64,88,144].

MSG y el enfoque algebraico-diferencial

En este trabajo atacamos el problema de MSG en la configuración maestro y esclavo.

Hasta el momento es claro que este problema se puede reinterpretar como un problema

de consenso siguiendo al lider de SMA. A lo largo del trabajo, consideraremos al SMA

como una red de sistemas caóticos interconectados, heterogéneo, de la misma dimensión,

cuyas interacciones se encuentran modeladas por un grafo dirigido fijo y no fuertemente

conexo como se muestra en la Figura 1.7 en el que además sea posible agregar interacciones

arbitrarias entre los seguidores.

Desde un punto de vista algebraico diferencial, bajo la premisa de la existencia del ele-

mento primitivo diferencial para cada sistema, es posible dar una solución a este problema

como sigue: mediante una familia de transformaciones (difeomorfas) Φi obtenida mediante

el elemento primitivo diferencia para cada sistema, el SMA puede llevarse a una Forma

Canónica de Observabilidad Generalizada Multi-salida (FCOGM), véase Figura 1.8. La

adecuada selección del elemento primitivo diferencial es clave para resolver este proble-

ma, este se elige como una combinación lineal de los estados disponibles y entradas de

control (estos elementos permiten obtener expĺıcitamente la variedad de sincronización).

En este espacio transformado es posible diseñar un protocolo dinámico de consenso, con

la salida del ĺıder, tal que las trayectorias de los seguidores eventualmente se acerquen a

las trayectorias del ĺıder en el espacio transformado; y mediante la obtención del mapeo
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Figura 1.8: MAS y MSG mediante un enfoque de álgebra diferencial

diferencialmente continuo que define a la variedad de sincronización (en función de las

transformaciones difeomorfas Φi), se logra el consenso siguiendo al ĺıder del SMA cuando

dicha variedad es atractiva. Es decir, todos los nodos en la red se acercan a una trayectoria

en común descrita por el ĺıder cuando t→∞. Finalmente, como consecuencia, equivale a

alcanzar el estado de MSG del SMA.

La diferencia con las metodoloǵıas existentes radica en que el protocolo de consenso

para cada sistema seguidor es dinámico en el sentido de que este depende de los estados

del controlador asociado con el sistema dinámico y los estados asociados a la FCOG. Esto

es crucial en la definición de la variedad de sincronización estable.

Objetivos

El objetivo general de esta tesis es el diseño de controladores dinámicos para el

problema de multi-sincronización generalizada de sistemas caóticos. Los objetivos par-

ticulares son:

1. Dar un método de multi-sincronización generalizada;

2. Describir la variedad algebraica de sincronización de redes de sistemas heterogéneos;

3. Estudiar la estabilidad de la variedad algebraica de sincronización;

4. Explorar leyes de control dinámicas que permitan la interacción entre sistemas es-

clavos;
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5. Extensión de estos problemas a sistemas de orden fraccionario conmensurados;

6. Obtener resultados numéricos mediante la aplicación de dichos métodos.

Contribución principal

La contribución principal de esta tesis es: la propuesta de una metodoloǵıa de análisis

de estabilidad de la variedad algebraica de sincronización para redes de sistemas multi-

agentes heterogéneos, en el proceso unidireccional de multi-sincronización generalizada,

mediante un enfoque algebraico diferencial.

Estructura y organización

El contenido principal de este trabajo se organiza en tres caṕıtulos, que incluyen parte

del trabajo de investigación realizado durante el programa de Doctorado. Finalmente, se

concluye con una pequeña discusión acerca del trabajo restante y posibles direcciones

futuras.

Caṕıtulo 2 - Preliminares

En el caṕıtulo 1 se darán definiciones y preliminares básicos sobre álgebra diferencial y

formas canónicas [71]; y coordinación de agentes y teoŕıa algebraica de grafos [36]. Estas

herramientas nos permiten describir propiedades interesantes de los SMA que nos serán

de gran utilidad, a saber: el estado śıncrono de sistemas caóticos de una manera sencilla,

la interacción entre nodos en una red y el estudio de estabilidad de la variedad algebraica

de sincronización. También, se presentan algunos resultados y análisis preliminares sobre

el problema de multi-sincronización de SMA, mismos que muestran la conexión directa

con la MSG.

Caṕıtulo 3 - MSG como un problema de consenso siguiendo al

ĺıder

En el caṕıtulo 2 se propone una metodoloǵıa para resolver el problema de MSG en la

topoloǵıa unidireccional maestro-esclavo. Dentro de un enfoque algebraico diferencial este

problema se interpreta como un problema de consenso siguiendo al ĺıder. Introduciendo

al SMA como una red de sistemas con una dinámica estrictamente diferente, de la mis-

ma dimensión e interconectados mediante un árbol dirigido de cobertura fijo. También,
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se propone un controlador dinámico para cada seguidor que permite sincronizar la red

completa [20–22,67,69]. Además, bajo la premisa de que el elemento primitivo diferencial

permite completamente caracterizar la variedad de algebraica de sincronización del SMA,

mostramos algunos resultados preliminares sobre la estabilidad de este tipo de variedades

de sincronización [20]. Por último, de manera ilustrativa, presentamos un ejemplo numérico

sobre una red de sistemas caóticos heterogéneos.

Caṕıtulo 4 - Extensiones para sistemas de orden fraccionario con-

mensurado

En el caṕıtulo 3, se estudia el problema de MSG para una clase de sistemas de orden

fraccionario conmensurado (MSGF). Se presenta una metodoloǵıa para sincronizar múlti-

ples familias de sistemas Liouvillianos en la configuración maestro-esclavo. También, se

obtiene una construcción expĺıcita del mapeo que relaciona las trayectorias de los sistemas

maestros con sus correspondientes sistemas esclavos. Se diseña una ley de control dinámica

de orden fraccionario que permite alcanzar la MSGF para todas las familias de sistemas en

la red. Además, añadiendo términos de acoplamiento difusivo en la ley dinámica de con-

trol, se resuelve el problema de MSGF para cualquier tipo de interconexión entre esclavos

de cada familia de sistemas [19]. Finalmente, se muestran algunas simulaciones numéricas

para ilustrar la metodoloǵıa propuesta.

Discusión y direcciones futuras

Como cierre de este manuscrito, en base a los resultados obtenidos, se presentan las

conclusiones sobre los resultados obtenidos durante el programa de Doctorado. También

se comenta sobre las soluciones obtenidas de otros problemas relacionados y las posibles

direcciones futuras de este trabajo de investigación.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En las secciones posteriores se darán definiciones y preliminares básicos sobre álgebra

diferencial y formas canónicas [71]; y coordinación de agentes y teoŕıa algebraica de grafos

[36]. Estas herramientas nos permiten describir propiedades interesantes de los SMA que

nos serán de gran utilidad, a saber: el estado śıncrono de los sistemas caóticos de una

manera sencilla, la interacción entre los nodos en una red y el estudio de estabilidad de la

variedad algebraica de sincronización. También, se presentan algunos resultados y análisis

preliminares sobre el problema de multi-sincronización de SMA.

2.1. Álgebra diferencial en teoŕıa de control

En general en teoŕıa de control estamos interesados en estudiar problemas relacionados

con el diseño de sistemas control para sistemas dinámicos representados principalmente

por ecuaciones diferenciales. El álgebra diferencial [54, 108] puede entenderse como una

generalización de las estructuras básicas algebraicas construidas a partir de operaciones

como la suma y multiplicación [40,75,109] para el estudio de problemas afines en ecuaciones

diferenciales. Es decir, la generalización de estructuras como: anillos, campos, extensiones

de campos, vectoriales, etc., dotadas además de un operador derivada sirven como un

lenguaje descriptivo de los problemas asociados con sistemas dinámicos. La idea principal

del álgebra diferencial en teoŕıa de control es describir a los sistemas dinámicos a través

de estructuras algebraicas diferenciales y resolver sus problemas asociados mediante el uso

de técnicas basadas en álgebra diferencial [71]. En particular en este trabajo, atacamos

el problema de sincronización de sistemas dinámicos utilizando técnicas basadas en esta

área.

Es por ello que en esta sección se presentan los conceptos básicos y resultados preliminares

sobre estructuras algebraicas y en especial del álgebra diferencial, mismos que son la base

1



2 2. Preliminares

de este trabajo.

2.1.1. Anillos y campos.

Definición 1. Sea R un conjunto no vaćıo, decimos que R es un anillo si existen dos

operaciones binarias cerradas en R llamadas suma (+ : R × R → R) y multiplicación

(· : R×R→ R) tales que:

1) Cerradura en la suma: ∀ a, b ∈ R, a+ b ∈ R.

2) Conmutatividad de la suma: ∀ a, b ∈ R, a+ b = b+ a.

3) Asociatividad de la suma: ∀ a, b, c ∈ R, a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

4) Elemento neutro aditivo: ∀ a ∈ R ∃ 0 ∈ R tal que a+ 0 = 0 + a = a.

5) Elemento inverso aditivo: ∀a ∈ R ∃ − a ∈ R tal que a+ (−a) = (−a) + a = 0.

6) Cerradura en la multiplicación: ∀ a, b ∈ R, a · b ∈ R.

7) Asociatividad de la multiplicación: ∀ a, b, c ∈ R, a · (b · c) = (a · b) · c.

8) Leyes de distributividad: ∀ a, b, c ∈ R, a · (b+ c) = a · b+a · c y (b+ c) ·a = b ·a+ c ·a.

Ejemplo 2.1.1. Los conjuntos de los números enteros Z y los números reales R son

anillos.

Ejemplo 2.1.2. Sea k = R. El anillo de polinomios en una indeterminada x (una

sola variable) sobre k es:

k[x] :=
{
f(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0 | ai ∈ k
}
.

Además, k[x] es un dominio entero.

Observación 1. Un polinomio nulo es aquel polinomio con todos sus coeficientes iguales

a cero, i.e., ai = 0, ∀i. Se dice que es un polinomio no nulo si al menos uno de sus

coeficientes es distinto de cero.

Observación 2. Es claro que existen estructuras subyacientes a los anillos, es decir,

aquellas estructuras donde solo se permite una operación (semigrupos, grupos). Dado
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que esta sección no es compendio exhaustivo sobre estructuras algebraicas, este y otros

detalles omitidos sobre estructuras básicas pueden consultarse en [40, 75, 109].

Si se añaden propiedades en las operaciones en los anillos se obtienen estructuras

más complejas. Este proceso de agregar reglas complementarias en las operaciones de los

conjuntos permite construir estructuras más ricas y complejas. En la siguiente definición

se muestran otras estructuras comúnmente usadas y cuya estructura base es un anillo.

Definición 2. Sea R un anillo, además se dice que es:

1) Un anillo con elemento unitario si ∃ 1 ∈ R tal que a · 1 = 1 · 1 = a, ∀ a ∈ R.

2) Un anillo conmutativo si ∀ a, b ∈ R, a · b = b · a.

3) Un dominio entero si es un anillo conmutativo y si no tiene divisores de cero.

4) Un anillo con división si ∃ 1 ∈ R \ 0 tal que 1 · a = a · 1 = a ∀ a ∈ R \ 0 y ∀
a ∈ R \ 0 ∃ a−1 ∈ R \ 0 tal que a · a−1 = a−1 · a = 1 (sus elementos distintos de cero

forman un grupo bajo la multiplicación).

5) Un campo si es un anillo conmutativo con división.

Observación 3. Sea R es un anillo conmutativo y a ∈ R, a 6= 0, se dice que a es un

divisor de cero si existe un b ∈ R, b 6= 0, tal que a · b = 0.

Lema 1. Un dominio entero finito es un campo.

Definición 3. Sea K un campo y k un subcampo de K, entonces K es una extensión

del campo k. Se denota como K/k (véase Figura 2.1).

Figura 2.1: La extensión de campo K/k, k ⊂ K

Definición 4. Un anillo diferencial es un A es un anillo conmutativo tal que la deri-

vada ∂ de A es una función cerrada ∂ : A → A tal que para todo par (a, b), a, b ∈ A se
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satisface que:

+ : A× A→ A

(a, b) 7→ a+ b

y

· : A× A→ A

(a, b) 7→ a · b

También se satisface:

∂ (a+ b) = ∂a+ ∂b

y

∂ (a · b) = (∂a) b+ a (∂b) .

Esta definición se ilustra en la Figura 2.2, note que a · b, a + b ∈ A dado que A es un

anillo.

Figura 2.2: Diferenciación en un anillo conmutativo con unidad A

Definición 5. Un campo diferencial es un anillo diferencial que a su vez es un

campo.

Definición 6. Un campo diferencial k es un conjunto con las propiedades de un campo,

dotado con una operador de derivada que satisface las reglas usuales:

∀ a, b ∈ k d

dt
(a+ b) = ȧ+ ḃ,

∀ a, b ∈ k d

dt
(a · b) = ȧ · b+ a · ḃ.

Ejemplo 2.1.3. Los conjuntos triviales Q, R y C son campos diferenciales.

Ejemplo 2.1.4. Sea R[x] el anillo de polinomios en una variable x sobre el campo
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R con operador derivada tal que:

∂ : R[x] → R[x]∑m
i=0 aix

i 7→
m∑
i=1

iaix
i−1

entonces R[x] es un anillo diferencial.

Definición 7. Una extensión de campo diferencial L/k está compuesta de dos cam-

pos diferenciales k, L tal que:

a) k ⊂ L;

b) la derivación de k es la derivación de L restringida a k.

Ejemplo 2.1.5. Sea L = R〈et〉, k = R, R〈et〉/R es una extensión de campo diferencial.

Definición 8. Un elemento a ∈ L se dice que es algebraico diferencialmente sobre

k si y solo si satisface una ecuación algebraica diferencial P (a, ȧ, . . . , a(γ)) = 0, con P un

polinomio sobre k en a y sus derivadas temporales, γ ∈ Z+. Por otra parte, si a no satisface

una ecuación algebraica diferencial decimos que a es trascendental diferencialmente

sobre k.

Ejemplo 2.1.6. Sean L = R y k = Q, el elemento a = e
1
2
t ∈ L satisface la ecuación

diferencial algebraica ẋ − 1
2
x = 0. Por lo tanto, a = e

1
2
t es diferencialmente algebraico

sobre k.

Un elemento δ ∈ L tal que L = k〈δ〉 se llama elemento primitivo diferencial, donde

k es un campo diferencial y L es generado diferencialmente por k y δ.

Definición 9. Una dinámica se define como una extensión diferencial algebraica finita-

mente generada L/k〈u〉 del campo diferencial k〈u〉, i.e., diff tr d◦L/k〈u〉 = 0, donde k〈u〉
es el campo diferencial generado por k y un conjunto finito de cantidades diferenciales

u = (u1, u2, . . . , um), m ∈ Z+.

Observación 4. El grado de trascendencia diferencial cero (diff tr d◦L/k〈u〉 = 0)

significa que para todo elemento de L se satisface una ecuación algebraica diferencial con

coeficientes que son funciones racionales sobre k en las componentes de u y un número

finito de sus derivadas respecto al tiempo.

Teorema 1. [34] Una extensión diferencial finitamente generada es diferencialmente

algebraica si y solo si su grado de transcendencia (no-diferencial) es finito. �



6 2. Preliminares

Observación 5. Un grado de trascendencia no-diferencial finito (e.g., tr d◦L/k〈u〉 =

n) está relacionado con el número de condiciones iniciales que se necesitan para resolver

la ecuación diferencial algebraica de la dinámica (este es el análogo a una base en es-

pacios vectoriales). En el problema de condiciones iniciales para ecuaciones diferenciales

ordinarias este es finito.

Ejemplo 2.1.7. Considere el siguiente sistema no lineal:

ẋ1 = x2 − x3
1, (2.1)

ẋ2 = ux2 + x1, (2.2)

con x = (x1 x2)T ∈ R2, condiciones iniciales xi(t0) = xi0, i = 1, 2, note que (2.1) y (2.2)

pueden reescribirse como polinomios algebraicos diferenciales de la forma:

ẋ1 − x2 + x3
1 = 0, (2.3)

ẋ2 − ux2 − x1 = 0, (2.4)

luego (2.3) y (2.4) pueden verse como dinámicas (extensiones diferenciales algebraicas

finitamente generadas) R〈x, u〉/R〈u〉 donde tr d◦R〈x, u〉/R〈u〉 = 2 (véase el Teorema 1).

Ejemplo 2.1.8. Considere el siguiente polinomio diferencial algebraico:

ÿ + au̇ẏ + uy = 0, (2.5)

con condiciones iniciales y(i)(t0) = y0i, i = 1, 2. Observe que (2.5) puede verse como una

dinámica de la forma R 〈u, y〉 /R 〈u〉, donde u, u̇, a ∈ R 〈u〉

Ejemplo 2.1.9. Considere la siguiente ecuación diferencial:

ÿ + ẏ + seny + u = 0, (2.6)

con condiciones iniciales y(i)(t0) = y0i, i = 1, 2. Esta ecuación corresponde a sistema de

péndulo simple y no es una ecuación diferencial algebraica en y. En este caso, dado que

x = seny satisface un polinomio algebraico diferencial de la forma:

ẏ2x2 + ẋ2 = ẏ2

Entonces y es algebraico sobre R 〈u〉, donde (2.11) puede verse como una dinámica de la
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forma R 〈u, y〉 /R 〈u〉:

ẏ2 (−ÿ − ẏ − u)2 +
(
−y(3) − ÿ − u̇

)2 − ẏ2 = 0

Ejemplo 2.1.10. Considere el siguiente sistema en su representación en variables de

estado:

ẋ1 = x2, (2.7)

ẋ2 = −x2 − senx1 + u, (2.8)

y = x1. (2.9)

Se puede verificar fácilmente que (2.7) y (2.9) se pueden representar como los siguientes

polinomios algebraicos diferenciales:

P1(x1, x2) = ẏ − x2 = 0,

P3(y, x1) = y − x1 = 0.

Sin embargo, de (2.8):

ẋ2 + x2 + senx1 − u = 0, (2.10)

no es un polinomio diferencial algebraico en las indeterminadas x2 y x1 dado que x1 no es

algebraico sobre R 〈x2, u〉, senx1 puede representarse como una serie infinita de potencias

de x1 (expansión en serie de Taylor). Para resolver esto, de (2.10) proponemos el siguiente

cambio de variable θ = sinx1 que verifica la siguiente ecuación auxiliar:

ẋ2
2θ

2 + θ̇2 = ẋ2
2. (2.11)

También de (2.10) se tiene que

θ = u− ẋ2 − x2,

θ̇ = u̇− ẍ2 − ẋ2,

finalmente, sustituyendo en (2.11), tenemos que:

ẋ2
2 (u− ẋ2 − x2)2 + (u̇− ẍ2 − ẋ2)2 = ẋ2

2,
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o equivalentemente

P2(x2, ẋ2, ẍ2, u, u̇) = ẋ2
2 (u− ẋ2 − x2)2 + (u̇− ẍ2 − ẋ2)2 − ẋ2

2 = 0.

4

Definición 10. [34] Sea k cualquier campo diferencial. Un espacio k-vectorial dife-

rencial V es un espacio vectorial V dotado de una sola derivada sujeto a las siguientes

condiciones:

∀ a, b ∈ k, ∀ x, y ∈ V , d

dt
(ax+ by) = ȧx+ aẋ+ ḃy + bẏ.

Definición 11. Un sistema es Picard-Vessiot (PV) si y solo si el espacio k〈u〉-vectorial

V generado por las derivadas del conjunto
{
ȳ(n), n ≥ 0

}
tiene dimensión finita, con ȳ como

el elemento primitivo diferencial.

Hemos cambiado de forma deliberada la notación del elemento primitivo diferencial δ

para relacionarlo con la salida de un sistema dinámico ȳ. La utilidad de esta notación se

verá en el caṕıtulo siguiente al utilizar este elemento como un generador.

2.2. Grafos y consenso en el SMA

En esta sección se introducen algunas definiciones sobre la teoŕıa algebraica de grafos

[20,85] para la red de SMA en el problema de MSG.

Considere un grafo dirigido1 Gν = (Vν , Eν ,Aν) para modelar la interacción entre ν ∈ Z
agentes con un conjunto de nodos Vν = {1, 2, . . . , ν} 2, un conjunto de aristas Eν ⊆ Vν×Vν ,
y la matriz de adyacencia definida como Aν = [aij] ∈ Rν×ν con elementos positivos aij

definida como

aij =

{
1 si (j, i) ∈ Eν ,

0 si no.

Sea Lν = [lij] ∈ Rν×ν la matriz laplaciana no simétrica inducida por Gν definida como

lij =

{∑ν
k=1, k 6=i aik si i = j,

−aij si no.

1Para mayor detalle consulte [84,106,107].
2En el problema de consenso siguiendo al ĺıder, sin pérdida de generalidad, podemos tomar este conjunto

como Vν = {1, 2, . . . , ν} o Vν = {0, 1, . . . , ν − 1}, donde el nodo 0 ó ν representa al ĺıder
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Teorema 2. (Localización espectral [84]) Sea Gν = (Vν , Eν ,Aν) un grafo dirigido con

matriz laplaciana (no simétrica) Lν. Denote al máximo grado de entrada a un nodo de

Gν como δ(Gν) = máxi degin(vi). Entonces todos los valores propios de la matriz Lν se

encuentran en el siguiente disco

D(Gν) = {z ∈ C : |z − δ(Gν)| ≤ δ(Gν)} (2.12)

con centro z = δ(Gν)+ j0 en el plano complejo. Además la parte real de los valores propios

de la matriz −Lν son negativos o cero. �

Consulte [84] para una prueba de este argumento, esta se sigue directamente del Teo-

rema del disco de Greshgorin (véase el Teorema 6.1.1 en [44]). El teorema anterior es un

resultado auxiliar para probar la siguiente proposición.

Proposición 1. Sea Gν = (Vν , Eν ,Aν) un grafo dirigido. Suponga que Gν es un árbol

dirigido de cobertura con el ν-ésimo nodo como ráız, i.e., la matriz laplaciana es

Lν =

(
Lν−1×ν

01×ν

)
(2.13)

donde Lν−1×ν = (M | b), M = [mij] ∈ Rν×ν y b ∈ Rν−1 con mij = −aij, i 6= j, mii =∑ν
j=1,i 6=j aij y b =

(
−a1(ν) · · · −a(ν−1)(ν)

)T
, respectivamente. Entonces la matriz M

tiene todos sus valores propios estrictamente en el semi-plano derecho del plano complejo.

Prueba 1. Dado que Gν es un árbol dirigido de cobertura con el ν-ésimo nodo como

ráız, todas las entradas de la matriz laplaciana Lν son idénticamente cero en el último

renglón, entonces rank(Lν) = rank(Lν−1×ν) = ν − 1. Además, note que todas las sumas

de los elementos de cada renglón de Lν−1×ν son cero, por lo tanto la última columna

de Lν−1×ν depende de las primeras ν − 1 columnas, i.e., b = −M1ν−1. Aśı rank(M) =

rank (M | b) = ν−13. Lo anterior implica que M es una matriz no singular (i.e., det(M) =∏ν−1
i=1 λi(M) 6= 0) o equivalentemente M no tiene valores propios de valor cero. Luego,

como una consecuencia directa del teorema de localización espectral (véase el Teorema 2),

sabemos que todos los discos de la matriz M se encuentran en el semi-plano derecho del

plano complejo y como ningún valor propio de M es cero entonces Re(λi(M)) > 0, ∀i. �

Considere a un grafo Gν y denote a cada nodo como un agente con dinámica no lineal

(agente dinámico) dado por

3los argumentos anteriores siguen ideas de [107]
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ẋi1 = fTi1(xi1, xi2, . . . , xin, ui1, ui2, . . . , uin),

ẋi2 = fTi2(xi1, xi2, . . . , xin, ui1, ui2, . . . , uin),
... (2.14)

ẋin = fTin(xi1, xi2, . . . , xin, ui1, ui2, . . . , uin),

∀ i ∈ V , donde xi1 = (x11, x21, . . . , xν1), xi2 = (x12, x22, . . . , xν2),. . ., xi1 = (x1n, x2n, . . . , xνn) ∈
Rν , ui1 = (u11, ..., uν1), . . ., uin = (u1n, ..., uνn) ∈ Rν (e.g. el grafo en la Figura 1.7). Se

dice que la red es heterogénea si al menos existe alguna dinámica del agente distinta a los

demás agentes, el peor de los casos se da cuando fij 6= fkj para i 6= k. De otro modo se dice

que la red está compuesta por sistemas idénticos, i.e., f1j = f2j = . . . = fνj. A la totalidad

de la red en (2.14) se denomina Sistema Multi-Agente (SMA) o grafo dinámico. De

manera compacta el SMA heterogéneo compuesto por sistemas no lineales también puede

ser descrito por sus dinámicas individuales de la forma,

ẋi = fi(xi, ui),

yi = hi(xi, ui),
(2.15)

donde fi : Ωi×R→ Rn es localmente Lipschitz en xi y ui; h : Ωi×R→ R es una función

continuamente diferenciable en sus argumentos; xi = (xi1, ..., xin) ∈ Ωi ⊂ Rn, ui ∈ R y

yi ∈ R denotan al estado, entrada y salida del i−ésimo agente, i = 1, ..., ν, respectiva-

mente. De la misma forma se dice que es un SMA heterogéneo considerando que fi 6= fj,

hi 6= hj, ∀i, j.

Sea xij el valor del nodo j correspondiente al i-ésimo agente ∀ i, j fijo. En este caso

particular, todas las interacciones de los nodos xi1, xi2, . . . , xin tiene asociado el mismo

grafo Gν (i.e. tienen la misma matriz laplaciana asociada). Entonces, se dice que xi =

(xi1, . . . , xin) ∈ Ωi ⊂ Rn denota al valor del nodo i ∈ V . Se define Gxν = (Gν , x) como el

estado del SMA (grafo dinámico) con valor x =
(
xTi1, . . . , x

T
in

)T ∈ Rνn.

Definición 12. Sea xi el valor del nodo i ∈ V. Se dice que los nodos i y j están en acuerdo

si y solo si xi = xj. De la misma manera, ellos están en desacuerdo si y solo si xi 6= xj.

Entonces, los nodos en la red de sistemas multi-agente llegan al consenso si y solo si todos

los nodos están de acuerdo, equivalentemente, xi = xj para todo i, j ∈ V, i 6= j [83].

Considere el problema de consenso siguiendo al ĺıder con las interacciones modeladas

entre N + 1 nodos mediante un árbol de cobertura dirigido GN+1 con el nodo N + 1 como
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Figura 2.3: Variedad de sincronización de cada seguidor en el problema de consenso si-
guiendo al ĺıder

ráız grafo. Considere al nodo N + 1 como el ĺıder y denote a los seguidores como los nodos

` = 1, . . . , N . Note que el consenso siguiendo al ĺıder para los sistemas multi-agente se

alcanza cuando todos los nodos están de acuerdo con el ĺıder. Sin embargo, de acuerdo

a lo discutido en el caṕıtulo anterior, la definición de la variedad de sincronización no es

tan simple en el caso de SMA heterogéneos. En este caso recurrimos a una definción más

general sobre el consenso siguiendo al ĺıder [20–22].

Definición 13. El consenso siguiendo al ĺıder se alcanza para todos los agentes (2.14)

ó (2.15) si existe una familia de elementos primitivos diferenciales tales que generen las

transformaciones H`(·) , (φ−1
uN+1
◦φu`)(·), H` : Ω`×U` → ΩN+1; una familia de variedades

algebraicas de sincronizaciónM` = {(xN+1, x`) |xN+1 = H`(x`)}, los conjuntos compactos

B̄` tales que M` ⊂ B` ⊂ Ω` × ΩN+1 = D` y los protocolos dinámicos de consenso U` ∈ U`
que hacen a cada una de estas variedades los atractores estables del `−ésimo seguidor, tal

que, ĺımt→∞ ‖xN+1 −H`(x`)‖2 → 0 ∀(xN+1(t0), x`(t0)) ∈ B`, ∀ ` = 1, ..., N .

Observación 6. La variedadM` se dice algebraica en el sentido que las transformaciones

H`(·) están compuestas por funciones racionales que dependen del estado y la entrada de

los sistemas ĺıder y seguidor, espećıficamente las funciones racionales son polinomios dife-

renciales en el estado del `-ésimo sistema con coeficientes en R 〈u`〉. La variedad algebraica

de sincronización para los agentes (2.14) está dada por el siguiente conjunto:

M = {(xN+1 ⊗ 1N , x`)|xN+1 = H1(x1) = . . . = HN(xN)} ,

donde 1N =
(

1 · · · 1
)T
∈ RN , H` : Ω`×U` → Ω` y H` = Φ−1

N+1 ◦Φl, 1 ≤ ` ≤ N . Se dice



12 2. Preliminares

que el consenso siguiendo al ĺıder se alcanza si M es un atractor estable.

Observación 7. En una red de agentes dinámicos idénticos la variedad de sincronización

está dada por la igualdad de los estados, i.e.,

M = {(xN+1 ⊗ 1N , x`)|xN+1 = x1 = . . . = xN} .



Caṕıtulo 3

MSG como un problema de consenso

siguiendo al ĺıder

“El tipo de sincrońıa que es impresionante, es

aquel que es persistente. Cuando dos cosas

siguen sucediendo simultáneamente por un

extenso periodo de tiempo, dicha sincrońıa no

es un accidente.”

— Steven H. Strogatz [125].

Desde un enfoque algebraico-diferencial y bajo la premisa de que el elemento primitivo

diferencial permite caracterizar completamente la variedad algebraica de sincronización,

la MSG se interpreta como un problema de consenso siguiendo al ĺıder de sistemas multi-

agentes. En este contexto, entendemos por sistema multi-agente (SMA) a la red de sistemas

caóticos de naturaleza distinta, de la misma dimensión, interconectados mediante un árbol

dirigido de cobertura fijo con un único ĺıder como ráız. Cada nodo en el grafo representa la

dinámica asociada a cada sistema en la red (véase Figura 1.7). Es claro que la configuración

maestro-esclavo es natural en la MSG, entonces es razonable que no existan conexiones

entre los seguidores del SMA porque el acoplamiento es unidireccional y la información en

la red se transmite de maestro a esclavo únicamente.

Mediante una transformación obtenida de la adecuada elección del elemento primitivo

diferencial, el SMA puede llevarse a una forma canónica de observabilidad generalizada

multi-salida (FCOGM). Esto permite el diseño de protocolos dinámicos de consenso tales

que para todas las trayectorias distintas de los sistemas de los seguidores sea posible

13
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Figura 3.1: MSG como un problema de consenso siguiendo al ĺıder con ` = 1, . . . , N .
Mediante el uso de herramientas del álgebra diferencial es posible llevar al SMA a su
FCOGM, el cambio de coordenadas permite diseñar una ley de control dinámica (protocolo
de consenso) que forza a los sistemas a comportarse de la misma manera, es decir, el error
de sincronización en coordenadas transformadas ez es lineal y asintóticamente estable.
Finalmente a partir de las transformaciones ΦN+1(·) y Φ`(·) generadas mediante la salida
de los sistemas (elementos primitivos diferenciales) es posible construir una variedad de
sincronización estable para toda la red a partir de las transformaciones H`(·) para cada
sistema seguidor. De tal manera que el consenso siguiendo al ĺıder se alcanza debido a que
las trayectorias son atráıdas por esta variedad.

acercarse a la variedad algebraica de sincronización. En este caso, decimos que todos los

agentes del SMA llegan al consenso, esto es, todos los nodos en la red se aproximan a la

trayectoria del ĺıder cuando t→∞. Entonces si la variedad de sincronización es atractiva,

implica que se alcanza el consenso siguiendo al ĺıder, y por lo tanto el ĺıder como los sus

seguidores se encuentran en un estado de MSG (véase la Figura 3.1).

La organización de este caṕıtulo se presenta de la siguiente manera: En la sección 3.1 se

presenta una condición necesaria y suficiente para transformar el SMA (2.14) a su FCOGM;

en la sección 3.2, se presentan los resultados principales de la metodoloǵıa de MSG, el

diseño de un protocolo dinámico de consenso y el estudio de estabilidad de la variedad

de sincronización; en la sección 3.3 se extiende este resultado al introducir interacciones

arbitrarias entre los seguidores; en la sección 3.4 se muestra un ejemplo numérico de una

red de sistemas caóticos con un ĺıder (sistema de Colpitts) y dos seguidores (sistemas de

Rösler y Chua).
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3.1. Observabilidad algebraica y formas canónicas de

observabilidad generalizadas para el SMA

Sea K un campo diferencial base. Si los coeficientes de cualquier ecuación diferencial

algebraica son constantes, sin pérdida de generalidad tomemos K = R. Considere una

dinámica de la forma D/K 〈yi, ui〉, de acuerdo a la Definción 9, todo elemento de D

satisface una ecuación diferencial algebraica con coeficientes que son funciones racionales

sobre K. Esto significa que el estado generalizado [71] que modela al SMA (2.14) debe

satisfacer la siguiente condición de observabilidad algebraica en la siguiente manera:

Definición 14. El conjunto de variables xij ∈ D/K 〈yi, ui〉 del sistema (2.14) satisface

la condición de observabilidad algebraica (OA) si xij es una función de las primeras r1,

r2 ∈ N derivadas secuenciales de la salida yi y la entrada ui, respectivamente, i.e.,

xij = φij

(
yi, ẏi, ÿi, . . . , y

(r1)
i , ui, u̇i, üi, . . . , u

(r2)
i

)
,

donde φij : R(r1+1)×R(r2+1) → R son polinomios algebraicos diferenciales sobre K 〈ui, yi〉.

Ahora, del Teorema del elemento primitivo diferencial [71] existe una familia de ele-

mentos ȳi = (y1, . . . , yN+1)T ∈ RN+1 para (2.14), y un mı́nimo entero n ≥ 0 tal que ȳ
(n)
i

es anaĺıticamente dependiente de ȳi, ȳ
(1)
i ,..., ȳ

(n−1)
i (esta familia de elementos existe por-

que la extensión D/K 〈yi, ui〉 es diferencialmente algebraica, bajo estas condiciones esto

es inmediato del Teorema 1):

H̄i

(
ȳ

(n)
i , ȳ

(n−1)
i , ..., ȳi, ui, u

(1)
i , ..., u

(n−1)
i , u

(n)
i

)
= 0. (3.1)

Entonces la familia de sistemas (3.1) se puede resolver localmente como sigue

ȳ
(n)
i = −ḡi

(
ȳ

(n−1)
i , ..., ȳi, ui, u

(1)
i , ..., u

(n−1)
i

)
+ u

(n)
i .

Y definiendo zik = ȳ
(k−1)
i , 1 ≤ k ≤ n, se obtiene una forma local que puede verse como un

forma canónica de observabilidad generalizada multi-salida (FCOGM):
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żi1 = zi2,

żi2 = zi3,
...

żin−1 = zn, (3.2)

żin = −ḡi(zi1, ..., zin, ui, u(1)
i , ..., u

(n−1)
i ) + u

(n)
i ,

ȳi = zi1,

con ḡi(·) = (g1(·), g2(·), . . . , gN+1(·))T ∈ Rr+1, ui = (u0, u1, . . . , ur)
T ∈ Rr+1, zi1 =

(z01, . . . , zr1)T ,. . ., zin = (z0n, . . . , zrn)T ∈ Rr+1. Ahora, estamos en posición de enunciar el

siguiente resultado:

Lema 2. El SMA (2.14) que satisface la condición OA es transformable a una FCOGM

si y sólo si es una familia PV.

Prueba 2. (Suficiencia) Sea el conjunto {ξi, ξ(1)
i , ..., ξ

(n−1)
i } una base de trascendencia

diferencial con ξ
(k−1)
i = y

(k−1)
i , 1 ≤ i ≤ N + 1, 1 ≤ k ≤ n, y n ≥ 0 el mı́nimo entero tal

que y
(n)
i es dependiente de yi, y

(1)
i , ..., y

(n−1)
i , ui, . . .. Redefiniendo ξik = ξ

(k−1)
i , i ≤ k ≤ n,

obtenemos:

ξ̇ij = ξij+1, 1 ≤ j ≤ n− 1,

ξ̇in = −ḡi(ξi1, ..., ξin, ui, u(1)
i , ..., u

(n−1)
i ) + u

(n)
i ,

yi = ξi1.

(Necesidad) Es inmediata. �

El siguiente corolario indica la forma de elegir el elemento primitivo diferencial y la

forma del mapeo que transforma los estados de los sistemas (2.15) a los estados en su

FCOG.

Corolario 1. Considere que el sistema (2.15) es Picard-Vessiot y cuyos estados son alge-

braicamente observables para cada i fijo y eĺıjase el elemento primitivo diferencial como:

yi =
n∑
j=1

αjxij +
m∑
k=1

βkuik, αj, βk ∈ k〈ui〉 (3.3)
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donde ui = (ui1, ..., uim)T . Entonces el sistema (2.15) se puede transformar a su FCOG:

η̇i = Anηi +Bn (gi(ηi, Ui) + ūi)

U̇i = AγUi +Bγūi
(3.4)

con ηi := Φui(xi) = (yi, ẏi, ..., y
(n−1)
i )T ∈ Rn como una transformación no lineal depen-

diente de la ley de control ui y sus derivadas; con Ui = (ui, u̇i, ..., u
(γ−1)
i )T ∈ Rγ, ūi ∈ R

es la ley de control dinámica obtenida como una cadena de integradores de la entrada ui

mediante el elemento primitivo diferencial y sus n− 1 derivadas respecto al tiempo. �

Lema 3 (Función inversa global [147]). Sea Φ(x0) ∈ Ck un mapeo de Ω0 a Rn. Entonces

Φ−1 existe y además Φ−1 ∈ Ck si y sólo si:

el jacobiano de Φ es no singular en Ω0, i.e., det
[
∂/∂x0

]
Φ 6= 0, ∀x0 ∈ Rn y,

la norma del mapeo Φ es radialmente no acotada, i.e.,

ĺım
‖x0‖→∞

‖Φ(x0)‖ =∞.

para cualquier norma. �

Note que la segunda condición del Lema 3 implica que el resultado sea global (cf.

[48, 114]).

Observación 8. Suponga que las condiciones del Corolario 1 se cumplen y tome el ele-

mento primitivo diferencial como yi = xij + uij. El sistema (2.15) es algebraicamente

observable si y solo si Φ−1
ui

existe. Lo anterior es un consecuencia directa de la propiedad

de observabilidad algebraica [71]. Además note que si uij = 0, por el Lema 3, Φ−1
ui
∈ Ck.

Observación 9. En el contexto de SMA, la condición de heterogeneidad de los sistemas

no lineales (2.15) implica que el campo vectorial asociado a cada sistema es distinto, i.e.,

fi(xi, ui) 6= fj(xj, uj). Como una consecuencia directa de esto, gi(ηi, Ui) 6= gj(ηj, Uj) en

los sistemas de la forma (3.4), ∀i 6= j. Esto describe la configuración general sobre los

sistemas involucrados en la redes heterogéneas, además de las restricciones dadas por el

Lema 2.

3.1.1. Comportamiento interno, linearización exacta y formas

canónicas

En este apartado se dan algunas nociones introductorias del comportamiento interno de

los sistemas en consideración, y cómo estas se encuentran ligadas con su FCOG. Primero,
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suponga que el sistema (2.15) se puede transformar en su FCOG (3.4). Del Corolario 1, si

el elemento primitivo diferencial se restringe a yi(t) ≡ 0, luego ηi(t) = 0. Es inmediato de

(3.4) que

0 = Bn (gi(0, Ui) + ūi)

U̇i = AγUi +Bγūi

Desde luego, la entrada ūi toma la siguiente forma

ūi = −gi(0, Ui)

Definición 15. El comportamiento interno o dinámica cero del sistema (3.4) (respectiva-

mente del sistema (2.15)) consiste en la ecuación dinámica

U̇i = AγUi −Bγgi(0, Ui) (3.5)

tal que el elemento primitivo diferencial se restringe a yi(t) ≡ 0 durante el máximo inter-

valo de existencia de la solución ηi y el controlador dinámico Ui.

Por otra parte, es inmediato del Corolario 1 que la linearización exacta de los sistemas

no lineales puede realizarse mediante una transformación dependiente del control, esta

última es consecuencia de la existencia del elemento primitivo diferencial. Sin embargo,

este no será el caso como se verá en las siguientes secciones.

Ejemplo 3.1.1. Considere el sistema de Rössler como un agente que pertenece al SMA.

Cuya dinámica es la siguiente

ẋ11 = −(x12 + x13),

ẋ12 = x11 + a1x12,

ẋ13 = b1 + x13(x11 − c1),

y1 = x12 + u1.

(3.6)

donde x1(0) = (1 2 − 5)T , a1 = b1 = 0.2, c1 = 5. Tomando la salida y1 como su elemento

primitivo diferencial se obtiene la siguiente transformación

Φu1(x1) :=


η11

η12

η13

 =


x12 + u11

x11 + a1x12 + u12

a1x11 + (a2
1 − 1)x12 − x13 + u13

 ,
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y su imagen inversa correspondiente:

Φ−1
u1

(η1) :=


x11

x12

x13

 =


−a1(η11 − u11) + η12 − u12

η11 − u11

−(z11 − u11) + a1(η12 − u2)− (η13 − u13)

 ,

La FCOG para el sistema de Rössler está dada por (3.4), tomando γ = n y

g1(η1,U1) = −b1 − c1(η11 − u11) + (a1c1 − 1)(η12 − u12)

+ (a1 − c1)(η13 − u13)− a1(η1 − u11)2

− a1(η12 − u12)2 + (a2
1 + 1)(η11 − u11)(η12 − u12)

− a1(η11 − u11)(η13 − u13) + (η12 − u12)(η13 − u13)

En este caso la dinámica cero (3.5) se obtiene al restringir la salida y1 = x12 + u11 = 0 tal

que u11 = −x12, i.e.,

U̇1 = AnU1 −Bng1(0, U1)

g1(0, U1) = c1u11 − (a1c1 − 1)u12 − (a1 − c1)u13

− a1u
2
11 − a1u

2
12 + (a2

1 + 1)u11u12

− a1u11u13 + u12u13 − b1

(3.7)

Cabe mencionar que tomando otro elemento primitivo diferencial como u11 = −x12 permite

obtener el comportamiento interno (3.7) como otra FCOG para el sistema (3.6) cuando

y1 = 0.

Observación 10. De acuerdo a la última definición para el tipo de FCOGs en el Co-

rolario 1, la dinámica cero de los sistemas no se encuentra relacionada con el problema

de sincronización comparado con el caso reportado en [89] ya que se pretende forzar a

los sistemas desde su FCOG. También note que la dinámica zero se toma en el sentido

usual [48] cuando el sistema no contiene entrada externa, i.e., ui = 0 (cf. con la Obser-

vación 9.3 en [71]). En lo que resta del trabajo, suponga que la dinámica cero es estable,

tanto en el sentido usual como en este, para todos los agentes en la red y que existe una

propiedad para el controlador dinámico que permite que las señales de este último sean

acotadas (propiedad de entrada-estado convergente, véase Apéndice A).
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3.1.2. Multi-sincronización generalizada y consenso

Problema 1. Dados N + 1 sistemas no idénticos descritos por (2.15) y transformables a

(3.4), con una topoloǵıa fija GN+1 como un árbol dirigido de cobertura con el N +1−ésimo

sistema como ráız. Suponiendo que la información completa del estado de los sistemas está

disponible, encuentre un protocolo dinámico de consenso tal que la variedad algebraica de

sincronización

M = {(xN+1 ⊗ 1N , x`)|xN+1 = H1(x1) = . . . = HN(xN)} ,

es estable, i.e., el consenso siguiendo al ĺıder se alcanza (véase la Definición 13).

El siguiente resultado señala la relación entre el consenso siguiendo al ĺıder y la sin-

cronización generalizada. La hipótesis clave en este resultado radica en la propiedad de

observabilidad algebraica del ĺıder.

Lema 4. Suponga que se cumplen las condiciones del Lema 1, además sea Φ−1
uN+1 una

función continuamente diferenciable (y uniformemente acotada). Si existe un protocolo

dinámico de consenso U` tal que el estado η` converge asintóticamente al estado ηN+1,

∀` = 1, . . . , N , entonces se alcanza el consenso siguiendo a ĺıder.

Prueba 3. De acuerdo a la Definición 13, tome la diferencia xN+1 −H`(x`),

‖xN+1 −H`(x`)‖ = ‖Φ−1
uN+1

(ΦuN+1
(xN+1))− Φ−1

uN+1
(Φ`(x`))‖, (3.8)

= ‖Φ−1
uN+1

(η`)− Φ−1
uN+1

(ηN+1)‖, (3.9)

suponiendo que Φ−1
uN+1

es una función continuamente diferenciable (y uniformemente aco-

tada), entonces existe un constante de Lipschitz L > 0 tal que ‖Φ−1
uN+1

(η`)−Φ−1
uN+1

(ηN+1)‖ ≤
L‖η` − ηN+1‖.
Por otra parte, debido a que se cumple el acuerdo en coordenadas transformadas, i.e.,

‖ηN+1−η`‖ → 0 como t→∞. Dado ε > 0, existe un tiempo T > 0 tal que ‖η`−ηN+1‖ < ε
L

siempre que t ≥ T , ∀` = 1, . . . , N . Entonces,

‖H`(x`)− xN+1‖ ≤ L‖η` − ηN+1‖ < ε (3.10)

siempre que t ≥ T , ∀` = 1, . . . , N como se deseaba1. �

1Sin pérdida de generalidad podemos tomar que T es independiente de `, dado que este último toma
un número finito de valores
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3.2. Condiciones para lograr el consenso siguiendo al

ĺıder del SMA en MSG

Sea GN+1 = (VN+1, EN+1,AN+1) un grafo dirigido asociado a los N + 1 sistemas en la

red (2.14) en la configuración de consenso siguiendo al ĺıder. El ĺıder y sus seguidores se

denotan por los nodos N + 1 y ` para 1 ≤ ` ≤ N tal como se muestra en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Árbol dirigido de cobertura con un nodo como ráız GN+1 = (VN+1, EN+1,AN+1).
No existen interacciones entre los seguidores.

La interacción de los N + 1 agentes en el SMA tienen asignado un grafo dirigido fijo,

i.e. cada componente del vector de estado xi en (2.14) está asociado con el mismo grafo

dirigido dinámico GN+1 (véase Figura 1.7). Es claro, que la interacción entre los nodos

no es fuertemente conexa (i.e. no existe una secuencia de aristas en el grafo de un nodo

a cualquier otro nodo) y además es invariante en el tiempo. Aśı, la información que se

transmite entre los N + 1 agentes no se interrumpe en ningún momento. Es inmediato

que, de la Figura 3.2, la matriz de adyacencia y la matriz laplaciana asociadas con GN+1

están dadas por:

A =

[
0N 1N

01×N 0

]
∈ R(N+1)×(N+1) (3.11)

y

L =

[
IN −1N

01×N 0

]
∈ R(N+1)×(N+1), (3.12)

respectivamente.
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3.2.1. Resultado 1

Hasta ahora es claro que, de acuerdo al Lema 2, podemos llevar al SMA (2.14) a su

correspondiente FCOGM a través de transformaciones Φui obtenidas a partir del elemento

primitivo diferencial y sus derivadas. Esta parte del proceso de MSG desde un punto de

vista algebraico diferencial se muestra en la Figura 1.8. El siguiente resultado es clave

para lograr la MSG en la red SMA, en él se diseña el protocolo dinámico que impone una

dinámica similar a la del ĺıder en cada seguidor.

Teorema 3. Considere N + 1 sistemas en el SMA (2.14) con un grafo dirigido asocia-

do G, suponiendo que el SMA puede llevarse a una FCOGM, def́ınase zi := Φi(xi) =

(zi1, zi2, ..., zin)T ∈ Rn como las trayectoŕıas del ĺıder y los N seguidores en coordenadas

transformadas, respectivamente, con zij = y
(j−1)
i para 1 ≤ i ≤ N+1 y 1 ≤ j ≤ n. Eligiendo

el protocolo dinámico para el el `-ésimo seguidor como:

u
(n)
` = −gN+1 (zN+1) + g` (z`, U`)− a`,1

n∑
q=1

k`,q (zN+1,q − z`,q) , (3.13)

donde klj ganancias positivas y alj son los elementos de la matriz de adyacencia (3.11).

Entonces, el problema del consenso siguiendo al ĺıder se resuelve si

ĺım
t→∞
‖zN+1 − z`‖ = 0, (3.14)

lo que nos lleva a

ĺım
t→∞
‖H`(x`)− xN+1‖ = 0, (3.15)

para todo 1 ≤ ` ≤ N , con yi como la familia de elementos primitivos diferenciales para

los N + 1 agentes dinámicos en el SMA.

Prueba 4. Sin pérdida de generalidad elijamos uN+1 = 0 ∈ R y considérense los elementos

primitivos diferenciales para i ∈ V como las salidas disponibles de los sistemas en el SMA

(2.14):

yi =
∑
j

αijxij +
∑
k

βikuik = zi1, αij, βik ∈ R 〈ui〉 . (3.16)
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Del Lema 2 y de (3.16) obtenemos lo siguiente:

żij = zij+1 1 ≤ i ≤ N + 1, 1 ≤ j ≤ n− 1,

żin = −ḡi
(
zi1, . . . , zin, ui, u

(1)
i , . . . , u

(n−1)
i

)
+ u

(n)
i . (3.17)

Donde podemos diseñar señales de control como una cadena de integradores, i.e ui1 = ui,

ui2 = u̇i, . . ., uin = u
(n−1)
i , usando (3.13) el sistema (3.17) puede escribirse en lazo cerrado

como:

ż =


0N+1 IN+1 · · · 0N+1

...
...

. . .
...

0N+1 0N+1 · · · IN+1

−K1LN+1 −K2LN+1 · · · −KnLN+1

 z +


0(N+1)×1

...

0(N+1)×1

−gN+1 · 1N+1

 ,

donde z = (z11, . . . , z1n, . . . , zN+1,1, . . . , zN+1,n)T ∈ R(N+1)n, gN+1 = gN+1(zTN+1), con la

matriz laplaciana L definida en (3.12), y

Kj =



0 0 . . . 0 0

0 k1j . . . 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . k(r−1)j 0

0 0 . . . 0 krj


∈ R(r+1)×(r+1), (3.18)

para 1 ≤ j ≤ n. Utilizando la matriz laplaciana LN+1 se puede reescribir este sistema

como

ż =


0N+1 IN+1 · · · 0N+1

...
...

. . .
...

0N+1 0N+1 · · · IN+1

0N+1 0N+1 · · · 0N+1

 z +


0(N+1)×1

...

0(N+1)×1

−gN+1 · 1N+1

−


K1

(
0

ez`,1

)
...

Kn

(
0

ez`,n

)


,

donde ez = z0 ⊗ 1r×1 − zl representa al error de sincronización, ez`,j = (ez1j , . . . , ezNj)
T ∈

RN . Note que si el último vector que involucra al error de sincronización converge a cero
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como t→∞ entonces el problema queda resuelto. Con este proposito, defina la dinámica

del error de sincronización que se representa por el siguiente sistema aumentado,

ėz`j = ezij+1
, 1 ≤ j ≤ n− 1, 1 ≤ ` ≤ N,

ėz`n = −gN+1 (zN+1,1, ..., zN+1,n) · 1N + ḡ`(z`,1, ..., z`,n, u`,1, u`,2, ..., u`,n)− u̇`,n,

u̇`k = ulk+1, 1 ≤ k ≤ n− 1, (3.19)

u̇`n = −gN+1 (zN+1,1, ..., zN+1,n) · 1N + ḡ`(z`1, ..., z`n, u`1, u`2, ..., u`n) + M̄ez,

con L̄l (·) = (L̄1 (·) , . . . , L̄r (·))T ∈ Rr, ez = (ez11 , . . . , ez1n , . . . , ezr1 , . . . , ezrn)T ∈ Rrn ,

M̄ = (M1, . . . ,Mn) ∈ RN×Nn.

De (3.19) finalmente llegamos a

ėz = Ξez, (3.20)

con

Ξ =



0N IN 0N . . . 0N 0N

0N 0N IN . . . 0N 0N
...

...
...

. . .
...

...

0N 0N 0N . . . IN 0N

0N 0N 0N . . . 0N IN

−M1 −M2 −M3 . . . −Mn−1 −Mn


∈ RNn×Nn, (3.21)

y matrices de ganancias de control Mj dadas por:

Mj =



k1j 0 . . . 0 0

0 k2j . . . 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . k(N−1)j 0

0 0 . . . 0 kNj


∈ RN×N , (3.22)

donde k`j son constantes positivas que se eligen de manera que la matriz Ξ ∈ RNn×Nn sea

Hurwitz estable. El resultado sigue del Lema 4. �

Teorema 4. Considere el protocolo dinámico dado en la ecuación (3.13). Sea T ∗ el tiem-
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po en el que las trayectorias en coordenadas transformadas se sincronizan. Entonces la

variedad algebraica de sincronización para el SMA (2.14):

M = {(xN+1 ⊗ 1N , x`)|xN+1 = H1(x1) = . . . = HN(xN)} , ∀t ≥ T ∗

es EEGU, donde H` : Ω`×U` → ΩN+1 con H` = Φ−1
N+1 ◦Φ`, para 1 ≤ ` ≤ N , donde Φ−1

N+1

es una función diferencialemente continua con ΩN+1, Ω` como los espacios del ĺıder y los

seguidores, respectivamente.

Prueba 5. Suponga que zN+1⊗1N , z` =
(
z`1 , . . . , z`N

)T
∈ RNn×1, 1N :=

(
1 . . . 1

)T
∈

RN×1. Y defina la variedad algebraica de sincronización en coordenadas transformadas co-

mo sigue:

Mz := {(zN+1 ⊗ 1N , z`) | zN+1 ⊗ 1N = z`} .

Primero, invocando el Lema 7, la siguiente relación se mantiene:

‖zN+1 ⊗ 1N − z`‖ =
√

2 ‖ (zN+1 ⊗ 1N , z`) ‖Mz . (3.23)

Ahora, dado que Ξ es una matriz Hurwitz estable, la ecuación dinámica del error (3.20)

tiene una única solución en el intervalo [0, t1], donde t1 puede tomarse arbitrariamente

grande (e.g. tl = T ∗), esto implica que el sistema (3.20) detectable en tiempo finito2 por

‖(zN+1 ⊗ 1N , z`)‖Mz
(de hecho, la solución ez no tiene un tiempo de escape finito, no

existe t en el intervalo [0, T ∗] tal que ‖ez‖ → ∞). Además, el error de sincronización

ez = zN+1 ⊗ 1N − z` es asintóticamente estable, entonces es posible encontrar P > 0 y

Q > 0 tal que

PΞ + ΞTP = −Q,

se satisface. Proponiendo una función candidata de Lyapunov V = eTz Pez y de la desigual-

dad de Rayleigh-Ritz y la desigualdad en (3.23), V satisface las siguientes desigualdades:

2λmin(P ) ‖(zN+1 ⊗ 1N , z`)‖2
Mz
≤ V ≤ 2λmax(P ) ‖(zN+1 ⊗ 1N , z`)‖2

Mz
. (3.24)

Obteniendo la derivada de V sobre las trayectorias del error de sincronización (3.20)

obtenemos que

V̇ = eTz
(
PΞ + ΞTP

)
ez = −eTzQez

≤ −λmin(Q) ‖ez‖2 ,

2véase Apéndice A para mayor los conceptos de estabilidad de conjuntos.
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en consecuencia

V̇ ≤ −2λmin(Q) ‖(zN+1 ⊗ 1N , z`)‖2
Mz

. (3.25)

De las desigualdades en (3.24) y (3.25), y del Teorema 8. Entonces Mz es EEGU. No es

dif́ıcil verificar de (3.24) y (3.25) que la siguiente relación se cumple

V̇ (zN+1(t)⊗ 1N , z`(t)) ≤ −βV (zN+1(t)⊗ 1N , z`(t)), (3.26)

donde β :=
λmin(Q)

λmax(P )
. Utilizando el Lema de comparación [51], la solución de la desigualdad

diferencial (3.26) se encuentra acotada, a saber

V (zN+1(t)⊗ 1N , z`(t)) ≤ e−βtV (zN+1(t)⊗ 1N , z`(t)). (3.27)

De las desigualdades (3.24) y (3.27) podemos obtener el siguiente estimado:

‖(zN+1(t)⊗ 1N , z`(t))‖Mz
≤ αe−

β
2
t ‖(zN+1(0)⊗ 1N , z`(0))‖Mz

(3.28)

con α :=

√
λmax(P )

λmin(P )
.

Por otra parte, observe que para t ≥ T ∗, zN+1(T ∗)⊗ 1N = z`(T
∗), fijando `, 1 ≤ ` ≤ N y

de la continuidad de las funciones Φi(·), 1 ≤ i ≤ N + 1 y sus inversas (véase Observación

8)

ΦN+1(xN+1(T ∗)) = zN+1(T ∗) = z`(T
∗) = Φ`(x`(T

∗))

entonces

Φ−1
N+1 ◦ Φ`(x`(T

∗)) = Φ−1
N+1(z`(T

∗)),

= Φ−1
N+1(zN+1(T ∗)),

= Φ−1
N+1 ◦ ΦN+1(xN+1(T ∗)),

= xN+1(T ∗).

Por lo tanto,

H`(x`(t)) = Φ−1
N+1(z`(t)) = Φ−1

N+1(zN+1(t)) = xN+1(t), ∀t ≥ T ∗,

esto inmediatamente implica que las trayectorias llegan a M para todo t ≥ T ∗. Y por

último, del Lema 4, (3.28) y de la Observación 24, se obtiene el estimado exponencial de
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M para todo t ≥ T ∗. �

Observación 11. Es claro que desde esta perspectiva, evitamos lidiar con un enfoque

varacional donde sea necesario calcular los exponentes condicionales de Lyapunov. En

cambio, en nuestra metodoloǵıa, este análisis equivale a la obtención de los valores pro-

pios de la matriz Ξ. Sin embargo esto está de más bajo el supuesto que Ξ es una matriz

Hurwitz estable. Una desventaja de la metodoloǵıa propuesta es, para SMA de alto orden,

necesitamos calcular los valores propios de Ξ lo cual es una tarea muy complicada.

En la siguiente sección podemos mejorar la forma de atacar este problema al permitir

que exista sola una ganancia de acoplamiento. Como consecuencia, determinar que la

matriz Ξ sea Hurwitz se convierte en una tarea simple al utilizar las propiedades del grafo

en cuestión.

3.3. Un problema más general de consenso siguiendo

al ĺıder en redes heterogéneas

En esta sección se estudia un problema más general de sistemas multi-agentes para

lograr el consenso siguiendo al ĺıder. En este caso se permite cualquier tipo de interacción

entre los seguidores. La manera de describir este problema procede de la misma manera

que en la sección anterior, encontrar la variedad de sincronización y verificar su estabilidad.

El resultado principal en esta sección consiste en el estudio detallado de la red completa

en lazo cerrado, donde se revela que el sistema completo en lazo cerrado (dinámica de los

sistemas acoplados y las leyes de control dinámicas) se puede interpretar como un sistema

entrada-estado convergente3.

Considere el SMA heterogéneo compuesto por sistemas en (2.15). De la misma manera

como en la sección anterior, considere como restricción adicional que los sistemas (2.15)

pueden ser reescritos en su FCOG de acuerdo al Corolario 1.

Suponga que se satisfacen las condiciones del Lema 1. Además, considere al grafo de

árbol de cobertura GN+1 en la Figura 3.3, este modela las interacciones entre los sistemas

(2.15) y (3.4), con los nodos N + 1 y ` = 1, ..., N representan al ĺıder y a los sistemas

seguidores, respectivamente (cf. consenso por modelo de referencia para sistemas lineales

[107]). Ahora, considerando que todos los sistemas (2.15) alcanzan el consenso siguiendo

al ĺıder en el sentido de la Definición 13.

3véase Apéndice A para mayor detalle y resultados preliminares sobre sistemas convergentes con en-
tradas.
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Figura 3.3: Grafo de comunicación de un árbol dirigido de cobertura GN+1 =
(VN+1, EN+1,AN+1) en el problema general de consenso siguiendo al ĺıder. Existe una
interacción arbitraria entre seguidores.

De acuerdo con la Definición 13, la variedad algebraica de sincronización para toda la

red puede reescribirse de la siguiente manera (cf. Observación 6)

Mx = {(1N ⊗ xN+1, x̄`) | H1(x1) = ... = HN(xN) = xN+1} , (3.29)

donde x̄` = (xT1 , ..., x
T
N)T ∈ RNn.

Observación 12. Este tipo de problema de consenso se asemeja a aquellos de dinámi-

cas lineales idénticas como en [116] con un controlador dinámico sin observadores. Que

en nuestro caso es para sistemas estrictamente no lineales y diferentes con una variedad

de sincronización no trivial. Note que en [116] no existe un ĺıder expĺıcito, sin embar-

go todos los sistemas deben sincronizarse con un sistema en lazo abierto (i.e. exosis-

tema [145]) de la forma ẋN+1 = f(t, xN+1, 0) = AxN+1, donde los valores propios de

la matriz A se encuentran en el semi-plano cerrado izquierdo del plano complejo. De

esta manera, la variedad de sincronización es exponencialmente estable y trivial M =

{(x1, x2, ..., xN) | x1 = x2 = ... = xN+1}. En nuestro caso, la convergencia exponencial se

pierde a cambio de permitir que los sistemas sean no lineales y estrictamente diferentes.

Otra metodoloǵıa similar se da en términos de un regulador no lineal de salida [49], en

donde los sistemas controlados siguen la salida de los exosistemas sincronizados (oscilado-

res no lineales como referencia local), donde solo los exosistemas se encuentran acoplados.

Cabe resaltar que en nuestro trabajo, el estado completo de los seguidores siguen a las

trayectorias del ĺıder en una variedad de sincronización estable muy general, y también los

sistemas acoplados pueden considerarse como sistemas caóticos.

En lo siguiente se estudia la estabilidad de la variedad de sincronización. El objetivo

es imponer la dinámica del ĺıder en todos los seguidores en la red de tal manera que Mx

sea un atractor estable, sin pérdida de generalidad suponga que uN+1 = 0 y que todos los
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seguidores (3.4) se encuentran acoplados por

ū` = −g`(η`, U`) + gN+1(ηN+1) + c1Tn (ηN+1 − η`)− c
N∑
j=1

a`j1
T
n (η` − ηj) , (3.30)

donde c es la fuerza de acoplamiento y a`,j son las entradas de la matriz de adyacencia

AN+1 =

(
AN 1N

01×N 0

)
.

Def́ınase la matriz

E =

(
0(n−1)×n

1Tn

)
,

luego el sistema en lazo cerrado es el siguiente

η̇ = F1(η, gN+1(ηN+1))− c(LN+1 ⊗ E)η,

U̇ = (IN ⊗ Aγ)U − c(LN×N+1 ⊗Br1
T
n )η

+ 1N ⊗BrgN+1(ηN+1)−


Brg1(η1, U1)

...

BrgN(ηN , UN)


(3.31)

con η = (ηT1 , ..., η
T
N+1)T ∈ R(N+1)n, F1(η, gN+1(ηN+1)) = (IN+1⊗An)η+1N+1⊗BngN+1(ηN+1),

LN+1 =
LN×N+1

01×N+1

, LN×N+1 = (LN + IN − 1N), donde la matriz de adyacenciaAN y la ma-

triz laplaciana LN están asociadas con el grafo GN = (VN , EN ,AN) que modela las interac-

ciones entre los seguidores únicamente. Ahora, def́ınase el vector η̄` , (ηT1 , ..., η
T
N)T ∈ RNn

y el error de sincronización e , 1N⊗ηN+1− η̄` = (e1, ..., eN)T ∈ RNn, tomando la derivada

respecto al tiempo de e`, para 1 ≤ ` ≤ N obtenemos:

ė` = Ane` + c
N+1∑
j=1

aijE(η` − ηj) (3.32)

utilizando (3.31), (3.32) y después de algunas manipulaciones algebraicas:

ė = Ξe,

U̇ = F2 (t,U , e, η̄`) ,
(3.33)
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donde
Ξ = (IN ⊗ (An − cE)− cLN ⊗ E)

F2 (t,U , e, η̄`) = (IN ⊗ Aγ)U + c
(
(LN + IN)⊗Br1

T
n

)
e

+ 1N ⊗BrgN+1(ηN+1)−


Brg1(η1, U1)

...

BrgN(ηN , UN)

 .

Observación 13. De (3.33), note que subsistema de e se encuentra desacoplado del sub-

sistema U . También podemos ver de las propiedades del grafo GN+1, que ser un árbol de

cobertura dirigido con el N + 1-ésimo sistema como ráız es una condición suficiente pa-

ra que la matriz Ξ sea estable. Primero, note de la Proposición 1 que todos los valores

propios de la matriz M = LN + IN tienen estrictamente parte real positiva. Después de

algunas manipulaciones algebraicas, es claro que Ξ = (IN ⊗ An − cM ⊗ E). Mediante el

Teorema de la forma de Schur (véase el Teorema 2.3.1 en [44]), existe una matriz unita-

ria P̂ ∈ RN×N tal que la matriz T = P̂ ∗MP̂ es una matriz triangular superior con sus

entradas en la diagonal Tii = λi(M), eligiendo el cambio de variable ξ = (P̂ ⊗ In)−1e y

tomando su derivada respecto al tiempo obtenemos que4

ξ̇(t) =
(
P̂ ⊗ In

)−1

(IN ⊗ An − cM ⊗ E)
(
P̂ ⊗ In

)
ξ(t)

= (IN ⊗ An − cT ⊗ E) ξ(t)
(3.34)

con

T =



λ1(M) ∗ · · · ∗ ∗

0 λ2(M) · · · ∗ ∗
... 0

. . .
...

...

0 0 · · · λN−1(M) ∗

0 0 · · · 0 λN(M)


.

Finalmente y sin pérdida de generalidad, suponga valores propios reales5 para M , aśı la

dinámica de (3.34) está desacoplada en el sentido en que la estabilidad del subsistema

e (3.33) es equivalente a la estabilidad de los subsistemas ξ̇i = (An − cλi(M)E)ξi para

1 ≤ i ≤ N . Considere n = 3, luego la matriz Ξ es estable cuando c = max1≤i≤Nci,

ci > 1/λi(M).

4para cualquier matriz A,B,C,D de dimensiones apropiadas y cualquier constante k: (A⊗B)(C⊗D) =
AC ⊗BD, (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1 y k(A⊗B) = (kA)⊗B = A⊗ (kB).

5los valores propios de la matriz M pueden ser complejos, sin embargo se puede dar una conclusión
similar bajo las condiciones de estabilidad de polinomios con coeficientes complejos [150].
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Observación 14. La idea de la descomposición modal la dinámica del error de sincro-

nización no es nueva, de hecho es la base para encontrar las mı́nimas condiciones ne-

cesarias que se conocen con el nombre del método de la Función Maestra de Estabilidad

(FME) [10,92,121], sin embargo, para aplicar directamente el método de la FME se nece-

sita que los sistemas sean (casi-)idénticos [126] y que se sepa de antemano la variedad de

sincronización estable para los sistemas acoplados [96]. La metodoloǵıa anterior puede apli-

carse a los subsistemas acoplados η en (3.31) pero preferimos dar condiciones suficientes

para analizar la estabilidad de una variedad de sincronización general.

3.3.1. Resultado 2

Ahora estamos en posición para establecer el resultado principal de esta sección, esta

es una condición suficiente para resilver el Problema 1:

Teorema 5. Considere que una red de N + 1 sistemas heterogéneos (2.15), como los

nodos de un árbol de cobertura dirigido GN+1 con el nodo N + 1 como ráız, suponga que

los sistemas pueden transformase en una red de sistemas en su FCOG (3.4) acoplados por

(3.30). Si las siguientes condiciones se cumplen

i) elija c tal que Ξ es una matriz Hurwitz, i.e., el subsistema e en (3.33) es asintótica-

mente estable;

ii) el subsistema U en (3.33) es entrada-estado convergente respecto a η y e. Además,

suponga a la entrada de control UR = (UR1 ,UR2 , . . . ,URN ) ∈ RNn, donde UR` =(
uR` , u̇R` , . . . , u̇

(n−1)
R`

)
∈ Rn como la señal en estado permanente.

iii) sea φ−1
uN+1

(·) una función es continuamente diferenciable (y uniformemente acotada)

con constante de Lipschitz L > 0.

Entonces, el sistema en lazo cerrado (3.33) es entrada-estado convergente y se alcanza el

consenso siguiendo al ĺıder, i.e., la variedad algebraica de sincronización Mx en (3.29) es

asintóticamente estable.

Prueba 6. Primero, mostramos que (3.33) es entrada-estado convergente, luego mostra-

remos que la variedad de sincronización es atractiva. Para probar lo primero suponga las

condiciones (i)-(ii), luego el primer resultado sigue del Teorema 10. Por otra parte, es

inmediato que el segundo término del subsistema η en (3.33) es asintóticamente cero, en-

tonces η` → η0 as t → ∞, ∀` = 1, ..., N . Para lograr esto, suponga que (i) ∃ c tal que la

matriz Ξ es Hurwitz.
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Ahora, dado que todos los nodos se comportan asintóticamente de la misma manera (en

coordenadas transformadas), la variedad algebraica de sincronización para el lazo cerrado

(3.31) es

Mη = {(1N ⊗ ηN+1, η̄`) | η1 = ... = ηN = ηN+1} . (3.35)

Invocando el Lema 7 se cumple la siguiente relación ‖(1N ⊗ ηN+1− η̄`)‖2 =
√

2‖(1N ⊗
ηN+1, η̄`)‖Mη . Dado que Ξ es una matriz Hurwitz estable, podemos encontrar matrices

P,Q > 0 tal que PΞ + ΞTP = −Q. Sea V = eTPe, utilizando la desigualdad de Rayleigh-

Ritz, entonces

2λmin(P )‖(1N ⊗ ηN+1, η̄`)‖2Mη
≤ V ≤ 2λmax(P )‖(1N ⊗ ηN+1, η̄`)‖2Mη

,

V̇ = eT
(
PΞ + ΞTP

)
e = −eTQe ≤ −λmin(Q)‖e‖22.

No es dif́ıcil ver de las desigualdades anteriores y el Lema de comparación [51] que

‖(1N ⊗ ηN+1(t), η̄`(t))‖Mη ≤ αe−
β
2
t‖(1N ⊗ ηN+1(0), η̄`(0))‖Mη (3.36)

con α ,
√
λmax(P )/λmin(P ) y β , λmin(Q)/λmax(P ).

Por otro lado, del Lema 1 note que ηN+1 = ΦN+1(xN+1) y η̄` = (Φu1(x1)T , ...,ΦuN (xN)T )T ,

suponiendo que (iii) Φ−1
uN+1

(·) es una función continuamente diferenciable (y uniformemen-

te acotada), existe una constante de Lipschitz L > 0, entonces

∥∥∥∥∥∥1N ⊗ xN+1 −


H1(x1)

...

HN(xN)


∥∥∥∥∥∥

2

2

=
N∑
`=1

‖Φ−1
uN+1

(ηN+1)− Φ−1
uN+1

(η`)‖2
2

≤ L2

N∑
`=1

‖ηN+1 − η`‖2
2. (3.37)

Es inmediato de (3.35), (3.36) y la desigualdad anterior que

∥∥∥∥∥∥1N ⊗ xN+1 −


H1(x1)

...

HN(xN)


∥∥∥∥∥∥

2

≤ ᾱe−
β
2
t‖(1N ⊗ ηN+1(0), η̄`(0))‖Mη

con ᾱ = αL
√

2. Por lo tanto, se alcanza el consenso siguiendo al ĺıder para el problema

de sistemas multi-agentes (2.15), i.e., H`(x`)→ xN+1 como t→∞, ∀` = 1, ..., N . �

A continuación se dan algunos comentarios pertinentes sobre las hipótesis del Teorema
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5.

Observación 15. Primero, la hipótesis i) sigue del hecho que GN+1 es un árbol de cober-

tura dirigido con el nodo N + 1 como ráız (véase la Observación 13). La segunda hipótesis

ii) se encuentra comunmente en la literatura de sincronización, se puede ver como la con-

dición de estabilización del par (A,B) en osciladores lineales en [116] o en nuestro caso

como parte de un principio de separación dado en el Teorema 10. Note que no hay pérdida

de generalidad al suponer esto ya que si cada protocolo de consenso dinámico U` satisface

la propiedad de entrada-estado convergente el subsistema U es entrada estado-convergente

(cf. Teorema 9). La tercer hipótesis iii) sigue de la existencia de un mapeo inverso debido a

la propiedad de observabilidad algebraica, esta función relaciona las coordenadas originales

a partir de la coordenadas transformadas (véase Observación 8).

Observación 16. Las hipótesis del teorema anterior son válidas para sistema caóticos

con n = 3 y una sola ganancia de acoplamiento c en la red (véase Observación 13),

sin embargo este resultado se puede extender para dimensión n >> 3 permitiendo que la

matriz E contenga ganancias diferentes en sus entradas, e.g., E = (0n×(n−1) | κT )T ,

κ = (k1, k2, . . . , kn) ∈ R1×n for n ≥ 3. Con lo anterior, la hipótesis (i) en el Teorema 5

implica un gran problema computacional para asegurar que la matriz Ξ sea Hurwitz para

valores de n considerablemente grandes, e.g., n > 3 (cf. [20] y el Teorema 3).

Observación 17. La simplicidad de esta metodoloǵıa se debe en gran parte al uso de

técnicas del álgebra diferencial. Estas permiten transformar a los sistemas no lineales

(2.15) en su FCOG (3.4) a partir de sus transformaciones dependientes de la entrada

(elementos primitivos diferenciales), cuyas derivadas naturalmente nos dan los protocolos

dinámicos de consenso. Entre otras detalles, las técnicas basadas en álgebra diferencial nos

dejan caracterizar la variedad de sincronización y obtener condiciones complementarias a

las metodoloǵıas basadas en las funciones maestras de estabilidad [92].

3.4. Aplicación a una red de sistemas caóticos

Esta metodoloǵıa es aplicable a una gran variedad de sistemas caóticos: Lorenz, Röss-

ler, Chua, Colpitts, entre otros [68]. Además de la posible sincronización de modelos de

neuronas, e.g. el modelo de neurona de Hindmarsh-Rose [42].

En esta sección se presentan dos ejemplos concretos para ilustrar la metodoloǵıa pro-

puesta para una red heterogénea compuesta por tres sistemas caóticos con un ĺıder. Estos

ejemplifican el problema más simple de MSG sin interacción entre los seguidores y el pro-
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blema más general de consenso siguiendo el ĺıder para redes de sistemas heterogéneos,

respectivamente.

3.4.1. Ejemplo 1

Considere los tres sistemas caóticos diferentes [67] como los nodos en un grafo dirigido

G3 como se muestra en la Figura 3.4.

Sistema de 

Colpitts

Sistema de 

Rössler

Sistema de 

Chua

Figura 3.4: Árbol dirigido de cobertura en Ejemplo 1 sin interacción entre seguidores.

Considere como el nodo N + 1 o ĺıder al sistema de Colpitts:

Σcolpitts =


ẋ31 = −a3exp(−x32) + a3x33 + a3,

ẋ32 = b3x33,

ẋ33 = −c3x31 − c3x32 − d3x33,

(3.38)

donde x3 = (x31, x32, x33)T ∈ Rn3 con parámetros y condiciones iniciales tales que (3.38)

se comporta de manera caótica como se observa en la Figura 3.5.

Sea y3 = x32 la salida disponible, entonces el sistema (3.38) satisface la condición OA.

Es decir, las siguientes relaciones se cumplen:

Φ−1
3 :=


x31

x32

x33

 =


1

b3c3

(−z33 − d3z32 − b3c3z31)

z31

1

b3

z32

 , (3.39)

con z31 = y3, z32 = ẏ3 y z33 = ÿ3.

Considere el primer seguidor o nodo 1 como el sistema de Rössler descrito por las

siguientes ecuaciones:
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Figura 3.5: Diagrama de fase del atractor caótico del sistema de Colpitts con paráme-
tros a3 = b3 = 6.2723, c3 = 0.0797, d3 = 0.6898 y condiciones iniciales x3(0) =(
0.6 0.1 −0.6

)T

ΣRossler =


ẋ11 = −(x12 + x13),

ẋ12 = x11 + a1x12,

ẋ13 = b1 + x13(x11 − c1),

(3.40)

donde x1 = (x11, x12, x13)T ∈ Rn1 , con parámetros y condiciones iniciales tales que el siste-

ma (3.40) presenta un comportamiento caótico (véase Figura 3.6). Eligiendo y1 = x12 +u11

como su salida disponible la condición de OA se cumple. La función Φ1 que transforma al

sistema de coordenadas originales (3.40) a su forma canónica de observabildad generalizada

se obtiene derivando el elemento primitivo diferencial y1 tal que:

Φ1 :=


z11

z12

z13

 =


x12 + u11

x11 + a1x12 + u12

a1x11 + (a2
1 − 1)x12 − x13 + u13

 , (3.41)

con z11 = y1, z12 = ż11 y z13 = ż12.

Y por último considere al segundo sistema seguidor o nodo 2 como el sistema de Chua:
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Figura 3.6: Diagrama de fase del atractor caótico del sistema de Rössler con parámetros

a1 = b1 = 0.2, c1 = 5 y condiciones iniciales x1(0) =
(
1 2 −5

)T

ΣChua =


ẋ21 = a2 (x22 − x21 − vx2) ,

ẋ22 = x21 − x22 + x23,

ẋ23 = −b2x22,

(3.42)

con

vx2 = m1x21 +
1

2
(m2 −m1) (| x21 + 1 | − | x21 − 1 |) , (3.43)

donde x2 = (x21, x22, x23)T ∈ Rn2 , con parámetros constantes y condiciones iniciales tales

que (3.42) presenta un comportamiento caótico como se aprecia en la Figura 3.7. Tomando

como salida disponible y2 = x23+u21 este sistema cumple la condición de OA. La función Φ2

que transforma al sistema en coordenadas originales (3.40) en coordenadas transformadas

es:

Φ2 :=


z21

z22

z23

 =


x23 + u21

−b2x22 + u22

−b2(x21 − x22 + x23) + u23

 , (3.44)

con z11 = y2, z22 = ż21 y z23 = ż22. Suponga que los parámetros toman valores constan-

tes positivos y condiciones inciales tales que aseguran un comportamiento caótico. En el

Cuadro 3.1 y el Cuadro 3.2 se condensan las condiciones iniciales y parámetros utilizados

en la simulación numérica, respectivamente.
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Figura 3.7: Diagrama de fase del atractor caótico del sistema de Chua con parámetros

a2 = 15, b2 = 25.58, m1 = −5/7, m2 = 8/7 y condiciones iniciales x2(0) =
(
0.6 0.1 0.6

)T

Cuadro 3.1: Parámetros constantes para la red G3

i ai bi ci di mi

1 0.2 0.2 5 - −5/7
2 15 25.58 - - 8/7
3 6.2723 6.2723 0.0797 0.6898 -

De acuerdo al Teorema 3, podemos construir el siguiente sistema aumentado,

Cuadro 3.2: Condiciones iniciales para la red G3

i xi(0)

1
(
1.0 2.0 −5.0

)T
2

(
0.6 0.1 0.6

)T
3
(
0.6 0.1 −0.6

)T
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ẋ11 = −(x12 + x13),

ẋ21 = a2 (x22 − x21 − vx2) ,

ẋ31 = −a3exp(−x32) + a3x33 + a3,

ẋ12 = x11 + a1x12, (3.45)

ẋ22 = x21 − x22 + x23,

ẋ32 = b3x33,

ẋ13 = b1 + x13(x11 − c1),

ẋ23 = −b2x22,

ẋ33 = −c3x31 − c3x32 − d3x33,

y eligiendo los elementos primitivos diferenciales como y3 = x32, y1 = x12 + u11 y y2 =

x23 + u21; con el SMA (3.45), se obtiene la siguiente FCOGM:

ż11 = z12,

ż21 = z22,

ż31 = z32,

ż12 = z13,

ż22 = z23, (3.46)

ż32 = z33,

ż13 = −c1(z11 − u11) + (a1c1 − 1)(z12 − u12)

+ (a1 − c1)(z13 − u13)− (−(z11 − u11) + a1(z12 − u12)− (z13 − u13))

× (z12 − u12 − a(z11 − u11))− b+ u̇13 = ϕ1(zij, uij) + u̇13,

ż23 = a2b2(u21 − z21) + b2(u22 − z22) + (a2 + 1)(u23 − z23)

+ a2b2vz2 + u̇23 = ϕ2(z2j, u2j) + u̇23,

ż33 = a3b3c3exp(−z31) + (−a3c3 − b3c3 + d2
3 − d3)z32

− d3z33 − a3b3c3 = ϕ3(z3j),
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con

vz2 = m1(u21 − z21 +
1

b
(u22 − z22 + u23 − z23)) +

1

2
(m2 −m1)

×
(
| u21 − z21 +

1

b
(u22 − z22 + u23 − z23) + 1 |

− | u21 − z21 +
1

b
(u22 − z22 + u23 − z23)− 1 |

)
,

no es dif́ıcil ver que el controlar dinámico se da de manera natural como una cadena de

integradores de la forma:

u̇11 = u12,

u̇21 = u22,

u̇12 = u13,

u̇22 = u23,

u̇13 = ū1,

u̇23 = ū2.

Es claro que el objetivo es |z31−z11| → 0, |z31−z21| → 0,..., |z33−z13| → 0, |z33−z23| → 0

as t→∞. Para lograr dicho objetivo, definamos el error de sincronización en coordenadas

transformadas como

ez11 = z31 − z11,

ez21 = z31 − z21,

ez12 = z32 − z12,

ez22 = z32 − z22,

ez13 = z33 − z13,

ez23 = z33 − z23,

cuya dinámica se representa por:
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ėz11 = ez12 ,

ėz21 = ez22 ,

ėz12 = ez13 ,

ėz22 = ez23 , (3.47)

ėz13 = ϕ3(z3j)− ϕ1(z1j, u1j)− ū1,

ėz23 = ϕ3(z3j)− ϕ2(z2j, u2j)− ū2,

es claro que eligiendo ū1 y ū2 en 3.47 como:

ū1 = ϕ3 − ϕ1 +
n∑
q=1

a21k1q(z3q − z1q),

ū2 = ϕ3 − ϕ2 +
n∑
q=1

a31k2q(z3q − z2q),

donde aij son los elementos de la matriz de adyacencia A en (3.11) y kij son ganancias

(constantes) positivas. Entonces la dinámica del error de sincronización (3.47) se reescribe

como:

ėz = Ξ ez (3.48)

con

Ξ =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−k11 0 −k12 0 −k13 0

0 −k21 0 −k22 0 −k23


,

y matrices de ganancia



41

Kj =

(
k1j 0

0 k2j

)
∈ R2×2,

para j = 1, 2, 3.

Debido al árbol dirigido de cubrimiento G3, la elección de los controladores dinámicos

en (3.48) y la FCOGM (3.46), el sistema en lazo cerrado está dado de la forma:

ż =


03×3 I3×3 03×3

03×3 03×3 I3×3

−M1L −M2L −M3L

 z +


03×1

03×1

ϕ0 · 13×1

 , (3.49)

donde L es la matriz laplaciana en (3.12) y Mj representan matrices de ganancias:

Mj =

(
0 01×2

02×1 Kj

)
∈ R3×3.

Es claro que se llega al acuerdo entre los agentes de la red (3.49) cuando las matrices

de ganancia Ki se eligen tal que la matriz Ξ en (3.48) sea Hurwitz estable. Como caso

particular, propónganse las siguientes matrices de ganancia K1 = 500I2×2, K2 = 600I2×2

y K3 = 700I2×2, en la Figura 3.8 muestra que todas las trayectorias de los seguidores

convergen a las del ĺıder en coordenas transformadas i.e. la condición (3.14) se cumple.

Por otra parte, obténganse los mapeos Φ−1
3 ◦ Φ1 y Φ−1

3 ◦ Φ2 de las transformaciones

definidas en (3.39), (3.50) y (3.44), como resultado obtenemos:

H1(x1(t)) : = Φ−1
3 ◦ Φ1(x1(t)),

=


− 1

b3c3

(−a1x11 − (a2
1 − 1)x12 + x13 − u13 − d3(x11 + a1x12 + u12))− (x12 + u11)

x12 + u11

x11 + a1x12 + u12

b3

 ,
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Figura 3.8: Acuerdo en coordenadas transformadas.
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H2(x2(t)) : = Φ−1
3 ◦ Φ2(x2(t)),

=


− 1

b3c3

(−b2(x21 − x22 + x23) + u23 − d3(−b2x22 + u22))− (x23 − u21)

x23 + u21

−b2x22 + u22

b3

 .

De esta manera se define la variedad de sincronización en coordenadas originales, a

saber:

M = {(x3 ⊗ 13, x` | x3 = H(x1) = H(x2))}

con x` = (x11, x21, x12, x22, x13, x23)T . Y como consecuencia directa del Teorema 4, el con-

senso siguiendo al ĺıder se alcanza en coordenadas originales (i.e. se cumple (3.15)). De

manera que el estado de MSG para todos los sistemas en la red se cumple, esto se muestra

en la Figura 3.8.
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44 3. MSG como un problema de consenso siguiendo al ĺıder

3.4.2. Ejemplo 2

De manera similar y para ilustrar el Teorema 5, considere el Ejemplo 1 con G3, cuyos

nodos son los sistemas de Rössler, Chua y Colpitts como se muestran en la Figura 3.10),

donde

A3 =


0 1 1

0 0 1

0 0 0

 ; L3 =


2 −1 −1

0 1 −1

0 0 0

 .

Aśı, las dinámicas individuales para los nodos i = 1, 2 son

Sistema de 

Colpitts

Sistema de 

Rössler

Sistema de 

Chua

Figura 3.10: Árbol dirigido de cobertura G3 con interacción entre esclavos.

ẋ11 = −(x12 + x13),

ẋ12 = x11 + a1x12,

ẋ13 = b1 + x13(x11 − c1),

y1 = x12 + u1.

y

ẋ21 = a2 (x22 − x21 − vx2) ,

ẋ22 = x21 − x22 + x23,

ẋ23 = −b2x22,

vx2 = m1x21 + 0.5 (m2 −m1) (| x21 + 1 | − | x21 − 1 |) ,

y2 = x23 + u2

con transformaciones de coordenadas dadas por

φu1(x1) :=


η11

η12

η13

 =


x12 + u11

x11 + a1x12 + u12

a1x11 + (a2
1 − 1)x12 − x13 + u13

 ,
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y

φu2(x2) :=


η21

η22

η23

 =


x23 + u21

−b2x22 + u22

−b2(x21 − x22 + x23) + u23

 ,

respectivamente. Y el nodo i = 3 o ĺıder

ẋ31 = −a3exp(−x32) + a3x33 + a3,

ẋ32 = b3x33,

ẋ33 = −c3x31 − c3x32 − d3x33,

y3 = x32,

note que u3 = 0 y la transformación inversa φ−1
u3
∈ C1 es la siguiente

φ−1
u3

(η3) :=


x31

x32

x33

 =


(−η33 − d3η32 − b3c3η31) /b3c3

η31

η32/b3

 ,

donde ‖[∂/∂η3]φ−1
u3

(η3)‖∞ = (b3c3 + d3 + 1)/b3c3 =: L̄, L ≤
√

3L̄. Con los parámetros

constantes y condiciones iniciales que aseguran comportamiento caótico (véase Cuadro 3.1

y Cuadro 3.2). Tomando en cuenta las leyes de control dinámicas (3.30) con acoplamiento

c > 1, tal que las condiciones del Teorema 5 se cumplen.

Con c = 50, se alcanza el consenso siguiendo al ĺıder en coordenadas transforma-

das y originales (véase Figura 3.11) donde H1(x1(t)) := Φ−1
u3
◦ Φu1(x1(t)) y H2(x2(t)) :=

Φ−1
u3
◦ Φu2(x2(t)). Note que las señales de los protocolos dinámicos de consenso (3.30)

están acotadas, esto se muestra en la Figura 3.12. Finalmente la variedad algebraica de

sincronización es asintóticamente estable y está dada para toda la red G3 como:

Mx = {(12 ⊗ x3, x̄`) | x3 = H1(x1) = H2(x2)}

con x̄` = (xT1 , x
T
2 )T .
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Caṕıtulo 4

Extensiones para sistemas de orden

fraccionario conmensurado

“...Un meteorólogo comentó que si la teoŕıa

fuese correcta, el aleteo de una gaviota seŕıa

suficiente para alterar el curso del clima para

siempre. La controversia no se ha arreglado,

pero la evidencia más reciente parece estar a

favor de las gaviotas”

— Edward N. Lorenz [62].

En este caṕıtulo se presenta el problema de MSG para sistemas de orden fraccionario

conmensurado (MSGF). En una red heterogénea en la configuración maestro-esclavo, se

presenta la sincronización de múltiples familias desacopladas de sistemas caóticos. El in-

grediente principal de esta metodoloǵıa es encontrar formas canónicas para los sistemas

originales, a través de una familia de elementos primitivos diferenciales fraccionarios (la

salida de cada sistema). Para resolver el problema de MSG se diseñan leyes de control

dinámicas de orden fraccionario. Además se muestra que añadiendo términos difusivos a

estas leyes de control, el estado de MSG se satisface permitiendo cualquier tipo de inter-

acción entre los sistemas esclavos de cada familia.

La organización de este caṕıtulo se presenta de la siguiente manera: En la sección 4.1

se presenta un panorama actual sobre la sincronización de sistemas de orden fraccionario;

en la sección 4.2 se presenta una condición necesaria y suficiente para obtener una forma

canónica de observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de orden fraccionario

conmensurado FCOGMF, además se introducen nuevas definiciones como: la condición de

47
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observabilidad algebraica para sistemas de Liouville, y familia de sistemas Picard-Vessiot

para sistemas de orden fraccionario; en la sección 4.3, se presentan los resultados principales

de la metodoloǵıa de MSGF, y el diseño de controladores dinámicos de orden fraccionario;

en la sección 4.4 se resuelve el problema de MSGF para cualquier tipo de interconexión

entre sistemas esclavos. Finalmente, en la sección 4.4 se muestran algunos ejemplos para

ilustrar la metodoloǵıa propuesta.

4.1. Multi-sincronización de sistemas caóticos de or-

den fraccionario

En la actualidad, los problemas asociados con ecuaciones diferenciales de orden frac-

cionario son un tópico de interés entre la comunidad de control. La importancia de estas

ecuaciones radica en el orden de los operadores que generalizan a aquellos del cálculo

convencional, este parámetro extra que los hace tan atractivos complica sobremanera el

análisis de estabilidad de estos sistemas. Los resultados son sólidos en su mayoŕıa para

sistemas lineales de orden fraccionario, pero sumamente escasos e inexactos para sistemas

no lineales.

Debido al atractivo en las aplicaciones de la sincronización del caos y de la obtención de

comportamientos caóticos en ecuaciones diferenciales de orden fraccionario [129,131]. Los

esfuerzos para entender este problema en el caso fraccionario ha sido objeto de creciente

estudio. En la mayoŕıa de los casos, los resultados se presentan como extensiones directas

de los problemas de orden entero. Sin embargo, no es aśı de simple. De aqúı en adelan-

te, refiérase como sistemas a los de orden fraccionario conmensurado (en donde existan

excepciones se realizaran los comentarios pertinentes).

Recientemente, numerosas aportaciones se encuentran en la literatura sobre la sincro-

nización en la configuración maestro-esclavo de estos sistemas: En [149] y [136], respecti-

vamente, se presentan el acoplamiento difusivo y el esquema de sincronización proyectiva

para el sistema unificado. En [139] se analiza el comportamiento dinámico del acoplamien-

to difusivo para sistemas de Liu. Mediante la técnica de control activo, la sincronización

del sistema hipercaótico de Lorenz se estudia en [138]. En [82] se presenta una técnica de

control activo modificada para sistemas idénticos, esto en la configuración maestro-esclavo,

con orden conmensurado e inconmensurado. Extensiones de técnicas basadas en control

activo por modos deslizantes se presentan en [105, 130]; en [142] se presenta una ligera

modificación de [130] en términos del problema de sincronización proyectiva. Este último

se explora en [6] mediante técnicas de control activo adaptable, con un número reducido
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de entradas, para sistemas de Lorenz con incertidumbre paramétrica. En [16] se presenta

una técnica de control activo optimal y una función de costo fraccionaria. Particularmente

en [28, 64], se considera el problema de SG para sistemas completamente distintos. Estos

dos últimos trabajos son extensiones del auxiliary system approach de Abarbanel et. al. [2],

y el enfoque algebraico-diferencial de Mart́ınez-Guerra et. al. [65], respectivamente.

Motivados por la multi-sincronización de sistemas de orden entero, los esfuerzos para

entender la sincronización de un par de sistemas se han extendido al estudio de escenarios

más complejos que involucran múltiples sistemas interconectados. En este ámbito, los

siguientes trabajos se presentan desde una perspectiva de la teoŕıa de control: En [27] se

estudia un esquema para sistemas idénticos en una topoloǵıa de anillo con acoplamiento

unidireccional y bidireccional. Un problema conocido como “pinning synchronization” se

muestra en [133] para redes de sistemas Lipschtiz con acoplamiento difusivo. En términos

de SG, se presenta una modificación del control activo con interacciones entre los esclavos

en [148].

En general y como en todas las contribuciones mencionadas, el objetivo principal de

los problemas de sincronización radica en probar la estabilidad del error de sincronización,

o la variedad de sincronización si es posible. Los retos más importantes consisten en

explicar la sincronización de sistemas heterogéneos, donde la variedad de sincronización

puede no existir. En este contexto, los siguientes trabajos intentan explicar este fenómeno

[16, 64, 130, 142, 148]. En años recientes, la técnica de control activo está presente en la

mayoŕıa de los problemas de sincronización del caos (también en orden entero). Esta hace

uso de señales de control por cada estado en la ecuación diferencial [4, 13, 137] y sugiere

una búsqueda desesperada de señales apropiadas para estabilizar la dinámica del error de

sincronización. En todas sus versiones para el caso de sistemas heterogéneos, los resultados

sobre la SG no están del todo claros. Principalmente, porque no se encuentra el mapeo

que relaciona a las trayectorias del esclavo con las del maestro, y en consecuencia no se

sabe nada sobre la variedad de sincronización y su atractividad.

En las siguientes secciones se presenta una metodoloǵıa para sincronizar una clase de

múltiples familias de sistemas caóticos desacoplados (no necesariamente idénticos). Me-

diante la elección del elemento primitivo diferencial fraccionario, como la salida de cada

sistema, es posible encontrar una familia de transformaciones que llevan a todos los sis-

temas a una forma canónica de observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de

orden fraccionario (FCOGMF). Es importante notar que los elementos primitivos diferen-

ciales se toman como una combinación lineal de los estados conocidos, las entradas del

sistema y sus derivadas de orden fraccionario. Posteriormente, de la transformación de

coordenadas, es posible diseñar una familia de leyes de control dinámicas que sincroni-
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zan en un sentido generalizado cada familia desacoplada de sistemas en la configuración

maestro-esclavo. Estas familias de leyes de control están dadas de manera natural como

una cadena de integradores de orden fraccionario. Este tipo de sincronización se introduce

como Multi-sincronización generalizada de sistemas de orden fraccionario (MSGF). Para

enriquecer la cantidad de sistemas que pueden sincronizarse con esta metodoloǵıa, se hace

uso de la caracteŕıstica de una clase de sistemas denominada de Liouville, en este caso,

la primera componente de las transformaciones es una integral fraccionaria del elemento

primitivo diferencial fraccionario.

4.2. Observabilidad algebraica y formas canónicas de

observabilidad generalizadas para sistemas de or-

den fraccionario

Considere la siguiente ecuación diferencial de orden fraccionario conmensurado1

Dαx = F (x, u) (4.1)

y = h(x, u),

donde Dα denota al operador de derivada de Caputo (B.1) de orden α, donde 0 < α < 1,

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, u = (u1, u2, . . . , uγ) ∈ Rγ, F : Rn × Rγ → Rn es localmente

Lipschitz en x y u, h : Rn × Rγ → R es una función continuamente diferenciable en sus

argumentos.

Definición 16. [64] Una variable de estado xi ∈ R del sistema (4.1) satisface la condición

de observabilidad algebraica para sistemas de orden fraccionario (OAF) si xi es una función

de las primeras r1, r2 ∈ N derivadas secuenciales de orden fraccionario, respectivamente,

de la salida disponible y y la entrada u, i.e.,

xi = φi
(
y, y(α),D2αy, . . . ,Dr1αy, u, u(α),D2αu, . . . ,Dr2αu

)
,

donde φi : R(r1+1)p × R(r2+1)m → R.

Es claro que existen sistemas que no cumplen con la condición OAF2 del todo. Para

algunos de estos sistemas se introducen la siguientes definciones:

1Para mayor detalle, sobre las definiciones de los operadores de orden fraccionario utilizados en este
caṕıtulo, véase Apéndice B.

2Véase [73] para una versión de esta propiedad para sistemas fraccionarios sin entradas.
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Definición 17. Considere que n̄ estados del sistema (4.1) satisfacen la condición OAF

para n̄ < n, entonces se dice que el sistema de orden fraccionario (4.1) es de Liouville si

los n − n̄ estados restantes pueden obtenerse añadiendo integrales de orden fraccionario

(B.2) de los n̄ estados.

Como resultado de la definición anterior, podemos reescribir la Definición 16 de la

manera siguiente:

Definición 18. Una variable de estado xi ∈ R satisface la condición de observabilidad

algebraica de Liouville para sistemas de orden fraccionario (OALF) si xi es una función

de las primeras r1, r2 ∈ N derivadas secuenciales de orden fraccionario, respectivamente,

de la salida disponible ȳ = Iαy y la entrada u, i.e.,

xi = φi
(
Iαy, y,Dαy, . . . ,D(r1−1)αy, . . . , u, u(α),D2αu, . . . ,Dr2αu

)
donde φi : R(r1+1)p × R(r2+1)m → R.

Definición 19. Una familia de sistemas es Picard-Vessiot (PV) si y solo si el espacio

vectorial generado por las derivadas de orden fraccional de la familia

{Dnjαȳj, nj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ q, 0 ≤ α ≤ 1}

tiene dimension finita, donde ȳj es la j−ésima salida (elemento primitivo diferencial frac-

cionario).

En lo que sigue, conocer la salida de cada sistema es suficiente para generar una familia

de transformaciones para sincronizar múltiples sistemas caóticos. Estas transformaciones

se obtienen de la familia de salidas dada por ȳj = Iαyj con 1 ≤ j ≤ p (p salidas).

Suponiendo que nj ≥ 0 es el mı́nimo entero tal que Dnjαȳj son anaĺıticamente dependientes

de (ȳj, ȳ
(α)
j , ..,D[nj−1]αȳj), donde ȳj = Iαyj, tal que

H̄j(ȳj, ȳ
(α)
j , ..,D[nj−1]αȳj,Dnjαȳj, uj, u(α)

j , ...,Dγjαuj) = 0. (4.2)

Entonces, el sistema (4.2) puede resolverse localmente como:

Dnjαȳj = −Lj(ȳj, ȳ(α)
j , ..,D[nj−1]αȳj, uj, u

(α)
j , ...,D[γj−1]αuj) +Dγjαuj
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Def́ınase ξ
nj
i = D[i−l]αȳj, l = 1, n1 + 1, n1 + n2 + 1, ..., n1 + n2 + ...+ np−1 + 1; 1 ≤ i ≤∑

1≤j≤p nj = n, donde el sub́ındice j representa al j−ésimo sistema y las constantes nj

denotan a los ı́ndices de observabilidad algebraica (cada ı́ndice nj coincide con la dimensión

de su sistema). Entonces, es posible obtener una representación local para el conjunto de

los p sistemas desacoplados, esta representación puede verse como una forma canónica de

observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de orden fraccionario (FCOGMF):

Dαξn1
1 = ξn1

2

Dαξn1
2 = ξn1

3

...

Dαξn1
n1−1 = ξn1

n1

Dαξn1
n1

= −L1(ξn1
1 , ξn1

2 , .., ξn1
n1
, u1, u

(α)
1 , ...,D[γ1−1]αu1) +Dγ1αu1

Dαξn2
n1+1 = ξn2

n1+2

Dαξn2
n1+2 = ξn2

n1+3

...

Dαξn2
n1+n2−1 = ξn2

n1+n2

Dαξn2
n1+n2

= −L2(ξn2
n1+1, ξ

n2
n1+2, .., ξ

n2
n1+n2

, u2, u
(α)
2 , ...,D[γ2−1]αu2) +Dγ2αu2

...

Dαξnpn1+n2+...+np−1+1 = ξ
np
n1+n2+...+np−1+2

Dαξnpn1+n2+...+np−1+2 = ξ
np
n1+n2+...+np−1+3

...

Dαξnpn1+n2+...+np−1+np−1 = ξ
np
n1+n2+...+np−1+np

Dαξnpn1+n2+...+np−1+np = −Lp(ξnpn1+n2+...+np−1+1, ξ
np
n1+n2+...+np−1+2, ...,

ξ
np
n1+n2+...+np−1+np , up, u

(α)
p , ...,D[γp−1]αup) +Dγpαup

yj = ξ
nj
l .

(4.3)

En forma compacta este nuevo sistema (4.3) se presenta como:

Dαξ = Aξ − Φ(L1, ...,Lp) + Ū(Dγ1αu1, ...,Dγpαup)

Y = Cξ,
(4.4)

donde ξ,Φ, Ū ∈ Rn, A ∈ Rn×n, Y ∈ Rp y las matrices en (4.4) se definen de la siguiente

manera:
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A =


A1 0

. . .

0 Ap

 ;

Aj =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

...
...

...
. . . · · · 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


1 ≤ j ≤ p;

Φ(L1, ...,Lp) =


φ1(L1)

φ2(L2)

...

φp(Lp)

 ;

φj(Lj) =



0

0

...

0

−Lj(ξ
nj
n1+n2+...+nj−1+1, .., ξ

np
n1+n2+...+nj , uj, u

(α)
j , ...,D[γj−1]αuj)


;

Ū(Dγ1αu1, ...,Dγpαup) =


u1(Dγ1αu1)

u2(Dγ2αu2)

...

up(Dγpαup)

 ; uj(Dγjαuj) =



0

0

...

0

Dγjαuj


;

C =


C1 0

. . .

0 Cp

 ; Cj =
[
1 0 · · · 0

]
.

Ahora consideremos la siguiente familia de sistemas caóticos de orden fraccionario:
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x
(α)
j = Fj(xj, uj)

yj = Cjxj +Djuj
(4.5)

donde 1 ≤ j ≤ p denota al j−ésimo sistema, xj ∈ Rnj es el vector de estado, Fj(·) es

una función no lineal, uj es la entrada, yj es la salida y Cj, Dj son matrices de tamaño

apropiado. El siguiente resultado es importante, este nos indica bajo qué condiciones es

posible obtener una FCOGMF para familias desacopladas de sistemas de Liouville.

Lema 5. Considere una familia de sistemas no lineales (4.5). Si la salida se elige como

yj =
n∑

i=n−nj+1

γixi +
m∑
k

βkuk,

donde γi, βk son cantidades diferenciales de u y sus derivadas respecto al tiempo, tal que

la primera componente de la transformación de coordenadas se denota por ȳj = Iαyj,

entonces el sistema no lineal (4.5) se lleva a la FCOGMF si y solo si la familia de sistemas

(4.5) es PV.

Prueba 7. (Suficiencia) Defina {ζj, ζ(α)
j , ...,D[nj−1]αζj, }, 1 ≤ j ≤ p con ζj = I(α)yj = ȳj,

D[i−l]αζj = D[i−l−1]αyj, 1 ≤ i ≤
∑p

j=1 nj, donde nj ≥ 0 es el mı́nimo entero tal que

D[nj−1]αyj es dependiente de I(α)yj, y, y
(α)
j , ...,D[nj−l−1]αyj, uj, ....

Ahora, redefiniendo ξi = ζj = I(α)yj, ξ
nj
i = D[i−l]αζj = D[i−l−1]αyj, 1 ≤ i ≤

∑p
j=1 nj

inmediatamente se obtiene:

Dαξn1
i = ξn1

i+1, 1 ≤ i ≤ n1 − 1

Dαξn1
n1

= −L1(ξn1
1 , .., ξn1

n1
, u1, u

(α)
1 , ...,D[γ1−1]αu1) +Dγ1αu1

Dαξn2
i = ξn2

i+1, n1 + 1 ≤ i ≤ n1 + n2 − 1

Dαξn2
n1+n2

= −L2(ξn2
n1+1, .., ξ

n2
n1+n2

, u2, u
(α)
2 , ...,D[γ2−1]αu2) +Dγ2αu2

...

Dαξnpi = ξ
np
i+1, n1 + ...+ np−1 + 1 ≤ i ≤ n1 + ...+ np − 1

Dαξnpn1+...+np = −Lp(ξnpn1+...+np−1+1, .., ξ
np
n1+...+np , up, u

(α)
p , ...,D[γp−1]αup) +Dγpαup

ξ
nj
l = Iαyj, 1 ≤ j ≤ p, l = 1 +

j−1∑
ĵ=1

nĵ.

(Necesidad) Es inmediata. �
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4.3. Multi-sincronización generalizada de sistemas de

orden fraccionario

Considere una configuración maestro-esclavo en la familia de sistemas (4.5). Denote

como la familia de sistemas maestros al sistema

D(α)xmµ = Fmµ(xmµ , umµ)

ymµ = hmµ(xmµ , umµ)
(4.6)

y a la familia de sistemas esclavos como

D(α)xsν = Fsν (xsν , usν )

ysν = hsν (xsν , usν ),
(4.7)

donde xsν = (x1,sν , ..., xnsν ,sν ) ∈ Rnsν , xmµ = (x1,mµ , ..., xnmµ ,mµ) ∈ Rnmµ , hsν : Rnsν → R,

hmµ : Rnmµ → R, umµ = (u1,mµ , ..., uγmµ ,mµ) ∈ Rγmµ , usν = (u1,sν , ..., uγsν ,sν ) ∈ Rγsν ,

1 ≤ ν ≤ p − 1, 1 ≤ µ ≤ p − ν, estas condiciones nos dicen que podemos considerar

uno o mas esclavos asociados con un solo maestro, pero no podemos tener a un esclavo

asociado más de un sistema maestro. Existe la posibilidad de tener un esclavo asociado

con un maestro cuando el número de maestros sea igual al número de esclavos. Por otra

parte, cuando el número de esclavos es mayor al de maestros significa que cada maestro

interactúan con uno o más de un esclavo. Esta configuración se muestra en la Figura 4.1,

los nodos (ćırculos) representan a los sistemas involucrados. Los nodos encerrados en la

Figura 4.1b representan al mismo sistema maestro. Los ćırculos punteados representan

a sistemas virtuales, estos poseen la misma ecuación diferencial de orden fraccionaria y

condiciones iniciales idénticos al sistema maestro (ćırculos cerrados), estos se representan

como un solo nodo.
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Figura 4.1: Configuración de la multi-sincronización generalizada para sistemas de orden
fraccionario: a) Mismo número de esclavos y maestros, b) Mayor número de esclavos que
maestros.

En la siguiente definición se describe la MSGF (cf. Definición 13):

Definición 20. Sean Xm = (xm1 , ..., xnm) ∈ Rnm y Xs = (xs1 , ..., xns) ∈ Rns, respectiva-

mente, los vectores de estado de las familias de sistemas maestro y esclavo. Entonces la

familia de sistemas esclavo se encuentra en el estado de Multi-sincronización generalizada

de sistemas de orden fraccionario (MSGF) con sus respectivos maestros si existe una fami-

lia de salidas que genera la transformación Hms : Rns×Rγsν → Rnm con Hms = Ψ−1
m ◦Ψs; y

existe una variedad algebraica M = {(Xs, Xm) | Xm = Hms(Xs)} y un conjunto compacto

B ⊂ Rnm×Rns con M ⊂ B tal que las trayectorias con condiciones iniciales en B tienden

a M cuando t→∞. �

De la Definición 20 es claro que cuando limt→∞‖Hms(Xs) − Xm‖ = 0, el estado de

FGMS se alcanza.

El siguiente teorema presenta la metodoloǵıa para sincronizar múltiples familias des-

acopladas de sistemas de Liouville no idénticos (véase Figura 4.1). El diseño de los con-

troladores dinámicos de orden fraccionario se da dentro de la prueba. La idea detrás de la

prueba es imponer una dinámica similar a la de los maestros en sus respectivas familias

de sistemas esclavos.

Teorema 6. Considere que las familias de sistemas (4.6) y (4.7) pueden llevarse a su

FCOGMF. Entonces limt→∞‖ξm− ξs‖ = 0 donde ξm = Ψm(Xm) y ξs = Ψm(Xs), respecti-

vamente, corresponden a las trayectorias de las familias de sistemas maestros y esclavos.
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Prueba 8. Sin pérdida de generalidad considere umµ = 0. Suponga que los sistemas

maestros tienen asociados la siguiente familia de salidas:

ymj =
n∑

i=n−nj+1

γixi,mj = ξ
nmj
i ,

donde γi, (i = l) son cantidades diferenciales de u y de un número finito de sus derivadas,

también suponga que la familia de salidas para los sistemas esclavos es:

ysj =
n∑

i=n−nj+1

γixi,sj +
∑
k

βkuk,mj = ξ
nsj
i ,

donde γi, (i = l), βk son cantidades diferenciales de u y de un número finito de sus

derivadas. Entonces se obtiene que:

Dαξnm1
i = ξ

nm1
i+1 , 1 ≤ i ≤ nm1 − 1

Dαξnm1
nm1

= −Lm1(ξ
nm1
1 , .., ξ

nm1
nm1

)

Dαξnm2
i = ξ

nm2
i+1 , nm1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + nm2 − 1

Dαξnm2
nm1+nm2

= −Lm2(ξ
nm2
nm1+1, .., ξ

nm2
nm1+nm2

)

...

Dαξnmpi = ξ
nmp
i+1 , nm1 + ...+ nmp−1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + ...+ nmp − 1

Dαξnmpnm1+...+nmp
= −Lmp(ξ

nmp
nm1+...+nmp−1+1, .., ξ

nmp
nm1+...+nmp

),

(4.8)

en forma compacta (4.8) se expresa como:

Dαξm = Aξm − Φm(Lm1 , ...,Lmp) (4.9)

Ahora, def́ınase el siguiente sistema extendido que representa a la familia de sistemas

esclavos con una cadena de integradores de orden fraccionario dada por una familia de

realimentaciones dinámicas:
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Dαξns1i = ξ
ns1
i+1, 1 ≤ i ≤ ns1 − 1

Dαξns1ns1
= −Ls1(ξ

ns1
1 , .., ξ

ns1
ns1
, us1 , u

(α)
s1
, ...,D[γs1−1]αus1) +Dγs1αus1

Dαuns1i = u
ns1
i+1, 1 ≤ i ≤ γs1 − 1

Dαuns1γs1
= −Lm1(ξ

nm1
1 , .., ξ

nm1
nm1

) + Ls1(ξ
ns1
1 , .., ξ

ns1
ns1
, us1 , u

(α)
s1
, ...,D[γs1−1]αus1)

+K1(ξnm1 − ξns1 )

Dαξns2i = ξ
ns2
i+1, ns1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + ns2 − 1

Dαξns2ns1+ns2
= −Ls2(ξ

ns2
ns1+1, .., ξ

ns2
ns1+ns2

, us2 , u
(α)
s2
, ...,D[γs2−1]αus2) +Dγs2αus2

Dαuns2i = u
ns2
i+1, γs1 + 1 ≤ i ≤ γs1 + γs2 − 1

Dαuns2γs1+γs2
= −Lm2(ξ

nm2
nm1+1, .., ξ

nm2
nm1+nm2

) + Ls2(ξ
ns2
ns1+1, .., ξ

ns2
ns1+ns2

, us2 , u
(α)
s2
, ...,D[γs2−1]αus2)

+K2(ξnm2 − ξns2 )

...

Dαξnspi = ξ
nsp
i+1, ns1 + ...+ nsp−1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + ...+ nsp − 1

Dαξnspns1+...+nsp
= −Lsp(ξ

nsp
ns1+...+nsp−1+1, .., ξ

nsp
ns1+...+nsp

, usp , u
(α)
sp , ...,D

[γsp−1]αusp) +Dγspαusp

Dαunspi = u
nsp
i+1, γs1 + ...+ γsp−1 + 1 ≤ i ≤ γs1 + ...+ γsp − 1

Dαunspγs1+...+γsp
= −Lmp(ξnmp ) + Lsp(ξnsp , usp , u(α)

sp , ...,D
[γsp−1]αusp) +Kp(ξ

nmp − ξnsp )

(4.10)

Reescribiendo (4.10) en una forma compacta, se tiene lo siguiente:

Dαξs = Aξs − Φs(Ls1 , ...,Lsp) + Ū(Dγs1αus1 , ...,Dγspαusp)

DαU =MU + Ū

Ū = K(ξm − ξs)− Φm(Lm1 , ...,Lmp) + Φs(Ls1 , ...,Lsp),

donde

U =


uns1

...

unsp

 , unsj =


u
nsj
1

u
nsj
2

...

u
nsj∑j

ĵ=1
γs
ĵ

 .

Defina las señales de control como u
nsj
1 = usj , u

nsj
2 = Dαusj , ..., u

nsj
αsj

= D[γsj−1]αusj ,

ξnsj = [ξ
nsj
ns1+...+nsj−1+1, .., ξ

nsj
ns1+...+nsj

]T , ξnmj = [ξ
nmj
nm1+...+nmj−1+1, .., ξ

nmj
nm1+...+nmj

]T y Kj =

[k1,j, ..., knj ,j]. Las matrices M y K, respectivamente, se definen de la siguiente manera:
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M =


M̄1 0

. . .

0 M̄p

 , M̄j =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

...
...

...
. . . · · · 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


,

K =


K̄1 0

. . .

0 K̄p

 , K̄j =



0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · 0

...
...

...
...

...

0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · 0

k1,j k2,j k3,j k4,j · · · knj ,j


.

Por otra parte, considere al error de sincronización como eξ = ξm− ξs, cuya dinámica

de orden fraccionaria asociada es:

Dαeξ = Aξm − Φm(Lm1 , ...,Lmp)−Aξs + Φs(Ls1 , ...,Lsp)− Ū

DαU =MU + Ū

Ū = K(ξm − ξs)− Φm(Lm1 , ...,Lmp) + Φs(Ls1 , ...,Lsp)

después de algunas manipulaciones algebraicas no es dif́ıcil ver que:

D(α)eξ = (A−K)eξ (4.11)

por el Teorema 11, el sistema (4.11) es asintóticamente estable si todos los valores propios

de la matriz A − K = diag(Ā1, ..., Āp) con ganancias de control (k1,j, k2,j, . . . , knj ,j) se

eligen tal que:

|arg(λi(Āj))| >
π

2
> α

π

2

donde
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Āj =



0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0

...
...

...
. . . · · · 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−k1,j −k2,j −k3,j −k4,j · · · −knj ,j


�

Corolario 2. Considere que la familia de sistemas (4.6) y (4.7) pueden llevarse a su

FCOGMF. Suponga que ξm y ξs, respectivamente, están relacionadas con Xm y Xs por las

transformaciones difeomorfas Ψm y Ψs de la siguiente forma:

ξm = Ψm(Xm) (4.12)

ξs = Ψs(Xs) (4.13)

def́ınase Hms = Ψ−1
m ◦ Ψs. Si Ψ−1

m (·) es continuamente diferenciable (y uniformemente

acotada), entonces limt→∞‖Hms(Xs)−Xm‖ = 0.

Prueba 9. Aplique la transformación inversa Ψ−1
m (·) a (4.12), por definición

Ψ−1
m (ξm) = (Ψ−1

m ◦Ψm)(Xm) = Xm

Ψ−1
m (ξs) = (Ψ−1

m ◦Ψs)(Xs) = Hms(Xs)

Def́ınase la norma del error de sincronización en coordenadas orginales ‖Xm −Hms(Xs)‖,
dado que Ψ−1

m (·) es continuamente diferenciable entonces existe ψ > 0 tal que:

‖Xm −Hms(Xs)‖ =
∥∥Ψ−1(ξm)−Ψ−1(ξs)

∥∥ ,
≤ ψ ‖ξm − ξs‖ .

El resultado sigue del Teorema 6. �

Lema 6. Si una familia de sistemas de Liouville de orden fraccionario es una familia de

sistemas PV, entonces se encuentra en estado de MSGF.

Prueba 10. La prueba es trivial y se omite (transitividad). �
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4.4. Extensión de los resultados a interacciones com-

plejas entre esclavos

En esta sección, los resultados previos se extienden al caso de interacción compleja

entre esclavos. En este caso, la interacción se considera invariante, y entre esclavos de la

misma familia. Considere que la dinámica del sistema maestro está disponible para todos

los esclavos de una misma familia como se describe en el Teorema 6. Suponga que el

número de maestros es menor que el número de esclavos. Y tome como q como el número

de familias diferentes de sistemas esclavos. Esta nueva interacción se ilustra en la Figura

4.2.

Figura 4.2: Interacción entre esclavos en una red compleja.

Cada interacción en la Figura 4.2 se representa por una curva punteada, dependiendo

de si el esclavo conoce el estado de sus vecinos (otros esclavos de la misma familia),

la intreacción puede ser unidireccional o bidireccional. La restricción es que no existan

interacciones entre esclavos de diferentes familias. Aśı una red compleja se entiende como

la población de sistemas que interactúan de la forma descrita anteriormente.

La interacción entre los “rρ” sistemas esclavos de la misma familia, se modela por el

grafo Grρ =
(
Vrρ , Erρ ,Arρ

)
con 1 ≤ ρ ≤ q, donde Vrρ = {1, . . . , rρ} es el conjunto de nodos

(todos los sistemas esclavos de la misma familia), Erρ ⊆ Vrρ×Vrρ es el conjunto de aristas,

y Arρ = [aij] ∈ Rrρ×rρ es la matriz de adyacencia con elementos no negativos aρij que se

restringe a:
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aρij =

{
1 si (j, i) ∈ Erρ ,

0 si no.

Sea Lrρ = [lij] ∈ Rrρ×rρ la matriz laplaciana inducida por el grafo Grρ que se define

como

lρij =

{∑r+1
k=1, k 6=i aik si i = j,

−aij si no.

Ahora, considere una cadena de integradores de orden fraccionario dada en el Teorema

6, a continuación los términos difusivos de acoplamiento Θσ en el controlar dinámico para

σ−ésimo sistema esclavo:

Θσ =

rρ∑
j=1

aρς(σ,ρ),j

[
κ1

(
ξ
nsσ
`n(σ)+1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ . . .+ κnmρ

(
ξ
nsσ
`n(σ)+nsσ

− ξ
nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]

con `n(σ) =
∑σ

l=1 nsl−1
, `(ρ, j) =

∑ϑ(ρ,j)
l=1 nsl−1

, ϑ(ρ, j) = j + rρ−1, ς(σ, ρ) = σ −
∑ρ

l=1 rl−1,

1 ≤ ς(σ, ρ) ≤ rρ, ns0 = r0 = 0 y ponderaciones escalares κ1, . . . , κnmρ > 0.

La interacción Grρ se considera invariante y fija en el tiempo. De la incorporación de

estos elementos, se obtiene a continuación el siguiente resultado:

Teorema 7. Considere que los sistemas (4.6) y (4.7) pueden llevarse a su FCOGMF con

interacción compleja Θσ para el σ−ésimo sistema esclavo, entonces el limt→∞‖ξm− ξs‖ =

0, donde ξm y ξs, respectivamente, son las trayectorias en el espacios transformado de las

familias de sistemas maestro y esclavo.

Prueba 11. Sin pérdida de generalidad considere umµ = 0. Entonces, el conjunto de

maestros tiene las siguiente familia de salidas:

ymj =
n∑

i=n−nj+1

γixi,mj = ξ
nmj
i ,

donde γi, (i = l) son cantidades diferenciales de u y un número finito de sus derivadas.

Las salidas para la familia de sistemas esclavos son:

ysj =
n∑

i=n−nj+1

γixi,sj +
∑
k

βkuk,mj = ξ
nsj
i ,
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donde γi, (i = l), βk son cantidades diferenciales de u y un número finito de sus derivadas.

Y en consecuencia se obtiene que:

Dαξnm1
i = ξ

nm1
i+1 , 1 ≤ i ≤ nm1 − 1

Dαξnm1
nm1

= −Lm1(ξ
nm1
1 , .., ξ

nm1
nm1

)

Dαξnm2
i = ξ

nm2
i+1 , nm1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + nm2 − 1

Dαξnm2
nm1+nm2

= −Lm2(ξ
nm2
nm1+1, .., ξ

nm2
nm1+nm2

)

...

Dαξnmρi = ξ
nmρ
i+1 , nm1 + ...+ nmρ−1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + ...+ nmρ − 1

Dαξnmρnm1+...+nmρ
= −Lmρ(ξ

nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, .., ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

),

(4.14)

con 1 ≤ ρ ≤ q ≤ p. Ahora, def́ınase el siguiente sistema extendido que representa a una

familia de rρ sistemas esclavos, y una cadena de integradores de orden fraccionario dada

con una familia de realimentaciones dinámicas:
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Dαξns1i = ξ
ns1
i+1, 1 ≤ i ≤ ns1 − 1

Dαξns1ns1
= −Ls1(ξ

ns1
1 , . . . , ξ

ns1
ns1
, us1 , u

(α)
s1
, . . . ,D[γs1−1]αus1) +Dγs1αus1

Dαuns1i = u
ns1
i+1, 1 ≤ i ≤ γs1 − 1

Dαuns1γs1
= −Lmρ(ξ

nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, . . . , ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

)+

+ Ls1(ξ
ns1
1 , . . . , ξ

ns1
ns1
, us1 , u

(α)
s1
, . . . ,D[γs1−1]αus1) +K1(ξnmρ − ξns1 )+

+

rρ∑
j=1

aρ1j

[
κ1

(
ξ
ns1
1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ . . .+ κnmρ

(
ξ
ns1
ns1
− ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
Dαξns2i = ξ

ns2
i+1, ns1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + ns2 − 1

Dαξns2ns1+ns2
= −Ls2(ξ

ns2
ns1+1, .., ξ

ns2
ns1+ns2

, us2 , u
(α)
s2
, ...,D[γs2−1]αus2) +Dγs2αus2

Dαuns2i = u
ns2
i+1, γs1 + 1 ≤ i ≤ γs1 + γs2 − 1

Dαuns2γs1+γs2
= −Lmρ(ξ

nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, . . . , ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

)+

+ Ls2(ξ
ns2
ns1+1, .., ξ

ns2
ns1+ns2

, us2 , u
(α)
s2
, ...,D[γs2−1]αus2) +K2(ξnmρ − ξns2 )+

+

rρ∑
j=1

aρ2j

[
κ1

(
ξ
ns2
ns1+1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ . . .+ κnmρ

(
ξ
ns2
ns1+ns2

− ξ
nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
...

Dαξ
nsrρ
i = ξ

nsrρ
i+1 , ns1 + ...+ nsrρ−1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + ...+ nsrρ − 1

Dαξ
nsrρ
ns1+...+nsrρ

= −Lsrρ (ξ
nsrρ
ns1+...+nsrρ−1+1, .., ξ

nsrρ
ns1+...+nsrρ

, usrρ , u
(α)
srρ
, ...,D[γsrρ−1]αusrρ ) +Dγsrραusrρ

Dαu
nsrρ
i = u

nsrρ
i+1 , γs1 + ...+ γsrρ−1 + 1 ≤ i ≤ γs1 + ...+ γsrρ − 1

Dαu
nsrρ
γs1+...+γsrρ

= −Lmρ(ξ
nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, . . . , ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

)+

+ Lsrρ (ξnsrρ , usrρ , u
(α)
srρ
, ...,D[γsrρ−1]αusrρ ) +Krρ(ξ

nmρ − ξnsrρ )+

+

rρ∑
j=1

aρrρj

[
κ1

(
ξ
nsrρ
ns1+...+nsrρ−1+1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ . . .+

+ κnmρ

(
ξ
nsrρ
ns1+···+nsrρ

− ξ
nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
O en una forma compacta general tenemos:
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Dαξnsσi = ξ
nsσ
i+1 , `n(σ) + 1 ≤ i ≤ `n(σ) + nsσ − 1

Dαξnsσ`n(σ)+nsσ
= −Lsσ(ξ

nsσ
`n(σ)+1, .., ξ

nsσ
`n(σ)+nsσ

, usσ , u
(α)
sσ , ...,D

[γsσ−1]αusσ) +Dγsσαusσ
Dαunsσi = u

nsσ
i+1, `γ(σ) + 1 ≤ i ≤ `γ(σ) + γsσ − 1

Dαunsσ`γ(σ)+γsσ
= −Lmρ(ξ

nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, . . . , ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

)+

+ Lsσ(ξnsσ , usσ , u
(α)
sσ , ...,D

[γsσ−1]αusσ) +Kσ(ξnmρ − ξnsσ )+

+

rρ∑
j=1

aρς(σ,ρ),j

[
κ1

(
ξ
nsσ
`n(σ)+1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ ...+ κnmρ

(
ξ
nsσ
`n(σ)+nsσ

− ξ
nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
(4.15)

con `n(σ) =
∑σ

l=1 nsl−1
, `γ(σ) =

∑σ
l=1 γsl−1

, `(ρ, j) =
∑ϑ(ρ,j)

l=1 nsl−1
, ϑ(ρ, j) = j + rρ−1,

ς(σ, ρ) = σ −
∑ρ

l=1 rl−1, 1 ≤ ς(σ, ρ) ≤ rρ, ns0 = r0 = 0. Def́ınase las siguientes señales de

control como las cadenas de integradores u
nsσ
1 = usσ , u

nsσ
2 = Dαusσ , ..., u

nsσ
αsσ = D[γsσ−1]αusσ ,

sean ξnsσ = [ξ
nsσ
ns1+...+nsσ−1+1, .., ξ

nsσ
ns1+...+nsσ

]T y ξnmρ = [ξ
nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, .., ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

]T ,

respectivamente, los estados de los sistemas maestros y esclavos. Y denote por Kσ =

[k1,σ, ..., knσ ,σ] al vector de ganancias con entradas escalares κ1, . . . , κnmρ > 0.

Def́ınase el error de sincronización para cada estado de cada sistema esclavo como:

e
nsσ
ξi

:= ξ
nmρ
ˆ̀
n(ρ)+i−`n(σ)

− ξnsσi (4.16)

con `n(σ) + 1 ≤ i ≤ `n(σ) + nsσ , ˆ̀
n =

∑ρ
l=1 nml−1

, nm0 = 0. De las ecuaciones (4.14) y

(4.15) no es dif́ıcil ver que la dinámica de orden fraccionario del error de sincronización

(4.16) es:

Dαensσξi
= eξi+1

`n(σ) + 1 ≤ i ≤ `(σ) + nsσ − 1

Dαensσξ`n(σ)+nsσ
= −Kσe

nsσ
ξ +

+

rρ∑
j=1

aρς(σ,ρ),j

[
κ1

(
e
nsσ
ξ`n(σ)+1

− e
nsϑ(ρ,j)
ξ`(ρ,j)+1

)
+ ...+ κnmρ

(
e
nsσ
ξ`n(σ)+nsσ

− e
nsϑ(ρ,j)
ξ`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
Dαunsσi = u

nsσ
i+1, `γ(σ) + 1 ≤ i ≤ `γ(σ) + γsσ − 1

Dαunsσ`γ(σ)+γsσ
= −Lmρ(ξ

nmρ
nm1+...+nmρ−1+1, . . . , ξ

nmρ
nm1+...+nmρ

)+

+ Lsσ(ξnsσ , usσ , u
(α)
sσ , ...,D

[γsσ−1]αusσ) +Kσ(ξnmρ − ξnsσ )+

+

rρ∑
j=1

aρς(σ,ρ),j

[
κ1

(
ξ
nsσ
`n(σ)+1 − ξ

nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+1

)
+ ...+ κnmρ

(
ξ
nsσ
`n(σ)+nsσ

− ξ
nsϑ(ρ,j)
`(ρ,j)+nsϑ(ρ,j)

)]
,

(4.17)
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donde e
nsσ
ξ = [e

nsσ
ξ`n(σ)+1

, . . . , e
nsσ
ξ`n(σ)+nsσ

]T . Por otra parte, def́ınase la matriz Bρ:

Bρ =


0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

...
...

...
...

κ1 κ2 κ3 . . . κnmρ

 ∈ Rnmρ×nmρ

y considere la matriz laplaciana Lrρ. Entonces para el grupo de rρ sistemas esclavos, el

error de sincronización en lazo cerrado es:

Dαerρξ =
(
−Lrρ ⊗Bρ + diag(Āϑ(ρ,1), . . . , Āϑ(ρ,rρ))

)︸ ︷︷ ︸
Ξρ

e
rρ
ξ

con e
rρ
ξ =

[
e
nsϑ(ρ,1)
ξ , . . . , e

nsϑ(ρ,rρ)
ξ

]T
. Luego para el sistema completo (los q grupos de esclavos

en la red) tenemos que:

Dαeξ = (−L + Ξ) eξ, (4.18)

donde L = diag
(
Lr1 ⊗B1, . . . , Lrq ⊗Bq

)
y Ξ = diag (Ξ1, . . . ,Ξq).

Del Teorema 11, el sistema (4.18) es asintóticamente estable si los valores propios de

la matriz (−L + Ξ) con ganancia de control (k1,σ, ..., knσ ,σ) y escalares κ1, . . . , κnmρ > 0 se

eligen de tal manera que

|arg(λi(Ξρ))| >
π

2
> α

π

2

Es inmediato del Corolario 2 que ‖Xm −Hms(Xs)‖ → 0 cuando t→∞. �

Observación 18. Observe que no existe ninguna restricción en la interacción compleja

entre los sistemas esclavo. Esto significa que la sincronización generalizada se cumple

para cualquier grafo Grρ dirigido o no dirigido, para cualquier matriz de adyacencia Arρ
y sistemas no necesariamente idénticos. También cuando Arρ = 0rρ×rρ se recupera el

Teorema 6.

Observación 19. La interacción compleja dada en [148] está contenida en el teorema

anterior. Otra diferencia importante radica en el uso de controladores dinámicos para

sincronizar los múltiples grupos de sistemas esclavos con su respectivo sistema maestro.

Observación 20. La metodoloǵıa propuesta no se restringe a solo sistemas liouvillianos,

también puede ser el caso de sistemas que satisfacen la Definición 16.
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4.5. Algunos ejemplos numéricos

En esta sección se presentan simulaciones numéricas3 de la metodoloǵıa propuesta.

Espećıficamente se muestran cuatro configuraciones distintas para combinaciones de los

sistemas caóticos de orden fraccionario de Rössler, Arneodo y Chua-Harley. La aplicación

de la metodoloǵıa también se realiza para sistemas no necesariamente Liouvillianos como

se muestra en los dos últimos ejemplos que involucran al sistema de Rössler. El primer

ejemplo considera el caso simple de SG para sistemas de orden fraccionario. El segundo

ejemplo considera el caso de un maestro con dos esclavos donde se aprecia la SC y SG. El

tercer ejemplo consiste en el caso de dos familias diferentes de sistemas esclavos con dos

sistemas maestros. Y el ejemplo final muestra el caso interesante de interacción compleja

entre sistemas esclavos con dos maestros.

4.5.1. Ejemplo 3

Considérese la configuración undireccional conformada por los sistemas de Arneodo

y Chua-Hartley, respectivamente, como maestro y esclavo (véase Figura 4.3. El objetivo

es mostrar la SG de sistemas de orden fraccionario conmensurado; y la propiedad de

observabiliad algebraica para sistemas de Liouville (OALF).

Figura 4.3: Ejemplo 3: SG de sistemas de orden fraccionario: Los xm1 y xs1 , respectiva-
mente, denotan a los sistemas maestro y esclavo.

Primero, sea el sistema maestro (Sistema Arneodo):

Dαxm1
1 = xm1

2 ,

Dαxm1
2 = xm1

3 ,

Dαxm1
3 = −β1x

m1
1 − β2x

m1
2 − β3x

m1
3 + β4x

m1
1

3. (4.19)

Suponga ym1 = xm1
2 como la salida, entonces los estados del sistema (4.19) satisfacen las

3La solución numérica se obtiene mediante el algoritmo de Adams-Bashford-Moulton modificado de
un solo paso [30,31].
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siguientes ecuaciones:

Dαxm1
1 = ym1 ,

xm1
2 = ym1

x3 = y(α)
m1
.

Note que el estado xm1
1 satisface la condición OALF. De modo que xm1

1 puede escribirse

en función de las integrales de orden fraccionario de xm1
2 :

xm1
1 = Iαym1 ,

xm1
2 = ym1 ,

xm1
3 = y(α)

m1
.

Por lo tanto, el sistema (4.19) es un sistema de Liouville de orden fraccionario. Por otra

parte, el sistema esclavo:

Dαxs11 = ρ

(
xs12 +

xs11 − 2xs11
3

7

)
,

Dαxs12 = xs11 − xs12 + xs13 , (4.20)

Dαxs13 = −βxs12 ,

con ys1 = xs12 como salida, no todo el estado cumple la condición de observabilidad alge-

braica. A saber, solo el estado xs12 del sistema (4.20) está en función de la salida:

xs11 = ys1 + y(α)
s1
− xs13

xs12 = ys1

Dαxs13 = −βys1

Entonces, los estados xs11 y xs13 satisfacen la condición OALF. Eĺıjase ȳs1 = Iαys1 + us11 tal

que xs11 y xs13 puedan obtenerse en función de integrales de xs12 , esto es:

xs11 = ys1 + y(α)
s1

+ βIαys1 − us11

xs12 = ys1

xs13 = −βIαys1 + us11

Por lo tanto, el sistema (4.20) es un sistema de Liouville de orden fraccionario. Ahora,

considere los sistemas (4.19) y (4.20), respectivamente, con la familia de salidas dada por
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las expresiones:

ȳm1 = Iαym1 = xm1
1

y

ȳs1 = Iαys1 + us11 = − 1

β
xs13 + us11

De esta familia de salidas, las siguientes transformaciones se cumplen para el sistema

maestro:

ξm =


ξm1

1

ξm1
2

ξm1
3

 =


Iαym1

ym1

Dαym1

 =


xm1

1

xm1
2

xm1
3

 = Ψm(Xm)

con su inversa:

Xm =


xm1

1

xm1
2

xm1
3

 =


ξm1

1

ξm1
2

ξm1
3

 = Ψ−1
m (ξm)

Observación 21. De acuerdo al Corolario 2, esta última transformación debe cumplir

con lo siguiente: Ψ−1
m es continuamente diferenciable [∂/∂ξm]Ψ−1

m (ξm) = I3×3, además∥∥∥∥ ∂

∂ξm
Ψ−1
m (ξm)

∥∥∥∥
∞

= 1,

es decir, 1 es la constante de Lipschitz de Ψ−1
m .

Y para el sistema esclavo corresponden:

ξs =


ξs11

ξs12

ξs13

 =


Iαys1 + us11

ys1 + us12

Dαys1 + us13

 =


− 1
β
xs13 + us11

xs12 + us22

xs11 − xs12 + xs13 + us33

 = Φs(Xs)

con su inversa:



70 4. Extensiones para sistemas de orden fraccionario conmensurado

Xs =


xs11

xs12

xs13

 =


β(ξs11 − us11 ) + ξs12 − us12 + ξs13 − us13

ξs12 − us12

−β(ξs11 − us11 )

 = Φ−1
s (ξs)

Entonces, el maestro en coordenadas transformadas está dado por:

Dαξm1
1 = ξm1

2

Dαξm1
2 = ξm1

3

Dαξm1
3 = −Lm1(ξ

m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ),

donde

Lm1(·) = β1 (ξs11 − us11 ) + β2 (ξs12 − us12 ) + β3 (ξs13 − us13 )− β4 (ξs11 − us11 )3

y el sistema maestro en coordenadas transformadas está dado por:

Dαξs11 = ξs12

Dαξs12 = ξs13

Dαξs13 = −Ls1 (ξs11 , ξ
s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ūs1

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = ūs1 ,

donde

Ls1 (·) = −ρβ
7

(ξs11 − us11 )−
(

8ρ− 7β

7

)
(ξs12 − us12 )−

(
ρ− 7

7

)
(ξs13 − us13 )

+
2ρ

7
(β(ξs11 − us11 ) + (ξs12 − us12 ) + (ξs13 − us13 ))3

Por otra parte, la dinámica en lazo cerrado del error de sincronización eξ = ξm − ξs

corresponde al siguiente sistema aumentado:
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Dαes1ξ1 = es1ξ2

Dαes1ξ2 = es1ξ3

Dαes1ξ3 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 )−Dαus13

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ks1e

s1
ξ

luego se tiene queDαeξ = (A−K) eξ. Entonces el error de sincronización converge asintóti-

camente a cero si la matriz A−K = Ā1 es Hurwitz con

Ā1 =


0 1 0

0 0 1

−k1,1 −k2,1 −k3,1


y eligiendo k1,1, k1,3 > 0 y k1,2 > k1,1/k1,3. Los parámetros del maestro y esclavo son, respec-

tivamente, ρ = 12.75, β = 100/7, β1 = −5.5, β2 = 3.5, β3 = 0.8, β4 = −1, con orden con-

mensurado α = 0.92 [98], condiciones iniciales xm1(0) =
[
−0.20 0.35 0.20

]T
, xs1(0) =[

−0.58 −0.01 0.30
]T

que garantizan el comportamiento caótico y ks,1 =
[
10 10 10

]
.

En la Figura 4.4 se muestran los resultados de la SGF de los sistemas Arneodo y Chua-

Hartley en la configuración maestro-esclavo. Los pares de figuras son los mismos dado que

el sistema maestro está en forma canónica ( i.e. la transformación Φm(·) es la identidad).

Esto simplifica mucho la obtención del mapeo que define la variedad de sincronización, a

saber

Hms(Xs) = Ψ−1
m ◦Ψs(Xs) =


− 1
β
xs13 + us11

xs12 + us22

xs11 − xs12 + xs13 + us33

 = Ψs(Xs). (4.21)

Note que la estructura de este mapeo se obtiene directamente de Φs(·), esto significa que

las trayectorias en coordenadas transformadas y originales son las mismas. Es claro que los

errores de sincronización tienen un comportamiento asintótico al cero (véase Observación

21).
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Figura 4.4: Ejemplo 3. SGF entre sistema Arneodo y Chua-Harley. En coordenadas trans-
formadas y originales, respectivamente, se muestra: el error de sincronización (a) ξm − ξs
y (b) Xm − Hms(Xs); las trayectorias sincronizadas (c) ξm = ξs y (d) Xm = Hms(Xs); y
la sincronización de los atractores (sobrepuestos) (e) ξm, ξs y (f) Xm, Hms(Xs).
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4.5.2. Ejemplo 4

Considere los sistemas Chua-Harley y Arneodo en la configuración ilustrada en la Figu-

ra 4.5. Los sistemas esclavos (Arneodo y Chua-Harley) están conectados a un solo sistema

maestro (Chua-Harley). El objetivo es alcanzar el estado de SG y SC para estos sistemas

de Liouville, y en consecuencia la MSGF.

Figura 4.5: Ejemplo 4: SG y SC de sistemas de orden fraccionario. Configuración con un
solo maestro xm1 y dos esclavos xs1 , xs2 .

Considere al sistema maestro (Chua-Harley) como:

Dαxm1
1 = ρ

(
xm1

2 +
xm1

1 − 2xm1
1

3

7

)
Dαxm1

2 = xm1
1 − xm1

2 + xm1
3 (4.22)

Dαxm1
3 = −βxm1

2

con ym1 = xm1
2 como salida. No es dif́ıcil ver que los estados del sistema (4.22) satisfacen

las siguiente expresiones:

xm1
1 = ym1 + y(α)

m1
− xm1

3

xm1
2 = ym1

Dαxm1
3 = −βym1

Ahora, los estados xm1
1 y xm1

3 satisfacen la condición de OALF. Entonces, es posible rees-

cribir xm1
1 y xm1

3 , respectivamente en función de integrales fraccionarias de xm1
2 :

xm1
1 = ym1 + y(α)

m1
+ βIαym1

xm1
2 = ym1

xm1
3 = −βIαym1

por lo tanto el sistema (4.22) es un sistema de Liouville de orden fraccionario.

Por otra parte, considere al sistema maestro (4.22) y asuma las dinámicas correspon-
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dientes a los sistemas esclavos como:

Dαxs11 = xs12

Dαxs12 = xs13

Dαxs13 = −β1x
s1
1 − β2x

s1
2 − β3x

s1
3 + β4x

s1
1

3

Dαxs24 = ρ

(
xs25 +

xs24 − 2xs24
3

7

)
Dαxs25 = xs24 − xs25 + xs26

Dαxs26 = −βxs25

Considere la familia de salidas para el sistemas maestro y esclavos, respectivamente como

sigue:

ȳm1 = Iαym1 = − 1

β
xm1

3

y

ȳs1 = Iαys1 + us11 = xs11 + us11

ȳs2 = Iαys2 + us24 = − 1

β
xs26 + us24

A partir de esta familia podemos obtener la dinámica del sistema maestro en coordenadas

transformadas:

Dαξm1
1 = ξm1

2

Dαξm1
2 = ξm1

3

Dαξm1
3 = −Lm1(ξ

m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ),

donde

Lm1(·) = −ρβ
7
ξm1

1 −
(

8ρ− 7β

7

)
ξm1

2 −
(
ρ− 7

7

)
ξm1

3 +
2ρ

7
(ξm1

1 + ξm1
2 + ξm1

3 )3
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Y la familia de sistemas esclavos en coordenadas transformadas está dada por:

Dαξs11 = ξs12

Dαξs12 = ξs13

Dαξs13 = −Ls1 (ξs11 , ξ
s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ūs1

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = ūs1

Dαξs24 = ξs25

Dαξs25 = ξs26

Dαξs26 = −Ls2 (ξs24 , ξ
s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 ) + ūs2

Dαus24 = us25

Dαus25 = us26

Dαus26 = ūs2 ,

donde

Ls1 (·) = β1 (ξs11 − us11 ) + β2 (ξs12 − us12 ) + β3 (ξs13 − us13 )− β4 (ξs11 − us11 )3

Ls2 (·) = −ρβ
7

(ξs24 − us24 )−
(

8ρ− 7β

7

)
(ξs25 − us25 )−

(
ρ− 7

7

)
(ξs26 − us26 )

+
2ρ

7
(β(ξs24 − us24 ) + (ξs25 − us25 ) + (ξs26 − us26 ))3

Observación 22. Para tratar el problema, la cantidad de sistemas maestros se extiende

mediante maestros virtuales que tienen la misma dinámica y condiciones iniciales del

sistema maestro asociado con sus sistemas esclavos correspondientes (véase Figura 4.1).

Note que las transformaciones Ψm y Ψs, respectivamente, son

ξm =



− 1

β
xm1

3

xm1
2

xm1
1 − xm1

2 + xm1
3

− 1

β
xm2

6

xm2
5

xm2
4 − xm2

5 + xm2
6


=: Ψm(Xm), ξs =



xs11 + us11

xs12 + us12

xs13 + us13

− 1

β
xs26 + us21

xs25 + us22

xs24 − xs25 + xs26 + us23


=: Ψs(Xs).
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De lo anterior es fácil obtener Ψ−1
m como sigue,

Xm =



ξm1
3 + ξm1

2 + βξm1
1

ξm1
2

−βξm1
1

ξm2
6 + ξm2

5 + βξm2
4

ξm2
5

−βξm2
4


=: Ψ−1

m (ξm)

Observación 23. De acuerdo al Corolario 2, note que Ψ−1
m es diferenciablemente continua

y además ‖[∂/∂ξm]Ψ−1
m (ξm)‖∞ = β+2, es decir, β+2 es la constante de Lipschitz de Ψ−1

m .

Luego, la dinámica asociada al error de sincronización eξ = ξm − ξs es:

Dαes1ξ1 = es1ξ2

Dαes1ξ2 = es1ξ3

Dαes1ξ3 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 )−Dαus13

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ks1e

s1
ξ

Dαes2ξ4 = es2ξ5

Dαes2ξ5 = es2ξ6

Dαes2ξ6 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 )−Dαus26

Dαus24 = us25

Dαus25 = us26

Dαus26 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 ) + ks2e

s2
ξ

No es dif́ıcil ver, después de algunas operaciones algebraicas, que Dαeξ = (A−K) eξ.

Entonces el error de sincronización converge asintóticamente a cero si la matriz A−K =
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diag
(
Ā1, Ā2

)
es Hurwitz, donde

Āj =


0 1 0

0 0 1

−k1,j −k2,j −k3,j

 , 1 ≤ j ≤ 2.

Tome los parámetros del Ejemplo 3, con condiciones iniciales xm1(0) =[
−0.50 −0.07 0.65

]T
, xs1(0) =

[
−0.20 0.35 0.20

]T
, xs2(0) =

[
−0.58 −0.01 0.30

]T
que aseguran el comportamiento caótico de los sistemas y ks,j =

[
200 200 200

]
para

1 ≤ j ≤ 2.

En la Figura 4.6 se observan los resultados de la MSGF de los sistemas Arneodo y

Chua-Hartley en la configuración mostrada en la Figura 4.5. Es claro que los errores de

sincronización tienen un comportamiento asintótico al cero (véase Observación 23). Por

último, el mapeo que define la variedad de sincronización es:

Hms(Xs) =



β(xs11 + us11 ) + xs12 + us12 + xs13 + us13

xs12 + us12

−β(xs11 + us11 )

xs24 + βus24 + us25 + us26

xs25 + us25

−β (xs24 − xs25 + xs26 + us26 )
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Figura 4.6: Ejemplo 4. MSGF en una red de sistemas de Arneodo y Chua-Harley. En
coordenadas transformadas y originales, respectivamente, se muestra: el error de sincro-
nización (a) ξm − ξs y (b) Xm − Hms(Xs); las trayectorias sincronizadas (c) ξm = ξs y
(d) Xm = Hms(Xs); y la sincronización de los atractores (sobrepuestos) (e) ξm, ξs y (f)
Xm, Hms(Xs).
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4.5.3. Ejemplo 5

Asuma la configuración de dos sistemas maestros dada en la Figura 4.7. El objetivo es

sincronizar las dos familias de sistemas esclavos con su respectivo sistema maestro.

Figura 4.7: Ejemplo 5: MSG de sistemas de orden fraccionario. Configuración de los siste-
mas maestros xm1 , xm2 y los sistemas esclavos xs1 , xs2 , xs3 , xs4 y xs5 .

El primer grupo se considera como el sistema dado en el Ejemplo 4. Para el segundo

grupo, considere al sistema de Rössler como maestro y a los sistemas de Arneodo, Chua-

Harley y Rössler como sus esclavos. La dinámica del segundo sistema maestros es:

Dαxm2
4 = −(xm2

5 + xm2
6 )

Dαxm2
5 = xm2

4 + axm2
5

Dαxm2
6 = b+ xm2

6 (xm2
4 − c) (4.23)

con ym2 = xm2
5 como salida, el sistema (4.23) satisface las siguientes relaciones:

xm2
4 = Dαym2 + aym2

xm2
5 = ym2

xm2
6 = −D2αym1 −Dαym1 + ym1

Es decir, el sistema (4.23) satisface la condición de OAF. Por otra parte, considere la

familia de salidas para los maestro y esclavos, respectivamente, como:

ȳm1 = Iαym1 = − 1

β
xm1

3

ȳm2 = ym2 = xm2
5
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y

ȳs1 = Iαys1 + us11 = xs11 + us11

ȳs2 = Iαys2 + us24 = − 1

β
xs26 + us21

ȳs3 = Iαys3 + us37 = xs37 + us37

ȳs4 = Iαys4 + us410 = − 1

β
xs412 + us410

ȳs5 = ys5 + us513 = xs514 + us513

Entonces, la familia de sistemas maestros en coordenadas transformadas se expresa como:

Dαξm1
1 = ξm1

2

Dαξm1
2 = ξm1

3

Dαξm1
3 = −Lm1(ξ

m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 )

Dαξm2
4 = ξm2

5

Dαξm2
5 = ξm2

6

Dαξm2
6 = −Lm2(ξ

m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ),

donde

Lm1(·) = −ρβ
7
ξm1

1 −
(

8ρ− 7β

7

)
ξm1

2 −
(
ρ− 7

7

)
ξm1

3 +
2ρ

7
(ξm1

1 + ξm1
2 + ξm1

3 )3

Lm2(·) = −(ac− 1)ξm2
5 + cξm2

4 + (c− a)ξm2
6 − (ξm2

4 − aξm2
5 + ξm2

6 )(ξm2
5 − aξm2

4 ) + b

y la familia de sistemas esclavos en coordenadas transformadas:
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Dαξs11 = ξs12

Dαξs12 = ξs13

Dαξs13 = −Ls1 (ξs11 , ξ
s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ūs1

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = ūs1

Dαξs24 = ξs25

Dαξs25 = ξs26

Dαξs26 = −Ls2 (ξs24 , ξ
s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 ) + ūs2

Dαus24 = us25

Dαus25 = us26

Dαus26 = ūs2

Dαξs37 = ξs38

Dαξs38 = ξs39

Dαξs39 = −Ls3 (ξs37 , ξ
s3
8 , ξ

s3
9 , u

s3
7 , u

s3
8 , u

s3
9 ) + ūs3

Dαus37 = us38

Dαus38 = us39

Dαus39 = ūs3
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Dαξs410 = ξs411

Dαξs411 = ξs412

Dαξs412 = −Ls4 (ξs410, ξ
s4
11, ξ

s4
12, u

s4
10, u

s4
11, u

s4
12) + ūs4

Dαus410 = us411

Dαus411 = us412

Dαus412 = ūs4

Dαξs513 = ξs514

Dαξs514 = ξs515

Dαξs515 = −Ls5 (ξs513, ξ
s5
14, ξ

s5
15, u

s5
13, u

s5
14, u

s5
15) + ūs5

Dαus513 = us514

Dαus514 = us515

Dαus515 = ūs5 ,

donde

Ls1 (·) = β1 (ξs11 − us11 ) + β2 (ξs12 − us12 ) + β3 (ξs13 − us13 )− β4 (ξs11 − us11 )3

Ls2 (·) = −ρβ
7

(ξs24 − us24 )−
(

8ρ− 7β

7

)
(ξs25 − us25 )−

(
ρ− 7

7

)
(ξs26 − us26 )

+
2ρ

7
(β(ξs24 − us24 ) + (ξs25 − us25 ) + (ξs26 − us26 ))3

Ls3 (·) = β1 (ξs37 − us37 ) + β2 (ξs38 − us38 ) + β3 (ξs39 − us39 )− β4 (ξs37 − us37 )3

Ls4 (·) = −ρβ
7

(ξs410 − us410)−
(

8ρ− 7β

7

)
(ξs411 − us411)−

(
ρ− 7

7

)
(ξs412 − us412)

+
2ρ

7
(β(ξs410 − us410) + (ξs411 − us411) + (ξs412 − us412))3

Ls5 (·) = −(ac− 1)(ξs514 − us514) + c(ξs513 − us513) + (c− a)(ξs515 − us515)

− (ξs513 − us513 − a(ξs514 − us514) + ξs515 − us515) (ξs514 − us514 − a(ξs513 − us513)) + b

Considere el error de sincronización como eξ = ξm − ξs tal que su dinámica se representa
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como el siguiente sistema aumentado:

Dαes1ξ1 = es1ξ2

Dαes1ξ2 = es1ξ3

Dαes1ξ3 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 )−Dαus13

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ks1e

s1
ξ

Dαes2ξ4 = es2ξ5

Dαes2ξ5 = es2ξ6

Dαes2ξ6 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 )−Dαus26

Dαus24 = us25

Dαus25 = us26

Dαus26 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 ) + ks2e

s2
ξ
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Dαes3ξ7 = es3ξ8

Dαes3ξ8 = es3ξ9

Dαes3ξ9 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls3 (ξs37 , ξ

s3
8 , ξ

s3
9 , u

s3
7 , u

s3
8 , u

s3
9 )−Dαus39

Dαus37 = us38

Dαus38 = us39

Dαus39 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls3 (ξs37 , ξ

s3
8 , ξ

s3
9 , u

s3
7 , u

s3
8 , u

s3
9 ) + ks3e

s3
ξ

Dαes4ξ10 = es4ξ11

Dαes4ξ11 = es4ξ12

Dαes4ξ12 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls4 (ξs410, ξ

s4
11, ξ

s4
12, u

s4
10, u

s4
11, u

s4
12)−Dαus412

Dαus410 = us411

Dαus411 = us412

Dαus412 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls4 (ξs410, ξ

s4
11, ξ

s4
12, u

s4
10, u

s4
11, u

s4
12) + ks4e

s4
ξ

Dαes5ξ13 = es5ξ14

Dαes5ξ14 = es5ξ15

Dαes5ξ15 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls5 (ξs513, ξ

s5
14, ξ

s4
15, u

s5
13, u

s5
14, u

s5
15)−Dαus515

Dαus513 = us514

Dαus514 = us515

Dαus515 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls5 (ξs513, ξ

s5
14, ξ

s5
15, u

s5
13, u

s5
14, u

s5
15) + ks5e

s5
ξ

Luego de algunas manipulaciones algebraicas, no es dif́ıcil ver que Dαeξ = (A−K) eξ.

Entonces, el error de sincronización converge asintóticamente al cero si la matriz A−K =

diag
(
Ā1, Ā2, Ā3, Ā4, Ā5

)
es Hurwitz, donde

Āj =


0 1 0

0 0 1

−k1,j −k2,j −k3,j

 , 1 ≤ j ≤ 5.

Considere los parámetros del Ejemplo 3, con a = 0.5, b = 0.2, c = 10 [98]. Y condi-

ciones iniciales xm1(0) =
[
−0.50 −0.07 0.65

]T
, xm2(0) =

[
0.50 1.5 0.1

]T
, xs1(0) =[

−0.20 0.35 0.20
]T

, xs2(0) =
[
−0.58 −0.01 0.30

]T
, xs3(0) =

[
2 −0.1 −2

]T
,

xs4(0) =
[
−0.71 −0.1 0.45

]T
, xs5(0) =

[
1 2.5 −1

]T
que aseguran el comportamiento

caótico. Elija las ganancias ks,j =
[
10 20 10

]
para 1 ≤ j ≤ 5.
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En las Figura 4.8 se ilustra la convergencia del error al cero de sincronización en

coordenadas transformadas y orginales. Tomando el mapeo (4.24), la MSGF se muestra

en las Figuras 4.9 y 4.10. El primer grupo de la Figura 4.7, la convergencia de los sistemas es

más lenta que en el ejemplo 4 (véase Figura 4.6), esto se debe a que las ganancias ks,1, ks,2

son más pequeñas que las ganancias en el ejemplo 4 (los valores propios asociados con

esas ganancias están más cerca del cero). Es importante mencionar que esta metodoloǵıa

se puede aplicar a sistemas no solo de Liouville, es decir, también aplica a sistemas que

satisfacen la condición de OAF (e.g., el sistema de Rössler).

Hms(Xs) =



β(xs11 + us11 ) + xs12 + us12 + xs13 + us13

xs12 + us12

−β(xs11 + us11 )

xs24 + βus24 + us25 + us26

xs25 + us25

−β (xs24 − xs25 + xs26 + us26 )

xs38 + us38 − a(xs37 + us37 )

xs37 + us37

−(xs37 − us37 ) + a(xs38 − us38 )− (xs39 − us39 )

xs411 + a
β
xs412 + us411 − aus410

− 1
β
xs412 + us410

−xs410 + (a+ 1)xs411 +
(

1
β
− 1
)
xs412 − us410 + aus411 − us412

xs513 − aus513 + us514

xs514 + us514

xs515 − us513 + aus514 − us515



(4.24)
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Figura 4.8: Ejemplo 5: Errores de sincronización (a) ez = ξm−ξs y (b) ex = Xm−Hms(Xs).
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Figura 4.9: Ejemplo 5. MSGF de trayectorias de sistemas Arneodo, Chua-Harley y Rössler.
Las trayectorias sincronizadas (a),(c) ξm = ξs y (b),(d) Xm = Hms(Xs).
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Figura 4.10: Ejemplo 5. MSGF atractores de Arneodo, Chua-Harley y Rössler. La sincro-
nización de los atractores (sobrepuestos) (a),(c) ξm, ξs y (b),(d) Xm, Hms(Xs).
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4.5.4. Ejemplo 6

Considere la configuración compuesta por dos maestros con interacción compleja entre

los sistemas esclavos de la misma familia en la Figura 4.11.

Figura 4.11: Ejemplo 6: MSG de sistemas de orden fraccionario con interacciones complejas
entre esclavos. Configuración de los sistemas maestros xm1 , xm2 y los sistemas esclavos xs1 ,
xs2 , xs3 , xs4 y xs5 .

El objetivo es mostrar que el estado de MSGF en presencia de interacción entre los

sistemas esclavos. Considere todos los sistemas como en el ejemplo anterior. Por otra parte,

note que la primera interacción entre los sistemas esclavos es bidireccional (e.g. asociada

al grafo no dirigido Gr1). La segunda interacción entre los esclavos de la segunda familia

es unidireccional (e.g. asociada al grafo dirigido Gr2) como se muestra en la Figura 4.11.

Sean los grafos asociados, respectivamente,

Gr1 = {Vr1 , Er1 ,Ar1} , Gr2 = {Vr2 , Er2 ,Ar2} ,

donde

Vr1 = {1, 2}

Er1 = {(1, 2), (2, 1)}

Vr2 = {1, 2, 3}

Er2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}
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y

Ar1 =

(
0 1

1 0

)
, Ar2 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0


No es dif́ıcil ver que

Lr1 =

(
1 −1

−1 1

)
, Lr2 =


1 −1 0

0 1 −1

−1 0 1

 .

con r1 = 2 y r2 = 3. Note que Lr1 es una matriz simétrica porque Gr1 es un grafo no

dirigido. La dinámica del error de sincronización eξ = ξm − ξs en lazo cerrado es:

Dαes1ξ1 = es1ξ2

Dαes1ξ2 = es1ξ3

Dαes1ξ3 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 )−Dαus13

Dαus11 = us12

Dαus12 = us13

Dαus13 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls1 (ξs11 , ξ

s1
2 , ξ

s1
3 , u

s1
1 , u

s1
2 , u

s1
3 ) + ks1e

s1
ξ + Θ1

Dαes2ξ4 = es2ξ5

Dαes2ξ5 = es2ξ6

Dαes2ξ6 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 )−Dαus26

Dαus24 = us25

Dαus25 = us26

Dαus26 = −Lm1(ξ
m1
1 , ξm1

2 , ξm1
3 ) + Ls2 (ξs24 , ξ

s2
5 , ξ

s2
6 , u

s2
4 , u

s2
5 , u

s2
6 ) + ks2e

s2
ξ + Θ2

Dαes3ξ7 = es3ξ8

Dαes3ξ8 = es3ξ9

Dαes3ξ9 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls3 (ξs37 , ξ

s3
8 , ξ

s3
9 , u

s3
7 , u

s3
8 , u

s3
9 )−Dαus39

Dαus37 = us38

Dαus38 = us39

Dαus39 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls3 (ξs37 , ξ

s3
8 , ξ

s3
9 , u

s3
7 , u

s3
8 , u

s3
9 ) + ks3e

s3
ξ + Θ3
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Dαes4ξ10 = es4ξ11

Dαes4ξ11 = es4ξ12

Dαes4ξ12 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls4 (ξs410, ξ

s4
11, ξ

s4
12, u

s4
10, u

s4
11, u

s4
12)−Dαus412

Dαus410 = us411

Dαus411 = us412

Dαus412 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls4 (ξs410, ξ

s4
11, ξ

s4
12, u

s4
10, u

s4
11, u

s4
12) + ks4e

s4
ξ + Θ4

Dαes5ξ13 = es5ξ14

Dαes5ξ14 = es5ξ15

Dαes5ξ15 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls5 (ξs513, ξ

s5
14, ξ

s4
15, u

s5
13, u

s5
14, u

s5
15)−Dαus515

Dαus513 = us514

Dαus514 = us515

Dαus515 = −Lm2(ξ
m2
4 , ξm2

5 , ξm2
6 ) + Ls5 (ξs513, ξ

s5
14, ξ

s5
15, u

s5
13, u

s5
14, u

s5
15) + ks5e

s5
ξ + Θ5,

donde

Θ1 = κ1 (ξs11 − ξs24 ) + κ2 (ξs12 − ξs25 ) + κ3 (ξs13 − ξs26 )

Θ2 = −Θ1

Θ3 = κ1 (ξs37 − ξs410) + κ2 (ξs38 − ξs411) + κ3 (ξs39 − ξs412)

Θ4 = κ1 (ξs410 − ξs513) + κ2 (ξs411 − ξs514) + κ3 (ξs412 − ξs515)

Θ5 = κ1 (ξs513 − ξs37 ) + κ2 (ξs514 − ξs38 ) + κ3 (ξs515 − ξs39 )

Después de algunas manipulaciones algebraicas tenemos que Dαeξ = (−L + Ξ) eξ. Enton-

ces el error de sincronización converge asintóticamente a cero si la matriz (−L + Ξ) es

Hurwitz, donde

Ξ = diag (Ξ1,Ξ2) , L = diag (Lr1 ⊗B1, Lr2 ⊗B2) ,

Ξ1 = −Lr1 ⊗B1 + diag
(
Ā1, Ā2

)
, Ξ2 = −Lr2 ⊗B1 + diag

(
Ā3, Ā4, Ā5

)
,

B1 = B2 =


0 0 0

0 0 0

κ1 κ2 κ3

 , Āj =


0 1 0

0 0 1

−k1,j −k2,j −k3,j

 , 1 ≤ j ≤ 5,
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Considere los parámetros y condiciones iniciales del ejemplo 4. Con ks,j =
[
10 20 10

]
para 1 ≤ j ≤ 5 y ganancias de acoplamiento difusivo κ1 = 2, κ2 = 2 y κ3 = 2.

En las Figura 4.12 se ilustra la convergencia del error al cero de sincronización en

coordenadas transformadas y orginales. Tomando el mapeo (4.24), la MSGF se muestra

en las Figuras 4.13 y 4.14. La convergencia de las trayectorias no se ve afectada por la

interacción entre sistemas esclavos, esto se debe a que todos los valores propios de (−L + Ξ)

tienen parte real negativa. Aqúı se muestra que pueden existir dos tipos diferentes de

interacciones, sin embargo, podŕıan ser cualquiera.
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Figura 4.12: Ejemplo 4: Errores de sincronización (a) ez = ξm−ξs y (b) ex = Xm−Hms(Xs).
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Figura 4.13: Ejemplo 6. MSGF de trayectorias de sistemas Arneodo, Chua-Harley y Röss-
ler. Las trayectorias sincronizadas (a),(c) ξm = ξs y (b),(d) Xm = Hms(Xs).
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Figura 4.14: Ejemplo 6. MSGF atractores de Arneodo, Chua-Harley y Rössler. La sincro-
nización de los atractores (sobrepuestos) (a),(c) ξm, ξs y (b),(d) Xm, Hms(Xs).



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En una red de sistemas no lineales acoplados, debido a las diferencias en las estructuras

dinámicas de los sistemas involucrados, encontrar una variedad de sincronización es un

tarea complicada. En el problema de multi-sincronización unidireccional maestro-esclavo,

su importancia es tal que obtenerla implica alcanzar el estado de MSG para el SMA.

Desde una perspectiva algebraico-diferencial, la contribución de este trabajo es directa,

se dan condiciones suficientes en términos de una variedad algebraica de sincronización

estable para el problema de MSG en la configuración maestro-esclavo. La facilidad para

atacar el problema radica en considerar a este mismo como un problema de consenso

siguiendo al ĺıder para una clase de sistemas en redes heterogéneas. La ventaja principal

de la metodoloǵıa es que podemos obtener de manera exacta una variedad de sincronización

estable bajo las hipótesis que permiten llevar a los sistemas a su FCOG, i.e., a través de las

transformaciones relacionadas con los elementos primitivos diferenciales de cada sistema

y mediante el diseño de controladores dinámicos que introducen una dinámica similar a la

del ĺıder (además de incluir la interacción entre esclavos). Es importante mencionar que

bajo estas hipótesis, la atractividad de la variedad de sincronización es una consecuencia

directa del grafo que modela la interacción entre los sistemas.
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5.1. Contribuciones y discusiones

En esta sección se resumen las contribuciones téoricas, ventajas y desventajas sobre

las metodoloǵıas propuestas en esta tesis.

Variedad de sincronización estable. Se presentó una variedad algebraica de sincroni-

zación asintóticamente estable en el problema de consenso siguiendo al ĺıder para una red

heterogénea de “N+1” sistemas multi-agentes; mediante el uso de propiedades algebraicas

de los sistemas no lineales se obtuvieron resultados preliminares sobre la estabilidad de

dicha variedad. Es importante mencionar que se logró el consenso siguiendo al ĺıder para

cualquier tipo de interacción GN entre los seguidores mientras estos reciban información

completa de su ĺıder en todo momento, i.e., GN+1 cuenta con un árbol de cobertura

con el ĺıder como ráız (e.g. como se muestra en la Figura 3.3). En part́ıcular se logró la

obtención de un comportamiento śıncrono y estable mediante el diseño y aplicación de

protocolos dinámicos de consenso en todos los seguidores, a partir del conocimiento de

los elementos primitivos diferenciales de los agentes en la red. Dentro de las metodoloǵıas

propuestas, es importante mencionar que el uso de una sola ganancia de acoplamiento

simplifica el análisis del problema al considerar la interacción de una gran cantidad

sistemas aunque estos se encuentran limitados en dimensión (e.g. sistemas no lineales

de tercer orden). Por otra parte al considerar múltiples ganancias de acoplamiento, el

orden de los sistemas ya no es un problema, sin embargo al aumentar la cantidad de sis-

temas acoplados, asegurar la estabilidad se convierte en un problema computacional grave.

Sistemas entrada-estado convergentes. Un comportamiento śıncrono estable (un

error de sincronización asintóticamente estable), permite suponer algunas propiedades

sobre la naturaleza de los controladores dinámicos involucrados. En este caso, fue posible

considerar que la dinámica del error de sincronización y la dinámica controlador en lazo

cerrado (3.33) forman un sistema en cascada del tipo entrada-estado convergente (véase

Teorema 10). En el caso de los sistemas caóticos, esto puede entenderse como un principio

de separación en donde el comportamiento del controlador dinámico solamente depende

de las trayectorias acotadas del sistema ĺıder y de las mismas trayectorias del controlador

(cf. Caṕıtulo 9 en [71]). La verificación sobre el tipo de controladores que satisfacen

esta condición merece un estudio cuidadoso que está fuera del alcance de este trabajo,

una posible solución puede encontrarse en las condiciones de Demidovich [90] propuestas

en [91] para sistemas convergentes con entradas.
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FCOGM e inyección de dinámicas. La obtención de las transformaciones Φui

mediante los elementos primitivos diferenciales parte del caso ideal en donde no existen

perturbaciones en las salidas y entradas de los sistemas, además de no considerar

incertidumbre paramétrica en los modelos de los sistemas. Como consecuencia, es posible

realizar la cancelación de las dinámicas de los seguidores para imponer la dinámica del

ĺıder en toda la red, e.g., (3.30). En este sentido, los procesos de cancelación e inyección

se deben a que toda la información sobre la dinámica (algebraico-diferencial [71]) de

los sistemas se encuentra contenida en las funciones gi(ηi, Ui) de la FCOGM (véase

Corolario 1). La aplicación de esta metodoloǵıa a situaciones reales necesita de un estudio

más profundo [35, 115], porque las señales de salida de los sistemas reales (mediciones

realizadas a través de un sensor) se encuentran mezcladas con ruido (perturbaciones no

deseadas) y/o porque la existencia de errores en el modelado de los sistemas complica el

análisis del problema. En tales situaciones, no es posible llevar a los sistemas a su FCOG

de manera directa. Sin embargo, las aplicaciones potenciales de los resultados obtenidos

en esta tesis pueden ser de gran utilidad en los problemas de encriptación de datos y

comunicaciones seguras basados en sistemas caóticos [5, 70,77].

Extensión a sistemas de orden fraccionario. Se propusó una metodoloǵıa para

sistemas caóticos de orden fraccionario conmensurado de Liouville con 0 < α < 1. Donde

se considera a α como un parámetro extra que, junto a las condiciones usuales, propicia un

comportamiento caótico. De esta manera se extiende la clase de sistemas para los cuales

es posible aplicar la metodoloǵıa al introducir la propiedad de observabilidad algebraica

fraccionaria para sistemas de Liouville y las FCOGMF para esta clase de sistemas. Cabe

mencionar que es posible, bajo ciertas propiedades de equivalencia entre operadores [102],

extender algunos de los resultados para la derivada de Riemann-Liouville. Una de las

principales dificultades del uso de operadores de derivada de orden fraccionario es que

estos no satisfacen las reglas usuales de derivación, e.g., la regla del Leibniz. Esto restringe

a los tipos de sistemas para los cuales es posible obtener una FCOGF comparado con

el caso entero, este problema sugiere explorar y estudiar otros tipos de operadores de

derivada de orden fraccionario [12, 18,46,79].

5.2. Direcciones futuras

Las direcciones futuras de esta investigación, además de las sugeridas en la sección

anterior, pueden contemplar los siguientes problemas:
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Intermitencia y pérdida de conexión entre nodos. Es posible encontrar las

condiciones para las cuales las interacciones pueden ser intermitentes. Es claro que esto

se relaciona con la existencia de un grafo dirigido de cobertura con el ĺıder como ráız tal

como en el caso de sistemas lineales (cf. [107]) y que su solución sigue los resultados de

estabilidad ya conocidos sobre sistemas h́ıbridos [60]. En esta misma dirección, otro caso

de estudio, es la elección de una noción débil del grafo variante en el tiempo conocida

como la condición de conexión uniforme o colectividad conexa. Esto permite que el grafo

pueda ser no conexo en cualquier tiempo [59,145], sin embargo, la unión de todos los gra-

fos distintos está relacionada con el grafo dirigido de cobertura mencionado anteriormente.

Observación e identificación. La metodoloǵıa presentada en esta tesis pueden

extenderse fácilmente al caso de protocolos de consenso basados en observación en

donde el estado de los sistemas no lineales se conoce parcialmente [71] tal como en el

caso lineal [116]. También, la metodoloǵıa propuesta puede tomarse como base para la

extensión al caso de incertidumbre paramétrica de los sistemas no lineales en el sentido

de parámetros identificables [7, 71] en el problema de multi-agentes.



Apéndice A

Estabilidad de conjuntos y sistemas

convergentes

En esta sección se muestran los conceptos y resultados sobre la estabilidad de conjuntos

[9, 57, 117, 132] y sistemas convergentes [22, 91], dichos conceptos serán de utilidad para

tratar la estabilidad de la variedad algebraica de sincronización en la multi-sincronización

de sistemas caóticos.

A.1. Funciones de comparación

Es común encontrarse con este tipo de funciones en los resultados de estabilidad de

Lyapunov para sistemas variantes en el tiempo [51]:

Una función continua α : [0, a)→ [0,∞) es de clase:

K si la función α es estrictamente creciente y α(0) = 0,

K∞ si es una función de clase K, a =∞ y α(s1)→∞ cuando s1 →∞.

Una función continua β : [0, a)× [0,∞)→ [0,∞) es una función de clase KL si:

para cada valor fijo de s2, la función β(s1, s2) pertenece a la clase K respecto a s1 y,

para cada valor fijo de s1, la función β(s1, s2) es decreciente respecto a s2 y

β(s1, s2)→ 0 cuando s2 →∞.

A.2. Estabilidad de conjuntos

Considere el siguiente sistema no lineal invariante en el tiempo:
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ẋ = f(x), (A.1)

con condición inicial x(0) ∈ Rn, donde x(t) ∈ Rn es el vector de estado, f(x) es una

función continua en x. Para asegurar la existencia y unicidad [51] de la solución de (A.1),

f(x) debe ser Lipschitz en x,

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L ‖x− y‖ ,

∀x, y ∈ Rn, ∀t ∈ [t0, t1].

La función distancia de un punto x ∈ Rn a un subconjunto A ⊂ Rn se define como:

‖x‖A := d (x,A) = ı́nf {d(x, x̂) | x̂ ∈ A} ,

donde d(x, x̂) = ‖x− x̂‖ es la norma euclidiana.

Ejemplo A.2.1. El punto de equilibrio xe ∈ Rn del sistema (A.1) (i.e. f(xe) = 0) se

puede representar como el siguiente conjunto compacto invariante A = {x ∈ Rn | x = xe},
donde

‖x‖A = ı́nf {‖x− y‖ |y := xe} = ‖x− xe‖ (A.2)

El siguiente lema muestra que la distancia de un punto arbitrario a un conjunto es

proporcional a la distancia euclidiana de entre dicho punto y un punto en el conjunto

dado.

Lema 7. Sean z, ẑ ∈ Ω ⊂ Rn vectores en un conjunto compacto Ω en el espacio euclidiano

y asuma la siguiente variedad trivial:

M =
{

(z, ẑ) ∈ R2n | z = ẑ
}
. (A.3)

Entonces

‖(z, ẑ)‖M =
1√
2
‖z − ẑ‖2 (A.4)

Prueba 12. De la definición de la distancia de un punto a un conjunto se tiene que:

‖(zT , ẑT )T‖M = ı́nf
(ξT ,ξ̂T )T∈M

∥∥∥∥∥∥
(
z − ξ

ẑ − ξ̂

)∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
(
z − ξ

ẑ − ξ

)∥∥∥∥∥∥
2

= J(ξ)

con J(ξ) =
√
‖z − ξ‖2

2 + ‖ẑ − ξ‖2
2. Note que J(ξ) es una función continua en el conjunto
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compacto Ω, entonces J(ξ) alcanza su ı́nfimo en su mı́nimo, por lo tanto ‖(zT , ẑT )T‖M =

mı́nξ∈Ω J(ξ). Cualquier norma de vectores ‖ · ‖p es convexa asi que podemos tomar su

arg mı́n J(ξ) de las condiciones suficientes de primer orden para valores extremos ∇J(ξ) =

0. Note que ∇J(ξ) = 1
J(ξ)

(
(z − ξ)T + (ẑ − ξ)T

)
. Aśı, arg mı́n J(ξ) = ξ∗ = 1

2
(z+ ẑ). Final-

mente ‖ · ‖M está dado por:

‖(zT , ẑT )T‖M =

∥∥∥∥∥∥
(
z − ξ∗

ẑ − ξ∗

)∥∥∥∥∥∥
2

=
1

2
ı́nf
ξ∈Ω

∥∥∥∥∥∥
(

z − ẑ

−(z − ẑ)

)∥∥∥∥∥∥
2

=
1√
2
‖z − ẑ‖2

como se deseaba. �

Observación 24. Es posible relajar las condiciones acerca del conjunto compacto al con-

siderar conjuntos o variedades en donde los vectores que componen a estos conjuntos son

combinaciones lineales de los vectores unitarios como se muestra en el Lema 2.3 en [8].

Definición 21. Sea x(t, x(0)) la solución de (A.1) en el tiempo t. Esta solución se define

en el máximo intervalo de existencia (t0, t1). Se dice que el sistema (A.1) ı́ntegro hacia

adelante si t1 = +∞, ∀x(0); ı́ntegro hacia atrás si t0 = −∞, ∀x(0); e ı́ntegro si es

tanto ı́ntegro hacia adelante como atrás.

Ejemplo A.2.2. Considere el sistema ẋ = Ax, con matriz A Hurwitz y un conjunto

compacto e invariante A = {x ∈ Rn | x = 0}, dado que

‖A(x− y)‖ ≤ a ‖x− y‖ ,

∀x, y ∈ Rn y t ∈ [t0, t1], con cualquier norma inducida ‖A‖ ≤ a. Entonces t1 puede ser

arbitrariamente grande y la solución es única ∀t ≥ t0 = 0. Por lo tanto el sistema ẋ = Ax

es ı́ntegro hacia adelante.

Definición 22. Para el sistema (A.1), un conjunto no vaćıo y cerrado A ⊂ Rn es un

conjunto invariante hacia adelente si el sistema es ı́ntegro hacia adelante y ∀x(0) ∈
A la solución x(t, x(0)) ∈ A, ∀t ≥ 0.

Definición 23. El sistema (A.1) se dice detectable en tiempo finito por ‖·‖A si el

máximo intervalo de existencia de la solución está acotado, esto es x(t, x(0)) está definido

solo en [0, T ) con T finito. Entonces ĺımt→T ‖x(t, x(0))‖A =∞.
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Ejemplo A.2.3. Para el sistema ẋ = Ax, el equilibrio A = {x ∈ Rn | x = 0} es un

conjunto invariante hacia adelante. Además, el sistema es detectable en tiempo finito por

‖·‖A.

Definición 24. Sea (A.1) un sistema ı́ntegro hacia adelante, se dice que el conjunto

invariante hacia adelante y cerrado A ∈ Rn de (A.1) es:

Estable Global y Uniforme (EGU) si existe una función ϕ de clase K∞ tal que,

∀x(0) ∈ Rn, la solución x(t, x(0)) satisface,

‖x(t, x(0))‖A ≤ ϕ(‖x(0)‖A), ∀t ≥ 0.

Asintóticamente Estable, Global y Uniforme (AEGU) si existe una función

β de clase KL tal que, ∀x(0) ∈ Rn, la solución x(t, x(0)) satisface,

‖x(t, x(0))‖A ≤ β(‖x(0)‖A , t), ∀t ≥ 0.

Exponencialmente Estable, Global y Uniforme (EEGU) si existen constan-

tes k > 0 y λ > 0 tal que ∀x(0) ∈ Rn, la solución x(t, x(0)) satisface,

‖x(t, x(0))‖A ≤ k ‖x(0)‖A e
−λt, ∀t ≥ 0.

Cuando A es compacto, la condición de integridad hacia adelante es redundante. Por

ejemplo un punto de equilibrio asintóticamente estable es un conjunto no vaćıo, invariante,

compacto (véase el Lema 4.1 en [51]), lo que cumple que el sistema sea detectable en tiempo

finito a través de ‖ · ‖A). Entonces las cotas en la Definición 24 implican que las soluciones

están acotadas en el intervalo máximo de existencia. A continuación mostramos un ejemplo

claro de esta situación:

Ejemplo A.2.4. Considere el sistema ẋ = Ax, con una matriz A Hurwitz estable. En-

tonces, el origen es un punto de equlibrio exponencialmente estable y global. Por lo tanto,

el conjunto A = {x ∈ Rn | x = 0} es EEGU.

Definición 25. Una función suave de Lyapunov para el sistema (A.1) respecto a un

conjunto no vaćıo, cerrado, invariante hacia adelante A ∈ R es una función V : Rn → R+

que satisface:

existen dos funciones α1 y α2 de clase K∞ tal que para cualquier x ∈ Rn,

α1 (‖x‖A) ≤ V (x) ≤ α2 (‖x‖A)
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existe una función α3 continua, positiva definida (al menos) tal que para cualquier

x ∈ Rn \ A,

V̇ (x) ≤ α3 (‖x‖A) .

Teorema 8. [117] Considere al sistema (A.1) detectable en tiempo finito por ‖·‖A. Si

existe una función suave de Lyapunov para el sistema (A.1) respecto a un conjunto no

vaćıo, cerrado e invariante hacia adelante A ⊂ Rn. Entonces, A es EGU respecto a (A.1).

Además si se restringe a α3 como una función positiva definida, entonces es AEGU respecto

a (A.1), y si αi (‖x‖A) = ci‖x ‖cA para 1 ≤ i ≤ 3, donde c1, c2, c3, c son constantes reales

positivas c ≥ 1, entonces A es EEGU respecto a (A.1). �

A.3. Sistemas convergentes

Considere el siguiente sistema

ẋ = F (t, x), (A.5)

donde x ∈ Rn, t ∈ R y F (t, x) es localmente Lipschitz in x y continua a pedazos en t.

Definición 26. (Sistema convergente [91]) El sistema (A.5) es

convergente si existe una solución x̄(t) que satisface las siguientes condiciones

(i) x̄(t) está definida y acotada para todo t ∈ R

(ii) x̄(t) es globalmente asintóticamente estable.

convergente uniforme si es convergente y x̄(t) AEGU.

exponencialmente convergente si es convergente y x̄(t) es EEG.

Ahora, considere el sistema variante en el tiempo de la forma

ẋ = F (t, x, ω) (A.6)

donde F : [0,∞) × Rn × Rm → Rn es una función continua a pedazos en t y localmente

Lipschitz en x y ω, la función de entrada ω : R→ Rm pertenece a la clase de funciones con-

tinuas a pedazos con ‖ω(t)‖[t0,t] := supt0≤τ≤t ‖ω(τ)‖ y es una función acotada dependiente

del tiempo t para toda t ≥ 0.

Definición 27. (propiedad de convergencia con entradas [91]) El sistema (A.6) es (unifor-

me, exponencialmente) convergente si para cada entrada continua a pedazos ω, el sistema
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ẋ = F (t, x, ω(t)) es (uniforme, exponencialmente) convergente con una solución en estado

permanente x̄ω(t).

Definición 28. (Propiedad de sistemas entrada-estado convergentes [91]) El sistema (A.6)

es entrada-estado convergente si es convergente uniforme y para cada entrada ω existe

una función β(r, s) ∈ KL y una función γ(r) ∈ K tal que para cualquier solución x(t)

del sistema (A.6) que corresponde a alguna entrada continua a pedazos y acotada ω̂ :=

ω + ∆ω(t) se satisface la siguiente desigualdad:

‖x(t)− x̄ω(t)‖ ≤ β(‖x(t0)− x̄ω(t0)‖, t− t0) + γ(‖∆ω‖[t0,t]).

Es importante mencionar que esta propiedad no se pierde al conectar de forma paralela

a sistemas entrada-estado convergente, no es dif́ıcil ver que esto es una consecuencia de la

definción anterior. Esto se demuestra en el siguiente resultado.

Teorema 9. Considere el sistema en paralelo

ẋ1(t) = F1(t, x1, ω, s) (A.7)

ẋ2(t) = F2(t, x2, ω, s) (A.8)

con t ∈ R, x1 ∈ Rn1, x2 ∈ Rn2, ω ∈ Rn3 and s ∈ Rn4. Sean los subsistemas (A.7) y (A.8)

entrada-estado convergentes respecto a las entradas ω̂ = ω(t) + ∆ω(t) y ŝ = s(t) + ∆s(t),

i.e.,

‖x̂1‖ ≤ β1(‖x̂1(t0)‖, t− t0) + ρ1( sup
t0≤τ≤t

‖∆ω(τ)‖) + γ1( sup
t0≤τ≤t

‖∆s(τ)‖)

‖x̂2‖ ≤ β1(‖x̂2(t0)‖, t− t0) + ρ2( sup
t0≤τ≤t

‖∆ω(τ)‖) + γ2( sup
t0≤τ≤t

‖∆s(τ)‖)
(A.9)

respectivamente, con β1, β2 ∈ KL y ρi, γi ∈ K, i = 1, 2, ‖∆ω‖ ≤ c1, ‖∆ω‖ ≤ c2, c1, c2 > 0,

donde x̂1 = x1− x1,ω,s y x̂2 = x2− x2,ω,s, donde x1,ω,s y x2,ω,s son las soluciones en estado

permanente de los subsistemas (A.7) y (A.8), respectivamente. Entonces la conexión en

paralelo de los subsistemas (A.7) y (A.8) es un sistema entrada-estado convergente con ω

y s como entradas.

Prueba 13. Def́ınase X = (x̂T1 , x̂
T
2 )T ∈ Rn1+n2, para un X arbitrario es inmediato que
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‖X‖ ≤ ‖x̂1‖+ ‖x̂2‖, luego de (A.9) se obtiene lo siguiente

‖X‖ ≤ β1(‖x̂1(t0)‖, t− t0) + ρ1( sup
t0≤τ≤t

‖∆ω(τ)‖) + γ1( sup
t0≤τ≤t

‖∆s(τ)‖)

+ β1(‖x̂2(t0)‖, t− t0) + ρ2( sup
t0≤τ≤t

‖∆ω(τ)‖) + γ2( sup
t0≤τ≤t

‖∆s(τ)‖)

≤ β1(‖x̂1(t0)‖, t− t0) + β2(‖x̂2(t0)‖, t− t0)

+ máx
i

{
2ρi( sup

t0≤τ≤t
‖∆ω(τ)‖)

}
+ máx

i

{
2γi( sup

t0≤τ≤t
‖∆s(τ)‖)

}
como se deseaba. �

El siguiente resultado puede considerarse como un colorario de la Propiedad 7 en [91],

sin embargo aqúı se presenta una prueba más directa. Este resultado es el elemento clave

para estudiar las propiedades de convergencia para el protocolo dinámico de consenso en

el Caṕıtulo 3.

Teorema 10. Considere el siguiente sistema en cascada

ẋ1(t) = F1(t, x1, x2, ω) (A.10)

ẋ2(t) = F2(t, x2) (A.11)

con t ∈ R, ω ∈ Rn3, x1 ∈ Rn1 and x2 ∈ Rn2. Sea x2 = 0 un punto de equilibrio AEGU del

subsistema x2. Además, sea el subsistema (A.10) entrada-estado convergente respecto a la

señales de entrada x2 y ω̂ = ω(t) + ∆ω(t):

‖x̂1‖ ≤ β1(‖x̂1(t0)‖, t− t0) + ρ( sup
t0≤τ≤t

‖x2(τ)‖) + γ( sup
t0≤τ≤t

‖∆ω(τ)‖) (A.12)

con funciones β1 ∈ KL, ρ, γ ∈ K, ‖∆ω‖ ≤ c, x̂1 = x1 − x1ω, donde x1ω es la solución en

estado permanente del sistema convergente (A.10). Entonces el sistema en cascada con-

formado por (A.10) y (A.11) es entrada-estado convergente con ω como señal de entrada.

Prueba 14. Sea t0 ≥ 0 el tiempo inicial y suponga que las siguientes desiguladades se

satisfacen globalmente:

‖x̂1(t) ‖ ≤ β1(‖x̂1(s)‖, t− s) + ρ(‖x2(τ)‖[s,t]) + γ(‖∆ω(τ)‖[s,t])

(A.13)

‖x2(t) ‖ ≤ β2(‖x2(s)‖, t− s), (A.14)



106 Apéndice A

donde t ≥ s ≥ t0, β1,β2 ∈ KL y γ, ρ ∈ K. Fije s = (t+ t0)/2,

‖x̂1(t)‖ ≤ β1 (‖x̂1((t+ t0)/2)‖, (t− t0)/2)

+ ρ(‖x2(τ)‖[(t+t0)/2,t]) + γ(‖∆ω(τ)‖[(t+t0)/2,t])

≤ β1 (‖x̂1((t+ t0)/2)‖, (t− t0)/2)

+ ρ(‖x2(τ)‖[(t+t0)/2], t) + γ(‖∆ω(τ)‖[t0,t]).

(A.15)

Note que podemos estimar algunos de los términos en (A.15) de las desigualdades (A.13)

y (A.14). En primer lugar, fije t = (t + t0)/2 y s = t0, luego estime x̂1((t + t0)/2) de

(A.13):

‖x̂1 ((t+ t0)/2)‖ ≤ β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2)

+ ρ(‖x2(τ)‖[t0,(t+t0)/2]) + γ(‖∆ω(τ)‖[t0,(t+t0)/2])

≤ β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2)

+ ρ(‖x2(τ)‖[t0,(t+t0)/2]) + γ(‖∆ω(τ)‖[t0,t])

(A.16)

utilizando (A.14), obtenemos lo siguiente:

‖x2(τ)‖[(t+t0)/2,t] ≤ β2 (‖x2 ((t+ t0)/2) ‖, (t− t0)/2)

≤ β2 (‖x2 (t0) ‖, (t− t0)/2)

‖x2(τ)‖[t0,(t+t0)/2] ≤ β2 (‖x2 (t0) ‖, (t− t0)/2)

≤ β2 (‖x2 (t0) ‖, 0) ,

(A.17)

donde hemos utilizado el hecho que x2 es AEGU. Aśı la desigualdad en (A.16) puede

reescribirse como

‖x̂1 ((t+ t0)/2) ‖ ≤ β1 (‖ x̂1(t0) ‖, (t− t0)/2)

+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, 0)) + γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

) (A.18)

De las desigualdades (A.15), (A.17) y (A.18), se obtiene el estimado de x̂1(t) como se

muestra a continuación:

‖x̂1(t)‖ ≤ β1 (β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2)

+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, 0)) + γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
, (t− t0)/2

)
+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, (t− t0)/2)) + γ

(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
Por otra parte, def́ınase X = (x̂T1 , x

T
2 )T ∈ Rn1+n2 y fije s = t0 en (A.14), utilizando el
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hecho que ‖X‖ ≤ ‖x̂1(t)‖+ ‖x2(t)‖ y el estimado previo para x1 entonces

‖X‖ ≤ β1 (β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2) + ρ (β2 (‖x2(t0)‖, 0))

+γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
, (t− t0)/2

)
+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, (t− t0)/2))

+ γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
+ β2 (‖x2(t0)‖, (t− t0)) .

Posteriormente, utilizando la versión débil de la desigualdad del triángulo1 [120] podemos

verificar lo siguiente:

‖X‖ ≤ β1 (3β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2) , (t− t0)/2)

+ β1 (3ρ (β2 (‖x2(t0)‖, 0)) , (t− t0)/2)

+ β1

(
3γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
, (t− t0)/2

)
+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, (t− t0)/2)) + γ

(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
+ β2 (‖x2(t0)‖, t− t0)

≤ β1 (3β1 (‖x̂1(t0)‖, (t− t0)/2) , (t− t0)/2)

+ β1 (3ρ (β2 (‖x2(t0)‖, 0)) , (t− t0)/2)

+ β1

(
3γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
, 0
)

+ ρ (β2 (‖x2(t0)‖, (t− t0)/2)) + γ
(
‖∆ω(τ)‖[t0,t]

)
+ β2 (‖x2(t0)‖, t− t0) ,

(A.19)

donde la última desigualdad en (A.19) se obtiene del hecho que para β1 ∈ KL, fijando

s1 y asumiendo s3 ≤ s2, se tiene que β1 (s1, s2) ≤ β1 (s1, s3). Finalmente la siguiente

desigualdad se cumple

‖X‖ ≤ βx̂1 (‖x̂1(t0)‖, t− t0) + βx2 (‖x2(t0)‖, t− t0) + γ∆ω

(
‖∆ω‖[t0,t]

)
(A.20)

con las funciones βx̂1 , βx2 ∈ KL y γ∆ω ∈ K dadas por

βx̂1(r, q) = β1 (3β1 (r, q/2) , q/2)

βx2(r, q) = β1 (3ρ(β2(r, 0)), q/2) + ρ (β2 (r, q/2)) + β2 (r, q)

γ∆ω(r) = γ(r) + β1(3γ(r), 0).

(A.21)

1Como consecuencia de la propiedad no decreciente de un función ζ ∈ K cualesquiera y para todo
a, b ∈ R+:

ζ(a+ b) ≤ γ(2a) + γ(2b).

Es inmediato que la generalización para una función β ∈ KL sigue del hecho que al fijar su segundo
argumento, esta función es de tipo clase K respecto a su segundo argumento.
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�

Observación 25. La desigualdad (A.12) utiliza el hecho que el segundo subsistema es

(A.11) es asintóticamente estable y donde el origen es su punto de equilibrio.



Apéndice B

Propiedades sobre sistemas de orden

fraccionario

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de definiciones sobre operadores

de diferenciación e integración de orden fraccionaria [86,102]. En este trabajo utilizaremos

el operador de derivada de Caputo. Porque en el problema de condiciones iniciales de

ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con operador de Caputo, las condiciones

iniciales tienen el sentido usual y además la derivada de Caputo una constante es cero

como en el caso entero.

Definición 29. La derivada de Caputo de orden α ∈ R de una función x se define como

x(α) =t0 D
α
t x(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

t0

x(n)(τ)(t− τ)n−α−1dτ (B.1)

donde n ∈ N, n − 1 < α < n y x(n)(τ) es la n−ésima derivada de x(τ) en el sentido

usual, donde n ∈ N y Γ es la función Gamma de Euler.

Existe una generalización del Teorema Fundamental del Cálculo [128], para intervalos

finitos. Este es el caso cuando la integral y la derivada son, respectivamente, la integral de

Riemann-Liouville y la derivada de Caputo.

Definición 30. La integral de Riemann-Liouville de orden α ∈ R de una función x se

define como

x(−α) =t0 I
α
t x(t) =

1

Γ(α)

∫ t

t0

x(τ)(t− τ)α−1dτ, (B.2)

donde 0 ≤ α ≤ 1, Γ es la función Gamma de Euler.
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Para simplificar la notación omı́tase la dependencia del tiempo de x y en adelante

considere t0 = 0. El operador secuencial de derivada se define como:

Drαx(t) = t0D
α
t t0D

α
t . . . t0D

α
t t0D

α
t︸ ︷︷ ︸

r−times

x(t)

esta es la aplicación de la derivada de Caputo r ∈ N veces a x, note que D0x(t) = x(t), y

con r = 1 entonces Dαx(t) = x(α).

Un sistema no lineal fraccionario invariante en el tiempo se puede representar de la

siguiente manera en un modelo:

Dαx(t) = f(t, x)

y(t) = h(x), (B.3)

donde x ∈ Rn, u ∈ Rr y y ∈ Rp son estados, vectores de entrada y salida del sistema,

respectivamente, con f : R × Rn → Rn, h : Rn → R, α = [α1, α2, ..., αn]T ∈ Rn. Las

condiciones que aseguran la existencia y unicidad de la solución [31,52,72] de (B.3) radican

en tomar a f ∈ C1, lo que implicitamente implica que f sea Lipschitz1. Si α1 = α2 = ... =

αn, el sistema (B.3) es un sistema de orden fraccionario conmensurado, en caso contrario

es de orden inconmensurado.

B.1. Estabilidad de un sistema lineal invariante en el

tiempo

Teorema 11. (Matignon [74]) Sean α < 2 y Ā ∈ Cn×n. El sistema autónomo

x(α) = Āx with x(0) = x0

es asintóticamente estable si y solo si |arg(λi(Ā))| > απ/2, donde λi(Ā) es el i−ésimo

valor propio de la matriz Ā. �

Observación 26. Un caso particular del Teorema anterior sucede para 0 < α < 1, cuando

1En su defecto, f : Ω→ Rn puede considerarse localmente Lipschitz en el conjunto Ω ⊂ R [25].
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la matriz Ā es Hurwitz matrix, i.e.,

|arg(λi(A))| > π

2
>
απ

2
.





Lista de Publicaciones

Libro:

[B1] Rafael Mart́ınez-Guerra & Christopher D. Cruz-Ancona, “Algorithms of Es-

timation for Nonlinear Systems: A Differential and Algebraic View-

point”, Springer, 2017.

Art́ıculos en revista:

[R1] Rafael Mart́ınez-Guerra, Christopher D. Cruz-Ancona & Claudia A. Pérez-
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Pinacho, “Fractional Observers for a Class of Fractional Commensura-

te Systems”, Conferencia: Third Mexican Workshop in Fractional Calculus,
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