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Resumen

Dentro de un contexto algebraico-diferencial, en este trabajo se estudia el fenémeno
de sincronizacién para redes de sistemas cadticos estrictamente diferentes, i.e., la multi-
sincronizacion generalizada. En una topologia maestro multi-esclavo, es posible sincronizar
la red completa, permitiendo interacciones entre los esclavos, mediante el diseno de contro-
ladores dindmicos para cada sistema esclavo. Finalmente, con la premisa de que las técnicas
del algebra diferencial permiten caracterizar de manera completa la variedad algebraica de
sincronizacion, presentamos algunos resultados preliminares para la estabilidad de estas
variedades.

Abstract

Within a differential algebraic framework, this work studies the synchronization phe-
nomena for networks of strictly different nonlinear chaotic systems, i.e., generalized multi-
synchronization (GMS). Here, a dynamical control law is designed for each slave system to
synchronize the whole network, by allowing any type of interplay between slave systems
in a master multi-slave topology. Finally, under the premise that differential algebraic
techniques allow us to completely characterize the algebraic synchronization manifold, we
present some preliminary results on stability of these manifolds.
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Notacion y Acrénimos

:= se define como

# diferente de

< (>) menor (mayor) que

< (>) menor (mayor) o igual que

V para todo

€ pertenece a

C subconjunto de

{-} conjunto

— tiende a

> suma

oo infinito

[J designacién de final de prueba

R conjunto de los niimeros reales

R* nuimeros reales positivos

R™*™ conjunto de todas las matrices de tamano m X n con entradas en R
A,nxn matriz con m renglones y n columnas
Oux, matriz con entradas cero de tamano p X v
I, matriz identidad de tamano v X v

||z|| cualquier norma p del vector x

||z|]]2 norma euclidiana del vector z

|z||am distancia del punto z al conjunto M, i.e., infzen {||x — Z||2}
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|A]] norma inducida de la matriz A

det A determinante de la matriz cuadrada A € R™*"
AT transpuesta de una matriz A

(-,)T transpuesta de un vector

A~! inversa de la matriz A

® producto de Kronecker entre dos matrices, para A € R™" yv B € RP*1 A® B =
[a,-jB] € RmPxmq
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V, conjunto de v nodos {1, ...,v}

&, conjunto de aristas V, x V),

A, matrix de adyacencia [a;;] € R"*” donde a;; = 1si (j,7) € £, y a;; =0 si no
G, grafo dirigido compuesto por la triada (V,,&,,.A,)

deg,, (v;) grado de entrada del nodo v;

L, matriz laplaciana = [l;;] € R"*” asociada al grafo G, donde l;; = >0, . a;; si
i,j€{l,..,v}ylij = —a; sino

max maximo

min minimo

sup supremo, minima cota superior

inf infimo, maxima cota inferior

lim limite

B, labola {z e R"| ||z ||<r}

y primera derivada de y respecto del tiempo
7 segunda derivada de y respecto del tiempo
Y tercera derivada de y respecto del tiempo

y® j-ésima derivada de y respecto al tiempo
0 . . L .
92 f derivada parcial de la funcién f respecto a la variable x
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D@ x(t) = 2(*)(t) derivada de orden fraccionario de Caputo de la funcién x(t)
diff tr d° grado de trascendencia diferencial

K (u) campo diferencial generado por el campo K, la entrada u(t) y las derivadas respecto
al tiempo de u(t)

K/k extensién de campos diferenciales (k C K)

OA observabilidad algebraica

OAF observabilidad algebraica para sistemas de orden fraccionario

OALF observabilidad algebraica para sistemas de liouville de orden fraccionario
PV Picard-Vessiot

GOCF forma canoénica de observabilidad generalizada

GOCFM forma canoénica de observabilidad generalizada multi-salida

FCOGF forma canoénica de observabilidad generalizada para sistemas de orden fraccio-
nario
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Capitulo 1

Introduccion

“La naturaleza utiliza cualquier canal disponible
que permita a sus osciladores comunicarse
entre ellos. Frecuentemente el resultado de sus
conversaciones es sincronia, en donde todos los
osciladores se comportan como solo uno.”

— Steven H. Strogatz |125].

La forma mas simple de sincronizacion entre dos sistemas dindamicos sucede cuando
la trayectoria de uno de ellos sigue la trayectoria del otro debido a la aplicaciéon de una
entrada externa o por la existencia de un acoplamiento entre ellos. Es decir, ambos sistemas
comparten una trayectoria en comtun debido a la influencia que tiene un sistema sobre el
otro o por una fuerza externa que obliga a los sistemas a comportarse del mismo modo.
Desde hace mucho tiempo, esta simple idea, presente en la naturaleza, ha sido un area de
investigacion de gran interés en distintas disciplinas (biologia, quimica, fisica, mateméticas,
astronomia, sociologia, ingenierfa y tecnologia, entre otras). En mateméticas aplicadas y
especificamente en el area interdisciplinaria de control automaético, los problemas de esta
indole son objeto de creciente estudio.

La peculiaridad méas importante en la teoria de control consiste en aminorar y explotar
algunas de las propiedades intrinsecas de los sistemas dinamicos. Para comprender esta
postura desde el punto de vista de la teoria de control es necesario considerar que los
sistemas dinamicos son ecuaciones diferenciales con la adicion de propiedades que le dan
sentido al fenémeno que se requiere estudiar (e.g. ruido externo, perturbaciones en la en-

trada, dindmicas no modeladas, incertidumbre paramétrica, etc.). En general, esto iltimo
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restringe todos los problemas a la teoria de control adaptable, robusto y estocéastico. Sin
embargo, como punto de partida es necesario atacar los problemas “mas simples”, realizar
algunas simplificaciones aqui y alld, que conllevan al estudio de ecuaciones diferenciales
no lineales ordinarias de aparente “ficil”manejo (cf. |78]). En el ambito del estudio de
osciladores acoplados esto se refleja en el estudio de dindmicas simples con interacciones
complejas entre los sistemas o en su contraparte, el estudio de dinamicas complejas con
interacciones simples entre los sistemas. Esto no es casualidad, de hecho corresponde a un
balance entre los avances matemaéticos [125] y tecnolégicos al ser la limitante en el estudio

de la sincronizacién y de cualquier ciencia en general.

Sincronizacion del caos

Los problemas sobre sincronizacién de sistemas dindmicos se centran en el estudio de
osciladores acoplados, aquellos sistemas de comportamiento periédico y cuasi-periodico
cuya influencia de un sistema sobre el otro permite que exista un movimiento en comun.
También, dentro de esta area y de particular interés en este trabajo, se encuentra el es-
tudio de la sincronizacién entre sistemas cadticos. Es decir, aquellos sistemas no lineales
que a pesar de su modelo deterministico sencillo (e.g. sistemas de Lorenz, Rossler, Chua
y Colpitts) tienen un comportamiento acotado, aleatorio y altamente sensible ante con-
diciones iniciales, que ademas no corresponde a un movimiento peridédico, cuasi-perddico
ni oscilatorio [51};|124]. De ahi, es inmediato formular la siguiente pregunta, jes posible
forzar dos sistemas deterministicos de comportamiento aperiédico impredecible, con tra-
yectorias acotadas que divergen exponencialmente rapido, a seguir una misma trayectoria?
Por increible que parezca, la afirmacion a esta pregunta mantiene fascinada y ocupada a
la comunidad cientifica desde su introduccién por Pecora y Carroll [92] en 1997 Su im-
portancia se debe, en gran parte, a sus aplicaciones en areas muy activas como lo son:

comunicaciones seguras [23,24}/140], encriptacién de datos [70], etc.

El estado sincrono

Los problemas asociados a la sincronizacion de sistemas caoticos estan intimamente

ligados con la estabilidad de dos conjuntos, estos definen la geometria de este comporta-

I Antes de 1990, la relacién entre el comportamiento caético y la sincronizacién se encontraba como un
fenémeno indeseable. En este contexto, el caos se estudiaba como producto de la pérdida de sincronizacion
en circuitos excitados con sefiales periddicas [127]. A pesar de que el comportamiento cadtico era un
fenémeno popular, bastante estudiado en fisica, no existian aplicaciones ingenieriles ttiles del mismo
hasta entonces [125].
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miento [95], a saberf]

» La variedad de sincronizacion. Es el conjunto de coordenadas o trayectorias que defi-
nen al estado sincrono (hiperplano), en él se encuentran restringidas las trayectorias
de los sistemas acoplados cuando existe la sincronizacion.

= La wvariedad transversal. Es el espacio ortogonal a la variedad de sincronizacion.
Contiene el conjunto de coordenas o trayectorias cero cuando el movimiento de los

sistemas se restringe a la variedad de sincronizacion.

El estado sincrono, resultado del acoplamiento entre sistemas caodticos, corresponde a
trayectorias idénticas que mantienen su naturaleza caodtica. Es decir, el estado sincrono
corresponde a un atractor cadtico dentro de la variedad de sincronizacién. Un atractor [124]

es un conjunto cerrado C tal que satisface las siguientes condicionesﬂ7

1. El conjunto C es invariante, cualquier trayectoria x(¢) que inicia en C se mantiene
en C;

2. C atrae a un conjunto abierto U de condiciones iniciales con C C U tal que si
z(0) € U entonces d(x,C) — 0 cuando t — oo (el conjunto més grande U se conoce
como cuenca de atraccion de C);

3. C es minimo, no existe subconjunto propio de C que satisfaga las condiciones 1 y 2;
Si C es un atractor que exhibe sensibilidad dependiente de condiciones iniciales se
denomina atractor cadtico. Esto es, dadas dos trayectorias que inician en condiciones
iniciales cercanas, divergen y se alejan rdpidamente una de la otra desenvolviéndose

en un mismo atractor.

Es importante destacar que, sin pérdida de generalidad, tanto la variedad transver-
sal como la de sincronizacién pueden asociarse a conceptos mas simples como el error de
sincronizacién (o seguimiento) y el origen del error de sincronizacion, respectivamente.
En consecuencia, se entiende que el punto cero dentro de la variedad transversal de sin-
cronizacién es un punto fijo dentro de dicha variedad, o equivalentemente, el origen es un
punto de equilibrio de la ecuacién dindmica del error de sincronizacién (cf. Ejemplo .

Mediante el siguiente ejemplo, se intentaran aterrizar las ideas descritas anteriormente.

2Estos problemas son equivalentes a los formulados en la sincronizacién de osciladores periédicos,
cuasi-periédicos, ciclos limites, etc. Posteriormente, su extensién ha sido caso de estudio para sistemas
que aparentan desafiar la sincronizacién [92], i.e., sistemas cadticos.

3Para mayor detalle consulte [113], donde se describen las propiedades que caracterizan al caos mediante
un compendio de distintas definiciones en la literatura.
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Figura 1.1: Los sistemas cadticos muestran sensibilidad dependiente de condiciones ini-
ciales. Considere dos sistemas cadticos de Lorenz idénticos desacoplados con pardmetros
o =10, r =8/3, b =28, para un par de condiciones iniciales “cercanas” distintas x,,(0) =
(21(0),y1(0), 21(0))" = (=0.2,0.1, —=0.1)T y 2,(0) = (22(0), y2(0), 22(0))" = (0.3,0.5,0.2)7,
las trayectorias inicialmente vecinas se separan exponencialmente rapido desenvolviéndose,
eventualmente, en proyecciones sobre planos diferentes (a), (b), (c) del atractor cadtico de
Lorenz. Los sistemas se desenvuleven en atractores distintos (d), claramente las diferencias
entre las trayectorias (e) de ambos sistemas e, (t) = x1(t) — z2(t), e,(t) = y1(t) — y2(t) ¥
e, (t) = z1(t) — z2(t) no convergen a cero cuando ¢ — oo. Los planos mostrados en (a), (b),
(c) y los atractores en (d) estan sobrepuestos.

Ejemplo simple

Considérense dos sistemas cadticos de Lorenz, idénticos e identificados como sistemas

maestro y sistema esclavo,

= oy — ), Ty = o(y2 — 22),
Y1= —T21+TT — Y1, Y Y= —TaZy+TT2 — Yo,
2 = x1y; — bz, Zg = Tols — bzo,

con condiciones iniciales distintas, respectivamente, y pardmetros idénticos o, r, b > 0. Es
claro que las trayectorias de los dos sistemas a lo largo del tiempo serdan distintas debido

a la sensibilidad dependiente de condiciones iniciales (véase Figura|l.1)). Ahora, considere

XVIII



2O s

Figura 1.2: Esquema de sincronizaciéon unidireccional maestro-esclavo. Los nodos repre-
sentan las dindmicas &, = fi(zm) v &5 = fs(zs, u(z,,)) asociadas a los sistemas maestro
y esclavo respectivamente, la flecha indica que la informacién se transmite en un sentido
donde la trayectoria del esclavo x4 estd influenciada por una entrada u que depende de la
trayectoria del maestro x,,.

un esquema de sincronizacién unidireccional maestro-esclavo. En teoria del control esto
significa que el esclavo recibe inicamente informacién del maestro a través de la entrada
del esclavo, donde esta depende de las trayectorias del maestro. Por otra parte, el maestro
no se ve afectado por las trayectorias del esclavo. En este esquema (mostrado en la Figura
1.2) y particular, los sistemas maestro y esclavo estdn acoplados por el primer estado, se
sustituye el estado x5 del esclavo por el estado x; del maestro en las ecuaciones dinamicas

correspondientes a y, v 23 como sigueEL

= oy —7), Ty = o(y2 — x2),
1= —T121+7rT1— Y1, ¥ Yo= —T122+7TT1 — Yo,
2.1 = 1Y — bZl, 22 — T1Y2 — sz?

De manera intuitiva se entiende del acoplamiento entre los sistemas que, dada una senal
cadtica que se comporta de manera similar a la que sustituyod; esta tendra un efecto
similar en la dinamica completa del sistema esclavo. Eventualmente, este reemplazamiento
parcial obligard al sistema esclavo a comportarse del mismo modo que el sistema maestrdﬂ.
Utilizando condiciones iniciales distintas, tanto en el esclavo como en el maestro se observa
que las trayectorias del esclavo xs, 1o y 29 convergen a las trayectorias del maestro x, 11
y 21 después de un largo tiempo, es decir, |27 — x2| = 0, |[y1 —y2| = 0y |21 — 22| = 0
cuando ¢ — oo (véase Figura[l.3). Sean x = (z1 22), y = (11 y2) ¥ 2 = (21 22). De este
comportamiento suponemos que la variedad (trivial) de sincronizacién y la transversal

estan descritas por:

M = {(I7y7z>|x1:x27y1:y2721222}7y

My = {(es, ey €.) | e =1a1—To, €, =Yy1 — Yo, €, = 21 — 22},

respectivamente.

4Configuracién de Kevin Cuomo [23] en su circuito emisor-receptor.

5Controlar caos con caos es la “piedra angular” del descubrimiento de la sincronizacién del caos, antes
de Lou Pecora esta simple idea no habia sido concebida [125]: “Necesito forzar al caos con caos —Necesito
forzar al receptor con una senal que provenga del mismo tipo de sistema”.
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Figura 1.3: Sincronizacién de sistemas cadticos idénticos de Lorenz acoplados (reempla-
zamiento parcial) con parametros o = 10, r = 8/3, b = 28, para un par de condi-
ciones iniciales distintas z,,(0) = (21(0),y1(0),2(0))" = (-0.2,0.1,—-0.1)T y z,(0) =
(72(0), 42(0), 22(0))" = (0.3,0.5,0.2)T. Debido al reemplazamiento de x, por zy, las tra-
yectorias eventualmente se restringen a la variedad de sincronizacién (hiperplano de sin-
cronizacién), los planos mostrados en (a), (b), (c¢) son proyecciones de la variedad de
sincronizacién x; = 9, y1 = Y2 ¥ 21 = 29. Cuando los sistemas se desenvuleven en
un mismo atractor cadtico (d), la diferencia entre las trayectorias e, (t) = x1(t) — xo(t),
ey(t) = y1(t) —y2(t) y e,(t) = 21(t) — 2z2(t) es cero (e) cuando ¢ — oo. Los planos mostrados
en (a), (b), (c) y los atractores en (d) estan sobrepuestos.
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Estabilidad y sincronizacién

Desde la perspectiva de control automatico, el estudio de la sincronizacién radica en
probar la estabilidad de la variedad de sincronizacién (si es esta existe) o en su defecto
de la variedad transversal. No es dificil notar que el estudio de la estabilidad de ambas
variedades es equivalente en el sentido de que una implica la otra y viceversa. En el ejemplo
anterior, cuando los sistemas estan acoplados, la sincronizacién ocurre porque la variedad
de sincronizacién es estable. Para observar esto, definamos los errores de sincronizacién
€z, €y Y €, como en M. Entonces el punto cero de la variedad transversal debe ser un
punto fijo dentro de esa variedad. Esto nos lleva a que el origen sea un punto de equilibro
asintoticamente estable de la dindmica asociada a e,, e, y e.. Obteniendo la dindmica del

error de sincronizacién, tenemos que:

é, = o(ey,—ey),
€y = —ey — Ti€, (1.1)
€y = Ti1ey — be,.

Lo que necesitamos es que e,, e, y e, tiendan a cero cuando ¢t — 0o. Esto es claro si ana-
lizamos la estabilidad del equilibrio del sistema . Esta dinamica claramente depende
de x1, sin embargo, es posible obtener una funcién de Lyapunov y concluir sobre la estabi-
lidad del error de sincronizacién e = (e, e, e.)”. Sea V(e) = 5-€2 + 3(e2 + €2), calculando
la derivada de V(e) en las trayectorias de e tenemos que V(e) = —(e; — epe,) — €2 — e =
—(es — 2e,)? — 3€2 — be2 < 0 con V(e) = 0 cuando e = 0, entonces e = 0 es global y
asintéticamente estableﬂ Note que los términos que dependen de x; desaparecen en la
derivada de V' (e). En consecuencia, de la negatividad semidefinida de la derivada de V (e),

es inmediato que la variedad de sincronizacién es asintéticamente estable.

Salvo en casos muy especiales como el presentado en el parrafo anterior, cuando es
posible proponer una funcién de Lyapunov, la aplicacion del método directo de Lyapunov
es concluyente [23],24]. No obstante, es importante destacar que aun cuando los sistemas
son idénticos, la dinamica del error de sincronizacion depende de estados de los sistemas
maestro y esclavo (cf. ), esto empeora si la forma de acoplar los sistemas es mas
compleja. Entonces, proponer una funcién de Lyapunov parece una tarea complicada.
Una soluciéon més general consiste en el estudio de estabilidad de la ecuacion variacional

asociada a la variedad transversal (expansion de Taylor del campo vectorial del error de

SEste argumento sigue del principio de invariancia de LaSalle y del hecho que V (e) es radialmente no
acotada, véase el Teorema 4.4 en [51].
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sincronizacién, i.e., el jacobiano de la dindmica del error de sincronizacién). Para (|1.1)),

esta ecuacion es,

-0 O 0
e = 0 -1 —x1]e,
0 T —b

donde la minima condicién necesaria de estabilidad [95] del error de sincronizacién ra-
dica en la negatividad de los exponentes (condicionales) de Lyapunov de esta ecuacién
variacional. Es asi como, debido a la estructura en la ecuacién dinamica del error de sin-
cronizacion, las formas de analizar la estabilidad de las variedades de sincronizacién o
transversal radican principalmente en: enfoques varacionales (numéricos) o, en el mejor de

los casos, mediante el enfoque de estabilidad de Lyapunov.

Problemas del estado sincrono

En la practica, la negatividad de los exponentes de Lyapunov no es una condicion
suficiente para la estabilidad del estado sincrono, el méximo exponente condicional de
Lyapunov es casi independiente de la cuenca de atraccién del atractor [95]. Existen conjun-
tos invariantes (e.g., puntos de equilibrio, érbitas periédicas, variedades invariantes, etc.)
dentro del atractor caético (en la variedad de sincronizacién) cuyo maximo exponente con-
dicional de Lyapunov es positivo, aun cuando el maximo exponente Lyapunov del atractor
es negativo. Asi, trayectorias que se acercan a la variedad de sincronizacién son repelidas
de forma abrupta y/o intermitente por estos conjuntos invariantes [11}[17}38//39,87,95/99).
Estos problemas son bien entendidos y pueden analizarse de manera adecuada utilizando
una herramienta poderosa como la “Funcion Maestra de Estabilidad” (FME) en el caso

de sincronizacién de sistemas (casi) idénticos [154394964|126].

Sincronizacién generalizada (SG) y problemas asocia-

dos

La existencia de una variedad trivial e invariante es un hecho bien conocido en los
problemas de osciladores idénticos acoplados [95]. En ese caso particular, métodos varia-
cionales como la FME describen muy bien este fenémeno [1543}81},96,(112}126}/153]. Sin
embargo en sistemas fisicos reales, la estructura de los grupos de sistemas acoplados es

diferente (en el mejor de los casos solo existen diferencias en los parametros entre sistemas
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“idénticos”). Entonces, es claro que las diferencias entre las estructuras dindmicas de los
sistemas juegan un papel importante en la sincronizacién [32,/106,/123]. Asi, el estudio
de estabilidad del error de sincronizacién o variedad de sincronizacién es importante y
claramente mas desafiante que en el caso de los sistemas estrictamente idénticos.
Considere al sistema de Rossler y Lorenz en la configuracion maestro-esclavo con aco-

plamiento difusivo en la primer componente, i.e.,

T, = —(y1+21), To :U(yQ_xZ) _g<x2_'x1)7
?)1 = T+ 0.2y1, y ?)2 - —X2Zo + TTo — Y2,
7;’1 =0.2 + Zl(ZEl - ,LL), 2.,'2 == T2Y2 — bZQ,

con parametros o, r, b, i > 0, con fuerza de acoplamientoﬂ g > 0.

Podemos pensar en las siguientes dos situaciones: cuando los sistemas estdan desaco-
plados (i.e. ¢ = 0), es claro que las trayectorias de ambos sistemas se desenvuelven en
atractores diferentes (véase Figura ; Por otra parte, cuando los sistemas se encuen-
tran acoplados (i.e. ¢ > 0), note que las trayectorias del esclavo xs, 5 v 22 no siguen a
las trayectorias del maestro z1, y1 v 21, es decir, se pierde el comportamiento asintético
del error de sincronizacién (como se aprecia en la Figura [1.5)). Podria parecer légico que
incrementando el valor de g implicaria que los sistemas lleguen a un estado de sincrono,
sin embargo, esto no es asi de simple.

En este punto es inmediato realizar las siguientes observaciones, dado que obtener una
ecuacién dindmica del error de sincronizacién y analizar su estabilidad no es trivial (cf.
(1.1))), ;existe alguna correlacién entre las trayectorias que indique que estos sistemas se
encuentran sincronizados?, aun mas esencial, jes posible determinar un estado sincrono
para estos sistemas?. Desde el descubrimiento hecho por Pecora y Carroll [92], es evidente
que las respuestas a estas preguntas son fundamentales para las posibles aplicaciones
potenciales de este fendmeno.

En la sincronizacion de sistemas caodticos distintos, es decir, cuando el tipo de atrac-
tores en los cuales originalmente se desenvuelven son de naturaleza distinta (la ecuacién
diferencial asociada a cada sistema es completamente diferente). Se dice que estos siste-
mas acoplados se pueden sincronizar en un sentido generalizaddﬂ; a saber, las proyecciones

de las trayectorias sincronizadas sobre el espacio de soluciones de los sistemas acoplados

"En este ejemplo en particular, el objetivo no es encontrar el valor apropiado de g tal que dé lugar a
la SG de los sistemas en cuestién. Para mayor detalle consulte [53].

8Existen otros tipos de sincronizacién del caos, los mas encontrados en la literatura son los siguientes:
Sincronizacién completa (SC), Sincronizacién de fase, Sincronizacién proyectiva y, Sincronizacién retar-
dada. Para mayor detalle del panorama general de la sincronizacién del caos véase la Figura [I.6] En este
trabajo es de particular interés estudiar el caso de SG.
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Figura 1.4: Atractores de sistemas caéticos de Rossler y Lorenz desacoplados con pardme-
tros = 5.7, 0 = 10, r = 8/3, b = 28, para un par de condiciones iniciales x,,(0) =
(21(0),41(0), 21(0))" = (1,0.1,—0.1)" y 2,(0) = (22(0), y2(0), 22(0))T = (0.3,0.5,0.2)T. En
las proyecciones sobre planos (a), (b), (c) de los atractores cadticos de Rossler y Lorenz se
aprecia que los atractores son de naturaleza distinta. Por lo tanto, los sistemas se desen-
vuleven en atractores distintos (d), claramente las diferencias entre las trayectorias (e)
de ambos sistemas e, () = x1(t) — xa(t), €,(t) = 1 (t) — y2(t) y e.(t) = z1(t) — 22(¢) no
convergen a cero cuando t — oco. Los planos mostrados en (a), (b), (c) y los atractores en
(d) estén sobrepuestos.
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Figura 1.5: Sistemas cadticos de Rossler y Lorenz acoplados con parametros p = 5.7,
o =10, r = 8/3, b = 28 y g = 100, para un par de condiciones iniciales z,,(0) =
(21(0),41(0), 2.(0))T = (1,0.1,—0.1)T y 2,(0) = (22(0),52(0), 22(0))T = (0.3,0.5,0.2)T.
Los sistemas se desenvuleven en atractores distintos (d), las trayectorias de los sistemas
no estan en sincronia a pesar del acoplamiento. Sin embargo, cada par de proyecciones
sobrepuestas de los atractores (a), (b), (¢) aparentan ser una imagen distorsionada (no
lineal) una de la otra [53]. Note que las diferencias entre las trayectorias (e) de ambos
sistemas e, (t) = x1(t) — xa(t), ey(t) = v1(t) — v2(t) v e.(t) = z1(t) — 22(t) no convergen
a cero cuando t — 0o, y tampoco existe un estado sincrono que satisfaga las relaciones
Tl = Ta, Y1 = Y2 ¥ 21 = 2o. Los planos mostrados en (a), (b), (c¢) y los atractores en (d)
estan sobrepuestos.
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estan conectados por un mapeo diferencialmente continuoﬂ Claramente este mapeo define

la variedad de sincronizacién, e.g., para los sistemas de Rossler y Lorenz acoplados con

trayectorias r = (:1:1 :Ug), Yy = (y1 yz) y 2= (Zl 22)

M = {(z,y, 2) | 21 = @a(22), y1 = @y (42), 21 = p:(22) } .

Entonces, la definiciéon de M estd comprometida con la existencia del mapeo ¢(-,-,-) =
(02(+), 0y () @y (+)). No obstante, encontrar y definir ¢(-, -, ) no es trivial.

Este fendmeno fue primeramente observado por Afraimovich et. al. [3] en 1983 del aco-
plamiento de dos sistemas idénticos con parametros distintos. Posteriormente fue introdu-
cido como sincronizacion generalizada (SG) en 1995 por Nikolai F. Rulkov et. al. |111] co-
mo un fenémeno que surge del estudio del acoplamiento unidireccional en la configuracién
maestro-esclavo de sistemas caoticos distintos. Es importante destacar que la restriccién
de la configuracién maestro-esclavo permite que este problema sea tratable, para esquemas
mas generales de acoplamiento mutuoﬂ el mapeo que define la variedad de sincronizacién
puede no existir. Un caso particular sucede cuando el mapeo es la identidad, consecuencia
de que los sistemas acoplados sean idénticos, este se conoce como sincronizacion completa
(SC). En términos generales, el problema de SG se divide en dos partes: primero, encontrar
el explicitamente el mapeo que relaciona las trayectorias del sistema esclavo con las del
sistema maestro y; segundo, verificar la estabilidad de la variedad de sincronizacién.

De lo anterior, la existencia de dicha transformacién en la sincronizacién entre siste-
mas caoticos distintos es primordial. Es claro que invertibilidad y suavidad son problemas
inherentes a la transformacion, puesto que debe ser un difeomorfismo. Pero que exista,
garantiza que las trayectorias se encuentren confinadas en una variedad de sincronizacién
cuando esta es atractiva. En la literatura existen herramientas que permiten detectar la
existencia del fendmeno de SG (método del sistema auziliar [2,53,/103], falsos vecinos
mutuos mds cercanos [111], mezcla de atractores cadticos [1], método del sistema modifi-
cado [45], etc.). El andlisis de estabilidad en estas herramientas se basa en el estudio de

la ecuacién variacional asociada a la variedad transversal (expansién de Taylor del campo

9Existen muchos tipos de definiciones acerca de la SG, todas ellas difieren en el tipo de mapeo que se
utiliza [17]: continuo [2}/111], homeomorfismo [3|, diferenciable continuo [47], difeomorfismo [53}/651/68,94],
no suave [103]. Es de nuestro particular interés el mapeo diferencialmente continuo como consecuencia del
uso de herramientas basadas en algebra diferencial [19}20,/68] en la multi-sincronizacion.

10Existen muchas formas de acoplar los sistemas cadticos, la complejidad del problema depende del tipo
de acoplamiento que se utilice (la ley de control que lleva a los sistemas a la variedad de sincronizacién).
Entre los mds comunes en la literatura se encuentran el reemplazamiento completo |92], reemplazamiento
parcial |23[24], acoplamiento difusivo o control por realimentacién negativa [3,37,/110], ver [95] para otras
variantes, observadores de estado [80,|119], “control” activo [4}|13], también controladores diseniados con
técnicas de dlgebra-diferencial [68], geometria-diferencial [141/49] basadas en la linealizacién por realimen-
tacion o el regulador robusto de salida, etc.
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Figura 1.6: Panorama general en la sincronizacién del caos

vectorial del error de sincronizacién). No es dificil notar que los problemas inherentes al
andlisis de estabilidad de la variedad transversal son la limitante de estas herramientas
e.g. el calculo del maximo exponente de Lyapunov [33,93].

Sin embargo, los trabajos enfocados para encontrar el mapeo son realmente escasos y
restrictivos [3,/14,50}/135,|152], ademé&s cuando se propone este mapeo, se desconoce si la
variedad de sincronizacién efectivamente es atractiva [53]. Las herramientas mencionadas
en el parrafo anterior evitan encontrar el mapeo explicitamente, es decir, no se sabe como se
encuentran relacionadas las trayectorias del sistema maestro y esclavo, solo determinan la
existencia dicho mapeo (en general, estos métodos transforman el problema de deteccién
de SG a un problema deteccién de SC). En consecuencia no se obtiene la forma de la
variedad de sincronizacion. Esto no es critico, pero sin duda alguna limita su utilidad
préctica.

De una manera simple y sin ser exhaustivo, en la Figura [1.6| se presenta el panorama
general en la sincronizacién del caos que resume en gran parte lo que se ha expuesto hasta el
momento. Es importante resaltar el objetivo fundamental en el estudio de la sincronizacion
del caos es en general, independientemente del tipo de sistemas, configuracion, régimen,

acoplamiento y enfoque, la verificacién de la estabilidad de la variedad de sincronizacion.

Algebra diferencial como solucion

Las herramientas basadas en el dlgebra diferencial y en especial la existencia del elemen-

to primitivo diferencial permiten resolver distintos problemas asociados a la construccion

XXVII



de observadores de estado, el diseno de leyes de control para resolver problemas como
seguimiento y estabilizacion local, diseno de leyes de control tolerantes a fallas, estima-
cion del estado y pardmetros de manera simultanea para una clase amplia de sistemas
no lineales [66,68,71,72]. Tomando en consideracién que el problema de sincronizacién es
similar al problema de seguimiento, el problema atacado en este trabajo puede ser resuelto

utilizando dichas herramientas.

En el enfoque algebraico diferencial utilizado en este trabajo, la clave para atacar el
problema de sincronizacién en general es indiscutiblemente el elemento primitivo diferen-
cial de cada sistema acoplado (e.g. la salida disponible de cada sistema). A partir de esta
familia de elementos podemos obtener de manera natural la transformacion que conecta a
los sistemas acoplados con las trayectorias en sincronia (el difeomorfismo que relaciona la
trayectorias del sistema esclavo con las del maestro), como consecuencia podemos describir
exactamente la variedad de sincronizacion. Lo que indica que, partiendo de la premisa so-
bre la existencia de este elemento, el problema de SG esta parcialmente resuelto. Trabajos
preliminares en esta direccién se pueden encontrar en [64,65,68]. Una de las consecuen-
cias del uso de estas técnicas, en la soluciéon de este problema, radica en la pérdida de la

identidad en el mapeo difeomorfo cuando los sistemas son idénticos.

Multi-sincronizacion

Motivado por los fenémenos en la naturaleza, donde se observa la sincronizacion entre
multiples osciladores [32]/106,/123|, los problemas asociados a la sincronizacién de un par de
sistemas acoplados se han extendido al estudio de escenarios cada vez mas complejos. Como
resultado, numerosas aplicaciones de estos problemas son tépicos de gran interés entre la
comunidad cientifica: “rendezvous”, control de formacion, “congregacion” y “instruccion”,
“alineamiento de posicion”, redes de sensores, computacion distribuida, consenso, redes
complejas en general, sincronizacion del caos |15,32,[37,138./55,56,63,69,76,81},85}/100}/ 106,
112/123/141]. En un contexto actual, la sincronizacién de multiples sistemas acoplados
(multi-sincronizacion) pueden entenderse de la siguiente manera. En una red de sistemas
denominada sistema multi-agente (SMA), formado por individuos (agentes) que comparten
informacion total o parcial de su estado con sus sistemas vecinos, los sistemas son capaces
de encontrar una trayectoria en particular a seguir de acuerdo a las interacciones descritas
por un protocolo individual (acoplamiento) que depende de la informacién compartida en
la red (e.g. la salida o el estado de cada sistema). La forma de modelar las interacciones

de los agentes esta dada por un grafo que indica la topologia de la interaccién de los
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sistemas en el SMA[] Sin pérdida de generalidad podemos hablar de topologia con lider
o sin lider. La primera se entiende como la configuracién unidireccional de un maestro y
varios esclavos, de este modo las trayectorias de todos los sistemas esclavos (i.e. sequidores)
siguen a un dnico sistema maestro (i.e. un grafo dirigido aciclico y conexo donde existe un
camino del nodo raiz o lider a todo y cada uno de los nodos en el grafo). En la literatura,
a este problema se le conoce como consenso siguiendo al lider. En la segunda, no hay
un maestro (no hay lider ni seguidores) y puede existir cualquier tipo de conexién entre
los agentes en la red (e.g. grafos de redes de mundo pequerio |143|, grafos no dirigidos
en general, etc.); las trayectorias de todos los sistemas (nodos) siguen una trayectoria en

comun que no pertenece necesariamente a alguna de los agentes en la red.

El consenso y la sincronizaciéon son problemas intimamente relacionados de sistemas
multiagentes, como lo describe [146], en una relacién compleja entre las caracterisitcas de
la red: tipos de sistemas, acoplamientos y topologia involucrada (grafo de comunicacién).
Aunado a esto todavia puede darse otra descripcién general en términos de la variedad
de sincronizacién. Como se dijo anteriormente, si esta existe, el comportamiento de toda
la red puede describirse en términos de esta variedad. Claramente, los elementos de esta

ultima son las variables de interés restringidas a las caracteristicas de la red.

El objeto de estudio en los problemas de multi-sincronizacion se enfoca en aumentar
la complejidad de las interacciones entre los sistemas en la red. Trabajos en esta direccion
para sistemas no lineales se pueden encontrar en [9,26}29,|37,49, 58|59, 61}, 88.|89. /97,104,
118]/134,/151], todos ellos fuertemente motivados por los descubrimientos en sistemas linea-
les [63]/76,85,106]. Los problemas més cercanos a la realidad son aquellos en donde los siste-
mas que componen al SMA son de naturaleza distinta (i.e. redes de sistemas heterogéneos).
En este &mbito podemos mencionar los siguientes trabajos [37,49,88|,89,/104} 134, 151]|T_Z].
Comparado con los problemas de redes con unidades (casi-)idénticas [32}/122,[153], la co-
munidad de la teoria de control ha intentado resolver los problemas sobre la sincronizacion
de redes heterogéneas mediante el diseno apropiado de protocolos (controladores) dindmi-
cos de consenso [20,49,89,/146]. Recientemente, estos problemas se han llevado la mayor
parte de la atencion de la comunidad cientifica. Algunos de estos resultados se han dado
en términos de estabilidad practica de conjuntos (atractores) que se asemeja en cierto
modo al andlisis de estabilidad de la variedad de sincronizacién [89], en donde se ha pro-

puesto que el comportamiento de unidades con acoplamiento difusivo se sincroniza a una

1 Cada nodo en el grafo representa la dindmica asociada a cada uno de los sistemas en la red, para
mayor detalle sobre la Teoria de Grafos consulte [36].

2También, de acuerdo a la naturaleza del problema, cabe la posibilidad de tener conexiones intermi-
tentes entre los sistemas que son inevitables [59,[134L/146]. Esta posibilidad queda fuera del alcance en el
trabajo presente.
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dindmica emergente (variedad de sincronizacion) que solo depende de la estructura de
la red. Otros esfuerzos revelan la existencia de un comportamiento dinamico virtual en
comun para toda la red, que puede ser impuesto como en el caso del exosistema en [49] o
como en el caso del sistema interno, resultado de las caracteristicas de la red y el tipo de
controlador dindmico [146] para todas las unidades en la red. En ambos casos, el disefio
apropiado de un controlador dindmico es capaz de forzar a todos los agentes de la red a
comportarse de la misma manera que el sistema virtual. La solucién sincrona (variedad de
sincronizacién) en este sentido se da en la forma de un pincipio del modelo interno [144] o
como un regulador no lineal de salida [49]. Nuevamente, se puede observar que la manera
de estudiar este tipo de problemas depende de la caracterizacion del comportamiento co-
lectivo entre los sistemas acoplados, i.e., la estabilidad de la variedad de sincronizacion. De
esta manera, los problemas brevemente descritos con anterioridad son similares a aquellos
en la literatura de consenso. Especificamente, se puede decir que en el caso del sistema
interno o dindmica emergente corresponde a la generalizacién de los problemas cldsicos
de consenso; por otra parte, el caso del exosistema corresponde al problema de consenso
siguiendo al lider. Hasta donde sabemos, no existen trabajos en este contexto en donde
obtenga una variedad de sincronizacién estable y que se verifique su estabilidad de manera

explicita.

En este trabajo, el objetivo es estudiar el problema de redes de sistemas cadticos he-
terogéneos, es decir, el problema de Multi-sincronizacién en un sentido generalizado a lo
que llamamos Multi-sincronizacion generalizada (MSG). Ahora, la definicién del problema
radica principalmente en la existencia de mapeos diferencialmente continuos que relacio-
nen las trayectorias del sistema maestro con cada uno de los sistemas esclavos; lo que nos
restringe a modelar la interaccion entre los sistemas con un grafo dirigido invariante en
el tiempo (i.e. en el esquema unidireccional) no fuertemente conexo (i.e. no existe una
secuencia de ejes de un nodo a cualquier otro nodo), conocido comtinmente en la litera-
tura como, un arbol dirigido de cobertura con un tnico lider como raiz. Ademaés de que
se ha desmostrado este tipo de grafos son muy ttiles en la sincronizacién de redes de
osciladores lineales acoplados [107], en este trabajo explotamos las propiedades de estos
para verificar y extender las condiciones de estabilidad de la variedad de sincronizacién
para redes de sistemas no lineales heterogéneas. De lo anterior, el hecho de que el grafo
sea un tanto trivial, no implica que el problema de MSG lo sea. Esto es bastante claro, es
necesario encontrar los mapeos y verificar la estabilidad de la variedad de sincronizacién,
que ahora, es de orden mucho mayor dimensién que en SG. Es por ello que se dice que para

sistemas estrictamente diferentes (redes heterogéneas) la variedad de sincronizacién no es

XXX



SMA

&y = filwi, ug)

Figura 1.7: MAS con un unico lider sin interaccién entre seguidores. El grafo asociado
a esta configuracién es un arbol de cobertura dirigido con un lider tinico como raiz. Ca-
da nodo representa la dinamica individual asociada a cada uno de los N + 1 sistemas
interconectados.

trivial y puede ser que no exista. Ademas, poco se sabe sobre la estabilidad de dicha va-

riedad y como consecuencia sobre la sincronizacion de dichos sistemas [19,20,/49,64,88,/144].

MSG y el enfoque algebraico-diferencial

En este trabajo atacamos el problema de MSG en la configuracion maestro y esclavo.
Hasta el momento es claro que este problema se puede reinterpretar como un problema
de consenso siguiendo al lider de SMA. A lo largo del trabajo, consideraremos al SMA
como una red de sistemas cadticos interconectados, heterogéneo, de la misma dimensién,
cuyas interacciones se encuentran modeladas por un grafo dirigido fijo y no fuertemente
conexo como se muestra en la Figura[l.7 en el que ademads sea posible agregar interacciones
arbitrarias entre los seguidores.

Desde un punto de vista algebraico diferencial, bajo la premisa de la existencia del ele-
mento primitivo diferencial para cada sistema, es posible dar una solucién a este problema
como sigue: mediante una familia de transformaciones (difeomorfas) ®; obtenida mediante
el elemento primitivo diferencia para cada sistema, el SMA puede llevarse a una Forma
Canénica de Observabilidad Generalizada Multi-salida (FCOGM), véase Figura [1.8] La
adecuada seleccién del elemento primitivo diferencial es clave para resolver este proble-
ma, este se elige como una combinacién lineal de los estados disponibles y entradas de
control (estos elementos permiten obtener explicitamente la variedad de sincronizacién).
En este espacio transformado es posible diseniar un protocolo dinamico de consenso, con
la salida del lider, tal que las trayectorias de los seguidores eventualmente se acerquen a

las trayectorias del lider en el espacio transformado; y mediante la obtencién del mapeo
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SMA ? FCOGM

Familia de elementos
primitivos diferenciales

{vi}

TN4+1

>

Familia de
transformaciones

& = fi(wi, ui) {®i} &4 = filz, w)

Figura 1.8: MAS y MSG mediante un enfoque de algebra diferencial

diferencialmente continuo que define a la variedad de sincronizacién (en funcién de las
transformaciones difeomorfas ®;), se logra el consenso siguiendo al lider del SMA cuando
dicha variedad es atractiva. Es decir, todos los nodos en la red se acercan a una trayectoria
en comun descrita por el lider cuando ¢ — oo. Finalmente, como consecuencia, equivale a
alcanzar el estado de MSG del SMA.

La diferencia con las metodologias existentes radica en que el protocolo de consenso
para cada sistema seguidor es dinamico en el sentido de que este depende de los estados
del controlador asociado con el sistema dinamico y los estados asociados a la FCOG. Esto

es crucial en la definicion de la variedad de sincronizacion estable.

Objetivos

El objetivo general de esta tesis es el diseno de controladores dindmicos para el
problema de multi-sincronizacién generalizada de sistemas cadticos. Los objetivos par-

ticulares son:

1. Dar un método de multi-sincronizacién generalizada;
2. Describir la variedad algebraica de sincronizacion de redes de sistemas heterogéneos;
3. Estudiar la estabilidad de la variedad algebraica de sincronizacion;

4. Explorar leyes de control dindmicas que permitan la interaccién entre sistemas es-

clavos;
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5. Extension de estos problemas a sistemas de orden fraccionario conmensurados;

6. Obtener resultados numéricos mediante la aplicacion de dichos métodos.

Contribucién principal

La contribuciéon principal de esta tesis es: la propuesta de una metodologia de anélisis
de estabilidad de la variedad algebraica de sincronizaciéon para redes de sistemas multi-
agentes heterogéneos, en el proceso unidireccional de multi-sincronizacion generalizada,

mediante un enfoque algebraico diferencial.

Estructura y organizacion

El contenido principal de este trabajo se organiza en tres capitulos, que incluyen parte
del trabajo de investigacion realizado durante el programa de Doctorado. Finalmente, se
concluye con una pequena discusion acerca del trabajo restante y posibles direcciones

futuras.

Capitulo 2 - Preliminares

En el capitulo 1 se daran definiciones y preliminares basicos sobre algebra diferencial y
formas candnicas [71]; y coordinacién de agentes y teoria algebraica de grafos [36]. Estas
herramientas nos permiten describir propiedades interesantes de los SMA que nos seran
de gran utilidad, a saber: el estado sincrono de sistemas cadticos de una manera sencilla,
la interaccién entre nodos en una red y el estudio de estabilidad de la variedad algebraica
de sincronizacién. También, se presentan algunos resultados y analisis preliminares sobre
el problema de multi-sincronizacién de SMA, mismos que muestran la conexién directa

con la MSG.

Capitulo 3 - MSG como un problema de consenso siguiendo al
lider

En el capitulo 2 se propone una metodologia para resolver el problema de MSG en la
topologia unidireccional maestro-esclavo. Dentro de un enfoque algebraico diferencial este
problema se interpreta como un problema de consenso siguiendo al lider. Introduciendo
al SMA como una red de sistemas con una dinamica estrictamente diferente, de la mis-

ma dimension e interconectados mediante un arbol dirigido de cobertura fijo. También,
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se propone un controlador dinamico para cada seguidor que permite sincronizar la red
completa [20-22,/67,69]. Ademads, bajo la premisa de que el elemento primitivo diferencial
permite completamente caracterizar la variedad de algebraica de sincronizacion del SMA,
mostramos algunos resultados preliminares sobre la estabilidad de este tipo de variedades
de sincronizacion [20]. Por dltimo, de manera ilustrativa, presentamos un ejemplo numérico

sobre una red de sistemas cadticos heterogéneos.

Capitulo 4 - Extensiones para sistemas de orden fraccionario con-

mensurado

En el capitulo 3, se estudia el problema de MSG para una clase de sistemas de orden
fraccionario conmensurado (MSGF). Se presenta una metodologia para sincronizar multi-
ples familias de sistemas Liouvillianos en la configuracion maestro-esclavo. También, se
obtiene una construccién explicita del mapeo que relaciona las trayectorias de los sistemas
maestros con sus correspondientes sistemas esclavos. Se disena una ley de control dinamica
de orden fraccionario que permite alcanzar la MSGF para todas las familias de sistemas en
la red. Ademas, anadiendo términos de acoplamiento difusivo en la ley dinamica de con-
trol, se resuelve el problema de MSGF para cualquier tipo de interconexién entre esclavos
de cada familia de sistemas [19]. Finalmente, se muestran algunas simulaciones numéricas

para ilustrar la metodologia propuesta.

Discusion y direcciones futuras

Como cierre de este manuscrito, en base a los resultados obtenidos, se presentan las
conclusiones sobre los resultados obtenidos durante el programa de Doctorado. También
se comenta sobre las soluciones obtenidas de otros problemas relacionados y las posibles

direcciones futuras de este trabajo de investigacién.
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Capitulo 2
Preliminares

En las secciones posteriores se daran definiciones y preliminares bésicos sobre algebra
diferencial y formas canénicas [71]; y coordinacién de agentes y teoria algebraica de grafos
[36]. Estas herramientas nos permiten describir propiedades interesantes de los SMA que
nos seran de gran utilidad, a saber: el estado sincrono de los sistemas cadticos de una
manera sencilla, la interaccion entre los nodos en una red y el estudio de estabilidad de la
variedad algebraica de sincronizaciéon. También, se presentan algunos resultados y andlisis

preliminares sobre el problema de multi-sincronizacién de SMA.

2.1. Algebra diferencial en teoria de control

En general en teoria de control estamos interesados en estudiar problemas relacionados
con el diseno de sistemas control para sistemas dindmicos representados principalmente
por ecuaciones diferenciales. El algebra diferencial [54,/108] puede entenderse como una
generalizacién de las estructuras béasicas algebraicas construidas a partir de operaciones
como la suma y multiplicacién [40,75,109] para el estudio de problemas afines en ecuaciones
diferenciales. Es decir, la generalizacién de estructuras como: anillos, campos, extensiones
de campos, vectoriales, etc., dotadas ademas de un operador derivada sirven como un
lenguaje descriptivo de los problemas asociados con sistemas dindmicos. La idea principal
del algebra diferencial en teoria de control es describir a los sistemas dinamicos a través
de estructuras algebraicas diferenciales y resolver sus problemas asociados mediante el uso
de técnicas basadas en algebra diferencial |[71]. En particular en este trabajo, atacamos
el problema de sincronizacién de sistemas dinamicos utilizando técnicas basadas en esta
area.

Es por ello que en esta seccion se presentan los conceptos basicos y resultados preliminares

sobre estructuras algebraicas y en especial del algebra diferencial, mismos que son la base
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de este trabajo.

2.1.1. Anillos y campos.

Definicién 1. Sea R un conjunto no vacio, decimos que R es un anillo si existen dos
operaciones binarias cerradas en R llamadas suma (+ : R x R — R) y multiplicacion
(-: Rx R— R) tales que:

1) Cerradura en la suma: ¥ a,b € R, a+b € R.

2) Conmutatividad de la suma: ¥ a,b € R, a+b=0b+ a.

3) Asociatividad de la suma: ¥ a,b,c € R, a+ (b+¢) = (a+b) + c.

4) Elemento neutro aditivo: ¥ a € R 30 € R tal quea+0=0+a = a.

5) Elemento inverso aditivo: Ya € R 3 —a € R tal que a + (—a) = (—a) +a = 0.
6) Cerradura en la multiplicacion: ¥ a,b € R, a-b € R.

7) Asociatividad de la multiplicacion: ¥ a,b,c € R, a-(b-¢c) = (a-b) - c.

8) Leyes de distributividad: ¥ a,b,c € R, a-(b+c¢) =a-b+a-cy (b+c)-a=b-a+c-a.

Ejemplo 2.1.1. Los conjuntos de los numeros enteros Z vy los numeros reales R son

anillos.

Ejemplo 2.1.2. Sea k = R. El anillo de polinomios en una indeterminada x (una

sola variable) sobre k es:
klz] = {f(2) = ama™ + ap12™ ' + -+ agr® + ez +ag | a; € k} .

Ademas, k[x] es un dominio entero.

Observacion 1. Un polinomio nulo es aquel polinomio con todos sus coeficientes iguales
a cero, i.e., a; = 0, Vi. Se dice que es un polinomio no nulo si al menos uno de sus

coeficientes es distinto de cero.

Observacion 2. Es claro que existen estructuras subyacientes a los anillos, es decir,

aquellas estructuras donde solo se permite una operacion (semigrupos, grupos). Dado



que esta seccion no es compendio exhaustivo sobre estructuras algebraicas, este y otros
detalles omitidos sobre estructuras bdsicas pueden consultarse en 1@

Si se anaden propiedades en las operaciones en los anillos se obtienen estructuras
mas complejas. Este proceso de agregar reglas complementarias en las operaciones de los
conjuntos permite construir estructuras mas ricas y complejas. En la siguiente definicién

se muestran otras estructuras comuinmente usadas y cuya estructura base es un anillo.
Definicién 2. Sea R un anillo, ademas se dice que es:

1) Un anillo con elemento unitario si3 1€ Rtal quea-1=1-1=a,Va € R.
2) Un anillo conmutativo si ¥V a,b € R, a-b=1">-a.
3) Un dominio entero si es un anillo conmutativo y si no tiene divisores de cero.

4) Un anillo con division si 31 € R\0 tal quel-a=a-1=aVae€ R\0yV
a€ R\0OJateR\Otal quea-a' =a'-a=1 (sus elementos distintos de cero

forman un grupo bajo la multiplicacion).

5) Un campo si es un anillo conmutativo con division.

Observacion 3. Sea R es un anillo conmutativo y a € R, a # 0, se dice que a es un

divisor de cero si existe un b € R, b# 0, tal que a-b = 0.
Lema 1. Un dominio entero finito es un campo.

Definicién 3. Sea K un campo y k un subcampo de K, entonces K es una extension

del campo k. Se denota como K/k (véase Figura[2.1]).

Figura 2.1: La extension de campo K/k, k C K

Definicién 4. Un anillo diferencial es un A es un anillo conmutativo tal que la deri-

vada 0 de A es una funcion cerrada 0 : A — A tal que para todo par (a,b), a, b € A se
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satisface que:

+ : AxA—A
(a,b) —a+b

AxA— A
(a,b) —a-b

También se satisface:
0(a+b)=0a+ db

d(a-b) = (da)b+ a(0b).

Esta definicion se ilustra en la Figura note que a - b,a + b € A dado que A es un

anillo.

A A
0

Figura 2.2: Diferenciacién en un anillo conmutativo con unidad A

Definicién 5. Un campo diferencial es un anillo diferencial que a su vez es un

campo.

Definicién 6. Un campo diferencial k es un conjunto con las propiedades de un campo,

dotado con una operador de derivada que satisface las reglas usuales:

d :
Vabek E(GM):&H’

d .
Vabek E(wb):mb—l—a-b.

Ejemplo 2.1.3. Los conjuntos triviales Q, R y C son campos diferenciales.

Ejemplo 2.1.4. Sea R[x] el anillo de polinomios en una variable x sobre el campo



R con operador derivada tal que:
0: R|x] — R|x]
St axt Z ia;xt 1
i=1

entonces Rlx| es un anillo diferencial.

Definicién 7. Una extension de campo diferencial L/k estd compuesta de dos cam-

pos diferenciales k, L tal que:
a) k C L;
b) la derivacion de k es la derivacion de L restringida a k.
Ejemplo 2.1.5. Sea L = R{e"), k =R, R{e') /R es una extension de campo diferencial.

Definicién 8. Un elemento a € L se dice que es algebraico diferencialmente sobre
k siy solo si satisface una ecuacion algebraica diferencial P(a,a,...,a™) =0, con P un
polinomio sobre k en a y sus derivadas temporales, v € Z... Por otra parte, st a no satisface
una ecuacion algebraica diferencial decimos que a es trascendental diferencialmente

sobre k.

Ejemplo 2.1.6. Sean L = R y k = Q, el elemento a = ezt € L satisface la ecuacion

diferencial algebraica © — %x = 0. Por lo tanto, a = ezl es diferencialmente algebraico

sobre k.

Un elemento 0 € L tal que L = k(§) se llama elemento primitivo diferencial, donde

k es un campo diferencial y L es generado diferencialmente por k£ y 4.

Definicién 9. Una dindmica se define como una extension diferencial algebraica finita-
mente generada L/k(u) del campo diferencial k{u), i.e., diff tr d°L/k{u) = 0, donde k{u)
es el campo diferencial generado por k y un conjunto finito de cantidades diferenciales

w= (U, Uy ..., Uy), mE L.

Observacion 4. FEl grado de trascendencia diferencial cero (diff tr d°L/k(u) = 0)
significa que para todo elemento de L se satisface una ecuacion algebraica diferencial con
coeficientes que son funciones racionales sobre k en las componentes de u y un niumero

finito de sus derivadas respecto al tiempo.

Teorema 1. [34] Una estension diferencial finitamente generada es diferencialmente

algebraica si y solo si su grado de transcendencia (no-diferencial) es finito. ([l
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Observacion 5. Un grado de trascendencia no-diferencial finito (e.g., tr d°L/k{u) =
n) estd relacionado con el nimero de condiciones iniciales que se necesitan para resolver
la ecuacion diferencial algebraica de la dindmica (este es el andlogo a una base en es-
pacios vectoriales). En el problema de condiciones iniciales para ecuaciones diferenciales

ordinarias este es finito.

Ejemplo 2.1.7. Considere el siguiente sistema no lineal:

B =29 — 2, (2.1)
I"Q = ury + x1, (22)

con v = (z1 12)T € R?, condiciones iniciales z;(ty) = i, i = 1,2, note que (2.1) y ([2.2)
pueden reescribirse como polinomios algebraicos diferenciales de la forma:

& — 29+ 25 =0, (2.3)

i’g — UTy — T1 = 0, (24)

luego (2.3) y (2.4) pueden verse como dindmicas (extensiones diferenciales algebraicas
finitamente generadas) R{z,u)/R{u) donde tr d°R{z,u)/R(u) =2 (véase el Teorema[]).

Ejemplo 2.1.8. Considere el siguiente polinomio diferencial algebraico:
i+ aty + uy = 0, (2.5)

con condiciones iniciales y? (ty) = yoi, i = 1,2. Observe que ([2.5)) puede verse como una
dindmica de la forma R (u,y) /R (u), donde u, i, a € R (u)

Ejemplo 2.1.9. Considere la siguiente ecuacion diferencial:
J+vy+seny +u=0, (2.6)

con condiciones iniciales y® (to) = yoi, @ = 1,2. Esta ecuacion corresponde a sistema de
péndulo simple y no es una ecuacion diferencial algebraica en y. En este caso, dado que

x = seny satisface un polinomio algebraico diferencial de la forma:
y2x2 4 $2 — y2

Entonces y es algebraico sobre R (u), donde (2.11)) puede verse como una dindmica de la



forma R (u,y) /R (u):

P =j—g—u)’+ (—y® —j—a) ¢ =0

Ejemplo 2.1.10. Considere el siguiente sistema en su representacion en variables de

estado:

St'l = X9, (27)
Ty = —To—senr; + u, (2.8)
y = 1. (2.9)

Se puede verificar facilmente que (2.7) y (2.9) se pueden representar como los siguientes

polinomios algebraicos diferenciales:

Pi(x1,29) =9 — 22 =0,
Py(y,r1) =y — 21 = 0.

Sin embargo, de ([2.8]):
T + X9 + senx; —u = 0, (2.10)

no es un polinomio diferencial algebraico en las indeterminadas xo y x1 dado que x1 no es
algebraico sobre R (xq,u), senzy puede representarse como una serie infinita de potencias
de xq (expansion en serie de Taylor). Para resolver esto, de (2.10) proponemos el siguiente

cambio de variable 6 = sin xy que verifica la siguiente ecuacion auxiliar:

0262 + 6% = i2. (2.11)
También de (2.10) se tiene que
0 = u— .fQ — X9,
0 = U —iy— s,

finalmente, sustituyendo en (2.11)), tenemos que:

B2 (U — Gy — 0) 4 (U — &y — &9)° = &2,
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o equivalentemente
. . . .9 . 2 . . . 2 .2
Py(xg, &9, &o,u, i) = &5 (U — &9 — T2)” + (U — g — &2)” — &5 = 0.
A

Definicién 10. |34/ Sea k cualquier campo diferencial. Un espacio k-vectorial dife-
rencial V es un espacio vectorial V dotado de una sola derivada sujeto a las siguientes

condiciones:

d .
Va, bek, YV, yeV, E(am%—by):axjtajﬂ—by%—by.

Definicién 11. Un sistema es Picard-Vessiot (PV) si y solo si el espacio k{u)-vectorial
V generado por las derivadas del conjunto {gj(”), n > 0} tiene dimension finita, con y como

el elemento primitivo diferencial.

Hemos cambiado de forma deliberada la notacién del elemento primitivo diferencial §
para relacionarlo con la salida de un sistema dinamico y. La utilidad de esta notacién se

vera en el capitulo siguiente al utilizar este elemento como un generador.

2.2. Grafos y consenso en el SMA

En esta seccion se introducen algunas definiciones sobre la teoria algebraica de grafos
[20,85] para la red de SMA en el problema de MSG.

Considere un grafo dirigidoE] G, =V, &, A,) para modelar la interaccion entre v € Z
agentes con un conjunto de nodos ¥V, = {1,2,...,v} E], un conjunto de aristas &, C V, xV,,
y la matriz de adyacencia definida como A, = [a;;] € R con elementos positivos a;;

definida como

0 si no.

{1 si (j,4) € &,
aij =

Sea L, = [l;;] € R”*” la matriz laplaciana no simétrica inducida por G, definida como

v .o .
- {ZkL ki ik S1 1 =7,

—Qj; si no.

'Para mayor detalle consulte [84L106.{107].
2En el problema de consenso siguiendo al lider, sin pérdida de generalidad, podemos tomar este conjunto
comoV, ={1,2,...,v} oV, ={0,1,...,v — 1}, donde el nodo 0 6 v representa al lider



Teorema 2. (Localizacion espectral [84)]) Sea G, = (V,,&,,A,) un grafo dirigido con
matriz laplaciana (no simétrica) L,. Denote al mdzimo grado de entrada a un nodo de
G, como §(G,) = méx; deg;, (v;). Entonces todos los valores propios de la matriz L, se

encuentran en el siguiente disco

D(Gy) ={z€C:[z=46(G,)| <4(G.)} (2.12)

con centro z = §(G,) + jO en el plano complejo. Ademds la parte real de los valores propios

de la matriz —L, son negativos o cero. 0

Consulte [84] para una prueba de este argumento, esta se sigue directamente del Teo-
rema del disco de Greshgorin (véase el Teorema 6.1.1 en [44]). El teorema anterior es un

resultado auxiliar para probar la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Sea G, = (V,,E,,A,) un grafo dirigido. Suponga que G, es un drbol

dirigido de cobertura con el v-ésimo nodo como raiz, i.e., la matriz laplaciana es

EV* 14
L, = < “ ) (2.13)
01><1/
donde L, 1%, = (M | b), M = [my] € R yb € R con myj = —a, i # j, my =

T
Z;:L#j ai; Yy b = <—a1(y) —a(V_l)(V)> , respectivamente. Entonces la matriz M

tiene todos sus valores propios estrictamente en el semi-plano derecho del plano complejo.

Prueba 1. Dado que G, es un drbol dirigido de cobertura con el v-ésimo nodo como
raiz, todas las entradas de la matriz laplaciana L, son idénticamente cero en el ultimo
rengldn, entonces rank(L,) = rank(L,_1x,) = v — 1. Ademds, note que todas las sumas
de los elementos de cada renglon de L, 1y, son cero, por lo tanto la ultima columna
de L, 1%, depende de las primeras v — 1 columnas, i.e., b = —M1, 4. Asi rank(M) =
rank (M | b) = v—1F|. Lo anterior implica que M es una matriz no singular (i.e., det(M) =
H;’;ll Xi(M) # 0) o equivalentemente M no tiene valores propios de valor cero. Luego,
como una consecuencia directa del teorema de localizacion espectral (véase el Teoremal[),
sabemos que todos los discos de la matriz M se encuentran en el semi-plano derecho del

plano complejo y como ningin valor propio de M es cero entonces Re(\;(M)) > 0, Vi. O

Considere a un grafo G, y denote a cada nodo como un agente con dindmica no lineal

(agente dindmico) dado por

3los argumentos anteriores siguen ideas de [107]
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. T
Ty = fil(xilwrz?a-'~7xin7ui17ui2a~"7uin)7
T
Tip = fz’2(xi1717i27--->xin7uilvui2a---7uin)7
(2.14)
. T
Tin = fm(fEu,IiQ,---,xin,uihuiQ,---7Uin),
Vie V,donde z;; = ($117$21, e 7%1)7 T2 = (1312,17227 e 7$u2),- co il = (wlml’zm cee qun) €

R, wip = (Ui1y ooy Up1)y - vy Uin = (Ui, ooy Upn) € RY (e.g. el grafo en la Figura . Se
dice que la red es heterogénea si al menos existe alguna dinamica del agente distinta a los
demés agentes, el peor de los casos se da cuando f;; # fi; parai # k. De otro modo se dice
que la red estd compuesta por sistemas idénticos, i.e., fi; = fo; = ... = f,;. A la totalidad
de la red en (2.14) se denomina Sistema Multi-Agente (SMA) o grafo dindmico. De
manera compacta el SMA heterogéneo compuesto por sistemas no lineales también puede
ser descrito por sus dinamicas individuales de la forma,
T = fi(@i wi),

(2.15)
Y = hi(ﬂiz‘,uz’),

donde f; : €2; x R — R" es localmente Lipschitz en z; y u;; h: €; x R — R es una funcién
continuamente diferenciable en sus argumentos; z; = (z;1,..., ;) € @ C R* u; € Ry

y; € R denotan al estado, entrada y salida del i—ésimo agente, i = 1,..., v, respectiva-

mente. De la misma forma se dice que es un SMA heterogéneo considerando que f; # f;,
hi # hy, Vi, j.

Sea x;; el valor del nodo j correspondiente al i-ésimo agente V ¢, j fijo. En este caso
particular, todas las interacciones de los nodos x;1, 2, ..., x;, tiene asociado el mismo
grafo G, (i.e. tienen la misma matriz laplaciana asociada). Entonces, se dice que z; =
(Tity -y i) € ; C R™ denota al valor del nodo i € V. Se define GZ = (G, ) como el

estado del SMA (grafo dindmico) con valor z = (2, ... ,:L'g;)T c R

Definicién 12. Sea x; el valor del nodo i € V. Se dice que los nodos i y j estdn en acuerdo
si y solo si x; = xj. De la misma manera, ellos estdn en desacuerdo si y solo si x; # ;.
Entonces, los nodos en la red de sistemas multi-agente llegan al consenso si y solo si todos

los nodos estdn de acuerdo, equivalentemente, x; = x; para todo i,j5 € V, i # j [85].

Considere el problema de consenso siguiendo al lider con las interacciones modeladas

entre N 4 1 nodos mediante un arbol de cobertura dirigido Gy.1 con el nodo N + 1 como
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Figura 2.3: Variedad de sincronizacién de cada seguidor en el problema de consenso si-
guiendo al lider

raiz grafo. Considere al nodo N 41 como el lider y denote a los seguidores como los nodos
¢ =1,...,N. Note que el consenso siguiendo al lider para los sistemas multi-agente se
alcanza cuando todos los nodos estan de acuerdo con el lider. Sin embargo, de acuerdo
a lo discutido en el capitulo anterior, la definiciéon de la variedad de sincronizaciéon no es
tan simple en el caso de SMA heterogéneos. En este caso recurrimos a una defincién mas

general sobre el consenso siguiendo al lider [20-22].

Definicién 13. El consenso siguiendo al lider se alcanza para todos los agentes
] st existe una familia de elementos primitivos diferenciales tales que generen las
transformaciones Hy(-) £ ( ;;H 0 ¢u,)(+), He: Qe xUp — Qni1; una familia de variedades
algebraicas de sincronizacion My = {(xny1,ze) | Tn1 = He(x)}, los conjuntos compactos
By tales que My C By C Q0 x Qni1 = Dy y los protocolos dindmicos de consenso U, € U,
que hacen a cada una de estas variedades los atractores estables del —ésimo sequidor, tal

que, h'mt_mo ||[L’N+1 — Hg(l’g)”g —0 V(I’N+1(t0>,$g(t0)) - Bg, V é = 1, ,N

Observacion 6. La variedad My se dice algebraica en el sentido que las transformaciones
Hy(-) estdn compuestas por funciones racionales que dependen del estado y la entrada de
los sistemas lider y sequidor, especificamente las funciones racionales son polinomios dife-
renciales en el estado del -ésimo sistema con coeficientes en R (u,). La variedad algebraica

de sincronizacion para los agentes (2.14)) estd dada por el siguiente conjunto:
M = {(IN-H X 1N,[L'g)|[L'N+1 = Hl(l‘l) =...= HN([L‘N)},

T
dondelN:<1 1) ERN, Hy: Qx Uy — Qp y Hy = byl 0By, 1< 0 < N. Se dice
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que el consenso siguiendo al lider se alcanza si M es un atractor estable.

Observaciéon 7. En una red de agentes dindmicos idénticos la variedad de sincronizacion

esta dada por la igualdad de los estados, 1i.e.,

M = {(:L’N_H X 1N,$4)|$N+1 =Ty =...= l’N} .



Capitulo 3

MSG como un problema de consenso

siguiendo al lider

“El tipo de sincronia que es impresionante, es
aquel que es persistente. Cuando dos cosas
stguen sucediendo simultdneamente por un

extenso periodo de tiempo, dicha sincronia no

es un accidente.”
— Steven H. Strogatz [125].

Desde un enfoque algebraico-diferencial y bajo la premisa de que el elemento primitivo
diferencial permite caracterizar completamente la variedad algebraica de sincronizacién,
la MSG se interpreta como un problema de consenso siguiendo al lider de sistemas multi-
agentes. En este contexto, entendemos por sistema multi-agente (SMA) a la red de sistemas
cadticos de naturaleza distinta, de la misma dimensién, interconectados mediante un arbol
dirigido de cobertura fijo con un tnico lider como raiz. Cada nodo en el grafo representa la
dindmica asociada a cada sistema en la red (véase Figura. Es claro que la configuracion
maestro-esclavo es natural en la MSG, entonces es razonable que no existan conexiones
entre los seguidores del SMA porque el acoplamiento es unidireccional y la informacién en
la red se transmite de maestro a esclavo inicamente.

Mediante una transformacion obtenida de la adecuada eleccion del elemento primitivo
diferencial, el SMA puede llevarse a una forma canoénica de observabilidad generalizada
multi-salida (FCOGM). Esto permite el diseno de protocolos dindmicos de consenso tales

que para todas las trayectorias distintas de los sistemas de los seguidores sea posible

13
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QA | TN+ = fys1(zng1)

(RIS
Ze = fo(we, ue) \}pg().)

(I)J_V{H(}\ EN+1=Azny t Bgn+1(ZN+1)
e () 4 = Az + Bgi(2,U)  FCOGM

Up . €, = Z€,

MSG He = @y, 0 @ l

|zny1 — He(ze)|| =0

Figura 3.1: MSG como un problema de consenso siguiendo al lider con ¢ = 1,..., N.
Mediante el uso de herramientas del algebra diferencial es posible llevar al SMA a su
FCOGM, el cambio de coordenadas permite disenar una ley de control dindmica (protocolo
de consenso) que forza a los sistemas a comportarse de la misma manera, es decir, el error
de sincronizacion en coordenadas transformadas e, es lineal y asintéticamente estable.
Finalmente a partir de las transformaciones ®n41(-) v ®y(+) generadas mediante la salida
de los sistemas (elementos primitivos diferenciales) es posible construir una variedad de
sincronizacién estable para toda la red a partir de las transformaciones H,(-) para cada
sistema seguidor. De tal manera que el consenso siguiendo al lider se alcanza debido a que
las trayectorias son atraidas por esta variedad.

acercarse a la variedad algebraica de sincronizacién. En este caso, decimos que todos los
agentes del SMA llegan al consenso, esto es, todos los nodos en la red se aproximan a la
trayectoria del lider cuando t — co. Entonces si la variedad de sincronizacién es atractiva,
implica que se alcanza el consenso siguiendo al lider, y por lo tanto el lider como los sus

seguidores se encuentran en un estado de MSG (véase la Figura [3.1)).

La organizacién de este capitulo se presenta de la siguiente manera: En la seccién [3.1]se
presenta una condicién necesaria y suficiente para transformar el SMA asu FCOGM,;
en la seccién [3.2] se presentan los resultados principales de la metodologia de MSG, el
disenno de un protocolo dinamico de consenso y el estudio de estabilidad de la variedad
de sincronizacién; en la seccién se extiende este resultado al introducir interacciones
arbitrarias entre los seguidores; en la seccion |3.4] se muestra un ejemplo numérico de una
red de sistemas cadticos con un lider (sistema de Colpitts) y dos seguidores (sistemas de
Résler y Chua).



15

3.1. Observabilidad algebraica y formas candénicas de

observabilidad generalizadas para el SMA

Sea K un campo diferencial base. Si los coeficientes de cualquier ecuacién diferencial
algebraica son constantes, sin pérdida de generalidad tomemos K = R. Considere una
dindmica de la forma D/K (y;,w;), de acuerdo a la Defincién [9] todo elemento de D
satisface una ecuacion diferencial algebraica con coeficientes que son funciones racionales
sobre K. Esto significa que el estado generalizado [71] que modela al SMA debe

satisfacer la siguiente condicion de observabilidad algebraica en la siguiente manera:

Definicién 14. El conjunto de variables x;; € D/K (y;,u;) del sistema (2.14)) satisface
la condicién de observabilidad algebraica (OA) si x;; es una funcién de las primeras 71,
ro € N derivadas secuenciales de la salida y; y la entrada u;, respectivamente, 1.e.,

ng = ¢Zj (yuywyla cee 7yi(rl)7ui7uia U’lv ce au§r2)> )

donde ¢;; ROHD 5 RU2+D 5 R son polinomios algebraicos diferenciales sobre K (ui, ys).

Ahora, del Teorema del elemento primitivo diferencial |71] existe una familia de ele-

mentos 7 = (y1,...,yn+1) € RV*! para (2.14), y un minimo entero n > 0 tal que g™

i
es analiticamente dependiente de y;, gji(l),..., gji(n*l) (esta familia de elementos existe por-
que la extensién D/K (y;,u;) es diferencialmente algebraica, bajo estas condiciones esto

es inmediato del Teorema [1)):

7 i ) Y

H; (g§”),gj§”‘1), ey Uiy U, u(l), . u™ Y u(n)> =0. (3.1)

Entonces la familia de sistemas (3.1)) se puede resolver localmente como sigue

gZ(”) =G (gf”fl), ...,gji,ui,ugl), ...,uz(»nfl)) —|—u§”).

(k1)

Y definiendo z;; =y, /, 1 <k < n, se obtiene una forma local que puede verse como un

forma candnica de observabilidad generalizada multi-salida (FCOGM):
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Zi1 = Zi,
Zio = Z3,
Zin—l = Zn, (32)
Zm = —gi(zil,...,zm,ui,ugl),...,ul(-nfl)) +U£n),
Yi = Zi,

con Gi(-) = (91(:),g2()s- o gn1 ()T € R wy = (ug,wg,...,u)t € R 2z =
200y 2e1) sy Zin = (Zons - -+ Zem) " € . Ahora, estamos en posicién de enunciar e
( ) ) )T7 b ( ) b )T ]RT+1 A'h ) t p ici6 d i 1

siguiente resultado:

Lema 2. El SMA (2.14) que satisface la condicion OA es transformable a una FCOGM

st y solo si es una familia PV.

Prueba 2. (Suficiencia) Sea el conjunto {&;,52-(1),...,51.("_1)} una base de trascendencia

diferencial con fi(kfl) = ygkfl), 1<i<N+1,1<k<n,yn >0 el minimo entero tal
que yi(”) es dependiente de yi,yi(l), ...,yi(n_l),ui, .... Redefiniendo &, = §§k_1), 1 < k <n,
obtenemos:
fij = &y, 1<j<n—1,
éin - _gi(gila ceey 52’717 Usg, U@(l)a ceey uz(n_l)) + uz(n)a
vi = &
(Necesidad) Es inmediata. O

El siguiente corolario indica la forma de elegir el elemento primitivo diferencial y la

forma del mapeo que transforma los estados de los sistemas ([2.15) a los estados en su
FCOG.

Corolario 1. Considere que el sistema (2.15)) es Picard-Vessiot y cuyos estados son alge-

braicamente observables para cada i fijo y elijase el elemento primitivo diferencial como:

Yi = ZOéjl‘ij + Zﬂkuik, aj, B € k(ui) (3.3)
j=1 k=1
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donde u; = (U1, ..., Wi )" . Entonces el sistema (2.15)) se puede transformar a su FCOG:

n; = Apni + By, (9:(n:, Ui) + 1)

. (3.4)
Ui - A’yUz + Bwai
con n; = Dy, (x;) = (vi, Ui, ...,yfn_l))T € R™ como una transformacion no lineal depen-
diente de la ley de control w; y sus derivadas; con U; = (u;, 1, ...,ug%l))T eRY, u; €R

es la ley de control dinamica obtenida como una cadena de integradores de la entrada u;

mediante el elemento primitivo diferencial y sus n — 1 derivadas respecto al tiempo. [

Lema 3 (Funcién inversa global [147]). Sea ®(xq) € C* un mapeo de Qo a R™. Entonces

O~ existe y ademds ®~ € C* si y solo si:
» ¢l jacobiano de ® es no singular en Qq, i.e., det [8/89{:0} ® #£0, Vryg € R y,

= [a norma del mapeo ® es radialmente no acotada, i.e.,

lfm | ()| = oo.
llzol|—o0

para cualquier norma. O

Note que la segunda condicién del Lema 3] implica que el resultado sea global (cf.
[48,[114]).

Observacion 8. Suponga que las condiciones del Corolario |1 se cumplen y tome el ele-
mento primitivo diferencial como y; = x;; + w;;. El sistema (2.15)) es algebraicamente
observable si y solo si @;} existe. Lo anterior es un consecuencia directa de la propiedad

de observabilidad algebraica [71]. Ademds note que si u;; = 0, por el Lema@ RS C*.

Observacion 9. En el contexto de SMA, la condicion de heterogeneidad de los sistemas
no lineales implica que el campo vectorial asociado a cada sistema es distinto, i.e.,
filwi,w;) # fi(z;,u;). Como una consecuencia directa de esto, g;(n;,U;) # g;(n;,U;) en
los sistemas de la forma , Vi # j. Esto describe la configuracion general sobre los
sistemas involucrados en la redes heterogéneas, ademds de las restricciones dadas por el
Lema [2.

3.1.1. Comportamiento interno, linearizacién exacta y formas

canonicas

En este apartado se dan algunas nociones introductorias del comportamiento interno de

los sistemas en consideracién, y cémo estas se encuentran ligadas con su FCOG. Primero,
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suponga que el sistema (2.15) se puede transformar en su FCOG (3.4). Del Corolario[l] si
el elemento primitivo diferencial se restringe a y;(t) = 0, luego 7;(t) = 0. Es inmediato de

(13.4]) que

U; = A,U; + By

Desde luego, la entrada u; toma la siguiente forma

Definicién 15. El comportamiento interno o dindmica cero del sistema (3.4)) (respectiva-
mente del sistema ([2.15)) ) consiste en la ecuacion dindmica

tal que el elemento primitivo diferencial se restringe a y;(t) = 0 durante el mdzximo inter-

valo de existencia de la solucion n; y el controlador dindmico U;.

Por otra parte, es inmediato del Corolario (1| que la linearizacion exacta de los sistemas
no lineales puede realizarse mediante una transformacién dependiente del control, esta
ultima es consecuencia de la existencia del elemento primitivo diferencial. Sin embargo,

este no sera el caso como se verd en las siguientes secciones.

Ejemplo 3.1.1. Considere el sistema de Rdssler como un agente que pertenece al SMA.

Cuya dindmica es la siguiente

T11 = —(x12 + 213),
T2 = T11 + A1T12, (3.6)
T3 = by + z13(211 — 1),

Y1 = T2 + Uy.

donde 1(0) = (1 2 —5)T, a; = by = 0.2, ¢; = 5. Tomando la salida y, como su elemento

primitivo diferencial se obtiene la siguiente transformacion

M1 T12 + U
Dy (z1) = | M2 | = T11 + 1712 + Ui )

2
M3 a1x11 + (a7 — 1)z12 — 213 + U3
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Y Su tmagen inversa correspondiente:

T11 —ay1(m1 — i) + 2 — U2
@;f(m) = T2 | = i1 — Un )
T3 —(z11 — u11) + a1 (ma — uz) — (M3 — u3)

La FCOG para el sistema de Rossler estd dada por (3.4]), tomando v =n y

91(771,U1) =—b — 01(7711 - U11) + (a1C1 - 1)(7712 - U12)
+ (a1 — 1) (ms — ws) — a1 (m — ua1)?
—ai(ma — Ulz)2 + (af + 1) (1 — u11) (2 — wi2)
— ay(m1 — ui1) (s — wiz) + (M2 — wi2) (M3 — w13)

En este caso la dinamica cero (3.5)) se obtiene al restringir la salida y; = 19 +u11 = 0 tal

que U1 = —T12, 1.€.,

Uy = AUy — Bg1(0,Uy)

91(07 Ul) = C1U11 — (a101 - 1)”12 - (Cl1 - Cl)U13

) ) ) (3.7)
— ajui; — aquiy + (af + Dujugs
— ajupugz + Uiptyz — by
Cabe mencionar que tomando otro elemento primitivo diferencial como w1, = —x19 permite

obtener el comportamiento interno (3.7) como otra FCOG para el sistema (3.6) cuando
Yy = 0.

Observacion 10. De acuerdo a la ultima definicion para el tipo de FCOGs en el Co-
rolario |1}, la dindmica cero de los sistemas no se encuentra relacionada con el problema
de sincronizacion comparado con el caso reportado en [89] ya que se pretende forzar a
los sistemas desde su FCOG. También note que la dindmica zero se toma en el sentido
usual (48] cuando el sistema no contiene entrada externa, i.e., u; = 0 (cf. con la Obser-
vacion 9.3 en [71]). En lo que resta del trabajo, suponga que la dindmica cero es estable,
tanto en el sentido usual como en este, para todos los agentes en la red y que existe una
propiedad para el controlador dinamico que permite que las senales de este wltimo sean

acotadas (propiedad de entrada-estado convergente, véase Apéndice .
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3.1.2. Multi-sincronizacion generalizada y consenso

Problema 1. Dados N + 1 sistemas no idénticos descritos por y transformables a
, con una topologia fija Gnyq como un drbol dirigido de cobertura con el N +1—ésimo
sistema como raiz. Suponiendo que la informacion completa del estado de los sistemas estd
disponible, encuentre un protocolo dindmico de consenso tal que la variedad algebraica de

sincronizacion

M = {(znp1 @ Iy, z0)|ong1 = Hi(x) = ... = Hy(zn)},

es estable, i.e., el consenso siguiendo al lider se alcanza (véase la Definicion .

El siguiente resultado senala la relacion entre el consenso siguiendo al lider y la sin-
cronizacion generalizada. La hipdtesis clave en este resultado radica en la propiedad de
observabilidad algebraica del lider.

Lema 4. Suponga que se cumplen las condiciones del Lema |1, ademds sea @;}3{

41 una
funcion continuamente diferenciable (y uniformemente acotada). Si existe un protocolo
dindmico de consenso U, tal que el estado ny converge asintoticamente al estado ny1,

Vl=1,...,N, entonces se alcanza el consenso siguiendo a lider.
Prueba 3. De acuerdo a la Deﬁm’cidn tome la diferencia xn1 — Hy(zy),

loe = He(@o)ll = 1oy, (Puyy (@n41)) = Sy (De(0)]l, (3.8)
1P, (e) = @y, (o), (3.9)

-1

suponiendo que q)UN+1

es una funcion continuamente diferenciable (y uniformemente aco-

tada), entonces existe un constante de Lipschitz L > 0 tal que ||®, % (1)) =@, ¢  (nv)| <

Llne — nvl]-
Por otra parte, debido a que se cumple el acuerdo en coordenadas transformadas, i.e.,

m841—=n¢|| = 0 comot — oo. Dado € > 0, existe un tiempo T > 0 tal que ||n;—ny1]| < §
siempre que t > T, ¥Vl =1,..., N. Entonces,

[He(xe) — xniall < Lllne — nyvsall <e (3.10)

siempre que t > T, ¥l =1,..., N como se deseabﬂ. O

1Sin pérdida de generalidad podemos tomar que T es independiente de ¢, dado que este tltimo toma
un nimero finito de valores
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3.2. Condiciones para lograr el consenso siguiendo al
lider del SMA en MSG

Sea Gni1 = (Vni1,Ent1, Ani1) un grafo dirigido asociado a los N + 1 sistemas en la
red (2.14) en la configuracién de consenso siguiendo al lider. El lider y sus seguidores se
denotan por los nodos N + 1y ¢ para 1 < ¢ < N tal como se muestra en la Figura |3.2]

Figura 3.2: Arbol dirigido de cobertura con un nodo como raiz Gn11 = (Vni1, Ens1, Anit)-
No existen interacciones entre los seguidores.

La interaccién de los N + 1 agentes en el SMA tienen asignado un grafo dirigido fijo,
i.e. cada componente del vector de estado x; en estd asociado con el mismo grafo
dirigido dindmico Gy1 (véase Figura [L.7). Es claro, que la interaccién entre los nodos
no es fuertemente conexa (i.e. no existe una secuencia de aristas en el grafo de un nodo
a cualquier otro nodo) y ademds es invariante en el tiempo. Asi, la informacién que se
transmite entre los N + 1 agentes no se interrumpe en ningin momento. Es inmediato
que, de la Figura [3.2] la matriz de adyacencia y la matriz laplaciana asociadas con Gyq

estan dadas por:

0 1
A — . N (‘;V c R(N+1)><(N+1) (311)
IxXN
y
Iy -1
I = . N ON c R(N+1)><(N+1)’ (312)
1xN

respectivamente.
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3.2.1. Resultado 1

Hasta ahora es claro que, de acuerdo al Lema [2, podemos llevar al SMA a su
correspondiente FCOGM a través de transformaciones ®,,, obtenidas a partir del elemento
primitivo diferencial y sus derivadas. Esta parte del proceso de MSG desde un punto de
vista algebraico diferencial se muestra en la Figura [1.8] El siguiente resultado es clave
para lograr la MSG en la red SMA, en él se disena el protocolo dinamico que impone una

dindmica similar a la del lider en cada seguidor.

Teorema 3. Considere N + 1 sistemas en el SMA con un grafo dirigido asocia-
do G, suponiendo que el SMA puede llevarse a una FCOGM, definase z; := ®;(z;) =
(zi1, 2i2, ...,zm)T e R™ como las trayectorias del lider y los N sequidores en coordenadas
transformadas, respectivamente, con z;; = y,fj*l) paral <1 < N+1yl < j <n. Eligiendo

el protocolo dindmico para el el £-ésimo sequidor como:

uén) = —gnt1 (2n41) + 90 (20, Up) — agq Z keg (2N11,4 = 204) (3.13)
q=1

donde ki; ganancias positivas y a;; son los elementos de la matriz de adyacencia (3.11)).

Entonces, el problema del consenso siguiendo al lider se resuelve si
Jim [z — 2] = 0 .14
lo que nos lleva a

Jim || Hofae) = x| =0, (3.15)

para todo 1 < ¢ < N, con y; como la familia de elementos primitivos diferenciales para
los N + 1 agentes dindmicos en el SMA.

Prueba 4. Sin pérdida de generalidad elijamos uy1 = 0 € R y considérense los elementos
primitivos diferenciales para i € V' como las salidas disponibles de los sistemas en el SMA
(12.14) :

Yi = Z Qx5 + Zﬂikuik = zi1, oy, Bk € R{uy) . (3.16)
j k



23

Del Lema[d y de (3.16]) obtenemos lo siguiente:

Zin = _gz (zil,...,zm,ui,ugl),...,ugn_l)> —f—UEn) (317)

Donde podemos disenar senales de control como una cadena de integradores, i.e u;; = u;,
. —1 . .
Uiy = Ui, -, Ui = "V, usando (13.13)) el sistema (3.17) puede escribirse en lazo cerrado

%

como:

On+1 Inia - Onpr O(N+1)x1
a— z+ 5
On+1 On+1 e Ini O(N+1)x1
—Ki\ Ly —KoLyyr -+ —KaLnp —gn+1 - 1IN
donde z = (211, -+, Ziny - -+ s EN4115 - - - s 2N+10) L € ROFUN gt = gni1(2h44), con la

matriz laplaciana L definida en (3.12), y

00 ... 0 0
0 ky ... 0 0

Ki=|: + -~ | e RUFDXUHD, (3.18)
0 0 ... ken; O
0 0 ... 0 Ky

para 1 < j < n. Utilizando la matriz laplaciana Ly, se puede reescribir este sistema

como
0
Onvit Ingr -+ Onpr On+1)x1 K,
. . . . ezé,l
i = z+ ' - : :
Ont1 Ongr -0 Ing O(N-+1)x1 0
Ony1 Ongr -+ Onga —gn+41 - Inga K,
ezﬁ,n
donde e, = zy ® 1,x1 — 2 representa al error de sincronizacion, e, ; = (ezlj, e eZNj)T €

RY. Note que si el ultimo vector que involucra al error de sincronizacion converge a cero
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como t — oo entonces el problema queda resuelto. Con este proposito, defina la dindmica

del error de sincronizacion que se representa por el siguiente sistema aumentado,

€z = €zypyy 1<j<n—1, 1<LZN,

o = —ON+1 (EN411s s 2N410) - AN+ Ge(201, -0 2o, Uo 1, Ue2, <oy Up) — g,

agk = Ulk+1, 1 < k <n-— 1, (319)
Upn = —gN+1 (BN4115oo0r 2N41m) * LN+ Ge(201, ooy Zony Wer, Uy vy Upn) + Me,

con Li(-) = (L1 (-),.. ., Ly ()T € R, s = (€apysevvsCorpyevvsCoyyeesa)l € R

M= (M,..., M,) € RN<Nn,
De (3.19) finalmente llegamos a

é. = Ze., (3.20)
con
Oy I Oy ... Oy Oy
Oy Ox Iy ... Oy Oy
== € RNmxNn, (3.21)
Oy Oy Oy ... Iy Oy
ON ON ON ON ]N
~M, —My —Ms ... —M,, —M,

y matrices de ganancias de control M; dadas por:

ky 0 ... 0 0
0 Fky 0 0
My=1: + . : o | e RV, (3.22)
0 0 kvoy; O
0 0 ... 0 kyj

donde ky; son constantes positivas que se eligen de manera que la matriz = € RN™N" geq
Hurwitz estable. El resultado sigue del Lema[]]. 0

Teorema 4. Considere el protocolo dindmico dado en la ecuacion (3.13). Sea T™ el tiem-
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po en el que las trayectorias en coordenadas transformadas se sincronizan. Entonces la
variedad algebraica de sincronizacion para el SMA (2.14):

M = {(.TNJrl (%9 1N,Q?g>’$N+1 = H1($1) =...= HN(Q?N)}, Vit > T

es EEGU, donde Hy : Qy X Uy — Qniq con Hy = <I>J_\,1+1 o®,, paral < ¢ < N, donde <I>]_V1+1
es una funcion diferencialemente continua con Qny1, 2y como los espacios del lider y los

sequidores, respectivamente.

T T
Prueba 5. Suponga que 2y 1Q@1y, 20 = (Zgl s Zm) € RV 1y = <1 e 1) €
RN*L Y defina la variedad algebraica de sincronizacion en coordenadas transformadas co-

mo sigue:
M. = {(en11 @1, 20) | v @ 1y = 20}

Primero, invocando el Lema[7, la siguiente relacidn se mantiene:
lon1 © Ly — 2ol = V2 || (251 @ 1y, 20) [laa. - (3.23)

Ahora, dado que Z es una matriz Hurwitz estable, la ecuacion dindmica del error
tiene una unica solucion en el intervalo [0,t1], donde t; puede tomarse arbitrariamente
grande (e.g. t; = T*), esto implica que el sistema detectable en tiempo ﬁmt(ﬂ por
(2511 ® 1N, 20)|l oy, (de hecho, la solucion e, no tiene un tiempo de escape finito, no
existe t en el intervalo [0, T*] tal que |le,|| — o0). Ademds, el error de sincronizacion

e, = zny1 @ Ly — 2z es asintoticamente estable, entonces es posible encontrar P > 0 y
Q@ > 0 tal que
P=+E"P=-Q,

se satisface. Proponiendo una funcién candidata de LyapunovV = el Pe, y de la desigual-
dad de Rayleigh-Ritz y la desigualdad en (3.23)), V' satisface las siguientes desigualdades:

22 min(P) || (231 @ 1y, 20) 3. £V < 2000 (P) [|(2v41 ® 1w, 20) [ 3. - (3.24)

Obteniendo la derivada de V' sobre las trayectorias del error de sincronizacion (3.20)

obtenemos que

vV o= el (PE + ETP) e. = —elQe,
_)\mm<Q> Hez”27

IN

2véase Apéndice |A| para mayor los conceptos de estabilidad de conjuntos.



26 3. MSG como un problema de consenso siguiendo al lider

en CONSecUencia

De las desigualdades en (3.24) y (3.25)), y del Teorema[8 Entonces M, es EEGU. No es
dificil verificar de (3.24]) y (3.25) que la siguiente relacion se cumple

V(zn41(t) @ 1y, 2e(t)) < =BV (zn41(t) ® I, 2(1)), (3.26)
donde 8 = j\\mL((QP)) Utilizando el Lema de comparacion [51|], la solucion de la desigualdad

diferencial se encuentra acotada, a saber
V(znpa(t) @ 1n, 20(t)) < e PV (2n41(t) @ 1y, 2(1)). (3.27)
De las desigualdades Y podemos obtener el siguiente estimado:
lGen1 () @ Lo, 2e(E) g, < e [[(2n41(0) @ Ly, 26(0)) o, (3.28)
Amaz (P)
Amin(P)

Por otra parte, observe que para t > T*, zny11(T*) @ 1n = z(T™), fijando €, 1 <L < N y

de la continuidad de las funciones ®;(-), 1 <i < N+ 1 y sus inversas (véase Observacion

8

con o =

On1(zn i1 (T7)) = 2va(T7) = 2(T7) = Po(e(T7))

entonces

DLy 0 @u(me(T7)) = Pyl (2(TF)),
= Oyl (ana(T)),
= (I)J_\11+1O<I>N+1($N+1(T*))>

= 5UN+1<T*)-
Por lo tanto,
Hy(zo(t)) = x4y (2e(t) = Oty (v (b)) = oy (t), Ve > T7,

esto inmediatamente implica que las trayectorias llegan a M para todo t > T*. Y por

ultimo, del Lema (13.28) v de la Observacién se obtiene el estimado exponencial de



27

M para todo t > T*. O

Observacion 11. Es claro que desde esta perspectiva, evitamos lidiar con un enfoque
varacional donde sea necesario calcular los exponentes condicionales de Lyapunov. En
cambio, en nuestra metodologia, este andlisis equivale a la obtencion de los valores pro-
pios de la matriz =. Sin embargo esto estd de mds bajo el supuesto que = es una matriz
Hurwitz estable. Una desventaja de la metodologia propuesta es, para SMA de alto orden,

necesitamos calcular los valores propios de = lo cual es una tarea muy complicada.

En la siguiente seccion podemos mejorar la forma de atacar este problema al permitir
que exista sola una ganancia de acoplamiento. Como consecuencia, determinar que la
matriz = sea Hurwitz se convierte en una tarea simple al utilizar las propiedades del grafo

en cuestion.

3.3. Un problema mas general de consenso siguiendo

al lider en redes heterogéneas

En esta seccion se estudia un problema mas general de sistemas multi-agentes para
lograr el consenso siguiendo al lider. En este caso se permite cualquier tipo de interaccién
entre los seguidores. La manera de describir este problema procede de la misma manera
que en la seccién anterior, encontrar la variedad de sincronizacion y verificar su estabilidad.
El resultado principal en esta seccion consiste en el estudio detallado de la red completa
en lazo cerrado, donde se revela que el sistema completo en lazo cerrado (dindmica de los
sistemas acoplados y las leyes de control dindmicas) se puede interpretar como un sistema
entrada-estado convergentd|

Considere el SMA heterogéneo compuesto por sistemas en . De la misma manera
como en la secciéon anterior, considere como restriccién adicional que los sistemas
pueden ser reescritos en su FCOG de acuerdo al Corolario [I}

Suponga que se satisfacen las condiciones del Lema [I} Ademés, considere al grafo de
arbol de cobertura Gy en la Figura[3.3] este modela las interacciones entre los sistemas
y (84), con los nodos N +1y ¢ = 1,...,N representan al lider y a los sistemas
seguidores, respectivamente (cf. consenso por modelo de referencia para sistemas lineales
[107]). Ahora, considerando que todos los sistemas alcanzan el consenso siguiendo

al lider en el sentido de la Definicién 13l

3véase Apéndice |A| para mayor detalle y resultados preliminares sobre sistemas convergentes con en-
tradas.
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ITN+1

Figura 3.3: Grafo de comunicaciéon de un &rbol dirigido de cobertura Gy.3 =
(Vn+1,En+1, Ans1) en el problema general de consenso siguiendo al lider. Existe una
interaccién arbitraria entre seguidores.

De acuerdo con la Definicién [I3] la variedad algebraica de sincronizacién para toda la

red puede reescribirse de la siguiente manera (cf. Observacién @

M:C - {(1N ®J/’N+1,J_Ig) | H1<J]1) = ... = HN((L’N) = JIN_H}, (329)

donde 7, = (21, ..., 2%)T € RN™,

Observacion 12. Este tipo de problema de consenso se asemeja a aquellos de dindmi-
cas lineales idénticas como en [116] con un controlador dindmico sin observadores. Que
en nuestro caso es para sistemas estrictamente no lineales y diferentes con una variedad
de sincronizacion no trivial. Note que en [116] no existe un lider explicito, sin embar-
go todos los sistemas deben sincronizarse con un sistema en lazo abierto (i.e. exosis-
tema [145]) de la forma ini1 = f(t,2n41,0) = Axni1, donde los valores propios de
la matriz A se encuentran en el semi-plano cerrado izquierdo del plano complejo. De
esta manera, la variedad de sincronizacion es exponencialmente estable y trivial M =
{(z1,29,...;xN) | x1 = 23 = ... = xn41}. En nuestro caso, la convergencia exponencial se
pierde a cambio de permitir que los sistemas sean no lineales y estrictamente diferentes.
Otra metodologia similar se da en términos de un regulador no lineal de salida [49], en
donde los sistemas controlados siguen la salida de los exosistemas sincronizados (oscilado-
res no lineales como referencia local), donde solo los exosistemas se encuentran acoplados.
Cabe resaltar que en nuestro trabajo, el estado completo de los sequidores siguen a las
trayectorias del lider en una variedad de sincronizacion estable muy general, y también los

sistemas acoplados pueden considerarse como sistemas caoticos.

En lo siguiente se estudia la estabilidad de la variedad de sincronizaciéon. El objetivo
es imponer la dindmica del lider en todos los seguidores en la red de tal manera que M,

sea un atractor estable, sin pérdida de generalidad suponga que ux;1 = 0 y que todos los
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seguidores (3.4) se encuentran acoplados por

N
e = —ge(ne, Ur) + gny1 (v 1) + €13 (v 1 — 1me) — CZ agiy, (e — ;). (3-30)

J=1

donde c es la fuerza de acoplamiento y ay ; son las entradas de la matriz de adyacencia

Av 1
-AN+1 = ( N N) .
01><N 0

Definase la matriz

luego el sistema en lazo cerrado es el siguiente

1= Fi(n, gn+1(nv+1)) — (L © E)n,
U= (Iy®A) U — c(Lyxni1 @ B0y
B,g1(mi, Ur) (3.31)
+1n @ Brgns1(nt1) —
B,gn(nn.Un)

conn = (nf, ..., ng )" € RV By (n, gna (v41)) = (In1 @A)+ 1n 1@ Brgn 1 (v 1),
Lni1= (if:}j:), Lyxni1 = (Ly+ Iy —1y), donde la matriz de adyacencia Ay y la ma-
triz laplaciana Ly estédn asociadas con el grafo Gy = (Vy, En, An) que modela las interac-
ciones entre los seguidores tinicamente. Ahora, deffnase el vector 7, = (nf, ..., n%)T € RV»
y el error de sincronizacién e 21y QNNi1—17 = (e, .-, eN)T € RV, tomando la derivada

respecto al tiempo de e, para 1 < ¢ < N obtenemos:

N+1

ég = Aneg +c Z CLZ‘jEO]g - ’I]j) (332)

j=1
utilizando (3.31)), (3.32)) y después de algunas manipulaciones algebraicas:

e = ze,

| (3.33)
U= F2 <t7u767ﬁ€)7
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donde
== (IN®(AH—CE)—C£N®E)

E(tUem)=In@A)U+c((Ly + In) ® B1)) e
Bygi(m, Uh)
+ 1y ® Brgn+1(n+1) —
Brgn(nn, Un)

Observacion 13. De , note que subsistema de e se encuentra desacoplado del sub-
sistema U. También podemos ver de las propiedades del grafo Gni1, que ser un drbol de
cobertura dirigido con el N + 1-ésimo sistema como raiz es una condicion suficiente pa-
ra que la matriz Z sea estable. Primero, note de la Proposicion (1| que todos los valores
propios de la matriz M = Ly + I tienen estrictamente parte real positiva. Después de
algunas manipulaciones algebraicas, es claro que = = (Iy ® A, —cM ® E). Mediante el
Teorema de la forma de Schur (véase el Teorema 2.3.1 en [44]), existe una matriz unita-
ria P e RN*N tq] que la matriz T = P*MP es una matriz triangular superior con sus
entradas en la diagonal Ty; = M\(M), eligiendo el cambio de variable ¢ = (P ® I,,) ‘e y

tomando su derivada respecto al tiempo obtenemos queﬁ

&= (Pol,) T x® A, — cM®E) (PoL)ew
— (Iy @ A, — T ® ) £(#)

(3.34)

con
A (M) * e * *
0 (M) R *
T = 0
0 0 o Ava (M)
0 0 0 An(M)

Finalmente y sin pérdida de generalidad, suponga valores propios realeéﬂ para M, asi la
dindmica de (3.34]) estd desacoplada en el sentido en que la estabilidad del subsistema
e es equivalente a la estabilidad de los subsistemas & = (A, — chi(M)E)¢; para
1 <@ < N. Considere n = 3, luego la matriz = es estable cuando ¢ = max;<,<n¢;,

¢ > 1/ N (M).

4para cualquier matriz A, B, C, D de dimensiones apropiadas y cualquier constante k: (A® B)(C® D) =
AC®BD,(A®B) ' =A"1'9B'yk(A®B) = (kA) ® B= A® (kB).

Slos valores propios de la matriz M pueden ser complejos, sin embargo se puede dar una conclusién
similar bajo las condiciones de estabilidad de polinomios con coeficientes complejos [150].
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Observacion 14. La idea de la descomposicion modal la dindmica del error de sincro-
nizacion no es nueva, de hecho es la base para encontrar las minimas condiciones ne-
cesarias que se conocen con el nombre del método de la Funcion Maestra de Estabilidad
(FME) [10,|92,121], sin embargo, para aplicar directamente el método de la FME se nece-
sita que los sistemas sean (casi-)idénticos [126] y que se sepa de antemano la variedad de
sincronizacion estable para los sistemas acoplados [90]. La metodologia anterior puede apli-
carse a los subsistemas acoplados 1 en pero preferimos dar condiciones suficientes

para analizar la estabilidad de una variedad de sincronizacion general.

3.3.1. Resultado 2

Ahora estamos en posicién para establecer el resultado principal de esta seccion, esta

es una condicién suficiente para resilver el Problema [I}

Teorema 5. Considere que una red de N + 1 sistemas heterogéneos (2.15)), como los
nodos de un drbol de cobertura dirigido Gy.1 con el nodo N + 1 como raiz, suponga que

los sistemas pueden transformase en una red de sistemas en su FCOG (3.4) acoplados por

(13.30). Si las siguientes condiciones se cumplen

i) elija c tal que = es una matriz Hurwitz, i.e., el subsistema e en (3.33)) es asintotica-

mente estable;

ii) el subsistema U en (3.33) es entrada-estado convergente respecto a n y e. Ademds,
suponga a la entrada de control Ug = (Ur,,Ur,, ..., Ury) € R"", donde Up, =

. . —1 ~
UR,, URy - - - ,u% )> € R™ como la senal en estado permanente.

iii) sea ¢, (-) una funcion es continuamente diferenciable (y uniformemente acotada)

con constante de Lipschitz L > 0.

Entonces, el sistema en lazo cerrado (3.33) es entrada-estado convergente y se alcanza el
consenso siquiendo al lider, i.e., la variedad algebraica de sincronizacion M, en (3.29) es

asintoticamente estable.

Prueba 6. Primero, mostramos que (3.33|) es entrada-estado convergente, luego mostra-
remos que la variedad de sincronizacion es atractiva. Para probar lo primero suponga las
condiciones (i)-(it), luego el primer resultado sigue del Teorema [10} Por otra parte, es
inmediato que el sequndo término del subsistema n en es asintoticamente cero, en-
tonces ng — Mo ast — oo, Y& = 1,..., N. Para lograr esto, suponga que (i) ¢ tal que la

matriz = es Hurwitz.
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Ahora, dado que todos los nodos se comportan asintoticamente de la misma manera (en
coordenadas transformadas), la variedad algebraica de sincronizacion para el lazo cerrado

(13.31)) es
My ={(Ax @ v, 1) | = .. = v = N4} (3.35)

Invocando el Lemal] se cumple la siguiente relacion ||(1y @ny11—00)|l2 = vV2||(1y ®
NN+1:7¢) | m, - Dado que = es una matriz Hurwitz estable, podemos encontrar matrices
P.Q >0 tal que PE+ZTP = —Q. Sea V = €T Pe, utilizando la desiqualdad de Rayleigh-
Ritz, entonces

2)\min(P)||(1N QO NN+1, "75)”3\@ V< 2/\max(P)||(1N @ NN+1, ﬁf)Hg\/lnv
V=e" (PE+E"P)e=—c"Qe < —Auin(Q)|e]3-

No es dificil ver de las desigualdades anteriores y el Lema de comparacion [51|] que

B

1Ly @ ny (), 2e(8)) [l ma, < ™2 [[(y @ nv41(0), 7(0)) l aa, (3.36)

con a = \//\maa:(P)//\min(P) ) 5 = )‘min(Q)/)‘max(P)'

Por otro lado, del Lema note que Ny 11 = Pn1(xni1) Y7o = (Puy (1)7, o0, Py (zn) )T,

-1

suponiendo que (it1) @, 0 |

(+) es una funcion continuamente diferenciable (y uniformemen-

te acotada), existe una constante de Lipschitz L > 0, entonces

Hl(xl) 2 N
Iy ®@xny1 — : = Z ||q);§+1(77N+1) - ‘I);;H(W)Hg
=1
HN(ZL'N) 2
N
< LY v —mell3. (3.37)
=1

FEs inmediato de (3.35)), (3.36) vy la desigualdad anterior que

Hl(ﬂh)
. _ _B _
Iy ®rny — : < ae 2'|(1n @ nv+1(0),7(0)) | m,
Hy(xy)) "2
con @ = aL\/2. Por lo tanto, se alcanza el consenso siguiendo al lider para el problema
de sistemas multi-agentes (2.15)), i.e., Hy(x¢) — xn41 comot — oo, V0 =1,...,N. O

A continuacion se dan algunos comentarios pertinentes sobre las hipotesis del Teorema
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Bl

Observacién 15. Primero, la hipétesis i) sigue del hecho que Gy es un drbol de cober-
tura dirigido con el nodo N +1 como raiz (véase la Observacion . La sequnda hipdtesis
ii) se encuentra comunmente en la literatura de sincronizacion, se puede ver como la con-
dicion de estabilizacion del par (A, B) en osciladores lineales en [116] o en nuestro caso
como parte de un principio de separacion dado en el Teorema[I(} Note que no hay pérdida
de generalidad al suponer esto ya que si cada protocolo de consenso dindmico U, satisface
la propiedad de entrada-estado convergente el subsistema U es entrada estado-convergente
(cf. Teorema@. La tercer hipdtesis iii) sigue de la existencia de un mapeo inverso debido a
la propiedad de observabilidad algebraica, esta funcion relaciona las coordenadas originales

a partir de la coordenadas transformadas (véase Observacion @

Observacion 16. Las hipdtesis del teorema anterior son wdlidas para sistema cadticos
con n = 3 y una sola ganancia de acoplamiento ¢ en la red (véase Observacion ,
sin embargo este resultado se puede extender para dimension n >> 3 permitiendo que la
matriz E contenga ganancias diferentes en sus entradas, e.g., E = (Onx(n—l) | )T,
k= (ki ko, ..., k,) € R™ for n > 3. Con lo anterior, la hipdtesis (i) en el Teorema[3
implica un gran problema computacional para asequrar que la matriz = sea Hurwitz para

valores de n considerablemente grandes, e.g., n >3 (cf. [20] y el Teorema|3).

Observacion 17. La simplicidad de esta metodologia se debe en gran parte al uso de
técnicas del dlgebra diferencial. Estas permiten transformar a los sistemas no lineales
(2.15) en su FCOG (3.4) a partir de sus transformaciones dependientes de la entrada
(elementos primitivos diferenciales), cuyas derivadas naturalmente nos dan los protocolos
dinamicos de consenso. Entre otras detalles, las técnicas basadas en dlgebra diferencial nos
dejan caracterizar la variedad de sincronizacion y obtener condiciones complementarias a

las metodologias basadas en las funciones maestras de estabilidad [92).

3.4. Aplicacién a una red de sistemas caoéticos

Esta metodologia es aplicable a una gran variedad de sistemas caodticos: Lorenz, Ross-
ler, Chua, Colpitts, entre otros [68]. Ademé&s de la posible sincronizacién de modelos de
neuronas, e.g. el modelo de neurona de Hindmarsh-Rose [42].

En esta seccion se presentan dos ejemplos concretos para ilustrar la metodologia pro-
puesta para una red heterogénea compuesta por tres sistemas cadticos con un lider. Estos

ejemplifican el problema mas simple de MSG sin interaccion entre los seguidores y el pro-
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blema mas general de consenso siguiendo el lider para redes de sistemas heterogéneos,

respectivamente.

3.4.1. Ejemplo 1

Considere los tres sistemas cadticos diferentes [67] como los nodos en un grafo dirigido

Gs como se muestra en la Figura [3.4]

Sistema de
Rossler
Sistema de L1
Colpitts
xs3
Z2
Sistema de
Chua

Figura 3.4: Arbol dirigido de cobertura en Ejemplo 1 sin interaccién entre seguidores.

Considere como el nodo N + 1 o lider al sistema de Colpitts:

T31 = —aszexrp(—rs2) + asrss + as,
Ecolpitts = jSQ = b3l’33, (338)
T33 = —C3T31 — C3T32 — d3ss,

donde z3 = (731, T390, xgg)T € R™ con parametros y condiciones iniciales tales que (3.38))
se comporta de manera cadtica como se observa en la Figura |3.5]
Sea y3 = x32 la salida disponible, entonces el sistema ((3.38]) satisface la condicién OA.

Es decir, las siguientes relaciones se cumplen:

T31 @ (—z33 — d3zz2 — b3cazan)
q)gl = | T32 = <31 ) (339)
1
Z33 b—Z32
3

con 231 = Ys, 232 = Y3 Y 233 = Ys-.
Considere el primer seguidor o nodo 1 como el sistema de Rossler descrito por las

siguientes ecuaciones:
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Figura 3.5: Diagrama de fase del atractor cadtico del sistema de Colpitts con pardme-
tros a3 = by = 6.2723, ¢ = 0.0797, d3 = 0.6898 y condiciones iniciales x3(0) =
(06 01 —0.6)"

11 = —(x12 + T13),
ERossler = j:12 = T11 + a1212, (340)
T13 = by + z13(x11 — 1),

donde x; = (211, 12, xlg)T € R™, con parametros y condiciones iniciales tales que el siste-
ma presenta un comportamiento cadtico (véase Figura. Eligiendo y; = x12+u1y
como su salida disponible la condicién de OA se cumple. La funcién ®; que transforma al
sistema de coordenadas originales a su forma canodnica de observabildad generalizada

se obtiene derivando el elemento primitivo diferencial y; tal que:

211 T2 + U1
D= |zpp | = T11 + a1212 + U2 ) (3.41)
2
213 a1x11 + (a7 — 1)z12 — 213 + U3

Con 211 = Y1, 212 = 211 Y 213 = Z12-

Y por ultimo considere al segundo sistema seguidor o nodo 2 como el sistema de Chua:
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20
10
Ju
x
0
-10-
10
20
0 10
0
-10 -10
X12 X1

Figura 3.6: Diagrama de fase del atractor cadtico del sistema de Rossler con parametros
a; = b; = 0.2, ¢ = 5 y condiciones iniciales z1(0) = (1 2 —5)T

To1 = Qg (513'22 — T21 — U$2) )
YChua = { Tog = To1 — T2 + Tas, (3.42)
To3 = —box92,
con .
(2 :m1x21+§(m2—m1) (|ZL’21+1 | - |l’21—1 |), (343)

T . .. .
donde x5 = (791, T2, x23)" € R™, con pardmetros constantes y condiciones iniciales tales
que (3.42)) presenta un comportamiento caético como se aprecia en la Figura Tomando
como salida disponible y, = z93+us9; este sistema cumple la condicién de OA. La funcion @,

que transforma al sistema en coordenadas originales (3.40|) en coordenadas transformadas

es:
221 To3 + Ugy
Dy = | 290 | = —baTog + U ) (3.44)
293 —bo(91 — Tag + Ta3) + Us3

CON 211 = VYo, 299 = Z91 V Zo3 = Zoo. SUpONga que los parametros toman valores constan-
tes positivos y condiciones inciales tales que aseguran un comportamiento cadtico. En el
Cuadro 3.0y el Cuadro [3.2] se condensan las condiciones iniciales y pardmetros utilizados

en la simulacion numérica, respectivamente.
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4l 0.5

Figura 3.7: Diagrama de fase del atractor cadtico del sistema de Chua con parametros
az = 15, by = 25.58, my = —5/7, my = 8/7 y condiciones iniciales z5(0) = (0.6 0.1 0.6)T

Cuadro 3.1: Parametros constantes para la red Gs

) a; bz C; dz my;
1] 02 0.2 5 - =57
2 15 | 2558 | - - 8/7
3 16.2723 | 6.2723 | 0.0797 | 0.6898 -

De acuerdo al Teorema (3, podemos construir el siguiente sistema aumentado,

Cuadro 3.2: Condiciones iniciales para la red Gs

i z;(0)

1] (10 20 —5.0)"
2| (0.6 0.1 0.6)"
3] (06 0.1 —0.6)"
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Ty
Ty
T31
T12
Too
T32
T13
T3

Z33

= —(212 + 113),

= ay (T2 — To1 — Vsy),

= —azerp(—m32) + azrsz + as,

= T+ a1Tig, (3.45)
= T21 — T2 + T3,

= bass,

= b +23(r11 — ),

= —bywy,

= —C3T31 — C3T32 — d3Tss,

y eligiendo los elementos primitivos diferenciales como y3 = w32, y1 = T1o + U1 Y Yo =
Tog + ug1; con el SMA (3.45)), se obtiene la siguiente FCOGM:

Zn
Z91
231
212
Z92
232

213

223

233

o x +

_l_

212,
222,
<32,
213,
293,

233,

(3.46)

—c1(z11 — un1) + (a1cp — 1) (212 — wi2)

(al - 01)(213 - U13) - (—(211 - Un) + a1(212 - U12) - (213 - U13))

(z12 — w12 — a(z11 — un1)) — b+ iz = @1(2ij, uij) + s,
agba(ugy — 221) + ba(ugy — 222) + (ag + 1)(ugs — 223)

A2bav,, + Uog = Pa( 225, Uaj) + Uas,

agbgcgexp(—231) + (—agcg — b303 + dg — d3>2’32

d3zzz — azbscs = 903(233'),
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con

1

Uy, = ma(ug — 291 + E(Um — 299 + Uz — 223)) + 5 (mg —my)

1
X |U21—Z21+E(U22—222+U23—223)+1 |

1
— | ugr — 291 + —(uga — 292 + U9z — 293) — 1|

b

I

no es dificil ver que el controlar dinamico se da de manera natural como una cadena de

integradores de la forma:

U1 U2,
Uy U2,
U1z U13,
U2 U3,
(GF Uy,
W93 Uo.
Es claro que el objetivo es ‘231—211’ — 0, |231—221| — O,..., ‘233—213’ — 0, |233—223| —0

as t — o0o. Para lograr dicho objetivo, definamos el error de sincronizacién en coordenadas

transformadas como

6211 = 231 — 211,

6221 = Z31 — %21,

6212 = 232 — %12,

62’22 = 232 — 222,

€213 = 233 — 213,

6223 = 233 — 223,

cuya dindmica se representa por:
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€ry = €

€1 = €z

ry = €z

€r09 = €aogs (3.47)
s = P3(235) — ¢1(z15,u15) — T,

s = P3(235) — (2, ug;) — s,

es claro que eligiendo @ y @y en como:

Uy =p3 — @1+ Z azkiq(23g — 214),

g=1

Uy =3 — P2+ Z az1kaq(23q — 22¢),

q=1

donde a;; son los elementos de la matriz de adyacencia A en (3.11) y k;; son ganancias

(constantes) positivas. Entonces la dindmica del error de sincronizacion (3.47)) se reescribe

CcOomao:
e, =2Ze, (3.48)
con
0 0 1 0 0 0
O 0 0 1 0 0
- O 0 0 0 10
1o o o 0o o 1 |
—Fky3 0 —ki2 0 —k13 0

y matrices de ganancia
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para j =1,2,3.

Debido al arbol dirigido de cubrimiento Gs, la eleccion de los controladores dinamicos
en (3.48) y la FCOGM (3.46)), el sistema en lazo cerrado estd dado de la forma:

O3x3 Isy3 03x3 O3x1
Z= Osxs O3x3 Isys | 2+ O3x1 ; (3.49)
—M,L —MyL —MsL o - Isx1

donde L es la matriz laplaciana en (3.12) y M; representan matrices de ganancias:

M, = ( ! 0“2) € RS,
0251 K

Es claro que se llega al acuerdo entre los agentes de la red cuando las matrices
de ganancia K; se eligen tal que la matriz = en sea Hurwitz estable. Como caso
particular, proponganse las siguientes matrices de ganancia Ky = 50015y, Ko = 600152
y K3 = 700542, en la Figura muestra que todas las trayectorias de los seguidores

convergen a las del lider en coordenas transformadas i.e. la condicién (3.14)) se cumple.

Por otra parte, obténganse los mapeos ®3;' o ®; y ®;' o &, de las transformaciones
definidas en (3.39)), (3.50) y (3.44), como resultado obtenemos:

Hy(zi(t) 0 = @500 @2 (1)),
1
T heen (—ar1z11 — (a? — Va1 + @13 — iz — dz(z11 + a2 + u12)) — (@12 + 1)
3C3

= T12 + U1
T11 + a1T12 + Upo
b3
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40 . . .
---Z ---Z

401 01 02
Z11 300 o Z12
30 _221 _222
20t
20¢
10
101
0
0 v
' L L L _10 L L L
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Time (s) Time (s)
(a) 231, 211 Y %21 (b) 232, 212 Y 222
T 30
4012 i Zos |4
/\\/\/ 2 20
30} = a
2 s 10
5 10 ™
20} : &
0\
10
_10\
0
=i
-10 0 0
10 20
2% 50 100 150 200 z, 20 40 7
Time (s) ! i1
(c) 233, 213 ¥ 223 (d) Multi-sincronizacién completa

Figura 3.8: Acuerdo en coordenadas transformadas.
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Hy(z(t)) : = @57 0 By(xs(t)),
1
T heen (—ba(x91 — T2 + Xa3) + Usg — d3(—baxag + U22)) — (a3 — u2y)
3C3
= To3 + Uy
—bawag + Uz
b3

De esta manera se define la variedad de sincronizacién en coordenadas originales, a

saber:
M ={(23® 13,2 | 23 = H(21) = H(22))}

T .
con zy = (x11, %21, T12, T2, T13, T23) . Y como consecuencia directa del Teorema EL el con-
senso siguiendo al lider se alcanza en coordenadas originales (i.e. se cumple (3.15))). De
manera que el estado de MSG para todos los sistemas en la red se cumple, esto se muestra

en la Figura [3.8

40

401 50

=5 . .
—_—X X
. 11 35l 12
0 Xo1 0 — %0
201 > o x 30 —X
7y I S VS 21 -50 22
0 5 10 - 1o 5 10 i
0 i
201
151
-20
1014
40t 5
0
_60 ; : . 5 : . : ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Time (s) Time (s)
(a) w31, 11 y 21 (b) @32, T12 y w22
6
4 --=X

0 20 20 x

150 200 i2

0 50 100
Time (s) Xi1

(¢) 33, T13 ¥ Ta3 (d) Multi-sincronizacién generalizada

Figura 3.9: Consenso siguiendo al lider.
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3.4.2. Ejemplo 2

De manera similar y para ilustrar el Teorema [5] considere el Ejemplo 1 con Gs, cuyos
nodos son los sistemas de Rossler, Chua y Colpitts como se muestran en la Figura [3.10)),
donde

011 2 -1 -1
Ag = 0 0 1 ) £3 = 0 1 -1
0 00 0 0 O

Asi, las dinamicas individuales para los nodos i = 1,2 son

Sistema de
Rossler
Sistema de L1
Colpitts
T3
T2
Sistema de
Chua

Figura 3.10: Arbol dirigido de cobertura G3 con interaccion entre esclavos.

T = —(212 + 113),
Tz = 11+ a1%12,
T13 = b1 +213(211 — 1),
Y1 = T2+ U
y
Tor = as (IEQQ — T21 — ng) )
Tgg = g1 — Tog + Tas,
Toz3 = —bawo,
Vg = mxor +0.5(mg—my)(|xon +1|— |21 —1]),
Y2 = gz T+ U

con transformaciones de coordenadas dadas por

M1 T2 + U
Guy (1) = [ m2 | = T11 + a1T12 + U1 )

2
M3 a1x11 + (a7 — 1)z12 — 213 + U3
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y
71 T3 + Uy
Guy (T2) = | a2 | = —boxay + U2 ;
123 —ba (291 — T2 + Ta3) + Uas

respectivamente. Y el nodo ¢ = 3 o lider

T3 = —agexp(—x32) + azxss + as,
T3y = barss,
T33 = —C3T31 — C3T32 — d333,

Ys = T3z,

note que ug = 0 y la transformacion inversa gb;; € C! es la siguiente

T31 (—n33 — dsnsz — bscsnsy) /bscs
Gy (03) = | @32 | = 731 ;
33 7732/53

donde [|[0/ns])¢nt (n3)]lo = (bscs + ds + 1)/bscs = L, L < v/3L. Con los pardmetros
constantes y condiciones iniciales que aseguran comportamiento cadtico (véase Cuadro
y Cuadro . Tomando en cuenta las leyes de control dinamicas con acoplamiento
¢ > 1, tal que las condiciones del Teorema |5 se cumplen.

Con ¢ = 50, se alcanza el consenso siguiendo al lider en coordenadas transforma-
das y originales (véase Figura donde Hy(z1(t)) := @) o @y, (21(t)) y Ho(xa(t)) =
@1 o @, (z2(t)). Note que las senales de los protocolos dindmicos de consenso ([3.30)
estdn acotadas, esto se muestra en la Figura [3.12] Finalmente la variedad algebraica de

sincronizacién es asintoticamente estable y estd dada para toda la red Gs como:
M, ={(1a ®13,%) | 3 = Hi(x1) = Ha(w2)}

con Ty = (a3,
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50

20 25 30 35 40 45 50

5 tiempo (s) 10 15

(a) Acuerdo en coordenadas transformadas

0 5 tiempo (s) 10

(b) Consenso siguiendo al lider

Figura 3.11: Sincronizacién de la red Gz del Ejemplo 2 con el protocolo dindamico de
consenso ([3.30), acoplamiento constante ¢ = 50; ¢, := ey €, := 1o@z3—(Hy(z1) Ha(z2))".

tiempo (s)

Figura 3.12: Senales acotadas de los protocolos dindmicos de consenso con acoplamiento
¢ = 50 para el Ejemplo 2.



Capitulo 4

Extensiones para sistemas de orden

fraccionario conmensurado

“...Un meteordlogo comento que si la teoria
fuese correcta, el aleteo de una gaviota seria
suficiente para alterar el curso del clima para
siempre. La controversia no se ha arreglado,
pero la evidencia mds reciente parece estar a

favor de las gaviotas”
— Edward N. Lorenz [62].

En este capitulo se presenta el problema de MSG para sistemas de orden fraccionario
conmensurado (MSGF). En una red heterogénea en la configuracion maestro-esclavo, se
presenta la sincronizacién de multiples familias desacopladas de sistemas caodticos. El in-
grediente principal de esta metodologia es encontrar formas candnicas para los sistemas
originales, a través de una familia de elementos primitivos diferenciales fraccionarios (la
salida de cada sistema). Para resolver el problema de MSG se disenan leyes de control
dinamicas de orden fraccionario. Ademés se muestra que anadiendo términos difusivos a
estas leyes de control, el estado de MSG se satisface permitiendo cualquier tipo de inter-
accién entre los sistemas esclavos de cada familia.

La organizacién de este capitulo se presenta de la siguiente manera: En la seccion
se presenta un panorama actual sobre la sincronizacién de sistemas de orden fraccionario;
en la seccion se presenta una condicion necesaria y suficiente para obtener una forma
canodnica de observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de orden fraccionario

conmensurado FCOGMF, ademas se introducen nuevas definiciones como: la condicion de

47
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observabilidad algebraica para sistemas de Liouville, y familia de sistemas Picard-Vessiot
para sistemas de orden fraccionario; en la seccion [4.3] se presentan los resultados principales
de la metodologia de MSGF, y el disefio de controladores dindmicos de orden fraccionario;
en la seccion se resuelve el problema de MSGF para cualquier tipo de interconexién
entre sistemas esclavos. Finalmente, en la seccién se muestran algunos ejemplos para

ilustrar la metodologia propuesta.

4.1. Multi-sincronizacion de sistemas caoticos de or-

den fraccionario

En la actualidad, los problemas asociados con ecuaciones diferenciales de orden frac-
cionario son un topico de interés entre la comunidad de control. La importancia de estas
ecuaciones radica en el orden de los operadores que generalizan a aquellos del calculo
convencional, este parametro extra que los hace tan atractivos complica sobremanera el
analisis de estabilidad de estos sistemas. Los resultados son sélidos en su mayoria para
sistemas lineales de orden fraccionario, pero sumamente escasos e inexactos para sistemas

no lineales.

Debido al atractivo en las aplicaciones de la sincronizacion del caos y de la obtencién de
comportamientos caéticos en ecuaciones diferenciales de orden fraccionario [129,/131]. Los
esfuerzos para entender este problema en el caso fraccionario ha sido objeto de creciente
estudio. En la mayoria de los casos, los resultados se presentan como extensiones directas
de los problemas de orden entero. Sin embargo, no es asi de simple. De aqui en adelan-
te, refiérase como sistemas a los de orden fraccionario conmensurado (en donde existan

excepciones se realizaran los comentarios pertinentes).

Recientemente, numerosas aportaciones se encuentran en la literatura sobre la sincro-
nizacién en la configuracién maestro-esclavo de estos sistemas: En [149] y [136], respecti-
vamente, se presentan el acoplamiento difusivo y el esquema de sincronizacion proyectiva
para el sistema unificado. En [139] se analiza el comportamiento dindmico del acoplamien-
to difusivo para sistemas de Liu. Mediante la técnica de control activo, la sincronizacion
del sistema hipercaético de Lorenz se estudia en |138]. En [82] se presenta una técnica de
control activo modificada para sistemas idénticos, esto en la configuracién maestro-esclavo,
con orden conmensurado e inconmensurado. Extensiones de técnicas basadas en control
activo por modos deslizantes se presentan en [105,/130]; en [142] se presenta una ligera
modificacion de [130] en términos del problema de sincronizacion proyectiva. Este dltimo

se explora en [6] mediante técnicas de control activo adaptable, con un nimero reducido
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de entradas, para sistemas de Lorenz con incertidumbre paramétrica. En [16] se presenta
una técnica de control activo optimal y una funcion de costo fraccionaria. Particularmente
en [28,64], se considera el problema de SG para sistemas completamente distintos. Estos
dos ultimos trabajos son extensiones del auziliary system approach de Abarbanel et. al. |2,

y el enfoque algebraico-diferencial de Martinez-Guerra et. al. [65], respectivamente.

Motivados por la multi-sincronizacién de sistemas de orden entero, los esfuerzos para
entender la sincronizacién de un par de sistemas se han extendido al estudio de escenarios
mas complejos que involucran multiples sistemas interconectados. En este ambito, los
siguientes trabajos se presentan desde una perspectiva de la teoria de control: En [27] se
estudia un esquema para sistemas idénticos en una topologia de anillo con acoplamiento
unidireccional y bidireccional. Un problema conocido como “pinning synchronization” se
muestra en |133] para redes de sistemas Lipschtiz con acoplamiento difusivo. En términos
de SG, se presenta una modificacién del control activo con interacciones entre los esclavos
en [148].

En general y como en todas las contribuciones mencionadas, el objetivo principal de
los problemas de sincronizacion radica en probar la estabilidad del error de sincronizacion,
o la variedad de sincronizacion si es posible. Los retos mas importantes consisten en
explicar la sincronizacién de sistemas heterogéneos, donde la variedad de sincronizacion
puede no existir. En este contexto, los siguientes trabajos intentan explicar este fenémeno
[16,64,|130}/142,/148]. En anos recientes, la técnica de control activo esté presente en la
mayoria de los problemas de sincronizacion del caos (también en orden entero). Esta hace
uso de senales de control por cada estado en la ecuacién diferencial [4,|13,/137] y sugiere
una busqueda desesperada de senales apropiadas para estabilizar la dinamica del error de
sincronizacion. En todas sus versiones para el caso de sistemas heterogéneos, los resultados
sobre la SG no estan del todo claros. Principalmente, porque no se encuentra el mapeo
que relaciona a las trayectorias del esclavo con las del maestro, y en consecuencia no se

sabe nada sobre la variedad de sincronizacién y su atractividad.

En las siguientes secciones se presenta una metodologia para sincronizar una clase de
multiples familias de sistemas cadticos desacoplados (no necesariamente idénticos). Me-
diante la eleccién del elemento primitivo diferencial fraccionario, como la salida de cada
sistema, es posible encontrar una familia de transformaciones que llevan a todos los sis-
temas a una forma candnica de observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de
orden fraccionario (FCOGMF). Es importante notar que los elementos primitivos diferen-
ciales se toman como una combinacion lineal de los estados conocidos, las entradas del
sistema y sus derivadas de orden fraccionario. Posteriormente, de la transformacion de

coordenadas, es posible disenar una familia de leyes de control dindmicas que sincroni-
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zan en un sentido generalizado cada familia desacoplada de sistemas en la configuracién
maestro-esclavo. Estas familias de leyes de control estan dadas de manera natural como
una cadena de integradores de orden fraccionario. Este tipo de sincronizacién se introduce
como Multi-sincronizacién generalizada de sistemas de orden fraccionario (MSGF). Para
enriquecer la cantidad de sistemas que pueden sincronizarse con esta metodologia, se hace
uso de la caracteristica de una clase de sistemas denominada de Liouville, en este caso,
la primera componente de las transformaciones es una integral fraccionaria del elemento

primitivo diferencial fraccionario.

4.2. Observabilidad algebraica y formas canénicas de
observabilidad generalizadas para sistemas de or-

den fraccionario

Considere la siguiente ecuacién diferencial de orden fraccionario conmensuraddl]

D% = F(x,u) (4.1)
Yy = h(:):,u),

donde D* denota al operador de derivada de Caputo (B.1)) de orden «a, donde 0 < o < 1,
r = (21,%2,...,2,) € R", u = (ug,ug,...,uy) € RY, F: R x RY - R" es localmente
Lipschitz en x y u, h : R" x RY — R es una funcién continuamente diferenciable en sus

argumentos.

Definicién 16. [64)] Una variable de estado z; € R del sistema (4.1)) satisface la condicion
de observabilidad algebraica para sistemas de orden fraccionario (OAF) si x; es una funcion
de las primeras 1, r9 € N derivadas secuenciales de orden fraccionario, respectivamente,

de la salida disponible y y la entrada u, i.e.,
Ty = ¢z (y; y(a), Dzay, . 7D7"1ay7 u, u(a)’ DQO&U’ o 7Dr2au) :

donde ¢; : RU1HP 5 Rr2+h)m R

Es claro que existen sistemas que no cumplen con la condicion OAFE] del todo. Para

algunos de estos sistemas se introducen la siguientes definciones:

!Para mayor detalle, sobre las definiciones de los operadores de orden fraccionario utilizados en este
capitulo, véase Apéndice
2Véase 73] para una versién de esta propiedad para sistemas fraccionarios sin entradas.
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Definicién 17. Considere que n estados del sistema ({.1)) satisfacen la condicion OAF
para n < n, entonces se dice que el sistema de orden fraccionario (4.1)) es de Liouville si

los n — n estados restantes pueden obtenerse anadiendo integrales de orden fraccionario

(B.2)) de los 1 estados.

Como resultado de la definicién anterior, podemos reescribir la Definicion de la

manera siguiente:

Definicién 18. Una variable de estado x; € R satisface la condicion de observabilidad
algebraica de Liouville para sistemas de orden fraccionario (OALF) si x; es una funcidn
de las primeras 1, ro € N derivadas secuenciales de orden fraccionario, respectivamente,

de la salida disponible y = [*y y la entrada u, i.e.,
Ti= @; ([ay, y, D%, ..., DUy g ™ DRy, ,D’"Zau)

donde ¢; : RU1HP  Rr2+l)m R

Definicién 19. Una familia de sistemas es Picard-Vessiot (PV) si y solo si el espacio

vectorial generado por las derivadas de orden fraccional de la familia
{D"%;, n; >0, 1<j<q 0<a<1}

tiene dimension finita, donde y; es la j—ésima salida (elemento primitivo diferencial frac-

cionario).

En lo que sigue, conocer la salida de cada sistema es suficiente para generar una familia
de transformaciones para sincronizar multiples sistemas cadticos. Estas transformaciones
se obtienen de la familia de salidas dada por y; = [%y; con 1 < j < p (p salidas).
Suponiendo que n; > 0 es el minimo entero tal que D™ *y; son analiticamente dependientes

de (g;, g]('a)a .., Di=lleg) donde ; = I%y;, tal que

[—_[J' (gja g('a)a ) ijil]a@j? Dnjaﬂj? Uy, u(a)a ceey Dwa/dj) =0. (42>

J J

Entonces, el sistema (4.2]) puede resolverse localmente como:

DGy = —Li(F5, 0., DTG g, ul, L DI ey) 4 DYy,

J J
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Definase ¢;7 = Dli-llag,,

Dicicpi =

denotan a los indices de observabilidad algebraica (cada indice n; coincide con la dimensién

1n1+1n1+n2+1 ,n1+n2+...+np_1+1;1§i§

n, donde el subindice j representa al j—ésimo sistema y las constantes n;

de su sistema). Entonces, es posible obtener una representacion local para el conjunto de
los p sistemas desacoplados, esta representacion puede verse como una forma canénica de

observabilidad generalizada multi-salida para sistemas de orden fraccionario (FCOGMF):

'DCY 7111 — ?211

Do ;u — §L1
D =&

DOEM = — Ly (€, &0, €M g, ul L DI ey ) 4 Doy,
D1 = Snive
Da5n1+2 = §Zf+3

’Dafn1+n2 1= ngJrng

o N . n n 1l «@
D £nf+n2 - _£2(€n1+17€n12+27 "7€n12+n27 u27u2 ) Dh2 ] 2) + D%y
« __ ¢y
D £n1+n2+ Anpo1+1 T £n1+n2+...+np71+2
(6% J—
D §n1+n2+ Anp_1+2 T §n1+n2+ Anp_1+3
D& =&
ni+ng+..4+np_1+np—1 = Snitne+..+np_1+np
[e} _ np np
D £n1+n2+ Anp—1+np T _ﬁp(€n1+n2+...+npf1+l’ §n1+n2+-..+np71+27 Y
a —1]a a
€n1+n2+ Anp_14np? up?u( )""7th ] up) + D"
ng
yi =&’
(4.3)
En forma compacta este nuevo sistema (4.3)) se presenta como:
D¢ = AL — B(Ly, ... L,) + U(D " uy, ..., D" uy) 4

Y =C¢,
donde &,®,U € R, A € R™™, Y € R? y las matrices en (4.4)) se definen de la siguiente

manera:
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Ay 0

0

Uz p (a) vi—1]a
__Ej(€n1+n2+-.-+nj71+1’ s £n1+n2+---+n‘j7uj7 uj )ttty D[ a uj)-

. - 0
My (D“O‘ul)

B |_|2(D’Y2QU2)
U(D“aul, ceey DVPO‘up) = : ) Hj(Dﬁ/jan) =

- - DWauj

Ahora consideremos la siguiente familia de sistemas cadticos de orden fraccionario:
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) = Fy(aj,u)

! (4.5)
y; = Cjx; + Dju;
donde 1 < j < p denota al j—ésimo sistema, z; € R™ es el vector de estado, Fj(-) es
una funcién no lineal, u; es la entrada, y; es la salida y C}, D; son matrices de tamano
apropiado. El siguiente resultado es importante, este nos indica bajo qué condiciones es

posible obtener una FCOGMF para familias desacopladas de sistemas de Liouville.

Lema 5. Considere una familia de sistemas no lineales . St la salida se elige como

Z Yilq + Z ﬁkulm

i=n—n;+1

donde ~;, B son cantidades diferenciales de u y sus derivadas respecto al tiempo, tal que
la primera componente de la transformacion de coordenadas se denota por y; = I%y;,

entonces el sistema no lineal se lleva a la FCOGMF si y solo si la familia de sistemas

es PV.

Prueba 7 (Suﬁciencia) Defina {Cj,C(a LDl 1 <5 <pcon = 1Wy; =g,
Dli-llag, = pli-i=lay. 1 <4 < > 4_inj, donde n; > 0 es el minimo entero tal que
Dlni—tay. es dependzente de I O‘)yj,y y]( ) . Dhi—i= Yoy uj, ...

Ahora, redefiniendo & = (; = I y £ = D[i_l]aCj = Pli-i=lla yj, 1 < Zp 11y

inmediatamente se obtiene:

DU = ¢, 1<i<n—1

i+1»
D~ nl = —El( ,.. m,ul,ug ), ...7D[71_1]QU1) + D“aul
DY =&, m+1<i<n +ny—1
DOEM = L€M), €02 ug,usY L DDy, o D2ay,

DY =&, mt .+ +1<i<ni+..+n,—1

Da6n1+ Anp — _ﬁp(f;lf+...+np_1+1a- afn1+ Anp upf“;s) )a - D[’Yp oy )"‘Dvpaup
7j—1
ng_]ayj7 1<5<p, l—l—l—Zn
] 1

(Necesidad) Es inmediata. O
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4.3. Multi-sincronizacion generalizada de sistemas de

orden fraccionario

Considere una configuracién maestro-esclavo en la familia de sistemas (4.5)). Denote

como la familia de sistemas maestros al sistema

,D(a)xmu = qu (xmln um#)

(4.6)
Ym, = Nm,, (xm‘“ umu)
y a la familia de sistemas esclavos como
D(a)xsu = FSV (xsl/? usu)
(4.7)
Ys, = hsy (l'sy ) usy)a

donde z,, = (T1,6,, -, Tny,s,) € R™, 2y, = (T1,m,,, "'vxnmwmu) € R, h, : R"™ — R,
P, @ R — R, ty,, = (Ul,mw-“?“wmwmu) € R, uy, = (Utsys o Uy, 5,) € RYv,
1 <v<p—-1,1< u < p—v, estas condiciones nos dicen que podemos considerar
uno o mas esclavos asociados con un solo maestro, pero no podemos tener a un esclavo
asociado mas de un sistema maestro. Existe la posibilidad de tener un esclavo asociado
con un maestro cuando el nimero de maestros sea igual al nimero de esclavos. Por otra
parte, cuando el nimero de esclavos es mayor al de maestros significa que cada maestro
interactian con uno o mas de un esclavo. Esta configuracién se muestra en la Figura [4.1}
los nodos (circulos) representan a los sistemas involucrados. Los nodos encerrados en la
Figura [4.1p representan al mismo sistema maestro. Los circulos punteados representan
a sistemas virtuales, estos poseen la misma ecuacién diferencial de orden fraccionaria y
condiciones iniciales idénticos al sistema maestro (circulos cerrados), estos se representan

como un solo nodo.
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xs'r]_ +1
Lsry4ry

:Csv"1+~~+rp,1+1

I5r1+~~-+rp

(a) (b)

Figura 4.1: Configuracién de la multi-sincronizacion generalizada para sistemas de orden
fraccionario: a) Mismo nimero de esclavos y maestros, b) Mayor niimero de esclavos que
maestros.

En la siguiente definicién se describe la MSGF (¢f. Definicién :

Definicién 20. Sean X,, = (Tpy, ..., Tn,,) € R" y Xy = (v4, ..., T,,) € R, respectiva-
mente, los vectores de estado de las familias de sistemas maestro y esclavo. Entonces la
familia de sistemas esclavo se encuentra en el estado de Multi-sincronizacion generalizada
de sistemas de orden fraccionario (MSGF) con sus respectivos maestros si existe una fami-
lia de salidas que genera la transformacion H,,s : R™ xRY» — R"™" con H,,s = \11;110\113; Y
existe una variedad algebraica M = {(Xs, Xon) | Xon = Hims(X5)} y un conjunto compacto
B C R" xR"™ con M C B tal que las trayectorias con condiciones iniciales en B tienden

a M cuando t — 0. O

De la Definicién es claro que cuando limy_o||Hpms(Xs) — X/l = 0, el estado de
FGMS se alcanza.

El siguiente teorema presenta la metodologia para sincronizar multiples familias des-
acopladas de sistemas de Liouville no idénticos (véase Figura [4.1)). El disenio de los con-
troladores dinamicos de orden fraccionario se da dentro de la prueba. La idea detras de la
prueba es imponer una dindmica similar a la de los maestros en sus respectivas familias

de sistemas esclavos.

Teorema 6. Considere que las familias de sistemas (@ Y pueden llevarse a su
FCOGMF. Entonces limy_oo||&m — &l = 0 donde &, = V(X)) v & = Vi (Xs), respecti-

vamente, corresponden a las trayectorias de las familias de sistemas maestros y esclavos.
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Prueba 8. Sin pérdida de generalidad considere w,,, = 0. Suponga que los sistemas

maestros tienen asociados la siguiente familia de salidas:

n
N ;

— E — J
ym]‘ - /Yixi,mj - gz )

i=n—n;+1

donde ~y;, (i = 1) son cantidades diferenciales de u y de un nimero finito de sus derivadas,

también suponga que la familia de salidas para los sistemas esclavos es:

ysj- - Z /yixi,s]- + Z 6kuk,mj - €:Sj7

1=n—mn;+1 k

donde ~;, (1 = 1), By son cantidades diferenciales de u y de un nimero finito de sus

derivadas. Entonces se obtiene que:

D™ =g 1<i<n, —1

i+1
D%t = —Lon, (&, . &nnt)
D™ =6 My + 1 <0<y + Ny — 1
Dafﬁ:i+nm2 = —Lom, (52::?“7 - f::f+nm2) (4.8)

acMmp  (Mmp .
DG =&, My e A N1 F 1S 0SS0y oy, — 1
a ¢ Mmp _ Nmyp Nmp
D gnml+...+nmp - 'Cmp (€Nm1+---+nmp,1+17 (S 5nm1+...+nmp)>

en forma compacta (@ se expresa como:

D6 = Al — Po(Lonss ooy L)) (4.9)

Ahora, definase el siguiente sistema extendido que representa a la familia de sistemas
esclavos con una cadena de integradores de orden fraccionario dada por una familia de

realimentaciones dindmicas:
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DU =0, 1<i<ng —1

i+1>
o ¢Msy nsl Nsq (a) ['y 71}0& Ysq &
D 5’”51 - _le< gnsl ) uSl? S1 0 D 1 usl) + D 1 U,Sl
o Msy Mgy . .
Du; "t =uy )y, 1 <0<, —1

DO‘U’TYL:ll = —ﬁml( nml 53:;11) + 'Csl( n91 é’::ll’usl, 51)’ . D[%1 o 51)
+ Kl(fnml — 6”51)
Da€?52 = S:L;%a nsl + 1 S Z S nsl +n52 -1

a Mo _ Mg Msg (a) [Ysg—1]cx
D fnsl+ns2 - _‘CSQ (€n51+17 °* nsl—l—nSQ ) u827 u52 )ty D 2 Us

,) + D72 %,
Do Nsg __, Thsg +1<i< + -1
ui - ui+l7 ,}/51 > > ,}/81 ,}/82
a. Msy _ Nmoy Nmoy TNso Nsy (a) [’y —1}01
D uvsl—i-'ysQ - _‘Cm2 (Snml-i-la i fnml—&-an) + ‘682 (gnsl—f—l? © Sngy sy Usys u52 3ty D2 U'Sz)

+RE — €)

Dagins;o _ 51“7 Ngy + oo+ g1 +1 <0 <ng, + ...+ ng, — 1

a¢Msp _ _ Msp (a) sp—1]a Vs O
D €7L51+‘..+nsp - ‘Csp(fnsl+...+nsp71+1a' 75n91+ Ansy o uspau 7D P usp) +D P usp

Dy = wplh, Yoy A Yoy 1 <<y ey, — 1

DUy = Loy (€70) Loy (€7t ) D0, ) (€70 — €70)

(4.10)
Reescribiendo (4.10) en una forma compacta, se tiene lo siguiente:

D = AL — 4Ly, ..o, L) + U(DT1 gy, ..., DT % )

DU=MU+U
U= K(&m - 55) - (I)m<£m17 X 'Cmp) + (I)s(ﬁsn X ‘Csp)a

donde
- e
Uy
1 J
Uy
U= y Upg =
J
unsp unsj
j
L 23:1%]_
- Ns,; Ns,; Ns,; —1
Defina las senales de control como uy’ = ug,uy’ = Dausj,...,uasj = Db }ausj,
N . Ng.. Nm
Ns; __ J J T Nm,; J T _
5 7= [gnsl—l—...-l—nsj_l—l—la'-agnsl+...+nsj] ’ 5 = [gnml—i- +nm IR 7£nm1+ +nm] Y Kj -

[K1j, s kn, 3] Las matrices M y K, respectivamente, se deﬁnen de la siguiente manera:
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010 0 0
_ 001 0 0
My 0
_ 0
M: bl M]: )
_ 000 0 1 0
000 0 0 1
000 0 0 0]
[0 0 0 0 0 |
_ 0O 0 0 0 0
K, 0
K = , Kj=
_ 0O 0 0 0 0
0 K,
0O 0 0 0 0
_kl,j kz:j k?’vj k47j e knj’j_

Por otra parte, considere al error de sincronizacion como eg = &, — &, cuya dindmica

de orden fraccionaria asociada es:

D¢ = Ay — Pr(Longs ooy L) — Ay + (L, o, L) — U
DU = MU+U
U=K(En — &) — Pon(Linys ooy Liny) + Ps(Lsys oy L)

después de algunas manipulaciones algebraicas no es dificil ver que:

DWee = (A — K)eg (4.11)

por el Teorema el sistema es asintoticamente estable si todos los valores propios
de la matriz A — K = diag(A,, ..., A,) con ganancias de control (kyj, kayj, ... kn,;) se

eligen tal que:

— Vs T
larg(Ai(A;))] > 5 > g

donde
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[0 1 0 0 0 ]
0 0 1 0 0
A, = 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
| —Fk1y —hay =Ry —kay oo —Rn

O

Corolario 2. Considere que la familia de sistemas (@ Y pueden llevarse a su
FCOGMF. Suponga que &, y &, respectivamente, estan relacionadas con X, y X por las

transformaciones difeomorfas V,, y Vs de la siguiente forma:

Em = Uin(Xim) (4.12)
s = Ws(X5) (4.13)

definase Hys = W, 1o W,. Si W 1(.) es continuamente diferenciable (y uniformemente

acotada), entonces limy_o0 || Hpms(Xs) — Xl = 0.
Prueba 9. Aplique la transformacion inversa W '(-) a ([#.12)), por definicidn

\Ij;zl(gm) = (\I[_l © \Ijm)(Xm> =X,

m

UoH(Es) = (V7! 0 W)(X,) = Hins(X5)

Definase la norma del error de sincronizacion en coordenadas orginales || X, — Hos(X5)||,

dado que W 1(-) es continuamente diferenciable entonces existe 1 > 0 tal que:

Y

||Xm - HmS(XS>|| = H‘Iﬁl(&n) - \Pil(&’)

El resultado sigue del Teorema [6 0

Lema 6. Si una familia de sistemas de Liouville de orden fraccionario es una familia de

sistemas PV, entonces se encuentra en estado de MSGF.

Prueba 10. La prueba es trivial y se omite (transitividad). O
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4.4. Extension de los resultados a interacciones com-

plejas entre esclavos

En esta seccion, los resultados previos se extienden al caso de interaccion compleja
entre esclavos. En este caso, la interaccion se considera invariante, y entre esclavos de la
misma familia. Considere que la dindmica del sistema maestro esta disponible para todos
los esclavos de una misma familia como se describe en el Teorema [6] Suponga que el
nimero de maestros es menor que el nimero de esclavos. Y tome como g como el niimero
de familias diferentes de sistemas esclavos. Esta nueva interaccién se ilustra en la Figura
1.2

x5r1+---+7-p_1+1

xsr1+~~+rp,1+2

0 x3r1+---+rp71

ws'rl x5r1+»~~+7‘p

Figura 4.2: Interaccion entre esclavos en una red compleja.

Cada interaccion en la Figura se representa por una curva punteada, dependiendo
de si el esclavo conoce el estado de sus vecinos (otros esclavos de la misma familia),
la intreaccion puede ser unidireccional o bidireccional. La restriccién es que no existan
interacciones entre esclavos de diferentes familias. Asi una red compleja se entiende como
la poblacién de sistemas que interactian de la forma descrita anteriormente.

La interaccion entre los “r,”

sistemas esclavos de la misma familia, se modela por el
grafo G, = (Vrp,&p,.A,«p) con 1 <p<gq,dondeV, ={1,...,7,} es el conjunto de nodos
(todos los sistemas esclavos de la misma familia), &, €V, xV,, esel conjunto de aristas,
y A;, = la;] € R es la matriz de adyacencia con elementos no negativos afj que se

restringe a:
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1 si (j,4) €&,

a.p. =
N 0 si no.
Sea L,, = [l;;] € R™»*" la matriz laplaciana inducida por el grafo G, que se define
como
1 L
P — ZZ+1 ki Gik S1 1= 7,
ij =

—Qjj si no.

Ahora, considere una cadena de integradores de orden fraccionario dada en el Teorema
6l a continuacién los términos difusivos de acoplamiento O, en el controlar dindmico para

o—ésimo sistema esclavo:

Tp

—_ P Nsg 9(p.) Nsq 39(p,4)

- Z U(0.0).5 [’il <€€ (o)+ —& pJ)+1> - R, ( n(0)+ns, SZ(P:J )JH7sy(, ])ﬂ
J=1

. I(p,j . .
con gn(O') = Z?:l nszfp g(ph]) = Zl:(lij) nSl—N ﬁ(ﬂv]) = ] + Tp*b §<O-7 p) =0 = lezl Ti-1,
1 <¢(o,p) < Tpy Mgy = To = 0 y ponderaciones escalares ki, ..., kp,,, > 0.
La interaccién G,, se considera invariante y fija en el tiempo. De la incorporacién de

estos elementos, se obtiene a continuacién el siguiente resultado:

Teorema 7. Considere que los sistemas Y pueden llevarse a su FCOGMF' con
interaccion compleja ©, para el o—ésimo sistema esclavo, entonces el limy_oo||Em — &s|| =
0, donde &, y &, respectivamente, son las trayectorias en el espacios transformado de las

familias de sistemas maestro y esclavo.

Prueba 11. Sin pérdida de generalidad considere u,,, = 0. Entonces, el conjunto de

maestros tiene las siguiente familia de salidas:
n
N
— J
E ’Yixi,mj - Sz )
i=n—mn;+1

donde ~;, (i = 1) son cantidades diferenciales de u y un nimero finito de sus derivadas.

Las salidas para la familia de sistemas esclavos son:

Z YiZi,s; + Z ﬁkuk my — 5?51'7

t=n—mn;+1
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donde y;, (i =1), Br son cantidades diferenciales de u y un nimero finito de sus derivadas.

Y en consecuencia se obtiene que:

DA™ =g 1<i<ng, —1

i+1
DYt = — Lo, (6™, o En?)
D™ =6 My + 1 <0 <y + Ny — 1
D“fZZf+nm2 = —Lom, (52:f+1a '-afZ:eran) (4.14)

D™ =& Ny oot Ny + 1 <6 < Ny ey, — 1
Nim Nm Nm
Dagnmf+...+nmp - _»Cmp (gnmf+...+nmp71+1’ --afnmf+...+nmp)a
con 1 < p < q < p. Ahora, definase el siguiente sistema extendido que representa a una

familia de r, sistemas esclavos, y una cadena de integradores de orden fraccionario dada

con una familia de realimentaciones dindmicas:
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DG =g 1<i<ng —1
D*6nl} = =L (676t sy, ul, o DI, ) 4 DI
D™ =y, 1<i<ry, —1
Dau:;l = _»Cmp (f:::f++nm IEELERE v§ZZf+...+nmp)+
+ Esl( e Enl gy, ul L D ) G (€0 — )
+ Z ity [ (67 = €2 ) 4o, (e - )]
DE = Zj?l, ng, +1<i<mng +ng, —1
D, = = Lo (G s G, s sy, 1Y) o, D20 ) 4 D2y
DaU?SQ = u?—?l? 781 =+ 1 S Z S 731 + ’Vsz - 1
Du Z:Jrvsz = —Lm, (€Z:f+...+nmp_l+17 e 7€Z:f+...+nmp)+
+ £82<£ij+1, s Ee g Uy U)o, D2 ) K (€7 — €702
+ Z GQJ |:f€1 ( ”51 +1 5@ Pﬂjgi)l) -+ anp (§"51 +nsy T gﬁ pﬁzpi)nsﬂ( ])>]
Ns Ns
DY =6, ng +..+ Mg, -1+1<i<ng +..+n, —1
Da&n::i Ay, _ﬁsrp (£:::i~-'+”8rp—1+1’ 0 52::‘-)1-...-1—715% y Usy, U L(gr)7 . D[%T’J Yo usrp) + D%Tpausrp
DU " =Y Yoot Yoy T LSS Y o+, — 1
Da“?ﬁfi...ﬂ% =L, (€Z:f+...+nmp_l+1v e >€Z:f+...+nmp)+
+ Ly, (§"7,us, ugrp), oo, DYoo= }O‘usrp) + K, (§me — £ )+
Tp
+) al [m (5::1._,%% +1— &y fﬁﬁ) +
j=1

T'LSTp
—'I— Ikl;’n,mp <§ngl+

+nsrp

_6 #9(p.9)
Hpd)Fnay, 5

)

O en una forma compacta general tenemos:
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DY = fﬁf‘{, (o) +1<i</ly,(0)+ns —1

So _ So So s -1 s
,Daé-nn(o- J,_TLSU - So‘ (énn(o- +17 gn +ns u807 ugf:); ceey Dh c ]ausa) _'_ D'Y Jauscr
Du =upsq, (o) +1<i</lo)+7s, —1
Nsy o Nm, Nm,
Dauﬁv(a)-&-%a - _Emp(é-nmlerernmp FL vénmf+...+nmp)+

+ ESU (5”50 U/80-7 (a) D[’YSU } O_) + Ka(fnmp — fnso')_i_

T Z&é)(o,p),j [Hl (gnnsga ’Sf(plf;'gi)l) T Fin, <£n50 )+nso gg(pf;f;f”sv(p,ﬂ
7j=1
(4.15)
- o . 3 p,J . .
con g”(o-) = Zl:l n81717 6“{(0-) - Zl:l ’781717 ‘g(paj) - Zl:(ﬁj) nsl,lf ﬁ(pvj) - j +Tp—17

s(o,p)=0—=>" r1, 1 <g(o,p) <r,, ng, =19 =0. Definase las siguientes senales de

control como las cadenas de integradores uy*® = u,,,uy*" = D, ..., ua: = Doty
n o Ns Ng n _ nmp nmp T
sean "o = [gnsf+...+nsail+17"7§nsf+...+n50] y §Mme = [5nm1+...+nmp71+17"7§nml+...+nmp] ;

respectivamente, los estados de los sistemas maestros y esclavos. Y denote por K, =
(k1.6 .es kn, o] al vector de ganancias con entradas escalares k1, . . . s K, > 0.

Definase el error de sincronizacion para cada estado de cada sistema esclavo como:
Nsg . __ _ Nso 4 1
efz ffn )+l ln 5 ( : 6>

con ly(0) +1 < i < (o) +ns,, by = > Mmy s My = 0. De las ecuaciones (4.14) y
(4.15) no es dificil ver que la dindmica de orden fraccionario del error de sincronizacion
(4.16) es:

Do =eg,, lu(o) +1 <0< L(o) +n,, —1
Dol Kl

5[n (o) +nss

)

Tp
n . n .
P Nsy %9(p,5) Nsy S9(p,5)
a |k le —e e K e —e
+ Z SCAOK { 1 ( Eon(o)+1 §e<p,j>+1> T T R, ( Eon(o)tnsy ff(p,j)+nsﬂ<p7j))1

Du =usq, (o) +1<i</lyo)+7s, —1
Nsy o Nm Nm
IDQ’U,Z () +se _‘Cmp (énmer..,Jrnmp L 7£nm1p+...+nmp)+

+ £SU(€n50 Us, , U (a) . D['Ysg_l]ausa) + Ko_(é"nmp — 5"50)_‘_

+ E a K 5”50 gnsﬁ(m’) + Tk Nsg . gnsﬂ(m')
Up 7j 1 Z (U e(p»])+1 nmp en(g)+n30 g(p’j)+nsg(p7]‘)

(4.17)

)
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Nsg Nss

donde eZS” = [eien(am’ e 7e£en(0)+nsg]T' Por otra parte, definase la matriz B,:
0 0 O 0
0O 0 0 ... 0
B, = € R"mpXMmp
K1 R K3 ... Iinmp

y considere la matriz laplaciana L,,. Entonces para el grupo de r, sistemas esclavos, el

error de sincronizacion en lazo cerrado es:

Daegp — (—L'rp ® Bp + dlag(ﬂﬁ(pJ), .o ’Aﬁ(p7rp)>)/€gﬂ

P

[ezsﬂ(p’n . Luego para el sistema completo (los q grupos de esclavos

T
nsﬁ(ﬁﬂ‘p) :|

con e = ....€
13 ’ 3

en la red) tenemos que:

Do = (—L + ) e, (4.18)

donde £ = diag (Lr1 ®Bi,..., L, ® Bq) yE=diag (Z1,...,Z,).

Del Teorema el sistema es asintoticamente estable si los valores propios de
la matriz (—£ + E) con ganancia de control (ki q, ..., kn, ») y escalares Ky, . . ., K, > 0 se
eligen de tal manera que

_ 0 T
larg(Ai(E,))[ > 5”05

Es inmediato del Corolario |4 que || X — Hps(Xs)|| = 0 cuando t — oc. O

Observacion 18. Observe que no existe ninguna restriccion en la interaccion compleja
entre los sistemas esclavo. Esto significa que la sincronizacion generalizada se cumple
para cualquier grafo G, dirigido o no dirigido, para cualquier matriz de adyacencia A,,
y sistemas no necesariamente idénticos. También cuando Arﬂ = 0,,xr, S€ Tecupera el

Teorema [6.

Observacién 19. La interaccion compleja dada en [148] estd contenida en el teorema
anterior. Otra diferencia importante radica en el uso de controladores dindmicos para

sincronizar los multiples grupos de sistemas esclavos con su respectivo sistema maestro.

Observacion 20. La metodologia propuesta no se restringe a solo sistemas liouvillianos,

también puede ser el caso de sistemas que satisfacen la Definicion [16.
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4.5. Algunos ejemplos numéricos

En esta seccion se presentan simulaciones numéricasE] de la metodologia propuesta.
Especificamente se muestran cuatro configuraciones distintas para combinaciones de los
sistemas cadticos de orden fraccionario de Rossler, Arneodo y Chua-Harley. La aplicacion
de la metodologia también se realiza para sistemas no necesariamente Liouvillianos como
se muestra en los dos ultimos ejemplos que involucran al sistema de Rossler. El primer
ejemplo considera el caso simple de SG para sistemas de orden fraccionario. El segundo
ejemplo considera el caso de un maestro con dos esclavos donde se aprecia la SC y SG. El
tercer ejemplo consiste en el caso de dos familias diferentes de sistemas esclavos con dos
sistemas maestros. Y el ejemplo final muestra el caso interesante de interaccion compleja

entre sistemas esclavos con dos maestros.

4.5.1. Ejemplo 3

Considérese la configuracion undireccional conformada por los sistemas de Arneodo
y Chua-Hartley, respectivamente, como maestro y esclavo (véase Figura . El objetivo
es mostrar la SG de sistemas de orden fraccionario conmensurado; y la propiedad de

observabiliad algebraica para sistemas de Liouville (OALF).

Ty O—O) T,

Figura 4.3: Ejemplo 3: SG de sistemas de orden fraccionario: Los x,,, y s, respectiva-
mente, denotan a los sistemas maestro y esclavo.

Primero, sea el sistema maestro (Sistema Arneodo):

D™ = zi",
Dyt =z,
3
Dy = —fial" — Poay" — Paas” + Bt (4.19)

Suponga y,,, = x5 como la salida, entonces los estados del sistema (4.19) satisfacen las

3La solucién numérica se obtiene mediante el algoritmo de Adams-Bashford-Moulton modificado de
un solo paso [30,31].
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siguientes ecuaciones:

o,.mi
D xl - ymla
mi .
) = Ym
— o
r3 = yml .

Note que el estado z]"" satisface la condicion OALF. De modo que z7"" puede escribirse
en funcion de las integrales de orden fraccionario de z3":

mi1 «

Ty =1 Yma
mi —

Ty = Ymy,
mi1 (a)

T3 = ym1 .

Por lo tanto, el sistema (4.19) es un sistema de Liouville de orden fraccionario. Por otra

parte, el sistema esclavo:

s1 2 513
'Dawil = p (ZE;l + —371 7 xl ) 5
D3t = ' — a3 + a5, (4.20)
D3t = —pay},

51

con ys, = x5 como salida, no todo el estado cumple la condicién de observabilidad alge-

braica. A saber, solo el estado x3' del sistema (4.20]) estd en funcién de la salida:

xil = Ys T+ yg?) - xgl
Ty = Yy
Dax?’,l = _ﬁySI

Entonces, los estados x7' y 3" satisfacen la condicion OALF. Elijase y5, = [%y,, + uj' tal

que x7' y z3' puedan obtenerse en funcién de integrales de x3', esto es:

i = oy + Y+ B, —uy
x;1 = Ys

1’31 = _Bjayﬂ_'_uil

Por lo tanto, el sistema (4.20]) es un sistema de Liouville de orden fraccionario. Ahora,
considere los sistemas (4.19)) y (4.20)), respectivamente, con la familia de salidas dada por
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las expresiones:

— S (07 — mi
Umy = 1%Ym, = 2]

1
Ysy = 1%y, +ul" = _B‘Tgl +uf!

De esta familia de salidas, las siguientes transformaciones se cumplen para el sistema

maestro:

mi mi
1 IYpm, Ly
_ mi — — mi —
Em = 2 = Ym, = | T2 = \Ijm(Xm)
mi lo% mq
3 DYy, T3
con su inversa:
mi mi
Ty 1
_ mi _ my _ !
X = Lo = 2 =W (fm)
mi mi
T3 3

Observacién 21. De acuerdo al Corolario |9, esta 4ltima transformacion debe cumplir

con lo siguiente: W1 es continuamente diferenciable [0/0&,)V 1 (&) = I3x3, ademds

= 17
H 857”1 00
es decir, 1 es la constante de Lipschitz de W L.
Y para el sistema esclavo corresponden:
h Iy, + uf* ——:L'3 + uit
=& = vatud [ = w3 + uy’ = (X,)
3 D%y, + u3' o}t — 3t 4+ x5t +uy?

con su inversa:
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zy! BE —u) + &' —up + &' —
Xo= |23 | = T = o1&
3! —B(& —uy')

Entonces, el maestro en coordenadas transformadas esta dado por:

o M _ mi
D 1 - 2

aeEmy mi
D" = &

oaeEmy mi emi emi
D€3 __£m1(172a3)a

donde
Loy (1) =B (& — i) + Bo (65" —us') + B3 (65" —uf') — Ba (& — uf)’

y el sistema maestro en coordenadas transformadas esta dado por:

DU = g
Dot = &

QO =S1 _ S1 S1 S1 S1 S1 S1 —
,Df?; - _581(1? 2 37u17u2au3)+u81
IDCY,U/81 — u51

1 2
Dau81 — uSl
2 3

o, ST =

D' = ug,,

£a) = 2 —up) - (Y0 g - - (25 @ - )

210 S1 S1 S1 S1 S1 S1
+7(5( 1 —u1)+(2 _U2)+(3 — Uj ))3

Por otra parte, la dindmica en lazo cerrado del error de sincronizaciéon e = &, — &

corresponde al siguiente sistema aumentado:



71

o ST S1
D €e = Cg
« S1 — S1
D €e, = Cg

a _S1 _ mi mi mi S1 S1 S1 S1 S1 S1 «,, S1

D%y, = =L (G657, 657 + Ly (67,6, 650 it ust, ugt) — Dug
o, S _ S1
Dyt = wu,
’DOAu81 — uSl
2 3

o, S m m m S S S S S S S

Doyt = =Ly (67,8, 867) + Ly (6,6, 65 uit us' uzt) + kg e

luego se tiene que D¢ = (A — K) e¢. Entonces el error de sincronizacion converge asintoti-

camente a cero si la matriz A — K = A; es Hurwitz con

0 1 0
A = 0 0 1
—ki1 —ko1 —ksg

y eligiendo ki 1, k13 > 0y k12 > k11/k1 3. Los pardmetros del maestro y esclavo son, respec-

tivamente, p = 12.75, 5 = 100/7, 1 = —5.5, B = 3.5, B3 = 0.8, B4 = —1, con orden con-
T

mensurado « = 0.92 [98], condiciones iniciales z,,,(0) = |—0.20 0.35 0.20} , 5, (0) =

T
—0.58 —0.01 0.3()] que garantizan el comportamiento cadtico y ks = [10 10 10]

En la Figura 4.4] se muestran los resultados de la SGF de los sistemas Arneodo y Chua-
Hartley en la configuracién maestro-esclavo. Los pares de figuras son los mismos dado que
el sistema maestro estd en forma candnica ( i.e. la transformacién ®,,(-) es la identidad).
Esto simplifica mucho la obtencion del mapeo que define la variedad de sincronizacion, a

saber
_l:[/'sl _|_ usl
3713 1
Hms<Xs) = \Ij_l o \I]S(XS) = l’;l + USQ = \IIS(XS) (421)
I.il _ x;l + x;l _'_ ugS
Note que la estructura de este mapeo se obtiene directamente de ®(+), esto significa que

las trayectorias en coordenadas transformadas y originales son las mismas. Es claro que los

errores de sincronizacion tienen un comportamiento asintético al cero (véase Observacion

21).
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0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3]
0.2 0.2]
<’ 0.1 < 0.1
0 0
-0.1 -0.1
-0.2] -0.2]
~0.3 i ; ; i i 03 i i i i i
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time (s) time (s)
(a) (b)
0.5
8 F §% %
! B 0 1 2 3
UVWU ;
% s 10 15 20 25 30 35 % 10 20 30 0 50
time (s) time (s)
() (d)
— —Tm
& =

e == e

Figura 4.4: Ejemplo 3. SGF entre sistema Arneodo y Chua-Harley. En coordenadas trans-
formadas y originales, respectivamente, se muestra: el error de sincronizacién (a) &, — &
y (b) X — Hys(Xs); las trayectorias sincronizadas (¢) &, = & v (d) Xp = Hps(Xs); y
la sincronizacién de los atractores (sobrepuestos) (e) &, &s v (f) Xon, Hms(X5).
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4.5.2. Ejemplo 4

Considere los sistemas Chua-Harley y Arneodo en la configuracion ilustrada en la Figu-
ra[L.5] Los sistemas esclavos (Arneodo y Chua-Harley) estdn conectados a un solo sistema
maestro (Chua-Harley). El objetivo es alcanzar el estado de SG y SC para estos sistemas

de Liouville, y en consecuencia la MSGF.

3'}81
L

.’,US2

Figura 4.5: Ejemplo 4: SG y SC de sistemas de orden fraccionario. Configuraciéon con un
solo maestro z,,, y dos esclavos x;,, s,.

Considere al sistema maestro (Chua-Harley) como:

my 2 mi13
D™ = p (:cém i M W - o )

D% = g™ — gl T 4.22
2 1 2 3

o, mi mi

con Y, = x5+ como salida. No es dificil ver que los estados del sistema (4.22)) satisfacen

las siguiente expresiones:

2= Y, YY) — 2
xgnl = Ym
Daﬂﬁ?l = _ﬁyvm

Ahora, los estados z]" y x5 satisfacen la condicion de OALF. Entonces, es posible rees-

cribir 27" y x3", respectivamente en funciéon de integrales fraccionarias de x5":

M= Yy + Y+ BT,
xgnl = YUm
Ignl = _6laym1

por lo tanto el sistema (4.22)) es un sistema de Liouville de orden fraccionario.

Por otra parte, considere al sistema maestro (4.22)) y asuma las dindmicas correspon-
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dientes a los sistemas esclavos como:

a..s1 s1
D% = =z,

o851 S1
D%y = g

o S1 S1 S1 S1 513
Dz3t = —Bixyt — Baxy _53553 + Bayx]

S2 s$23
DQZESQ — (x82+
4 p 5 7

.82 _ S92 S92 S2
D% = x) —a’ + 2y

.82 _ _ S92
D%z = —px:

Considere la familia de salidas para el sistemas maestro y esclavos, respectivamente como

sigue:
(6% 1 mi
Ymi = 1I"Ym, _Ex:S
y
Bo = Iy, bui =2
1
Us, = [1%ys, +uy’ = _Exgz + uy’
A partir de esta familia podemos obtener la dindmica del sistema maestro en coordenadas
transformadas:
Dog = g
Dog = g
Dafgm = _£m1< Inlv 5’11’ gn)’
donde

pﬁ mi 8p—7ﬁ mi p_7 mi 2p mi mi mi
L‘ml('):—T —<T) 2 —(T) 3 +7(1 +&M + &)’
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Y la familia de sistemas esclavos en coordenadas transformadas estd dada por:

Dt = &'

DG = &'

Da&’fl = _‘CS1 ( flv 51’ ;17ui17u317 u;;l) + Us,
Du* = w3

Dyt = w3

Du3t = ag,

Do = ¢

D §2 _ gz

,Dag(? = _‘CS2 ( 227 ;2’ 527 UZQ, u?v UEZ) T Us,
Dup = wu?

Du? = ug

Dug = ug,,

Lal) = B(El —ul) + (68— ) + ol ) — 51 (67 — )’
8p—17 -7
£ = L) - () @ -w - () @ - )

2p S92 S2 S2 52 52 52
"‘7(5(4 —uy’) + (67 —us?) + (& _UG))3

Observacion 22. Para tratar el problema, la cantidad de sistemas maestros se extiende
mediante maestros virtuales que tienen la misma dindmica y condiciones iniciales del

sistema maestro asociado con sus sistemas esclavos correspondientes (véase Figura .

Note que las transformaciones ¥,, y W, respectivamente, son

1
mi 81 81
_szs Ty Uy
o T3+ uy'
51 s1
le o x;nl + -T;T;nl Mg + Us
ém = 1 = \Dm<Xm>, gs = = \IJS<XS>
——xg? — g’ +up
/8 6
52 So
xs"? T5™ + Uy

EP) 52 52 52
x)? — xl? + zg” Ty — Ty + T + U
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4. Extensiones para sistemas de orden fraccionario conmensurado

De lo anterior es facil obtener ! como sigue,

gnl +§;n1 +/8§{n1

m1
2

I e N (s
7677/2 + 6;”2 _|_ /66317712

m2
5

—B&"”

Observacion 23. De acuerdo al Corolam’o@ note que W1 es diferenciablemente continua
y ademds [|[0/0& )0, Em) |l = B+2, es decir, B+2 es la constante de Lipschitz de ;!

Luego, la dindmica asociada al error de sincronizacion e; = &, — &; es:

Dy = e
D, = e
D%, —Lo, (6,61, 85") + Loy (67,665 ui' w3y, ug') — Dug!
D*ui* us'
D%us} (e
Dauél _ﬁml( 717”7 ng? ;’m) +£51 ( flﬁ sla glvuilauglvugl) + k81621
D = e
D = e
D%Zﬁ _‘le( 1711’ ;nlv gm) +£82 ( 227 ;2’ 527ui2>ug27u22) - DQUEQ
DYu? uz?
D%uz? U
,Daugz _Eml( ?“7 ;m, g”q) +‘C82 ( 227 55)27 52711’?12771’?)27“6832) + k82622
No es dificil ver, después de algunas operaciones algebraicas, que D% = (A — K)eg.

Entonces el error de sincronizacion converge asintoticamente a cero si la matriz A — K =
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diag (ﬂl, flg) es Hurwitz, donde

0 1 0
A= 0 0 1], 1<j<2
ki —hkay —ks,

Tome los pardmetros del Ejemplo 3, con condiciones

T T
—0.50 —0.07 0.65] L 20,(0) = [—0.20 0.35 0.20] , 2.,(0) = [—0.58 —0.01 0.30}

que aseguran el comportamiento cadtico de los sistemas y ks ; =

1<j<2

iniciales  z,,,(0) =
T

[200 200 200} para

En la Figura [4.6| se observan los resultados de la MSGF de los sistemas Arneodo y

Chua-Hartley en la configuracién mostrada en la Figura [£.5] Es claro que los errores de

sincronizacién tienen un comportamiento asintético al cero (véase Observacién [23)). Por

ultimo, el mapeo que define la variedad de sincronizacién es:

Blalt +ui') + a3t +us' + a3t + ug!
1.;1 + ugl
—Blai +uy)
J;ZQ + ﬁu? + ug2 + ug2
:E:ZQ —|—u§2

—f (@3 — 23" + 26" + ug?)
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R 10 20 30 20 50 % 10 20 30 40 50
time (s) time (s)
(a) (b)
3
2
lj
b
£ 07
<
-1
-2
% 10 20 30 ) 50

time (s)

(d)

Figura 4.6: Ejemplo 4. MSGF en una red de sistemas de Arneodo y Chua-Harley. En
coordenadas transformadas y originales, respectivamente, se muestra: el error de sincro-
nizacién (a) &, — & v (b) X, — Hpns(Xs); las trayectorias sincronizadas (¢) &, = &y
(d) X,y = Hps(Xs); v la sincronizacion de los atractores (sobrepuestos) (e) &,,&s v (f)
Xony Hins(X).
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4.5.3. Ejemplo 5

Asuma la configuracién de dos sistemas maestros dada en la Figura 1.7} El objetivo es

sincronizar las dos familias de sistemas esclavos con su respectivo sistema maestro.

Lsy
:L.ml

xSQ

Lgq
xm2 x84

ZESS

Figura 4.7: Ejemplo 5: MSG de sistemas de orden fraccionario. Configuracion de los siste-
mas maestros T, Tm, v 10s sistemas esclavos xy,, Ts,, Tsy, Tsy Y Tss-

El primer grupo se considera como el sistema dado en el Ejemplo 4. Para el segundo
grupo, considere al sistema de Rdssler como maestro y a los sistemas de Arneodo, Chua-

Harley y Rossler como sus esclavos. La dindmica del segundo sistema maestros es:

Dowfe = —(af? +a§?)
D2z = ) 4 ax”
Dxg? = b4 zg?(z)? —c¢) (4.23)

m2

con Y, = x5 como salida, el sistema (4.23) satisface las siguientes relaciones:

:UTQ = Daymg _'_ a’ymg
5% = Ymy
Tg? = _D2aym1 — D%y + Yy

Es decir, el sistema (4.23) satisface la condiciéon de OAF. Por otra parte, considere la

familia de salidas para los maestro y esclavos, respectivamente, como:

gm1 = [ayml :_E:Egnl

_ o __ma
ymz - me _-7;5
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4. Extensiones para sistemas de orden fraccionario conmensurado

T L

Uy = 1%y U = =g +u?
Uss = 15y +u7’ =27 +u7’

Ysy = Iay84 + uié = _Exié + uié
Uss = Yss T ui?’) = l‘ii + uig

Entonces, la familia de sistemas maestros en coordenadas transformadas se expresa como:

donde

'le(')
EmQ(')

D = g

Dog = g
aemy mi ¢~mi ¢~mi
,Df?, __£m1(17273)

D sz _ mo

- 5

DCV mo — mo

5 6
oM m m m
D 62 = _[’m2<427 527 62)7

—<T) 21—<T> 31+7(11+§21+§31)3

—(ac = 1)&" + 6y + (¢ — a)§g™ — (&4 — a&g™ + &6)(

y la familia de sistemas esclavos en coordenadas transformadas:

= agy) + b
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D
g
Dy
D%ui*
D%us
D%u3!
D*Ey?
D¢
D¢
Duy?
Duz?
Dug?
DeE?
DE?
DEg?
Du?
Dug’

53
D%uy

S1
2

51
3

S1 + a51
1 ust,ugt)
S1 §l7u1 ,
S1 ,
2
)
_‘CS1 ( 1
S1
Uy
S1
Us
Ug,

52
5

52
6

;C US
6,“ 5
S I 4 2
5
Y
2(4

U$3
3u8,u )

S,U 9

!: 3 ,

8

S 7 9 7 9

3(
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(23T
(RSt
D¢y
Dl
Dty
Dl
[2SE
(2RS¥
[2SE
D
D

«, S5
D3

54
11

54
12

Sq S4 S4 S4 S4 S4 57
—Ls, (§10, 871, &5, uih, ult, uis) + U,

S5 S5 S5 S5 S5 S5 v
—Ls, (§13, 873, &18, Uiy, uiy, ui3) + s,
S5
Upy
85
Uys

Usy

Lo () = Bi(& —ud)+ B (& —uy) + B3 (&' —us') — Ba (& — uit)?

I

Ly, () = (€ —u

7

7

Lo () = 5§ —u7') + B2 (& — ug’) + P53 (§5" — ug’

_pB

L) = ~Le-u

7

Lo () = —(ac=1)(

2
o (BE — ) + (6 — ) + (6 — )]
)

22 (e -

- (50 @ - - () @ -

— Ba (&8 —up?)’

- (25 et -t - (257 s - )

uih) (5 —ust) + (653 — uip))’

1a —uiy) €y —ui3) + (e —

a)(&75 — ui5)

— (&3 — w3 — a(&y] — uid) + &5 — ui3) (€15 — uid — a8y — ug3)) +0

Considere el error de sincronizacién como e = &, — & tal que su dindmica se representa
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como el siguiente sistema aumentado:

o _S1
Dfe,
Daesl

&2
DaeSl
&3

o, . S1
Dujy

o, . S1
Dusqy

o, . S1
Dus

o S92
D 654
Des?

&s
D(XeSQ
6

o, S2
Dy

o, S2
Dz

o, S92
Dy

€
€y
__l:W11( ?11
us'
(e
__l:ﬂ11< Inl
e
€
__L:W1l( {n1
uz?
ug?

__l:ﬂ11< Inl

m1
)52

mi
» 52

mi1
) 52

mi
» 52

mi1

» 53

mi

» 83

mi1

» 53

mi

» 83

)+ Ly, (

)+ L, (

)+ L, (

)+ L, (

S1 S1 S1
1262 283 »

S1 S1 51
1262 263 »
52 82 ¢S2
4 1785 156 »

S2 52 ¢S52
4 1685 156

S1 S1 S1 o, S
uyt, ust, uyt) — D%

s1 s1 s1 s1
uit, uy' ugt) + kg ef

52 S2 52 a, S2
uy?, us?, ugt) — Dy

S2 S2  So S9
ug, ug’, ug’) + ki, €
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Dy = e
Dy = e
,Daegg = _£m2< ZQ?&ET)”Q? g}n2>+£83< ;37 §37 53771’;37“58337“83)_1)&“33
Duz® = ug
Dugd® = ug’
Duy’ = =Ly, (8",857,867) + Loy (67°, 6% ;3,u§3,u§3,u§3)+k3836§3
D, = ea
Dleg, = ea,
D, = —Lm, (&85 66") + Lay (616, €115 €13, uio, ua, uys) — Dy
Duiy = wuii
Duii = wuis
Dy = —Lmy(84" 857, 66™) + Loy (616,811, €13, uih, uil, uih) + ko’
D, = e,
Deq, = eg,
D, = —Lmy(85%,657,86°) + Lo (615, €15, E15, urh, uig, ui3) — Duis
Duiy = i
Duiy = wuij
Dauig = _£m2< T2=§§n2a gn2)+£85< fgv fi? fg,uig,uﬁ,uig)—i—k%egs

Luego de algunas manipulaciones algebraicas, no es dificil ver que D% = (A — K) eg.

Entonces, el error de sincronizacién converge asintoticamente al cero si la matriz A — K =

diag (A;, Az, A3, Ay, A5) es Hurwitz, donde

0 1 0
Ai=1 0 0 1|, 1<j<5.
ki —kay —hs

Considere los pardmetros del Ejemplo 3, con a = 0.5, b = 0.2, ¢ = 10 [9§]. Y condi-

ciones iniciales Z,,, (0) = [—0.50 —0.07 O.GS}T, Tm,(0) = [0.50 1.5 O.1]T, zs,(0) =
[—0.20 0.35 o.zo]T, 25, (0) = [—0.58 —0.01 0.30]T, 74, (0) = [2 0.1 —2}T,
T

T
z.,(0) = [—0.71 —0.1 0.45] , s, (0) = [1 2.5 —1] que aseguran el comportamiento

cadtico. Elija las ganancias k, ; = [10 20 10} para 1 < 75 <5.
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En las Figura se ilustra la convergencia del error al cero de sincronizacion en
coordenadas transformadas y orginales. Tomando el mapeo , la MSGF se muestra
en las Figuras[£.9)y[£.10] El primer grupo de la Figura[4.7] la convergencia de los sistemas es
mds lenta que en el ejemplo 4 (véase Figura |4.6)), esto se debe a que las ganancias k1, ks 2
son mas pequenas que las ganancias en el ejemplo 4 (los valores propios asociados con
esas ganancias estan mas cerca del cero). Es importante mencionar que esta metodologia
se puede aplicar a sistemas no solo de Liouville, es decir, también aplica a sistemas que

satisfacen la condicién de OAF (e.g., el sistema de Rossler).

Bzt + ul) + 3t + ust + x5 + ug!
.ZTJ;I _|_u§1
Bl +up)
1.22 +Bui2 +ug2 +ug2
mgz + u;Q
B (@ — o + o + )
2+ U - o + )
Hps(X,) = 25 4 U (4.24)
~(@P — up) + alap - uP) - (@ - uy)
ot + it + uit — aujh
— 5T + Ui
—afh+ (a+ Dot + (3 - 1) 0% - uiy + outt — uis
735 - aulh + ui}

s5 s5
Tyy + Upy

S5 S5 S5 S5
Ty — Uz + Ay — Uss
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€¢

0 20 40 60 80 100

Figura 4.8: Ejemplo 5: Errores de sincronizacion (a) e, = &, — &y (b) €, = Xy — Hps(Xs).
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0 10 20 30 40 50
time (s) time (s)

(a) (b)

LTy sTsysLsy Ly

3‘0 4‘0 50 0 1‘0 éO 3‘0 4‘0 Sb
time (s) time (s)

(©) (d)

Figura 4.9: Ejemplo 5. MSGF de trayectorias de sistemas Arneodo, Chua-Harley y Rossler.
Las trayectorias sincronizadas (a),(c) &, =& v (b),(d) X, = Hps(Xs).
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—gm
0.4 _52 3
0.2 2
o 1
0
-0.2
-1
-0.4
08
-0.6+ 0.5 ’ 1
0.2 0
0.1 0 0 =
0 o1 -2
: -02 -05 -05 -3
(a) (b)

Figura 4.10: Ejemplo 5. MSGF atractores de Arneodo, Chua-Harley y Rossler. La sincro-
nizacién de los atractores (sobrepuestos) (a),(¢) &m,&s v (b),(d) X, Hns(Xs).
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4.5.4. Ejemplo 6

Considere la configuracion compuesta por dos maestros con interaccién compleja entre

los sistemas esclavos de la misma familia en la Figura [4.11

Figura 4.11: Ejemplo 6: MSG de sistemas de orden fraccionario con interacciones complejas
entre esclavos. Configuracién de los sistemas maestros x,,,, T, y los sistemas esclavos x, ,
Lsgs Tsgy Lsy Y Tsy-

El objetivo es mostrar que el estado de MSGF en presencia de interaccién entre los
sistemas esclavos. Considere todos los sistemas como en el ejemplo anterior. Por otra parte,
note que la primera interaccién entre los sistemas esclavos es bidireccional (e.g. asociada
al grafo no dirigido G,,). La segunda interaccién entre los esclavos de la segunda familia
es unidireccional (e.g. asociada al grafo dirigido G,,) como se muestra en la Figura m

Sean los grafos asociados, respectivamente,

grl = {V"'l?g7‘1 9 AT‘l} 9 gT‘Q = {Vrza 51"27 -’47‘2} P

donde

Vi = {1’2}
En = {(1a2)7(271)}
VY, = {1,2,3}

SCQ
Il

{(1,2),(2,3),3, 1)}
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y
010
0 1
A = : A,=10 0 1
10
100
No es dificil ver que
1 -1 0
1 -1
L. = , L,=10 1 -1
-1 1
-1 0 1

con r; = 2y ro = 3. Note que L,, es una matriz simétrica porque G,, es un grafo no

dirigido. La dinamica del error de sincronizacién e; = &, — & en lazo cerrado es:

a, s1 S1
D € = Cg
o, s1 S1
D €, = Cg
a s1 mi mi1 ¢emi 81 ¢S1 ¢S1 ,,81 ,,S1 S1 a, 51
De&s - —£m1(1,273)+£51(1,2,3,u1,u2,u3)—Du3
a, S1 S1
Dt = uj
Dau§1 — U§1
., S1 _ mi mi mi S1 S1 S1 S1 S1 S1 S1
DU3 = _E’ml(l ) ,3)+£51(172;37ul7u27u3)+k81€§ +®1
Da632 — 682
& &5
a, S2 52
D €& =
a sa mi emi ¢cmi S2 ¢82 ¢S2 ,,82 ,,S2 ,,S2 a, 52
Degﬁ - _‘le(l7273)+‘C52(47576’u47u57u6)_pu6
«, S2 EP)
Dy = us
Du? = wug
5 6
«, S2 mi mi mi S92 ED) S2 52 52 52 52
Du6 — _£m1(1 yS2 1S3 )+£SQ(475767“47u57u6)+k52e£ +@2
Da683 — €S3
&7 &s
oS3 S3
D €& = C
o s3 mo ¢£ma  ¢ema 83 ¢83 ¢S3 ,,83 , 83 83 a, 53
D6§9 - _£m2(47576)+‘C83(77879au77u87u9)_pu9
«, §3 83
D = wug
Dug® = wug’
8 9

«,  S3 _ mo mo mo 83 83 83 83 83 83 83
Dlug® = —Lm,(84".&7,86) + L (67,687,857, 07’ ug’, ug’) + ke + O3
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oS4 _ S4
D Ceo = Cen
oS4 _ S4
D Cen T Gy
D%t =
&12
o, S4 . S4
Dy = wuyj
o, sS4 sS4
D%y = wups
o, S4 _
Dy =
« S5 _ S5
D Ceis = Ce
D% =
€14

D% =
15

S5 _ S5
D%uyy = wupy

s5
€15

«, S5 S5
D%y = wugg

«, S5 _
Duyg =

donde

— Loy (612,652, ) + Loy (€36, €11 €33, uih, uit, uih) — D uiy

— Lo (67, 65,65 + Loy (618,611, €18, wid, i uiy) + hyef’ + O,

mo Mo ~Mmo S5 ¢S5 (¢S4 S5 S5 S5 o, S5
— L0, (657,657,867) + Ly (§13, €15, &5, w3, ulh, uis) — DYuj}

—Lony (€12, €52, 66") + Lo (635,653, 633, il uil, uil) + kel + Os,

O1 = mi(§" — &)+ R2 (&' — &)+ ra (&5 — &7

0, = —06;
Oz = K
O4s = K
O = K

(67" = &16) + m2 (65" — &11) + w3 (&5 — £13)
1 (670 — &13) + w2 (61 — &71) + 3 (€15 — €13)
(&5 —

2) 4 ko (15 — &8°) + r3 (673 — &%)

Después de algunas manipulaciones algebraicas tenemos que D% = (—£ + =) e¢. Enton-

ces el error de sincronizacién converge asintéticamente a cero si la matriz (—£+ Z) es

Hurwitz, donde

E =diag (51, 5),

El = _LT1 ® Bl + dlag (-/lew’iZ) )

£ = diag (L,, ® By, L,, ® By),

EQ = _Lr‘g ® Bl + dlag (»’Zt?n -’Zl47'/i5) ’

0 0 0 0 1 0
Bi=By=]10 0 0], A= 0 0 1|, 1<j5<5
K1 Ko K3 —ij —kQ,j _kS,j
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Considere los pardmetros y condiciones iniciales del ejemplo 4. Con k;; = [10 20 10}
para 1 < 7 <5 y ganancias de acoplamiento difusivo k1 = 2, ko =2 y k3 = 2.

En las Figura se ilustra la convergencia del error al cero de sincronizacién en
coordenadas transformadas y orginales. Tomando el mapeo , la MSGF se muestra
en las Figuras y La convergencia de las trayectorias no se ve afectada por la
interaccién entre sistemas esclavos, esto se debe a que todos los valores propios de (—£ + =)
tienen parte real negativa. Aqui se muestra que pueden existir dos tipos diferentes de

interacciones, sin embargo, podrian ser cualquiera.

-

€¢

0 2‘0 4b 6‘0 8‘0 160
time (s)

(a)

Figura 4.12: Ejemplo 4: Errores de sincronizacién (a) e, = &, —& v (b) €z = Xpm—Hps(Xs).
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0 10 20 30 40 50
time (s) time (s)

(a) (b)

40 50

time (s)

(d)

Figura 4.13: Ejemplo 6. MSGF de trayectorias de sistemas Arneodo, Chua-Harley y Ross-
ler. Las trayectorias sincronizadas (a),(c) &, =& v (b),(d) X = Hps(Xs).
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_gml
0.4 _52 3
0.2 2
ol 1
0
-0.2
-1
-0.4
08
-0.6- 0.5 ’ 1
02 0
0.1 0 0 -1
0 o1 -2
: -02 -05 -05 -3
(a) (b)

Figura 4.14: Ejemplo 6. MSGF atractores de Arneodo, Chua-Harley y Rossler. La sincro-
nizacién de los atractores (sobrepuestos) (a),(¢) &m,&s v (b),(d) X, Hns(Xs).



Capitulo 5

Conclusiones

En una red de sistemas no lineales acoplados, debido a las diferencias en las estructuras
dindmicas de los sistemas involucrados, encontrar una variedad de sincronizacién es un
tarea complicada. En el problema de multi-sincronizacion unidireccional maestro-esclavo,
su importancia es tal que obtenerla implica alcanzar el estado de MSG para el SMA.
Desde una perspectiva algebraico-diferencial, la contribuciéon de este trabajo es directa,
se dan condiciones suficientes en términos de una variedad algebraica de sincronizacién
estable para el problema de MSG en la configuracién maestro-esclavo. La facilidad para
atacar el problema radica en considerar a este mismo como un problema de consenso
siguiendo al lider para una clase de sistemas en redes heterogéneas. La ventaja principal
de la metodologia es que podemos obtener de manera exacta una variedad de sincronizacién
estable bajo las hipotesis que permiten llevar a los sistemas a su FCOG, i.e., a través de las
transformaciones relacionadas con los elementos primitivos diferenciales de cada sistema
y mediante el diseno de controladores dindmicos que introducen una dinamica similar a la
del lider (ademés de incluir la interaccién entre esclavos). Es importante mencionar que
bajo estas hipdtesis, la atractividad de la variedad de sincronizacién es una consecuencia

directa del grafo que modela la interaccién entre los sistemas.
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5.1. Contribuciones y discusiones

En esta seccién se resumen las contribuciones téoricas, ventajas y desventajas sobre

las metodologias propuestas en esta tesis.

Variedad de sincronizacién estable. Se presenté una variedad algebraica de sincroni-
zacion asintoticamente estable en el problema de consenso siguiendo al lider para una red
heterogénea de “N +1” sistemas multi-agentes; mediante el uso de propiedades algebraicas
de los sistemas no lineales se obtuvieron resultados preliminares sobre la estabilidad de
dicha variedad. Es importante mencionar que se logré el consenso siguiendo al lider para
cualquier tipo de interaccién Gy entre los seguidores mientras estos reciban informacién
completa de su lider en todo momento, i.e., Gy.1 cuenta con un arbol de cobertura
con el lider como raiz (e.g. como se muestra en la Figura . En particular se logré la
obtenciéon de un comportamiento sincrono y estable mediante el diseno y aplicacién de
protocolos dindamicos de consenso en todos los seguidores, a partir del conocimiento de
los elementos primitivos diferenciales de los agentes en la red. Dentro de las metodologias
propuestas, es importante mencionar que el uso de una sola ganancia de acoplamiento
simplifica el andlisis del problema al considerar la interaccién de una gran cantidad
sistemas aunque estos se encuentran limitados en dimensién (e.g. sistemas no lineales
de tercer orden). Por otra parte al considerar miltiples ganancias de acoplamiento, el
orden de los sistemas ya no es un problema, sin embargo al aumentar la cantidad de sis-

temas acoplados, asegurar la estabilidad se convierte en un problema computacional grave.

Sistemas entrada-estado convergentes. Un comportamiento sincrono estable (un
error de sincronizacién asintéticamente estable), permite suponer algunas propiedades
sobre la naturaleza de los controladores dinamicos involucrados. En este caso, fue posible
considerar que la dindmica del error de sincronizacion y la dindmica controlador en lazo
cerrado forman un sistema en cascada del tipo entrada-estado convergente (véase
Teorema . En el caso de los sistemas cadticos, esto puede entenderse como un principio
de separacion en donde el comportamiento del controlador dindamico solamente depende
de las trayectorias acotadas del sistema lider y de las mismas trayectorias del controlador
(cf. Capitulo 9 en [71]). La verificacién sobre el tipo de controladores que satisfacen
esta condicién merece un estudio cuidadoso que esté fuera del alcance de este trabajo,
una posible solucién puede encontrarse en las condiciones de Demidovich [90] propuestas

en [91] para sistemas convergentes con entradas.
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FCOGM e inyecciéon de dindmicas. La obtencién de las transformaciones &,
mediante los elementos primitivos diferenciales parte del caso ideal en donde no existen
perturbaciones en las salidas y entradas de los sistemas, ademés de no considerar
incertidumbre paramétrica en los modelos de los sistemas. Como consecuencia, es posible
realizar la cancelacion de las dinamicas de los seguidores para imponer la dindamica del
lider en toda la red, e.g., . En este sentido, los procesos de cancelacion e inyeccién
se deben a que toda la informacién sobre la dindmica (algebraico-diferencial [71]) de
los sistemas se encuentra contenida en las funciones g¢;(n;,U;) de la FCOGM (véase
Corolario . La aplicacion de esta metodologia a situaciones reales necesita de un estudio
méas profundo [35,/115], porque las senales de salida de los sistemas reales (mediciones
realizadas a través de un sensor) se encuentran mezcladas con ruido (perturbaciones no
deseadas) y/o porque la existencia de errores en el modelado de los sistemas complica el
analisis del problema. En tales situaciones, no es posible llevar a los sistemas a su FCOG
de manera directa. Sin embargo, las aplicaciones potenciales de los resultados obtenidos
en esta tesis pueden ser de gran utilidad en los problemas de encriptacion de datos y

comunicaciones seguras basados en sistemas caéticos [5,[70,/77].

Extensiéon a sistemas de orden fraccionario. Se propusé una metodologia para
sistemas caoticos de orden fraccionario conmensurado de Liouville con 0 < o < 1. Donde
se considera a a como un parametro extra que, junto a las condiciones usuales, propicia un
comportamiento cadtico. De esta manera se extiende la clase de sistemas para los cuales
es posible aplicar la metodologia al introducir la propiedad de observabilidad algebraica
fraccionaria para sistemas de Liouville y las FCOGMF para esta clase de sistemas. Cabe
mencionar que es posible, bajo ciertas propiedades de equivalencia entre operadores [102],
extender algunos de los resultados para la derivada de Riemann-Liouville. Una de las
principales dificultades del uso de operadores de derivada de orden fraccionario es que
estos no satisfacen las reglas usuales de derivacion, e.g., la regla del Leibniz. Esto restringe
a los tipos de sistemas para los cuales es posible obtener una FCOGF comparado con
el caso entero, este problema sugiere explorar y estudiar otros tipos de operadores de
derivada de orden fraccionario [12}/18}46,/79].

5.2. Direcciones futuras

Las direcciones futuras de esta investigacion, ademas de las sugeridas en la seccién

anterior, pueden contemplar los siguientes problemas:
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Intermitencia y pérdida de conexion entre nodos. Es posible encontrar las
condiciones para las cuales las interacciones pueden ser intermitentes. Es claro que esto
se relaciona con la existencia de un grafo dirigido de cobertura con el lider como raiz tal
como en el caso de sistemas lineales (c¢f. [107]) y que su solucién sigue los resultados de
estabilidad ya conocidos sobre sistemas hibridos [60]. En esta misma direccién, otro caso
de estudio, es la eleccion de una nocion débil del grafo variante en el tiempo conocida
como la condicién de conexién uniforme o colectividad conexa. Esto permite que el grafo
pueda ser no conexo en cualquier tiempo [59,/145], sin embargo, la unién de todos los gra-

fos distintos estd relacionada con el grafo dirigido de cobertura mencionado anteriormente.

Observacion e identificaciéon. La metodologia presentada en esta tesis pueden
extenderse facilmente al caso de protocolos de consenso basados en observacion en
donde el estado de los sistemas no lineales se conoce parcialmente [71] tal como en el
caso lineal [116]. También, la metodologia propuesta puede tomarse como base para la
extension al caso de incertidumbre paramétrica de los sistemas no lineales en el sentido

de pardmetros identificables [7,[71] en el problema de multi-agentes.



Apéndice A

Estabilidad de conjuntos y sistemas

convergentes

En esta seccion se muestran los conceptos y resultados sobre la estabilidad de conjuntos
[9,57,[117,/132] y sistemas convergentes [22}/91], dichos conceptos serdn de utilidad para
tratar la estabilidad de la variedad algebraica de sincronizacion en la multi-sincronizacién

de sistemas cadticos.

A.1. Funciones de comparacién

Es comun encontrarse con este tipo de funciones en los resultados de estabilidad de

Lyapunov para sistemas variantes en el tiempo [51]:

Una funcién continua « : [0,a) — [0, 00) es de clase:

» K sila funcién « es estrictamente creciente y «(0) = 0,

» K sies una funcién de clase K, a = oo y a(s;) — oo cuando s; — 00.
Una funcién continua £ : [0,a) x [0,00) — [0,00) es una funcién de clase KL si:

» para cada valor fijo de sy, la funcién ((sy, s2) pertenece a la clase KC respecto a 7,

» para cada valor fijo de s;, la funcién [(s;,s2) es decreciente respecto a sy y

B(s1,82) = 0 cuando sy — oc.

A.2. Estabilidad de conjuntos

Considere el siguiente sistema no lineal invariante en el tiempo:

99
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i f(2), (A1)

con condicion inicial z(0) € R", donde z(t) € R™ es el vector de estado, f(z) es una
funcién continua en z. Para asegurar la existencia y unicidad [51] de la solucién de (A.1)),

f(z) debe ser Lipschitz en z,

1 (z) = FWl < Lllz—yll,

Vo, y € R™ Vt € [to, t4].

La funcion distancia de un punto x € R™ a un subconjunto A C R" se define como:
2| 4 :=d(x,A) = inf {d(z,2) | € A},

donde d(z, %) = ||x — || es la norma euclidiana.

Ejemplo A.2.1. El punto de equilibrio x, € R™ del sistema (i.e. f(xe) = 0) se
puede representar como el siguiente conjunto compacto invariante A = {x € R" | x = z.},
donde

2]l 4 = W {llz =yl [y = 2ze} = llz -z (A.2)

El siguiente lema muestra que la distancia de un punto arbitrario a un conjunto es
proporcional a la distancia euclidiana de entre dicho punto y un punto en el conjunto
dado.

Lema 7. Sean z, 2 € Q0 C R™ vectores en un conjunto compacto €2 en el espacio euclidiano

y asuma la siguiente variedad trivial:

M={(z2) eR" | z=2}. (A.3)
Entonces .
(2, 2)l|m = EHZ — 22 (A4)

Prueba 12. De la definicion de la distancia de un punto a un conjunto se tiene que:

z — Z —
eI, OG0 =117 ¢
@rénrem|| \z— & 5o ¢
2 2

= J(&)

con J(€) = \/|lz = &|3 + |2 — €||3. Note que J(€) es una funcion continua en el conjunto
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compacto 2, entonces J(£) alcanza su infimo en su minimo, por lo tanto ||(27,21)T ||\ =
mingcq J(§). Cualquier norma de vectores || - ||, es convexa asi que podemos tomar su
argmin J(§) de las condiciones suficientes de primer orden para valores extremos V.J(§) =
0. Note que VJ(§) = ﬁ (z=T+ (2-97). Ast, argmin J (&) = & = 1(2+ 2). Final-

mente || - ||m estd dado por:

2

como se deseaba. O

Observacion 24. Es posible relajar las condiciones acerca del conjunto compacto al con-
siderar conjuntos o variedades en donde los vectores que componen a estos conjuntos son

combinaciones lineales de los vectores unitarios como se muestra en el Lema 2.3 en [§].

Definicién 21. Sea x(t,z(0)) la solucion de (A.1)) en el tiempo t. Esta solucion se define
en el mdximo intervalo de existencia (to,t1). Se dice que el sistema (A.1l) integro hacia
adelante si t; = +o00, Vx(0); integro hacia atrds sity, = —oo, Vz(0); e integro si es

tanto integro hacia adelante como atrdas.

Ejemplo A.2.2. Considere el sistema © = Ax, con matriz A Hurwitz y un conjunto

compacto e invariante A = {z € R" | x = 0}, dado que
[A(z =yl <alle—yll,

Ve,y € R" y t € [to,t1], con cualquier norma inducida ||Al] < a. Entonces t; puede ser
arbitrariamente grande y la solucion es unica ¥t >ty = 0. Por lo tanto el sistema © = Ax

es integro hacia adelante.

Definicién 22. Para el sistema (A.1]), un conjunto no vacio y cerrado A C R"™ es un
conjunto invariante hacia adelente si el sistema es integro hacia adelante y Vx(0) €
A la solucion x(t,z(0)) € A, Vt > 0.

Definicién 23. El sistema (A.1) se dice detectable en tiempo finito por ||-|| , si el
maximo intervalo de existencia de la solucion estd acotado, esto es x(t,x(0)) estd definido

solo en [0,T) con T finito. Entonces limy_,p ||x(t, (0))|| , = oc.
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Ejemplo A.2.3. Para el sistema & = Az, el equilibrio A = {x € R" |z =0} es un
conjunto invariante hacia adelante. Ademds, el sistema es detectable en tiempo finito por
[ 4-

Definicién 24. Sea (A.l) un sistema integro hacia adelante, se dice que el conjunto
invariante hacia adelante y cerrado A € R™ de (A.1) es:

» Estable Global y Uniforme (EGU) si existe una funcion ¢ de clase K, tal que,
Vz(0) € R™, la solucion x(t,z(0)) satisface,

[t 2(0)] 4 < @(llz(0)][4), V& =0.

» Asintoticamente Estable, Global y Uniforme (AEGU) si eziste una funcion
B de clase KL tal que, Yx(0) € R™, la solucion x(t,x(0)) satisface,

la(t 2(0)) 4 < B(2(O) L4, 1), Ve > 0.

» Exzponencialmente Estable, Global y Uniforme (EEGU) si existen constan-
tes k>0 y X >0 tal que Vx(0) € R™, la solucion x(t,x(0)) satisface,

lo(t, x(0))l] 4 < K |2 (0)[| y ™, ¥t >0.

Cuando A es compacto, la condicién de integridad hacia adelante es redundante. Por
ejemplo un punto de equilibrio asintoticamente estable es un conjunto no vacio, invariante,
compacto (véase el Lema 4.1 en [51]), lo que cumple que el sistema sea detectable en tiempo
finito a través de || - ||.4). Entonces las cotas en la Definicién [24]implican que las soluciones
estdn acotadas en el intervalo maximo de existencia. A continuacién mostramos un ejemplo

claro de esta situacion:

Ejemplo A.2.4. Considere el sistema © = Ax, con una matriz A Hurwitz estable. En-
tonces, el origen es un punto de equlibrio exponencialmente estable y global. Por lo tanto,
el conjunto A ={z € R" | x =0} es EEGU.

Definicién 25. Una funcion suave de Lyapunov para el sistema (A.l) respecto a un
conjunto no vacio, cerrado, invariante hacia adelante A € R es una funcion V : R™ — R,

que satisface:

» emisten dos funciones ay y ao de clase Ko tal que para cualquier x € R™,

ay ([Je]l 1) < V() < az ([l 4)
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» existe una funcion as continua, positiva definida (al menos) tal que para cualquier
reR"\ A,

Vix) <ag([lz]l 4) -

Teorema 8. [117] Considere al sistema detectable en tiempo finito por |-|| 4. Si
existe una funcion suave de Lyapunov para el sistema (A.l]) respecto a un conjunto no
vacio, cerrado e invariante hacia adelante A C R™. Entonces, A es EGU respecto a (A.1]).
Ademas si se restringe a ag como una funcion positiva definida, entonces es AEGU respecto
a (Ad)), y si a; (||z]| ) = al|x |4 para 1 <@ < 3, donde c1, 2, c3, ¢ son constantes reales
positivas ¢ > 1, entonces A es EEGU respecto a . O

A.3. Sistemas convergentes

Considere el siguiente sistema
T = F(t,x), (A.5)

donde z € R", t € Ry F(t,x) es localmente Lipschitz in x y continua a pedazos en t.
Definicién 26. (Sistema convergente [91)]) El sistema ((A.5)) es
= convergente si existe una solucion T(t) que satisface las siguientes condiciones

(i) Z(t) estd definida y acotada para todo t € R

(i1) Z(t) es globalmente asintdticamente estable.
= convergente uniforme si es convergente y z(t) AEGU.
» exponencialmente convergente si es convergente y z(t) es FEG.

Ahora, considere el sistema variante en el tiempo de la forma
T =F(t,z,w) (A.6)

donde F': [0,00) x R" x R™ — R" es una funcién continua a pedazos en t y localmente
Lipschitz en x y w, la funcién de entrada w : R — R™ pertenece a la clase de funciones con-
tinuas a pedazos con [|w(t)||ft.g := SUP;<r<; [|w(7)| v es una funcién acotada dependiente

del tiempo t para toda t > 0.

Definicion 27. (propiedad de convergencia con entradas [91]) El sistema (A.6) es (unifor-

me, exponencialmente) convergente si para cada entrada continua a pedazos w, el sistema
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&= F(t,z,w(t)) es (uniforme, exponencialmente) convergente con una solucion en estado

permanente T, (t).

Definicién 28. (Propiedad de sistemas entrada-estado convergentes (91]) El sistema
es entrada-estado convergente si es convergente uniforme y para cada entrada w existe
una funcion B(r,s) € KL y una funcion v(r) € K tal que para cualquier solucion x(t)
del sistema que corresponde a alguna entrada continua a pedazos y acotada @ =

w4 Aw(t) se satisface la siguiente desigualdad:
2(t) = Zu ()] < B(llz(to) — Tulto)l, t — to) + (|| Aw]|ito,0))-

Es importante mencionar que esta propiedad no se pierde al conectar de forma paralela
a sistemas entrada-estado convergente, no es dificil ver que esto es una consecuencia de la

defincién anterior. Esto se demuestra en el siguiente resultado.

Teorema 9. Considere el sistema en paralelo

#1(t) = Fi(t,x1,w,s) (A7)
ta(t) = Fy(t,x9,w,s) (A.8)

cont €R, x; € R 29 € R™, w e R™ and s € R™. Sean los subsistemas (A.7) y (A.8)
entrada-estado convergentes respecto a las entradas w = w(t) + Aw(t) y § = s(t) + As(t),

1.€.,

121l < Bi(llz1 (o)l £ = to) + 1, Sup [Aw(T)) +7( sup [|As(T)]])

<7<t to<t<t

[ Z2]] < Br(ll22(to)[],t — to) + pa SuP<tHAW( 7)) + 7 SuptHAS( ol
<r () <r<
respectivamente, con By, Pe € KL y pi,vi € K, i = 1,2, ||Aw|| < ¢, [|Aw| < ¢, 1,0 > 0,
donde T1 = T1 — X145 Y T2 = Ta — Ta,s, dONde T1 45 Y T s SON las soluciones en estado
permanente de los subsistemas (A.7)) y (A.8]), respectivamente. Entonces la coneridn en
paralelo de los subsistemas (A.7) y (A.8)) es un sistema entrada-estado convergente con w

y s como entradas.

Prueba 13. Definase X = (21,23)1 € R™™2 para un X arbitrario es inmediato que
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| X < ||Z1]] + [|Z2]], luego de (A.9) se obtiene lo siguiente

X[ < Br(ll21(to)ll = to) + pr( sup [[Aw(7)[]) +7( sup [[As(T)])

to<t< to<t<i
+ Br(llZ2 (o)l t = to) + p2( sup [[Aw(T)[]) + 72( sup [|As(7)])
to<t<t to<t<

< Bi(llZ1(to)ll, t — to) + Ba(ll22(to)l], t — to)

s {20 sup 180D )+ s {20 s Jas(D )

to<7<t to<t<t

como se deseaba. O

El siguiente resultado puede considerarse como un colorario de la Propiedad 7 en [91],
sin embargo aqui se presenta una prueba mas directa. Este resultado es el elemento clave
para estudiar las propiedades de convergencia para el protocolo dinamico de consenso en
el Capitulo 3.

Teorema 10. Considere el siguiente sistema en cascada

() = Fi(t,x1,29,w) (A.10)
To(t) = Fa(t,z2) (A.11)

cont € R, weR™, 1 € R" and v € R™. Sea x5 = 0 un punto de equilibrio AEGU del
subsistema xo. Ademds, sea el subsistema (A.10) entrada-estado convergente respecto a la

senales de entrada x4 y & = w(t) + Aw(t):

1] < Billlea(to) I, = t0) + p( sup [l +5( sup [Aw(r))  (A12)

to<7t<t

con funciones b1 € KL, p,v € K, ||Aw| < ¢, 1 = 1 — 14, donde x1,, es la solucion en

estado permanente del sistema convergente ((A.10). Entonces el sistema en cascada con-

formado por (A.10) y (A.11) es entrada-estado convergente con w como senal de entrada.

Prueba 14. Sea ty > 0 el tiempo inicial y suponga que las siguientes desiguladades se

satisfacen globalmente:

[21(8) N < Bl ()l 8 = ) + p[le2(T) ) + 71 AW(T)|5)

lz2(t) | < Balllz2(s)l], = s), (A.14)
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donde t > s > to, b1, € KL yy, p € K. Fije s = (t+1y)/2,

1211 < B1 (121((F +20)/2)]], (t —20)/2)
+ pUlz2(7)iet0)/2,0) + YN AW(T) [ 1(t+0)/2,0)
< Bi (2:((t +t0)/2)]], (t —t0)/2)
+ p(l[22(7) [ 1¢t+20)/2), 1) + VAW (T)[t0,1))-

(A.15)

Note que podemos estimar algunos de los términos en de las desigualdades (|A.13])
y (A14). En primer lugar, fije t = (t +t0)/2 y s = to, luego estime &1((t + to)/2) de
(A.13):

121 ((t +t0)/2)|| < B1 (21 (o)l (£ —t0)/2)

+ p(llz2(T)l1t0,(tt0)/21) + YUAW(T) 110, (420)/2))

(A.16)
< B ([|21o) I, (2 —t0)/2)
+ p(lz2(7) 20,4200 /21) + VAW [f20,11)
utilizando , obtenemos lo siguiente:
[22(7) [i(t0)/2.0 < B2 (|2 ((E +T0) /2) ||, (¢ = 10)/2)
< Ba (llz2 (o) Il (t — t0)/2) (A7)
122(T) 10, (t-+10) /21 < B2 (|22 (to) [], (¢ — t0)/2)
< 52 (HxQ (tO) H? 0) )

donde hemos utilizado el hecho que xo es AEGU. Asi la desigualdad en (A.16) puede

reescribirse como

121 (¢t 4 t0)/2) || < Bu (|| £1(t0) [, (£ — t0)/2)

(A.18)
+p (B2 (lz2(to) 1, 0)) + v ([[Aw(T) [lzo.0)

De las desigualdades (A.15)), (A.17) y (A.18]), se obtiene el estimado de &1(t) como se

muestra a continuacion:

121 ()] < Bi (Br (|21 (to) ], (£ — t0)/2)
+ p (B2 ([|z2(to)[], 0)) + 7 (| Aw(T) |10, > (E — £0)/2)
+p (B (2o, (t = t0)/2)) + ([A0(T) 110,17

Por otra parte, definase X = (21, 21)T € Rm*™ y fije s = ty en (A.14)), utilizando el
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hecho que || X|| < ||Z1(¢)|| + [|z2(t)]| y el estimado previo para x; entonces

X1 < 81 (B (121 () I, (= t0)/2) + p (B2 ([[22(t0) ], 0))
+7 (Aw(T)lfto.11) > (E = t0)/2) + p (B2 ([[z2(Lo)], (£ — t0)/2))
+7 (A0 o) + B2 (lz2(to)ll, (¢ = t0)) -

Posteriormente, utilizando la version débil de la desigualdad del trm/nguldﬂ /120] podemos

verificar lo siguiente:

[ X[ < 81 (381 ([[21(o) I, (¢ = t0)/2) . (t = 10)/2)
+ b1 (3p (B2 ([|lz2(t0)[, 0)) , (t = 10)/2)
+ 61 (37 (1Aw(T) 10,1 » (¢ = t0)/2)
+p (Ba (lz2(to) I, (t = t0)/2)) + 7 (1AW(T)llr0.1)
+ B2 ([[z2(to) |, £ — to)
< B1 BB (|21 (o), (8 —t0)/2) , (t = t0)/2)
+ b1 (3p (B2 (||lz2(to)[, 0)) , (t — t0)/2)
+ 81 (37 (1Aw(T) o) - 0)
+p (Ba (lz2(to) I, (t = t0)/2)) + 7 (1Aw(T)lljt0.))
+ B2 (|lz2(to) ||, £ — to)

(A.19)

donde la ultima desigualdad en (A.19) se obtiene del hecho que para 5, € KL, fijando
s1 y asumiendo s3 < so, se tiene que [y (S1,52) < P1(s1,83). Finalmente la siguiente

desigualdad se cumple

11 < Bay (21 (to)ll ¢ = t0) + Bay (lz2(to)ll, € = to) + 72w (1Aw]10.0) (A.20)

con las funciones Bz, Bz, € KL Yy Yaw € K dadas por

61?1 (7’, Q) =5 (361 (7’, q/2) 7q/2>
Baa(r,q) = B1 (3p(B2(,0)),4/2) + p (B2 (r,q/2)) + B2 (r, q) (A.21)
Yaw(r) =(r) + Bi(37(r), 0).

!Como consecuencia de la propiedad no decreciente de un funcién ¢ € K cualesquiera y para todo
a,be RT:
((a+0b) <v(2a) +(2b).

Es inmediato que la generalizacién para una funciéon S € KL sigue del hecho que al fijar su segundo
argumento, esta funcion es de tipo clase K respecto a su segundo argumento.
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O

Observacion 25. La desigualdad (A.12) wutiliza el hecho que el sequndo subsistema es

(A.11) es asintoticamente estable y donde el origen es su punto de equilibrio.
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Propiedades sobre sistemas de orden

fraccionario

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de definiciones sobre operadores
de diferenciacion e integracién de orden fraccionaria [86,102]. En este trabajo utilizaremos
el operador de derivada de Caputo. Porque en el problema de condiciones iniciales de
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con operador de Caputo, las condiciones
iniciales tienen el sentido usual y ademaés la derivada de Caputo una constante es cero

como en el caso entero.

Definicién 29. La derivada de Caputo de orden o € R de una funcion x se define como

a a 1 e o
2@ =, Dx(t) = Tn—a) /to 2™ (1) (t —7) Ydr (B.1)
donden € N, n—1< a < n yax™(r) es la n—ésima derivada de z(7) en el sentido

usual, donde n € N y I' es la funcion Gamma de Euler.

Existe una generalizacién del Teorema Fundamental del Célculo [12§], para intervalos
finitos. Este es el caso cuando la integral y la derivada son, respectivamente, la integral de

Riemann-Liouville y la derivada de Caputo.

Definicién 30. La integral de Riemann-Liouville de orden o € R de una funcion x se

define como

2 =, Tx(t) = ﬁ/t x(7)(t — 7)* dr, (B.2)

donde 0 < a <1, I' es la funcion Gamma de Euler.
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Para simplificar la notacion omitase la dependencia del tiempo de x y en adelante

considere ty = 0. El operador secuencial de derivada se define como:

Drax(t> — to tatoD;fl AR ) tatthO:x@)
rft\i,mes

esta es la aplicacién de la derivada de Caputo r € N veces a x, note que Dx(t) = z(t), y
con r = 1 entonces Dz (t) = 2.
Un sistema no lineal fraccionario invariante en el tiempo se puede representar de la

siguiente manera en un modelo:

y(t) = h(z), (B.3)

donde z € R", u € R" y y € R? son estados, vectores de entrada y salida del sistema,
respectivamente, con f : R x R* — R" h : R" - R, a = [ag,q9,...,a,]7 € R™. Las
condiciones que aseguran la existencia y unicidad de la solucién [31,/52}/72] de radican
en tomar a f € C', lo que implicitamente implica que f sea Lipschit4} Si a; = ap = ... =
«,, el sistema es un sistema de orden fraccionario conmensurado, en caso contrario

es de orden inconmensurado.

B.1. Estabilidad de un sistema lineal invariante en el

tiempo
Teorema 11. (Matignon [7/]) Sean o < 2 y A € C™". El sistema auténomo
2% = Az with  z(0) = xg

es asintéticamente estable si y solo si |arg(\(A))| > am/2, donde \;(A) es el i—ésimo

valor propio de la matriz A. O

Observaciéon 26. Un caso particular del Teorema anterior sucede para 0 < o < 1, cuando

'En su defecto, f : Q — R™ puede considerarse localmente Lipschitz en el conjunto Q C R [25].
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la matriz A es Hurwitz matriz, i.e.,
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