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Resumen

La ecuacién de Hill es un ejemplo representativo de los sistemas Lineales Variantes
en el Tiempo, que resulta relevante en muchos campos debido a que la ecuacion de Hill
como conjunto de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, en general no tiene solucion
analitica; es por eso que se usan métodos semi-analiticos para encontrar soluciones y
regiones de estabilidad. Un caso més general (la ecuacién matricial de Hill) es tratada
y como el enfoque de la estabilidad de Sturm-Liouville puede ayudar a computar las
regiones de estabilidad de ésta. Se usa por primera vez el enfoque de Sturm-Liouville
Vectorial para encontrar dichas regiones.
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Abstract

The Hill Equation is a representative example of Linear Invariant Systems, relevant
in many fields; as a general set of ODE’s it does not have analityc solution; that’s
why many of the times, semi-analytical methods are used in order to find its solutions
and regions of stability. A more general case (the Matricial Hill equation) is discused
and it is shown how the Sturm-Liouville approach may give some advantages for the
computation of the Arnold Tongues. The vectorial Sturm-Liouville approach for the
computation of these regions is used by the first time ever.
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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos permiten abstraer las propiedades y caracteristicas de objetos reales,
extender la vision que se tiene de algtin ente, asi como desarrollar intuiciéon sobre el
comportamiento del mismo, sobre todo, permiten predecir el comportamiento de los
sistemas reales. Por lo que resulta importante estudiar modelos que nos den infor-
macién de comportamientos interesantes, uno de éstos es la Resonancia Paramétrica,
que al igual que su prima, la Resonancia, inestabilizan al sistema. Motivo por el cual
se estudian éstos fenémenos con el fin de evitarlos o potenciarlos, segin sea el caso.
En las siguientes secciones se describiran dichos comportamientos.

1.1. Resonancia y Resonancia Paramétrica

La principal diferencia entre estas dos, y la causante de las demas distinciones es
que, mientra que la Resonancia es producida por el forzamiento del sistema en cuestién
(normalmente entendido como una entrada), la resonancia paramétrica es producida
por la Fxcitacion Paramétrica, una variacion periddica de uno de los parametros del
sistema, lo cual conduce a comportamientos completamente distintos.

Por un lado la envolvente de la resonancia es una recta, o en general un polinomio;
en tanto que la de la resonancia paramétrica es una exponencial como ilustra la Fi-
gura 1.1; es decir, aunque ambas tienden a infinito una lo hace mucho mas lento que
la otra y por ende es més peligrosa. La resonancia ocurre para un conjunto de valores
determinados que la exciten (sus condiciones son igualdades en los pardmetros), en
tanto que la resonancia paramétrica presenta condiciones de desigualdades; por tanto
es también mucho mas complicado librarse de esta. Por ultimo y quizd més impor-
tante, la resonancia paramétrica es propia del sistema, por lo que si no entendemos
las causas de ésta no podremos impedirla o aprovecharla, segin convenga.

1.1.1. ;Cbémo se modela la resonancia paramétrica?

Champneys en [1] ofrece un interesante articulo en el que trata este tema con
mucha mas elocuencia, en el que nos prueba que hasta en el simple columpiar de un
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Figura 1.1: Grafica de soluciones tipicas que presentan resonancia(azul) y resonancia pa-
ramétrica (rojo).

nino (ver Figura 1.2) hay excitacién paramétrica y que lo que lo impulsa es de hecho
la resonancia paramétrica producida por el infante; para angulos pequenos el modelo
que describe el comportamiento es la ecuacion de Mathieu (que es un caso particular
de la ecuacién de Hill, como se vera mas adelante).

1.2. Perspectivas de Control

Mas alla del interés académico que el estudio de la estabilidad de la ecuacion de
Hill pueda tener, ésta posee algunas interesantes aplicaciones, sobre todo porque es
comun encontrar sistemas que presenten alguna excitacién paramétrica, que se suele
despreciar o linealizar en el valor medio de esta variacién, tales como: la maquinaria
que opera sobre el mar (por los altibajos de la marea. Ver Figura 1.3), un espectogréfo
de masas de cuadrupolos (en su relaciéon carga-masa) o los potenciales periddicos en
la ecuacién de Schrodinger propios de cristales, etc.

Todos estos sistemas, y en general cualquiera donde alguno de sus parametros
varie de forma periddica puede ser expresado con una ecuaciéon de Hill. Si se desease
controlar alguno, es fundamental poder analizar su estabilidad primeramente (inde-
pendientemente de los controles a lazo abierto que este enfoque puede proporcionar).
Y es que, la clase de sistemas lineales variantes en el tiempo contiene a los lineales
invariantes en el tiempo y por ende cualquier optimizacién que se haga en los segun-
dos contiene necesariamente a los primeros; dicho de otro modo, en la medida en que
aprendamos a disenar controladores para sistemas variantes en el tiempo, podremos
disenar controladores que, a lo menos, sean tan buenos como los invariantes en el
tiempo. Por supuesto que para llegar a este punto falta atin bastante, sin embargo es

Cinvestav Departamento de Control Automatico



Introduccion 3

Figura 1.2: Nino columpiandose, la variacién de la extensién de sus piernas es equivalente
a la variacién de la longitud de un péndulo y por tanto es una excitacién paramétrica.

importante dar los primeros pasos y la ecuacién de Hill es uno de los caminos mas
prometedores.

Cinvestav Departamento de Control Automatico



4 Capitulo 1

Figura 1.3: Esta gria es un ejemplo de un sistema real modelable mediante la ecuacion de
Hill con oportunidad de aplicaciones al control.

Cinvestav Departamento de Control Automatico



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se introduciran algunos conceptos claves y frecuentes para explicar
qué es y como se determina la estabilidad de la ecuacion de Hill.

2.1. Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo

En general un Sistema Lineal Variante en el Tiempo Autonomo puede describirse
por (2.1), donde A € R™™ y x € R™.

x = A(t)x. (2.1)

En [2, p. 108] ! se definen las siguientes propiedades de la matriz de transicién de
estados (P(t,ty)) asociada a (2.1):

a) O(t,to) =1L, VieR.

b) (¢, t0) = (¢, t).

c) D(ta,to) = B(ta, t1)D(t1, o).

d) (t, to) = A(t)D(t, to).

e) Vx(to) € R™, la solucién de (2.1) es x(t) = ®(t, to)x(to).

Observacion. Aunque se describen como propiedades basicas, en [3, pp. 3-7] se define
mediante la Serie de Peano-Baker obtenida mediante el método de aprorimaciones
sucesivas de Picard y estas propiedades son deducidas. Por otra parte (a) puede ser
probada usando (c) con ty =ty =t y (b), mientras que (d) puede deducirse de usar
(e) m veces con x(tg) = coli(l,) parai=1,2,3,--- m.

1Si bien en [2] (d) estd descrita como definicién y solo se enlistan (a), (b) y (c), se afiade (e)
debido a su uso frecuente.
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Un sistema como (2.1) puede transformarse en otro de la misma clase (2.2) eligien-
do un cambio de coordenadas z(t) = P(t)x(t), sin embargo, es debido a la cantidad
de posibilidades que de hecho puede transformarse a cualquier otro tipo de sistema,
en particular A(t) = 0,,xm, asi que con el fin de preservar propiedades de estabilidad,
se es mas restrictivo con P(t).

2= P(t)P~!(t) + P()A(t)P'(t) 2. (2.2)

A(t)

Definicién 2.1.1. Una transformacion como la de (2.2) se dice Transformacion
de Lyapunov si P(t) satisface que:

» P(t) es no singular Vt € R.
» P(t)eCh
» P(t) y P(t) estin acotadas en R.

Observacion. Los cambios de coordenadas efectuados en los sistemas Lineales Inva-
riantes en el Tiempo son una transformacion de Lyapunov.

Definicién 2.1.2. Dos sistemas (2.1) y (2.2) se dicen Equivalentes en el sentido
de Lyapunov si la transformacion de coordenadas entre ambos es una Transfor-
macion de Lyapunov.

Teorema 2.1.1. De [/, p. 107] sean (2.1) y (2.2) equivalentes en el sentido de Lya-
punov por la transformacion P(t), entonces (2.1) es exponencialmente estable si y
solo si (2.2) es exponencialmente estable.

Demostracion. Por la transformacion Py por (e) se tiene que z = D, (t,t0)ze =
P(t)®,(t,to) P~ (to)zo y al existir y estar acotadas tanto P(t) como P~1(t), (2.1) es
estable si y solo si (2.2) lo es también; lo exponencialmente estable se debe a que
ambos son sistemas lineales y, por ende de orden exponencial. O

Definicién 2.1.3. Un sistema (2.1) se dice Reducible en el sentido de Lyapu-
nov si es equivalente en el sentido de Lyapunov a un sistema (2.2) con A(t) =constante.

2.1.1. Teoria de Floquet

Si ademéds A(t) = A(t+ T') de (2.1), se dice que el sistema es Lineal T-Periddico
y es posible usar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.2. (Floquet) Sea un Sistema Lineal T-Periédico con matriz de transicion
de estados ®(t,ty), entonces

D(t, to) = P7H(t) B0 P(ty), (2.3)

donde P(t) = P(t+T),R € C™ siendo R constante no necesariamente real, ain
cuando A(t) lo sea.

Cinvestav Departamento de Control Automatico
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Corolario 2.1.2.1. En particular, sity =0, a causa de (a) que P(0) = I,,.
®(t,0) = P~1(t) M. (2.4)

Definicién 2.1.4. La Matriz de Monodromia M para un sistema lineal periodico
se define como la matriz de transicion de estados evaluada entre un periodo vy cero,
es decir:

M = ®(T,0). (2.5)
Ahora se puede enunciar el siguiente teorema para Sistemas Lineales T-Periddicos:

Teorema 2.1.3. El sistema (2.1) con A(t) = A(t +T') es reducible en el sentido de
Lyapunow.

Demostracion. Siendo x = A(t)x el sistema que se reduce mediante P(t) de (2.4) se
encuentra que

7 = P(t) +P7 ) + POAPY(t) | =
~—~—
ReRt=1(£,0)+eRtd—1(1,0)

_ <RW fn —P(t)A(t)P~! tA(t)Pl(t)) z.

7z = Rz.

2.2. Sistemas Hamiltonianos

En general se le denomina Sistema Hamiltoniano a un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden par descrito por (2.6), donde a H = H(t,q, p) se le denomina
el Hamiltoniano, siendo una funcién suave y real en el abierto R x R" x R"; cont € R
yq, p €R"

'T_aH(taqvp). 'T__aH(taqap) (26)
Siendo q el vector de posiciones generalizadas, p el vector de momentos generalizados
y n el numero de grados de libertad del sistema, como se explica en [5, p. 2]. Cuando
‘H no depende del tiempo, se dice que el sistema es conservativo y ‘H es un invariante
a lo largo de todas las trayectorias del sistema.

En particular, nos interesan los sistemas Hamiltonianos (lineales) que pueden ser
expresados de forma cuadratica (2.7), pues permiten reescribir (2.6) como (2.8) con

Cinvestav Departamento de Control Automatico



8 Capitulo 2

nxn I?’L . . . . .
Jp = ( 0 ; 0 ) . De donde es claro que si un sistema lineal variante en el tiempo
—in nxn

(& = A(t) z(t)) satisface que A(t) = J,,H(t) con H(t) = HT(t)

H(t,q,p)=[d" p" |H(t) { g ] : (2.7)

(5]l

p b

A continuacién se presentan algunos teoremas y definiciones ttiles que se encuen-
tran en [5] y [6, pp. 49-50].

Definicién 2.2.1. Una matriz A(t) € R*"?" se dice Matriz Hamiltoniana, si
A(t) = J,H(t) con H(t) Hermitica, o equivalentemente ATJ, + J,A = Ogpxon. Un
sistema como (2.1) se dice Sistema Lineal Hamiltoniano si su matriz A(t) es
Matriz Hamiltoniana.

Observacion. Note que los sistemas Hamiltonianos necesariamente son de dimen-
sion par no nula y que J satisface que J ' = JT = —J y J,> = —1I,,.

Teorema 2.2.1. Sea A € R*?" yna Matriz Hamiltoniana y A € 0 (A) —
—\ € 0 (A). Dicho de otro modo los eigenvalores de una Matriz Hamiltoniana
son simétricos respecto al eje imaginario.

Demostracién. A= J,”' = ATJ, = o(A)=0(-AT) =—-0(AT) = -0 (A)
[

Definicién 2.2.2. Una matriz M(t) € R?*"?" se dice Matriz Simpléctica si
MT J, M = J,. Notése que det (M) = %1 y por tanto no singular, pues det (J,,) = 1.

Teorema 2.2.2. Sea M € R***" ynag Matriz Simplécticay A € 0 (A) = \' €
o (A).

Observacién. De este hecho se deriva que el espectro de esta matriz es simétrico
respecto a la circunferencia unitaria y de ahi que el polinomio caracteristico de esta
sea palindromo.

—1/ynAf—1
Demostracion. MTJ,M = J, 2= J IMT ) = M = o (M) =0 (M) =
o1 (M) O

Teorema 2.2.3. La matriz de transicion de estados es una Matriz Simpléctica si
y solo si el sistema es Lineal Hamiltoniano.

Demostracion.

Cinvestav Departamento de Control Automatico
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e )
Sea ®(t,ty) la matriz de transiciéon de estados asociada a © = A(t)x, si es
simpléctica = ®T(¢,ty) J ®(t,t5) = J. Derivando ambos términos respecto a
t:

d
I (@7 (¢, t0) J (L, t0)) = @7 (t, o) (AT + JA) ®(t,t0) = Ozpx2n.-

.. A es Hamiltoniana.

)
: Tt 10)(
A = &(t,tg)® (L, o) es Hamiltoniana = ATJ + JA =0 = (o) 0Pt

T (t, 1) JD(t,to) + DT (¢, o) JO(t, 1) = % (D7 (¢, to) J D(t, 1)) =

®T(t,t9) J ®(t,ty) = constante. En particular para t = t, =

]2n I n
BT (¢, t0) J B(t, o) = DLt Ty J dltots] " = .

.. D(t, tg) es Simpléctica.

2.3. Teoria de Sturm-Liouville
Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden de la forma (2.9) sobre el soporte

la, b] se denomina Ecuacion de Sturm-Liouville si p(t) > 0, p(t), q(t) y w(t) > 0 son
reales y continuas sobre el ya mencionado soporte.

5 (05 +awy=rutn 29)

Si se definen unas condiciones de contorno o frontera que pueden escribirse como
en (2.10)[7, pp. 8-9] y se encuentran los valores de A para los cuales (2.9) tiene solucién
no trivial, se esta resolviendo el problema de Sturm-Liouville, en adelante denominado

PSL.
)
i _ ( 8 ) . (2.10)

Cinvestav Departamento de Control Automatico
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2.3.1. Condiciones de Frontera periodicas, anti-periddicas y
twisted

Las condiciones de frontera torcidas se definen como [8, p. 21] en (2.11). Note que

éstas tienen sentido solo si la funcién periédica es de promedio cero ( f; y(t)dt = 0)
como ratifica la Figura 2.1 si el sistema tiene 2 o mas grados de libertad.

y(a) = py(b).
g(a) = py(b). (2.11)
p(a) = p(b)
peC, |u =1
En particular para p = 1 éstas se denominan periddicas y para g = —1 anti-

periddicas, como ilustra la Figura 2.1; las condiciones de frontera twisted son una
generalizacién de (2.10).

A /\\ """""" ' -~

\ v INEEE
AW

-0.5

Figura 2.1: Ejemplo de condiciones de frontera periédica (a) y de anti-periddicas o 2T-
periddicas (b).

La solucién periddica o anti-periddica al PSL esta dada por un teorema en |9, pp.
238-240], en donde se hace uso de la matriz de monodromia, en particular de su traza,
que suele recibir el nombre de funciéon discriminante del polinomio caracteristico,
debiendo ésta ser £2 con el fin de dar solucién al PSL.

Teorema 2.3.1. Si la funcion f(«, ) para cualquier constante B es entera de or-

den %, la ecuacion f(o,B) = +2 tiene una infinidad de soluciones. Debido a que

para o, By suficientemente negativos ® (g, fy) > 0, con el eventual aumento de « se
soluciona f(a, By) = 2 y asi se encuentra otro con uno o dos de multiplicidad.

Es decir, existen dos secuencias:
)\0<)\1§)\2<)\3§)\4<"' paraf(a,ﬁg)=2,

y
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M< <A< A< para f(a, By) = —2.

O mds compactamente en (2.12):

)\0<5\1S/_\2<)\1§>\2</_\3§5\4<)\3§/\4<"' (212)

2.3.2. Espacio vectorial del problema de Sturm-Liouville

Es importante senalar que el conjunto de soluciones al PSL forman un espacio
vectorial con producto interior denotado como L%; C L?; siendo este 1ltimo el espacio
de todas las funciones cuadréticamente integrables en el soporte [a, b], es decir f(¢) :

fab w(t)|f(t)]* dt < co. El producto interior con peso w(-), w(t) > 0Vt € [a, b] se define
en (2.13), mientras que la norma que éste induce se expresa en (2.14).

(f.0) & / F(Bwtyg(t) d. (2.13)

19172 [ powosoa .14

2.3.3. Operador de Sturm-Liouville

Si las funciones que solucionan el PSL son vectores (son elementos de un espa-
cio vectorial), entonces tiene sentido reescribir (2.9) como (2.15), torndndose en un
problema de eigenvalores y eigenfunciones.

0 5 (o0 57) +ato)] )= (215)

£(y)

En esta notacién resulta evidente el porqué a los A para los que existe la solu-
cién se denominan eigenvalores y las y(t) asociadas a cada A reciben el nombre de
eigenfunciones.

2.4. Ecuacion de Hill

La ecuacién de Hill, en adelante denominada EH, descrita por primera vez en
[10, p. 5] como se expresa en (2.16) es una ecuacién diferencial lineal de coeficientes
periodicos en el tiempo de segundo orden usada para expresar el movimiento de la
orbita lunar, donde # es un parametro que varia periddicamente en el tiempo.

A% w

dt?

+ 0w = 0, (2.16)

6 suele escribirse como a + J(t), donde o = fOT 0(t) dt cuando se varfa « se dice
Sl o) —adt

que tiene un parametro, para anadir otro puede optarse por hacer g = ORI
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12 Capitulo 2

T
W, que conduce a la habitual 6(t) = o + Bq(t). Notése que ahora ¢(t) tiene

promedio cero y norma 1. Con estos 2 parametros puede dibujarse un diagrama «, 3
en el que se indique para cada par («, 3) si el sistema es estable, al que se le denomina
Diagrama de Ince-Strutt.

2.4.1. Casos Particulares

Existen varios casos con ¢(t) definidos que pueden han sido estudiados amplia-
mente, los 2 ejemplos prototipicos son la ecuaciéon de Meissner y la de Mathieu.

Ecuacion de Meissner

Esta es una ecuacién de Hill para ¢(t) = sign (cos(t)), que junto con un tren de
impulsos, una funcién eliptica (ecuacién de Lame), o cuando es piezo lineal; consti-
tuyen los tnico 4 caso excepcionales en los que hay soluciéon analitica. Por lo que en
caso que ¢(t) no sea alguna de estas se debe calcular numericamente la matriz de
monodromia, y después usar los resultados analiticos de estabilidad.

En [6, p. 55| se menciona que la solucién detallada se encuentra en [11, pp. 276-
278]. La matriz de monodromia queda como:

M=

COS(7T a+ﬁ) COS(?T a—ﬁ) @sin(w a+5) sin(m/a—ﬁ)
—\/Oé—i-ﬁsin(ﬂ' oz—i—ﬁ) cos(7r oz—ﬂ) — oz—ﬁcos(m/oz—i—ﬁ) sin(ﬂ a—ﬁ)

ﬁsin (mva+B) cos (my/a—B) + 061—6 cos (my/a+ B) sin (my/ar — )
cos (my/a+ B) cos (my/a = ) — YEZ sin (my/a + B) sin (mv/a = B) '

Al ser un sistema Hamiltoniano, su polinomio caracteristico es palindromo y por
ende lo que determinara la estabilidad es el coeficiente del término lineal, es decir, la
traza de M siendo ésta el discriminante al que hace referencia el teorema en [9], como
se expresa a continuacion:

[tr (M) | = ‘QCOS (W\/a—+6) Cos (ﬂﬂ)

[ L ) -2

Ecuacion de Mathieu

Esta es una EH para ¢(t) = cos (t), es particularmente 1til en el campo de la
Fisica para expresar problemas con simetria eliptica como muestra [12]. Su solucién
ésta dada por una combinacién lineal de las funciones especiales w; v wyr que se
definen en [13].
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Figura 2.2: Diagrama de Ince-Strutt de la ecuacién de Meissner, sombreando regiones ines-
tables.

2.4.2. Lenguas de Arnold

Usando esta informacion es posible graficar las regiones de estabilidad e inestabili-
dad en funcion de los parametros a y 5. A estas graficas se les denominan diagramas
de Ince-Strutt, se muestra el de Meissner en la Figura 2.2 y el de Mathieu en la Figura
2.3.
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14 Capitulo 2

Figura 2.3: Diagrama de Ince-Strutt de la ecuacién de Mathieu, sombreando regiones ines-
tables.
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Capitulo 3

Antecedentes

En este capitulo se procurara explicar brevemente que esfuerzos se han realizado
en pos de estudiar la estabilidad de la EH. Si bien la EH fue introducida desde 1886
en [10], su estudio habia sido intermitente hasta hace 3 décadas, de hecho el motor de
busqueda del Cinvestav (que incluye trabajos desde 1958 hasta 2018) solo reporta 415
para estabilidad de la ecuacién de Hill (9,629 si solo se busca Ecuacién de Hill, que
puede confundirse con su homénima de bioquimica) resultados comparados con 75,221
de control adaptable, fuzzy con 169,665 o incluso estocéstico con 90,016 resultados.

3.1. Propiedades de la Ecuacién de Hill

La particularidad de no poder establecer soluciones analiticas en términos de fun-
ciones elementales representa un reto para el estudio de esta ecuacién diferencial, por
lo que en muchas publicaciones se tratan de encontrar propiedades de ésta que sean
relativamente faciles de calcular.

Definicién 3.1.1. En un Diagrama de Ince-Strutt si una linea separa una region
predominantemente estable de otra predominantemente inestable, recibe el nombre de
Linea Critica.

Definicién 3.1.2. Se dice que un par (o, 3), es un Punto de Coeristencia si
los eigenvalores de la matriz de monodromia son ambos 1 ¢ —1, resultando en 2
soluctones T-periodicas ¢ 2T-periodicas linealmente independientes, respectivamente.

3.2. Estabilidad de la Ecuacion de Hill

Primeramente hay que recalcar que la ecuacion de Hill representa a un sistema
Hamiltoniano, cuyo Hamiltoniano esté expresado en (3.1), lo cual garantiza la simetria
de sus eigenvalores respecto al eje Imaginario, impidiendo asi la estabilidad asintotica
y obligandonos a usar el concepto de sefiales acotadas como definicion de estabilidad.

15



16 Capitulo 3

H(t) = ( “*5‘1(” ; ) . (3.1)

Definicién 3.2.1. Se dice que las soluciones de una EH son estables si estin aco-
tadas, es decir, si los eigenvalores de la matriz de monodromia estdin contenidos en
la circunferencia unitaria.

Se sabe que para M € R**? su polinomio caracterfstico es pu? —tr (M) p+det(M),
pero como se sabe, al ser Hamiltoniano este polinomio debe ser palindromo (det(M) =
1 = pipe) resultando la ecuacién caracteristica en (3.2) cuyas raices se escriben en

(3.3).

pr—tr (M)u+1=0 (3.2)

tr (M) £ /tr (M)*> —4
2

pi2 = (3.3)
Notése que el término /tr (M )2 — 4 determina el tipo de eigenvalores que tendra
la matriz de monodromia, por lo que se le denomina discriminante. Como el niimero
4 es una constante, lo que determina las caracteristicas de los eigenvalores (y por
consiguiente el tipo de estabilidad) es la tr (M) como se indica a continuacion:

w |t (M)]| > 2
Los eigenvalores son reales y distintos, y como el polinomio es palindromo la
norma de uno es mayor a uno, en tanto que el de la otra es menor a uno. Por
lo que las soluciones son inestables.

w ftr (M) | =2
Los eigenvalores son 1 6 —1, por lo que las soluciones son inestables (pero muy
cercanas a la estabilidad, a menos que corresponda aun punto de coexistencia).

w Jtr (M) | <2
Los eigenvalores son complejos conjugados sobre la circunferencia unitaria, por
lo que las soluciones son estables.

Ya que existen diversas formas de verificar estas condiciones, a continuacién se
expresan algunas de las estrategias computacionales empleadas para resolverlo.

3.2.1. Mallado

Si se quiere realizar un diagrama que indique las regiones de estabilidad, lo mas
intuitivo es probar punto a punto y colorear en virtud de las caracteristicas de dicho
punto, ya sea mediante la matriz de monodromia (en cuyo caso solo hay que calcular
m soluciones de condiciones iniciales linealmente independientes a lo largo de un
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Antecedentes 17

periodo) o con el acotamiento de las soluciones (en tal caso hay que resolver las
mismas m veces pero no hay un tiempo necesario). La representacién grafica de esta
estrategia se muestra en la Figura 3.1.

10 ; ; : : ; ; ; ; ; ;

o . Es Estable? |

Figura 3.1: Representacién grafica de la estrategia de mallado para la construcciéon del
dagrama de Ince-Strutt. Para cada «, 3 en la malla (habitualmente rectangular) se encuentra
si es estable o inestable.

Este enfoque es conceptualmente simple y transparente, sin embargo, presenta
algunos inconvenientes que a continuacién se enlistan:

1.- Dependiendo de la envolvente de la senal, se resolvera en la suficiente cantidad
de periodos para notar un aumento notorio de la amplitud (de aqui que se opte
por siempre usar la matriz de monodromia). Mientras que si los eigenvalores de
la matriz de monodromia estan muy cerca de la circunferencia unitaria puede
entenderse como que estan sobre ésta.

2.- En ambos casos se acercan de un area (dimensién 2) a una sola linea (dimensién
1), lo cual puede o no coincidir exactamente debido a un error de redondeo. Esto
conlleva a que las fronteras no estén bien definidas.

3.- Como no hay solucion analitica general es imprescindible usar un método numéri-
co.
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18 Capitulo 3

4.- El duplicar la resolucion de la imagen cuadriplica el nimero de operaciones a
realizar, aumentando significativamente el tiempo de ejecucion.

Para solucionar el primer problema se opta por elegir el enfoque de la matriz de
monodromia, a fin de limitarse a un periodo y eligiendo el método numérico adecuado
se reduce este inconveniente a la precision del método en cuestion.

En cuanto al segundo, suele optarse por «engrosar» las fronteras introduciendo un
error adicional, como se muestra en la Figura 3.2.

* */-
¥ **

Figura 3.2: Representacién grafica del engrosamiento de las superficies limites, en (a) del

eje imaginario y en (b) de la circunferencia unitaria. Las marcas rojas no son consideradas

como estables en ninguin esquema; las azules, originalmente inestables, son estables una vez
engrosados los limites; mientras que las verdes siempre son tomadas como estables.

3.2.2. Integradores Simplécticos

Para resolver el tercero hay que recordar que la matriz de transicién de estados,
y por consiguiente la de monodromia, es una matriz simpléctica; de donde surge la
necesidad de usar un método numérico que preserve esta simplectividad.

Definicién 3.2.2. Un Integrador Simpléctico es un método de integracion numéri-
ca para sistemas Hamiltonianos, tales que mantienen la hamiltoniedad del sistema con
la evolucion del tiempo, lo que itmplica reversibilidad.
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Existen muchos integradores Simplécticos, en [14] se incluyen varios ejemplos y se
prueba cémo mantienen la simplectividad. Si no se elige uno de éstos, las senales del
sistema aproximado (por el método numérico) evoluciona de una forma muy distinta,
por ejemplo en simulaciones celestes las 6rbitas no se mantienen (ya sea perdiendo o
ganando energia).

Procesamiento en GPU

El cuarto problema no tiene forma de sortearse, sin embargo existe una solucion
tecnoldgica para disminuir significativamente el tiempo de procesamiento, ésta es
el uso de aceleracién mediante GPU (Graphics Processing Unit), como se describe
detalladamente en [15], el uso de los GPU’s puede reducir el tiempo de cémputo por
factores mayores a 500.

Desafortunadamente el uso de esta tecnologia implica la pérdida de arreglos y
matrices manipulables a voluntad, permitiendo el uso de determinadas operacio-
nes; aunque el uso de bucles esta permitido, se pierde toda la ganancia de tiempo
(comunmente aumentando el tiempo de ejecucién ain més que el original), lo mis-
mo que el uso de funciones que no operen término a término o funcionen gracias a
recursividad. Forzando asi el cambio en el paradigma de programacion.

Sturm-Liouville

El estudio de las regiones de estabilidad con Sturm-Liouville es otro enfoque usado
para determinar las regiones de estabilidad e inestabilidad de una EH, para empezar
se reescribe (2.15) como (3.4) con w(t) =1, p(t) = 1y q(t) = q(t). Este tema ha sido
ampliamente estudiado en [16].

d2
£=— t), 3.4
SRl Bq(t) (3.4)
de donde se obtienen los A = —a que tienen solucién periddica o anti-periddica,

estos a representan justamente las fronteras de estabilidad y por tanto aportan infor-
macion invaluable de la frontera de las lenguas de Arnold. El problema ahora radica
en resolver un problema de dimensién infinita (recordando (2.12)), que como ya fue
mencionado, dependiendo de ¢(t) tiene o no solucién analitica; para ello se emplea la
aproximacién de discretizacién (3.5), transformando el problema de dimensién infini-
ta en uno de dimensién finita. Los alcances y resultados de este enfoque se encuentran
descritos en [17].

ye =y(kT), conk€eZy % << 1. (3.5)

Puede ahora cuestionarse si vale la pena, pues esta discretizacién se realiza térmi-
nos mas o términos menos en todo método numérico por mallado; pero hay que
destacar que solo hay que encontrar los eigenvalores de una matriz de dimensiéon
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20 Capitulo 3

N = % y se encuentran N fronteras de lenguas para un solo 3, es decir, solo se nece-
sita efectuar el barrido en ), ahorrando asi tiempo de calculo y reduciendo el error
en las fronteras (problema 1) como muestra la Figura 3.3.

c)

Figura 3.3: En (a) se muestra el diagrama de Ince-Strutt con el mallado, anadiendo los

contornos de las lenguas obtenido por S-L (en magenta e interlineado T-periddicas y en

cian continuo con 2T-perddicas), en (b) Amplificacién (a) en el que se presenta un problema

que tiene el mallado (se corrige con el engrosamiento) y en (c) otra ampliacién de (a) con

el problema de mallado que se resuelve (parcialmente) con el uso de la teoria de Sturm-
Liouville.
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Capitulo 4

Ecuacion Matricial de Hill de 2
grados de libertad

Esta es una generalizacion de la ecuacion de Hill de 2 grados de libertad que se
empleard en este escrito de ahora en adelante como (4.1). Siendo y € R?, «a, 8 € R,

A=AT>0,B=B" eR*>?y [ ¢(t)dt = 0.
y + [@A + BBq(t)]y = 0. (4.1)

Se estudia su representacién en variables de estados usando x = (y;  vy2 yg)T
y por ende se obtiene (4.2). Cabe destacar que las condiciones de simetria de A y B
son las que permiten que el sistema sea Hamiltoniano (H(t) = H”(t)) y herede todas
las propiedades descritas en el capitulo 2.

_ O2x2 I B

Oax2 I aA+ Bq(t) 09xo
=1 Ogxo O2x2 I

(4.2)

En este punto es conveniente mostrar como se ve afectada la ecuacion de Hill

con una transformacion un poco mas general T = ( Z((;)) Zig ) = T(t), que bajo

z =Ty y usando (4.1) y (2.2), se obtiene:
z\ T O2x2 T__l Oax2 y/
z ) \T T A A/ A z
n T 0252 O2x2 I, Tf'l 0252 Z
T T —aA — BBq(t) Ogys _p-ippet el z )

Z 02><2 I2 Z
( 5 ) = (T —9TT T — aTA — BTBq(t)> Tt 2T ( 2 ) |
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{ con T = O9x2

( Z ) - ( —aTAT‘lo—zxﬁzTBT—lq(t) OQI; ) ( i ) : (4.3)

Como se puede observar ningin cambio de coordenadas estatico T = 0yys mo-
difica el tipo de ecuacién, es decir, la ecuacién diferencial resultante vuelve a ser
una Ecuacién de Hill matricial de 2 grados de libertad (con otras A = TAT !y

T
B =1 (TR ). De aqui que siempre se puede diagonalizar (o por lo menos
triangularizar) una de las 2 matrices.

Por otro lado la variabilidad 7" no permite hacer mas cosas, por ejemplo, resol-
viendo 7' = 27T 'T + oTA + BTBq(t) si T € C!' y estd acotada, entonces puede
identificarse la estabilidad de las soluciones considerando el 77!, pues la ecuacién
diferencial se reduce a z = 27T 'z.

4.0.1. Mallado

Como se observo en el capitulo anterior, el mallado permite colorear las regiones de
estabilidad, en el caso de la EH escalar (cuando basta con 2 colores), sin embargo, la
cantidad de casos aumenta significativamente cuando corresponden mas dimensiones
(en nuestro caso 2), este andlisis se puede ver con detenimiento en [6, pp. 60-63],
estableciéndose la Figura 4.1 con un cédigo de colores y la posicion de los eigenvalores
de la matriz de monodromia.

Para identificar qué color debe asignarse a cada pixel se emplea un mapeo (p =
A+ A1) usado en [18, p. 1041], que transforma el polinomio original A* — A\3 4+ BA? —
AX+ 1 en un polinomio reducido p? — Ap + B — 2 con los valores de A, B dados por
(4.4), obteniéndose asi las regiones descritas la Figura 4.1, siendo A y B los ejes de
ordenadas y abscisas respectivamente.

tr (M)* — tr (M?)

A=tr (M) y B= 5

(4.4)

4.0.2. Sturm-Liouville

Para extender el trabajo de [16] a 2 grados de libertad, hay que definir (2.15) para
este caso, sujeta a la misma discretizacién (3.5). Para lo cual hay que comenzar rees-
cribiendo (2.9) en virtud de algun método numérico. Esta eleccion es particularmente
importante, pues de ésta depende bastante el resultado final. Para ilustrar esto, en
la Figura 4.2 se comparan los diagramas de Ince-Strutt para la ecuacion de Meissner
con 2 métodos numéricos (la difrencia radica en que mientras que Diferencias Finitas
Centradas preserva la forma Hamiltoniana del sistema, Runge-Kutta no lo hace).

Porqué elegir este Integrador Simpléctico y no cualquier otro? Simplemente por-
que usar otros como Verlet o Leapfrog implica usar puntos intermedios de la dis-

Cinvestav Departamento de Control Automatico



Ecuacion Matricial de Hill de 2 grados de libertad 23

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 4.1: Regiones de estabilidad en Blanco; Rojo para algin p < —1; Verde para algin

> 1; Amarillo para un g < —1 con otro pu > 1; Magenta para 2 eigenvalores < 1; para 2

eigenvalores > 1 y Azul para 2 eigen valores complejos conjugados fuera de la circunferencia
unitaria.(Presentada con permiso del Autor).

cretizacién, tales como (k + %) 7 ademas que su implemetacién ha generado buenos
resultados como en [17].

Diferencias Finitas Centradas

Las diferencias finitas son expresiones de la forma y(t + b) — y(t + a) que se usan
para aproximar funciones. Cuando |a| = |b| se dicen centradas, pues no se «carga»
hacia algin lado, sino que permanece centrada, esto da sentido de reversibilidad y de
ahi que se preste para calcular la estabilidad de la EH. En [19, p. 702] se encuentra
el desarrollo de estas aproximaciones para distintos tipos de discretizacién, para la
nuestra los resultados se encuentran en la Tabla 4.1, siendo n el orden de la derivada
y p la precisién de la aproximacion.

Operador

Para construir el operador se debe llevar (4.1) a una ecuacién con la forma de
(2.15) multiplicando por un factor (A~! por la izquierda), resultando asf (4.5).

A7y A'Bg(t)y = —a v. 4.5
AT+ AT Ba(t)y = oy (4.5)

£(y) A

Cinvestav Departamento de Control Automatico



a) Diferencias Finita b)Runge-Kutta

Figura 4.2: Diagramas de Ince-Strutt para la ecuacién de Meissner en (a) usando Diferencias
Finitas Centradas de segundo orden y en (b) Runge-Kutta de segundo orden.

2

“ 02 ) diagonal sin pérdida de

Observacién. Note que se puede usar A = 0w
2

generalidad por(4.3), en tanto que B = ( 21 23 ) quedando finalmente (4.6).
3 02
2w )y A'B)y = — 4.6
\(Uﬂ w1 %)y + 8 ( )}i \/\Ez/y (4.6)

£(y)

Con esta relacion y los coeficientes de la Tabla 4.1 puede ahora construirse el
operador (notése que ahora son 2 senales las que deben ser aproximadas, x; y s,
junto con sus respectivas derivadas), como no se requiere la primera derivada, la
precision dependera de que precisién queramos usar.

Para esto se considera a Cj, = c(h, p), el vector renglén de los coeficientes ¢ de las
diferencias finitas centradas con p como la precision , obteniéndose el Operador de
Sturm-Liouville aproximado en notacién compacta (usando el producto Kronecker)
en (4.7).

L~A'®C/h+BA By . (4.7)
L L1

Definicién 4.0.1. Si A € C™" y B € CP*? | entonces el producto Kronecker
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h

nfp|] 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
0Joo]l] 0 0 ©0 0 1T 0 0 0 0
2 0 0 0 —3 0 = 0 0 0

1 2 2 1
Dol o 0 # 4 4 4 % 2
T R A
81l s —ms 5 —5 0 5 —5 15 0
2/ 0 0 o0 1 =2 1 0 0 0

1 4 5 4 1
N N A T

W w3 T o3 T o

g | =1L i _1 g 2B s _ I8 1
560 315 5 5 72 5 5 315 560

Tabla 4.1: Tabla con los coeficientes en diferencias finitas centradas (c(h,p)) para y™, =
o2 oo ¢(h,P) Yktn con precision p .

A® B e C"™*™ estd dado por:

CL11B cee alnB
A® B = : :

amiB - am.B

Ahora se debe escribir para todas las k de la discretizacién en un periodo, es aqui
cuando se usan las condiciones de frontera torcidas (2.11) para simplificar la notacién
se usa la matriz de Toeplitz.

Definicién 4.0.2. Sea T' € C™*", se dice Matriz de Toeplitz si Vt;; = [T);;,
tij = tit1,j+1, es decir T' es de la forma:

a b c d e
f a b ¢ d
T=1g f a b c
h g f a b
it h g f a

Para compactar notacion suele decirse que T = Toeplitz(la b ¢ d e f g h i)

L~A"'®D +i4le ®vdiag(qk) (4.8)
Lo L1

h2D = Toeplitz (CO Cl tee Cp/g 0---0 /,L*C_p/Q /L*Cl_p/g cee /L*C,Q [L*Cfl)

Observacion. Note que en (4.5) no se hace uso de las dimensiones de A ¢ B por lo
que en principio dicha expresion funciona para grados de libertad superiores
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Ahora por (4.5) podemos determinar los valores de « para los cuales hay fronteras
T-periddicas para u = 1y 2T-periddicas para p = —1, lo que delimita las lenguas de
Arnold en todas las regiones en las que los eigevalores que salgan de la circunferencia
unitaria, lo hagan por £1. Un problema adicional radica en que cuando aumentamos
un grado de libertad los eigenvalores pueden salir de la circunferencia unitaria no solo
en +1 a lo que se le conoce como colision de Krein y es en estos casos donde no se
pueden encontrar las fronteras de las lenguas de Arnold.

El problema con estas colisiones es que al abandonar en un eigenvalor real, las
soluciones no tienen una frecuencia definida y, por tanto, el método de Sturm-Liouville
no determina las lenguas de Arnold de este tipo, a no ser que se conozcan las p para
la que escapan, y aun asi, si la solucién no es KT-periddica (K es irracional), entonces
no hay forma de que se puedan obtener estas lenguas.
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Capitulo 5

Resultados

Los métodos descritos en el capitulo anterior fueron programados en MATLAB
y ejecutados con Windows 7 en Intel Xeon E5607 @2.27GHz, en este capitulo se
muestran los resultados obtenidos y algunos comentarios al respecto.

5.1. Validacion

Con el objetivo de validar los programas, éstos fueron probados para reproducir
los resultados de un grado de libertad con lo reportado en [20] y [17]. Eligiendo
A = B =1 se obtiene la EH de un grado de libertad y, por ende, eligiendo la funcién
periddica respectiva, se obtienen los diagramas de Ince-Strutt para las ecuaciones de
Meissner y Mathieu en la Figura 5.1. Se produce el mismo resultado para A = B = I,
solo que el tiempo de computo se multiplica por un factor de 9.
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28 Capitulo 5

Figura 5.1: Diagramas de Ince-Strutt para la ecuacién de Meissner en (a) y la de Mathieu
en (b), soluciones T-periddicas en azul y 2T-periédicas rojo.

Para continuar con la validacién se procedio a elegir una A = diagonal,

10
0 2
con el fin de observar ahora dos pares de lenguas de la misma forma pero trasladados
unos respecto a los otros, el resultado se muestra en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Diagramas de Ince-Strutt para A = diag([1 2]), B = Iz y q(t) = sign (cos (t)),
se usa el c6digo de color de la Figura 4.1. En (a) se superponen las fronteras encontradas
por S-L con el mallado, mientras que en (b) se colorea dentro de las fronteras.
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30 Capitulo 5

Finalmente se prueba con un caso en el que los sistemas estan acoplados

o -1
77__1 0 I

y se compara de nuevo con el mallado, estos resultados se muestran en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Diagramas de Ince-Strutt para A = diag([l 2]), B = A+ ny q(t) =

sign (cos (t)), se usa el cédigo de color de la Figura 4.1. En (a) se superponen las fron-

teras encontradas por S-L con el mallado, mientras que en (b) se colorea dentro de las
fronteras.
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Observacion. Note que las partes azules no se observan en el realizado por S-L, esto
se debe, a como ya se habia mencionado por la posible inconmensurabilidad del periodo
de la funcion q(t) y las soluciones y que se desconoce el punto exacto en el que se da
la colision de Krein. Para obtener las lenguas de Arnold completas simplemente se
modifica el algoritmo de mallado, con el fin de solo mostrar las lenguas de combinacion
como muestra la Figura 5.4

Figura 5.4: Diagramas de Ince-Strutt para A = diag([l 2]), B = A+ ny q(t) =
sign (cos (t)), se usa el cédigo de color de la Figura 4.1 con mallado para lenguas de com-
binacién y SL para las demés.

5.2. Pruebas de Desempeno

Como se puede observar las lenguas de Arnold corresponden bastante bien (ex-
cluyendo el caso de la colisién de Krein) con los resultados del mallado y la solucién
analitica (cuando esta existe), salvo por regiones donde parecen estar defasadas. Para
evaluar que tan adecuada es la aproximacion de este método se efectud el calculo
con un grado de libertad de la ecuacién de Mathieu (por ser més rdapido y no poseer
entrelazamientos entre las lenguas). Dichos resultados graficamente se aprecian en la
Figura 5.5.
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32 Capitulo 5

Figura 5.5: Fronteras de las lenguas de Arnold para distintos valores de N y p. En negro

p=_8,enrojop=4yenazul p=2

Para poder extraer mas informacién se elige la quinta fila y se obtienen la Tabla
5.1 parap = 2, la Tabla 5.2 para p = 4 y la Tabla 5.3 para p = 8. Con esta informacion
se puede calcular el error porcentual con relacion a N = 1000, el valor con mayor
precisién que se calculd, y con estos sdatos se obtiene la Figura 5.6, de donde se
verifica que aumentar el grado de precisién no mejora la misma, por lo que el valor
6ptimo es p = 4 (que coincide con el usado en [17]); en tanto que para N pequenos
la tasa de crecimiento del tiempo de computo es la misma, como muestra la Figura

5.7,

| p=2 | 1000 500 200 100 100
ay 0.114626146 | 0.104008083 | 0.070741237 | 0.010899767 | -0.143586277
Qi 0.134633828 | 0.144029448 | 0.141482475 | 0.021799535 | -0.123064899
as 0.229252291 | 0.208016167 | 0.170695852 | 0.209491607 | 0.261384143
a4 0.269267657 | 0.288058896 | 0.341391703 | 0.418983214 | 0.441079360
as 0.498906303 | 0.497624346 | 0.492636289 | 0.480444898 | 0.522768296
ag 0.499320631 | 0.499283263 | 0.502947260 | 0.520307003 | 0.581813800
az 0.997812606 | 0.995248692 | 0.985272578 | 0.960889796 | 0.882158721
as 0.998641262 | 0.998566526 | 1.005894521 | 1.040614006 | 1.083542294

| Tiempo [s] || 301.4655 16.8102 0.8440 0.2412 0.1376

Tabla 5.1: Primeros 8 valores de o para 8 = 5h y distintos IV con p = 2.

Cinvestav

Departamento de Control Automatico




Resultados 33

10000

Error porcentual respectoa N

70.0000%

60.0000%

50.0000%

40.0000%

30.0000%

20.0000%

10.0000%

0.0000%

e

—9—P=) —@=P=4 @

P=8

100 200

300
N

400

500

600

Figura 5.6: Error porcentual relativo a N = 1000 para p = 2 en verde, p =4 enazul y p =8
en rojo

| p=4 | 1000 | 500 200 | 100 [ 100 |
a1 0.269267863 | 0.288059740 | 0.341397890 | 0.419023407 [ 0.523234776
az 0.997815885 | 0.995261781 [ 0.985354565 | 0.961227783 | 0.883718387
as 0.998644538 | 0.998579573 [ 1.005974930 | 1.040929867 | 1.164959397
ay 2.245564336 | 2.241267848 [ 2.229053625 | 2.210249929 | 2.173485828
as 2.245569842 | 2.241271705 | 2.229376767 | 2.213921385 | 2.207265873
ag 3.992022895 | 3.984092452 [ 3.960592407 | 3.922442520 | 3.849956553
ar 3.992028139 | 3.984113157 [ 3.960720241 | 3.922993077 | 3.853306017
as 6.237510545 | 6.225042661 | 6.187774530 | 6.126136884 | 6.004632892

| Tiempo [s] || 601.070436 | 17.405702 | 0.776365 | 0.228272 [ 0.15919 |

Tabla 5.2: Primeros 8 valores de o para 8 = 5h y distintos IV con p = 4.
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34 Capitulo 5

| p=8 [ 1000 500 \ 200 \ 100 \ 100 |
as 0.269267863 | 0.288059704 | 0.341397891 | 0.419023434 | 0.523236720
as 0.997815885 | 0.995261781 | 0.985354576 | 0.961227994 | 0.883723796
as 0.998644538 | 0.998579574 | 1.005974941 | 1.040930066 | 1.164964327
Q4 2.245564336 | 2.241267851 | 2.229053746 | 2.210251869 | 2.173518975
as 2.245569843 | 2.241271708 | 2.229376888 | 2.213923317 | 2.207298006
ae 3.992022897 | 3.984092470 | 3.960593081 | 3.922453080 | 3.850119893
vy 3.992028140 | 3.984113175 | 3.960720915 | 3.923003637 | 3.853469067
ar 6.237510549 | 6.225042728 | 6.187777096 | 6.126176828 | 6.005281587

Tiempo [s] | 722.045486 | 20.629557 | 0.840962

[ 0.238867

[ 0.185801

|

Tabla 5.3: Primeros 8 valores de « para 8 = 5h y distintos N con p = 8.

Tiempo de Computo [s]
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Figura 5.7: Tiempo de computo en segundos para p = 2 en verde, p =4 en azul y p = 8 en
rojo
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Capitulo 6
Ejemplo de Aplicacion

Con el fin de ilustrar una de las posibles aplicaciones se emplea el sistema ilustrado
en la Figura 6.1.

ky X1 IZ:> k, X2
(((((((((()\- my MO

(Y "

Figura 6.1: Sistema de masas y resortes con 2 grados de libertad.

Puede usarse la metodologia Hamiltoniana para calcular las ecuaciones de mo-
vimiento, sin embargo para este caso es mas sencillo aplicar las leyes de newton
simplificadas (F = ma) y la ley de Hooke (F = —kx), de donde se obtiene (6.1).

mlzﬁl = —k‘ll’l — k’g (331 — .CEQ) mz.CE”Q = —k,‘g ($2 — .7}1) — kl.ilfg

Ahora haciendo m; = my = m, x = (z122)7 y reacomodando términos se obtiene

(6.1).

1 1 1
. L L1
X+ | b (m 1 )+ ko < ™ 1m) x=0 (6.1)
~—\0 o/ =\ -un =
a T Ba(t) ~ ~ -~

Ahora se repite el procedimiento de los capitulos previamente descritos para este
nuevo sistema con m = 1. El resultado se muestra en la Figura (6.2).
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Figura 6.2: Diagrama de Ince-Strutt de (6.1) para m = 1y ¢(t) = sign (cos(t)).

Puede observarse que para ky < (k; —1) /2 el sistema es predominantemente
estable con excepcién de lenguas que nacen en [? y aproximadamente [? + [ + 1/2V
[ € Z*. Por lo que de buscar extender el intervalo de estabilidad, es recomendable
elegir ky = 1> + 31/2 + 3/4 con | € ZT, entre | sea mayor este intervalo serda mucho
mayor y una ko pequena.
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Conclusiones

De lo previamente discutido pueden extraerse algunas conclusiones que a conti-
nuacion son enlistadas:

= Se realiz6 un programa en MATLAB capaz de encontrar las fronteras de las
lenguas de Arnold de la ecuacién de Hill de n grados de libertad, usando el
enfoque de Sturm-Liouville, siempre que no sean producto de una colisiéon de
Krein, mediante discretizaciéon y diferencia finitas centradas; para obtener las
lenguas de combinacion se emplea el método de mallado con aceleracion en
GPU. Obteniéndose el diagrama completo de Ince-Strutt.

s El aumento de la precision del método de diferencias finitas centradas no es
computacionalmente viable (pues tarda mucho més que la precisién que se con-
sigue), resultando el valor éptimo p = 4.

= Si bien el método de Sturm-Liouville reduce la cantidad de calculos a efectuar,
se requiere una buena discretizacién (N >> 1, como en todos los otros méto-
dos) para obtener resultados confiables; obteniéndose muchos datos adicionales
(lenguas que no graficamos) y no se tiene control sobre la regién en la que
apareceran.

= Se recomienda usar un mallado en conjunto con S-L para tener punto de com-
paracién e incluir todas los tipos de lenguas presentes. Aunque para grados de
libertad mayores a 2, el cddigo de colores presentado en [6] es insuficiente y la
separacion esta dada por hipersuperficies dadas en [18].

Se puede mejorar el tiempo de ejecucién cargando el programa en GPU’s, y mo-
dificando la discretizacién para poder incluir las fronteras inconmensurables con el
periodo o anadir forzamiento.

Como trabajo futuro se prevee el método de SL para sistemas periddicos tipo EH
vectorial con n-grados de libertad.
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