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Resumen

El enfoque de Lyapunov-Krasovskii es utilizado para analizar, entre otras aplicaciones, la
estabilidad de sistemas con retardos. Este enfoque provee condiciones suficientes de estabi-
lidad en forma de desigualdades matriciales, basadas en la negatividad de la derivada de la
funcional.

Por otro lado, entre las funcionales con derivada preescrita se encuentran las funcionales de
Lyapunov-Krasovskii de tipo completo, que satisfacen una cota cuadratica inferior si el sis-
tema es estable. El elemento clave para esta tipo de funcionales es la matriz de Lyapunov
para sistemas con retardos.

La importancia de la matriz de Lyapunov ha llevado a los investigadores a obtener diferentes
métodos para su céalculo. Entre estos métodos se encuentra el denominado método semi-
analitico, en el que la matriz de Lyapunov satisface un sistema de variables auxiliares libre
de retardos, sujeto a condiciones especiales de frontera.

El conocimiento de la matriz de Lyapunov, asociado a funcionales que satisfacen una cota
cuadratica inferior si el sistema es estable, ha llevado a desarrollar condiciones de estabilidad,
que, al igual que en el caso de sistemas lineales sin retardo, dependen exclusivamente de la
matriz de Lyapunov.

Este trabajo de tesis esta dedicado a la obtencion de condiciones de estabilidad para sis-
temas con retardo, en particular, se presenta un criterio para la estabilidad de la ecuacién
escalar con un retardo concentrado y, se obtienen condiciones de estabilidad para sistemas
con retardo distribuido. Para el caso de sistemas con retardo distribuido, la obtencién de
nuevas propiedades que relacionan la matriz fundamental del sistema con la matriz de Lya-
punov, aunado a la presentaciéon de una funcional especial, son la base que permite obtener
condiciones necesarias de estabilidad, méas atn, se obtiene un criterio de estabilidad. Estas
condiciones de estabilidad constituyen una extension de aquellas presentadas recientemente
para sistemas con miultiples retardos concentrados.

La verificacion de las condiciones se lleva a cabo a través de algunos ejemplos, en los que,
ademas se obtiene la matriz de Lyapunov para sistemas con retardo distribuido, kernels par-
ticulares, superando el problema de dependencia lineal en la obtencién de las condiciones

iniciales del sistema libre de retardos, del cual se obtiene la matriz de Lyapunov.
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Abstract

The Lyapunov-Krasovskii approach is employed in analyzing, among other applications, the
stability of systems with delays. This approach provides sufficient stability conditions in the
form of matrix inequalities, based on the negativity of the derivative of the functional.

On the other hand, the Lyapunov-Krasovskii functionals of complete type stand out among
the functionals with prescribed derivative. The complete type functionals satisfy a quadratic
lower bound if the system is stable. The key component in this type of functionals is the
Lyapunov matrix for systems with delays.

The significance of the Lyapunov matrix has led researchers to obtain different methods
for its computation. One of these methods is the so-called semi-analytic method. In this
method, the Lyapunov matrix satisfies a delay free system of auxiliary variables, subject to
a two-point boundary value problem.

This thesis is devoted to obtain stability conditions for systems with delay, in particular, a
criterion for the stability of the scalar equation with one pointwise delay is presented, and,
stability conditions for systems with distributed delay are obtained. In the case of systems
with distributed delay, the presentation of new properties that relate the fundamental matrix
of the system with the Lyapunov matrix, along with the introduction of a special functional,
are the base for obtaining necessary stability conditions, even more, in this work an stability
criterion is obtained for this class of systems. These stability conditions are an extension of
those recently presented for systems with multiple pointwise delays.

The effectiveness of the obtained conditions is shown in some examples. For the examples
with distributed delays, the Lyapunov matrix is obtained, overcoming the problem of linear

dependence in obtaining the initial conditions of the delay free system.
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1

Introduccion

En este capitulo se hace una breve introducciéon a los sistemas con retardo, el desarrollo
que ha tenido el enfoque temporal para el analisis de estabilidad de sistemas con retardo
y los objetivos de este trabajo de tesis. Se finaliza con las publicaciones producto de esta

investigacion.

1.1 Sistemas con retardo

Un sistema con retardo es aquel en el que la evolucion del sistema depende tanto de la
dindmica en el tiempo presente como de las dindmicas en un lapso de tiempo anterior. Los
retardos aparecen de forma natural en sistemas interconectados en los que se presentan
fenoémenos de transporte, propagacion, comunicaciéon o toma de decision, ya sea de senales,
energia o masa.

Matematicamente hablando, estos fendmenos son representados mediante ecuaciones dife-
renciales en diferencias o ecuaciones diferenciales funcionales, que han sido estudiadas en los
trabajos clasicos de Krasovskii [32], Bellman y Cooke [2], Hale [21], Kolmanovskii [31], entre
otros.

Al igual que los sistemas dindmicos en general, se puede afirmar que el tema principal
del estudio de los sistemas con retardos, es el de su estabilidad, o de la del sistema en lazo
cerrado obtenido al retroalimentar alguna ley de control. En efecto, esta propiedad es crucial

para el buen desempeno de un sistema.

Existen dos grandes direcciones de investigacion para el estudio de la estabilidad de los
sistemas con retardos:
- Los enfoques frecuenciales: estos métodos son limitados a los sistemas lineales pero permiten

tener un conocimiento muy preciso de los problemas investigados. Se cuenta entre ellos, el




andalisis de las raices de los cuasipolinomios, métodos graficos tal como el criterio de Mikhailov
[25], generalizaciones del teorema de Nyquist [38] y las D-particiones de Neimark [39].

- Los enfoques temporales: éstos permiten abordar el estudio de sistemas no lineales y con
incertidumbre. Los métodos de Lyapunov-Razumikhin [47| y de Lyapunov-Krasovskii [32]
son los mas empleados. Estos resultados generalizan los Teoremas de Lyapunov al caso de
sistemas con retardos por medio del empleo de funciones y de funcionales, respectivamente.
Entre las funcionales de Lyapunov-Krasovskii, se destacan las llamadas de tipo completo [29)],

que constituyen el marco tedrico de este trabajo de investigacion.

1.2 Planteamiento del problema

En el marco del enfoque temporal, las funcionales con derivada prescrita que conducen a
condiciones suficientes de estabilidad han tenido un auge sobresaliente en las décadas pasadas,
debido a que conducen a la resolucion de desigualdades lineales matriciales, lo que las hace
una herramienta muy eficaz para el diseno de controladores. Sin embargo, estos resultados
no garantizan que, para cualquier sistema con retardos estable, exista una funcional de la
forma propuesta que satisfaga las condiciones suficientes de estabilidad.

En cambio, los resultados de funcionales completas proveen teoremas de estabilidad con-
versos constructivos, los cuales garantizan, bajo la suposicion de que el sistema sea estable,
la existencia de una funcional que satisface una cota cuadratica inferior. En este enfoque, al
igual que en el caso de sistemas libres de retardos, la funcional aparece en funcion del analogo
de la matriz de Lyapunov, la cual es solucién de tres ecuaciones que, en su conjunto, juegan
el papel de la ecuacion de Lyapunov.

Estos hechos y el paralelo con el conocido resultado de sistemas lineales, donde la posi-
tividad de la matriz de Lyapunov permite decidir si el sistema es estable o no, conduce a
plantear el siguiente problema.

(Es posible determinar las propiedades de estabilidad de los sistemas con
retardo de forma directa a través de la matriz de Lyapunov correspondiente al
sistema y no a través de las cotas de la funcional de Lyapunov-Krasovskii y su

derivada?

1.3 Estado del arte

Enfoque de funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo
El anélisis de estabilidad para sistemas con retardos mediante el uso de la teoria de
Lyapunov inicia con los trabajos de Krasovskii [32] y Razumikhin [47]. Krasovskii propuso

utilizar funcionales que dependieran de todo un segmento de la soluciéon del sistema, es decir,
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del estado del sistema con retardo. Estas funcionales son llamadas de Lyapunov-Krasovskii.
Algunas funcionales cuadraticas para sistemas con un retardo se propusieron en Repin [4§],
Datko [4], asi como en Infante y Castelan [24]. Estas funcionales s6lo admiten una cota infe-
rior ciibica [23]. En Kharitonov y Zhabko [29] se proponen funcionales cuya derivada incluye
términos que dependen de todo el estado de un sistema con retardo, que ademas presentan
la caracteristica de admitir una cota cuadratica inferior. Tales funcionales, denominadas de
tipo completo, estan definidas a partir de la matriz de Lyapunov para sistemas con retardos.

Las funcionales de tipo completo se emplean para el analisis de robustez [29], [50], esti-
mados exponenciales [29], [37], etc.

En estas funcionales, la matriz de Lyapunov juega un papel muy importante. Esta matriz
satisface un conjunto de propiedades [29], que resultan esenciales para su construccion, la
cual se logra mediante el planteamiento de un sistema auxiliar de variables libre de retardos
[42], [26], o bien mediante una aproximacién lineal a pedazos [I4]. En [28] se han estudiado
los temas de existencia y unicidad de la matriz de Lyapunov para sistemas con retardos.

El sistema libre de retardos mencionado ha mostrado su utilidad en la obtencion de valores
de los llamados parametros 6 retardos criticos de sistemas con retardos de tipo concentrado,
distribuido y neutral [43]. Se puede decir que este sistema es el enlace entre los enfoques
frecuencial y temporal para sistemas con retardos.

Cabe observar que estos resultados estan recopilados en la reciente monografia de Kharitonov
[30], donde se estudian detalladamente los casos de sistemas lineales con retardos concentra-

dos, distribuidos y los de tipo neutral.

Condiciones de estabilidad para sistemas con retardos

La obtencion de condiciones suficientes de estabilidad en forma de desigualdades lineales
matriciales ha concentrado los esfuerzos de investigadores del area de sistemas con retardos.
El motivo del éxito de este tema de investigacion se debe a que la sinergia con el empleo
de desigualdades lineales matriciales permite obtener herramientas de gran eficacia numérica
para el anélisis, asi como para el diseno de controladores. Las ideas principales fueron intro-
ducidas en los trabajos iniciales de [12], [40], [54], donde se obtuvieron condiciones suficientes
de gran conservatismo, que ha sido reducido de manera dramatica en trabajos recientes,
gracias al uso de ideas como la del método descriptor [13], la particion del retardo [I7] y el
uso de desigualdades novedosas en las mayorizaciones [51]. Mas atin, en las propuestas de
aproximacion lineal a pedazos de la funcional de Datko [18] y la de suma de cuadrados [46]
se muestra que los limites de estabilidad encontrados tienden a las verdaderas fronteras de
estabilidad.

Los resultados sobre condiciones necesarias de estabilidad (en ocasiones denominadas
condiciones de inestabilidad) han recibido en general, menos atencion. Una razon proba-

ble es de que no proveen, en forma directa, resultados relacionados con los parametros de
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controladores estabilizantes. No por ello son menos importantes, ya que permiten descartar
sistemas inestables. Mas atin, son el camino a seguir para la obtenciéon de condiciones nece-
sarias y suficientes de estabilidad, es decir criterios de estabilidad, como el obtenido en el caso
de sistemas lineales libres de retardos. En la literatura se encuentran algunos trabajos que,
para casos muy especificos, conducen a condiciones de inestabilidad, como los que explotan
la condicion de violacion de la negatividad de la derivada de la funcional [I], [20]. Por otra
parte, se han obtenido condiciones similares en el dominio de la frecuencia en [3] a partir del

teorema de Pontryagin.

Condiciones de estabilidad que dependen de la matriz de Lyapunov

En [44] se introduce la estrategia que permite explotar las funcionales de tipo completo con
el fin de obtener condiciones necesarias de estabilidad en términos de la matriz de Lyapunov
de sistemas con retardo. La metodologia se basa en el hecho de que si el sistema es inestable,
al sustituir las condiciones iniciales, la cota inferior de la funcional con derivada prescrita es
necesariamente violada. En este trabajo, se emplean condiciones iniciales constantes que dan
lugar a resultados burdos, mostrando que el reto consiste en determinar condiciones iniciales
que revelen la esencia del sistema estudiado.

En el articulo de Mondié y Egorov [36] se presentan condiciones necesarias de estabilidad
para el sistema con un retardo, y se mejoran en Egorov y Mondié [6], [8], [9], donde se
extiende el resultado al caso de miltiples retardos concentrados, y donde se presenta una
familia de condiciones necesarias.

Las condiciones necesarias y suficientes para el caso de sistemas escalares con un retardo,
obtenidos mediante un analisis exhaustivo, en [7] y [34], dependen exclusivamente de la
matriz de Lyapunov, més ain, en el trabajo reciente [5], se presentan condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad para sistemas con multiples retardos concentrados, mostrando que

en algunos casos se tiene un resultado similar al que existe para sistemas libres de retardos.

1.4 Objetivos

El objetivo general de esta tesis es contribuir al estudio de la matriz de Lyapunov para
sistemas con retardos, con un enfoque particular al analisis de su papel en la estabilidad de
los mismos.

Los objetivos particulares de este trabajo son:

e Determinar condiciones de estabilidad para el caso escalar de sistemas con un retardo

concentrado

e Extender resultados de condiciones necesarias para la estabilidad exponencial al caso

de sistemas con retardo distribuido




e Extender resultados de criterio de estabilidad exponencial al caso de sistemas con re-
tardo distribuido

1.5 Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se sintetizan resultados acerca de la estabilidad de sistemas con retardos
concentrados. Se presentan condiciones necesarias y suficientes de estabilidad para el caso
de sistemas lineales escalares con un retardo. Para el caso multivariable con un retardo, se
muestran condiciones necesarias de estabilidad que dependen dnicamente de la matriz de

Lyapunov.

En el Capitulo 3 se presentan conceptos fundamentales de los sistemas con retardos dis-
tribuidos en los que se basa este trabajo de tesis. Entre estos conceptos se encuentran, la
matriz fundamental y la matriz de Lyapunov, asi como las funcionales de tipo completo para

sistemas con retardos distribuidos.

En los Capitulos 4 v 5 se presenta el resultado principal de este trabajo de tesis, la
obtencion de condiciones de estabilidad basadas exclusivamente en la matriz de Lyapunov

del sistema.

El Capitulo 4 se obtienen nuevas propiedades para la matriz de Lyapunov, que la rela-
cionan con la matriz fundamental del sistema. Con base en dichas propiedades se presentan

condiciones necesarias de estabilidad en funcién de la matriz de Lyapunov.

En el Capitulo 5 se presentan condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad
de sistemas con retardos distribuidos, para lo cual, las nuevas propiedades de la matriz de
Lyapunov obtenidas en el Capitulo 4 requieren una nueva forma de obtencion, en la cual no

se suponga que el sistema es estable.
Se ponen a prueba las condiciones con algunos ejemplos en el Capitulo 6.

Para terminar el trabajo, se hace un resumen de las principales contribuciones de este

trabajo y se presentan conclusiones, asi como trabajo futuro.

1.6 Publicaciones resultado de la tesis

El trabajo de investigacion que se presenta en esta memoria de tesis di6 lugar a publicaciones
en capitulos de libros y en conferencias internacionales. Asimismo, un articulo de revista

aceptado, los cuales se enlistan a continuacion.
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1.6.1 Revista internacional

1. C. Cuvas, S. Mondié. "Necessary stability conditions for delay systems with multiple

pointwise and distributed delays". Transactions on Automatic Control. Aceptado

1.6.2 Capitulo de libro

2. C. Cuvas, A. Ramirez, A. Egorov, S. Mondié. "Necessary conditions for the stability
of one delay systems: a Lyapunov matrix approach”. In Delay Systems: from Theory

to Numerics and Applications, Springer.

1.6.3 Congresos internacionales

3. S. Mondié¢, C. Cuvas, A. Ramirez, A. Egorov. "Necessary conditions for the stability
of one delay systems: a Lyapunov matrix approach". 10th ITFAC Workshop on Time
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tomatico, Cancin, México, 2014.

7. C. Cuvas, S. Mondié. "Necessary conditions for the exponential stability of a class
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8. C. Cuvas, S. Mondié, G. Ochoa. "Distributed delay systems with truncated Gamma
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Estabilidad de sistemas con retardos

concentrados y matriz de Lyapunov

En este capitulo se sintetizan conceptos fundamentales acerca de la matriz de Lyapunov y
su papel en la estabilidad de sistemas con retardos concentrados. En la primera parte se
abordan algunas definiciones, posteriormente se introduce un criterio de estabilidad de la
ecuacion escalar con un retardo. Finalmente se presentan condiciones de estabilidad para

sistemas multivariable que dependen exclusivamente de la matriz de Lyapunov.

2.1 Conceptos basicos

Se presentan aqui algunas definiciones que son ttiles a lo largo del trabajo de tesis.

2.1.1 Sistemas con retardos
En esta seccién se considera una clase de sistemas con retardo de la forma
z(t) = Aoz (t) + Ayz(t — h) (2.1)

en donde Ay, Ay € R™™ y h > 0 es el retardo. Ecuaciones de este tipo, en donde el lado
derecho depende no solo de la solucién en el tiempo presente, sino de todo un segmento de

la solucion, son llamadas ecuaciones diferenciales funcionales.
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2.1.2 Concepto de Estado

En la teoria de control clasico, el estado es la informacion minima que debe conocerse para
conocer la solucién o evolucion del sistema. En los sistemas con retardo, la informaciéon mi-
nima para poder conocer las dindmicas del sistema implica que se debe conocer la trayectoria
de las dindmicas en todo un segmento previo al punto presente, esto es, es necesario conocer
z(t + 0) para 6 € [—h,0]. En este trabajo se utiliza la siguiente notacion para describir el

estado de los sistemas con retardos
0 —ax(t+0,p), 0€[-h,0].

En sistemas libres de retardos, el estado en el tiempo inicial, el cual suponemos igual a
cero (top = 0), es conocido como condicién inicial. En el caso de los sistemas con retardo,
la condicion inicial estd definida en el intervalo [—h,0] y denotada por ¢ en la expresion
anterior. Aqui la condicién inicial pertenece al espacio de funciones continuas a pedazos,

¢ € PC([—h,0],R™). Cuando la condicion inicial no es crucial, se omite el argumento .

2.1.3 Estabilidad exponencial

Definicién 2.1 El sistema es exponencialmente estable si existen constantes v > 1
y B > 0 de modo que para cada condicion inicial ¢ € PC([—h,0],R"™), la solucién x(t,p)

satisface la siguiente desiqualdad:

lz(t, o)l < ve™ ol -

Comentario 2.1 FEn el caso de sistemas lineales con y sin retardos, la estabilidad asintdtica

es equivalente a la exponencial.

Los siguientes conceptos y resultados pueden consultarse en [30], Capitulo 2.

2.1.4 Condicién de Lyapunov

Definicién 2.2 Se dice que el sistema satisface la condicion de Lyapunov si el espectro
del sistema
A= {s:det(s] — Ay — e *"4;) =0},

no contiene un punto sg tal que —sg también pertenece al espectro, en otras palabras, no
hay eigenvalores del sistema ubicados de forma simétrica con respecto al origen del plano

complejo.




2.1.5 Matriz fundamental

La matriz de dimension n x n, K(t), conocida como matriz fundamental del sistema (2.1)),

satisface la ecuacion

K(t) = AJK(t) + A K(t — h), (2.2)

con condiciones iniciales

K(0)=1, K(t)=0, t <0. (2.3)
K (t) también satisface (ver [2]) la ecuacion
K(t) = K(t)A + K(t — h)A,. (2.4)

La formula de Cauchy para la solucion del sistema ((2.1)) esta dada por la expresion

2t ¢) = K(t)p(0) + /_ 1 K(t—0— h)Ap(0)dd, t > 0. (2.5)

2.1.6 Funcional con derivada preescrita

De acuerdo con [29], dada una matriz W > 0, la funcional con derivada prescrita

dvo(: ()
SOEALD — (1) Walt ),
evaluada a lo largo de las trayectorias del sistema ({2.1)), tiene la forma

wie) = GOU0)p(0) + 207 (0) / U(—h — 6)A,p(6)d0

—|—/0 QOT<91)A? /0 U(91 — 92)A1§0(92)d92d91, (26)
en donde -
U(r) = / KT(OWEK(t + 7)dt. 2.7)

2.1.7 Matriz de Lyapunov

La matriz U(7) es conocida como matriz de Lyapunov para sistemas con retardo, asociada a
W.

La matriz de Lyapunov satisface (ver por ejemplo [30], seccion 2.6)
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e la propiedad dinadmica

Ur)=U(1)Ag+U(r — h)A;, 12>0, (2.8)

e la propiedad simétrica
U(r)=U"(-7), 7>0, (2.9)

e la propiedad algebraica

ATU(0) + ATUT (=h) + U(0)Ag + U(—h)A, = —W. (2.10)

2.2 Ecuacion escalar con un retardo

En esta seccion se analiza la estabilidad, a través de la matriz de Lyapunov, de sistemas

escalares con retardo concentrado (n = 1) descritos por la expresion
z(t) = ax(t) + bx(t — h). (2.11)
En el caso de la ecuacion (2.11)), la matriz de Lyapunov es la funcion escalar denotada por

u(r), 7 € [0, hl.

2.2.1 Antecedentes

Uno de los trabajos en los que se basa esta tesis, en donde se desarrollan condiciones necesarias
y suficientes de estabilidad basadas tinicamente en la matriz de Lyapunov, se lleva a cabo en

[34]. El resultado principal se presenta en el siguiente Teorema.

Teorema 2.1 [3)|] Considere la ecuacion diferencial en diferencias . Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) La ecuacion diferencial en diferencias es exponencialmente estable.
(i1) La funcion u(t), T € [0, h], satisface

u(0) —u(h) > 0, h>0,
w(t)+uh—7) > 0, 7€]|0,h] (2.12)

En [7], se presentan condiciones similares como criterio de estabilidad para el sistema

z(t) = ax(t) + bx(t — 1), t>0. (2.13)
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Teorema 2.2 [7/La ecuacion es exponencialmente estable si y solo si la matriz de
Lyapunov para estd definida en [0,1] y

w(0) = fu(r)], 7 €0,1],

o de manera equivalente
u(0) > |u(r)|, 7€ (0,1]. (2.14)

La prueba de estos resultados se basa en el conocimiento del dominio de estabilidad en el

espacio de parametros (a,b) de estos sistemas, el cual se recuerda a continuacion.

Lema 2.1 [10], [31], [41] La ecuacion escalar es exponencialmente estable si y solo

st a y b pertenecen al conjunto

Ss ={(a,b)/|a| > [b], a <0} U{(a,b)/b = a, a <0}
U{(a,b)/|b|>|al, b <0, yh <7, a+ bcos(yh) < 0}
cony =Vb> —a? (2.15)

Asimismo, la expresion explicita de la funcién de Lyapunov, dada a continuacién, juega

un papel crucial en la demostracion.

Lema 2.2 [23/,[34] La funcién de Lyapunov de (2.11), u(r), 7 € [0, h], asociada al escalar
positivo w, estd dada por :

st la| #1b|, con

a? —b? para |a| > |b|
z =
3y, y=Vb—a* para |a|<[b|
entonces,
w be e + (2 — a)e "
= — 2.16
u(r) 2z 2 —a — be=#h ’ (2.16)

y si |la|=1b|, para a =b

wah —1—2ar

y para a = —b la funcion de Lyapunov o no existe o no estd determinada de forma tinica.

2.2.2 Nueva propuesta de condiciones necesarias y suficientes de

estabilidad para el caso escalar

2.2.2.1 Criterio de estabilidad para el caso escalar

El resultado principal de esta seccidon se resume en el siguiente Teorema.
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Teorema 2.3 Considere la ecuacion con retardo . Los siguientes enunciados son
equivalentes:
(i) La ecuacion en diferencias es exponencialmente estable.
(ii) La funcion u(t), 7 € [0,h], definida en el Lema existe, es unica y satisface la
condicion
Ks(0,7,h) >0, 7€ (0,h/2], (2.18)
en donde
w(0)  u(h) u(r)
Ks(0,7,h) = | wh) w(0) wh—71) |. (2.19)
u(t) wh—7)  wu(0)
Comentario 2.2 FEl interés principal de esta condicion es de que, contrartamente a las

condiciones presentadas en [34], puede extenderse al caso multivariable.

La condicion (2.18)) se satisface si y solo si los tres menores principales, M/C, MK y
M3K (1), T € (0,h/2], son estrictamente positivos. La prueba del resultado principal se basa
en manipulaciones algebraicas concernientes a estos valores. Con el fin de dar fluidez a la

argumentacion, se prueban los siguientes Lemas técnicos en el Apéndice [A]

Lema 2.3 Para |a| #|b|, los menores principales de la matriz K3(0,7,h), 7 € (0,h/2], son:

MK = wé [2(e”" + ") —a(e —e*M)], (2.20)

MoK = wzé (e —e "), (2.21)
w3 T — e~ 3T

M;K(r) = g% (exh=m) — ===y | (2.22)

donde

Q — (Z(G%Zh + 6_%2}1) _ ((1, o b)(G%Zh o 6—%2}1))

X (z(e%'z" —e M) — (a+ b) (2™ + e’%Zh)> : (2.23)

Prueba 2.1 FEl resultado se demuestra en el Apéndice[A.]]

También se provee una tutil reescritura de los menores principales MK v MyK, para
|af # [b].
Lema 2.4 Para |a| #|b|, el primer menor principal de K3(0,7,h), 7 € (0,h/2], puede ser
ezh_efzh
w D <—2 > —z

MK = — 2.24
1 2 b(ezh+2e—zh) +a ( )

reescrito como
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o bien , .
e*4e”? —a
Aﬁngi( : )

P b(ezh_Qefzh) + Z.

(2.25)

Prueba 2.2 El resultado se demuestra en el Apéndice[A.2

Lema 2.5 Para |a|#|b|, el segundo menor principal de KC3(0,7,h), T € (0,h/2], satisface

1 1 2
1 (e%Zh +e72?h) 1 (e%Zh — e 2%h)
=(b—a)— Z-— — —(a+0 . 2.26
MQ’C ( ) <e§ (e?Zh -+ 6752]1) ( ) ( )

Prueba 2.3 FEl resultado se demuestra en el Apéndice[A.3

2.2.2.2 Prueba del Criterio de estabilidad

La prueba del Teorema[2.3)es como sigue, el espacio de pardmetros S = {(a,b),a € R,b € R}

se puede dividir en 9 regiones

S = {(a,b) : b= —a}

Sy = {(a,b) :a=0b,a >0}

S3 = {(a,b):a=0b,a <0}

Sy = {(a,b) :|a]>1b], a >0}

S5 = {(a,b) - |a[>1b], a <0}

S = {(@b): 1b]>lal,yh > 7}

S = {(a,b) :|b|>|a|,yh <7, b> 0}

Ss = {(a,b) : |b]>lal,yh < m,b<0,a+ bcos(yh) > 0}
So = {(a,b) :|b|>|a|l,yh <7, b<0,a+ bcos(yh) < 0}.

con y = /b? — a?. Estas regiones forman una particién del espacio de parametros, es decir

9
L_JISZ = Su (070) ES?
S;NS; = 0, i,j=1,9, ij

En la Figura [2.1] se muestra la particion del espacio de parametros S. La region Sg incluye
un numero infinito de fronteras de cruce denotadas con lineas punteadas. De acuerdo al
Lema las regiones en donde las condiciones de estabilidad se cumplen son S3, S5 y Sy,
entonces, el problema se reduce a investigar en cada region si se cumple o no la condicién de
positividad estricta de M K, MoKy M3K(7), 7 € (0,h/2].

Se procede entonces al analisis sistematico de cada region S;, ¢+ = 1,9.
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Figura 2.1: Particion del espacio de parametros S.

o 51 ={(a,b) : b= —a}

Del Lema [2.2] se tiene que la matriz de Lyapunov para sistemas con retardo o no existe o

no esta determinada de forma tnica, de aqui que las condiciones no se satisfacen.

e Sy ={(a,b) :a=b,a>0}

De la ecuacion (2.17) y de (2.19) resulta que

w? ah—1 —ah—1 w?h
MoK = det =—— 2.27
? 1602 (—ah—l ah —1 > 4a (2.27)
por lo que MoK < 0.
e S3={(a,b):a="b,a <0}
Utilizando la ecuacion (2.17)) se tiene
wah —1
MllC = U(O) = E %a > 0.
Mas ain 2
Mok = -2 >0,
4a
y de (2.19) se tiene que
ah —1 —1—ah a(h —27) -1
w
MK (1) = 1 det —1—ah ah —1 a(2r —h) -1

alh—271)—1 a(27—h)—1 ah —1
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w3

M3;K(T) = 4—7’(7’ —h),

a
dado que 7 € (0,h/2], M3KC(7) > 0. Por lo tanto, esta region satisface la condicion ([2.18]).

e Si={(ab):|a[>]b], a >0}

En esta region (2.26) se reduce a

1 1 (ztanh(3zh) — (a+ b))2

LK (b—a) coth(ézh) (2.28)

Zw?
Debido a que coth(zh) > 0 para zh > 0, MK < 0.

e 5 ={(a,b):|a|>b], a <0}

De ([2.28) se sabe que Mo/ > 0. Ademas, de (2.20)), (2.21) vy (2.22)) se llega a,

MK 1
S h(zh) —
VLK w(z coth(zh) —a) > 0,

M3K(T) _ gsinh(ZT) sinh(z(h — 7))
MK z sinh(zh)

Del primer cociente se deduce que M;K > 0. Puesto que la funciéon sinh es estrictamente

positiva para argumentos estrictamente positivos, M3/K(7)/MaK > 0y M3K(7) > 0, 7 €
(0, h/2]. De aqui que la condicion (2.18)) se satisface.

o Sg={(a,b):|b|>|a|],yh > 7}

De las ecuaciones (2.20)) y (2.22)) se deduce que

eIYT _e—IYT edy(h—7) _o—jy(h—7)
MglC(T) w? 25 2j
MK ? y (ea’yhg@—jyh> 4 <ejyh_2§ijh>
w? sin(yr) sin(y(h — 7))

Ty y cos(yh) — asin(yh) (2.29)

Primero se va a analizar esta region excluyendo las fronteras yh = kmw, k = 1,2,3... Si el
denominador y cos(yh) —asin(yh) es cero, entonces, en vista de (2.20)), la condicién necesaria
M;K > 0 no se satisface. Por otro lado, si es negativo, para 7 = £ € (0, /2], (2.29) se reduce
a

MK (%) W sin®($yh)

w
)

MK

0
ycos(yh) — asin(yh) =
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y si es positivo, como yh > 7, para 7 = 2 <1 - ﬁ) € (0,h/2], sin(3yh — 3)sin(Ayh + ) =

—cos?(3yh), con lo que

< 0.

MsIC <% (1 - ﬁ)) _ w_2 — cos?(3yh)
MK ~ y ycos(yh) — asin(yh)

Ahora, en las fronteras yh = km, k = 1,2, ..., de (2.29) resulta que

M;K(r)  w?sin(yr)sin(km — yr)
MK ylycos(kr) — asin(kn)]
2 in2
W sm2 (yT) <0
Y

De lo anterior se concluye que existe algin 7 € (0, h/2] de modo que (2.29) es negativo, por
lo tanto, para esta region la condicion ([2.18)) no se satisface.

o S ={(a,b): o] > [a],yh < 7,b> 0}

En esta region (2.28)) se reduce a

2
L et (e
(b—a)( ) Jy(; ;—(a—i—b)

MoK Jyw? (6%jyh — eféjyh)

livn  _lign

_ _(b_a>(M) B ( 23 —(CL—i—b)
B yw2 (e%jyh—e*%jyh) y(

2j

tan(Lyh) yw (2.30)

MoK = m 2 (y tan(%yh) + (a+ b>)27

dado que 0 < yh <, tan(%yh) > 0, por lo que M5K < 0.

o Sg={(a,b):|b|>|a|l,yh <m b<0,a+bcos(yh) > 0}

En este caso, de (2.24]) el menor principal puede ser reescrito como

(b (—e“h;j_”h) )

((52) +a)

(bsin(yh) — y)
y (a+ bceos(yh))’ (2:31)

MK =

s &e

DO

el factor sin(yh) es positivo, con lo que MK < 0.
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o So={(a,b):|b|>|a|l,yh < m b<0,a+ bcos(yh) < 0}

De (2.31) se tiene que MK > 0y de (2.30) que MK > 0. Finalmente, con (2.21) y
(2.22), la relacion M3KC(7)/MoIC, T € (0, h/2], se puede reducir a

MK (T) _ Esin(yT) sin(y(h — 7))
MyKC Y sin(yh)

Como sin(yh) > 0, sin(y7) > 0 y sin(y(h — 7)) > 0 para 7 € (0, h/2], se deduce que M3K(7)
y MK tiene el mismo signo, es por ello que M3K(7) > 0, 7 € (0,h/2], y se satisface la
condicion ([2.18]).

La unién de las regiones S3, S5, S9 en donde la condicion se satisface, coincide con
la zona de estabilidad S, descrita en (2.15]), en tanto que en las regiones Sy, S, S, Sg, S7, Ss,

al menos una condicién de positividad de los menores pricipales, no se satisface.

2.3 Sistema lineal con un retardo

En esta seccion se recuerdan resultados de condiciones de estabilidad para sistemas lineales
con un retardo asi como la mejora de las mismas.

Las condiciones necesarias de estabilidad obtenidas en [36], enunciadas a continuacion, son
el punto de partida de esta seccion. Estas condiciones dependen de la matriz de Lyapunov,

pero también de la matriz A;, salvo en el caso en que ésta es invertible.

Teorema 2.4 [36] Si el sistema con retardo es exponencialmente estable, entonces

dada una matriz W > 0, la dnica solucion U(T), 7 € [0,h] de (2.8), Y satisface
las siquientes condiciones

U ) >0
y
NT(ADNK3(0,7,R)N(A) >0, 71€]0,h] (2.32)
v Ut(r) Ut (h)
ICs(0,7,h) = | U(7) U(0) UT(h —7)
Uh) Uh—71)  U(0)
y
I 0 0
NA)=|0 4 o0 |,
0 0 A4

en donde I es la matriz identidad de n X n .
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Corolario 2.1 Si en el sistema la matriz Ay es no singular, las condiciones del teorema

anterior se reducen a

U©) >0

Ks(0,7,h) 20, 7€0,h]

Una contribucion de este trabajo, presentada en [35], es la mejora de las condiciones del
Teorema, [2.4] en el sentido de que se elimina la dependencia que presentan las condiciones

necesarias con respecto a la invertibilidad de la matriz A;.

Lema 2.6 Si el sistema con retardo es exponencialmente estable, entonces la matriz

U(0) U(r U(h)
Ks(0,7,h) = | UT(7) U(0) U(h—1) (2.33)
UT(h) UT(h—T) U(0)
es tal que
K3(0,7,h) >0, 7€]0,h], (2.34)
Y
U(0) > 0. (2.35)

con U(7) la solucion unica de (2.8) que satisface y .

Prueba 2.4 La prueba de este resultado se puede consultar en [35)].

El andlisis desarrollado en [35] di6 pauta para proponer condiciones iniciales de tipo expo-
nencial mas complejas que resulten en condiciones necesarias similares a las alli presentadas.
Al proponer una aproximacion de la condicién inicial continua a pedazos, compuesta por r
tramos en funcién de la matriz exponencial, se incrementa la dimensiéon de la matriz K, por
lo que se denomina /C,.

Entonces, la familia de condiciones necesarias de estabilidad a las que se llega, tiene la

forma

Ki(ri,.ym) =U(=mi+15)]; ., >0,

donde 7, € [0,h), k =1,2,...,r.
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2.4 Sistema con miultiples retardos concentrados

En esta seccion se recuerdan resultados de condiciones de estabilidad para sistemas lineales

con mutiples retardos de la forma
2(t) =Y Ax(t - hy), (2.36)

en donde las matrices Aj, j = 0,...,m, son reales de n x n, los retardos son tal que 0 = hy <
hi <..<h, =h.
En el trabajo desarrollado en [8] se presentan condiciones necesarias de estabilidad para

este tipo de sistemas, resultado que se enuncia a continuacion.

Teorema 2.5 §i el sistema es exponencialmente estable y la matriz A,, es no singular,

entonces para cualquier W > 0, la matriz de Lyapunov U(T) satisface

U) >0
y
u© Ut(r)  UN(R)
Ks(0,7,h)=| U(r) U©O) U'(h—71) | 20, 7€]0,h].
U(h) U(h—r1) U(0)
En [9] se establece una familia de condiciones necesarias de estabilidad para esta clase de
sistemas.

Teorema 2.6 Si el sistema es exponencialmente estable, entonces

Kr(Tl, ...,7}) = [U(—TZ’ + Tj)r > 0,

ij=1
donde 7, € [0,h], k=1,2,...,r y 7, # 7, st 1 # j.

Siguiendo esta linea de investigacion, en [5] se presentan condiciones necesarias y sufi-

cientes para sistemas con multiples retardos concentrados.

Teorema 2.7 FEl sistema es estable, si y solo si se cumple la condicion de Lyapunov

y para cada niumero natural r > 2

{U (j _Zh)] > 0.
r—1 ii=1
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Mds aun, si se satisface la condicion de Lyapunov y el sistema es inestable, entonces

existe un niumero natural r tal que

qED

Comentario 2.3 Una contribucion de esta tesis en relacion al caso multivariable es el de-

sarrollo de una metodologia y de los algoritmos correspondientes para verificar la estabilidad
en el espacio de dos pardmetros, siendo éstos, retardos que varian en intervalos dados. FEste
es un problema que ha sido el objeto de varias contribuciones como lo pueden ser [53[, [19)].

En la seccion[0.9 se presentan dos ejemplos con dos retardos variantes.

2.5 Conclusiones

En esta seccion se presentaron nuevas condiciones necesarias y suficientes para el caso escalar
de sistemas con un retardo. Este criterio se reduce a una condicién de positividad en términos
de la funcién de Lyapunov.

Para sistemas multivariables se recuerdan condiciones necesarias que dependen exclusiva-
mente de la matriz de Lyapunov. También se recuerdan condiciones necesarias y suficientes

para sistemas con miultiples retardos concentrados.
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3

Sistemas con varios retardos distribuidos

Este capitulo esta dedicado a la recapitulacion de conceptos generales sobre sistemas con
varios retardos distribuidos, tales como matriz fundamental, matriz de Lyapunov y sus
propiedades, entre otros. Se presenta ademés, una introduccion al tema de las funcionales de
tipo completo para sistemas con varios retardos distribuidos. Esta seccion fué desarrollada

con base en [30], Capitulo 4.

3.1 Sistema

El resultado principal de este trabajo se enfoca en el andlisis de la estabilidad de sistemas

con retardo distribuido de la forma
. m m 0
x(t) = Z Ajx(t — hy) + Z/ G;(0)x(t + 0)d6. (3.1)
=0 j=17"hi

en donde las matrices A;, j = 0,...,m, son reales de n x n, los retardos son tal que 0 = hy <
hy <...<hp="hyGj0),j=1,..,m,son matrices de funciones reales continuas definidas
para 0 € [—h;,0].

3.2 Matriz fundamental

La matriz K (t) es conocida como matriz fundamental del sistema (3.1]) y satisface

K(t) = ij A K (t— hy) + zmj /0 Gi(O)K(t+0)do, >0, (3.2)

j=0
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también satisface la ecuacién

K(t) = Z K(t—hj)A; + Em: /0 K(t+0)G;(0)do, t>0, (3.3)

J=0

con condiciones iniciales

3.3 Formula de Cauchy

La formula de Cauchy para la solucion del sistema ({3.1)) expresada en términos de la matriz

fundamental, ¢ > 0, tiene la forma

oltp) = KOpO+ [ Kt=0-h)asp0)i0+d" [ [ Kle=0+€Gdeel0)00.

3.4 Funcional de Lyapunov-Krasovskii

con derivada prescrita

Para el sistema (3.1]), dada una matriz W > 0, la funcional con derivada prescrita a lo largo

de las trayectorias del sistema, ésto es

dvo(w(¢))

= —z"(t t
o ' (¢, ) Wax(l, p),

fué presentada en [23], y tiene la forma

—h J—h

1Vl =1 vl S =P




02

</ G7(E)U (01 — b2 — &1 + &) Gi(&2)dEap(62)d&1dO2db,. (3.5)

en donde
U(r) = / KT(#)WK (t + 7)dt. (3.6)

La matriz U(7), asociada a la matriz W, es conocida como la matriz de Lyapunov para
sistemas con retardo descritos por (3.1]).
3.5 Matriz de Lyapunov

La matriz U(7) satisface las siguientes tres propiedades que son el equivalente de la ecuacion
de Lyapunov para sistemas libres de retardo,

e la propiedad dindmica

U'(t) = zm: U(r — hj)A; + i /O U(t +0)G;(0)do, 7>0, (3.7)

=0 j=17 "

e la propiedad simétrica

U(t)=U"(-7), 71>0, (3.8)
e la propiedad algebraica
m m 0 m m 0
—W = ZA]TUT(—hj)JrZ/ GT(OUT (0)do+> U(—hj)Aj+Z/ U(6)G;(0)d6.
=0 j=1" " =0 j=1"=hi

(3.9)

3.6 Funcionales de tipo completo

Las funcionales de tipo completo introducidas en [29] juegan un papel fundamental en este
trabajo. Tienen la caracteristica de admitir una cota inferior de tipo cuadratico cuando el

sistema es exponencialmente estable, lo cual se expone en el siguiente Teorema.

Teorema 3.1 [29] Si el sistema es exponencialmente estable, entonces dadas matrices
W; >0,7=0,1,...2m y W > 0, tales que Wy = W — > (W; + hjW,.4;), existe una
j_

1
constante > 0, tal que, para toda condicion inicial ¢ € PC([—h,0],R")

we)+ 3 [ O+ (hy+ OWoslol0)d0 > 510"
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A consecuencia del Teorema anterior, en el siguiente resultado (ver [9]) se presenta una
funcional que, de igual forma, satisface una cota cuadratica inferior cuando el sistema es

exponencialmente estable.

Teorema 3.2 [29] Si el sistema es exponencialmente estable, entonces dadas matrices

W; >0,7=0,1,...myW >0, tales que Wy = W — > W, existe una constante $; > 0,
j=1

tal que, para toda condicion inicial o € PC([—h,0], R")

@)+ 2 [ OWe0)d8 = B (O (.10
j=1Y~hj
En este trabajo de tesis se utiliza la funcional
0

nle) = wle) + [ G OWeow, (3.11)

cuya derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema ({3.1) esta dada por

dvy (1))

Con base en el Teorema podemos enunciar el siguiente resultado de gran importancia en
el desarrollo de las pruebas de este trabajo. Cabe observar que este resultado fué demostrado

en [8] para el caso de sistemas con retardos concentrados.

Teorema 3.3 5i el sistema es exponencialmente estable, entonces existe o > 0, tal que
vi(p) = allellz,, @€ PC(—h,0],R). (3.12)

Prueba 3.1 La desigualdad se puede expresar como

0l 2 A leOI + [ FOWeo -3 [ S OWieenw,

dado que las matrices W;, 7 = 0,1,...,m son positivas definidas, y debido a que Wy =
W — > W, la expresion anterior se puede reescribir como
j=1
) 0 mo .0
wie) = Bl + [ TOWeos - [ o oWieenw
>

B [0 (02 + / (6 Wapl0)d0,
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v1() = min {81, Amin(Wo) 3 01, +

definiendo o = min {51, Amin(Wo) }, se llega al resultado.

3.7 Conclusiones

Lo conceptos introducidos en este capitulo proveen la base tedrica de este trabajo. Una de
las ventajas de las funcionales que satisfacen una cota cuadratica inferior cuando el sistema
es exponencialmente estable, es la de proveer condiciones de inestabilidad en términos de la
matriz de Lyapunov, o en otras palabras, condiciones necesarias para la estabilidad, ver por
ejemplo [44]. Por otro lado, las propiedades de la matriz de Lyapunov son parte esencial en

la construccion de la misma.
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4

Condiciones necesarias para la
estabilidad de

sistemas con varios retardos distribuidos

En este capitulo se presentan nuevas propiedades del enfoque de funcionales de Lyapunov-
Krasovskii para sistemas con retardos distribuidos, asimismo se introduce una funcional bi-
lineal especial, todos éstos, elementos clave en la obtencién de las condiciones necesarias de
estabilidad para la clase de sistemas estudiado. Estas condiciones constituyen una extension

de aquellas obtenidas en [6] para el caso de sistemas con retardos concentrados.

4.1 Nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov

La obtencion de familias de condiciones necesarias para sistemas con multiples retardos con-
centrados presentada en [6], [8] 6 [9] toma como punto de partida el sustituir en la funcional
una funcion inicial que depende de la matriz fundamental del sistema. Para la clase de sis-
temas en cuestion, es necesario mostrar que la matriz fundamental y la matriz de Lyapunov
satisfacen ciertas relaciones antes de obtener las condiciones necesarias de estabilidad.
Primero se introduce el analogo de la formula de Cauchy para la matriz de Lyapunov

para sistemas con retardos distribuidos. Para 7 > 0

U(r) = +Z/ 0)A; K (r—0—h;) d0+2/ / K (T—0+€)dedo.

(4.1)

El siguiente Lema presenta una expresiéon de la propiedad dinamica en el caso en que
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el argumento de ésta es negativo. El resultado presentado es 1til en el desarrollo de varias

pruebas a lo largo del trabajo de tesis.

Lema 4.1 Para cualquier 7 < 0, la propiedad dindmica se expresa mediante

m m 0
U'(T) ==Y ATU(r+hj) =) /h GIOWU(r—0)ds, T<O0.
7=0 j=1v" J

Prueba 4.1 De ([5.8) se tiene que
U'(=¢) = -]

sustituyendo en esta expresion, la derivada puede expresarse como

U'(=¢§) = Z (& — hy) +Z/ U(r +60)G (9)d9]

U'(=€) = ZATU (=€ +hy) Z/ GT(O)U(—€ — 6)do

El resultado se obtiene con el cambio de variable T = —£.

A continuacion se obtienen las nuevas propiedades de la matriz de Lyapunov.

4.1.1 Propiedad algebraica generalizada

(4.2)

El siguiente resultado es una generalizacion de la propiedad algebraica (3.9), la generalizacion

deja en evidencia la relacion directa entre la matriz fundamental y la matriz de Lyapunov

del sistema.

Lema 4.2 §i el sistema es exponencialmente estable, entonces la llamada propiedad alge-

braica generalizada se expresa, para T > 0
~WK(r ZATUT—Fh Z/ U(r — 6)do
Jj=0 Jj=1
+> U(r—h Z/ U(r + 6)G;(6)d6.

=0 j=1

Prueba 4.2 La derivada en el tiempo de la funcion KT (WK (t +7) es

C%[KT(t)WK(t +7)] = KT(t)WK(t + 1)+ KWKt +7),

(4.3)
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al utilizar la ecuacion se tiene

m

ZK(t—hj)Aj—l—i/o K(t+€)Gj(6)d8] WEK(t+7)

J=0

d. -
KTOWEK@E+7)) =

j=0 j=17"hi
— i ATKT(t—h))WK(t+7) + i /0 GT(O)K"(t + 0)dOW K (t + )

+ i Kt WKt +1—hj)A;

J=0

FEETW Y / " K+ 7+ 0)G,(0)d0.

Integrando la expresion anterior de cero a infinito, es decir [° S[KT ()W K (t+7)]dt, y bajo

la suposicion de que el sistema es exponencialmente estable, se tiene

~KT(0O)WK(7) = Zm: ATU(T + hy) + /OOO Em: /_Oh GT(O)KT (t + 0)dOW K (t + 7)dt

m

7=0

Note que el término con subrayado simple, se puede reescribir en funcion de la matriz de
Lyapunov , llevando a cabo un cambio en el orden de integracion y un cambio de variable
dado port =t + 0, es decir

/mi/O Gg‘(e)KT(He)deWK(HT)dt—i/o GT(0) /OOKT(tJr@)WK(tJrT)dtdQ
0 j=1 —h; j=1 —h; 0
:jzl/_hj a1 (9)/9 KT(OWK(E+ 7 — 6)dido

= i /O GT(O)U(r — 6)df.

Ahora el término con doble subrayado también puede ser representado en funcion de la
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matriz de Lyapunov con un cambio de orden de integracion,
00 m 0 m 0 00
/ KWy / K(t+7+0)G0)dodt = / / KO WKt + 7+ 0)dtG,(6)d6
0 o1 —hy o1/ —hy Jo

= Z/ U(r + 0)G,(6)d6.

Se llega al resultado sustituyendo estas erpresiones en .

Comentario 4.1 Para 7 = 0 la propiedad algebraica generalizada se reduce a la
propiedad algebraica .

La siguiente expresion se utiliza en las pruebas de las Formulas de Cauchy generalizadas,

motivo por el cual es importante su obtencién.

Lema 4.3 La propiedad algebraica generalizada se puede reescribir como
ZAT T+ hy) / e —0)dd — WK(r), 7>0. (4.5)
Prueba 4.3 De se tiene

i U(r — hj)A; + Z/ U(r+60)G;(0)dd = — Xm: ATU(T + hy)

§=0 j=1"7"h §=0
m 0
-> /h GTO)U(r — 0)do — WK(7).
j=1"7"

Al sustituir en la dltima expresion se llega a ({{.5).

Comentario 4.2 La suposicion de que el sistema es exponencialmente estable implica que
la propiedad algebraica generalizada se cumple, es decir, el que se cumpla dicha propiedad es
una condicion necesaria para que el sistema sea exponencialmente estable. Por otro lado, la
propiedad algebraica generalizada se utiliza en el resto de las propiedades para la obtencion de
las condiciones necesarias de estabilidad mostradas en este capitulo. Estos dos hechos indican
que no pueden presentarse condiciones necesarias y suficientes de estabilidad con base en la

propiedad algebraica generalizada obtenida de esta manera.

4.1.2 Férmulas de Cauchy generalizadas

Las siguiente formula generaliza la formula de Cauchy para la matriz de Lyapunov (4.1). La

nueva expresion tiene como caracteristica el estar definida tanto para valores positivos como
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negativos del argumento, ademas, el argumento de la matriz de Lyapunov en (4.1)) se puede

ver como la suma algebraica de dos argumentos cualesquiera, que relacionan a la matriz de

Lyapunov con la matriz fundamental del sistema.

Lema 4.4 Si el sistema es exponencialmente estable, la llamada formula de Cauchy gene-

ralizada se expresa, para cualquier T1, o > 0

0 mo 0
Ulrs—7) = / KT(S—{—Tl)WK(S"‘TQ)dS"‘Z/ KT(S—{—Tl)AJTU(Tz—i-S—i-hj)dS
—T1 j=1 —h;

+ Zi? /_(:l /_Sh KT(S + Tl)Gf(Q)U(TQ + 55— 0)d9ds + KT(Tl)U(TQ).

Prueba 4.4 La expresion

B KT (s)U(s + )lds = Ur) — K™ (m)U(r +7)

también puede escribirse como

- /071 %[KT(S)U(S +7)]ds = — /071 |:KT(S)U(S +7)+ KT (s)U' (s + 1) | ds.

De la ecuacion , se tiene que

m m 0
Ut +s) = —ZAJTU(T—FS—l—hj)—Z/h GI(OU(r+s—0)dd —WEK(T +s).
=0 =1 =l

La sustitucion de Y @ en resulta en

T1 8 T B T1
~ [ KT+ s = —/0

0

> AK(s—hy)
=0

+> / Gi(0)K (s +0)do| U(r + s)ds
j=1"=hs
+/ K"(s) | Y _ATU(T + s+ hy)

m 0
+> /h GIOU(T+s—0)d0 + WK(T +s)
j=1v "1

= —Z/ KT(S—hj)A?U(T+S)dS
j=0 "0

(4.6)

(4.7)

(4.8)

ds
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- /T1 i /0 K"(s+6)G} (0)doU (1 + s)ds
0 j=17/-h;

+ Z /0 KT(s)ATU(7 + s + hy)ds
j=1

+/Tl KT(s)i/O GT(O)U (7 + 5 — 0)dBds
4 / U KT (WK (r + 5)ds.

Eliminando los términos subrayados e intercambiando el orden de integracion en los términos

con integrales dobles, se tiene

| S T OUG e nlds = =3 [T ) AT s

<

m 0 1
- Z/ / K" (s 4+ 0)GT (0)U (7 + s)dsdf
j=1+—h; /0

+ Z/o K"(s)ATU(T 4 s + hy)ds
=0

m 0 Tl
+ g /h‘ /0 K'(s)GT(0)U(1 + s — 0)dsdf
j=1v""

4 / " KT(s)WK (7 + 5)ds, (4.9)

En las siguientes lineas se sumardn los términos con subrayado semejante.

Con el cambio de variable s = s — h;, y debido a las condiciones iniciales de K(t), la

suma de los términos con subrayado de flecha izquierda se expresa

m T1—h; m 1

—Z/ KT(E)A;‘.FU(T+§+hj)d§+Z/ K" (5 - h))ATU(7 +5)ds
=07 ~hs =00

m —h m

= > K"(5)ATU(T +5 + hy)ds +

T1—h;

T1+h]'
Z/ KT (s)ATU(1 + s + hy)ds

=0 j=0 7

m 0 m —h;
= Z KT(E)AJTU(T+§+hj)d§+Z/ KT (5)ATU (T 45+ h;)ds
j=0 "0

j=0 T1—h;

+ Z/o KT (s)ATU (7 + s + h;)ds
=0
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:Z/ KT(ATU( + 5+ hy)ds. (4.10)
j=1 /=

La suma de los términos con subrayado de flecha derecha, con el cambio de variable s = s+0,

y debido a que 0 € [—h;,0], j =1,...,m, se reescribe como

_Zm:/_i'/;wﬂ@ef(e) (r+5-0 dsd9+z/ / K" (s)GT(0)U (7 + 5 — 0)dsdo
_ Z/ Tl+9KT“)GT() (r+5-0 dsd0+2/ / KT (s)GT(0)U(r + 5 — 6)dsdo

_ Z/ KT GIGTOU G+ 5~ s (4.11)

La sustitucion de y en (4-9), conduce a

—/Oﬁ SS[KT( YW (s+7)]ds = Zm: h KT(s)ATU(T + s + hy)ds

j 0 Tl—h'

/ KT (s)WK(7 + s)ds

+ Z/ GT(Q)U(T + s —0)dsdf.

T1 +9

Integrando el lado izquierdo de la ecuacion, se tiene que

U(r) - KT(m)U(r +7) = /O KT (s)WK (s + 7)ds + zm: / KT ATU( + 5+ Dy )ds

+ Z/ $)GT(O)U (7 + s — 0)dsdd, (4.12)

T +9

Ahora definiendo T =1 — Ty
T1
U, — 1) — K'(m)U(m) = / K (s)WE (s + 1 — 71)ds
0

m T1
+ Z/ N KT (s)ATU(1y — 71 + 5 4 h;)ds

+ Z/ (s)GT(O)U (12 — 71 + s — 0)dsdb,

T1 +9
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utilizando el cambio de variable dado por s = s — 11, la expresion anterior se reescribe como

U(re — 1) / K'G+m)WK(GE+m) ds+2/ KT S—l—Tl)A U(ra + 5+ h;)ds

+Z/ /K S+ m)GT(O)U(r2 + 5 — 0)dsdd + K" (1)U (7).

Finalmente, el resultado se obtiene intercambiando el orden de integracion en la doble integral.

Comentario 4.3 Para 7, =0, la ecuacion se reduce a .

La siguiente propiedad se obtiene a partir de la formula de Cauchy generalizada. En [§]
se obtiene la propiedad equivalente para sistemas con retardo concentrado. Es importante

mencionar que el procedimiento aqui empleado es novedoso con respecto al utilizado en [§].

Lema 4.5 Si el sistema es exponencialmente estable, para 7, o > 0, la formula de Cauchy

generalizada se expresa
Ulr+a) = U(a)K(7) —i—i/o Ula—0—h;)A;K(T +6)do
w0
+;/h_/hj Ul — 0+ §)G;(E) K (7 + 0)dgdo. (4.13)

Prueba 4.5 La transpuesta de es

0 m_o 0
Uy —m) = KT(3+7'2)WK(3+7'1)d5+Z/ U (s + 72+ hj)AjK (s + 71)ds

.
m 0 s
+> / / UT (1) + 5 — 0)G,;(0)K (s + 1)d0ds + U (1) K (11).
Por la propiedad simétrica de la matriz de Lyapunov la expresion se reescribe como

Uln—mn) = U(-n)K(n)+ Z/ | U(=s — 1 — hj)A;K(s + m)ds

+§:/0 /S U(Q_TQ_S)G‘7‘(0)K(=9WL7'1)0l9dS+/OT1 K"(s + m)WK(s +7)ds.

j=0 7 —h; J—h;
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El cambio de variable —mo = «, 71 = T conduce a

U(T + «) :U(a)K(T)—i—Z/_h‘U(a—s—hj)AjK(T—l—s)ds

" i /—i /—1 U+ o= )G ) ls + m)dbds + /_OT K"(s —a)WK (s +7)ds

Se tiene que para T > 0, el argumento de KT (s — «) en el ltimo término varia de —71 — a,

a —a, por lo tanto, para o > 0 el dltimo término se elimina y se llega al resultado.

4.2 Funcional Bilineal

Esta seccion se presenta una funcional bilineal que generaliza a la funcional v; dada por
, en el sentido de que la nueva funcional admite dos condiciones iniciales distintas y no
solo una como lo hace la funcional v;. Esta funcional se construy6 con base en una funcional
semejante presentada en [30], Capitulo 2, en la seccion de prueba de existencia y unicidad de

la matriz de Lyapunov para sistemas con un retardo concentrado.

El interés en esta funcional radica en que mediante la sustitucién de condiciones ini-
ciales en funciéon de la matriz de Lyapunov, se revela la relacion existente entre la matriz de

Lyapunov y la matriz fundamental.

(e, 9)
= SOUOUO IO [ U+ ) A+ [ OO + 1)

QOT((91>AZ/ U(Ql + hk - 02 - hJ)A]¢<92)d02d61

k=1 j=1" ~h& —h;

m 0 0 m 0 0
oY [ [ ve-ociaeny. [ o6 [ crouTe- oo

j=17~hi J=h;
m 0 m 0 02
+> / ) P (0)A] Y / [ U+ 61— 82+ G dEw(02)dbodby
j=1Y"" k=1Y "% YTk

m 0o m 0 0
+Z/ .Z/ / 0T (02)GL (U (hy + 01 — 0y + €) A;dEd(61)dO;

m.om 0 0 01 02
+ZZ/ / / va(Gl)/ G (£)U (01 — B2 — &1 + &) Gi(&2)dE2d&11) (0) BB,

h

35



+ / 0 o (0)Wh(6)db. (4.14)

Comentario 4.4 Note que z(p, ) es igual a vi(p) dada en (3.11).

El siguiente resultado relaciona a la matriz fundamental con la matriz de Lyapunov del
sistema, mediante la funcional bilineal (£.14)).

La clave en la obtencién del resultado consiste en la adecuada eleccidon de las condiciones
iniciales, las propiedades obtenidas que relacionan a la matriz fundamental del sistema con

la matriz de Lyapunov sugieren condiciones iniciales en funciéon de la matriz fundamental.

Lema 4.6 Si el sistema es exponencialmente estable, para todo 11, 5 € [0, h] se tiene que
2K (1 + 0)p, K(m9 4 0)n) = p [U(ro — 70)n. (4.15)

Prueba 4.6 La sustitucion de las condiciones iniciales K (11 + 0)p, K (12 + 0)n en ,
conduce a

2K (1 + 0)p, K (72 + 0)n)

= p'[KT(m)U0)K(m) + K'(r) i /0 | UT(0 + hj)A;K (19 + 0)do
+ i /0 | K'(r1 + 0)ATU (0 + hy)dOK (72)
+Z/ K"(ry + 6) ATZ/ U(0 + hy, — 0 — h;) A K (15 + 0)d0db,
+K" () Z / / G, (€)dEK (15 + 0)db
+Z/ K" (m +0) /9 GT(OUT (€ — 0)dedIK (1)
+Z/ K" (1 + 6,)AT Z/hk/ U(h; + 01 — 0y + €)Gy(€)dER (13 + 05)dBydb,

+Z/ /hk/ KT(1 4 6, GT(§)UT(hj + 0y — Oy + €)A;dEAOL K (2 + 0,)dy

Jkl

iz/ /hk/ﬁK i+

/ U (0, — 0 — &+ £2)Gl(€2)dEade K (73 + 0)d05d0),
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+ / 0 KT (11 + 0)WK (15 + 0)d6]n. (4.16)

Considerando a =0, y 7 =15 en resulta
mo .0

U(r) = U(0)K () +) / —0—h;)A; K (15+0) d0+z / / (—0+6)G,(€) K (1o+0)dEdO
j=1""hi

y despejando

Z / U (0+h))A; K (1+0)d0 = U(15)—U(0) K (73) Z / / (—0+6)G,(&) K (ro+0)dEdb.

(4.17)
Utilizando nuevamente , con o =01+ hy, T =19, 0 = 0y, se tiene

m.o .0
Z/ U(01—|—hk—92—hj)AjK(TQ+(92)d92 = U(TQ+91+hk>
m.o .0 02
U+ K () = Y / / U0 + he — 5 + )G, () K (73 + 05)dgdbs.  (4.18)
j= / —h
Ahora cona =60, — &, =&, T=T, 0 =05 en 7 se obtiene
mo .0 02
Z/ U(6’1 — 51 — 92 -+ 52)Gk(§2)K(TQ —+ gz)dfgdgg = U(TQ + 01 — 51)

k=1 ~hw S —h

(‘91 51 ’7'2 Z/ 92 hk>AkK(T2 + 92)d92 (419)

=1

Se reacomoda el término de la integral cuddruple y se sustituye (4.17), (4.18) y (4.19) en

4.16]), con lo que

2(K (1 + O)p, K (2 + 0)n)
= WK (UO)K(r) + K'(7) [U(n) - U)K (n)

—Z /_h_/_h_U(—9+§)Gj(f)K(72+9)d£d9

+Zm: /0 | KT(Tl + H)A;‘FU(Q + h;)dOK (1)

N
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m 0

+> [ KT(r + 00) AL |U(ra + 01 + hi) — U (01 + hi) K (72)

k=1 " ~hk

m 0 02
—Z/h / U(91 +hk —82+£)Gj(§)K(T2+¢92)dfd92 d91
j=1—h; J=h;

\
7

+KT (1 Z / / G (€)dEK (19 + 0)db

+Z/ K" (11 + 0) / GT(E)UT (€ — 0)dEdOK (72)

J/

+Z/ K Tl+¢91 A Z/hk/ h +61 _02+§)Gk(€)d§K(7—2+02)d92d01

\

+Z / Z / K (71 4+ 0)GT()UT (b, + 6y — 63 + €) A,dEdB, K (7 + 61)d6,

+Zl/_h; K" (11 + 61) o GT (&) {U(Tz 0 =&) = U0 — £)K(n)

Yy

m 0
> / U0y — & — 02 — ha) AeK (7 + 02)db; | d&ydoy
k=1 —hx

0
+/ KT(T1 +9)WK<7—2+8)d0]77
—h

El siguiente paso consiste en reducir los términos semejantes, primero desarrollando las mul-
tiplicaciones indicadas y luego, en algunos casos, utilizando la propiedad simétrica de la matriz

de Lyapunov, lo cual conduce a

2(K(m + 0)p, K(2 + 0)n)
= KT (m)U()

+ Z/ T(11+ 1) AL U (3 + 61 + hy,)db,

01
+;/hj KT(T1 +91)/h GJT(&)U(7-2+91 — &)dédb,

Yy

0
+ / K7 (7 + 0)WEK (s + 0)d6]n.
—h

Finalmente con y debido a que T € [0, h], se llega al resultado.
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A continuacién se presenta un Lema que es utilizado directamente en la obtencion de las

condiciones necesarias de estabilidad.
Lema 4.7 Sea la condicion inicial en funcion de la matriz fundamental del sistema,
P0)=> K(ri+0)y, 60¢c[-h0], i=1,.,r
i=1

en donde vy; son wvectores arbitrarios constantes y se considera r > 1, entonces, si el sistema

es exponencialmente estable, se satisface
01 (B(0)) = 47Ky (1, e 7). (4.20)

con
Koy ) = [UC=mi+ m)lm, v =000 )" (4.21)

Prueba 4.7 Con base en el Lemal{.6, la observacion|{.4]y debido a la propiedad de linealidad

de la funcional z, se tiene que

(@) = 2@0).70) =33 (K7 +0)%, K7+ 0)y;)
= Z Z%’TU(_E +75)7; = ’VT]CT(Tl, ey Tr) Y-

i=1 j=1

Comentario 4.5 FEs importante hacer énfasis nuevamente en que la expresion , al
ser obtenida con el uso de la propiedad algebraica generalizada presentada en el Lema [4.9,
depende de la estabilidad del sistema, por lo que, hasta este punto del trabajo presentado, no

se puede utilizar para obtener un criterio de estabilidad.

4.3 Condiciones necesarias de estabilidad

En esta seccion se obtienen dos familia de condiciones necesarias de estabilidad exponencial
para sistemas del tipo . La caracteristica de las condiciones necesarias en general, es que
se satisfacen ain para valores de parametros para los que el sistema es inestable (ver capitulo
de Ejemplos).

Los pasos para llegar a este punto se resumen de la siguiente manera:

e Se obtuvieron nuevas propiedades que relacionan a la matriz de Lyapunov con la matriz

fundamental del sistema, en especifico, la propiedad algebraica generalizada en sus dos

expresiones, (4.3) y (4.5)), y las formulas de Cauchy generalizadas, (4.6) y (4.13).
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e Se presentd una funcional bilineal que, mediante condiciones inicales adecuadas y la
ayuda de las expresiones comentadas en el punto anterior, revela en la ecuacion (4.20),

la relacion existente entre la matriz de Lyapunov y la funcional v.

Ahora bien, el paso consiguiente para obtener las condiciones necesarias de estabilidad se

describe a continuacion.

e El Lema[4.7y el Teorema [3.3 permiten formular dos Teoremas para condiciones nece-
sarias de estabilidad del sistema (3.1) que dependen exclusivamente de la matriz de

Lyapunov.

Los siguientes dos resultados constituyen parte del resultado principal de esta tesis, condi-
ciones necesarias de estabilidad. En la primer familia de condiciones necesarias se requiere
una condiciéon de positividad, en tanto que en la segunda, una condicién de positividad
estricta.

4.3.1 Condiciones necesarias positivas semidefinidas

Teorema 4.1 Si el sistema es exponencialmente estable, entonces

U(0) >0 (4.22)

Ki(ri,.t) =U(=7i+ 1)), ._, >0, (4.23)

en donder > 1, 1, € [0,h], k=1,...,7.

Prueba 4.8 En vista del Lema[}.7], con ©(0) = K(0)n, n un vector arbitrario constante, y

tomando en cuenta del Teorema se tiene que
v (@0) =n"[UO)n = allell;,, 6€-h,0].

Note que por las condiciones iniciales de la matriz fundamental B(0) = K(6)n = K(0)n =
n, por lo que [[@(0)|3, = 00" = [InlI*. Entonces n"[U(0)ln > «|Inl*, lo que implica que
U(0) > a, y debido al Teorema a >0, con lo que la condicion queda probada.

Para la condicion se considera nuevamente el Lema . Debido a la suposicion
de estabilidad del sistema , una condicion necesaria para que la desiqualdad se
cumpla, es que v (@) = YK (11,....;7.)y > 0. Dado que v estd compuesto por vectores

arbitrarios, YLK (11, ..., )y > 0 implica que K, (1, ...,7.) > 0 y la condicién queda probada.
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4.3.2 Condiciones necesarias positivas definidas

Teorema 4.2 Si el sistema es exponencialmente estable, entonces

,CT<7'17...,7'7") = [U(—Ti—l—Tj)]T > 0, (424)

ij=1
en donde r > 1, 7, € [0,h], k=1,...,r, y 7, # 75, si i # J.

Prueba 4.9 Debido a que el sistema se supone exponencialmente estable, el Lema

y el Teorema conducen a

n(@0)) = 7K1, s )y 2 ol

Resta probar que |||, > 0 si v # 0. Suponga que 0 < 7y < ... < 7, < h. Se analizan
entonces los siguientes casos.

Siv1#0,2=...=%=0y7m =0, la funcion p(0) = K(0)y, = v1 cuando § =0, por
lo que ||¢]|,, > 0. N

Si 1. € (0,h], debido a que 6 € [—h,0], y que 7. > T,_1, existe t de tal modo que p(0) =
K(t)7,, t € [0,1], es mds, por propiedades de K(t), existe t < t de modo que K(t) es no
singular para t € [0,t], por lo tanto B(0) # 0 y |l¢|l,, > 0. De aqui que la condicion
queda probada.

Con este tipo de condiciones, a medida que aumenta el parametro r, las condiciones se
hacen mas estrictas en el sentido de que se tienen que satisfacer mas desigualdades matriciales

implicitas, ésto se ilustra en el siguiente Lema.
Lema 4.8 Para cualesquiera 7, € [0,h], k=1,..,r+1,r > 1, 7, # 15, si i # j,
ICr—i—l(Tla cery 7_7"-‘,-1) > 0= ’Cr(Tla "'77—7’) >0

con K, definida por .

Prueba 4.10 Suponga que 0 < 14 < ... < Tpyq1 < h. S Krp1(m, ..., 7ra1) > 0, todos
los menores principales son positivos, incluyendo aquellos cuya positividad conducen a que

Ko (71, ..., 1) > 0, con lo que el Lema queda demostrado.

4.4 Conclusiones

En este capitulo se probaron nuevas propiedades de los sistemas con retardos distribuidos

que permitieron obtener condiciones necesarias de estabilidad. Las condiciones necesarias de
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estabilidad para sistemas con retardo distribuido tienen la misma forma que las correspon-
dientes a los sistemas con miultiples retardos concentrados obtenidas en [6]. Cabe mencionar
que las matrices de Lyapunov subyacentes son claramente diferentes. Este hecho muestra el

papel esencial de la matriz de Lyapunov.
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D

Condiciones necesarias y suficientes para
la estabilidad de sistemas con

varios retardos distribuidos

En este capitulo se obtiene un criterio de estabilidad para sistemas con retardos distribuidos
de la forma . Como ya se vid en el Capitulo 4] la propiedad algebraica generalizada es
la base para obtener resultados cruciales en la determinacion las condiciones necesarias de
estabilidad. Con el fin de obtener un criterio de estabilidad, es necesario obtener la propiedad
algrebraica generalizada independiente de la estabilidad del sistema, tema en el que se centra
la primera parte de este capitulo, para después presentar resultados adicionales y asi obtener

el criterio de estabilidad.

5.1 Propiedad algebraica generalizada independiente de

la estabilidad del sistema

El Lema del Capitulo [] establece que la propiedad algebraica generalizada se obtiene a
partir de la suposicion de que el sistema es exponencialmente estable, las formulas de Cauchy
generalizadas, dadas por y , y los Lemas y al tomar como base a la
propiedad algebraica generalizada, también dependen de que el sistema sea exponencialmente
estable.

Puesto que en este capitulo se desea obtener un criterio de estabilidad para sistemas del
tipo (3.1)), es necesario que la expresion dada por del Lema se obtenga sin la

suposicion de estabilidad del sistema, ya que dicha expresién conforma una parte esencial en
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la prueba del criterio.

5.1.1 Lema técnico

Antes de continuar con la obtencién de la propiedad algebraica generalizada, se presenta el

siguiente resultado basado en un Lema expuesto en [30], subseccion 4.4.

Lema 5.1 Dada un sistema integro-diferencial de la forma

ZFT— A+Z/ F(r+0)G d9+2/ (T+0)G;(0)d0  (5.1)

Jj=p+1

donde las matrices A; son constantes, hy1 > h, > 0, p = 0,1,...,m — 1 y las funciones
G,(8) son continuas, la inica solucion del sistema en el intervalo T € [hy, hy11) que satisface
la condicion F(5) =0, 6 € [0, hy)], es la trivial.

Prueba 5.1 Se calculan los valores

0c[—h;,0]

p
a=Y Al b= max [G;O)].
j=0

Con el cambio de variable s = 1+ 0, la ecuacion se reescribe

ZFT— A+Z/ s—7ds+2/ Gj(s —7)ds.

Jj=p+1

Se integra la ecuacion de hy, a T y se utiliza el cambio de variable { = 3 — h;
p T 4 T g
Py = Fw)+ 3 / PE-m)ads+ > [ [ PG s s
— Jhy o I he Je—ny

+ Z /h/ — &)dsd¢

_ +Z/ | Ad§+2// — §)dsd

+ Z /h/ — &)dsd¢.
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De modo que
p T—h; p T £
IF@ < IFBI+ Y 11451 / IR e+ b, / / |F(s)]| dsde
=0 hp—h; j=1 hp JE—h;

0

J=p+1 h

T pr€
/ | F(s)]] dsde.
» JO
Debido a que F(0) =0, 6 € [0, hyl, la expresion se reescribe
p T p T I3
IF@ < IFBI+ Y 11451 / IR+ b, / / |F(s)]| dsde
=0 P j=1 p 7 hp

m Tt
+ 30, / ALCIEE

Jj=p+1

< IFG+a [ IF©Ids+Y b [ [ IFo)deds
< IF() + a+2bj(hp+l—hp)] /hT||F(s)||ds.

Ahora, al aplicar el Lema de Gronwall se tiene

m

at 3 bj(thrl—hp)] (r—hyp)
[ < [F(hy)llet = o 7€ [hp hpia).

Dado que F(h,) =0, se llega a la conclusion de que

F(r)=0, 7€ [hy, hpi1).

5.1.2 Propiedad algebraica generalizada

A continuacién se demuestra que la propiedad algebraica generalizada se cumple indepen-

dientemente de la estabilidad del sistema.

Lema 5.2 La llamada propiedad algebraica generalizada se expresa, para T > 0
m m 0 m m 0

—WEK(r) =Y ATU(r+h;)+> / GT(0O)U(r—0)do+Y U(r—hj) A+ / U(r+0)G;(0)do.
=0 j=1""" =0 j=17"hi

Comentario 5.1 Para 7 = 0 la ecuacion anterior se reduce a la propiedad algebraica.
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Prueba 5.2 Considere la funcion F(1), que es continua en [0, +00)
m m 0
F(r) = WK(r)+ Z ATU(T + hy) + Z/ GT(O)U(r —60)db

zm: DA+ Z/ (1 + 0)G;(0)do. (5.2)

J=0

La idea de la prueba es obtener una ecuacion diferencial para F(7) en cada intervalo T €
[hps hpt1), p = 0,...,m — 1, y comprobar, a traves de ésta, que F(1) = 0 para cualquier
7 > 0. Con esto, la propiedad algebraica quedard demostrada debido a la forma que tiene

F(7) expresada por (5.9).

La derivada de F(1) es

F'(r) = WK'(r +ZATU’T+h +Z/ GO (1 - 0)do

7=0
+3 U (r — hy) Ay + Z /h U'(r + 0)G;(0)d6
j=0 j=1v""

Debido a que la expresion de la derivada de la matriz de Lyapunov cambia dependiendo del

signo de su argumento, para el intervalo T € [hy, hy1), p=0,....,m — 1, la derivada de F(T)

Se exrpresa como
m m 0
F'(r) = WK'(1)+ Z ATU' (T + hy) + Z / GI(O)U'(r —60)do

p
+> Ut —hy A—I—ZU/T— +Z/ U'(r + 0)G;(0)do
j=0

Jj=p+1

+Z/ U'(r+6)G d0+z U’T+9G(9)d9.

=p+1 =p+1

Se utilizan ahora las ecuaciones ] , por lo que
p
W(ZK(T— +Z/ K(t+6)G (9)d9>
§=0

m m m 0
+) A7 ZU(th—hk)AwZ/h U(r + h; + 0)Gr(6)do
Jj=0 k=0 k=1 &
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0 m m 0
+> /h GI(00) | Y U — 01— hi) A+ ) /h Ut — 6, + 0)Gr(0)d0 | db,
-y k=0 k=1 """k

+§:<§:U<T—hk— +Z/ T—hk+9)Gj(9)de) Ay

J=0

S [t ey +Z/ GT(O)U(r — hy — 0)d6 | Ay

k=p+1 \ 5=0

+kz/_hk <§m% A +Z/ Ulr 461+ 0)C,; <9>d9> Gi(61)d6)

- i / iATUT—i—Q—i—h +Z/ GT(0)U(T + 6 — 61)df; | Gi(6)db
+ Z / (ij U(T+el—hj)Aj+zmj/O U(T+el+9)aj(e>d9) G (6,)d0,.(5.3)

A continuacion se suman los elementos con subrayado semejante utilizando propiedades de

sumatorias.

Al intercambiar las sumatorias, la suma de los términos con subrayado simple se expresa

iA;fiUT—i—h — i) Ay, — ZZATUT—thrh)A
]0 k‘p+110

= ZZA]TUT—hHh ) Ak — Z ZAT T = i+ hy) Ay
k=0 j5=0 k=p+1 j=0

p m
k=0 j=0

Los elementos subrayados con flechas derechas se pueden sumar directamente al intercambiar

las sumatorias y dividir los intervalos de integracion, es decir

—_rm

ZATZ/ U(r + hy + 0)Gr(6 de—Z/ > ATU(r + 6+ hy)Gi(0)do

k=p+1 hk]O

— ZZAT/ U(T + hj + 0)Gr(0)db — ZZ/ ATU(7 + h; + 0)G,(0)d0

k=1 j=0 k= p+13 0
= ZZAT/ U(T + h; + 0)Gr(0)d6 + Z ZAJT/ U(T + hj + 0)G(0)do
k=1 j=0 k=p+1 j=0 —hu
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+ZZAT/ (T + h; +0)Gy(0 d@—ZZ/ ATU(7 + hj + 0)G1(0)df

k=p+1 j=0 k=p+1 j=0
0

ZZAT UT+h + 0)G(0)db + Z ZAT/ U(T + hj + 0)Gr(6)df.

k=1 5=0 k=p+1 j=0
De forma semejante, los elementos subrayados con flechas izquierdas se pueden expresar como

Z/ GTeliUT—el hi) Apdfy — ZZ/ GT(O)U (1 — hy — 0)dO Ay,
k=0

karlj 1

GY(O)U (T — by — 0)dO Ay, — Z Z/ GT(O)U(r — by — 0)dO Ay,

k=0 j=1 7 ~hj k=p+1 j=1
= ZZ/ GT(O)U(1 — by — 0)dO Ay

Ademds la suma de los elementos con doble subrayado estd dada por

Z/ T (6,) i/ U(r — 0, + 0)Gr(6)d0d6,

- Z / m/ GT(01)U(7 + 0 — 01)d0y G (0)d6

k=p+1 hkjl

_ Z/ / GT(0)U (7 + 0 — 0,)d0, Gy (6)d0

_ Z /_T m/ GT(0)U(T + 0 — 61)df, G, (6)d6

k=p+1 hkj 1

= Z/ Z/_ GO +6 = 6:)d01Gu(0)
+ Z /_T Y

k=p+1 by, j=1

/ GI(00)U(1 + 0 — 61)d0,G,(0)do

m

+ Z / / GT(0)U(T + 0 — 61)df,G,(6)do

k=p+1

_ i /T . / GT(01)U(7 + 0 — 61)d6 Gi(6)df

k=p+1Y ~hk j=1
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T Zm: /ii/_[;G]T(el)U(T—IrH—91)d91Gk(9)d6.

k=p+1Y " j=1

p 0 m 0
B Z/ Z/ GT(01)U (7 + 0 — 61)d0, G, (0)do
—1 Y —hg j=1 h;

Con estos resultados, la ecuacion se puede expresar como
p p 0 m 0

F'(r) = W (Z K(r —hj)A; + Z/ K(r +0)G,;(0)d0 + / K(T+ 9)Gj(e)d9>
§=0 j=1"—hj T

J=p+17v 7
p m p m
+ZZAJTU(T—hk+hj)Ak+ZZAJT/

0
U(r + hy + 0)Gy(6)d6
hy;

k=0 j=0 k=1 j=0 -
m m 0 p m 0
+ > > A;F/ U(r + hy + 0)Gr(0)dO + ) Z/ GT(O)U(r — hy, — 0)dOA,
k=p+1 j=0 -7 k=0 j=1 7 ~h

p -0

Xm: /0 GJT<91)U(T + 0 — 01)d0,G(0)do

k=1 "hk j=1/~h;

T Em: /0Xm;/o_G]T(Gl)U(rJre—el)delak(e)de

k=p+1Y 7 j —h;

p m m 0
+> (Z U(r — hy, — hj)A; + /h U(r — hy, + e)Gj(e)cw) A
k=0 \j=0 j=1" "N

>/, <,m0 Uit i/i UG+ 61+ 9>Gj<0>d0> G (6,8,

k=1Y """k \j
m 0 m m 0
k=p+17 T \j=0 j=1"hi

Desarrollando y agrupando se tiene

Fl(r) = i [WK(T — hy,) + i ATU(T — hi + hy) + Em: /0 GI(O)U(T — hy — 0)df

k=0 =0
m m 0
+3 U(r = hy, — hy)Aj + Z/ U(r — hi + 0)G;(0)d0| Ay
=0 j=1"=hs
P 0 m m 0
+Z/ WK (T +61) + ZA]TU(T + h; +61) + Z/ GT(O)U(T + 6, — 0)db
k=1 "~ §=0 j=1"7~=h;

m m 0
+ U +0—h)Aj+> /h U(r + 01 + 0)G,(0)d0 | Gy (61)d0,
j=1"7""

Jj=0
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0

+Z/ [WKT+01+ZATUT+6’1—I—h) Zm:/ GT(O)U(r + 6, — 0)do

Gr(601)dby,

+ Z U(r + 61 — hyj)A; + Z /h U(r + 6, +0)G,(6)dd
j=0 j=1"7""

o bien, de acuerdo a la ecuacion , en el intervalo 7 € [hy, hpt1), p = 0,....m — 1, la

ecuacion de la deriwada se expresa

m 0
ZF T — h;)A; +Z/ F(r+0)G;(0)d0 + / F(r+0)G;(0)ds. (5.4)
j=p+17 7T
Con base en este resultado, en el intervalo T € [0, hy)
m o0
F'(1) = F(1)Ay + Z/ F(r+0)G,(0)de, (5.5)
=17

mientras que para T € [h, +00), la derivada estd dada por

F'(r) = ijp (7 — hj)A; + Z/ (7 + )G, (6)db. (5.6)

Note que en cada una de las ecuaciones anteriores solo se requiere el valor de F(T) para
T > 0.

Con base en las expresiones (5.5), y (5.4), se obtendrd ahora que F(r) = 0 para

cualquier T > 0.

La propiedad algebraica indica que F(0) = 0. Para 7 € [0,hy), la ecuacion y el
Lema[5.1) de la seccion de este capitulo, conducen a que F (1) = 0. Por la propiedad de
continuidad se tiene que F(hy) = 0.

De manera recursiva, utilizando el Lema y la ecuacion (5.4]), se tiene que F(1) =0
en el intervalo T € [hy, hy1), p=1,...,m — 1. Ademds, por continuidad F(hy11) = 0.

Dedido a este andlisis, F(1) =0, 7 € [0, h).

Ahora bien para el intervalo T[h,2h), aplicando el Lema con la ecuacion , se
concluye que F (1) =0, 7 € [h,2h), y por continuidad F(2h) = 0.

Con este procedimiento paso a paso se establece que F (1) =0, 7 € [h,00) y la propiedad
algebraica generalizada queda demostrada.

50



5.2 Resultados adicionales independientes de la

estabilidad del sistema

Una vez que se ha presentado la propiedad algebraica generalizada independiente de la es-

tabilidad del sistema, los resultados que dependen de esta propiedad, tal como las férmulas

de Cauchy generalizadas, dadas por (4.6) y (4.13), y los Lemas y pueden volver a

enunciarse, solo que ahora no se requiere la suposicion de estabilidad del sistema.
Lema 5.3 La llamada formula de Cauchy generalizada se expresa, para cualquier T, 79 > 0

0 m.o 0
Ul —1) = KT(8+71)WK(5+Tg)ds+Z/ KT(S—{—Tl)AJTU(Tg + s+ h;)ds
j=17 "M

—71

m 0 s
+ Z/ / K"(s+m)GY(0)U (15 + s — 0)dods + K" (1)U ().
j=1Y—hj J—h;
Lema 5.4 Para 7, a > 0, la formula de Cauchy generalizada se expresa

Ulr+a) = U(a)K(T)+§:/1.U(a—9—hj)AjK(T+9)d9

mo0 0
+ Z/ / Ula — 0 + 6)G,(€)K (7 + 0)dédo.
j=1"—hj J—h;
Lema 5.5 Para todo 11, 1o € [0, h] se tiene que

2K (1 4+ 0)p, K (10 +0)n) = u"[U(ry — 1)

Lema 5.6 Sea la funcion particular
B0)=> K(ri+0)y, 60€[-h0], i=1,.r
i=1

en donde r > 1 y v; son vectores arbitrarios constantes, entonces

v (@(0)) =7 Ko (71,0 7). (5.7)

con




5.3 Condiciones necesarias y suficientes

La idea del criterio de estabilidad consiste en los siguientes dos puntos.

e Si el sistema es exponencialmente estable, entonces K. > 0. Este punto se logré en el

Capitulo [4] eligiendo a la matriz fundamental como condicién inicial para v;.

e Si el sistema es inestable, no se satisface la condicion K. > 0. Note que la expresion
que relaciona a v, con K, no depende de la estabilidad del sistema, por lo que puede
utilizarse en esta parte. La adecuada aproximacion de cualquier condiciéon inicial ¢
mediante la suma de términos que dependen de la matriz de Lyapunov, aunado al
hecho de que cuando el sistema es inestable la funcional v; es negativa para alguna

condici6n inicial, se emplean para demostrar este punto.

Antes de continuar, se considera la matriz a bloques K, dada por (5.8)). Si se toman

puntos equidistantes
1 —1

r—1

T — h, i:1,2,..,7”,

la matriz es de la forma

oo (0. —2n 220 ) = |u (L=t .
r—1 r—1 r—1 ii=1

En seguida se muestran dos resultados presentados en 5], auxiliares para el resultado

principal de este capitulo.

Teorema 5.1 Si el sistema es inestable y satisface la condicion de Lyapunov,

entonces para cada oy > 0 existe una funcion @ tal que

A~

1 (@) < —m

Lema 5.7 Para cualquier ¢ € C([—h,0],R") y cualquier € > 0 eziste una funcion
Y € Fi([—h,0],R™) de modo que

I =l <e.

A continuacion se presenta el Teorema que establece el criterio de estabilidad para
sistemas con varios retardos distribuidos, es importante mencionar que este resultado

fué obtenido en [5] para sistemas con multiples retardos concentrados.
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5.3.1 Teorema del criterio de estabilidad

Teorema 5.2 FEl sistema es exponencialmente estable si y sdlo si satisface la condicion

de Lyapunov y para cada nimero natural r > 2 se cumple que

{U (i — ih)],l > 0. (5.9)

Mds aun, si se satisface la condicion de Lyapunov y el sistema es inestable, entonces

existe un numero natural r tal que

(] e

5.3.2 Prueba del Teorema del criterio de estabilidad

5.3.2.1 Necesidad

Esta parte de la prueba ya ha sido obtenida en el Capitulo 4] para mejor comprension, se

recuerda el resultado.
Teorema 5.3 Si el sistema es exponencialmente estable, entonces

Ki(ri, ) =U(=7i + 15)]; >0,

ij=1
en donde 1, € [0,h], k=1,...r, y 7, # 15, si i # j.

En este caso 7; = f,%llh pertenecen al segmento [0,h] y 7; # 75, si ¢ # j. Por lo tanto, la
desigualdad (5.9)) es un caso particular de este Teorema.

5.3.2.2 Suficiencia

Suponga que se cumple la condicién de Lyapunov, por lo que la matriz de Lyapunov existe.
Para probar la suficiencia, basta mostrar que para el caso en que el sistema es inestable,

existe un nimero natural r tal que

{U <i — ih)];_l #0, (5.10)

esta desigualdad es equivalente a la existencia de un vector v tal que

L, . r=2
r—1 r—1

VTIC, (0, h, h) v < 0. (5.11)

53



Se introduce la clase de funciones utilizadas en la prueba de necesidad

Fi([—h, 0] R") = {w € PO(=h,0LR") | (6) = 3 K(ri+ 0, 7= —

=1

1
h ; €ER" 5.
1 )

Al aplicar el Teorema[5.1]y el Lemal[5.7]se completara la prueba de suficiencia del Teorema.
Se fija un nimero arbitrario «; > 0. Con base en el Teorema 5.1}, existe una funcion $ tal que
v1(®) < —ay. Puesto que la funcional v; es continua en cada punto, es decir, para cualquier

a1 > 0 existe un nimero A > 0 tal que
12— el < A= [01(®) —vi(p)] < ar.
Debido al Lema existe ¥ € Fi([—h,0],R™) de manera que
12 =l <A
Por la propiedad de continuidad mencionada, |v1($) — v1(¢0)| < a4, por lo tanto
v1(¥) < v1(P) + a1 <0.

La funcién v tiene la forma

»(0) = ZK(n +0)7;,

entonces la igualdad (5.7)) implica que

2
v (Y) = 7K, (O, h, ... 1h, h) v < 0.

Con este andlisis, se demuestra la desigualdad (5.10)), que es equivalente a ((5.11)). De aqui

que la suficiencia queda probada. M

5.4 Conclusiones

En este capitulo se probo la propiedad algebraica generalizada independiente de la estabilidad
del sistema, importante resultado que permite formular condiciones necesarias y suficientes de
estabilidad para esta clase de sistemas. Si bien es cierto que el Teorema [5.2] ofrece un criterio
de estabilidad, sigue pendiente el tema de establecer para que valor minimo del parametro r
de K, (11, ...,7.) las condiciones alcanzan la suficiencia, es decir, con que valor minimo de r

se logra aproximar adecuadamente la condicién inicial que descubre a todas las regiones de
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inestabilidad. Este interesante tema se plantea como trabajo futuro en la parte final de esta

tesis.
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6

Ejemplos

En esta seccién se ponen a prueba las condiciones de estabilidad mediante los ejemplos
mostrados. Para cada ejemplo, primero se obtienen las D-particiones como elemento de com-
paracion, después se calcula la matriz de Lyapunov (funcion u(7), 7 € [0, h], para los ejemplos
escalares) para posteriormente obtener las zonas en donde se satisfacen las condiciones de
estabilidad. Ademaés se comparan los resultados con los obtenidos por otros métodos de la

literatura.

6.1 D-particiones

En esta seccion se recuerda el método de D-particiones y la metodologia utilizada para los
ejemplos desarrollados.

El método de D-particiones o D-subdivisiones, introducido en [39], llevado a cabo en el
dominio de la frecuencia, permite obtener las fronteras de estabilidad en el plano de parame-
tros. Con base en la propiedad de continuidad de las raices con respecto a los parametros,
el método detecta los cruces de las raices de un cuasipolinomio a través del eje imaginario y
asf se generan dichas fronteras.

En cada punto dentro de una region especifica, el nimero de raices inestables del sistema
permanece constante, en otras palabras, si un punto dentro de una regién es de estabili-
dad /inestabilidad, todos los puntos dentro de la region son de estabilidad /inestabilidad. Los
valores de los pardametros correspondientes a las fronteras de D-particiones son conocidos
como valores criticos, es decir, los valores criticos son los valores de los parametros para los
cuales se sabe que se encuentra por lo menos una raiz sobre el eje imaginario.

La metodologia utilizada para obtener las de D-particiones en el plano de parametros

congiste en:
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. Obtener el cuasipolinomio caracteristico p(s, p1, pa, ...), que depende de py, pa, ... parame-
tros del sistema.

. Establecer un par de pardmetros (p;, px), i,k = 1,2, ..., i # k, para los cuales se analiza

la estabilidad del sistema, fijando los valores de los otros parametros.
. Evaluar el cuasipolinomio en s = 0, p(0, p;, p)-

. De p(0, p;, pr), graficar explicita o implicitamente en el plano de parametros la curva
correspondiente a s = (. Este resultado implica que el sistema tiene raices en el origen

para estos valores infinitos de los parametros p; v pg.
. Evaluar el cuasipolinomio en s = jw, p(jw, p;, P )-
. Obtener las partes real e imaginaria de p(jw, p;, px)-

. Sies posible, expresar estas dos ecuaciones en forma paramétrica, con w como parametro,

y obtener p; v pr barriendo w para valores positivos. Dibujar los resultados en el plano.

. Si el paso anterior falla, se lleva a cabo el siguiente procedimiento.

e Fijar w, graficar implicitamente ambas ecuaciones y localizar un punto de inter-

seccion.

e Utilizar un software para resolver ecuaciones simultaneas no lineales, con el valor

de w y el punto de interseccion del paso anterior.

e [n un bucle, para valores positivos de w, incrementar ligeramente el valor de w,
la solucion que obtenga el software sera utilizada como condicion inicial para la

siguiente iteracion.
e Analizar y graficar los resultados.

e Llevar a cabo este procedimiento para cada punto de interseccion detectado en el

plano de parametros en donde la estabilidad del sistema es analizada.

Cabe mencionar que la metodologia para la determinaciéon de valores criticos introducida

en [33], [43], también puede ser utilizada.

En las figuras asociadas a los ejemplos se muestran la zonas en donde se satisfacen las

condiciones de estabilidad con puntos negros, mientras que las D-particiones se denotan con

lineas continuas. Se muestran, en su caso, las ecuaciones paramétricas para dibujar las D-

particiones, en otros casos se muestran las ecuaciones simultaneas cuya solucién permite

obtener las D-particiones.

La matriz de Lyapunov se calcula con el método semianalitico introducido en [26], [43].
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6.2 Propuesta alterna para el computo de

la matriz de Lyapunov, Kernel polinomial

Para los ejemplos mostrados en las secciones subsecuentes, el planteamiento de las condiciones
de frontera para solucionar las ecuaciones libres de retardo, introducidas en [26], no permiten
conocer de forma tinica a la matriz de Lyapunov al presentarse un problema de dependencia

lineal. Por tal razén, a continuacion se expone una forma alterna para calcularla.

6.2.1 Ecuacién con retardo distribuido, Kernel polinomial

Se utilizara en esta subseccion un sistema con Kernel polinomial para ilustrar la forma alter-

nativa de obtencion de la matriz de Lyapunov.

Primero se recuerda el procedimiento presentado en [26] para la obtencion de la matriz

U. Uno de los sistemas considerados en el trabajo mencionado tiene la forma
z(t) = Aoz (t) + Ajz(t — h) / G(0)x(t+0)do, t > 0,

donde G(0) esta dado por
=0

con By, ... B; matrices dadas de n x n.

6.2.2 Obtencion del sistema libre de retardos

Para este caso, el sistema de ecuaciones libre de retardos mediante el cual se puede obtener

la matriz de Lyapunov, es de la forma

Z'(t) = Z(r)Ag+V(r A1+Z o

J:

Vi(r) = —ATZ(r)— ATV(r Z% Xu(r),

Xi(r) = —(=h)YV(r)—iX;.1(7), j=1,2,...,m. (6.1)




en donde

Z(r) = U(r),
V(r) = U(r—h),
X;(r) = / G'U(T+60)do, j=1,2,...,m, (6.2)
—h
y m
B(h)=Y (-hYB}, j=12....m.

Las condiciones de frontera que debe satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales son

k
k! .
Xk(0) = (=1)F ) mh])ﬂz—j(ﬁ% k=0,1,...,m,
=0
Z(0)Ag + AL Z(0) + V(0)A; + ATVT(0)

+ Em: [X;(0)B; + B X[ (0)] = —W. (6.3)

El siguiente paso es vectorizar (representado por vec(.), ver por ejemplo [22]) y reacomodar

(6.1) v (6.3) en forma matricial, con lo que

Xo(7) = LX.(7), (6.4)

e

MX,(0) + NX.(h) = W., (6.5)

donde X.(7) es un vector de n*m elementos dado por

vec(Z(1))
vec(V (1))
vec(Xo(T))

(
XM = | pee(x,4(7))

vec(X (1))

y L, M, N y W, resultan del reacomodo de variables después de vectorizar.
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6.2.3 Obtencion de las condiciones iniciales
La solucion de esta dada por

X, (1) = " X,(0) (6.6)
y la obtencién de las condiciones iniciales de acuerdo a y se lleva a cabo mediante

X.(0) = [M + Ne"|7'w,.

Aqui se presenta el problema para la obtencion de condiciones iniciales tnicas para la
matriz de Lyapunov, ya que M 4+ Nef* es singular para todo caso, incluso para aquellas

regiones que se sabe que son de estabilidad.

La propuesta alterna para la obtencion de las condiciones iniciales, [49], consiste en obte-

nerlas con base en las definiciones de las variables expresadas en (6.2). Note que
0 .
X,(0) = / 67U (6)do,
—h
con el cambio de variable § = —@ y por la propiedad simétrica se tiene que
. h .
X,0) = (-1 [ BT (3)ds,
0
transponiendo esta expresion se tiene
X[ = (1) [ pueis,
0

o bien, al vectorizar ,
vee(XT(0)) = (~ 1) / Bivec(U (8))dg.

Cabe resaltar que para relacionar las vectorizaciones de variables y las de sus transpuestas,
se utiliza la matriz de permutacion F de dimensiones n? x n? (ver por ejemplo [22]), de modo
que vec(XT) = Evec(X), por lo que

h
Puec(%,(0) = (1) [ poec(U()as. (6.7
Por otro lado, de note que

vec(Z(1)) = vec(U(T)) = [ ILe 0 ... 0 ] e X, (0). (6.8)
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Entonces, la sustitucion de en (6.7) conduce a

Evec(X;(0)) = (—1)j/oh5j:1n2 0 ... O:eLﬁXe(O)dﬁ

I
h - _
- (_1)1/ § 1. 0 .. 0] ]|’ dBvec(Z(0))
0 L - .
0
A
h 2
+(-1)J’/ B de 0 0 ]et e dBvec(vio)) + ..
0 :
- O -
C o
h
+(—1)ﬂ'/ 5j[1n2 0 ... o}ew U dpvec(X,(0).  (6.9)
0 :
Lo |

Esta ecuacion tiene como incognitas las condiciones iniciales de las variables dadas por ,
de forma que se cuenta con m + 1 condiciones de frontera adicionales que se utilizan en lugar
de las Xx(0), k=0,1,...,m dadas en (6.3).

Con las ecuaciones adicionales, de se encuentran las condiciones iniciales, y con éstas,
empleando se obtiene de forma tinica la matriz de Lyapunov en su forma vectorizada.

El proceso final consiste en llevar cabo la operacion inversa de la vectorizacion.

Comentario 6.1 FEl principal inconveniente de esta propuesta es el cdlculo numérico de las
integrales dadas por . Los métodos utilizados para tal propdsito fueron el método del

trapecio y el método de Simpson 1/3, sin notar cambios en el resultado.

Comentario 6.2 Para otra clase de Kernel, se puede también usar este enfoque, ver [26].

6.3 Sistema con dos retardos concentrados

y retardo distribuido

Considere la ecuacion escalar propuesta con dos retardos

x(t) = apz(t) + arx(t — hy) + asz(t — hy) + b/o x(t +0)df
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en donde hy > 0 y as son considerados como parametros, 0 < hy < hg, v hy = 2, a0 = —1,
a; = 0.5, b=0.1.

D-particién
Para las D-particiones, el cuasipolinomio caracteristico se expresa como

1— 6_Sh2

p(s, hi,a2) = s —ag — aje”M — ape™2 —p
s

Cuando s = 0 la D-particion se dibuja mediante
as = —(ap + a1 + bhy).
La sustitucién s = jw en el cuasipolimio genera la parte real
Re(jw, hy,as) = w? + aywsinwh; + agw sinwhsg + b(1 — coswhy) = 0
y la parte imaginaria
Im(jw, hi, as) = w? + a1wsin why + agw sinwhy + b(1 — coswhy) = 0.

La solucion a este sistema de ecuaciones implicitas se llevd a cabo utilizando el comando

fsolve de Matlab siguiendo el procedimiento presentado en la seccidon
Computo de la funcion u(r), 7 € [0, hs]

Puesto que el sistema de este ejemplo es escalar, la matriz de Lyapunov es expresada
mediante la funcion escalar u(7), 7 € [0, ho], su obtenciéon requiere un andlisis mas detallado
ya que que el retardo hy varia en el intervalo [0, hy]. Para cada valor en este intervalo se
analiza un sistema particular libre de retardos de diferentes dimensiones. Cabe mencionar
que los valores puntuales que se tomaron en el intervalo de h; son submiltiplos racionales
del retardo hs, de modo que el método semianalitico se pueda llevar a cabo.

A continuacion se analizan los casos mas simples para entender la mecénica empleada en la
programacion en Matlab para la obtencion de la funcion u(7), 7 € [0, hy] mediante el método
semianalitico [26].

El caso mas simple para analizar, ademas de aquellos en los que el valor de hy =0 0 hy = ho,

es en el que el retardo base, denotado hy, es tal que hy, = hy = hy/2, es decir
. 0
x(t) = aox(t) + mz(t — 1) + axz(t — 2) + b/ z(t + 0)do.

—2

El planteamiento del sistema libre de retardos, considerando la reduccion de variables pre-
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sentada en [20], esta dado por las 6 ecuaciones diferenciales

XJ(T) = U’(T +jhb)d07 ] = _27 _1707 17
0
Y;(r) = Xi(t+6)do, 7=0,1, 7€][0,h,

—ho

con derivadas

Xi(1) = aoX;(7) + a1 X 1(7) + ax Xj_o(7) +0Yj(7), j=0,1,
Xi(1) = —aoX;(1) — a1 X;51(7) — aaXjyo(7) = bYj40(7), j=—1,-2,
Y;'/(T) = Xj(T) - X]/'—Q(T) j = 07 17 T € [07 hb]

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

(0)

0) = Yo(h),
0) = Yi(h),

06X(0) + a1 X_1(0) + az X _5(0) + bYo(0)

—_

X,

=X

w
5"
De este planteamiento de ecuaciones se obtiene la funcion u(r) 7 € [0, ho.
Ahora se toma como retardo base el valor h, = 0.5. Con esta eleccién, no varia la dimensiéon
del sistema libre de retardos para valores de hy = hy, = 0.5, hy = 3h, = 1.5, atin para el caso
h =1, que ya se abord6 la eleccion anterior del retardo base.
Para el caso h; = 0.5 el sistema analizado es
. 0
x(t) = apzr(t) + ayx(t — 0.5) + asx(t — 2) + b/ z(t + 0)db.
—2
Note que es cero el valor del coeficiente del elemento z(t — 1.5). El planteamiento del sistema

reducido libre de retardos esta dado por las 12 ecuaciones diferenciales

Xj(T) = U(T+jhb)d0, j:—4,—3,...,2,3
0

Y(1) = X;(r+0)do, j=0,1,2,3, 7€]l0,h),
—hs
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con derivadas

XJ/(T) = (loXj(T)+CL1X]',1(7')+CL2XJ',4<T)+Z)Y}'(T), j:0,1,2,3,
Xi(1) = —aoX;(1) — a1 Xj31(7) — aaXjpa(7) = OYju(7), j=—1,-2,-3,—4,
Yi(r) = Xj(7) = Xj 4(7) §=0,1,2,3, 7€[0,hy).

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

Xj(0) = Xj(hy), j=-4,-3,...1,2,
Vj;1(0) = Yi(hy), j=0,1,2,
YO(O) = Yl(hb),
a0 Xo(0) + a1 X _1(0) + as X_4(0) + bYp(0) = _%,

Si hy = 3hy, = 1.5, el sistema analizado es

z(t) = apz(t) + ayz(t — 1.5) + asx(t — 2) + b/o z(t +0)do.

—2

Note que es cero el valor del coeficiente del elemento z(t — 0.5). El planteamiento del sistema
reducido libre de retardos no cambia de dimensién con respecto al caso de h; = hy, = 0.5,

estd dado por las 12 ecuaciones diferenciales

X](T) - U(T+jhb>d07 j = _47 _37 "'7273
0

Y;(r) = Xi(t+0)dd, j=0,1,2,3, 7€]0,h),
—hs

Xi(r) = aoX;(7) + a1 X;3(7) + aa X;_a(7) +0Yj(1), j=0,1,2,3,
X,'(T) = _GOXJ‘(T) - alXj+3(7') - G2Xj+4(7') - ij+4(7')7 Jj=-1,-2,-3,—4,
Yi(r) = Xj(1) = Xj_4(1) j=0,1,2,3, 7€l0,h).

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

Xi1(0) = Xj(h), j=-4,-3,..,1,2,
Yita(0) = Yj(h), j=0,1,2
Yo(0) = Yi(hy),
a0 Xo(0) + a1 X—3(0) + asX_4(0) + bYp(0) = _%




El analisis anterior conduce a las siguientes observaciones para este ejemplo en particular.
1. La dimension del sistema libre de retardos es 3hy/hy,.

2. Sea hyp = hy/hy y hay = ha/hy, entonces el sistema libre de retardos es de la forma

Xj(T) = U(T+]hb)d9, j: —hgb,—hgb—l— 1,...,0, 1, ...,hgb — 1,
0

3/](7') = X](T—FQ)de, j:O,l,...,hgb—l, T € [07hb],
—hy

con derivadas

X/(T) = CLOX]‘(T) + alXj_h1b<T> + a2Xj—h2b (T) + b}/;(T)J j - 07 17 ceey h?b - 17
Xi1) = —aoX;(7) — a1 Xjny, (T) — a2 Xjiny, (T) = 0Yjpa(7), j=—1,-2,...,—hyy
Yj/(’?') = X;(1) = X} 5, (1), J=0,1,.. hoy—1, 7€[0,hy]

J

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

Xj1(0) = X;(hy), j = —hop —hop + 1,00, ey By — 2,
Yir(0) = Yi(hy), =01, hoy—2,

Yo(0) = Yi(lw),

—% = aXo(0) + a1 X _p, (0) + az X _p,, (0) + bY,(0).

3. Para el caso de un mismo retardo base h;, la dimension del sistema libre de retardos es
el mismo, solo difiere el sistema debido al valor de hq, es decir, la posiciébn que ocupa

el término a,z(t — hy).

4. Para estos sistemas, las condiciones iniciales del sistema libre de retardos no se obtienen
de forma unica, por lo que es necesario utilizar Y,(0) = LOQ Xo(0)df en un desarrollo
similar al de la seccion [6.2] el cual conduce a una condicion de frontera que se utiliza
en lugar de Y;(0) = Yi(hs).

Atendiendo las observaciones anteriores, en este punto se plantea la metodologia para

obtener la funcion u(7), 7 € [0, hao].

e Primero se toma como h, = hs/2, y hy = hy, con el sistema correspondiente libre de
retardos se barre ay para analizar la estabilidad mediante las condiciones obtenidas en

esta tesis.

e Se toma ahora hy, = he/4, v hy = hy, hy = 3hy, ¥ se barre ay para cada caso. Note que

el caso hy = 2h;, ya se cubrié en el punto anterior.
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Figura 6.1: Funcion u(7) para h; = 0.3125, as = —2, ejemplo

e El retardo base se toma h, = hy/8, y se toma hy = hy, hy = 3hy, hy = 5hy, hy = Thy, ¥
se barre as para cada caso. Note que los casos en que hy = 2hy, hy = 4hy, hy = 6hy, se

cubrieron en los puntos anteriores.

e Se repite esta division de ho hasta tener los valores deseados a evaluar de h;.

Comentario 6.3 57 bien es cierto que se podria tomar como retardo base, por mencionar un
valor, hy, = hy /128 y de esta division tomar valores hy = khy, k = 0,1, ..., 128, la metodologia
presentada evita costo computacional, al no obtener para todo caso la funcion u(t), 7 € [0, hs
de un sistema libre de retardos de dimension 3hy/hy = 384, sino que incrementa gradualmente

la dimension del sistema libre de retardos.

En la Figura se presenta la funcién u(1), 7 € [0, ho| para valores de hy = 0.3125 y
as = —2.

Verificacién de las condiciones de estabilidad

Se utiliza la condicion conr =2, 1 =0, 75 = hy, de modo que

U)  Ulhe)

LO8D = ) o)

El resultado se muestra en la Figura 6.2 en donde la linea descrita por as = 0 corresponde a
sistemas estables, por lo que la region que incluye esta linea, es de estabilidad. Es importante
observar que la condicion (4.24)), r = 2 se satisface en puntos inestables.

Se obtiene una mejora en la zona candidata de estabilidad (Figura empleando la
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Figura 6.2: Regiones en donde se satisface la condicion 1 , KCo para el ejemplo

—

_4 L I — )
0 0.5 1 1.5 2
h

Figura 6.3: Region en donde se satisface la condicion 1} K4 para el ejemplo

condicion (4.24]) con r =4, 71 =0, 79 = ho/3, T3 = 2hy /3, 74 = ha, es decir

U©O)  Ulhe/3) U2hs/3)  Ulhs)

U™ (hy/3) U(0) U(ha/3) U(2h2/3)

UT(2h/3) UT(h/3)  U(0)  U(he/3)
UT(hy)  UT(2hs/3) UT(ha/3)  U(0)

K4(0, ha/3, 2ha /3, hs) = (6.10)

La Figura[6.3) muestra que con la condicion (£.24)), K, definida por (6.10), la region estimada
parece coincidir exactamente con la region de estabilidad en este plano de parametros.

6.4 Sistema multivariable auténomo

Este ejemplo es tomado de [I1]. Sea el sistema distribuido de la forma

x(t) = Ax(t) + Ay /tjhx(s)ds.
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con

A:[a 0 ],Ah:[_l 0].
01 —1.9 ~1 -1

Se consideran como parametros h y a.
D-particiones

Las D-particiones se obtienen a partir de
1 —esh
p(s,h,a) =det | sI — A— Ap—— |.
s

En el caso en que s = 0 se tiene la curva

~ 10h* + 19h
 10h+19

mientras que la parte real e imaginaria de la sustitucion s = jw estan dadas por

Re(p(jw, h,a)) = 10w* — 20w? + 19aw? + (20w2 — 20) cos wh
+(—19w + 10aw) sin wh + 10 cos 2wh + 10

Im(p(jw, h,a) = —19w* + 10aw® + 19w — 10aw + (—19w + 10aw) cos wh
— (20w® — 20) sinwh — 10sin 2wh.

Las D-particiones se obtienen con el método descrito en la seccién
Coémputo de la matriz de Lyapunov

La matriz de Lyapunov para este ejemplo se obtiene con base en el procedimiento descrito
en la seccion

Verificacién de las condiciones de estabilidad
El resultado de aplicar la condicion U(0) > 0 se muestra en la Figura [6.4 De [11] se

tiene que para un valor de a = —1.2 el méaximo retardo obtenido para el cual el sistema atn
es estable, con las condiciones suficientes alli presentadas, es de h = 4.0932, por lo que toda
la region que contiene ese punto es de estabilidad. Se obtiene una mejor aproximacion de la

zona de estabilidad mediante la condicién

U©) Uh)

COM=1 vy v

> 0. (6.11)

El resultado se ilustra en la Figura Como se puede observar, la regiéon estimada coincide
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Figura 6.4: Regiones en donde se satisface la condicion U(0) > 0 para el ejemplo
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Figura 6.5: Region en donde se satisface la condicion 1} Ko para el ejemplo

exactamente con la region de estabilidad en este plano de parametros.

6.5 Sistema multivariable con retroalimentaciéon

En [I1] se presentan condiciones tipo LMI para obtener las ganancias de controladores u(t) =
Kz(t) para sistemas distribuidos de la forma

() = Ax(t) + A / " a(s)ds + Bult)

Al cerrar el lazo y con un cambio de variable en la integral se tiene

z(t) = (A+ BK) z(t) + Ay, /0 z(t 4 6)do.

—h

Se analiza ahora el sistema con control y se obtienen las ganacias del controlador K =
[k ks .
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Figura 6.7: Region en donde se satisface la condicion 1) Ko para el ejemplo

Los valores de las matrices del sistema y el retardo son

a_|00 4 —1 -1 5 —2 —
0 1 0 09 ~1.5

D-particiones

Las D-particiones en este caso se obtiene mediante

1— —sh
p(s, k1, ko) = det <s] —(A+ BK) — Ah—e) :
s

La sustitucién s = 0 conduce a

. 4+11k+3h+2
>~ \3p "5 )5 Ty
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Mientras que para s = jw se tienen las ecuaciones pardmetricas lineales dadas por

ky (20w3 + 33w — 33w cos wh) + 15kow (w2 — 1+ cos wh)
= 10w® — 10w + 10w cos wh — (w2 + 18) sin wh + 9sin 2wh

—k; (20w2 + 33w sin wh) + 15ksw sinwh
= 10w*—w? -9+ (w2 + 18) coswh + 10w sin wh — 9 cos 2wh.

Se sigue el procedimiento presentado en la seccion para dibujar las D-particiones.

Coémputo de la matriz de Lyapunov

La matriz de Lyapunov para este ejemplo se obtiene con base en el procedimiento descrito
en la seccion

Verificaciéon de las condiciones de estabilidad

Se aplican las condiciones U(0) > 0y K5(0,h) > 0 como en el ejemplo [6.4]

Los resultados se muestran en las Figuras y . De [11] se sabe que la region de
estabilidad es la que se encuentra en la parte superior en las figuras. Al igual que en el caso

anterior, con la condicion Ky(0, h) > 0 parece alcanzarse la suficiencia.

6.6 Sistema con retardo distribuido, Kernel polinomial

Se considera un sistema escalar con retardo distribuido y kernel polinomial, tomado del
trabajo desarrollado en [16], en donde se presentan condiciones suficientes de estabilidad tipo

LMI. El sistema esta dado por la ecuaciéon

0
x(t) = ax(t) + / (1+0+6%x(t+6)do
—h
en donde A > 0y a son los pardmetros del sistema.
D-particiones

El cuasipolinomio para este ejemplo es

L—esh e —14ehsh  —6+ e "(sh® + 3h?s% + 6hs + 6)
; + = + o '

p(s,h,a)zs—a—(

Para s = 0, se tiene la ecuacion

=—h+ =4+ —.
a +2+4

El siguiente paso es sustituir s = jw en el cuasipolinomio y separar la parte real e imaginaria.
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Figura 6.9: Regiones en donde se satisface la condicion 1 , K¢ para el ejemplo

La parte real esta dada por
Re(p (s, h,a)) = —aw* —w? + 6+ (w?(1 +3h?) — 6) coswh + (w*(h* +h — 1) — 6wh) sin wh = 0.
Por otro lado, la parte imaginaria es

Im(p (s, h,a)) = w’ 4+ w® + (W (h* + h — 1) — 6wh) coswh — (W?*(1 + 3h*) — 6) sinwh = 0.

Para resolver este par de ecuaciones implicitas se utilizd el comando fsolve de Matlab y el
procedimiento dado en la seccién (6.1}

Computo de la funcion u(r), 7 € [0, A

La funcion u(7), 7 € [0, h] para este ejemplo se obtiene con base en el procedimiento
descrito en la seccion [6.2]

Verificacién de las condiciones de estabilidad

Primero se analiza la estabilidad del sistema mediante la condicion (4.24) con r = 4,
71 =0,79=7,173="h/2, 74 =7+ h/2 en donde 7 € (0,h/2), con lo cual
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U(0) U(r) U(h/2)  U(r+h/2)
Ka(r) = U7 (1) U(0) Uh/2—7)  U(h/2)
! UT(h/2)  UT(hj2—7)  U(0) U(r)
UT(r+h/2)  UT(h/2) U7 (r) U(0)

En la Figura se muestra la region en donde se satisface esta condicion. Para este ejemplo,
en [L16], se obtiene que para a = —2, el sistema es estable para h < 1.759, entonces, toda la
region de la esquina inferior izquierda (Figuras y , es de estabilidad.

Una mejora de la zona candidata de estabilidad se logra con r = 6, 71 = 0, » = T,
3 = h/3, 7y = 7+ h/3, 5 = 2h/3, 76 = T+ 2h/3, con T € (0,h/3), ecuacion (6.12))
introducido en [6]. Los resultados se muestran en la Figura

[ U(0) U(r) U(%) Ur+% U®) Ur+2)]
U'(r) U(0) Uk—-7) U%) UEZE-1) UE
Ko(r) = UT(%) ur % —7) U(0) U(r) U(%) U(r + %)
0 UT(r+1)  UT(Z) U7 (r) Uo)  Ut-7) UL
urEy Ut -1 UT(%) UT(E-1) U(0) U(r)
| UT(r+2)  UT(E) UT(r+%) U} U’ (r) Uuo) |
(6.12)

6.7 Ejemplo con retardo distribuido y distribucién Gamma

En este ejemplo se analiza la estabilidad de un sistema con retardo distribuido con una

funcion Gamma tomado de [I5]. Sea el sistema

0

z(t) = ax(t) + / v(0)x(t + 0)de,

—h

con a y h como parametros. La funcion Gamma esta dada por

v(6) = —0e°.
D-particiones
Para las D-particiones, se tiene
1 h 1
p(s,h,a) =s—a— 5 e~ (stDh { + 2] )
(s+1) s+1  (s+1)
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Figura 6.11: Region en donde se satisface la condicion 1 , Ko para el ejemplo

Cuando s = 0, la D-particion esta dada por
a=e"h+1)—1
Si s = jw, de la parte real se tiene la ecuacion
a(w —1)+ he "(wsinwh + coswh) + e " coswh = 2w? + 1,
mientras que de la parte imaginaria se tiene
2aw + he " (sinwh — wcoswh) + e " sinwh = —w* + w.

Las curvas generadas por estas dos ecuaciones se obtienen con base en el procedimiento dado

en la seccion [6.1]
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Coémputo de la funcién u(7), 7 € [0, A

Las variables auxiliares para el sistema libre de retardos [26] estan dadas por

Z(r) = u(r),

V<T) - U(T - h)>
Xo(1) = / —0°Z(r +60)do, X,(7) —/ e’ Z (1 + 0)do,
Yo(r) = / " 6V —0)0, Yi(r) = / " V(- 0)db,

y las derivadas son

(1) = aZ(7)+ Xo(7),
Vi(r) = —aV(r)— Yo(7),
X)(r) = —he V(1) = Xo(r) + Xa(7),
Xi(r) = Z(1)—e"V(r) = Xi(7),
Yo(1) = he™"Z(7) + Yo(r) = Ya(7),
Y{(7) e "Z(r) = V(1) + Yi(7).

Las condiciones de frontera que se deben satisfacer son

Z(0) = V(h),

Xo(0) = Yo(h), Yo(0)= Xo(h),

X1(0) = Yi(h), Yi(0)= Xi(h),
aZ(0) + Xo(0) = —%.

Al igual que en los otros ejemplos con retardo distribuido mostrados en esta tesis, se tiene
un problema de invertibilidad que impide encontrar los valores de las condiciones iniciales
del sistema libre de retardos. Se supera esa limitante de forma similar a la explicada en la
seccidon

Verificacion de las condiciones de estabilidad

Se utiliza la condicion u(0) > 0 para determinar las zonas candidatas a estabilidad (Figura
6.10). De [I5] se sabe que la zona de estabilidad es la que se encuentra en la parte baja de la
grafica. También se utiliza la condicion (4.24]), IC2(0, h) dada por (6.11]), con la cual, en este

espacio de parametros, la zona estimada coincide con la zona de estabilidad (Figura [6.11]).
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6.8 Sistema con retardo distribuido y lapso

El trabajo reportado en [52] esta dedicado al analisis de la estabilidad de un vehiculo en
un flujo de trafico, en el caso en que la reaccion del conductor tiene retardos y el vehiculo
estd equipado con controladores de tipo proporcional derivativo que asisten al conductor.
El retardo en la reacciéon del conductor envuelve funciones distribuidas para describir una
pequena memoria de corto plazo. La funcion de distribucién considerada es la distribucion

uniforme, dada por

0, de otro modo

f(9>={ 1/5, —h—6<60<—h

donde h es el retardo (o lapso muerto) de la memoria y ¢ es la ventana de tiempo de memoria
del conductor. El flujo de trafico modelado es una configuracion espacial lineal de vehiculos,

en que se analiza la estabilidad de cada vehiculo por separado.

La funcién de transferencia entre dos vehiculos consecutivos se puede expresar mediante

ky + kqs + aF(s)
s2 4+ (kg + b)s + k, + aF(s)

G(s) =

donde k, y k4 son las ganancias del controlador proporcional derivativo, a es la agresividad
del conductor, b es el término de arrastre en equilibrio y F'(s) es la transformada de Laplace

del kernel f(6), dada por
7sh1 — 6_86

S0
El denominador de la funcién de transferencia es el cuasipolinomio caracteritico, dado por

F(s)=e

p(s) = s* + (kg +b)s + k, + aF(s), (6.13)

de la cual se puede analizar la estabilidad entrada-salida del sistema. En el tiempo, la

ecuacién caracteristica corresponde a

—h

HE) = —(ka + D) () — kya(t) — o% /_ e+ 0)an
o bien, en ecuaciones de estado
X(t) = Ao X (1) + B G(0)X(t+ 6)do, (6.14)
—5—h
X() = (1) 4|0 1 _G(0) = 0 0
@) |7 0 | =k —(ka+0) | —al 0




Para poder analizar la estabilidad de este sistema con las condiciones de estabilidad obtenidas
en este trabajo de tesis, es necesario expresar el sistema como un sistema con varios retardos

distribuidos, es decir

. 0 0
X (1) = AgX(t) — / GOX(E+0)d+ [ GO)X(t+0)do.
—h —5—h
Se toman como pardmetros h 'y o.
D-particiones

Para las D-particiones, en el caso s = jw, la parte real esta dada por
Re(p(jw, h,8) = —kdw? + a(coswh — cosw(h +4)) =0
mientras que la parte imaginaria es
Im(p(jw, h,§) = —0w® + wdk, + a(—sinwh + sinw(h + §)) = 0.

Las D-particiones se obtienen con base en el procedimiento descrito en la seccién
Coémputo de la matriz de Lyapunov
La construccion de la matriz de Lyapunov para este ejemplo también requiere un anélisis
detallado. Note que con un cambio de variable la ecuacion se puede reescribir como

. 0
X(t) = AgX() +/ BX(t+ 6 — h)db,
-5
con base en esta ecuacion se realiza el anélisis para la obtencién de la matriz de Lyapunov.
La metodologia consiste en
a) Para valores cualesquiera de h y ¢ se obtiene el méximo comun divisor, el cual sera

tomado como retardo base hy,.

b) El siguiente paso es normalizar los valores de h y 4, esto es h,, = h/hy y 0, = 0/hy, con
el fin de utilizar solo las variables auxiliares libres de retardos necesarias.

¢) Después de un analisis similar al del ejemplo se detectdé que la dimension del
sistema libre de retardos es n*(4h, + 38,), en donde n es la dimension del sistema, en este

caso es 2. El sistema libre de retardos esta dado por

T+ jhy)d0, j=—80,—hy, =6y —h,+1,...,0,1,....0, + h, — 1,

U(
0
Yi(r) = /5Xj(7'—|—9)d6, i —hy —h, 41, 018, — 1,

0
Zi(r) = /6Xj(7'—0)d0, =01, by —1, 7€[0,h),

78



Figura 6.12: Matriz de Lyapunov para h = 1.75 y § = 4.25, ejemplo

con derivadas

Xi(r)Ao+ Y, (1)B, j=0,1,....6, + h, — 1,

—AYX () =BT Zji, (1), j= =00 —hp,—0p —hy+ 1, —1,
Xi(7) = X} 5, (1), J=—hn,—hy+1,..,0,1,6, — 1,

—X;(7) —|—X;~+5n(7'), j=0,1,...h, =1, 7€]0,hy.

= Xj(h), j=—64,—hn,—0,—h,+1,..,0,1,...6,+h,—2,
J

= Yj(hb), = —h,,—h,+1,...,0,1,0,, — 2,
= )/i(hb)7
= Zj(hb ) j:O,l, 7hn_27

d) Para este caso, nuevamente se libra el problema de invertibilidad mediante un desa-
rrollo similar al descrito en la seccion (6.2 con Y5(0) = fi)(; Xo(0)dO y Zy(0) = fi; Xo(—0)de,

para obtener condiciones de frontera adicionales que se utilizan en lugar de Y5(0) = Yy (hy) vy

Zo(0) = Z1(hy).

En la Figura [6.12] se presenta la matriz de Lyapunov para valores de h = 1.75 y § = 4.25.
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Figura 6.14: Region en donde se satisface la condicion 1 , Ko ejemplo

Verificacion de las condiciones de estabilidad

Se utiliza nuevamente la condicion U(0) > 0, los resultados se muestran en la Figura[6.13]
Con base en [52], la zona de estabilidad es aquella que se encuentra en la parte superior y

ademas la pequena zona localizada en la esquina inferior izquierda. También se utiliza la

condicion (4.24)), r = 2 de modo que

U©)  Uh+0)

LA =1 rvsy  v(0)

> 0. (6.15)
El resultado se ilustra en la Figura . Con esta eleccion la zona estimada de estabilidad
parece coincidir con la zona exacta de estabilidad. El coédigo en Matlab para la obtenciéon de

la matriz de Lyapunov, asi como la evaluacion de las condiciones de estabilidad, se muestra
en el Apéndice |B.1
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6.9 Ejemplos suplementarios: sistemas con retardos

concentrados

Se anexan a continuaciéon ejemplos que ilustran una contribucion adicional de este trabajo
de tesis: la verificacion de las condiciones en el espacio de 2 parametros consistentes en dos

retardos para el caso de retardos concentrados (ver seccion [2.4)).

6.9.1 Sistema con dos retardos concentrados

Considere el sistema con dos retardos concentrados presentado en [53]
: 1
x(t) = —ax(t) — x(t — hy) — 51‘(25 — hs),

en donde hy > 0y hy > 0 son los pardmetros y a = 1.3.
D-particiones
Para las D-particiones, el cuasipolinomio caracteristico se expresa

1
p(s,hi,ho) = s+a+e M + 56_8}”.

La sustitucion s = jw en el cuasipolimio genera la parte real
. 1
Re(p(jw, hy, ha)) = a + coswhy + 5 o8 why =0
y la parte imaginaria
Im(p(jw, hy, he)) = w — asinwhy — 1sinwhy = 0.

Las D-particiones se obtienen con base en el procedimiento descrito en la seccién
Computo de la funcion u(r), 7 € [0, max(hq, hs)]
La obtencion de la funcion u(7), 7 € [0, maz(hy, he)] se basa en la siguiente metodologia.

a) Para valores conmensurables cualesquiera de h; y hy se obtiene el maximo comin
divisor, el cual serd tomado como retardo base hy,.

b) El siguiente paso es normalizar los valores de hy y ho, esto es hy, = hy/hy y hop = ha/hy,
con el fin de utilizar solo las variables auxiliares libres de retardos necesarias. Ademas se
obtiene hyap = max(hy, ha) ¥ hmaen = Pmaz/Po-

c¢) La dimension del sistema libre de retardos es 2n%h,,, en donde n es la dimension del
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Figura 6.16: Regiones en donde se satisface la condicion 1) Ks ejemplo m

sistema con retardos. El sistema libre de retardos esta dado por
X;(1) =ul(t + jhy)d0, j=—hy,—h,+1,..,0,1,.. h,—1 7€]0,h).
con derivadas

Xi(m) = X5(1) Ao+ Xjny, Ar + Xjny, A2, J=0,1,.0h, — 1,
X,(T) = —A(j;X_](T) - A{Xj"rhln(’r) - Ang"l‘h»Qn (7—)7 .] = _hn7 _h’n + 17 ceey _]-) T EC [07 hb]

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

X;01(0) = Xj(hy), j = —hn—hp+1,.0,0,1, . by — 2,
W = AGXo(0) + AT Xy, —1(he) + A3 Xy, -1 ()
+X0(0) A0 + X7, 1 (he)Ar + X[ 1 (hy) As.
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Verificacion de las condiciones de estabilidad

Se utiliza nuevamente la condicion (4.24)), de modo que dado r, se tiene 7; = (i—1)/(r—1)),
i =1,2,...,r. Para r = 4 se muestran los resultados en la Figura Con base en [53], la
zona de estabilidad es aquella que contiene al origen. También se utiliza » = 6, con lo cual
se logra una mejora en la zona estimada de estabilidad (Figura . El co6digo en Matlab
para la obtencién de la matriz de Lyapunov, asi como la evaluacién de las condiciones de
estabilidad, se muestra en el Apéndice [B.2

6.9.2 Sistema con dos retardos concentrados adicionados

Considere el cuasipolinomio caracteristico presentado en [53]

p(s,hi,hy) = 8% + 54+ 20 + (25 + 3)e M5 4 (5 4 4)e 28 4 o= (Mtha)s, (6.16)
Las ecuaciones de estado tienen la forma

X(t) = AgX () + AL X (¢ — hy) + A X (t — ho) + A X (t — hy — ho),

con

[ 1
AO = O ) Al = 0 0 )
-20 -1 -3 -2

[0 0 0 0
A — A:
2 _4 _1]7 3 [_1 0]7

en donde h; > 0y hy > 0 son los parametros.
D-particiones
La sustitucion s = jw en (6.16)) genera la parte real

Re(p(jw, hi, hy)) = —w?+2042w sin why +3 cos why +w sin why+4 cos why+-cos w(hi+hy) = 0
y la parte imaginaria
Im(p(jw, h1, he)) = w + 2w coswhy — 3sinwhy + w cos why — 4 sin why — sinw(hy + he) = 0.

Coémputo de la matriz de Lyapunov
La metodologia para la obtenciéon de la matriz de Lyapunov consiste en
a) Para valores conmensurables cualesquiera de h; y hy se obtiene el maximo comin

divisor, el cual serd tomado como retardo base h;.
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b) El siguiente paso es normalizar los valores de hy y ho, esto es hy, = hy/hyy hop = ha/hy,
con el fin de utilizar solo las variables auxiliares libres de retardos necesarias. Ademas sea
h, = hi, + hay.

¢) La dimension del sistema libre de retardos es 2n?(hy, + ha,), en donde n es la dimension

del sistema con retardos. El sistema libre de retardos esta dado por
Xi(r)=U(T + jhy)d0, j=—hy,,—h,+1,..,0,1,.. h, =1, 7€[0,h),
con derivadas

X/(T) = XJ(T)AO + Xj*hhlAl + Xj*h2nA2 + XjfhnA?); j = 0, 1, ceey hn — 1,
Xi(r) = —AGX (1) = AT Xjin, (7) = A3 Xjiny, (7) — A3 X, (7),
j o= —hp—hnt 1., =1, 70,

Las condiciones de frontera que debe satisfacer estan dadas por

X;1(0) = X;(h), j=—hy,—h,+1,..,0,1, .. h,—2,
W = ATXo(0) + AT Xy, —1(he) + Ay X1 (o) + A3 X, -1 ()
+X0(0)Ao + X7 1 (he) A1+ XL 1 (he)As + X;E _ (hy) As.

Verificacion de las condiciones de estabilidad

Se utiliza nuevamente la condicion (4.24)), de modo que dado r, se tiene 7; = (i—1)/(r—1)),
i =1,2,...,r. Para r = 2 se muestran los resultados en la Figura [6.17] Con base en [53], la
zona de estabilidad es aquella que contiene al origen. También se utiliza » = 4, con lo cual

se logra una mejora en la zona estimada de estabilidad (Figura |6.18]).

Figura 6.17: Regiones en donde se satisface la condicion 1} K4 ejemplo
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Figura 6.18: Regiones en donde se satisface la condiciéon 1) K4 ejemplo m

6.10 Conclusiones

Los ejemplos presentados muestran que para un valor determinado del pardmetro r, las
condiciones parecen ser también suficientes, pero en realidad, si bien las condiciones son
necesarias y suficientes de acuerdo al Teorema no se cuenta con un valor exacto de dicho
parametro para cada caso en particular para el cual se alcance la suficiencia. Ademas la
construccion de la matriz de Lyapunov para sistemas con retardos distribuidos requiere el
calculo numérico de una integral que permite obtener las condiciones iniciales de U. Para
el caso en que se tienen dos retardos como parametros o sistemas con retardo y lapso como

parametros, se requiere replantear el sistema libre de retardos para cada valor de los retardos.
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7

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha estudiado el papel de la matriz de Lyapunov en la estabilidad de
sistemas con retardos, en especifico el caso de retardo concentrado y retardo distribuido.
A continuacién se resumen las principales contribuciones y se discute el trabajo a llevar

a cabo.

7.1 Principales contribuciones de la tesis

Los principales resultados de este trabajo en torno a la estabilidad de sistemas con retardos,

son

e Condiciones necesarias y suficientes de estabilidad para la ecuacién escalar
con un retardo
Para el caso escalar de sistemas lineales con un retardo concentrado, se validaron,
mediante manipulaciones algebraicas de la matriz de Lyapunov, las condiciones de

estabilidad y se demostr6 que son necesarias y suficientes.

e Familias de condiciones necesarias de estabilidad para los sistemas con re-
tardos distribuidos
Se obtuvieron nuevas propiedades para la clase de sistemas lineales con retardo dis-
tribuido presentada, que permitieron presentar toda una familia de condiciones nece-

sarias que dependen exclusivamente de la matriz de Lyapunov.

e Condiciones necesarias y suficientes de estabilidad para los sistemas con
retardos distribuidos

Las nuevas propiedades presentadas para el punto anterior fueron obtenidas de forma
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independiente de la estabilidad del sistema, con lo que fué posible la enunciacién de

condiciones necesarias y suficientes.

Se presentaron ejemplos propuestos y de la literatura para los cuales se obtuvieron regiones
en el espacio de parametros en las que se cumplen las condiciones obtenidas. Para un valor
adecuado de r, las condiciones parecen alcanzar la suficiencia. Ademas los ejemplos con
retardo distribuido ilustran la forma en que se obtienen las condiciones iniciales para el

sistema libre de retardo asociado a la matriz de Lyapunov.

7.2 Trabajo futuro

En la continuacion de este trabajo, se tiene el proposito de completar los resultados presen-

tados de acuerdo a los siguientes ejes de investigacion.

e Obtener criterios de estabilidad para la ecuacién escalar con retardo dis-
tribuido y kernel constante.
Se tiene planeado encontrar para que valor del parametro r las condiciones aqui pre-
sentadas alcanzan la suficiencia. Este serd el punto de partida para el analisis de la

estabilidad de la ecuacion con kernel polinomial.

e Analizar la relacién entre el parAmetro r y la dimensién del sistema libre de
retardo
Los ejemplos desarrollados parecen indicar que, para las condiciones obtenidas, la region
de estabilidad se alcanza para valores reducidos del parametro r. De manera mas
precisa, para el caso de sistemas con retardos concentrados conmensurables y ciertas
clases de retardos distribuidos, la relacion entre el parametro r y la dimension del
sistema libre de retardo asociado al calculo de la matriz de Lyapunov merece un anélisis

a profundidad.

e Aplicar los resultados obtenidos a problemas con modelos biolégicos
Los sistemas con retardo distribuido son utilizados principalmente en el modelado de

sistemas biologicos, razén por la cual, las condiciones aqui obtenidas tienen aplicacion.

e Analisis de la obtencién de las condiciones iniciales del sistema libre de
retardo
El problema de invertibilidad para obtener las condiciones iniciales del sistema libre de
retardos asociado a la matriz de Lyapunov merece un estudio detallado. Se buscaran
formas alternativas para evitar el célculo de la integral de forma numérica presentada

en los ejemplos.
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e Presentar algoritmos para el cilculo de la matriz de Lyapunov que minimi-
cen el costo computacional
En el caso de multiples retardos conmesurables o de sistemas con retardo y lapso con-
mensurables, se requiere de algoritmos que minimicen el tiempo méaquina para poder

aplicar el método semianalitico en la obtencién de la matriz de Lyapunov.
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A

Resultados técnicos de la seccion 2.2.2.1

En esta seccién se lleva a cabo la prueba de los Lemas técnicos que permitieron reescribir los

menores principales de KC3(0, 7, h).

A.1 Prueba del Lema [2.3

Prueba A.1 Se sustituye (2.16]) en (2.18) con lo que

21 + be=#h b+ ze " be?(0—h) 4 5 =20
w
K(6) = 2 b b+ ze " 21 + be " be=?° 4 z,e2(0—h)
Fam e bez(0=h) 4 720 pe=20 4 5 e2(0-h) 2 + be™*"

en donde z1 = z — a.

El primer menor principal, MK es

w z —a+ be

222 —a — be—#h
w ((z — a)? — b2e %N)

22 (2 —a—be2h)?

MK =

Con 22 = a® — b?, se tiene

(z—a) (z(eZh+e_Zh) - a(eZh—e_Zh)>

e (z—a— be—z’l)2

w
MK = — Al
1K 5y (A.1)
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Ahora, el sequndo menor principal es

2 (e#h — e (2% — 2az + a® — b?
My = 22 )( Lo}
4z e*h (z —a — be=#h)

Dado que 2% = a®> — b?, lo anterior se puede reescribir como

2 zh _ _—zh 2 _
MoK =~ (= ) 222 9 (A.2)
4z% eh (z — a — be=#)

El tercer menor principal se expresa

w3 (6226 _ 1) (e2z6672zh _ 1)
8236226
(—z+a+be ") (22 — 2az + a® — b?)

(z — a — be—*h)®

X

Con 22 = a®> — b? y reacomodando términos

wg (Z - CL) (626 - e—z5) (6z(h—5) o e—z(h—é))

T4z e*h (z — a — be=#)*

MK () (A.3)

FEl resultado se obtiene por inspeccion, con (A.1)), (A.9), (A.3) y definiendo

(z —a— be‘z")2

Z—a

Q = 2ze*"

Adicionalmente, note que

2ze*" ((z — a)? + b2e 2" — 2(z — a)be ")

Q= 0

Reacomodando y reduciendo
2ze2h ((z —a)? — (22 —a¥)e #h - 2(z — a)be‘z")
Q pr—
(z—a)
= 2z¢" ((z —a) — (2 + a)e > — 2be ")
= 2z (2(e —e M) —a(e +e7*") —2b) .
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Lo anterior se puede reescribir como

Q = (z(e%Zh + eiéZh) —(a— b)(e%Zh — e’%Zh)>

X (z(e%‘z'Z - e_%Zh) — (a+ b)(e%zh + e_%zh)> .

A.2 Prueba del Lema [2.4

Prueba A.2 Se tiene de que

w 2z —a+ be

222 —a — be—?h

w (2 —a+be ™) (=2 —a — be™*h)
22 (2 —a—beh) (—z — a — be—*h)
w be " (b(e* — e=*) — 22)

22 be=h(b(e*h + e=*) + 2a)

MK =

De forma similar se puede escribir

w (z —a+be ) (=2 —a+ be ")
22 (2 —a — be=*h)(—z — a + be—*)
De=22h 1 g2 _ 2 _ 9gbe—*h

42 — D2e-22h — 52 { Obezh

be *"(b(e* + e=*) — 2a))
be=#h(b(e?h — e=21) 4 2z)

MK =

de donde se obtiene el resultado.

A.3 Prueba del Lema 2.5

Prueba A.3 Note que




1zh —1zn
e2 — e 2
X Z< e 7lzh) o (a+b))
(37 e b
37 — 37 1z -5z
= (efh—i_ejh) z2—(a—b)z(€jh_€2h)
(65 h €_§Zh) (eiZh + €_§Zh>
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B

Codigo de programa en Matlab para los
Ejemplos 6.8/ y 6.9.1

Se presentan a continuacion los programas con comentarios llevados a cabo en Matlab.

B.1 Cobdigo de programa para el Ejemplo @

clce

clear all
format long
hold on

%valores particulares del ejemplo
alfa=2;

k=0.25;

kp=3;

A0=[0 1;—kp —k];

%valores auxiliares
n=length (A0);
In=eye(n);
In2=eye(n+n);

W=In

Ymamero de divisiones en la rejilla
puntos=80;

%valor maximo de las retardos
maxhs=4;

%incremento entre puntos consecutivos

paso=maxhs/puntos;

conl=1;
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%se construye la matriz de permutacion
g=1;
for i=1:nxn
ME(:,i)=In2(:,g);
g=gtn;
if g>nxn
g=g-—nxn+1;
end
end

Y%h=cl*paso, delta=c2xpaso, cl y ¢2 enteros para la conmensurabilidad
for cl=1:puntos
for c2=1:puntos

rbp=gcd(cl,c2); %calculo del MCD para el retardo base
rb=rbpxpaso; Y%retardo base

hl=round(cl/rbp); %relaciéon entre h y rb
deltal=round(c2/rbp); %relacién entre delta y rb

h=c1l#*paso; Ych

delta=c2xpaso; %delta

dimL=deltal+hl; %méaximo retardo con respecto al rb

B=[0 0;—alfa/delta 0];

%se construye la matriz L mediante vectores auxiliares
vecl=zeros(n"~2,n"2x(4xhl+43xdeltal ));
vecl (1:n"2,1:n"2)=kron (A0’ ,In);
vecl(1:n~2,2x(hl+deltal )*n~2+1:(2x(hl4+deltal )+1)*xn~2)=kron(B’,In);
L=vecl;
%se llenan los renglones de L de acuerdo a las variables del
%sistema libre de retardos
for i=1:hl+deltal —1
vecl=circshift (vecl ,[0 n"~2]);
L(i*n~2+1:(i4+1)*n"2,:)=vecl;
end

vec2=zeros (n"2,n"2x(4xhl1+3xdeltal ));
vec2 (1:n~2,(hi+deltal )*n~2+1:(hl4deltal +1)*n"2)=—kron(In ,A0’);
vec2 (1:n"2,3x(hl+deltal )xn~2+1:(3%(hl+deltal )+1)*n~2)=—kron(In ,B’);
L((hl+deltal)*n~241:(hl4deltal +1)*n"2,:)=vec2;
%se llenan los renglones de L de acuerdo a las variables del
%sistema libre de retardos
for i=1:h1-1
vec2=circshift (vec2,[0 n"~2]);
L((hl+deltal+i)*n~2+1:(hl+deltal+i+1)*n"2,:)=vec2;
end

vec3=zeros(n"~2,n"2x(4xhl+43xdeltal ));
vecd (1:n~2,(2xhl+deltal )xn~2+4+1:(2«xhl+deltal +1)*xn"2)=—kron(In ,A0’);
vec3(1:n~2,2x(hl+deltal )*xn~2+1:(2«(hl+deltal )+1)*xn~2)=—kron(In,B’);
L((2*hl+deltal)+«n~2+1:(2xhl+deltal+1)*xn"~2,:)=vec3;
%se llenan los renglones de L de acuerdo a las variables del
%sistema libre de retardos
for i=1:deltal—1
vec3=circshift (vec3 ,[0 n"~2]);
L((2+«hl+deltal+i)*n~2+1:(2xhl+deltal+i+1)xn"~2,:)=vec3;
end
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vecd=zeros(n"2,n"2x(4xhl1+4+3xdeltal ));
vec4 (1:n"2,(hl*n"2)+1:(hl1+1)*n"2)=In2;
vecd (1:n~2,(hl+deltal )*n~2+1:(hl+deltal+1)xn"2)=—In2;
L(2x(hl+deltal)*n~2+4+1:(2x(hl+deltal)+1)*n"2,:)=vecd;
%se llenan los renglones de L de acuerdo a las variables del
%sistema libre de retardos
for i=1:hl4+deltal —1
vecd=circshift (vecd ,[0 n~2]);
L({(2x(hl+deltal)+i)*n~241:(2x(hl+deltal)4+i+1)*n"2,:)=vecd;
end
vechb=zeros(n"2,n"2x(4xh1+4+3xdeltal ));
vech(1:n"2,1:n°2)=In2;
vech (1:n"2,deltal*n~2+1:(deltal+1)*n"2)=—In2;
L(3x(hl+deltal)*n~2+4+1:(3x(hl+deltal)+1)*n"2,:)=vech;
%se llenan los renglones de L de acuerdo a las variables del
%sistema libre de retardos
for i=1:h1-1
vechb=circshift (vecs ,[0 n~2]);
L((3x(hl+deltal)+i)*n~2+1:(3x(hl+deltal)+i+1)*n"2,:)=vech;
end
%se obtiene la integral (con el método del trapecio) que proporciona
%condiciones de frontera adicionales.

%se calcula el valor del paso de integraciéon de modo que se minimice el
%ntmero de veces que se calcula e~ (Lt)

increl=rb/floor (180/deltal);

res=zeros(n~2,n"2%(4xhl1+3xdeltal));

Etl=eye(n~2x(4xhl1+3xdeltal ));

ban3=1;
for i=dimL:—1:h1+1
%en res se guarda el valor de la integral

if ban3
res=Etl1((i—1)xn"241:ixn"2,:)/2;
ban3=0;
else
res=Etl1((i—1)xn"241:ixn"2,:)+res;
end
end

band4=1; %bandera auxiliar para el calculo de e~ (Lhb)
%si es la primera vez, se calcula e~ (Lt), si no, se utiliza el
%valor que ya se tiene de e~ (Lt)
for ia=1:floor (180/deltal)—1

if ban4

%increl esta calculado de forma que es un submultiplo del retardo
%base, esto con en fin de con un solo valor de e~ (Lt) se aprovechen

%los valores de xj, j=0,1,...,m1 para ese increl
ErLb=expm(Lxincrel);

Et1=ErLb;

ban4=0;

else

Et1=Et1xErLb;

end

for i=dimL:—1:h1+41
res=Et1((i—1)*n"24+1:1%n"2,:)4 res;
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end

end

%esta condicion es para cubrir el caso en que increl=rb
if ban4

Etl=expm(Lxrb);

else

Et1=Et1*ErLb;

end

res=Etl1(hl*n"2+1:(h141)*n"2,:)/24res;

%en resl se encuentran el valor de la integral

resl=resxincrel ;

%construcciéon de las matrices My N
vecl (1:n"2,1:n"2)=In2;
M=vecl

vec2=zeros(n"2,n"2x(4xhl+43xdeltal ));

vec2 (1:n"2,n"2+41:2%n"2)=—1In2;

N=vec2;

%se recorren los vectores auxiliares y se construye My N
for i=1:2x(hl+deltal —1)

vecl=circshift (vecl ,[0 n~2]);
M(i*n~24+1:(i+1)*n"2,:)=vecl;

vec2=circshift (vec2,[0 n"~2]);
N(i*n~241:(i+1)*n"2,:)=vec2;

end

vecl=zeros (n~2,n"2x(4xhl1+3xdeltal ));
vecl (1:n~2,2x(hl+deltal)*n~2+1:(2«(hl+deltal )+1)xn~2)=In2;
M((2x(hl4+deltal)—1)*xn~2+4+1:(2«(hl+deltal ))*n~2,:)=vecl;

vec2=zeros (n"2,n"2x(4xhl1+3xdeltal ));

vec2 (1:n"2,(2x(hl+deltal)+1)*n"~2+1:(2x(hl+deltal )+2)*n"2)=—1In2;

N((2#(hl4+deltal)—1)*n~2+1:(2*(hl4+deltal ))*n"2,:)=vec2;

%se recorren los vectores auxiliares y se construye My N

for i=1:hl+deltal -2
vecl=circshift (vecl ,[0 n~2]);
M((2+(hl+deltal)—1+i)*n~2+1:(2«(hl+deltal)+i)*xn"2,:)=vecl;
vec2=circshift (vec2,[0 n"~2]);
N((2*(hl4+deltal)—1+i)*n~2+1:(2x(hl+deltal)+i)*n"2,:)=vec2;

end

%condicionante para llenar adecuadamente la matriz My N, esto debido a
%la CI que causa dependencia lineal si hl=1

if h1-1>0

vecl=zeros(n"2,n"2x(4xhl1+4+3xdeltal ));

vecl(1:n"2,(3x(hl4+deltal ))*n~2+1:(3x(hl+deltal)+1)xn"2)=In2;
M((3%(hlt+deltal)—2)«n~2+41:(3%(hl+deltal)—1)*n"2,:)=vecl;

vec2=zeros (n"2,n"2x(4xhl1+3xdeltal));

vec2 (1:n"2,(3x(hl+deltal)+1)*n"~2+1:(3x(hl+deltal )+2)*n"2)=—In2;
N((3+(hl+deltal)—2)«n~2+1:(3x(hl+deltal)—1)*xn"2,:)=vec2;

%se recorren los vectores auxiliares y se construye My N

for i=1:h1-2

vecl=circshift (vecl ,[0 n"~2]);
M((3%(hl+deltal)—2+4i)*n"~2+4+1:(3x(hl+deltal)—1+i)*n"2,:)=vecl;
vec2=circshift (vec2,[0 n~2]);
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N((3%(hl+deltal)—2+4i)*n~241:(3+«(hl+deltal)—1+i)*n"2,:)=vec2;
end
end

%se asignan los valores de la integral , para superar el problema de
%dependencia lineal de las CI del sistema libre de retardos
M((4xh1+3xdeltal —3)*n"~2+41:(4xh1+3xdeltal —2)xn"2,:)=resl;
aux1=M((4+hl+3xdeltal —3)*n~2+1:(4+xh1+3xdeltal —2)*n "2 ,...
(2xhl1+3xdeltal —1)*n~2+41:(2+xh1+3xdeltal )xn"2);
auxl=aux1-ME;
M((4*hl1+3+deltal —3)*n"~2+1:(4xhl1+3xdeltal —2)*n "2 ,...
(2+«h1+3+deltal —1)*n"~2+1:(2xh1+3xdeltal )*n~2)=auxl;

M((4+*hl1+43*xdeltal —2)«n~2+1:(4*hl+3xdeltal —1)*n"2,:)=resl;
aux1=M((4+hl+3xdeltal —2)*n~2+1:(4+xh1+3xdeltal —1)*n "2 ,...

n~2x(4xhl4+3«deltal —1)+1:n"2x(4xhl1+3xdeltal));
auxl=auxl—In2;

M((4xhl1+3xdeltal —2)+«n"~2+4+1:(4+xh1+3xdeltal —1)*n "2 ,...
n~2%(4xhl+3+deltal —1)+1:n"2%(4+xhl1+3+xdeltal))=auxl;

vecl=zeros (n~2,n"2x(4xhl1+3xdeltal ));
N((4*hl+4+3xdeltal —3)*n~2+1:(4*xhl+3xdeltal —2)*n"2,:)=vecl;
N{(4*h1+4+3xdeltal —2)«n~2+1:(4*xhl1+3xdeltal —1)*n"2,:)=vecl;

%se asigna el ultimo renglon de My N correspondiente a la propiedad
%algebraica
M((4xhl1+3xdeltal —1)*n~241:(4+xhl1+3xdeltal )*xn"~2,:)=vecl;
M((4xh1+3xdeltal —1)*n~2+41:(4xh1+3xdeltal)*n"~2,...
(hl+deltal —1)*n~2+1:(hl+deltal )*n~2)=kron (A0’ ,In)+kron(In,A0’);
N((4xhl+3xdeltal —1)*n"2+41:(4*xhl143xdeltal )*xn"2,:)=vecl;
N((4xhl1+3xdeltal —1)*n~241:(4+xh143xdeltal )xn"~2,...
3x(hl4+deltal yxn~2+1:(3%(hl+deltal)+1)*n"2)=kron(In ,B’)+kron (B’ ,In)+ME;

%se construye el vector resultante de la vectorizaciéon de W
vecOw=[zeros (1 ,n"2+«(4xhl+3xdeltal —1))’;—vec(W)];

%se detecta si se pueden obtener las Cl del sistema libre de retardos
if rank (MiNsexpm(L*rb))<n~2x(4xhl+3+deltal)

plot (h,delta ,’xg’)

else

%se obtienen las CI del sistema libre de retardos
D=(MNxexpm (Lxrb) )\ vecOw ;

%se construye el vector de taus para la evaluacion de las condiciones

%necesarias de estabilidad
r=2; Y%namero de taus

%numero de puntos a evaluar entre cero y h

for i=I:r

if r=—
rs(r)=0;
else
rs (i)=(i—1)/(r—1);
end
end
%aqui se calcula en que xj, j=0,1,...,m1 y que argumento se tienme que utilizar

%para obtener la matriz de Lyapunov, debido a los multiples retardos
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for i=1:r
for j=i:r
loc=floor ({rs(j)—rs(i))*(hl+deltal));
arl=((rs(j)—rs(i))*(hlt+deltal)—loc)*rb;
if loc==hl4deltal&&arl==0
loc=(hl+deltal)—1;
arl=rb;
end

%se construye la matriz kr
ytzt=expm(Lxarl)*D;
yl=ytzt ((deltal+hl—1—loc)*n~2+1:(deltal+hl—loc)*n"~2);
y=mat (y1l);
for il=1:n
for jl=1:n
MI((i—1)*n+il ,(j—1)*n+jl)=y(il,j1);
end
end
end
end

%se rellena la simétrica de kr
for i=2:rxn
for j=1:i—1
MI(i,§)=ML(j,i);
end
end

%evaluacion de la positividad de kr, si el par (h,delta) satisface
%las CN, se guarda ese par para futura graficacion
eigl=eig (M1);
if min(eigl)>0
hv{(conl)=h;
deltav (conl)=delta;
conl=conl+1;
end
end
end
end
%se guardan los valores de pares (h,delta) que satisfacieron las CN
savefile = ’sip lapso r2.mat’;
save (savefile ,”hv’ ’deltav ’)

B.2 Cobdigo de programa para el Ejemplo [6.9.1

clc

clear all
format long
hold on

%datos del ejemplo

A0=—1.3;
Al=-1;
A2=—-0.5;

106



%valores auxiliares
n=length (A0);
In=eye(n);

In2=eye (nxn);
W=In

conl=1;

%puntos en la rejilla
puntos=280;

Y%maximo valor de los retardos
maxhs=30;

Y%separacion entre cada valores consecutivos de los retardos
paso=maxhs/puntos;

%se construye la matriz de permutaciéon
g=1;
for i=1l:nxn
ME(:,i)=In2(:,g);
g=gtn;
if g>nxn
g=g-—nxn+1;
end
end

Y%matriz de banderas que indican para que puntos ya se obtuvo
%la matriz de Lyapunov

MP=zeros (puntos+1,puntos+1);

%hl=clxpaso, h2=c2*paso, ¢l y c¢2 enteros para la conmensurabilidad
for cl1=0:puntos
for ¢2=0:puntos
if ¢c1=—=088&c2==0 %caso en que no hay retardos

%si el sistema libre de retardos es estable, se guarda un punto para

%graficacion posterior

if max(real(eig (AOH+AI+A2))) <0
hlv(conl)=0;

h2v{conl)=0;

conl=conl+1;

end

%se indica en la matriz de banderas que ese punto ya ha sido analizado

MP(cl+1,c241)=1;
else

%si ya ha sdo analizado este punto, se sigue al siguiente punto

if MP(cl+1,c2+1)
else

%se analizan los caso en que hl=0, partiendo el retardo pues existen

%problemas numeéricos
if cl==
%se contruyen las matrices L, M, N

L=[kron ({A0+A1)’,In) zeros(nx*n) kron{(A2’,In) zeros (n*n) ;...
zeros (n*n) kron ((A0+A1)’,In) zeros(nx*n) kron (A2’ ,In);...
—kron (In ,A2’) zeros (n*n) —kron(In,(AO0+Al)’) zeros(nxn);...
zeros (n*n) —kron(In ,A2’) zeros (nkn) —kron (In,{ A0O+ALl) *)
M=[In2 zeros (n*n) zeros (n*n) zeros (n*n
zeros(nxn) In2 zeros (nx*n) zeros (nkn

]
)
)

)

3

3
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Zeros {n*xn

Z€ros {n*xn

(nxn)

( ) kron((A0+A1l)’,In)+kron(In,(A0+A1l)’) zeros(n*n) zeros(n*n)];
N=[zeros (n*n) —In2 zeros (nkn) zeros (n*n );...

(nxn)

zeros (n*n zeros (nkn) —In2 zeros(nn);...
zeros (nkmn) zeros (nxn) zeros (nxn) —In2 ;...
kron(In,A2’)+kron (A2’ ,In)*ME  zeros(n*n) zeros (nxn) zeros(nkn)];
%se asignan directamente los valores para los calculos
dimL=2;
rb=paso /2; Y%retardo base
taul=cl*paso; %h1
tau2=c2*paso; %h?2
else

if ¢2==0 %caso en que h2=0

L=[kron ((A0+A2)’,In) =zeros(n*n) kron{(Al’,In) zeros (n*n) ;...
zeros (nkn) kron ((A0+A2)’,In) zeros(n*n) kron{Al1’,In);...
—kron (In ,Al1’) zeros (nx*n) —kron(In ,(A0+A2)’) zeros(nxn);...
zeros (n*n) —kron(In ,Al’) zeros (n*n) —kron(In,(A0+A2) ’)];
M=[In2 zeros (nxn) zeros (nxn) zeros (n*n) ;...
zeros(nn) In2 zeros(nn) zeros(nkn);...
zeros (nn) zeros(nxn) In2 zeros (n*n) ;...
zeros (nxn) kron{(A0+A2)’° ,In)+kron(In,(A0+A2)’) zeros(nxn) zeros(nx*n)]|;
N=[zeros (nx*n) —In2 zeros (n*n) zeros (nkn);...
zeros (nkn) zeros (nxn) —In2 zeros (nn ) ;...
zeros (nkmn) zeros (n*n) zeros (n*n) —In2;...
kron(In,Al’)+kron(Al’,In)*ME  zeros(n*n) zeros (n*n) zeros (nxn)|;
dimL=2;
rb=paso /2;
taul=cl*paso;
tau2=c2x*paso;
else
rbp=gcd(cl,c2); %calculo del MCD para el retardo base
taula=round(cl/rbp); %relaciéon entre hl y rb
tau2a=round (c2/rbp }; %relacién entre h2 y rb
rb=rbpxpaso; Y%retardo base
taul=cl*paso; %h1
tau2=c2*paso; %h2
dimL=max(taula,tau2a); Y%méximo retardo con respecto al rb

%se construye L mediante vectores que se van recorriendo
clear L
L=zeros (2*n"2%dimL,2%n" 2xdimL ) ;

vecl=zeros(n"2,2xn"2xdimL ) ;
vec2=zeros (n"2,2xn"2xdimL );
%se llenan los vectores auxiliares en las posiciones adecuadas de
%acuerdo a taula y tau2a
vecl (1:n"2,1:n"2)=kron (A0’ ,In);
vecl (1:n"2,taula*n"2+1:(taula+1)*xn"2)=...
vecl (1:n"2,taula*n"~2+1:(taula+1)*n"~2)+kron (Al’,In);
vecl (1:n"2,tau2a*n"2+1:(tau2a+1)xn"2)=...
vecl (1l:n"2,tau2a*n"2+1:(tau2a+1)*n"2)+kron(A2’,In);
vec2 (1:n"2,dimL+n"2+1:(dimL+1)*n"~2)=...
vec2 (1:n"2,dimL*n"~2+1:(dimL+1)*n"2)—kron(In ,A0’);
vec2 (1l:n"2,(dimL—taula)*n~2+1:(dimL—taula+1)xn~2)=...
vec2 (1:n"2,(dimL—taula)*n~2+1:(dimL—taula+1)*n~2)—kron (In,Al’);
vec2 (1:n"2,(dimL—tau2a)*n~241:(dimL—tau2a+1)xn"2)=...
vec2 (1:n"2,(dimL—tau2a)*n~2+1:(dimL—tau2a+1)xn~2)—kron (In ,A2’);

=1

~—
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%se asignan los vectores a L
L(1:n"2,:)=vecl;
L(dimL#n"~2+1:(dimL+1)xn"2,:)=vec2;

%se construye la matriz L recorriendo los vectores auxiliares
for i=1:dimL-1
vecl=circshift (vecl ,[0 n~2]);
L(i*n~24+1:(i4+1)*n"2,:)=vecl;
vec2=circshift (vec2,[0 n~2]);
L((dimL+i)*n~24+1:(dimL+i+1)*n"2,:)=vec2;
end

%construccion de las matrices My N
clear M N

M=zeros (2+n”2xdimL,2%n " 2xdimL ) ;
N=zeros (2xn"~2+dimL,2%n"2*dimL );

%se utilizan vetores auxiliares para construir My N en la parte que
%depende de solo matrices identidad

vecl=zeros (n"2,2xn"2xdimL );

vecl (1:n"2,1:n"2)=In2;

M(1l:n~2,:)=vecl;

vec2=zeros (n"2,2xn"2xdimL );
vec2(1l:n"2,n"2+4+1:2%xn"2)=—1In2;
N(1:n"2,:)=vec2;

%se recorren los vectores auxiliares y se construye My N
for i=1:2%(dimL—-1)
vecl=circshift (vecl ,[0 n~2]);
M(i*n~241:(i+1)*xn"~2,:)=vecl;
vec2=circshift (vec2,[0 n~2]);
N(i*n~241:(i+1)
end

*xn"2,:)=vec2;

%se asigna el ultimo renglon de M y N correspondiente a la propiedad

%algebraica
M((2*dimL—1)*n"~2+41:2+«dimL*n"~2,(dimL—1)*n"~2+1:dimLxn"~2)=...

kron (A0’ ,In)+kron(In,A0’);
N((2+dimL—1)*n"241:2%dimLxn "~ 2,(dimL—taula)*n~2+1:(dimL—taula+1)*n"~2)=...

kron (In ,Al’)+kron (A1’ ,In)*ME;
N((2*dimL—1)*n"~2+41:2+dimL+*n "~ 2,(dimL—tau2a)+n"~2+1:(dimL—tau2a+1)*n"~2)=...

N((2+dimL—1)%n"241:2%dimLxn "~ 2,(dimL—tau2a)*n"~2+1:(dimL—tau2a+1)*n"~2)...

+kron (In,A2’)+kron (A2’ ,In)«ME;

end
end

%se construye el vector resultante de la vectorizacién de W
vecOw=[zeros (1,n"2x(2+xdimL—1))’;—vec(W)];

%c3 es un contador auxiliar para evitar el calculo de e~(Lhb) cuando
%taula y tau2a tienen el mismo valor para un rb diferente

c3=1;

%c4 y c¢b son auxiliares para cubrir los casos en que taula y tau2a
%tienen el mismo valor para un rb diferente

c4=c3x*cl;

ch=c3x*c2;
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%bandera auxiliar para el calculo de e~(Lhb)
ban3=1;

%se lleva a cabo el proceso siempre y cuando se siga en el plano de
%parametros
while max(c4,c5)<=puntos
%si es la primera vez que se entra a un caso de taula y tau2a, se
%calcula e~(Lhb), si no, se utiliza el valor que ya se tiene de e~ (Lhb)
if ban3
eL=expm(Lxrb );
erLb=eL;
ban3=0;
else
erLb=erLbxel;
end
%se detecta si se pueden obtener las CI del sistema libre de retardos
if rank (MfNxerLb)<2%n"~2+dimL
plot (taulxc3,tau2x*c3,’*xg’)
else
%se obtienen las CI del sistema libre de retardos
D=MHNxerLb )\ vecOw ;

%se construye el vector de taus para la evaluacion de las condiciones
%necesarias de estabilidad

r==8; Ynamero de taus
Y%numero de puntos a evaluar entre cero y h

for i=2:r

rs (1)=(i =1)/(r=1);

end

%se construye la matriz kr
Ml=zeros (n*r ,nx*r);
MI(1l:n,1l:n)=mat(D((dimL—1)*n"~2+1:dimL%n"~2));

%aqui se calcula en que xj, j=0,1,...,m1 y que argumento se tiene que utilizar
%para obtener la matriz de Lyapunov, debido a los multiples retardos
for i=2:r
loc=floor (rs(i)xdimL);
arl=(rs (i)*dimL—loc)*c3x*rb;
if loc=dimlL&&arl==
loc=dimL—1;
arl=c3x*rb;
end

ytzt=expm(Lxarl)*D;

yl=ytzt ((dimL—1—-loc)*n"~2+1:(dimL—loc )*n"~2);
M1(1l:n,(i—1)*n+1:i*n)=mat(yl);
end
% se construye el resto de kr recorriendo el primer renglon de esta
% debido a la forma del vector de taus
for i=2:r

MI((i—1)«n41:i*n,:)=circshift (MI((i—2)*n+1:(i—1)*n,:),[0 n]);
end

%se rellena la simétrica de kr
for i=2:rx*n
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for j=1:i—1
MI(i,§)=MI(j,i);
end
end

%evaluacion de la positividad de kr, si el par (hl,h2) satisface las
%CN, se guarda ese par para futura graficacion
eigl=eig (M1);
if min(eigl)>0
hiv(conl)=taulxc3;
h2v(conl)=tau2xc3;
conl=conl+1;
end

end

%se indica en la matriz de banderas, que ese par (hl,h2) ya ha sido
%analizado

MP(c4+1,c5+1)=1;

%se modifican los contadores c3,c4,ch para evitar

cidlculos reiterados

%de e~ (Lhb)
c3=c3+1;
c4=c3x*cl;
ch=c3x*c2;
end

end

end
end
end

%se guardan los valores de pares (hl,h2) que satisfacieron las CN
savefile = ’sipa 2ret r8 wvl.mat’;
save(savefile , ’hlv’, ’h2v’)
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