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Resumen

Obtenemos la forma cerrada de la soluciéon de una ecuacién integra lineal de
Volterra gobernada por un ruido aditivo Holder continuo, que es una inte-
gral fraccionaria en el sentido de Young, y con una funciéon como condicion
inicial. Esta solucién es dada en términos de funciones de Mittag-Lefller y
a continuacién estudiamos su estabilidad via el célculo fraccionario. Como
una aplicacién analizamos la estabilidad en media de algunas ecuaciones inte-
grales fraccionarias con un funcional del movimiento browniano fraccionario
como un ruido aditivo. Adicionalmente, extendemos estos resultados al caso

en que la ecuacién involucrada es semilineal.
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Introduccion

Hay una gran gama de aplicaciones del cédlculo fraccionario a diferentes
areas del conocimiento humano, como ingenieria, fisica, quimica, etc. (ver,
por ejemplo [14], [33] v [7]). Entre estas podemos mencionar aplicaciones a
viscoelasticidad [4], andlisis de procesos de electrodos [15] y sistemas de Lo-
renz [13]. Actualmente, los sistemas fraccionarios (i.e., ecuaciones que tienen
derivadas y/o integrales fraccionarias) han sido estudiados por diversos au-
tores, entre ellos podemos mencionar Hilfer [14], Kilbas et al. [17], Miller y
Ross [26], Podlubny [33], Samko et al. [37], Martinez-Guerra et al. [24], etc.
En particular, la estabilidad para sistemas fraccionarios con condicion inicial
constante ha sido considerada. En el caso determinista, la estabilidad de siste-
mas lineales ha sido analizada por Matignon [23] y la estabilidad de sistemas
fraccionarios no lineales ha sido estudiada por varios autores via el método de
Lyapunov (ver, por ejemplo Li et al. [20] y sus referencias). Particularmen-
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te, sistemas fraccionarios no lineales con una funcién como condicién inicial
haciendo uso también de las técnicas de Lyapunov han sido analizados en la
tesis doctoral de Martinez-Martinez [25]. Més atin, Junsheng et al. [16] dan
la forma de la solucién para una ecuacién lineal fraccionaria (en dimensién
uno) con condicién inicial constante usando el método de descomposicién de
Adomian (ver también [26]). Observemos que el Lema 1.3.2 abajo es una

extension de los resultados establecidos en [16].

La estabilidad de sistemas estocéasticos gobernados por el movimiento
browniano ha sido también examinada. Por ejemplo, Applebay y Freeman
[2] dan la equivalencia entre convergencia exponencial casi segura y con-
vergencia exponencial en el p-ésimo momento a cero de ecuaciones integro
diferenciales con un ruido integral de It6 y nicleo continuo. Para hacer esto,
la solucién es dada en términos de la matriz principal o solucién fundamental
del sistema. Este método es similar al de Adomian. Las técnicas de la funcion
de Lyapunov se han utilizado para tratar la estabilidad en probabilidad de
ecuaciones integrales de It6-Volterra (ver Li et al. [21]), con cierto criterio de
estabilidad estocastico para ecuaciones integro diferenciales estocasticas con
retraso infinito (ver Zhang y Li [43]) y con estabilidad condicional de ecua-
ciones del tipo Skorohod Volterra con nicleo anticipante (ver Zhang y Zhang
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[44]). La estabilidad en media cuadratica para ecuaciones de Ito-Volterra con
una funciéon como condicién iniclal y ntucleos acotados ha sido establecida

por Bao [5] haciendo uso del lema de Gronwall.

Por otro lado, el movimiento browniano fraccionario (mbf) B = {B;}+>0
es un proceso gaussiano con incrementos estacionarios y es el tinico que es
autosimilar (con indice H € (0,1)). Como B no es una semimartingala para
H # 1/2, no podemos aplicar el célculo cldsico de It6. Esto es, necesita-
mos otro enfoque para trabajar con él, como integracién de Young (ver, por
ejemplo Gubinelli [12], Young [40], Friz y Hairer [11], Zahle [41], Dudley
y Norvaisa [9] y Lyons [22]). El movimiento browniano fraccionario tiene
muchas aplicaciones debido a sus propiedades; por ejemplo tiene memoria
larga para H > 1/2 e intermitencia para H < 1/2 (ver Nualart [29]). Por
lo tanto, el analisis de ecuaciones diferenciales estocédsticas gobernadas por
un mbf es considerado estos dias por diversos autores (ver, e.g. Lyons [22],
Quer-Sardanyons y Tindel [34], Leén y Tindel [19], Nualart [29], y Nualart y
Ragcanu [31]). En este trabajo usamos las integrales de Young y de Skorohod

(ver Young [40] y Nualart [30]).

Zeng et al. [45] probaron la estabilidad en probabilidad y la estabilidad

exponencial en media para ecuaciones diferenciales estocasticas gobernadas



por el movimiento browniano fraccionario con parametro H > 1/2 utilizando
las técnicas de la funcién de Lyapunov. También, Nguyen [28] establecid
la estabilidad exponencial para ecuaciones diferenciales estocasticas lineales

con retrasos que varian en el tiempo y con un ruido aditivo de la forma

Joo(s)dWl. Aqui H > 1/2,
¢
Wi = [ o),
0

W es el movimiento browniano ordinario y ¢ es una funcién determinista tal
que [;° 0?(s)e*ds < oo, para algtin A > 0. Para este fin, el autor usa que
la solucion puede ser representada en términos de la solucién fundamental.

Hay que recalcar que la herramienta bésica utilizada en este trabajo fue
construida en [10], donde se analizé la estabilidad de sistemas fraccionarios
estocésticos gobernados por una integral de Young, y se probaron resultados
con respecto a tal integral.

En esta tesis aplicamos el método de descomposicién de Adomian para
obtener una expresion en términos de las funciones de Mittag-Leffler; de sis-
temas fraccionarios con un ruido aditivo que podria ser un funcional del mbf
y con una funcién como la condicion inicial. Entonces, la estabilidad de estos
sistemas (que podrian ser aleatorios) se analiza aplicando las técnicas de la
integracion estocastica basadas en las integrales de Young y de Skorohod. Es
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decir, estudiamos la estabilidad de alguna soluciones continuas de ecuaciones

de la forma

L)/t(t_ P UAX (s) + h(X(s))ds + Z, t>0, (1)

X(t) :&Jrr(ﬁ

donde 8 € (0,1), A <0, € es la condicién inicial, h es una funcién y Z es la

integral de Young

1 t
Zi=— | (=5
= e Jy

con I' la funcién Gamma, « € (1,2) y 6 es un proceso Holder continuo que
podria representar las trayectorias de un funcional del mbf (inclusive £ puede
ser aleatoria), como lo hacemos en la Proposicién 4.3.5 abajo.

A diferencia de otros trabajos, donde la condicién inicial es una constante,
pensamos que es importante tener a un proceso como condicién inicial debido
a la memoria del sistema. Consecuentemente, podemos considerar a Z en (1)
como una correcciéon del desconocimiento que podriamos tener.

La tesis esta organizada como sigue. La herramienta que necesitamos pa-
ra probar nuestros resultados se encuentra en el Capitulo 1. En particular,
probamos ciertas propiedades de la integral de Young que necesitamos para
algunos de nuestros teoremas y obtenemos la forma de la solucién de la ecua-
cién lineal (i.e. h(x) =0 en (1)). En el Capitulo 2 analizamos la estabilidad
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de tal forma cerrada cuando el ruido es nulo. En el Capitulo 3 también consi-
deramos la estabilidad de sistemas de orden fraccionario con una funcién que
puede ser un proceso como condicion inicial y con un ruido que podria ser
una integral fraccionaria en el sentido de Young con respecto al movimiento
browniano fraccionario. Finalmente, en el Capitulo 4 extendemos los resulta-
dos vistos en los capitulos anteriores para una ecuacion integral fraccionaria
con representacion (1) (i.e. h # 0). Por otro lado, con el propdsito de hacer
mas sencilla la lectura, en los resultados de otros investigadores estan inclui-
das las referencias pertinentes en cada enunciado y los resultados propios no

tienen tal anotacion.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos la herramienta que necesitamos para poder tra-

bajar con algunos sistemas fraccionarios a lo largo de este trabajo.

1.1. La funcién de Mittag-Leffler

Una herramienta importante del calculo fraccionario es la funciéon de
Mittag-Leffler. Puede consultarse el libro de Podlubny [33] para ver una des-
cripcion mas detallada sobre este mapeo. En este apartado enunciamos las

propiedades que usamos. La definimos como

> k

zZ

Bop(z) = =—r, a,b>0,yz€R,
yb(’z) — F(ka/ + b) a y <
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donde T es la funcién Gamma.

Una funcién f definida en (0, 00) se dice ser completamente monoténa si

posee derivadas f™ para todo n € NU {0}, y si

(=1)"f(t) =20

para todo t > 0 (ver [27] y [38]). Una propiedad 1til de la funcién de Mittag-
Leffler es que, para z > 0y a,b > 0, E, ,(—2) es completamente monoténa si
y sélo si a € (0,1] y b > a (ver Schneider [38]). En Podlubny [33] (Teorema

1.6), se prueba que si a < 2 existe una constante positiva C,; tal que

. 2<0. (1.1)

Utilizaremos también el siguiente hecho sobre diferenciabilidad para esta

funcién (ver (1.83) en [33]):

d
p (" Egp(AtY)) =t Egp1 (M), a,b>0, y AER. (1.2)

También, para b > 0 (ver igualdad (1.99) en [33]), tenemos

/ "V, 5 (AsV)ds = 2P By py1(N2). (1.3)
0
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1.2. La integral de Young

En este apartado usaremos las definiciones y resultados desarrollados en
Gubinelli [12]. Estos han sido utilizados, por ejemplo, en Leén y Tindel [19] y
Quer-Sardanyons y Tindel [34], y tratan sobre la integral de Young construida
con un método algebraico.

Para un numero real arbitrario 7' > 0, y k£ > 1,k € N denotamos por
Cx(R) al conjunto de las funciones continuas g : [0, T]* — R tales que g;,..:, =
0 siempre que t; = t;41 para algin ¢ < k — 1. Dicha funcién se llamaré
un (k — 1)-incremento (o simplemente incremento). Note que C;(R) es la

familia de todas las funciones continuas de [0,7] en R. Escribimos C.(R) =
Uk21 Ck(R)-

Definicién 1.2.1. Sea § : Cx(R) — Ci41(R) el operador que satisface

k+1

<5g)t1"'tk+1 - Z(_l)k_igtl---ii---tk+l )

i=1

el stmbolo t; significa que este argumento en particular es omitido.

Por ejemplo, sean g € C1(R) y h € C3(R). Para cualesquiera s,u,t € [0,7]

tenemos

(5g)st =0t —3gs Y (6h)sut = hst - hsu - hut-
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Ademads
(0(69))sut = 9t = g5 = (gu — 9s) = (9t — gu) = 0.

Denotamos por ZCi(R) := C(R) N Kerd = {g € Cr(R) : §g = 0}, para
cualquier £ > 1y BCi(R) := Ct(R) NImd = {g € Cx(R) : g =df con f €
Cio1(R)}, y k> 2.

Lema 1.2.2 ([19]). Sea k > 1 y h € ZC1(R). Entonces existe una f €

Cr(R) (no necesariamente unica) tal que h = 0 f.

Esto implica, en particular, que todos los elementos h € Co(R) tales que
dh = 0 se pueden escribir como h = § f para alguna f € C;(R) (no necesaria-
mente Unica).

Introducimos ahora un nexo importante entre esta estructura algebraica
y la teoria de integracion: sean f y g dos funciones suaves y real valuadas en

[0, T]. Definimos entonces I € C5(R) por

t U
Iy :/ dfu/ dg., para s,t € [0,7]. (1.4)

Usando que

t u
/ dfr:ft_fu: (5f)ut y / dgw = Gu — gs = (59)81“
obtenemos

(5[)sut = [ft - fu] [gu - gs] = (5f)ut(5g)su (15)
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Esta propiedad es 1util: § transforma integrales iteradas en productos de in-
crementos, de este modo podemos aprovechar las regularidades de f y g a
partir de productos de la forma § fdg.

Para el propédsito de nuestro estudio necesitamos discutir propiedades
sobre los k-incrementos, incluyendo la nocién de acotamiento para estas clases
de funciones. Para k£ < 2, medimos la longitud de estos incrementos gracias
a normas del tipo Holder, es decir, si 0 < a1 < ay < Ty f € Ca([ay, az); R),

sean

|frt|
Flifar,a0) = sup
|| ||u [a1,a2] rtclonadltt |t — T|'“

C5([a1, as; R) = {f € Co(R) - || fllfar.00] < 00}

Aqui los espacios de Holder Cf'([a1, az]; R) se determinardn para funciones

g € Ci([ay,as]; R) con norma

HgHu,[a1,az] = H(SQH/L,[al,az}a

y equivalentemente decimos que g € C{'([a1, az];R) si y s6lo si ||g]|,,[a1,as] €5
finita. Observemos que || - ||, a;,02] €5 solamente una seminorma en el espacio
C{L([&l, ag]; R)
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Andlogamente, para una funcién h € Cs3([ay, as]; R) tenemos que

’hsut|
h ai,as] — sup ) 1.6
bl oo = sup o (16)
y
||h“u,[a1,a2] = fnf{ E th pist—pi - h = E :h’“o < pi < ,U,}, <17)

donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones {h; € C3(R)} tales que
h = ), h; y para todas las elecciones de los nimeros p; € (0, ). Por lo

anterior || - ||,,ja1,a,) € una norma en Cs([as, asl; R), y escribimos
C ([ar, az]; R) := {h € Cs([ar, az]; R) : [|A] ] fa1.02) < 00}

Introducimos ahora los espacios C3*([a1, as]; R) := U,is1 G5 ([a1, ao);R) y
ZC3t ([ar, az); R) = C37 N Kerd.

Suponga que f y g son suaves, en tal caso la integral de f con respecto a
g puede ser definida en el sentido de Lebesgue-Stieltjes y luego se expresara
en términos del operador inverso de d, denotado por A que se define como

sigue.

Proposicién 1.2.3 ([12]). Sea 0 < a3 < ay < T. Entonces tenemos:

1. Existe un tinico mapeo lineal A : ZCit([a1, as];R) — C3t([a1, as]; R)

tal que 0N = Idzc§+([ )- Adicionalmente, para cualquier p > 1y

a1,a2];R

12



h € ZC([ay, az); R) obtenemos

1
2# o 2 ’ ’hHIJ‘,[al,aQ]'

HAhHM,[al,az} <

2. Para g € Cy([ay,as],R) tal que g € C3, sea h = (Id— Ad)g. Entonces,

existe f € C1(R) tal que h =6 f. Mds ain

hs = (5f st = lim th tiv1)

‘Hgtl—)
donde el limite es sobre cualquier particion gy = {to = s,...,t, =t}

de [s,t], cuya norma tiende a cero.

La interpretacién del Enunciado 1 es que, para cualquier b € C37([ay, as); R)
tal que 6h = 0 existe un tnico ¢ = A(h) € Cy"([a1,as); R) que satisface
50 = h.

Una propiedad del operador ¢ se da a continuacion.

Lema 1.2.4 ([19]). Para el mapeo 66 : Cx(R) — Ci12(R), se tiene
56 = 0.

Demostracion Es inmediata de la definicion de 6.
0
La notacién y las definiciones dadas antes son con la intencién de po-
der introducir una integral generalizada fst fudgu, con f € Cf([0,T];R),
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g € CJ([0,T];R) y 4+~ > 1 por medio de la herramienta algebraica que se
presentd en esta seccién. Planteamos la metodologia que seguiremos de esta
manera: supondremos de primera instancia que f y ¢ son funciones suaves,
por lo que se puede definir su integral en el sentido de Lebesgue-Stieltjes,
luego procederemos a escribirla en términos del operador A. Con este proce-
dimiento llegaremos a una extension de la nocion de integral que coincidira

con la de Young dada en [40].

Para identificar mas facilmente que estamos trabajando con integrales que
representaremos a partir de la nomenclatura de este apartado, escribiremos
Jst(fdg) en vez de fst fudg,. Procedamos entonces como se dijo anteriormen-
te. Sean f y g dos funciones suaves definidas en un intervalo [0,77], en este

caso, la integral seria
t
[ sy

Podemos escribir esto como

Tst(fdg) = / Judgy = f8(5g)st+/ (0f)sudgu = fs(0g)st+T(6 fdg). (1.8)

Analizando el término J(6fdg) € Co(R) que aparece en (1.8), en vista de
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(1.4) y (1.5), vemos que, para s, u,t € [0,7T],

Por lo que h es un elemento de C3(R) con dh = 0 (debido al Lema 1.2.4).
Nétese que, si f € CF([0,T];R) y g € C{([0,T];R), en vista de (1.6) y (1.7),
se sabe que h € CJ +”(R), por lo que se ha comprobado la regularidad de h.
Por lo tanto h € ZC§+7(R), si k+7 > 1, que es el caso cuando las funciones

f v g son regulares. Por lo anterior (Proposicién 1.2.3), la expresién J (§ fdg)

se puede reescribir como

J(6fdg) = A(h) = A(dfdg),

relacionando esto con (1.8), se obtiene

Tst(fdg) = fs(6g)st + At (6 f0g). (1.9)

Observemos que el lado derecho de (1.9) estd rigurosamente definido siempre
que el incremento f sea un elemento de Cf([0,7T];R) y el incremento g de
C/([0,T];R), con v + k > 1. Usaremos el siguente resultado para establecer

nuestra nocion de integral.
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Teorema 1.2.5 ([19]). Sean f € C{([0,T];R) y g € CJ([0,T];R), donde

k4~ > 1, y definamos

Ta(fdg) == fs(09)st + Ast(0f6g).
Entonces

(1) Siempre que f y g son suaves, Ju(fdg) coincide con la integral clasica

de Riemann-Stieltjes.

(2) La integral generalizada J(fdg) satisface

| Ta(fdg)| < N1 flloofs.tll9l it = 817 + eyl [f [Ikgs.tl19] s [t = 5177,
con ¢y = (277 —2)7L,

(8) Tenemos

J«(fdg) = lim Z Jt:09t:t:415

stl
donde el limite es sobre cualquier particion llg = {to = s,...,t, =t}
de [s,t], cuya norma tiende a cero. En particular, Jy(fdg) coincide

con la integral de Young.

Note que el resultado anterior se sigue directamente de la Proposicion
1.2.3. Este teorema es importante porque da una relacién entre las sumas de
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Riemann-Stieltjes y la integral de Young, ademads provee una estimacion para
J, por lo que podemos controlar las convergencias de las integrales definidas
de esta manera, como lo hacemos en algunas pruebas en esta seccion. Es im-
portante recalcar que esta integral ha sido extendida en diferentes direcciones
por Zéahle [41], Gubinelli [12], Lyons [22], Friz y Hairer [11], etc.

El siguiente resultado es una version del teorema de Fubini para la integral

de Young.

Lema 1.2.6. (Teorema del tipo Fubini) Sea {05, s < t} una funcion ~y-Hélder

continua y [ > 0. Entonces, para o > 1 tal que o+ v — 2 > 0, obtenemos

; t _39+ﬁ—1 _ 1 ! _Tﬁfl TT_ngl r
fe+ ) [ s as, NORE [ [ s anar
(1.10)

Observacion Note que las integrales en (1.10) estan bien definidas debido a
que p — 14+ > 1.
Demostracién Sea Iy, = {sy = 0, s1,...,S, = t} una particién finita del

intervalo [0, ¢] tal que |IIp;] — 0. Entonces del Teorema 1.2.5 se tiene que

1 t
_ t — s)etP1qg,
e A
n—1
— 9+B 1 (0s,., —0s,) ] -
|H0t|4>0< Q"'_/B ; i+1 ’L))

17



Recuerde que
t
r
/ (t —u)*H(u—7)""du = M(t — )l g b > 0. (1.11)

Por lo que podemos escribir

1 t +6-1
= =)t
T'(o+p) /o (t=s) ’

= lim ;"—1 t B P Y B
_|nﬂﬁo<p(g)p(5);/8i(t )" (r = si) dr(0s,, 081.)>

= lim L t — )Pt
= o (F(Q)F(ﬂ)/()(t )

X (i 1[Si,t] (T) (T - Si)g_l('gsi-u - 981)) d?“)

= lim ; ' —r Bs—1 r— s, o—1 _ ,
B |H10t\—>0 (F(Q)F(ﬁ) /0 <t ) Z( 1) (08i+1 esz)d > .

s <r

Del Teorema 1.2.5 tenemos que, para algtin iy € {0,...,n — 1}

Z(T - 51')971(95”1 - 951) = j()r((r - ')Qilde)

s <r

+ (T - Sio)g_1(0810+1 - 07")]'(51'073i0+1]<r)'
Analicemos los ltimos dos sumandos de la igualdad anterior. Usando que

0 — 1> 0y las condiciones sobre 6 se tiene

|(r — Sio)gil(e - 97”)1(82‘0,8104—1](7")‘ —0

Sig+1
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si |IIp¢| — 0. Note que las propiedades de los operadores A y ¢ (ver Proposi-

ci6n 1.2.3) nos permiten escribir, para algin C' > 0,

i
L

n
< C10]]5,10,1 Z |si1 — 8|27,

k=0

(A =21 00)prisane)

s
Il
=)

en vista de que o — 1 + v > 1 esta cantidad es acotada y converge a cero
si [TIg;] — 0. Entonces, el teorema de convergencia dominada implica que la

igualdad (1.10) es cierta.

Necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.2.7. Sean f € C{([0,1]), g € C;([0,t]) y 0 € C]([0,t]), donde T, \, v €

(0,1) y 7+ v, A+ v € (1,2). También sea § = Jo 9(s)dbs en [0,t]. Entonces
¢ } ¢
[ s = [ )(s)ao.
0 0

Demostracién Sea Iy, = {sy = 0,s1,...,S, = t} una particién finita del
intervalo [0,¢]. Entonces, por la Proposicién 1.2.3 (Enunciado 2) existe una
constante C' > 0 tal que
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Il
=
wn
z
\m
| =

t
Q.
Qb
|
KH
CI)
=
03
N
QU
Cb

k=0 Sk
n—1 Skl -1
= Z f(Sk)/ (g<3) - Z Sk Skl 6959)
k=0 Sk k=
n—1
< Ollflloe 3 Istr1 — 57— 0
k=0

si |IIp;| — 0. El resultado se sigue de esto y del Teorema 1.2.5 (Inciso 3).

Ahora damos un criterio de convergencia de la integral de Young.

Lema 1.2.8. Sean 0 una funcién vy-Hélder continua en [0,t], A € R, o €

(1,2) y > 0 de manera que o+ — 2 > 0. Entonces tenemos

n Ak t t
lfm —/ t—skﬁﬂ’ldes:/ t—5)0 " Eg (At — 5)7)db.
IO DS rard AU (=) BalAt = 5))
(1.12)

Observacion 1.2.9. Note que la dltima integral en el lado derecho de (1.12)
estd bien definida. En efecto, sea kg € NU {0} tal que k8 + o — 1 < 1 para
k <ko, v kB+o0—1>1parak > ky. Entonces, para s, § € [0, ], tenemos
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(- 5>Q_1E,8 o(A(t = 5)7) = (t = 5)°7 Bg o (At — 5)7)|

Z ‘A! |s ’kﬂ—i—@ 1 00 ]A‘k‘(t _ S)kﬁ—i-g—l o (t . 5)k6+g—1’
< [(kB + o) Rt T'(kB+ o)
= L+l (1.13)

Note que
ko
s APk B
I < —_ o—1 (|— < _ Q—IE AtB ) 114
1< |s—§ X_:F(kﬁ+g) <|s—§ 5.0(|A|t?) ( )

Ahora, del teorema del valor medio tenemos

o~ AF(RB + o — 1)tkBte=2 oo
L<|s—3 > < |s— §[t*2Eg o1 (JA[t7).
Mt (kB + o)

Por lo tanto (1.13) y (1.14) implican nuestra afirmacién debido a que v+ o —

1>1.

Demostracion del Lema 1.2.8 Escribimos, para m € N, la funcién

L

Para probar nuestro resultado, solamente necesitamos observar que, para m

suficientemente grande

% k
sup | fin(8)| = sup Z A—(t — 5)Mitet

s<t s<t = T(kB + o)
< ¢ot A —0
< Tt o)

21



si m — 00, y analogamente

B e

sup | fy,
s<t

s<t = T(kB+0)
= AlFtho
<2y AT
B ; T'(kB+o0—1)

si m — oo. Este procedimiento, la definicion de la funcién de Mittag-Leffler

y el Teorema 1.2.5 implican el resultado.

O

Necesitamos el siguiente lema para poder probar estabilidad de algunas

ecuaciones gobernadas por el mbf (ver Teorema 3.2.6 abajo).

Sea I un intervalo. Sea C''(I) la clase de funciones diferenciables en I.

Lema 1.2.10. Sean 7,v € (0,1) tal que 7+~ > 1. Suponga que 6 € C{([0,t])

y h e C'((0,1)) N CT([0,1]) es tal que h € L([0,t]) y h(0) = 0. Entonces,

/ot At = s)d0s = /Ot h(s)(0e—s — 0o)ds.

Demostracién Sea IIp; = {sg = 0,...,s, = t} una particién finita del
intervalo [0, t]. Usando las hipétesis de 6 y h, y el teorema fundamental del
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calculo, obtenemos

t n—1
_ — i _
| =0, = i (e = 50) 0 = )
n—1 t—sk
= 1
dip 2 ([ o) O
t. n—1
= i lios—s p R .
s/ h(s) 2 0,65 (k) (Osp.y, — b5, )ds

Observemos que la suma en la tdltima igualdad es telescopica, de este modo

/ot It = s)dd = /Ot h(s)(0e—s — 0o)ds.

Aqui, en lado derecho de la expresion anterior hemos usado el teorema de
convergencia dominada.

O

En lo que sigue de este apartado introducimos algunos conceptos adicio-

nales que necesitamos para definir la integral hacia adelante como lo hicieron

Russo y Vallois [36], y veremos el caso cuando ésta coincide con la integral

de Young. En el siguiente resultado suponemos que todos los procesos estan

definidos en un espacio de probabilidad (2, F, P).

Definicién 1.2.11. Una familia de procesos estocasticos medibles {Mt(E)}te[QT]
converge uniformemente a un proceso limite {M}icior) en probabilidad en
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0,7 si

P( sup | MY — M| > e) 0,

t€[0,T]

st e — 0.

En la literatura abrevian este tipo de convergencia diciendo que la familia

de procesos converge en el sentido ucp.

Definicién 1.2.12. Un proceso Y tal que satisface que, para cualquier a > 0,

/ |Yi|dt < 00, c.s.,
0

se dice pertenecer a la clase L, (Ry).

Sean X = {X;};>0 un proceso continuo y Y = {Y;};>¢ un proceso con

trayectorias en L} (R, ). Escribimos

Xs e_Xs
Dot " Pigs, t>0ye > 0.
€

(e, Y,dX)(t) = /tys

Definicién 1.2.13. Suponiendo que el siguiente limite en el sentido ucp

existe, definimos a la integral hacia adelante como

¢

/ Yd X = lim I (¢,Y,dX)(t)
0 e—0t

El siguiente resultado da la relacién entre la integral de Young y la integral

hacia adelante.
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Proposicién 1.2.14 ([36]). Sean X y Y dos procesos con trayectorias en
C([0,1]) y CP([0,t]) casi sequramente, respectivamente, con o+ § > 1y
o, > 0. Entonces, la integral hacia adelante fo Yd~X coincide con la de

Young.

1.3. Forma cerrada de la solucion de ecuacio-

nes lineales del tipo Volterra

Consideremos la ecuacion lineal de Volterra

X(t) =&+ ﬁ /Ot(t — 5P LAX (s)ds + ﬁ /Ot(t —s)*7dh,, t>0.
(1.15)
Aqui, la condicién inicial £ = {&;,t > 0} es acotada en conjuntos compactos
y es una funcién medible, § € (0,1), A € R es una constante arbitraria,
a€ (1,2) y 0 ={0s,s >0} es una funcién y-Hélder continua con v € (0,1).
En esta seccion obtenemos la representacién de la solucion de nuestra
ecuacién (1.15) en términos de funciones de Mittag-Leffler. Es decir, usamos
un procedimiento iterativo, el llamado método de Adomian para este fin (ver,
e.g. Junsheng et al. [16] y Miller y Ross [26]).

Analicemos el siguiente resultado para ver que la ecuacién (1.15) tiene
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una unica solucién.

Lema 1.3.1. Sean o € (1,2) y0 € C7([0,T]), donde —1+~ > 1. Entonces,

la integral

t
7, = —/ (t—s)*~ld,, t>0,
0

es continua en [0, 7).

Demostracién Sean t1,t; € [0,T]. Sin pérdida de generalidad supongamos

t; < t,. Entonces, el Lemma 1.2.10 implica

to t1
|Zt2 — Zt1| = Ca / Sa_2(0t2_5 — Qg)ds — / Sa_Q(etl_S — 00)(13
0 0

IN

12) t1
C’a/ sa_2|0t2_s — bylds + C’a/ sa_2|9t2_s — 0y, _4|ds

t1 0

to tl
Call0]. 10,17 (Tv/ s 2ds 4 |ty — 751!7/ so‘_zds)
t1 0

= CUy =t 4|ty —t1]"), Co,C >0,

IN

lo que da que el resultado es cierto.
O
Como £ es acotada y medible en conjuntos compactos, la existencia y
unicidad para la solucién de la ecuacién (1.15) es una consecuencia inmediata
de las iteraciones de Picard, de las propiedades de la funcién de Mittag-Leffler
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y del Lema 1.3.1, esto es, definimos inductivamente para n € N

1 t
(0) — Z Z — - _ a—1
X €%, con& =&+ o) /0 (t —s)* " dbs

XMW(t) =¢7 + ﬁ /Ot(t —5)PTAX D (s)ds, te0,T).

Entonces, como &7 es acotada en [0,7] (|¢Z] < M, para todo t € [0,T],
M > 0) se tiene que, para t € [0,7],

A|ktk,6’ e |A|ktkﬁ
XM (¢ <M | <M — — 0
X0 - > =M Y me

si m — oo (ver también el libro de Podlubny [33]). En particular, si X (¢) =
1M, 00 X ™ (t), entonces X es una solucién de (1.15) y

|A|ktk6

_ B
Fg T = MBsallAl)

X ()|<M+MZ

Asi, X es también acotada sobre compactos. Observe que, para probar la
unicidad, el procedimiento es analogo a lo hecho anteriormente. Ademas, si £
es continua, entonces X también lo es debido al Lema 1.3.1. En efecto, sélo
hay que probar t — fot(t—s)ﬁ_lX(s)ds es continua. Supongamos que to > t1.
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Entonces

to t1
| / (ts — )71 X (5)ds — / (h — ) X (s)ds
0 0
to t1
< M/ (tQ—s)f“dHM/ (s — 5)P~1 — (t1 — 5)*|ds
t1 0
<C(ta—t1)° + CI] + (b — 1) —15], C >0,

lo cual demuestra nuestra afirmacion.

Ahora deducimos la forma cerrada de la solucién de (1.15).

Lema 1.3.2. Sea § € (0,1), A€ R, a € (1,2), {0s,s € [0,T]} una funcion
v-Hélder continua con y € (0,1) y y+a—1> 1, la condicion inicial {£s,s €

(0,71} es una funcion acotada. Entonces, la ecuacion (1.15) tiene la solucion

X(t) =&+ A /Ot<t — )P B (At - 5))euds

t
+/ (t —5)* ' Ego(A(t —5)%)do,, 0<t<T.
0
Demostracién Recuerde que (ver (1))

1 t o1
Zt:m/o(t—s) ao,.

Iterando la ecuacion (1.15), usando el Lema 1.2.6, la igualdad (1.11), y el
teorema de Fubini podemos escribir
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Xt = &+ A t(t — ) ds + Z, + —— A t(t — 571 Zds
F(ﬁ) L(B) Jo

// (t —5)7 (s — 51)° 71 X (s1)ds,ds

_ — s s A ' _SﬁJrafl
— 6t <ﬁ>/o(t VPleuds + 7, + —wa)/o(t Joradg,

A / (= 21X (5)ds. (1.16)

TR

Ahora usamos induccién en n. Por lo que podemos suponer que la igual-

dad

Ak ¢
fﬂrz k;ﬁ / (t — s)*8- 1§Sd3+zm/(t_8)kﬁ+aldes

An+1

ICEDE / (t = )1 X (s)ds

es cierta. Asi, una iteracién adicional da

— - A* ' kp—1 - A* ! kB+a—1
Xt)—ft‘F;W/o(t—S) fsds—{—kzzom/o(t_s) + do,

An+1 t ()51
+ — t — g “led
Mo, €9 e
An+1 ) ) 1
! L(a)T((n+1)8 / / )T (s — 1) dbsy ds
A”H (n+1)ﬁ 1 B—1
* I'((n+1)8 / / (s —s1)" 7" X (s1)ds1ds.

Procedemos como en (1.16) (i.e., aplicamos el Lema 1.2.6 y usamos el teorema
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de Fubini), obtenemos

«— Ak ' kp—1 S A" ' kB+a—1
X(t):§t+;m/o(t—5) fsd3+;m/o(t—s) talde,
An+2

R t — ) 281X\ ds .
+F((n—|—2)ﬁ)/0(t ) X(s)ds, t€l0,T]

Asi, en la primera suma hacemos el cambio k—1 = j, j € NU{0}. Finalmente,
del hecho de que X es una funcién acotada en [0, 7] se deduce que el iltimo
sumando converge a cero cuando n — oo. Entonces, el resultado es una

consecuencia inmediata del Lema 1.2.8.

O

Observacion Note que en vista del procedimiento iterativo de la prueba de
este lema podemos tener una ligera generalizacion del lema de Gronwall en

este contexto. Por ejemplo, suponga adicionalmente que A > 0, y que

X(t) <&+ ﬁ/o (t — s)P"PAX (s)ds + ﬁ/o (t — s)*tdb,.

Consecuentemente, en este caso, también podemos aplicar la metodologia de

esta prueba.
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1.4. Teoremas de existencia y de compara-

ciéon de ecuaciones integrales

A continuacion consideramos ecuaciones integrales de la forma

1 [ 1
_)/O(t_s)ﬁ k(s, X(s))ds, te[0,T], (1.17)

X(t):$0+r(ﬁ

donde 5 € (0,1), zp € R es la condicién inicial y el nicleo k£ es una funcién
continua. Esto es, damos resultados que garantizan, bajo ciertas condiciones,
la existencia de al menos una solucién continua de ecuaciones como (1.17).
Sea A un conjunto. Denotamos por C'(A) a la familia de funciones conti-
nuas en A. Ademds, escribimos Ry := {(t,z) : t € [0,a] y |x — zo| < b}, con
a,b > 0 finitos. El siguiente resultado es un teorema del tipo Peano, es decir,

un teorema de existencia para ecuaciones con representacién (1.17).

Teorema 1.4.1. ([18]) Suponga que k € C(Ry,R) es acotada en conjuntos
compactos de [0,T] x R (i.e., si M C R es un conjunto compacto, entonces
existe M € Ry tal que |k(t,z)| < M, para (t,z) € [0,T] x M). Entonces la
ecuacion integral (1.17) posee al menos una solucion en 0 < t < 7, donde

7 =min(a, [ZT(8 + 1)]V/9).

Podemos enunciar el siguiente resultado de existencia global.
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Teorema 1.4.2. ([18]) Suponga que k € C(Ry xR, R), g € C(Ry xR4, Ry)

con g(t,u) una funcion no decreciente en u para cada t y
|kt )] < g(t, |2]).

Ademds, existen las soluciones locales de (1.17) y la solucién maximal del

problema

1 [ 3
u(t) = up + m/o (t —s)""g(s,u(s))ds, t€0,T),uy>0,

también existe en R.. Entonces el intervalo mds grande de existencia de

cualquier solucion de (1.17) con |zo| < ug es [0, 00).

En este trabajo usamos métodos de comparacién para obtener la esta-
bilidad de algunos sistemas fraccionarios. Es posible encontrar teoremas de
comparacién en la literatura para ecuaciones fraccionarias de evolucién (ejem-
plos de estos son los Teoremas 2.1 y 2.2 de [18]), pero, desafortunadamente
estos resultados no son ttiles para nuestros propésitos. Por lo tanto, damos el
siguiente lema, que es una version del Teorema 2.2.5 en Pachpatte [32] y nos
permite probar la estabilidad de algunas ecuaciones semilineales que estudia-
mos (ver Capitulo 4 abajo). De este modo, este resultado es fundamental en

el desarrollo de esta tesis.

Lema 1.4.3. Sea k : [0,7] x R — R una funcion tal que:
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i) k(-,z) es medible en [0,T] para cada x € R.
ii) Existe una constante M > 0 tal que |k(s,z) —k(s,y)| < M|z —y| para
cualquier s € [0,T] y z,y € R.
iii) k es acotada en conjuntos acotados de [0,T] x R.

iv) k(s,-) es no decreciente para cualquier s € [0,T].

También, sea B € R, € (0,1), con x ey dos funciones continuas en [0,T]

tales que

t
z(t) < y(t) —I—/ (t —s) " Eg5(B(t — s)")k(s,z(s))ds, te[0,T]. (1.18)
0
Entonces x < u en [0,T], donde u es la solucion de la ecuacion
¢
u(t) = y(t) + / (t — )" Eg 3(B(t — 5)")k(s,u(s))ds, t€0,T]. (1.19)
0

Observacion Las suposiciones sobre k implican que (1.19) tiene una unica
solucién continua. Esto es, sean t1,t2 € [0,T]. Suponemos sin pérdida de
generalidad que ty > t1, de este modo, usando que y es una funcién continua

solamente tenemos que analizar la cantidad




Primero supongamos que (1.19) tiene una solucién acotada. Note que debido

a la Hipotesis iii) existe M > 0 tal que
to

<M / (ts — 8)7 B 5(B(ts — 5)°)ds

t
t1
+ M/ [(tr = 8)" "' Bp 5(B(t1 — 5)%) = (t2 — 5)" " B g(B(ts — 5)7)|ds
0
=17+ I, ti,ty €10,T),ty > t.

Para la primera integral, en vista de (1.3)
to—1t1
Iy = M/ s" " Eg5(Bs”)ds = M(ts — t1)° Eg g1 (B(t2 — t1)"),
0

y esta expresion tiende a cero si t; T t5 debido a la continuidad de la funcion
de Mittag-Leffler y que 8 € (0,1).

El segundo sumando puede tratarse como sigue.

<M / (b — )| Bss(Blts — 5)°) — By s(B(ts — 5)%)|ds
+ M/ (t1 =)' = (ta — )" ") Eg p(B(ta — 5)°)ds
= ]51 + 15,2

Como Ej 3 es una funcién continua en [0, 7], dado € > 0 tenemos

t1
Iy, < ME/ (t; — 5)°"ds,
0
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para to, — t; suficientemente pequeno. Para 1572, existe una constante C' > 0

tal que

t1 t2
n,<c (/ s771ds —/ 85_1d8) =
' 0 to—t1

y esta cantidad tiende a cero si t; T to. Finalmente, las Hipdtesis i)-iii) im-

= Q

(tf —t5 + (ta — t1)5> :

plican que (1.19) tiene una tunica solucién continua tomando en cuenta la
metodologia anterior. En efecto, solo hay que aplicar el método de Picard
(ver el anélisis realizado para demostrar la existencia y unicidad de la solu-

cién de la ecuacion (1.15)).

Demostracién Sea G : C([0,7]) — C([0,T]) dado por

La observacién anterior implica que G esta bien definida. Esto es, G(z) es
una funcién continua para cada z € C([0,T]). Recuerde que para cualquier
funcién z € C([a, b]), la notacion ||2|[e (a4 significa sup;e(, 4 |2(¢)]. Entonces,
de la continuidad de Ej3 4 y la hipdtesis ii), existe una constante M > 0 tal
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que, para cada z,z € C([0,7]), tenemos
(G2)(t) = (G2) ()] < M | (t =) k(s, 2(s)) — k(s, 2(s))|ds

< MM | (t—5)°"Yz(s) — 2(s)|ds

MM
< TTﬁHz — Z||ooo,r),  parat e [0,7].

Similarmente, para T < T, podemos ver que

MM

192 = Gelloojor < —5— Iz = Zlloejory T

Consecuentemente, si 7% MTM < 1, G es una contraccién en C([0,T]). Asi, la
sucesion v, 11 = Gu,, con vy = x, es tal que v, (t) = u(t) y v, (t) < vpya(t)
para t € [0,T], debido a la Hipétesis iv), (1.18), y que Egs es una funcién
completamente monétona. Tenemos que el resultado es cierto si escribimos
T en vez de T.

Ahora, suponga que el lema es cierto para el intervalo [0,n7], n € N.

Entonces, de (1.18) podemos escribir
nT

o0) Sy)+ [ (6= ) BpalBlt — (s, a(s))ds
0

- /T(t — 8) T By 5(B(t — )7 )k(s, x(s))ds

< g(t) + / (t — s) " Eg5(B(t — 5)")k(s,z(s))ds, t€ [nT,(n+1)T],

T

Mﬂzy@%ﬁfl@—Q”ﬁth@—Q%M&M$M&
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Finalmente, definiendo G™ : C([nT, (n + 1)T]) — C([nT, (n + 1)T]) como

(GM2)(t) = §(t) + / (t — 8)" L Eg 5(B(t — 5)")k(s, 2(s))ds,

T

y usando el hecho de que la ecuacién (1.19) tiene una tnica solucién continua
debido a las Hipdtesis ii) y iii), podemos proceder como en la primera parte

de esta prueba para ver que x < u en [0, (n+ 1)T]. Por lo tanto, el resultado

se sigue usando induccién en n.

1.5. El movimiento browniano fraccionario

En esta seccion damos un breviario acerca del movimiento browniano
raccionario (m r ropi ue tien rque sera utiliz r
fraccionario (mbf) por las propiedades que tiene, y porque sera utilizado para
perturbar ecuaciones integrales estocasticas. Aqui suponemos que trabajamos

en un espacio de probabilidad completo (2, F, P).
Definicién 1.5.1. El mbf es un proceso centrado (i.e., EB, = 0), gaussiano
{Bi}t>0, con By =0, y que satisface
Ru(s,t) := Cov(By, By)
= E(B,B)
_ %Var(Bl)(tzH F 2 sPH), s> 0.
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Normalizamos al mbf tomando Var(B;) = 1.

Noétese que, si H = 1/2, el proceso correspondiente seria un mb ordinario.
Sin embargo, hay que recalcar que, para H # 1/2, los incrementos no son
independientes. El parametro de Hurst, H € (0, 1), determina el signo de la
covarianza de incrementos futuros y pasados. Es decir, la covarianza entre

dos incrementos By, — By y Bsip, — Bscon s+ h <tyt—s=nhes

1
RH(?”L) — §h2H[(n + 1)2H + (n . 1)2H o 2n2H]
~ hHPHEH - 1)n*? —0

si n tiende a infinito (ver Nualart [30]). Entonces, se tiene que:
i) SiH >1/2, Ry(n) >0y >~ Ru(n) = ooc.
i) Si H <1/2, Rg(n) <0y >~ |Ru(n)| < co.

Observacion En i) tenemos que dos incrementos de la forma By, — B, y
By op— By p, estan correlacionados positivamente y se dice que el proceso tiene
la propiedad de memoria larga. En ii) los incrementos estén correlacionados
negativamente y decimos que hay intermitencia.

Al mbf de pardmetro H frecuentemente se le denota por B (y asf lo

haremos aqui).
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En vista de la definicion del mbf se afirma que es un proceso con trayec-
torias continuas debido al teorema de continuidad de Kolmogorov (ver [8]).
Mas atn, para todo € > 0 y T > 0, existe una variable aleatoria no negativa

Ger tal que E(|G.r|P) < oo para todo p > 1,y
B = BJ| < Gerlt — s,

para todo s,t € [0,7]. Esto significa que el pardmetro H controla la regu-
laridad de las trayectorias, que son Hoélder continuas de orden H — € para
cualquier € < H.

Ahora, veremos que el mbf tiene una representacién integral en términos
del movimiento browniano W. En uno de nuestros resultados trabajaremos
con el caso H > 1/2, por lo que, en lo que sigue de este capitulo damos algu-
nas propiedades de B satisfaciendo H € (0,1/2). Defina el nticleo cuadrado

integrable
t
Ky(t,s) = cHsl/Z_H/ (u— )32 =12y, s <t,

donde cy es una constante que depende de H. Este ntcleo es diferenciable,

esto es

H—1/2
%(t, s) =cy (—) (t—s)H32 s<t
s
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Asi, el mbf de parametro H puede ser escrito como (ver [1])
t
Bl = / Ky(t,s)dW,, t>0,
0

donde W es el movimiento browniano ordinario.

1.6. La integral de Skorohod

En lo que sigue damos algunas definiciones béasicas del llamado Célculo
de Malliavin con el proposito de definir la conocida integral de Skorohod u
operador de divergencia §. Recordemos que tenemos que H > 1/2.

Sea H el espacio de Hilbert definido como la cerradura de las funciones

simples E C H en [0, 7] con respecto al producto escalar

<1[O,t}7 1[0,S]>H = RH(S7 t)

El mapeo 1, — B/ se extiende a una isometria de H a L?(Q), denotada

o> BH(g).
Necesitamos introducir un subespacio de funciones de H. Sea |H| el es-

pacio lineal de funciones medibles ¢ definidas en el intervalo [0, T] tales que

T T aK 2
||‘P||\2m ::/o (/ |90r|8—rH(s,r)dT) ds < 00.
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Ademds, se tiene que para ¢ € |H|, la desigualdad (ver Nualart [30])

el < ballellpyaory),  bm > 0. (1.20)

Note que, de esta estimacién se sigue la contencién LYH((0,T)) c [|H]|.
Ademas by es independiente de T

Por otro lado, fijemos H € (1/2,1). Sea f € C;° (es decir, f y sus
derivadas parciales son acotadas) y S el conjunto de las variables aleatorias

de la forma

F = f(B¥(¢1),...,B"(¢n)), n>1, (1.21)

con ¢; € H. Definimos a DF' como la variable aleatoria con valores en H tal
que
DF = _(BH(¢1)=7BH(¢TL))¢M

el
estoes, D : S — LP(;H) es el operador derivada de una variable aleatoria
con representacién (1.21). Mds ain, D es un operador cerrable de L () en
LP(Q;H) (ver [30]) para cualquier p > 1. Denotamos por D* a la k-ésima
iteracién de D para cualquier & > 1. El espacio de Sovolev D' es la cerradura

de S con respecto a la norma

|1F][3 == E[F|* + B[ DF][3,.
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El operador de divergencia o integral de Skorohod es el operador adjunto

de D, y esta definido en términos de la relacién de dualidad
E(Féu) = (DF, u)y, (1.22)

donde u € L*(2;H). Si existe §(u) € L*(Q2) tal que (1.22) se cumple, decimos
que u pertenece al dominio del operador é y lo denotamos como u € Domd.
En este caso d(u) es la integral de Skorohod de w.

La siguiente proposiciéon nos dice el caso cuando la integral de Skorohod

de un proceso coincide con la integral hacia adelante.

Proposicién 1.6.1. ([1]) Sea u = {us,t € [0,T]} una funcidn que yace en

el espacio |H|. Entonces la integral hacia adelante existe y ademds
T
/ wd” B = 6(u), ag > 0.
0

El lado izquierdo es la integral hacia adelante de u con respecto a BY dada

en la Definicion 1.2.13.
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Capitulo 2

Ecuacién lineal del tipo

Volterra

En este apartado trabajamos con la ecuacion lineal fraccionaria

L) /Ot@ —5)TAX (s)ds, t>0. (2.1)

X(t):ft+r(5

Como antes, la condicién inicial £ = {&,t > 0} es una funcién acotada en
conjuntos compactos de R, y medible, 5 € (0,1) y A € R es una cons-
tante arbitraria. Lo que hacemos es utilizar el Lema 1.3.2 para analizar la
estabilidad de la solucién de (2.1) cuando A < 0.
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2.1. Estabilidad de ecuaciones integrales li-
neales de Volterra para diferentes condi-

ciones iniciales

Tratamos la estabilidad de la solucién de (2.1) considerando diferentes ti-
pos de condiciones iniciales. Los resultados estudiados aqui son la herramien-
ta basica para establecer la estabilidad de ecuaciones integrales fraccionarias
de la forma (1.15).

Por otro lado, en este trabajo estudiamos varios criterios de estabilidad
para diferentes clases £ de condiciones iniciales. Algunas veces £ es un sub-
conjunto de un espacio lineal normado X de funciones continuas equipado
con la norma || - ||x. En otras palabras, consideramos espacios lineales nor-
mados (X, || - ||x). Principalmente, a lo largo de esta tesis, tratamos con las

siguientes clases de condiciones iniciales.

Definicién 2.1.1. Tenemos las siguientes definiciones de espacios lineales:

1. Si la condicion inicial £ es continua en [0,00) y existe £, € R tal que,
dado € > 0, existe tg > 0 talque |5 — Exo| < € para cualquier s > t,
decimos que & pertenece a la familia .
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2. &% es el conjunto de todas las funciones & de clase C'(R.) (i.e. £ tiene

una derivada continua en Ry ) tal que

C
1th’rn GI/tP =0 y €] < = bara algin v € (0,8) y C € R.
00 v

(2.2)

3. &3 es la familia de funciones continuas de la forma

1 t -1
&= / (t — syt g(s)ds, (2.3)

con g € L'([0,00)) N LP([0,0)), n € (0,5 +1) yp > %\/ 1.

Los conceptos de estabilidad que analizamos son los siguientes.
Definicién 2.1.2. Sea £ C X. La solucion X de (2.1) se dice ser:

i) globalmente estable a lo largo para la clase £ (o globalmente E-estable

a lo largo) si X (t) tiende a cero cuando t — oo, para cada & € E.

i) E-estable si dado € > 0, existe § > 0 tal que || X||oo j0,00) < € para cada

¢ € & satisfaciendo ||E||x < 0.

ii1) asintoticamente E-estable si ésta es E-estable y existe § > 0 tal que
limy oo X(t) =0 para cualquier £ € € tal que ||{||x < 9.
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Observe que, si la condicién inicial £ de la ecuacién (2.1) es un proceso
estocastico en vez de una funcién determinista, tal ecuacion integral seria
aleatoria que se resuelve trayectorialmente (i.e., w por w). Por lo tanto, en lo
que sigue de este trabajo, suponemos que todos los procesos estan definidos
en un espacio de probabilidad completo (€2, F, P), aunque no se vuelva a

mencionar.

Proposicién 2.1.3. Suponga que la constante A es negativa, § € (0,1).
Entonces, la solucidn de (2.1) es globalmente £ -estable a lo largo, para

i=1,23.

Observacion Sean A y & aleatorias. Note que si A(w) y &(w) satisfacen las
condiciones de la Proposicion 2.1.3 trayectorialmente, entonces la solucién
de (2.1) es globalmente £®-estable a lo largo w por w (i.e., X (w,-) es global-

mente £€-estable a lo largo para cualquier w € Q), para i = 1,2, 3.
Demostraciéon Dividimos la prueba en tres partes.

Paso 1. Primero suponemos que £ € £V, Del Lema 1.3.2 podemos escribir

X (t)] = §t+A/O (t — )" Eg (At — 5)7)¢,ds

&+ A/Ot(t — 5) T Eg g(A(t — 5)%)(& — &)ds

T A8, /0 (t — )"~ By (At — 5)°)ds|
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Ahora, usando (4.8) en [16], obtenemos
¢
1+ A/ (t — s)? " Eg 5(A(t — 5)°)ds = Eg1(At°).
0
Asi

X (t)] < |&Es1(A)| + ‘A/O (t—s)" " Eg (At — 5)")(& — &)ds| .

Sea ¢ > 0 arbitrario y fijemos ty > 0 tal que |, — &| < e, para s,t > t.

Entonces, para t > 1,
[ X(8)] < L(t) + LIo(t) + I3(t),

con

Y

L(t) = |&Esa(A°)],  L(t) = ‘A/O O(t — 5) T Eg g(A(t — 5)°)(& — &)ds

A [ (¢ =5/ Bas(Alt - 9)°)(6 ~ €)ds|

to

L(t) = ‘

Usando que ¢ es acotada por hipétesis y (1.1), tenemos

&l ,
Il(t) = |£tEg’1(AtB)‘ S Cﬁ’ll—H—tAW7 para algun 0571 > 0, (24)

y esta cantidad converge a cero cuando ¢ tiende a +oo.

Sea M > 0 tal que |§,| < M/2, para cualquier s > 0. Se tiene que

(t—s)P!
1+ |A|(t - s)?

ds,

to to
L) < M|A|/ (t— )71 By (At —s)P)ds < CMM/
0 0
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entonces I5(t) converge a cero cuando ¢ tiende a 400, debido al teorema de

convergencia dominada.

Finalmente, usando la propiedad del limite de & y de la igualdad (1.3)

obtenemos

L(t) < e|A| /t (t— 8)P LBy 5(A(t — 5)%)ds < ] 4] /0 (t— )P LB, 5(A(t — 5)°)ds

= €|A|tBE575+1(Atﬁ) < eC.

Esto termina la prueba del paso 1.

Paso 2. Ahora, ¢ pertenece a £?). Usando el procedimiento del Paso 1

obtenemos

X (6)] < |&Es1(A%)| + ‘A /0 (t =) " Egp(Alt — 5)°)(& — &)ds

S {gtEg71<AtB)‘ + C|A‘ /0 (t - S)BE@[}(A(t — S)B)SU_IdS == Il(t) + ]2<t)

El primer término va a cero cuando ¢t — oo debido a (2.4) y (2.2). Para el
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segundo término usamos la definicién de la funcién de Mittag-LefHer:

Ak(t_s)kﬁ U—l
C|A|/ (s (kﬁ—Jrﬁ) o
_ A L e
_C|A’,§0F(k‘ﬁ+5)/o(t ) kDB gv =14

_ = A* DA+ 1B+ DIW) er1ypto
=l L((k+1)8) D((k+1)B+1+v) e

k=0

B — AME+DBT0) s
_C|A|;F((k+1)ﬁ+l+v) e

_ - Ak +1)8 +v =] (k4+1)B+v
= ClAITw) kzg (k+1)+v)I'((k+1)p+v) A

20 Akp(kt1)B+
= C|A|T(v
= CIAIL kz:; IF'((k+1)8+wv)

o0 Akt k+1)5+v

~ClART() ) T(k+1)B+v+1)

k=0
ARk B+v

= —CT0) X R G D5+ o)
Ak (k1)
N(CESCETES)

CT (v)t"
'(v)

= —CT(0)t" By, (At%) +

CT'(v+ 1)t*

+ OT (v + Dt Eg iy (A%) — (o)

=1t"CT(v) [VEgu41(At?) — Eg,(At%)], ¢t >0,

y esta cantidad converge a cero si v < f3.

Paso 3. Finalmente consideramos ¢ € £®). Sea t > t,. Procediendo como en
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el Lema 1.3.2, la solucién es

X(t) = /0 (t— )V E, (A(t = 5))g(s)ds

t
_ / 1By (AsP)g(t — 8)ds = (1) + Io(t), t> 0,
0

donde

]1(t):/005”_1E5,77(A85)g(t—3)ds e ]2(75):/ s Eg (As?)g(t—s)ds.

to

Dado € > 0 podemos encontrar t5 > 0 tal que
18T Eg (As?)] < Cp,s" P <&, Vs >y,

debido a (1.1) . Asi
Lol <= [ lgs)ds
0
y g € L'([0,00)).

La desigualdad de Holder implica que

to % to q
IL(t)| <C {/ lg(t — s)|pds] [/ sq("_l)ds}
0 0
Sin > 1 la demostracién es inmediata por el teorema de convergencia do-
minada, ya que ¢(n — 1) + 1 > 0. Suponemos que n < 1. Si p = % + p para
algin p > 0, entonces ¢ < ﬁ, debido a que % + % = 1. Usando el teorema

de convergencia dominada de nuevo, como g € LP([ty, >0[), tenemos

P

morse|[Mae-spra) ~c| / s —o
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cuando t tiende a infinito.

Observaciones

i)

ii)

En el Paso 3, si g es continua y limy ., g(t) = 0, como g es acotada,
por el teorema de convergencia dominada I; converge a cero. Entonces,

en este caso, podemos omitir la hipdtesis g € LP([t, 00)).

Suponga que £ = Y I, €9 donde ¢® ¢ ED ¢ x0 y la solucién de
(2.1) es globalmente EW_estable a lo largo para cada i € {1,...,n}.
Entonces, la solucién de (2.1) también es globalmente E-estable a lo
largo, donde & es la familia de funciones de la forma ) | €9, En

efecto, el Lema 1.3.2 nos permite escribir la solucién X de (2.1) como
n ) t '
X(t) =Y (@S” + A/ (t— )P " Eg (At — s)ﬁ)ggﬂds) >0
i=1 0

Incluso podemos sumar dos elementos de la misma familia pero con

parametros diferentes.

Ahora, gracias a los resultados anteriores podemos estudiar la estabili-

dad de la solucién de (2.1) para condiciones iniciales que son “pequenas en
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norma”, por lo que necesitamos trabajar con espacios de funciones equipa-
das con normas convenientes. De este modo equipamos nuestros espacios

EW § =1,2,3, introducidos en la Definicién 2.1.1 con

I e = 1]+ lo,0,00)

162 s = e Bp (Al foer + 117 €2 lloofooe

- Tl = 11+ 21 qo.se) + 11 llze(o.00)
respectivamente.
En vista de la Definicién 2.1.1 damos un resultado de estabilidad para
combinaciones lineales de funciones. Esto es posible por el Lema 1.3.2 y la

Proposicién 2.1.3.

Proposicién 2.1.4. Suponga que € = S0 €9 donde €7 € D y que
los coeficientes A y 8 son como en la Proposicion 2.1.3. Aqui, la norma

involucrada es ||€]|x = Y20, ||€D||xw. Entonces la solucion X de (2.1) es

asintoticamente E-estable.

Observacion Note que la representacién de £ no es unica, por lo que ||€||x
puede no estar bien definida. Sin embargo, || - || ¥ permite interpretar lo que
una condicion inicial pequena significa.
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Demostracion Debido a la Proposicién 2.1.3 solamente tenemos que ver
que (2.1) es £M-estable para cada i = 1,2, 3. Para ver esto, sea X la solucién
de (2.1) dada por
3 3 } ¢
X(t) =3 X0 =37 ( 44 [ -9 Eaalatt - s)ﬂ>5§“ds) .20
— 0

=1 i=1

Asi, dividimos la prueba en tres pasos.
Paso 1. Consideremos primero el caso ¢ = 1. Entonces (1.3) da que, para
t>0,
XD < 1e] + 14 / = 7B (A 5)°) s
0
< €0 ooy (14141 [ (¢ = Bnatate - 5)%)0s
= 1€V llsc.000) (1 + |A[t7Ep 11 (A27))

< 1€Moo, f0,00) (1 + C,541),

lo que implica que la solucién de (2.1) es £(M-estable.
Paso 2. Para ¢+ = 2, obtenemos

X)) < |67 B (A%)] + | A / t(t — 8)P T B 5 (A(t — 5)°)(EP) — €7)ds]
0

t
< 1€ v (1+|A| / (t—s)ﬁEﬁ,ﬁ(A@—s)ﬁ)sv—lds), t>0.
0

Consecuentemente, la prueba de la Proposicion 2.1.3 nos lleva a que
(XE@)] <12 |xver (1 +1T(0)[vEs41 (A7) — g (A7)
<O |xer, >0,
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donde C' > 0 es una constante y hemos usado la hipdtesis v < f3.

Paso 3. Finalmente consideramos el caso ¢ = 3. En este escenario, del Lema

1.3.2, obtenemos

XO(1)] = / (t — 57 By, (Alt — 5)°)g(s)ds

t
= /s”_lEgm(Asﬁ)g(t—s)ds
0

IN

tAL t
/ s Eg (As?)g(t — s)ds‘ + ‘ / s Eg (As?)g(t — s)ds
0 tAL
— 19w+ 12w, t>o.

Para 11(3) podemos aplicar la desigualdad de Holder y escribir, para ¢~ =

l-ptlyC>0

1 1/q tAl 1/p
@) <c l / sq<n—1>ds] [ / g(t — s)|pds}
0 0

< Cllglleeoeeyy, t =0,
y para 12(3) usamos el hecho de que n — 1 — 8 < 0. Por lo tanto,

Cps

3 5
ERIGIES qugumoo»-
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Capitulo 3

Estabilidad de ecuaciones
integrales lineales con ruido

aditivo

En este capitulo consideramos la ecuacién

X@)Zéﬁﬁ/{)(t—S)B‘lAX(s)dHF(la)/O(t—s)“—l f(s)db,, t>0.

(3.1)
En lo que sigue suponemos que £ es una funcién medible y acotada sobre
compactos, 3 € (0,1), A es una constante negativa, a € (1,2), y {0s,s > 0}
es una funcién Hélder continua de exponente v € (0,1) y 6y = 0. También
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suponemos que B +1>aya+v>2yque f € C*(R,) es localmente 7-
Holder continua (i.e., f pertenece a la familia de todas las funciones que son
7-Holder continuas en cualquier intervalo compacto de R;) con 7+ v > 1.
Lo que hacemos es analizar la estabilidad de la solucién de (3.1) usando los
resultados del Capitulo 2 con respecto a la estabilidad de tal ecuacion en el

caso cuando 6 = 0.

3.1. Estabilidad de ecuaciones integrales de-

terministas

Aqui estudiamos un criterio de estabilidad para la soluciéon X de (3.1)
considerando el caso cuando el ruido € es una funcién determinista.
Necesitamos introducir la definicién de estabilidad que trataremos en esta

seccidn.

Definicién 3.1.1. Sea £ C X una familia de funciones continuas. Decimos

que una solucion X de (3.1) es

i) (€,p)-estable si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que || X || j0,00) < € para

cualquier (&, f,0) tal que

€l 2+ [1fOl| 21 (0,000 + 1Ol Lr(0,00)) + 11 £O]] L1 (0,00)) < - (3.2)
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i) asintéticamente (£, p)-estable si es (€, p)-estable y existe § > 0 tal que

limy 0o X (t) = 0 para cualquier (€, f,0) satisfaciendo (3.2).

Proposicién 3.1.2. Sea f € C*(R,) una funcién localmente T-Hoélder con-
tinua con T+ > 1 tal que f0 € L'([0,00)) N LP([ty, o0)) para algin ty > 0
yp > ﬁ, f0 € L'([0,00)). También suponga que las hipdtesis de la Pro-
posicion 2.1.3 se satisfacen. Entonces la solucion de la ecuacion (3.1) es

globalmente £ -estable a lo largo para cada i = 1,2, 3.

Observacion Del Lema 1.2.7 estamos tratando con

X(t) =&+ ﬁ/{) (t — s TAX (s)ds + ﬁ/o (t —s)* tdb,, t>0,

donde 0. = [; f(s)db;.

Demostracion En primera instancia, en vista de los Lemas 1.3.2 y 1.2.7, la

solucién de la ecuacion (3.1) es
¢
X(t)=¢&+ A/ (t — )" Eg 5(A(t — 5)7)¢.ds
0

t
s [ = BaalAlt = ) f ()0, 120,
0
debido a que f es 7-Holder continua en [0, ¢]. Ahora, de la Proposicién 2.1.3,

solamente necesitamos estudiar la convergencia del término

I(t) = /0 (t — )2 B 0 (A(t — 8)°) f(s)db,.

57



Entonces, (1.2) y la Proposicién 1.2.10 implican que

I(t) = L(t) + (1),

con
t
1(0) = [ 6.t~ 9" Eaani(Alt - 9)°)(5)ds
0
L(t) = — /t Os(t — ) ' Eg o (At — s)ﬂ)f(s)ds,
0
donde hemos usado que 6y = 0.

De este modo, para la primera integral tenemos que

[L(t)] = /0 (t =) [Ega1(A(t — 5)7)] |0:f (s)]ds
= /to 5272 }E@a,l(Asﬂ)‘ 0,—sf(t — s)|ds

0
+/ 5972 ‘E57a_1(A55)‘ |0, f(t — s)|ds

to

= La(t) + Lot).
Dado € > 0 fijamos t, tal que para cualquier s > tg
§72 |E/37a,1(As*3)| <e.

Por lo que tenemos que

Tialt) < g/t 00 f(t— 8)|ds < g/m 10,£(s)|ds.

0
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Ahora, g < ﬁ porque p > ﬁ Asi, usando la estimacion |Eg 1 (As?)| <

C, escribimos

to
La(t) < (J/ §272|0,_o f(t — 5)|ds
0

< C( / ’ sq(a_Q)ds)q ( / ! |9t_5f(t—s)|pds)p
0 0
< o[ reras)

que converge a cero cuando t — oo haciendo uso de nuestras hipotesis sobre

Oy f.

Estudiemos I,. Para t > t,

[L(1)] < /0 (t = )" EgalAlt = 8)")[0,f(s)ds = Lo (t) + Lo (t),

con

to .
hat) = / VB (A0 f(t — 5)|ds
0

I~272(t) = /t saflE@a(Asﬁ)wt,sf'(t — s)lds.

to

Como ao — 1 > 0,

t

L, (t) < G/Oto |9t_sf(t—s)|ds:/

t—

10f(5)lds — 0,
to

cuando ¢ tiende a infinito debido a que f6 € L([0, 00)).
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Finalmente, el hecho de que 5 > a — 1, nos lleva a escoger to > 0 tal que

Ls(t) < e/t 10, f(t — s)|ds < 6/00 10,f(s)|ds < eC. (3.3)
to 0

Por lo tanto, se sigue la prueba.

Observaciones

i) Note que, en el caso cuando 5 < o — 1, obtenemos

d
— (5" Epa(As”)) = 8" 2B a1(As) > 0, s >0,

ds
por lo que (3.3) podria ser falsa, y la solucién de (3.1) podria ser ines-

table.

ii) En particular, si suponemos que 6 es una funcién acotada ( sups |0;] <
o0) en lugar de las hipétesis de la Proposicién 3.1.2 tendriamos un

resultado analogo ya que, en este caso

HNNSCA@—$”ﬂ%wﬂﬂﬂﬂVWﬂM%

UﬂHSCA@—@”TmMU—@Wﬂﬂ%-
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Mas atn, si 6 es un proceso acotado con probabilidad uno, entonces la
solucién de la ecuacién (3.1) es globalmente £®)-estable a lo largo para

casitodow € Qei=1,2,3.

Ahora, damos una extension de la Proposicion 3.1.2 para el caso cuando
el ruido es “suficientemente pequeno” analogamente a la Definicién 3.1.1

(Enunciados i) y iii)).

Teorema 3.1.3. Suponga que las afirmaciones de la Proposicion 3.1.2 son
ciertas con ty = 0. Entonces, la solucion X de (3.1) es asintdticamente

(ED), p)-estable para cada i =1,2,3.

Demostracion Por la Proposicién 3.1.2 solamente tenemos que probar que
la solucion de (3.1) es (€@, p)-estable. Con este fin, invocamos el Lema 1.3.2

para establecer que

Xt)y=&+ A /Ot(t —8) B s (A(t — 5)7)¢ ds
b [ = Bra(ate = ) ),
0
= 1(t) + L(t) + I3(t), t>0.
Por lo tanto, debido a la Proposicion 2.1.4, s6lo debemos probar que, dado

e >0, |[13]]oo,0,00) < € 81 [|€]]x + 1 £Ol1(10,00)) + IOl zr(0,00)) IOl L1(0,00))
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es suficientemente pequena. Asi, observemos que, el Lema 1.2.10 implica que

t
L) = / S 2E, o 1(AsP)0of(t — 5)ds
0
t
- / 1y (AP0 f(t — 5)ds
0

= L)+ List), t>0. (3.4)

Para I3, tenemos, de (1.1) y ¢ ' =1—p7

1INt
()] < l/’ 2| Bp a1 (A |00 f (£ — 5)]ds
0

t
+/ 3""2|E5,a,1(1455)\|9t,sf(t — s)|ds
1

Y2

1 1/q 1At 1/p
< Chat ( / S‘I(a_Q)ds> ( / 10, f(t — 3)|pds>
0 0

¢
+C/37a_1/ |0;—s f(t — s)|ds
0

< C(0flleoooe) + 110flILrooc)) ¢ 2 0. (3.5)
Finalmente, usando (1.1) de nuevo y que f+ 1 > a,
1At '
Balt) < [ 5 BanlA) 6o fit ) ds
0

t
b [ S B A0 f0  9)lds
1

Nt

t . O N t .
<y / 6o f(t — s)|ds + 2 / 0 f(t — 5)|ds
0 |A] Jo

<c [ pfeds 120
0
Por lo tanto (3.4) y (3.5) implican que la prueba estéd completa.
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3.2. Estabilidad de ecuaciones integrales li-
neales estocasticas gobernadas por el mo-

vimiento browniano fraccionario

Aqui estudiamos estabilidad de ciertas ecuaciones integrales gobernadas
por el movimiento browniano fraccionario B.

Particularmente, recuerde que B tiene trayectorias Hélder continuas
para cualquier exponente v < H en conjuntos compactos (ver Seccién 1.5).

Un tipo de estabilidad que estudiamos en este trabajo es la llamada es-

tabilidad en la media (ver el libro de Arnold [3], Definicién (11.3.1)).

Definicién 3.2.1. Una solucion continua X de la ecuacion (3.1) se dice ser
globalmente E-estable en la media (o E-estable en la media por simplicidad)

si BE(|X(t)]) = 0 cuando t — oo para cualquier proceso & € E.

Como consecuencia, en lo que sigue de esta seccién & = {&,t > 0} es
un proceso estocastico medible y acotado sobre compactos. Esto motiva la
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siguiente definicion.

Definicién 3.2.2. Sea £ una familia de funciones continuas. Decimos que un

proceso continuo & pertenece a € en la media (o bien, £ € &,,) si E(|¢]) € €.
De la Proposicién 2.1.3 se sigue lo siguiente.

Corolario 3.2.3. Suponga que A es una constante negativa y 5 € (0,1).
La condicion inicial & es un proceso estocastico que es medible y acotado
en conjuntos compactos, tal que & € &S? para cada 1 = 1,2,3. Entonces, la

solucion de (2.1) es £V -estable en la media para cada i = 1,2, 3.

Observacion En el caso i = 1, hay que suponer E|;—&,,| — 0 cuando t — oo.
Sea CZ)’C(RQ el conjunto de las funciones localmente ~/-Holder continuas.

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicion 3.1.2.

Corolario 3.2.4. Suponga que se satisfacen las hipotesis de la Proposicion
3.1.2, con & como en el Corolario 3.2.3, f € L'([0,00)) N LP([tg,00)) y f €

LY([0,00)). Sea
0, = /tz(s)de,

cony > 1 2e LV([0,00))NC)

27 loc

([0,00)), v+~ > 1. Entonces, la solucion

X de la ecuacion (3.1) es ED-estable en la media.
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Observacion Note que, para t > 0 fijo, 6, esta bien definida. En efecto, pode-
mos escoger ¥ € (1/2,7) tal que ¥+~ > 1, y recordemos que B? es -Holder

continuo en [0,t]. Asi, 0 estd definida trayectorialmente.

Demostracion Solamente necesitamos notar que las Proposiciones 1.6.1 y
1.2.14 nos permiten afirmar que la tltima integral de Young también es de
Skorohod debido a que z es una funciéon determinista. Como consecuencia,

la desigualdad (1.20) implica

[e’e) 1 Y
supE<|et|>so(/ |z<r>|vdr), C>o0.
0

>0

Por lo tanto, el resultado se sigue de la Proposicion 3.1.2, teniendo en cuenta

que el ruido involucrado es acotado.

Por otro lado, considere la ecuacién

I 1/
X(t)=¢ +—/ (t—s)"TAX (s ds+—/ t—s)*! f(s)dBY, t>0.

(3.6)
Aqui, v € (0, 1). Motivados por la Definicién 3.1.1, damos el siguiente criterio

de estabilidad.
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Definicién 3.2.5. Sea £ C X una familia de funciones continuas. Decimos
que una solucion de la ecuacion (3.6) es (€,p)-estable en la media si para un
e > 0 dado existe § > 0 tal que ||E|X|||sc0,00) < € para cualquier { € &, tal

que

HE‘HHA’ + Hf(') . HLl([o,oo)) + Hf() . HLP([tO,oo)) + Hf() . HLl([o,oo) <0

Observacion. En esta definicién, si & = Y 1, €9 con €9 € &, entonces

escribimos ||¢]|x = >0, |[€D]| »-

Teorema 3.2.6. Para todo w € ), sea f(w,-) € C'([0,00)) una funcién
localmente T-Hélder continua, con v+ 1 > 1, tal que <7" — 77 [E|f(7")|2ﬁ> €
L([0,00)) NLP([0,00)) para alginp > —= y (7" > r”[E[f(r)\Q]%> € L'([0,0)).
Entonces, las hipotesis de la Proposicion 3.1.2 para el caso cuando & es co-
mo en el Corolario 3.2.3 implican que la solucion de la ecuacion (3.6) es

(ED p)-estable en la media y EW _estable en la media para cada i =1,2,3.
Demostracion Debido al Corolario 3.2.3 solamente necesitamos analizar
t
1) = [ (6= 5" BpalAlt = /) (5147,
0

Usando la propiedad de diferenciabilidad de la funcién de Mittag-Leffler (1.2),
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el Lema 1.2.10 y la Observacién 1.2.9 obtenemos

I(t) = /Ot O, [r”’lE@a(Arﬂ)f(t - r)} B} .dr
_ / g (A F(t— ) B dr
0
— /t ra_1E57a(Arﬁ)f(t —r)B]_.dr
0

Veamos primero que la solucién X es £@-estable. Dado ¢ > 0, existe

to > 0 tal que [t92Ejq_1(Aty)| < e. Tomemos

Li(t)=11(t) + Lio(t), t>to,

con
t
I 4(t) :/ ra_QE@a,l(Arﬁ)f(t—T)Bg_rdr
to
to
La(t) = / F2 By o (AP F(E — 1) BYdr
0

Entonces,

E|LL, ()] < / E|f(t— r)BY|dr << / TEIf()B) dr

to 0
< 6/ [E|f(r)\2}§ [E|BZ!2P dr = 5/ rY [E|f(r)|2}§dr.
0 0
Usando que p > ﬁ (que implica ¢ < ﬁ) y la desigualdad de Holder
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tenemos

to i to 1 \? v
Bl <0 ([T re2ar) ([ (Bl -nr) [152,0]") o)
0 0
t » -
<C (/ E |f(r)|2} : rpvdr) — 0.
t—to
Por otro lado, observemos que

[Io(t)| < Ioq(t) + Lop(t), t>to,

donde

t
Ba(t) = [+ Eaa(ar®) [f(t - 1)BL | ar

to

to .
La(t) = /O 1 B (Ar®) | (2 = 1) B | dr.

Usando el hecho de que @« — 1 — 3 < 0 y procediendo como antes obtenemos,
para algin ¢ty > 0,

Loa(t) §5/OOE‘f(r)BZ dr
0

to .
ha() < C [ EB|fe-nBL, dr.
0

t
dr—C'/ E‘f(r)B;'
t—to

En el primer caso la eleccién de ¢ es arbitraria, y en el otro caso la integral
va a cero.

Finalmente, procedemos como en la prueba del Teorema 3.1.3 para ter-
minar la demostracién.
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Ejemplo 3.2.7. Una clase de funciones (deterministas) f que satisface las
condiciones del Teorema 3.2.6 es la familia de todas las funciones de Schwartz,
ya que tienen la propiedad de decrecer rapidamente a cero cuando ¢ tiende a

infinito (ver Rudin [35] para una exposiciéon mas amplia).

Observacion Podemos tratar otro tipo de integral estocéstica para estudiar la
estabilidad de (3.6) usando diferentes condiciones sobre f en el Teorema 3.2.6.
Por ejemplo, sea f € LY7([0,00)) una funcién Lipschitz. Ahora, considere la

integral de Wiener (ver [6] o [29])

1) = /O (t— $)* Ean(Alt — )°)f(s)dBT, ¢ > 0.

Usando la desigualdad (1.20) de nuevo, y procediendo andlogamente como

en los resultados de esta seccion

B0 < ol | <t—s>“f<Eﬁ,a<A<t—s>ﬂ>>i|f<s>|ids]

IN
gQ

/00 ST (Bpa(As®) 7 |f(¢ - s>yids]

+C, 1

[/ st e -]
= O [+ ()],
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donde C,; > 0 es una constante. Tenemos

1 to

a—1 1 a—1 t
Li(t) < Cty” |f(t—s)|> ds =Ct,” / |f(s)|%ds—>(), sit — oo.
t—to

0

Como oo — 1 — 8 < 0, dado € > 0 existe t; tal que
L(t) < 50/ If(s)|7ds < eC.
0

Entonces, en este caso, para cada i = 1,2, 3 también hay (€@, 1/v)-estabilidad

en la media.

Ejemplo 3.2.8. Procediendo como en la prueba de la Proposicién 2.1.3

(inciso 1), podemos ver que la solucién de (3.6) con

-1 s t<1,
& =
1 s t2>1,

es £M-estable en la media. En efecto, sélo necesitamos observar que, para

t > 1 obtenemos

1- A/l(t —8)P  Es 5(A(t — 5)7)ds
+A /t(t — 8) T Eg 5(A(t — 5)7)ds
= 1- QA/l(t — S)ﬂ_lE/g,ﬂ(A(t — s)ﬁ)ds

—|—A /Ot(t — S)’B_lE@ﬁ(A(t — S)ﬁ)ds.
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Capitulo 4

Una clase de sistemas no

lineales de orden fraccionario

En este capitulo establecemos condiciones suficientes para la estabilidad
de ecuaciones integrales semilineales del tipo Volterra. De este modo, ex-
tendemos los resultados dados en el capitulo anterior. Es decir, tratamos la

estabilidad de cualquier solucion de

X(t) =&+ ﬁ /Ot(t — §)PTHAX (s) + (X (s))ds + Z,, t>0, (4.1)

donde Z es la integral de Young



De primera instancia lo que hacemos es dar resultados de estabilidad para
esta clase de ecuaciones cuando el ruido Z es nulo y la condicion inicial es
una constante, luego la condicién inicial serd una funciéon conveniente y al

final analizamos el caso general.

4.1. Una constante como la condicién inicial

Esta parte estd dedicada a mejorar el Teorema 1 de [39] en el caso unidi-
mensional. Con este fin, en esta seccion, suponemos que la condicion inicial
es una constante. Esto es, primero consideramos la ecuacion integral fraccio-

naria

I I
X(t :x—l——/ t—sﬁlAXsds—i-—/ t—s)Ph(X (s))ds, t >0,
() = st | (=" AX @)t [ =R ()
(4.2)
conzg €R, f€(0,1), A<0y h:R— R una funcién medible.

En lo que sigue de esta tesis tratamos con las siguientes hipétesis.

(H1) Existe una constante C' > 0 tal que A+ C < 0y |h(x)| < C|x|, para

todo z € R.

(H2) Existen o > 0y C > 0 tales que A+ C < 0y |h(z)] < C|x|, para
‘iL" < 50.
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Ahora, consideramos varias definiciones de estabilidad.
Definicién 4.1.1. Cualquier solucion de la ecuacion (4.2) se dice ser:

i) globalmente estable a lo largo si X (t) va a cero cuando t tiende a

infinito, para todo xq € R .

i) Mittag-Leffler estable si existe 0 > 0 tal que |xo| < § implica

X (#)] < [m(wo) Esa (A9)]", t>0,

donde € (0,1), A <0,b >0 ym es una funcion positiva y localmente

Lipschitz con m(0) = 0.

it1) estable si para € > 0, existe § > 0 tal que |z < § implica | X (t)| < ¢,

para todo t > 0.

iv) estable a lo largo si existe § > 0 tal que |xo| < § implica lim;_,oo X () =

0.
v) asintéticamente estable si es estable y estable a lo largo.

Observacion 4.1.2. Observe que, bajo las suposiciones de que h es continua
y satisface (H1), la ecuacién (4.2) tiene al menos una solucién en [0, o)
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debido a los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2. En efecto, en el Teorema 1.4.2 podemos

considerar

0 six <0,
g(t,r) =
(|JA| 4+ C)x six > 0.

Similarmente, para una funcién continua h que satisface (H2), introducimos

la funcion

x osix| < 60/2,

QO(.%') = (50 six > (50/2,

—(50 six < —(50/2
\

Entonces, usando los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2 de nuevo, la ecuacion

X(t) = zo + ﬁ/o (t— 8)"Y(AX (s) + h(p(X(s)))ds  (4.3)

tiene al menos una solucién definida en [0,00) debido a |Az + h(p(z))| <
|Az| + Cle(x)| < (JA| + C)|z|. Por lo tanto, la ecuacién (4.2) tiene al menos
una solucién continua en [0,00) si (4.3) es estable y z( es suficientemente
pequena porque, en este caso, la solucién de (4.3) también es una solucién de
la ecuacion (4.2) y hop es acotada. Asi, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que (4.2) tiene al menos una solucién continua, ya que el objetivo
principal de esta seccién es tratar con la estabilidad de cualquier solucién de
(4.1).
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Necesitamos el siguiente lema para probar algunos resultados. La idea
principal de su prueba estd en el articulo de Martinez-Martinez et al. [25].

Damos un bosquejo de su demostraciéon para que su lectura sea mas sencilla.

Lema 4.1.3. ([25]) Sea h como en (H2) (resp. (H1)). Entonces, para 0 <
g < g (resp. xop > 0), cualquier solucion continua X de (4.2) satisface

X(t) > 0 para todo t > 0.

Demostracién (Una idea). Sea (H2) (resp. (H1)) cierta 'y o € (0, o) (resp.
xo > 0). Entonces la continuidad de X implica que existe 7 > 0 tal que
X(t) € (0,90) (resp. X(t) > 0) para t € [0,7]. Consecuentemente, de que

A+C <0

0<X(t) <zo+ ﬁ /Ot(t —8)P A+ O1X (s)ds < . (4.4)

En otras palabras, hemos probado que X (t) es menor que zg si X > 0 en
[0,¢]. Ahora suponga que 17 = inf{t > 0 : X(¢) = 0} es finito. Por lo tanto,

de (4.2) deducimos



Entonces, usando (4.2) de nuevo, tenemos

X(t) = ﬁ( /0 (t — )97 AX (s) + h(X (s))|ds

— /OTO(TO — S)B’I[AX(S) + h(X(s))]ds), t <7 (4.5)

Como AX (s)+h(X(s)) < [A+C]X(s) < 0en [0, 7] debido a las hipotesis

de este resultado, podemos escribir

1 o _1
X(t)gm(\A]—l—C’)/t (1o — 8)7 " X (s)ds, t € [0, 7). (4.6)

Asfi, iterando esta desigualdad podemos encontrar una constante positiva C

tal que

(JA] + C) (o —t>ﬁ>”‘1

X < é< IrB+1)

(A+C) (o —t)”

T(3+1) < 1 deducimos que

Por lo tanto, tomando ¢t € (0,7) tal que

X(t) =0, lo cual es una contradiccion.

Observacion Como se dijo en [25], si la condicién inicial en la ecuacién (4.2)
es una funcién no decreciente, continua y no negativa en vez de una cons-
tante, podemos repetir el procedimiento de esta prueba y obtener el mismo
resultado. En efecto, suponga que 0 < & < dg (resp. & > 0) para todo t > 0,
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primero que nada (4.4) se convierte en

0< X(t) <&+ ﬁ/o (t — )P HA+ C)X(s)ds < &.

Segundo, en vez de la desigualdad (4.5) tenemos
X(t)=8& =&, + ﬁ (/0 (t — )P HAX(s) + h(X(s))]ds
- [ A ) el

< v ([ -9 ax = noxoas
/ 70— )P AX (s )+h(X(s))]ds>, t < o,

debido a que £ es no decreciente. Por lo tanto, no es dificil ver que (4.6) es

clerta en este caso.

Como una consecuencia inmediata de la primera parte del Lema 4.1.3

tenemos lo siguiente.

Corolario 4.1.4. Suponga que (H2) o (H1) son ciertas. Entonces, cualquier

solucion continua de la ecuacion (4.2) es estable.

Demostracién. Si zy > 0, el resultado se sigue de (4.4).

Para 2y < 0 y X una solucién de (4.2), tenemos que —X es una solucién

de

/ t(t — 5)PYAY (s)ds + h(Y(s))]ds, t>0,

Y(t) = —:L’o—i-ﬁ 0
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con h(z) = —h(—z). O

Ahora damos el resultado principal de esta seccion.

Proposicién 4.1.5. Sea h una funcion que satisfafce (H2) (resp. (H1)).
Entonces cualquier solucion continua de la ecuacion (4.2) es Mittag-Leffler
estable y por lo tanto también es asintéticamente estable (resp. globalmente

estable a lo largo).

Demostracién. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta y 0 < xy < 0y (resp. zo > 0).
Entonces 0 < X () < dp (resp. X(t) > 0) debido al Lema 4.1.3 y su prueba.
Por otro lado, considere la solucion Z de la siguiente ecuacién lineal frac-

clonaria

2(t) = 20 + ﬁ /Ot(t _SPUA 4 ClZ(s)ds, >0,

Entonces, por la continuidad de las soluciones X y 7, existe 7 > 0 tal que,
para todo t € (0,7), tenemos 0 < X (t) < Z(t). Si esta desigualdad es cierta
para cualquier ¢t > 0, podemos asegurar que X es asintoticamente estable
(resp. globalmente estable a lo largo), y que esta solucién también es Mittag-

Leffler estable porque la solucion de Z de la ultima ecuacién esta dada por

(ver [16] o el Lema 1.3.2)

Z(t) =220Es:1([A+ C]tﬁ), t>0.
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Ahora suponemos que existe to > 0 tal que X (tg) = Z(to) y X(t) < Z(1),

para t < tg. Sea Y = X — Z, entonces

Y(t) = —x0 + ﬁ/{) (t — 5)P LAY (s)ds

L t _35_1 s . S <
+F(5)/o<t )" (X (5)) = CZ(s))ds, 1 >0.

Del Lema 1.3.2 (ver también [16]) observamos que Y también satisface la

igualdad
Y(t) = —$0E5,1(Atﬁ)+/0 (t—s)" L Eg (A(t—s)")[W(X (s))—CZ(s)]ds, t>0.

Para s € (0,1), tenemos |h(X(s))| < CX(s) < CZ(s). Entonces h(X(s)) —
CZ(s) < 0. Consecuentemente, usando la propiedad de que Eg g es comple-
tamente mondtona deducimos que Y(¢y) < 0, y esto es una contradiccién
porque se supuso que Y (tp) = 0. Ahora podemos concluir que X es Mittag-
Leffler estable.

Finalmente consideramos el caso —dy < xy < 0 (resp. xg < 0). Note que
X = —X es tal que

X() :—xo—i-ﬁ /0 (t—s)ﬁlA)A((s)ds—kﬁ /0 ()" (X (s))ds, ¢ >0,

con h(z) = —h(—z). Por lo tanto, por la primera parte de esta prueba y el
hecho de que h satisface (H2) (resp. (H1)), tenemos que la demostracion esté

completa.
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Observacion Sea X una solucién de la ecuacion (4.2). Wen et al. [39] (Teorema

[h(z)]
|z

1) probaron que la solucién de la ecuacién (4.2) es estable si limy)—o —

0. También, Zhang y Li [42] usaron un resultado similar al Lema 1.3.2 para

lh(z)| _

l=[

probar que X es asintéticamente estable en el caso en que lim,_,q
0,6€(1,2)y B+ ﬁ < 2. La Proposicion 4.1.5 establece que X es asintoti-
camente estable bajo una condicién mas débil. Es decir (H2). Esto es posible
porque usamos un resultado de comparaciéon y el hecho de que esta solucion

no cambia de signo.

4.2. Una funcién como la condicion inicial

En esta parte tratamos el caso en que la condicién inicial es una funcién
que satisface algunas hipdtesis convenientes.

Considere la siguiente ecuacién integral determinista de Volterra

X(t) = §t+ﬁ /Ot(t—s)ﬁ_lAX(s)ds+ﬁ /Ot(t—s)ﬁ_lh(X(s))ds, t>0.
(4.7)
Aqui 8 € (0,1), A< 0, yh:R+—— Ry¢:R" —— R son dos funciones

medibles.
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Con respecto a la existencia de una solucién continua de la ecuacién (4.7)
observamos lo siguiente. Para una funcién continua h como en (H1) y &

continua, podemos considerar la ecuacién

2(t) = ﬁ / (t — )\ f(s, Z(5))ds.

donde f(s,z) = A(z + &) + h(z + &), que tiene una solucién Z debido al
Teorema 1.4.2 (con g(s,z) = (|JA| + C)(xz + [&])) y el Lema 1.3.2. Por lo
tanto Z + £ es una solucién de (4.7). Similarmente si £ es “suficientemente
pequena” y h es una funcion Lipschitz en una vecindad del cero, o como
en (H2), podemos proceder como en la Observacion 4.1.2 para ver que (4.7)
tiene al menos una solucién en este caso. Asi, como en la Observacion 4.1.2,

podemos suponer que (4.7) tiene al menos una solucién continua.

Por otro lado, recordemos que en este trabajo £ podria representar un
subconjunto de un espacio lineal normado equipado con || - ||x.

En el siguiente resultado auxiliar, £4 es la familia de funciones ¢ que
tienen la representacién (2.3) con n =y g es una funcién continua tal que
lim;_,o g(t) = 0. En este caso, la norma involucrada es ||{||x = ||9]]so,[0,00)-
Recuerde que una soluciéon X de (4.7) que es E-estable y globalmente &-
estable a lo largo (ver Definicién 2.1.2) también es asintéticamente E-estable.
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Lema 4.2.1. Sea B < 0 y &£ € &Y. Entonces la solucion de la ecuacion

Y(t) =&+ ﬁ /Ot(t —8)"'BY (s)ds, t>0,

es E4-estable y globalmente E*-estable a lo largo.

Demostracion. Solamente tenemos que observar que, por el Lema 1.3.2

tenemos

Y (1) = / (t — )P By p(B(t — 5)°)g(s)ds

t
= / s" Eg 5(Bs”)g(t — s)ds, t>0.
0

Asi, como FEjz g es completamente mondtona, (1.1) y (1.3) nos permiten es-

tablecer que

Yol < (suploo)) [ BastB1ds = (suplo)]) ¢ Bnnn(52)

s>0 s>0

C,p+1
< S g oy
‘Bl [0,00)

De este modo, Y es E*-estable.

También, de (1.3) podemos escribir

V() = [ (=9 BBl = ) )gle)ds
~ 90 By (BE") + | (1= 5 By (Bl — ") lgls) — g(0)ds, ¢ > 0.
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Por lo tanto, usando (1.1) y la prueba de la Proposicién 2.1.3 de nuevo,
junto con los hechos de que B < 0 y g es una funciéon continua tal que

lim; . g(t) = 0, obtenemos Y () — 0 si t — oc.

Ahora damos un resultado general.

Teorema 4.2.2. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta, y € una familia de funciones

continuas de un espacio lineal normado X tal que la solucion de la ecuacion

L) /0 t(t_ s)" LAY (s)ds, t >0, (4.8)

Y(t) =&+ (3

es asintoticamente E-estable (resp. globalmente &-estable a lo largo). Enton-
ces cualquier solucion continua de la ecuacion (4.7) es también asintdtica-

mente E-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).
Demostracién. Suponga que (H1) (resp. (H2)) es cierta. Sea X una solucién
continua de la ecuacién (4.7). Tome Z = X — Y, entonces tenemos

2(t) = ﬁ /0 (t— )P [AZ(s) + h(X(s))ds, ¢ 0.

Por lo tanto, el Lema 1.3.2 nos permite escribir

Z(t) :/0 (t — )" Eg 3(A(t — 8)°)h(X (s))ds, t>0.
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Entonces, para { € £ tenemos (resp. para § € € tal que ||Y||s,0,00) < 60, 10

que da [&] = |Y(0)| < do, la continuidad de X implica que existe ¢y > 0 tal
que || X||sc,fo.t0) < G0 ¥)

Z()] < © / (t — )% Boa(A(t — 5)°)| X (s)|ds

<0 [t P Baalalt - )1 Z(5)ds
0
+ C/t(t —8)  Es s(A(t — 5))|Y (s)|ds, t >0 (resp. t < to),
0
donde hacemos uso de la propiedad de monotonicidad completa de Fgg.
Invocando el Lema 1.4.3 y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones
involucradas, |Z(t)] < wu(t) para todo t > 0 (resp. t < ty), donde u es la
solucién de

ult) = % /0 (t—s>ﬁ—1yY(s)|ds+ﬁ /0 (t— )" [A+Clu(s)ds, ¢ > 0.

Finalmente observe que | X (t)| < u(t) + |Y (¢)| para t > 0 (resp. para t < tg
tal que ||X||s0,0,t0) < d0)- Aplicando el Lema 4.2.1 a la tinica solucién de u y
del hecho de que la solucién de Y es globalmente E-estable a lo largo (resp.

asint6ticamente E-estable) la prueba esta completa.

Observaciones

i) Andlogamente a la Proposicién 2.1.4, sea { € € con & = > | £,
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donde €@ € £0 ¢ X0 y (4.8) es E@-estable para cada i € {1,...,n}.

Entonces, (4.8) también es E-estable.

ii) Observe que ' contiene a las funciones de variacién acotada en con-
juntos compactos de R, con representacién &€ = €M — ¢ donde ¢

y €2 son dos funciones no decrecientes y acotadas en R .

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.2.2

y de la Proposicion 2.1.4.

Teorema 4.2.3. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se satisface. Sea & como en
la Proposicion 2.1.4. Entonces, cualquier solucion de (4.7) es asintdticamente

E-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Demostracién Aquf consideramos la ecuacién (4.8) con & = 377 €@ donde
£@ € €@ (ver Definicién 2.1.1). Asi, por la Observacién i) anterior solamente
tenemos que ver que la solucién de (4.8) es £@-estable y globalmente £@-
estable a lo largo, parai = 1,2, 3, para afirmar que (4.8) también es E-estable
y globalmente E-estable a lo largo. Sea Y la solucién de (4.8). Para terminar

la prueba, solamente resta aplicar la Proposicién 2.1.4 a la solucion de Y.
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4.3. Ecuaciones integrales semilineales con rui-
do aditivo

En esta seccion consideramos la ecuacion

1

— t — )Pt S S S
w5 | (=9 AN )+ X (o)

1

s /0 (t— )" f(s)d0,, t >0, (4.9)

X(t) = &+

Aqui&, B, Ay hson como en la ecuacién (4.7). De aqui en adelante suponemos
que a € (1,2),0 = {0, s > 0} es una funcién y-Hoélder continua con v € (0,1)
talque g =0y y+a > 2,y f es una funcién 7-Hélder continua en C'(R ),
con 7+ > 1. Note que, en este caso, la integral de Young en el lado derecho

de (4.9) es igual a

donde
0, = / £(r)de,
0
debido al Lema 1.2.7. Entonces, el Lema 1.3.2 sigue siendo valido para (4.9)

y el Lema 1.2.10 implica

1 t a—1 o a—1 ! — )20 s
m/O(zs—s) f(s)d@s_r(a)/o(t )24 ds.
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Por lo tanto, la existencia de una solucién continua de (4.9) puede ser consi-
derada como en la Seccién 4.2.
Daremos algunos criterios de estabilidad en el sentido de la Definicion

3.1.1. De primera instancia probamos una extension del Teorema 4.2.2.

Teorema 4.3.1. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta y € una clase de funciones

continuas tal que la solucion de la ecuacion

I 1
Y(t)=¢ —I——/ t—s5)"LAY (s ds+—/ t—s)*"tf(s)dh,, t>0,
0 =&+ 5 | =9 av@as+ s -

(4.10)
es asintoticamente (E,p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Entonces, cualquier solucion continua de (4.9) también es asintdticamente

(€,p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Demostracién. Observe que X (0) = &. Consecuentemente la prueba es

similar a la del Teorema 4.2.2.

Ahora enunciamos una consecuencia del Teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.2. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se cumple. Sea & como en
la Proposicion 2.1.4, f € C'((0,00)) es tal que fO € L'([0,00)) y f6 €
LY([0,00))NLP([0,0)) para algin p > ==, y f+1 > a. Entonces, cualquier

a—1"’
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solucion continua de (4.9) es asintdticamente (€, p)-estable (resp. globalmen-

te E-estable a lo largo).

Demostracién. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se satisface. En vista del
Teorema 4.3.1 solamente necesitamos ver que la solucién Y de la ecuacién
(4.10) es asintéticamente (€, p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo lar-

go). Con este fin, invocamos el Lema 1.3.2 y el Lema 1.2.7 para establecer

t
Y(t)=&+ A/ (t— 5)5_1E575(A(t — )"\, ds
0
t
-l—/ (t —8)* ' Ego(A(t — 5)°) f(s)df,, t>0.

0

De lo anterior, usamos la Proposicion 2.1.4 y la prueba del Teorema 3.1.3
para terminar la demostracién.

(]

Recuerde que todos nuestros procesos y variables aleatorias se encuentran

definidas en un espacio de probabilidad completo (2, F, P).

Observacion 4.3.3. Note que, en la ecuacién (4.9), podemos considerar la va-
riable aleatoria A : Q — (—o00,0), procesos estocasticos &, 8 y f, y un campo
aleatorio h tal que para casi todo w, A(w), & (w),0.(w), f(w,-) vy h(w, -) satis-
facen las hipotesis del Teorema 4.3.2 (o del Teorema 4.3.1), entonces podemos
analizar la estabilidad de la ecuacién (4.9) w por w (i.e., con probabilidad

38



uno). Un ejemplo para el proceso 6 es el movimiento browniano fraccionario

B con pardmetro de Hurst H € (0, 1).

Como una consecuencia inmediata de la prueba del Teorema 4.2.2, enun-
ciamos la siguiente extension del Teorema 4.3.1. Recuerde que cualquier so-
lucién de (4.10) es E-estable en la media si E| X (¢)| — 0 cuando ¢t — oo para

cualquier proceso & € € (ver Definicién 3.2.1).

Teorema 4.3.4. Sea h satisfaciendo (H1), A <0, £ es una familia de pro-
cesos continuos y f,0 son como en la Observacion 4.3.3 tales que la solucion
de la ecuacion (4.10) es estable en la media. Entonces, cualquier solucion

continua de la ecuacion (4.9) también es E-estable en la media.

Observacion En la Seccion 3.1 podemos encontrar ejemplos de procesos para
los cuales la solucién de (4.10) es E-estable en la media.
Recordemos que un proceso continuo & pertenece a € en la media (§ € &,,)

si E(|€]) € €.

Ahora consideramos la ecuacién integral estocastica

X(t) = &+ ﬁ / (t — )P~ AX(s) + h(X(s))]ds
+ﬁ/O (t —s)?f(s)dBY, t>0. (4.11)

Aqui, con el proposito de terminar la tesis, A, h, 5,7y f son como en la ecua-
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cién (4.9) con S+~ > 1,y £ es un proceso estocastico continuo. Recordamos

que interpretamos la ecuacién (4.11) trayectorialmente (i.e. w por w).

La nocién de estabilidad que estudiamos para la ecuacién (4.11) es la

(€, p)-estabilidad en la media (ver Definicién 3.2.5).

Proposicién 4.3.5. Sea (H2) cierta, £ es como en la Proposicion 2.1.4,
p > % y f € C'((0,00)) es una funcidn positiva con derivada negativa tal
que (7“ - ”!f(?")\) € L([0,00)) y (r=>17f(r)) € L([0,00)) N LP([0,00)).
Mas ain, sea h una funcion no decreciente y localmente Lipschitz, la cual es
concava en Ry y convexa en R_ U {0}. Entonces, la solucion de la ecuacion
(4.11) es (€,p)-estable en la media, donde & € € si y sdlo si &€ = £ — ¢?)

con €4, €% dos procesos no negativos y continuos en &,,.

Demostracién Sea X una solucién continua de la ecuacién (4.11). Entonces
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el Lema 1.3.2 implica que

X(t) = &Ep1(AP) + A /0 t(t —8)" Ep (At — 5)7)(& — &)ds
n /ot(t —5) 7 Eg 5(A(t — 5)*)h(X (s))ds
# [ = Brsa At = 91132
< VB (A) 4 4 [ (6= ) Basl Al = )€ — s
v (¢ — 9 By (Alt — s))(X(5))ds
- (6= 9P B (Al — )| BT (5)ds
— [ = Busaa - i) Bds, o0

donde la desigualdad anterior se sigue de los hechos de que 0 < &0 ¢@)

son dos procesos no decrecientes, f,(—f) > 0y del Lema 1.2.10. Entonces,

afirmamos, debido al Lema 1.4.3, que X < X® donde X es la solucién de

XO(t) = §VEs (A1) + A / (¢ — ) B (Al — 9)°) (€D — €)ds
+ / (t = 5)7 " Bap(Alt — 5)*)h(X D (s))ds
+ / (t—5)7 Ep5(A(t — 5)°)| B | £ (s)ds

- [= 9 BapalAC - 9" foNBds, 120, (@2

Observe que también tenemos que X M (¢) > 0 debido a h(0) = 0, el Lema
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143y
XDt < /t(t — )Y A — 9)P) (=X WV (s))ds, >0,

con h(z) = —h(—z),z € R. Procediendo de manera similar tenemos — X (t) <
X (), con XO(t) >0y
t
XO(t) = gV B (Ar) + A / (t = )" Eap(Alt = 5)°) (6 — &7)ds
0
¢
+/ (t — 8)P 1 Es 5(A(t — 5)") (X P (5))ds
0
t
+ [ (= Baa(Al - )| B )
0
t
= [t P Baaal Al = 9N FNBLds, 0. (413)
0
En otras palabras,
E(X®)) <E(XY®)+E (X)), t>o0. (4.14)
Finalmente, en vista del Lema 1.4.3, observe que (4.12), (4.13) y la de-
sigualdad de Jensen dan, para 6, = 57,
E(XM(1) < BE")Es(Ar”)
t
A [ (=9 Bap(Alt - 9" BED - ¢)ds
0
t
+ [ = Bas(Al - 9B O()ds
0
t
+/ (t — 8)P Egp1(A(t — 5)?) f(s)dhs < uD(t) t>0,
0
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E (X)) < B(E?)Ep (AL
+A / t(t — 5)7 7 By (At — 5))E(EP — ¢7)ds
+ /0 (t = )7 Bs s(A(t — 8)°)R(E[X ) (s)])ds

# [P Basa(al = )8, < a0, 120,

donde u®,i = 1,2 es la tnica solucién de la ecuacién

1 t
N m/o (t— 5)Pf(s)dbs, > 0.

Por lo que, de (4.14) deducimos
E(|X(#)]) <uM () +u@ (), t>0. (4.15)

Asi, de (4.15), junto con las pruebas de la Proposicién 2.1.4 y del Teorema

3.1.3, implica que el resultado es valido.

Ejemplo 4.3.6. Una funcién h que satisface las condiciones de la Proposicion
4.3.5 es
1— e—C’ac

, stx >0

e“T—1, sixz<O,
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donde C' > 0. En efecto, tenemos que

Ce * sixz>0
W(z) =
Ce®*,  siz<0.

Por lo tanto, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

|h(z)] < (C +¢e)|lx| para |z| <0.

Ejemplo 4.3.7. Damos una funcién que satisface la Suposicion 2 de la De-
finicién 2.1.1. Sea & = g(t) sin %, t > 0. La funcién g es acotada y satisface

g(t) = Y(t)eot® ¥ + p(t) 1%, donde ¥, o € C=(R, ) son tales que

L sitel01]; 0 sitelo,1];
De este modo
/! / 1 2 1
& =9 (t)SGHZ — g(t)t ™= cos 7 t>0.

Por lo tanto es inmediato verificar nuestra afirmacién usando calculos

directos.
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