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Estabilidad para una clase de sistemas fraccionarios

TESIS

Que presenta el

M. en C. Allan Fiel Espinosa

Para obtener el grado de

DOCTOR EN CIENCIAS

En la especialidad de

Control Automático
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Resumen

Obtenemos la forma cerrada de la solución de una ecuación integra lineal de

Volterra gobernada por un ruido aditivo Hölder continuo, que es una inte-

gral fraccionaria en el sentido de Young, y con una función como condición

inicial. Esta solución es dada en términos de funciones de Mittag-Leffler y

a continuación estudiamos su estabilidad via el cálculo fraccionario. Como

una aplicación analizamos la estabilidad en media de algunas ecuaciones inte-

grales fraccionarias con un funcional del movimiento browniano fraccionario

como un ruido aditivo. Adicionalmente, extendemos estos resultados al caso

en que la ecuación involucrada es semilineal.
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Introducción

Hay una gran gama de aplicaciones del cálculo fraccionario a diferentes

áreas del conocimiento humano, como ingenieŕıa, f́ısica, qúımica, etc. (ver,

por ejemplo [14], [33] y [7]). Entre estas podemos mencionar aplicaciones a

viscoelasticidad [4], análisis de procesos de electrodos [15] y sistemas de Lo-

renz [13]. Actualmente, los sistemas fraccionarios (i.e., ecuaciones que tienen

derivadas y/o integrales fraccionarias) han sido estudiados por diversos au-

tores, entre ellos podemos mencionar Hilfer [14], Kilbas et al. [17], Miller y

Ross [26], Podlubny [33], Samko et al. [37], Mart́ınez-Guerra et al. [24], etc.

En particular, la estabilidad para sistemas fraccionarios con condición inicial

constante ha sido considerada. En el caso determinista, la estabilidad de siste-

mas lineales ha sido analizada por Matignon [23] y la estabilidad de sistemas

fraccionarios no lineales ha sido estudiada por varios autores v́ıa el método de

Lyapunov (ver, por ejemplo Li et al. [20] y sus referencias). Particularmen-
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te, sistemas fraccionarios no lineales con una función como condición inicial

haciendo uso también de las técnicas de Lyapunov han sido analizados en la

tesis doctoral de Mart́ınez-Mart́ınez [25]. Más aún, Junsheng et al. [16] dan

la forma de la solución para una ecuación lineal fraccionaria (en dimensión

uno) con condición inicial constante usando el método de descomposición de

Adomian (ver también [26]). Observemos que el Lema 1.3.2 abajo es una

extensión de los resultados establecidos en [16].

La estabilidad de sistemas estocásticos gobernados por el movimiento

browniano ha sido también examinada. Por ejemplo, Applebay y Freeman

[2] dan la equivalencia entre convergencia exponencial casi segura y con-

vergencia exponencial en el p-ésimo momento a cero de ecuaciones integro

diferenciales con un ruido integral de Itô y núcleo continuo. Para hacer esto,

la solución es dada en términos de la matriz principal o solución fundamental

del sistema. Este método es similar al de Adomian. Las técnicas de la función

de Lyapunov se han utilizado para tratar la estabilidad en probabilidad de

ecuaciones integrales de Itô-Volterra (ver Li et al. [21]), con cierto criterio de

estabilidad estocástico para ecuaciones integro diferenciales estocásticas con

retraso infinito (ver Zhang y Li [43]) y con estabilidad condicional de ecua-

ciones del tipo Skorohod Volterra con núcleo anticipante (ver Zhang y Zhang
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[44]). La estabilidad en media cuadrática para ecuaciones de Itô-Volterra con

una función como condición iniclal y núcleos acotados ha sido establecida

por Bao [5] haciendo uso del lema de Gronwall.

Por otro lado, el movimiento browniano fraccionario (mbf) B = {Bt}t≥0

es un proceso gaussiano con incrementos estacionarios y es el único que es

autosimilar (con ı́ndice H ∈ (0, 1)). Como B no es una semimartingala para

H 6= 1/2, no podemos aplicar el cálculo clásico de Itô. Esto es, necesita-

mos otro enfoque para trabajar con él, como integración de Young (ver, por

ejemplo Gubinelli [12], Young [40], Friz y Hairer [11], Zähle [41], Dudley

y Norvaĭsa [9] y Lyons [22]). El movimiento browniano fraccionario tiene

muchas aplicaciones debido a sus propiedades; por ejemplo tiene memoria

larga para H > 1/2 e intermitencia para H < 1/2 (ver Nualart [29]). Por

lo tanto, el análisis de ecuaciones diferenciales estocásticas gobernadas por

un mbf es considerado estos d́ıas por diversos autores (ver, e.g. Lyons [22],

Quer-Sardanyons y Tindel [34], León y Tindel [19], Nualart [29], y Nualart y

Răşcanu [31]). En este trabajo usamos las integrales de Young y de Skorohod

(ver Young [40] y Nualart [30]).

Zeng et al. [45] probaron la estabilidad en probabilidad y la estabilidad

exponencial en media para ecuaciones diferenciales estocásticas gobernadas
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por el movimiento browniano fraccionario con parámetro H > 1/2 utilizando

las técnicas de la función de Lyapunov. También, Nguyen [28] estableció

la estabilidad exponencial para ecuaciones diferenciales estocásticas lineales

con retrasos que vaŕıan en el tiempo y con un ruido aditivo de la forma∫ ·
0
σ(s)dWH

s . Aqúı H > 1/2,

WH
t =

∫ t

0

(t− s)H−1/2dW (s),

W es el movimiento browniano ordinario y σ es una función determinista tal

que
∫∞

0
σ2(s)e2λsds < ∞, para algún λ > 0. Para este fin, el autor usa que

la solución puede ser representada en términos de la solución fundamental.

Hay que recalcar que la herramienta básica utilizada en este trabajo fue

construida en [10], donde se analizó la estabilidad de sistemas fraccionarios

estocásticos gobernados por una integral de Young, y se probaron resultados

con respecto a tal integral.

En esta tesis aplicamos el método de descomposición de Adomian para

obtener una expresión en términos de las funciones de Mittag-Leffler, de sis-

temas fraccionarios con un ruido aditivo que podŕıa ser un funcional del mbf

y con una función como la condición inicial. Entonces, la estabilidad de estos

sistemas (que podŕıan ser aleatorios) se analiza aplicando las técnicas de la

integración estocástica basadas en las integrales de Young y de Skorohod. Es
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decir, estudiamos la estabilidad de alguna soluciones continuas de ecuaciones

de la forma

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds+ Zt, t ≥ 0, (1)

donde β ∈ (0, 1), A < 0, ξ es la condición inicial, h es una función y Z es la

integral de Young

Zt =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs,

con Γ la función Gamma, α ∈ (1, 2) y θ es un proceso Hölder continuo que

podŕıa representar las trayectorias de un funcional del mbf (inclusive ξ puede

ser aleatoria), como lo hacemos en la Proposición 4.3.5 abajo.

A diferencia de otros trabajos, donde la condición inicial es una constante,

pensamos que es importante tener a un proceso como condición inicial debido

a la memoria del sistema. Consecuentemente, podemos considerar a Z en (1)

como una corrección del desconocimiento que podŕıamos tener.

La tesis está organizada como sigue. La herramienta que necesitamos pa-

ra probar nuestros resultados se encuentra en el Caṕıtulo 1. En particular,

probamos ciertas propiedades de la integral de Young que necesitamos para

algunos de nuestros teoremas y obtenemos la forma de la solución de la ecua-

ción lineal (i.e. h(x) ≡ 0 en (1)). En el Caṕıtulo 2 analizamos la estabilidad
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de tal forma cerrada cuando el ruido es nulo. En el Caṕıtulo 3 también consi-

deramos la estabilidad de sistemas de orden fraccionario con una función que

puede ser un proceso como condición inicial y con un ruido que podŕıa ser

una integral fraccionaria en el sentido de Young con respecto al movimiento

browniano fraccionario. Finalmente, en el Caṕıtulo 4 extendemos los resulta-

dos vistos en los caṕıtulos anteriores para una ecuación integral fraccionaria

con representación (1) (i.e. h 6= 0). Por otro lado, con el propósito de hacer

más sencilla la lectura, en los resultados de otros investigadores están inclui-

das las referencias pertinentes en cada enunciado y los resultados propios no

tienen tal anotación.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo damos la herramienta que necesitamos para poder tra-

bajar con algunos sistemas fraccionarios a lo largo de este trabajo.

1.1. La función de Mittag-Leffler

Una herramienta importante del cálculo fraccionario es la función de

Mittag-Leffler. Puede consultarse el libro de Podlubny [33] para ver una des-

cripción más detallada sobre este mapeo. En este apartado enunciamos las

propiedades que usamos. La definimos como

Ea,b(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(ka+ b)
, a, b > 0, y z ∈ R,
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donde Γ es la función Gamma.

Una función f definida en (0,∞) se dice ser completamente monotóna si

posee derivadas f (n) para todo n ∈ N ∪ {0}, y si

(−1)nf (n)(t) ≥ 0

para todo t > 0 (ver [27] y [38]). Una propiedad útil de la función de Mittag-

Leffler es que, para z ≥ 0 y a, b > 0, Ea,b(−z) es completamente monotóna si

y sólo si a ∈ (0, 1] y b ≥ a (ver Schneider [38]). En Podlubny [33] (Teorema

1.6), se prueba que si a < 2 existe una constante positiva Ca,b tal que

∣∣∣Ea,b(z)
∣∣∣ ≤ Ca,b

1 + |z|
, z ≤ 0. (1.1)

Utilizaremos también el siguiente hecho sobre diferenciabilidad para esta

función (ver (1.83) en [33]):

d

dt

(
tb−1Ea,b(λt

a)
)

= tb−2Ea,b−1(λta), a, b > 0, y λ ∈ R. (1.2)

También, para b > 0 (ver igualdad (1.99) en [33]), tenemos

∫ z

0

sb−1Ea,b(λs
a)ds = zbEa,b+1(λza). (1.3)
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1.2. La integral de Young

En este apartado usaremos las definiciones y resultados desarrollados en

Gubinelli [12]. Estos han sido utilizados, por ejemplo, en León y Tindel [19] y

Quer-Sardanyons y Tindel [34], y tratan sobre la integral de Young construida

con un método algebraico.

Para un número real arbitrario T > 0, y k ≥ 1, k ∈ N denotamos por

Ck(R) al conjunto de las funciones continuas g : [0, T ]k → R tales que gt1···tk =

0 siempre que ti = ti+1 para algún i ≤ k − 1. Dicha función se llamará

un (k − 1)-incremento (o simplemente incremento). Note que C1(R) es la

familia de todas las funciones continuas de [0, T ] en R. Escribimos C∗(R) =⋃
k≥1 Ck(R).

Definición 1.2.1. Sea δ : Ck(R)→ Ck+1(R) el operador que satisface

(δg)t1···tk+1
=

k+1∑
i=1

(−1)k−igt1···t̂i···tk+1
,

el śımbolo t̂i significa que este argumento en particular es omitido.

Por ejemplo, sean g ∈ C1(R) y h ∈ C2(R). Para cualesquiera s, u, t ∈ [0, T ]

tenemos

(δg)st = gt − gs y (δh)sut = hst − hsu − hut.
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Además

(δ(δg))sut = gt − gs − (gu − gs)− (gt − gu) = 0.

Denotamos por ZCk(R) := Ck(R) ∩ Kerδ = {g ∈ Ck(R) : δg = 0}, para

cualquier k ≥ 1 y BCk(R) := Ck(R) ∩ Imδ = {g ∈ Ck(R) : g = δf con f ∈

Ck−1(R)}, y k ≥ 2.

Lema 1.2.2 ([19]). Sea k ≥ 1 y h ∈ ZCk+1(R). Entonces existe una f ∈

Ck(R) (no necesariamente única) tal que h = δf.

Esto implica, en particular, que todos los elementos h ∈ C2(R) tales que

δh = 0 se pueden escribir como h = δf para alguna f ∈ C1(R) (no necesaria-

mente única).

Introducimos ahora un nexo importante entre esta estructura algebraica

y la teoŕıa de integración: sean f y g dos funciones suaves y real valuadas en

[0, T ]. Definimos entonces I ∈ C2(R) por

Ist =

∫ t

s

dfu

∫ u

s

dgw, para s, t ∈ [0, T ]. (1.4)

Usando que∫ t

u

dfr = ft − fu = (δf)ut y

∫ u

s

dgw = gu − gs = (δg)su,

obtenemos

(δI)sut = [ft − fu][gu − gs] = (δf)ut(δg)su. (1.5)

10



Esta propiedad es útil: δ transforma integrales iteradas en productos de in-

crementos, de este modo podemos aprovechar las regularidades de f y g a

partir de productos de la forma δfδg.

Para el propósito de nuestro estudio necesitamos discutir propiedades

sobre los k-incrementos, incluyendo la noción de acotamiento para estas clases

de funciones. Para k ≤ 2, medimos la longitud de estos incrementos gracias

a normas del tipo Hölder, es decir, si 0 < a1 ≤ a2 ≤ T y f ∈ C2([a1, a2];R),

sean

||f ||µ,[a1,a2] := sup
r,t∈[a1,a2],r 6=t

|frt|
|t− r|µ

y

Cµ2 ([a1, a2];R) = {f ∈ C2(R) : ||f ||µ,[a1,a2] <∞}.

Aqúı los espacios de Hölder Cµ1 ([a1, a2];R) se determinarán para funciones

g ∈ C1([a1, a2];R) con norma

||g||µ,[a1,a2] := ||δg||µ,[a1,a2],

y equivalentemente decimos que g ∈ Cµ1 ([a1, a2];R) si y sólo si ||g||µ,[a1,a2] es

finita. Observemos que || · ||µ,[a1,a2] es solamente una seminorma en el espacio

Cµ1 ([a1, a2];R).
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Análogamente, para una función h ∈ C3([a1, a2];R) tenemos que

||h||γ,ρ,[a1,a2] = sup
s,u,t∈[a1,a2]

|hsut|
|u− s|γ|t− u|ρ

, (1.6)

y

||h||µ,[a1,a2] = ı́nf
{∑

i

||hi||ρi,µ−ρi : h =
∑
i

hi, 0 < ρi < µ
}
, (1.7)

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las sucesiones {hi ∈ C3(R)} tales que

h =
∑

i hi y para todas las elecciones de los números ρi ∈ (0, µ). Por lo

anterior || · ||µ,[a1,a2] es una norma en C3([a1, a2];R), y escribimos

Cµ3 ([a1, a2];R) := {h ∈ C3([a1, a2];R) : ||h||µ,[a1,a2] <∞}.

Introducimos ahora los espacios C1+
3 ([a1, a2];R) :=

⋃
µ>1 C

µ
3 ([a1, a2];R) y

ZC1+
3 ([a1, a2];R) = C1+

3 ∩Kerδ.

Suponga que f y g son suaves, en tal caso la integral de f con respecto a

g puede ser definida en el sentido de Lebesgue-Stieltjes y luego se expresará

en términos del operador inverso de δ, denotado por Λ que se define como

sigue.

Proposición 1.2.3 ([12]). Sea 0 ≤ a1 < a2 ≤ T. Entonces tenemos:

1. Existe un único mapeo lineal Λ : ZC1+
3 ([a1, a2];R) → C1+

2 ([a1, a2];R)

tal que δΛ = IdZC1+3 ([a1,a2];R). Adicionalmente, para cualquier µ > 1 y
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h ∈ ZCµ3 ([a1, a2]; R) obtenemos

||Λh||µ,[a1,a2] ≤
1

2µ − 2
||h||µ,[a1,a2].

2. Para g ∈ C2([a1, a2],R) tal que δg ∈ C1+
3 , sea h = (Id−Λδ)g. Entonces,

existe f ∈ C1(R) tal que h = δf. Más aún

hst = (δf)st = ĺım
|Πst|→0

n−1∑
i=0

gtiti+1
,

donde el ĺımite es sobre cualquier partición Πst = {t0 = s, . . . , tn = t}

de [s, t], cuya norma tiende a cero.

La interpretación del Enunciado 1 es que, para cualquier h ∈ C1+
3 ([a1, a2];R)

tal que δh = 0 existe un único ψ = Λ(h) ∈ C1+
2 ([a1, a2];R) que satisface

δψ = h.

Una propiedad del operador δ se da a continuación.

Lema 1.2.4 ([19]). Para el mapeo δδ : Ck(R)→ Ck+2(R), se tiene

δδ = 0.

Demostración Es inmediata de la definición de δ.

�

La notación y las definiciones dadas antes son con la intención de po-

der introducir una integral generalizada
∫ t
s
fudgu, con f ∈ Cκ1 ([0, T ];R),
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g ∈ Cγ1 ([0, T ];R) y κ + γ > 1 por medio de la herramienta algebraica que se

presentó en esta sección. Planteamos la metodoloǵıa que seguiremos de esta

manera: supondremos de primera instancia que f y g son funciones suaves,

por lo que se puede definir su integral en el sentido de Lebesgue-Stieltjes,

luego procederemos a escribirla en términos del operador Λ. Con este proce-

dimiento llegaremos a una extensión de la noción de integral que coincidirá

con la de Young dada en [40].

Para identificar más fácilmente que estamos trabajando con integrales que

representaremos a partir de la nomenclatura de este apartado, escribiremos

Jst(fdg) en vez de
∫ t
s
fudgu. Procedamos entonces como se dijo anteriormen-

te. Sean f y g dos funciones suaves definidas en un intervalo [0, T ], en este

caso, la integral seŕıa ∫ t

s

f(u)g′(u)du.

Podemos escribir esto como

Jst(fdg) ≡
∫ t

s

fudgu = fs(δg)st+

∫ t

s

(δf)sudgu = fs(δg)st+Jst(δfdg). (1.8)

Analizando el término J (δfdg) ∈ C2(R) que aparece en (1.8), en vista de
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(1.4) y (1.5), vemos que, para s, u, t ∈ [0, T ],

hsut ≡ [δ(J (δfdg))]sut = (δf)su(δg)ut.

Por lo que h es un elemento de C3(R) con δh = 0 (debido al Lema 1.2.4).

Nótese que, si f ∈ Cκ1 ([0, T ];R) y g ∈ Cγ1 ([0, T ];R), en vista de (1.6) y (1.7),

se sabe que h ∈ Cγ+κ
3 (R), por lo que se ha comprobado la regularidad de h.

Por lo tanto h ∈ ZCκ+γ
3 (R), si κ+ γ > 1, que es el caso cuando las funciones

f y g son regulares. Por lo anterior (Proposición 1.2.3), la expresión J (δfdg)

se puede reescribir como

J (δfdg) = Λ(h) = Λ(δfδg),

relacionando esto con (1.8), se obtiene

Jst(fdg) = fs(δg)st + Λst(δfδg). (1.9)

Observemos que el lado derecho de (1.9) está rigurosamente definido siempre

que el incremento f sea un elemento de Cκ1 ([0, T ];R) y el incremento g de

Cγ1 ([0, T ];R), con γ + κ > 1. Usaremos el siguente resultado para establecer

nuestra noción de integral.
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Teorema 1.2.5 ([19]). Sean f ∈ Cκ1 ([0, T ];R) y g ∈ Cγ1 ([0, T ];R), donde

κ+ γ > 1, y definamos

Jst(fdg) := fs(δg)st + Λst(δfδg).

Entonces

(1) Siempre que f y g son suaves, Jst(fdg) coincide con la integral clásica

de Riemann-Stieltjes.

(2) La integral generalizada J (fdg) satisface

|Jst(fdg)| ≤ ||f ||∞,[s,t]||g||γ,[s,t]|t− s|γ + cγ,κ||f ||k,[s,t]||g||γ,[s,t]|t− s|γ+κ,

con cγ,k = (2γ+κ − 2)−1.

(3) Tenemos

Jst(fdg) = ĺım
|Πst|→0

n−1∑
i=0

ftiδgtiti+1
,

donde el ĺımite es sobre cualquier partición Πst = {t0 = s, . . . , tn = t}

de [s, t], cuya norma tiende a cero. En particular, Jst(fdg) coincide

con la integral de Young.

Note que el resultado anterior se sigue directamente de la Proposición

1.2.3. Este teorema es importante porque da una relación entre las sumas de
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Riemann-Stieltjes y la integral de Young, además provee una estimación para

J , por lo que podemos controlar las convergencias de las integrales definidas

de esta manera, como lo hacemos en algunas pruebas en esta sección. Es im-

portante recalcar que esta integral ha sido extendida en diferentes direcciones

por Zähle [41], Gubinelli [12], Lyons [22], Friz y Hairer [11], etc.

El siguiente resultado es una versión del teorema de Fubini para la integral

de Young.

Lema 1.2.6. (Teorema del tipo Fubini) Sea {θs, s ≤ t} una función γ-Hölder

continua y β > 0. Entonces, para % > 1 tal que %+ γ − 2 > 0, obtenemos

1

Γ(%+ β)

∫ t

0

(t− s)%+β−1dθs =
1

Γ(%)Γ(β)

∫ t

0

(t− r)β−1

∫ r

0

(r − s)%−1dθsdr.

(1.10)

Observación Note que las integrales en (1.10) están bien definidas debido a

que %− 1 + γ > 1.

Demostración Sea Π0t = {s0 = 0, s1, . . . , sn = t} una partición finita del

intervalo [0, t] tal que |Π0t| → 0. Entonces del Teorema 1.2.5 se tiene que

1

Γ(%+ β)

∫ t

0

(t− s)%+β−1dθs

= ĺım
|Π0t|→0

(
1

Γ(%+ β)

n−1∑
i=0

(t− si)%+β−1(θsi+1
− θsi)

)
.
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Recuerde que

∫ t

τ

(t− u)a−1(u− τ)b−1du =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(t− τ)a+b−1, a, b > 0. (1.11)

Por lo que podemos escribir

1

Γ(%+ β)

∫ t

0

(t− s)%+β−1dθs

= ĺım
|Π0t|→0

(
1

Γ(%)Γ(β)

n−1∑
i=0

∫ t

si

(t− r)β−1(r − si)%−1dr(θsi+1
− θsi)

)

= ĺım
|Π0t|→0

(
1

Γ(%)Γ(β)

∫ t

0

(t− r)β−1

×

(
n−1∑
i=0

1[si,t](r)(r − si)%−1(θsi+1
− θsi)

)
dr

)

= ĺım
|Π0t|→0

(
1

Γ(%)Γ(β)

∫ t

0

(t− r)β−1
∑
si≤r

(r − si)%−1(θsi+1
− θsi)dr

)
.

Del Teorema 1.2.5 tenemos que, para algún i0 ∈ {0, . . . , n− 1}

∑
si≤r

(r − si)%−1(θsi+1
− θsi) = J0r((r − ·)%−1dθ)

−
n−1∑
i=0

(
Λ(δ(r − ·)%−1δθ)si∧r,si+1∧r

)
+ (r − si0)%−1(θsi0+1

− θr)1(si0 ,si0+1](r).

Analicemos los últimos dos sumandos de la igualdad anterior. Usando que

%− 1 > 0 y las condiciones sobre θ se tiene

|(r − si0)%−1(θsi0+1
− θr)1(si0 ,si0+1](r)| −→ 0

18



si |Π0t| → 0. Note que las propiedades de los operadores Λ y δ (ver Proposi-

ción 1.2.3) nos permiten escribir, para algún C > 0,

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(
Λ(δ(r − ·)%−1δθ)si∧r,si+1∧r

)∣∣∣∣∣ ≤ C||θ||γ,[0,t]
n∑
k=0

|si+1 − si|%−1+γ,

en vista de que % − 1 + γ > 1 esta cantidad es acotada y converge a cero

si |Π0t| → 0. Entonces, el teorema de convergencia dominada implica que la

igualdad (1.10) es cierta.

2

Necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.2.7. Sean f ∈ Cτ1 ([0, t]), g ∈ Cλ1 ([0, t]) y θ ∈ Cγ1 ([0, t]), donde τ, λ, γ ∈

(0, 1) y τ + γ, λ+ γ ∈ (1, 2). También sea θ̃ =
∫ ·

0
g(s)dθs en [0, t]. Entonces

∫ t

0

f(s)dθ̃s =

∫ t

0

f(s)g(s)dθs.

Demostración Sea Π0t = {s0 = 0, s1, . . . , sn = t} una partición finita del

intervalo [0, t]. Entonces, por la Proposición 1.2.3 (Enunciado 2) existe una

constante C > 0 tal que
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∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(sk)(θ̃sk+1
− θ̃sk)−

n−1∑
k=0

f(sk)g(sk)(θsk+1
− θsk)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(sk)

∫ sk+1

sk−1

g(s)dθs −
n−1∑
k=0

f(sk)

∫ sk+1

sk−1

g(sk)dθs

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(sk)

∫ sk+1

sk

(g(s)− g(sk))dθs

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(sk)Λsk,sk+1
(δgδθ)

∣∣∣∣∣
≤ C||f ||∞

n−1∑
k=0

|sk+1 − sk|λ+γ −→ 0

si |Π0t| → 0. El resultado se sigue de esto y del Teorema 1.2.5 (Inciso 3).

2

Ahora damos un criterio de convergencia de la integral de Young.

Lema 1.2.8. Sean θ una función γ-Hölder continua en [0, t], A ∈ R, % ∈

(1, 2) y β > 0 de manera que %+ γ − 2 > 0. Entonces tenemos

ĺım
n→∞

n∑
k=0

Ak

Γ(kβ + %)

∫ t

0

(t− s)kβ+%−1dθs =

∫ t

0

(t− s)%−1Eβ,%(A(t− s)β)dθs.

(1.12)

Observación 1.2.9. Note que la última integral en el lado derecho de (1.12)

está bien definida. En efecto, sea k0 ∈ N ∪ {0} tal que kβ + % − 1 ≤ 1 para

k ≤ k0, y kβ + %− 1 > 1 para k > k0. Entonces, para s, s̃ ∈ [0, t], tenemos
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|(t− s)%−1Eβ,%(A(t− s)β)− (t− s̃)%−1Eβ,%(A(t− s̃)β)|

≤
k0∑
k=0

|A|k|s− s̃|kβ+%−1

Γ(kβ + %)
+

∞∑
k=k0+1

|A|k|(t− s)kβ+%−1 − (t− s̃)kβ+%−1|
Γ(kβ + %)

= I1 + I2. (1.13)

Note que

I1 ≤ |s− s̃|%−1

k0∑
k=0

(|A|tβ)k

Γ(kβ + %)
≤ |s− s̃|%−1Eβ,%(|A|tβ). (1.14)

Ahora, del teorema del valor medio tenemos

I2 ≤ |s− s̃|
∞∑

k=k0+1

|A|k(kβ + %− 1)tkβ+%−2

Γ(kβ + %)
≤ |s− s̃|t%−2Eβ,%−1(|A|tβ).

Por lo tanto (1.13) y (1.14) implican nuestra afirmación debido a que γ+%−

1 > 1.

Demostración del Lema 1.2.8 Escribimos, para m ∈ N, la función

fm(s) =
∞∑
k=m

Ak

Γ(kβ + %)
(t− s)kβ+%−1, s ∈ [0, t].

Para probar nuestro resultado, solamente necesitamos observar que, para m

suficientemente grande

sup
s≤t
|fm(s)| = sup

s≤t

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

Ak

Γ(kβ + %)
(t− s)kβ+%−1

∣∣∣∣∣
≤ t%−1

∞∑
k=m

|A|ktkβ

Γ(kβ + %)
−→ 0
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si m→∞, y análogamente

sup
s≤t
|f ′m(s)| = sup

s≤t

∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

Ak(kβ + %− 1)

Γ(kβ + %)
(t− s)kβ+%−2

∣∣∣∣∣
≤ t%−2

∞∑
k=m

|A|ktkβ

Γ(kβ + %− 1)
−→ 0

si m→∞. Este procedimiento, la definición de la función de Mittag-Leffler

y el Teorema 1.2.5 implican el resultado.

2

Necesitamos el siguiente lema para poder probar estabilidad de algunas

ecuaciones gobernadas por el mbf (ver Teorema 3.2.6 abajo).

Sea I un intervalo. Sea C1(I) la clase de funciones diferenciables en I.

Lema 1.2.10. Sean τ, γ ∈ (0, 1) tal que τ+γ > 1. Suponga que θ ∈ Cγ
1 ([0, t])

y h ∈ C1((0, t)) ∩ Cτ
1 ([0, t]) es tal que ḣ ∈ L1([0, t]) y h(0) = 0. Entonces,

∫ t

0

h(t− s)dθs =

∫ t

0

ḣ(s)(θt−s − θ0)ds.

Demostración Sea Π0t = {s0 = 0, . . . , sn = t} una partición finita del

intervalo [0, t]. Usando las hipótesis de θ y h, y el teorema fundamental del
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cálculo, obtenemos

∫ t

0

h(t− s)dθs = ĺım
|Π0t|→0

n−1∑
k=0

h(t− sk)(θsk+1
− θsk)

= ĺım
|Π0t|→0

n−1∑
k=0

(∫ t−sk

0

ḣ(s)ds

)
(θsk+1

− θsk)

= ĺım
|Π0t|→0

∫ t

0

ḣ(s)
n−1∑
k=0

1[0,t−s](sk)(θsk+1
− θsk)ds.

Observemos que la suma en la última igualdad es telescópica, de este modo

∫ t

0

h(t− s)dθs =

∫ t

0

ḣ(s)(θt−s − θ0)ds.

Aqúı, en lado derecho de la expresión anterior hemos usado el teorema de

convergencia dominada.

2

En lo que sigue de este apartado introducimos algunos conceptos adicio-

nales que necesitamos para definir la integral hacia adelante como lo hicieron

Russo y Vallois [36], y veremos el caso cuando ésta coincide con la integral

de Young. En el siguiente resultado suponemos que todos los procesos están

definidos en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ).

Definición 1.2.11. Una familia de procesos estocásticos medibles {M (ε)
t }t∈[0,T ]

converge uniformemente a un proceso ĺımite {Mt}t∈[0,T ] en probabilidad en
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[0, T ] si

P
(

sup
t∈[0,T ]

|M (ε)
t −Mt| > ε

)
→ 0,

si ε→ 0.

En la literatura abrevian este tipo de convergencia diciendo que la familia

de procesos converge en el sentido ucp.

Definición 1.2.12. Un proceso Y tal que satisface que, para cualquier a > 0,

∫ a

0

|Yt|dt <∞, c.s.,

se dice pertenecer a la clase L1
loc(R+).

Sean X = {Xt}t≥0 un proceso continuo y Y = {Yt}t≥0 un proceso con

trayectorias en L1
loc(R+). Escribimos

I−(ε, Y, dX)(t) :=

∫ t

0

Ys
Xs+ε −Xs

ε
ds, t ≥ 0 y ε > 0.

Definición 1.2.13. Suponiendo que el siguiente ĺımite en el sentido ucp

existe, definimos a la integral hacia adelante como

∫ t

0

Y d−X := ĺım
ε→0+

I−(ε, Y, dX)(t)

El siguiente resultado da la relación entre la integral de Young y la integral

hacia adelante.
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Proposición 1.2.14 ([36]). Sean X y Y dos procesos con trayectorias en

Cα1 ([0, t]) y Cβ1 ([0, t]) casi seguramente, respectivamente, con α + β > 1 y

α, β > 0. Entonces, la integral hacia adelante
∫ ·

0
Y d−X coincide con la de

Young.

1.3. Forma cerrada de la solución de ecuacio-

nes lineales del tipo Volterra

Consideremos la ecuación lineal de Volterra

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs, t ≥ 0.

(1.15)

Aqúı, la condición inicial ξ = {ξt, t ≥ 0} es acotada en conjuntos compactos

y es una función medible, β ∈ (0, 1), A ∈ R es una constante arbitraria,

α ∈ (1, 2) y θ = {θs, s ≥ 0} es una función γ-Hölder continua con γ ∈ (0, 1).

En esta sección obtenemos la representación de la solución de nuestra

ecuación (1.15) en términos de funciones de Mittag-Leffler. Es decir, usamos

un procedimiento iterativo, el llamado método de Adomian para este fin (ver,

e.g. Junsheng et al. [16] y Miller y Ross [26]).

Analicemos el siguiente resultado para ver que la ecuación (1.15) tiene
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una única solución.

Lema 1.3.1. Sean α ∈ (1, 2) y θ ∈ Cγ([0, T ]), donde α−1+γ > 1. Entonces,

la integral

Zt =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs, t ≥ 0,

es continua en [0, T ].

Demostración Sean t1, t2 ∈ [0, T ]. Sin pérdida de generalidad supongamos

t1 ≤ t2. Entonces, el Lemma 1.2.10 implica

|Zt2 − Zt1| = Cα

∣∣∣∣∣
∫ t2

0

sα−2(θt2−s − θ0)ds−
∫ t1

0

sα−2(θt1−s − θ0)ds

∣∣∣∣∣
≤ Cα

∫ t2

t1

sα−2|θt2−s − θ0|ds+ Cα

∫ t1

0

sα−2|θt2−s − θt1−s|ds

≤ Cα||θ||γ,[0,T ]

(
T γ
∫ t2

t1

sα−2ds+ |t2 − t1|γ
∫ t1

0

sα−2ds

)
= C(tα−1

2 − tα−1
1 + |t2 − t1|γ), Cα, C > 0,

lo que da que el resultado es cierto.

2

Como ξ es acotada y medible en conjuntos compactos, la existencia y

unicidad para la solución de la ecuación (1.15) es una consecuencia inmediata

de las iteraciones de Picard, de las propiedades de la función de Mittag-Leffler
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y del Lema 1.3.1, esto es, definimos inductivamente para n ∈ N

X(0) = ξZ , con ξZt ≡ ξt +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs

y

X(n)(t) = ξZt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AX(n−1)(s)ds, t ∈ [0, T ].

Entonces, como ξZ es acotada en [0, T ] (|ξZs | ≤ M, para todo t ∈ [0, T ],

M > 0) se tiene que, para t ∈ [0, T ],

|X(n)(t)−X(m)(t)| ≤M
n∑

k=m+1

|A|ktkβ

Γ(kβ + 1)
≤M

∞∑
k=m+1

|A|ktkβ

Γ(kβ + 1)
−→ 0

si m→∞ (ver también el libro de Podlubny [33]). En particular, si X(t) =

ĺımm→∞X
(m)(t), entonces X es una solución de (1.15) y

|X(t)| ≤M +M

∞∑
k=1

|A|ktkβ

Γ(kβ + 1)
= MEβ,1(|A|tβ).

Aśı, X es también acotada sobre compactos. Observe que, para probar la

unicidad, el procedimiento es análogo a lo hecho anteriormente. Además, si ξ

es continua, entonces X también lo es debido al Lema 1.3.1. En efecto, sólo

hay que probar t 7→
∫ t

0
(t−s)β−1X(s)ds es continua. Supongamos que t2 > t1.
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Entonces

∣∣∣ ∫ t2

0

(t2 − s)β−1X(s)ds−
∫ t1

0

(t1 − s)β−1X(s)ds
∣∣∣

≤M

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds+M

∫ t1

0

|(t2 − s)β−1 − (t1 − s)β−1|ds

≤ C(t2 − t1)β + C[tβ1 + (t2 − t1)β − tβ2 ], C > 0,

lo cual demuestra nuestra afirmación.

Ahora deducimos la forma cerrada de la solución de (1.15).

Lema 1.3.2. Sea β ∈ (0, 1), A ∈ R, α ∈ (1, 2), {θs, s ∈ [0, T ]} una función

γ-Hölder continua con γ ∈ (0, 1) y γ+α−1 > 1, la condición inicial {ξs, s ∈

[0, T ]} es una función acotada. Entonces, la ecuación (1.15) tiene la solución

X(t) = ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξsds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)dθs, 0 ≤ t ≤ T.

Demostración Recuerde que (ver (1))

Zt =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs.

Iterando la ecuación (1.15), usando el Lema 1.2.6, la igualdad (1.11), y el

teorema de Fubini podemos escribir
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X(t) = ξt +
A

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1ξsds+ Zt +
A

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1Zsds

+
A2

Γ(β)2

∫ t

0

∫ s

0

(t− s)β−1(s− s1)β−1X(s1)ds1ds

= ξt +
A

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1ξsds+ Zt +
A

Γ(β + α)

∫ t

0

(t− s)β+α−1dθs

+
A2

Γ(2β)

∫ t

0

(t− s)2β−1X(s)ds. (1.16)

Ahora usamos inducción en n. Por lo que podemos suponer que la igual-

dad

X(t) = ξt +
n∑
k=1

Ak

Γ(kβ)

∫ t

0

(t− s)kβ−1ξsds+
n∑
k=0

Ak

Γ(kβ + α)

∫ t

0

(t− s)kβ+α−1dθs

+
An+1

Γ((n+ 1)β)

∫ t

0

(t− s)(n+1)β−1X(s)ds

es cierta. Aśı, una iteración adicional da

X(t) = ξt +
n∑
k=1

Ak

Γ(kβ)

∫ t

0

(t− s)kβ−1ξsds+
n∑
k=0

Ak

Γ(kβ + α)

∫ t

0

(t− s)kβ+α−1dθs

+
An+1

Γ((n+ 1)β)

∫ t

0

(t− s)(n+1)β−1ξsds

+
An+1

Γ(α)Γ((n+ 1)β)

∫ t

0

∫ s

0

(t− s)(n+1)β−1(s− s1)α−1dθs1ds

+
An+1

Γ((n+ 1)β)

A

Γ(β)

∫ t

0

∫ s

0

(t− s)(n+1)β−1(s− s1)β−1X(s1)ds1ds.

Procedemos como en (1.16) (i.e., aplicamos el Lema 1.2.6 y usamos el teorema
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de Fubini), obtenemos

X(t) = ξt +
n+1∑
k=1

Ak

Γ(kβ)

∫ t

0

(t− s)kβ−1ξsds+
n+1∑
k=0

Ak

Γ(kβ + α)

∫ t

0

(t− s)kβ+α−1dθs

+
An+2

Γ((n+ 2)β)

∫ t

0

(t− s)(n+2)β−1X(s)ds, t ∈ [0, T ].

Aśı, en la primera suma hacemos el cambio k−1 = j, j ∈ N∪{0}. Finalmente,

del hecho de que X es una función acotada en [0, T ] se deduce que el último

sumando converge a cero cuando n → ∞. Entonces, el resultado es una

consecuencia inmediata del Lema 1.2.8.

2

Observación Note que en vista del procedimiento iterativo de la prueba de

este lema podemos tener una ligera generalización del lema de Gronwall en

este contexto. Por ejemplo, suponga adicionalmente que A > 0, y que

X(t) ≤ ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθs.

Consecuentemente, en este caso, también podemos aplicar la metodoloǵıa de

esta prueba.
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1.4. Teoremas de existencia y de compara-

ción de ecuaciones integrales

A continuación consideramos ecuaciones integrales de la forma

X(t) = x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1k(s,X(s))ds, t ∈ [0, T ], (1.17)

donde β ∈ (0, 1), x0 ∈ R es la condición inicial y el núcleo k es una función

continua. Esto es, damos resultados que garantizan, bajo ciertas condiciones,

la existencia de al menos una solución continua de ecuaciones como (1.17).

Sea A un conjunto. Denotamos por C(A) a la familia de funciones conti-

nuas en A. Además, escribimos R0 := {(t, x) : t ∈ [0, a] y |x− x0| ≤ b}, con

a, b > 0 finitos. El siguiente resultado es un teorema del tipo Peano, es decir,

un teorema de existencia para ecuaciones con representación (1.17).

Teorema 1.4.1. ([18]) Suponga que k ∈ C(R0,R) es acotada en conjuntos

compactos de [0, T ]× R (i.e., si M ⊂ R es un conjunto compacto, entonces

existe M ∈ R+ tal que |k(t, x)| ≤ M , para (t, x) ∈ [0, T ]×M). Entonces la

ecuación integral (1.17) posee al menos una solución en 0 ≤ t ≤ τ, donde

τ = mı́n(a, [ b
M

Γ(β + 1)]1/β).

Podemos enunciar el siguiente resultado de existencia global.
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Teorema 1.4.2. ([18]) Suponga que k ∈ C(R+×R,R), g ∈ C(R+×R+,R+)

con g(t, u) una función no decreciente en u para cada t y

|k(t, x)| ≤ g(t, |x|).

Además, existen las soluciones locales de (1.17) y la solución maximal del

problema

u(t) = u0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g(s, u(s))ds, t ∈ [0, T ], u0 ≥ 0,

también existe en R+. Entonces el intervalo más grande de existencia de

cualquier solución de (1.17) con |x0| ≤ u0 es [0,∞).

En este trabajo usamos métodos de comparación para obtener la esta-

bilidad de algunos sistemas fraccionarios. Es posible encontrar teoremas de

comparación en la literatura para ecuaciones fraccionarias de evolución (ejem-

plos de estos son los Teoremas 2.1 y 2.2 de [18]), pero, desafortunadamente

estos resultados no son útiles para nuestros propósitos. Por lo tanto, damos el

siguiente lema, que es una versión del Teorema 2.2.5 en Pachpatte [32] y nos

permite probar la estabilidad de algunas ecuaciones semilineales que estudia-

mos (ver Caṕıtulo 4 abajo). De este modo, este resultado es fundamental en

el desarrollo de esta tesis.

Lema 1.4.3. Sea k : [0, T ]× R→ R una función tal que:
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i) k(·, x) es medible en [0, T ] para cada x ∈ R.

ii) Existe una constante M > 0 tal que |k(s, x)− k(s, y)| ≤M |x− y| para

cualquier s ∈ [0, T ] y x, y ∈ R.

iii) k es acotada en conjuntos acotados de [0, T ]× R.

iv) k(s, ·) es no decreciente para cualquier s ∈ [0, T ].

También, sea B ∈ R, β ∈ (0, 1), con x e y dos funciones continuas en [0, T ]

tales que

x(t) ≤ y(t) +

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, x(s))ds, t ∈ [0, T ]. (1.18)

Entonces x ≤ u en [0, T ], donde u es la solución de la ecuación

u(t) = y(t) +

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, u(s))ds, t ∈ [0, T ]. (1.19)

Observación Las suposiciones sobre k implican que (1.19) tiene una única

solución continua. Esto es, sean t1, t2 ∈ [0, T ]. Suponemos sin pérdida de

generalidad que t2 > t1, de este modo, usando que y es una función continua

solamente tenemos que analizar la cantidad

Ik :=

∣∣∣∣∣
∫ t2

0

(t2 − s)β−1Eβ,β(B(t2 − s)β)k(s, u(s))ds

−
∫ t1

0

(t1 − s)β−1Eβ,β(B(t1 − s)β)k(s, u(s))ds

∣∣∣∣∣,
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Primero supongamos que (1.19) tiene una solución acotada. Note que debido

a la Hipótesis iii) existe M > 0 tal que

Ik ≤M

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1Eβ,β(B(t2 − s)β)ds

+M

∫ t1

0

|(t1 − s)β−1Eβ,β(B(t1 − s)β)− (t2 − s)β−1Eβ,β(B(t2 − s)β)|ds

= Ik1 + Ik2 , t1, t2 ∈ [0, T ], t2 > t1.

Para la primera integral, en vista de (1.3)

Ik1 = M

∫ t2−t1

0

sβ−1Eβ,β(Bsβ)ds = M(t2 − t1)βEβ,β+1(B(t2 − t1)β),

y esta expresión tiende a cero si t1 ↑ t2 debido a la continuidad de la función

de Mittag-Leffler y que β ∈ (0, 1).

El segundo sumando puede tratarse como sigue.

Ik2 ≤M

∫ t1

0

(t1 − s)β−1|Eβ,β(B(t1 − s)β)− Eβ,β(B(t2 − s)β)|ds

+M

∫ t1

0

(
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

)
Eβ,β(B(t2 − s)β)ds

= Ik2,1 + Ik2,2

Como Eβ,β es una función continua en [0, T ], dado ε > 0 tenemos

Ik2,1 ≤Mε

∫ t1

0

(t1 − s)β−1ds,
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para t2 − t1 suficientemente pequeño. Para Ik2,2, existe una constante C > 0

tal que

Ik2,2 ≤ C

(∫ t1

0

sβ−1ds−
∫ t2

t2−t1
sβ−1ds

)
=
C

β

(
tβ1 − t

β
2 + (t2 − t1)β

)
,

y esta cantidad tiende a cero si t1 ↑ t2. Finalmente, las Hipótesis i)-iii) im-

plican que (1.19) tiene una única solución continua tomando en cuenta la

metodoloǵıa anterior. En efecto, solo hay que aplicar el método de Picard

(ver el análisis realizado para demostrar la existencia y unicidad de la solu-

ción de la ecuación (1.15)).

Demostración Sea G : C([0, T ])→ C([0, T ]) dado por

(Gz)(t) = y(t) +

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, z(s))ds, t ∈ [0, T ].

La observación anterior implica que G está bien definida. Esto es, G(z) es

una función continua para cada z ∈ C([0, T ]). Recuerde que para cualquier

función z ∈ C([a, b]), la notación ||z||∞,[a,b] significa supt∈[a,b] |z(t)|. Entonces,

de la continuidad de Eβ,β y la hipótesis ii), existe una constante M̄ > 0 tal
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que, para cada z, z̃ ∈ C([0, T ]), tenemos

|(Gz)(t)− (Gz̃)(t)| ≤ M̄

∫ t

0

(t− s)β−1|k(s, z(s))− k(s, z̃(s))|ds

≤MM̄

∫ t

0

(t− s)β−1|z(s)− z̃(s)|ds

≤ MM̄

β
T β||z − z̃||∞,[0,T ], para t ∈ [0, T ].

Similarmente, para T̄ ≤ T, podemos ver que

||Gz − Gz̃||∞,[0,T̄ ] ≤
MM̄

β
||z − z̃||∞,[0,T̄ ]T̄

β.

Consecuentemente, si T̄ β MM̄
β

< 1, G es una contracción en C([0, T̄ ]). Aśı, la

sucesión vn+1 = Gvn, con v0 = x, es tal que vn(t) → u(t) y vn(t) ≤ vn+1(t)

para t ∈ [0, T̄ ], debido a la Hipótesis iv), (1.18), y que Eβ,β es una función

completamente monótona. Tenemos que el resultado es cierto si escribimos

T̄ en vez de T.

Ahora, suponga que el lema es cierto para el intervalo [0, nT̄ ], n ∈ N.

Entonces, de (1.18) podemos escribir

x(t) ≤ y(t) +

∫ nT̄

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, x(s))ds

+

∫ t

nT̄

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, x(s))ds

≤ ȳ(t) +

∫ t

nT̄

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, x(s))ds, t ∈ [nT̄ , (n+ 1)T̄ ],

donde

ȳ(t) = y(t) +

∫ nT̄

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, u(s))ds.
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Finalmente, definiendo G(n) : C([nT̄ , (n+ 1)T̄ ])→ C([nT̄ , (n+ 1)T̄ ]) como

(G(n)z)(t) = ȳ(t) +

∫ t

nT̄

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)k(s, z(s))ds,

y usando el hecho de que la ecuación (1.19) tiene una única solución continua

debido a las Hipótesis ii) y iii), podemos proceder como en la primera parte

de esta prueba para ver que x ≤ u en [0, (n+ 1)T̄ ]. Por lo tanto, el resultado

se sigue usando inducción en n.

2

1.5. El movimiento browniano fraccionario

En esta sección damos un breviario acerca del movimiento browniano

fraccionario (mbf) por las propiedades que tiene, y porque será utilizado para

perturbar ecuaciones integrales estocásticas. Aqúı suponemos que trabajamos

en un espacio de probabilidad completo (Ω,F , P ).

Definición 1.5.1. El mbf es un proceso centrado (i.e., EBt = 0), gaussiano

{Bt}t≥0, con B0 = 0, y que satisface

RH(s, t) := Cov(Bt, Bs)

= E(BtBs)

=
1

2
Var(B1)(t2H + s2H − |t− s|2H), t, s ≥ 0.
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Normalizamos al mbf tomando Var(B1) = 1.

Nótese que, si H = 1/2, el proceso correspondiente seŕıa un mb ordinario.

Sin embargo, hay que recalcar que, para H 6= 1/2, los incrementos no son

independientes. El parámetro de Hurst, H ∈ (0, 1), determina el signo de la

covarianza de incrementos futuros y pasados. Es decir, la covarianza entre

dos incrementos Bt+h −Bt y Bs+h −Bs con s+ h ≤ t y t− s = nh es

RH(n) =
1

2
h2H [(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H ]

≈ h2HH(2H − 1)n2H−2 −→ 0

si n tiende a infinito (ver Nualart [30]). Entonces, se tiene que:

i) Si H > 1/2, RH(n) > 0 y
∑∞

n=1RH(n) =∞.

ii) Si H < 1/2, RH(n) < 0 y
∑∞

n=1 |RH(n)| <∞.

Observación En i) tenemos que dos incrementos de la forma Bt+h − Bt y

Bt+2h−Bt+h están correlacionados positivamente y se dice que el proceso tiene

la propiedad de memoria larga. En ii) los incrementos están correlacionados

negativamente y decimos que hay intermitencia.

Al mbf de parámetro H frecuentemente se le denota por BH (y aśı lo

haremos aqúı).
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En vista de la definición del mbf se afirma que es un proceso con trayec-

torias continuas debido al teorema de continuidad de Kolmogorov (ver [8]).

Más aún, para todo ε > 0 y T > 0, existe una variable aleatoria no negativa

Gε,T tal que E(|Gε,T |p) <∞ para todo p > 1, y

|BH
t −BH

s | ≤ Gε,T |t− s|H−ε,

para todo s, t ∈ [0, T ]. Esto significa que el parámetro H controla la regu-

laridad de las trayectorias, que son Hölder continuas de orden H − ε para

cualquier ε < H.

Ahora, veremos que el mbf tiene una representación integral en términos

del movimiento browniano W. En uno de nuestros resultados trabajaremos

con el caso H > 1/2, por lo que, en lo que sigue de este caṕıtulo damos algu-

nas propiedades de BH satisfaciendo H ∈ (0, 1/2). Defina el núcleo cuadrado

integrable

KH(t, s) = cHs
1/2−H

∫ t

s

(u− s)H−3/2uH−1/2du, s ≤ t,

donde cH es una constante que depende de H. Este núcleo es diferenciable,

esto es

∂KH

∂t
(t, s) = cH

(
t

s

)H−1/2

(t− s)H−3/2 s ≤ t.
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Aśı, el mbf de parámetro H puede ser escrito como (ver [1])

BH
t =

∫ t

0

KH(t, s)dWs, t ≥ 0,

donde W es el movimiento browniano ordinario.

1.6. La integral de Skorohod

En lo que sigue damos algunas definiciones básicas del llamado Cálculo

de Malliavin con el propósito de definir la conocida integral de Skorohod u

operador de divergencia δ. Recordemos que tenemos que H > 1/2.

Sea H el espacio de Hilbert definido como la cerradura de las funciones

simples E ⊂ H en [0, T ] con respecto al producto escalar

〈1[0,t], 1[0,s]〉H = RH(s, t).

El mapeo 1[0,t] 7→ BH
t se extiende a una isometŕıa de H a L2(Ω), denotada

φ 7→ BH(φ).

Necesitamos introducir un subespacio de funciones de H. Sea |H| el es-

pacio lineal de funciones medibles ϕ definidas en el intervalo [0, T ] tales que

||ϕ||2|H| :=
∫ T

0

(∫ T

s

|ϕr|
∂KH

∂r
(s, r)dr

)2

ds <∞.
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Además, se tiene que para ϕ ∈ |H|, la desigualdad (ver Nualart [30])

||ϕ|||H| ≤ bH ||ϕ||L1/H((0,T )), bH > 0. (1.20)

Note que, de esta estimación se sigue la contención L1/H((0, T )) ⊂ |H|.

Además bH es independiente de T.

Por otro lado, fijemos H ∈ (1/2, 1). Sea f ∈ C∞b (es decir, f y sus

derivadas parciales son acotadas) y S el conjunto de las variables aleatorias

de la forma

F = f(BH(φ1), . . . , BH(φn)), n ≥ 1, (1.21)

con φi ∈ H. Definimos a DF como la variable aleatoria con valores en H tal

que

DF =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(BH(φ1), . . . , BH(φn))φi,

esto es, D : S → Lp(Ω;H) es el operador derivada de una variable aleatoria

con representación (1.21). Más aún, D es un operador cerrable de LP (Ω) en

LP (Ω;H) (ver [30]) para cualquier p ≥ 1. Denotamos por Dk a la k-ésima

iteración de D para cualquier k ≥ 1. El espacio de Sovolev D1,2 es la cerradura

de S con respecto a la norma

||F ||21,2 := E|F |2 + E||DF ||2H.
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El operador de divergencia o integral de Skorohod es el operador adjunto

de D, y está definido en términos de la relación de dualidad

E(Fδu) = 〈DF, u〉H, (1.22)

donde u ∈ L2(Ω;H). Si existe δ(u) ∈ L2(Ω) tal que (1.22) se cumple, decimos

que u pertenece al dominio del operador δ y lo denotamos como u ∈ Domδ.

En este caso δ(u) es la integral de Skorohod de u.

La siguiente proposición nos dice el caso cuando la integral de Skorohod

de un proceso coincide con la integral hacia adelante.

Proposición 1.6.1. ([1]) Sea u = {ut, t ∈ [0, T ]} una función que yace en

el espacio |H|. Entonces la integral hacia adelante existe y además

∫ T

0

utd
−BH

t = δ(u), αH > 0.

El lado izquierdo es la integral hacia adelante de u con respecto a BH dada

en la Definición 1.2.13.
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Caṕıtulo 2

Ecuación lineal del tipo

Volterra

En este apartado trabajamos con la ecuación lineal fraccionaria

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AX(s)ds, t ≥ 0. (2.1)

Como antes, la condición inicial ξ = {ξt, t ≥ 0} es una función acotada en

conjuntos compactos de R+ y medible, β ∈ (0, 1) y A ∈ R es una cons-

tante arbitraria. Lo que hacemos es utilizar el Lema 1.3.2 para analizar la

estabilidad de la solución de (2.1) cuando A < 0.
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2.1. Estabilidad de ecuaciones integrales li-

neales de Volterra para diferentes condi-

ciones iniciales

Tratamos la estabilidad de la solución de (2.1) considerando diferentes ti-

pos de condiciones iniciales. Los resultados estudiados aqúı son la herramien-

ta básica para establecer la estabilidad de ecuaciones integrales fraccionarias

de la forma (1.15).

Por otro lado, en este trabajo estudiamos varios criterios de estabilidad

para diferentes clases E de condiciones iniciales. Algunas veces E es un sub-

conjunto de un espacio lineal normado X de funciones continuas equipado

con la norma || · ||X . En otras palabras, consideramos espacios lineales nor-

mados (X , || · ||X ). Principalmente, a lo largo de esta tesis, tratamos con las

siguientes clases de condiciones iniciales.

Definición 2.1.1. Tenemos las siguientes definiciones de espacios lineales:

1. Si la condición inicial ξ es continua en [0,∞) y existe ξ∞ ∈ R tal que,

dado ε > 0, existe t0 > 0 talque |ξs − ξ∞| ≤ ε para cualquier s ≥ t0,

decimos que ξ pertenece a la familia E1.
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2. E2 es el conjunto de todas las funciones ξ de clase C1(R+) (i.e. ξ tiene

una derivada continua en R+) tal que

ĺım
t7→∞
|ξt|/tβ = 0 y |ξ′t| ≤

C̃

t1−υ
, para algún υ ∈ (0, β) y C̃ ∈ R.

(2.2)

3. E3 es la familia de funciones continuas de la forma

ξt =
1

Γ(η)

∫ t

0

(t− s)η−1g(s)ds, (2.3)

con g ∈ L1([0,∞)) ∩ Lp([0,∞)), η ∈ (0, β + 1) y p > 1
η
∨ 1.

Los conceptos de estabilidad que analizamos son los siguientes.

Definición 2.1.2. Sea E ⊂ X . La solución X de (2.1) se dice ser:

i) globalmente estable a lo largo para la clase E (o globalmente E-estable

a lo largo) si X(t) tiende a cero cuando t→∞, para cada ξ ∈ E .

ii) E-estable si dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ||X||∞,[0,∞) < ε para cada

ξ ∈ E satisfaciendo ||ξ||X < δ.

iii) asintóticamente E-estable si ésta es E-estable y existe δ > 0 tal que

ĺımt→∞ X(t) = 0 para cualquier ξ ∈ E tal que ||ξ||X < δ.
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Observe que, si la condición inicial ξ de la ecuación (2.1) es un proceso

estocástico en vez de una función determinista, tal ecuación integral seŕıa

aleatoria que se resuelve trayectorialmente (i.e., ω por ω). Por lo tanto, en lo

que sigue de este trabajo, suponemos que todos los procesos están definidos

en un espacio de probabilidad completo (Ω,F , P ), aunque no se vuelva a

mencionar.

Proposición 2.1.3. Suponga que la constante A es negativa, β ∈ (0, 1).

Entonces, la solución de (2.1) es globalmente E (i)-estable a lo largo, para

i = 1, 2, 3.

Observación Sean A y ξ aleatorias. Note que si A(ω) y ξ(ω) satisfacen las

condiciones de la Proposición 2.1.3 trayectorialmente, entonces la solución

de (2.1) es globalmente E (i)-estable a lo largo ω por ω (i.e., X(ω, ·) es global-

mente E (i)-estable a lo largo para cualquier ω ∈ Ω), para i = 1, 2, 3.

Demostración Dividimos la prueba en tres partes.

Paso 1. Primero suponemos que ξ ∈ E (1). Del Lema 1.3.2 podemos escribir

|X(t)| =
∣∣∣∣ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξsds

∣∣∣∣
=
∣∣∣ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds

+ Aξt

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds
∣∣∣.
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Ahora, usando (4.8) en [16], obtenemos

1 + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds = Eβ,1(Atβ).

Aśı

|X(t)| ≤
∣∣ξtEβ,1(Atβ)

∣∣+

∣∣∣∣A ∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds
∣∣∣∣ .

Sea ε > 0 arbitrario y fijemos t0 > 0 tal que |ξs − ξt| < ε, para s, t > t0.

Entonces, para t > t0,

|X(t)| ≤ I1(t) + I2(t) + I3(t),

con

I1(t) =
∣∣ξtEβ,1(Atβ)

∣∣ , I2(t) =

∣∣∣∣A ∫ t0

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds
∣∣∣∣ ,

e

I3(t) =

∣∣∣∣A ∫ t

t0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds
∣∣∣∣ .

Usando que ξ es acotada por hipótesis y (1.1), tenemos

I1(t) =
∣∣ξtEβ,1(Atβ)

∣∣ ≤ Cβ,1
|ξt|

1 + |A|tβ
, para algún Cβ,1 > 0, (2.4)

y esta cantidad converge a cero cuando t tiende a +∞.

Sea M > 0 tal que |ξs| ≤M/2, para cualquier s > 0. Se tiene que

I2(t) ≤M |A|
∫ t0

0

(t−s)β−1Eβ,β(A(t−s)β)ds ≤ Cβ,βM

∫ t0

0

(t− s)β−1

1 + |A|(t− s)β
ds,
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entonces I2(t) converge a cero cuando t tiende a +∞, debido al teorema de

convergencia dominada.

Finalmente, usando la propiedad del ĺımite de ξ y de la igualdad (1.3)

obtenemos

I3(t) ≤ ε|A|
∫ t

t0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds ≤ ε|A|
∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds

= ε|A|tβEβ,β+1(Atβ) < εC.

Esto termina la prueba del paso 1.

Paso 2. Ahora, ξ pertenece a E (2). Usando el procedimiento del Paso 1

obtenemos

|X(t)| ≤
∣∣ξtEβ,1(Atβ)

∣∣+

∣∣∣∣A ∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds
∣∣∣∣

≤
∣∣ξtEβ,1(Atβ)

∣∣+ C|A|
∫ t

0

(t− s)βEβ,β(A(t− s)β)sυ−1ds = I1(t) + I2(t).

El primer término va a cero cuando t → ∞ debido a (2.4) y (2.2). Para el
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segundo término usamos la definición de la función de Mittag-Leffler:

I2(t) = C|A|
∫ t

0

(t− s)β
∞∑
k=0

Ak(t− s)kβ

Γ(kβ + β)
sυ−1ds

= C|A|
∞∑
k=0

Ak

Γ(kβ + β)

∫ t

0

(t− s)(k+1)βsυ−1ds

= C|A|
∞∑
k=0

Ak

Γ((k + 1)β)

Γ((k + 1)β + 1)Γ(υ)

Γ((k + 1)β + 1 + υ)
t(k+1)β+υ

= C|A|
∞∑
k=0

Ak(k + 1)βΓ(υ)

Γ((k + 1)β + 1 + υ)
t(k+1)β+υ

= C|A|Γ(υ)
∞∑
k=0

Ak[(k + 1)β + υ − υ]

((k + 1)β + υ)Γ((k + 1)β + υ)
t(k+1)β+υ

= C|A|Γ(υ)
∞∑
k=0

Akt(k+1)β+υ

Γ((k + 1)β + υ)

− C|A|υΓ(υ)
∞∑
k=0

Akt(k+1)β+υ

Γ((k + 1)β + υ + 1)

= −CΓ(υ)
∞∑
k=0

Ak+1t(k+1)β+υ

Γ((k + 1)β + υ)

+ CΓ(υ + 1)
∞∑
k=0

Ak+1t(k+1)β+υ

Γ((k + 1)β + υ + 1)

= −CΓ(υ)tυEβ,υ(At
β) +

CΓ(υ)tυ

Γ(υ)

+ CΓ(υ + 1)tυEβ,υ+1(Atβ)− CΓ(υ + 1)tυ

Γ(υ + 1)

= tυCΓ(υ)
[
υEβ,υ+1(Atβ)− Eβ,υ(Atβ)

]
, t ≥ 0,

y esta cantidad converge a cero si υ < β.

Paso 3. Finalmente consideramos ξ ∈ E (3). Sea t > t0. Procediendo como en
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el Lema 1.3.2, la solución es

X(t) =

∫ t

0

(t− s)η−1Eβ,η(A(t− s)β)g(s)ds

=

∫ t

0

sη−1Eβ,η(As
β)g(t− s)ds = I1(t) + I2(t), t ≥ 0,

donde

I1(t) =

∫ t0

0

sη−1Eβ,η(As
β)g(t−s)ds e I2(t) =

∫ t

t0

sη−1Eβ,η(As
β)g(t−s)ds.

Dado ε > 0 podemos encontrar t0 > 0 tal que

|sη−1Eβ,η(As
β)| ≤ Cβ,ηs

η−1−β < ε, ∀s ≥ t0,

debido a (1.1) . Aśı

|I2(t)| ≤ ε

∫ ∞
0

|g(s)|ds,

y g ∈ L1([0,∞)).

La desigualdad de Hölder implica que

|I1(t)| ≤ C

[∫ t0

0

|g(t− s)|pds
] 1
p
[∫ t0

0

sq(η−1)ds

] 1
q

.

Si η ≥ 1 la demostración es inmediata por el teorema de convergencia do-

minada, ya que q(η − 1) + 1 > 0. Suponemos que η < 1. Si p = 1
η

+ ρ para

algún ρ > 0, entonces q < 1
1−η , debido a que 1

p
+ 1

q
= 1. Usando el teorema

de convergencia dominada de nuevo, como g ∈ Lp([t0,∞[), tenemos

|I1(t)| ≤ C

[∫ t0

0

|g(t− s)|pds
] 1
p

= C

[∫ t

t−t0
|g(s)|pds

] 1
p

−→ 0,
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cuando t tiende a infinito.

2

Observaciones

i) En el Paso 3, si g es continua y ĺımt7→∞ g(t) = 0, como g es acotada,

por el teorema de convergencia dominada I1 converge a cero. Entonces,

en este caso, podemos omitir la hipótesis g ∈ Lp([t0,∞)).

ii) Suponga que ξ =
∑n

i=1 ξ
(i), donde ξ(i) ∈ Ê (i) ⊂ X (i) y la solución de

(2.1) es globalmente Ê (i)-estable a lo largo para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Entonces, la solución de (2.1) también es globalmente E-estable a lo

largo, donde E es la familia de funciones de la forma
∑n

i=1 ξ
(i). En

efecto, el Lema 1.3.2 nos permite escribir la solución X de (2.1) como

X(t) =
n∑
i=1

(
ξ

(i)
t + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξ(i)
s ds

)
, t ≥ 0.

Incluso podemos sumar dos elementos de la misma familia pero con

parámetros diferentes.

Ahora, gracias a los resultados anteriores podemos estudiar la estabili-

dad de la solución de (2.1) para condiciones iniciales que son “pequeñas en

51



norma”, por lo que necesitamos trabajar con espacios de funciones equipa-

das con normas convenientes. De este modo equipamos nuestros espacios

E (i), i = 1, 2, 3, introducidos en la Definición 2.1.1 con

|| · ||X (1) = || · ||∞,[0,∞),

||ξ(2)||X (2) = ||ξ(2)
· Eβ,1(A·β)||∞,[0,∞) + || ·1−υ ξ(2)

·
′||∞,[0,∞)

y

|| · ||X (3) = || · ||L1([0,∞)) + || · ||Lp([0,∞))

respectivamente.

En vista de la Definición 2.1.1 damos un resultado de estabilidad para

combinaciones lineales de funciones. Esto es posible por el Lema 1.3.2 y la

Proposición 2.1.3.

Proposición 2.1.4. Suponga que ξ =
∑3

i=1 ξ
(i), donde ξ(i) ∈ E (i), y que

los coeficientes A y β son como en la Proposición 2.1.3. Aqúı, la norma

involucrada es ||ξ||X =
∑3

i=1 ||ξ(i)||X (i) . Entonces la solución X de (2.1) es

asintóticamente E-estable.

Observación Note que la representación de ξ no es única, por lo que ||ξ||X

puede no estar bien definida. Sin embargo, || · ||X permite interpretar lo que

una condición inicial pequeña significa.
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Demostración Debido a la Proposición 2.1.3 solamente tenemos que ver

que (2.1) es E (i)-estable para cada i = 1, 2, 3. Para ver esto, sea X la solución

de (2.1) dada por

X(t) =
3∑
i=1

X(i)(t) =
3∑
i=1

(
ξ

(i)
t + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξ(i)
s ds

)
, t ≥ 0.

Aśı, dividimos la prueba en tres pasos.

Paso 1. Consideremos primero el caso i = 1. Entonces (1.3) da que, para

t ≥ 0,

|X(1)(t)| ≤ |ξ(1)
t |+ |A|

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|ξ(1)
s |ds

≤ ||ξ(1)||∞,[0,∞)

(
1 + |A|

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds

)
= ||ξ(1)||∞,[0,∞)

(
1 + |A|tβEβ,β+1(Atβ)

)
≤ ||ξ(1)||∞,[0,∞)(1 + Cβ,β+1),

lo que implica que la solución de (2.1) es ξ(1)-estable.

Paso 2. Para i = 2, obtenemos

|X(2)(t)| ≤ |ξ(2)
t Eβ,1(Atβ)|+

∣∣A ∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξ(2)
s − ξ

(2)
t )ds

∣∣
≤ ||ξ(2)||X (2)

(
1 + |A|

∫ t

0

(t− s)βEβ,β(A(t− s)β)sυ−1ds

)
, t ≥ 0.

Consecuentemente, la prueba de la Proposición 2.1.3 nos lleva a que

|X(2)(t)| ≤ ||ξ(2)||X (2)

(
1 + tυΓ(υ)[υEβ,υ+1(Atβ)− Eβ,υ(Atβ)]

)
≤ C||ξ(2)||X (2) , t ≥ 0,
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donde C > 0 es una constante y hemos usado la hipótesis υ < β.

Paso 3. Finalmente consideramos el caso i = 3. En este escenario, del Lema

1.3.2, obtenemos

|X(3)(t)| =
∣∣∣ ∫ t

0

(t− s)η−1Eβ,η(A(t− s)β)g(s)ds
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ t

0

sη−1Eβ,η(As
β)g(t− s)ds

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫ t∧1

0

sη−1Eβ,η(As
β)g(t− s)ds

∣∣∣+
∣∣∣ ∫ t

t∧1

sη−1Eβ,η(As
β)g(t− s)ds

∣∣∣
= I

(3)
1 (t) + I

(3)
2 (t), t ≥ 0.

Para I
(3)
1 podemos aplicar la desigualdad de Hölder y escribir, para q−1 =

1− p−1 y C > 0

I
(3)
1 (t) ≤ C

[∫ 1

0

sq(η−1)ds

]1/q [∫ t∧1

0

|g(t− s)|pds
]1/p

≤ C||g||Lp([0,∞)), t ≥ 0,

y para I
(3)
2 usamos el hecho de que η − 1− β < 0. Por lo tanto,

|I(3)
2 (t)| ≤ Cβ,η

|A|
||g||L1([0,∞)).

2
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Caṕıtulo 3

Estabilidad de ecuaciones

integrales lineales con ruido

aditivo

En este caṕıtulo consideramos la ecuación

X(t) = ξt+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1 f(s)dθs, t ≥ 0.

(3.1)

En lo que sigue suponemos que ξ es una función medible y acotada sobre

compactos, β ∈ (0, 1), A es una constante negativa, α ∈ (1, 2), y {θs, s ≥ 0}

es una función Hölder continua de exponente γ ∈ (0, 1) y θ0 = 0. También
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suponemos que β + 1 > α y α + γ > 2 y que f ∈ C1(R+) es localmente τ -

Hölder continua (i.e., f pertenece a la familia de todas las funciones que son

τ -Hölder continuas en cualquier intervalo compacto de R+) con τ + γ > 1.

Lo que hacemos es analizar la estabilidad de la solución de (3.1) usando los

resultados del Caṕıtulo 2 con respecto a la estabilidad de tal ecuación en el

caso cuando θ ≡ 0.

3.1. Estabilidad de ecuaciones integrales de-

terministas

Aqúı estudiamos un criterio de estabilidad para la solución X de (3.1)

considerando el caso cuando el ruido θ es una función determinista.

Necesitamos introducir la definición de estabilidad que trataremos en esta

sección.

Definición 3.1.1. Sea E ⊂ X una familia de funciones continuas. Decimos

que una solución X de (3.1) es

i) (E , p)-estable si dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ||X||∞,[0,∞) < ε para

cualquier (ξ, f, θ) tal que

||ξ||X + ||fθ||L1([0,∞)) + ||fθ||Lp([0,∞)) + ||ḟ θ||L1([0,∞)) < δ. (3.2)
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ii) asintóticamente (E , p)-estable si es (E , p)-estable y existe δ > 0 tal que

ĺımt→∞X(t) = 0 para cualquier (ξ, f, θ) satisfaciendo (3.2).

Proposición 3.1.2. Sea f ∈ C1(R+) una función localmente τ -Hölder con-

tinua con τ + γ > 1 tal que fθ ∈ L1([0,∞)) ∩ Lp([t0,∞)) para algún t0 > 0

y p > 1
α−1

, ḟ θ ∈ L1([0,∞)). También suponga que las hipótesis de la Pro-

posición 2.1.3 se satisfacen. Entonces la solución de la ecuación (3.1) es

globalmente E (i)-estable a lo largo para cada i = 1, 2, 3.

Observación Del Lema 1.2.7 estamos tratando con

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθ̃s, t ≥ 0,

donde θ̃· =
∫ ·

0
f(s)dθs.

Demostración En primera instancia, en vista de los Lemas 1.3.2 y 1.2.7, la

solución de la ecuación (3.1) es

X(t) = ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξsds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dθs, t ≥ 0,

debido a que f es τ -Hölder continua en [0, t]. Ahora, de la Proposición 2.1.3,

solamente necesitamos estudiar la convergencia del término

I(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dθs.
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Entonces, (1.2) y la Proposición 1.2.10 implican que

I(t) = I1(t) + I2(t),

con

I1(t) =

∫ t

0

θs(t− s)α−2Eβ,α−1(A(t− s)β)f(s)ds

e

I2(t) = −
∫ t

0

θs(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)ḟ(s)ds,

donde hemos usado que θ0 = 0.

De este modo, para la primera integral tenemos que

|I1(t)| =

∫ t

0

(t− s)α−2
∣∣Eβ,α−1(A(t− s)β)

∣∣ |θsf(s)|ds

=

∫ t0

0

sα−2
∣∣Eβ,α−1(Asβ)

∣∣ |θt−sf(t− s)|ds

+

∫ t

t0

sα−2
∣∣Eβ,α−1(Asβ)

∣∣ |θt−sf(t− s)|ds

= Ĩ1,1(t) + Ĩ1,2(t).

Dado ε > 0 fijamos t0 tal que para cualquier s > t0

sα−2
∣∣Eβ,α−1(Asβ)

∣∣ ≤ ε.

Por lo que tenemos que

Ĩ1,2(t) ≤ ε

∫ t

t0

|θt−sf(t− s)|ds ≤ ε

∫ ∞
0

|θsf(s)|ds.
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Ahora, q < 1
2−α porque p > 1

α−1
. Aśı, usando la estimación |Eβ,α−1(Asβ)| ≤

C, escribimos

Ĩ1,1(t) ≤ C

∫ t0

0

sα−2|θt−sf(t− s)|ds

≤ C

(∫ t0

0

sq(α−2)ds

) 1
q
(∫ t0

0

|θt−sf(t− s)|pds
) 1

p

≤ C

(∫ t

t−t0
|θsf(s)|pds

) 1
p

,

que converge a cero cuando t→∞ haciendo uso de nuestras hipótesis sobre

θ y f.

Estudiemos I2. Para t > t0,

|I2(t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)|θsḟ(s)|ds = Ĩ2,1(t) + Ĩ2,2(t),

con

Ĩ2,1(t) =

∫ t0

0

sα−1Eβ,α(Asβ)|θt−sḟ(t− s)|ds

e

Ĩ2,2(t) =

∫ t

t0

sα−1Eβ,α(Asβ)|θt−sḟ(t− s)|ds.

Como α− 1 > 0,

Ĩ2,1(t) ≤ C

∫ t0

0

|θt−sḟ(t− s)|ds =

∫ t

t−t0
|θsḟ(s)|ds −→ 0,

cuando t tiende a infinito debido a que ḟ θ ∈ L1([0,∞)).

59



Finalmente, el hecho de que β > α− 1, nos lleva a escoger t0 > 0 tal que

Ĩ2,2(t) ≤ ε

∫ t

t0

|θt−sḟ(t− s)|ds ≤ ε

∫ ∞
0

|θsḟ(s)|ds < εC. (3.3)

Por lo tanto, se sigue la prueba.

2

Observaciones

i) Note que, en el caso cuando β ≤ α− 1, obtenemos

d

ds

(
sα−1Eβ,α(Asβ)

)
= sα−2Eβ,α−1(Asβ) > 0, s ≥ 0,

por lo que (3.3) podŕıa ser falsa, y la solución de (3.1) podŕıa ser ines-

table.

ii) En particular, si suponemos que θ es una función acotada ( supt≥0 |θt| <

∞) en lugar de las hipótesis de la Proposición 3.1.2 tendŕıamos un

resultado análogo ya que, en este caso

|I1(t)| ≤ C

∫ t

0

(t− s)α−2
∣∣Eβ,α−1(A(t− s)β)

∣∣ |f(s)|ds

e

|I2(t)| ≤ C

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)|ḟ(s)|ds.
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Más aún, si θ es un proceso acotado con probabilidad uno, entonces la

solución de la ecuación (3.1) es globalmente E (i)-estable a lo largo para

casi todo ω ∈ Ω e i = 1, 2, 3.

Ahora, damos una extensión de la Proposición 3.1.2 para el caso cuando

el ruido es “suficientemente pequeño” análogamente a la Definición 3.1.1

(Enunciados i) y iii)).

Teorema 3.1.3. Suponga que las afirmaciones de la Proposición 3.1.2 son

ciertas con t0 = 0. Entonces, la solución X de (3.1) es asintóticamente

(E (i), p)-estable para cada i = 1, 2, 3.

Demostración Por la Proposición 3.1.2 solamente tenemos que probar que

la solución de (3.1) es (E (i), p)-estable. Con este fin, invocamos el Lema 1.3.2

para establecer que

X(t) = ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξsds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dθs

= I1(t) + I2(t) + I3(t), t ≥ 0.

Por lo tanto, debido a la Proposición 2.1.4, sólo debemos probar que, dado

ε > 0, ||I3||∞,[0,∞) < ε si ||ξ||X + ||fθ||L1([0,∞)) + ||fθ||Lp([0,∞)) +||ḟ θ||L1([0,∞))

61



es suficientemente pequeña. Aśı, observemos que, el Lema 1.2.10 implica que

I3(t) =

∫ t

0

sα−2Eβ,α−1(Asβ)θt−sf(t− s)ds

−
∫ t

0

sα−1Eβ,α(Asβ)θt−sḟ(t− s)ds

= I3,1(t) + I3,2(t), t ≥ 0. (3.4)

Para I3,1 tenemos, de (1.1) y q−1 = 1− p−1,

|I3,1(t)| ≤
∫ 1∧t

0

sα−2|Eβ,α−1(Asβ)||θt−sf(t− s)|ds

+

∫ t

1∧t
sα−2|Eβ,α−1(Asβ)||θt−sf(t− s)|ds

≤ Cβ,α−1

(∫ 1

0

sq(α−2)ds

)1/q (∫ 1∧t

0

|θt−sf(t− s)|pds
)1/p

+Cβ,α−1

∫ t

0

|θt−sf(t− s)|ds

≤ C
(
||θf ||Lp([0,∞) + ||θf ||L1([0,∞)

)
, t ≥ 0. (3.5)

Finalmente, usando (1.1) de nuevo y que β + 1 > α,

I3,2(t) ≤
∫ 1∧t

0

sα−1|Eβ,α(Asβ)||θt−sḟ(t− s)|ds

+

∫ t

1∧t
sα−1|Eβ,α(Asβ)||θt−sḟ(t− s)|ds

≤ Cβ,α

∫ t

0

|θt−sḟ(t− s)|ds+
Cβ,α
|A|

∫ t

0

|θt−sḟ(t− s)|ds

≤ C

∫ ∞
0

|θsḟ(s)|ds, t ≥ 0.

Por lo tanto (3.4) y (3.5) implican que la prueba está completa.
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2

3.2. Estabilidad de ecuaciones integrales li-

neales estocásticas gobernadas por el mo-

vimiento browniano fraccionario

Aqúı estudiamos estabilidad de ciertas ecuaciones integrales gobernadas

por el movimiento browniano fraccionario BH .

Particularmente, recuerde que BH tiene trayectorias Hölder continuas

para cualquier exponente γ < H en conjuntos compactos (ver Sección 1.5).

Un tipo de estabilidad que estudiamos en este trabajo es la llamada es-

tabilidad en la media (ver el libro de Arnold [3], Definición (11.3.1)).

Definición 3.2.1. Una solución continua X de la ecuación (3.1) se dice ser

globalmente E-estable en la media (o E-estable en la media por simplicidad)

si E(|X(t)|)→ 0 cuando t→∞ para cualquier proceso ξ ∈ E .

Como consecuencia, en lo que sigue de esta sección ξ = {ξt, t ≥ 0} es

un proceso estocástico medible y acotado sobre compactos. Esto motiva la
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siguiente definición.

Definición 3.2.2. Sea E una familia de funciones continuas. Decimos que un

proceso continuo ξ pertenece a E en la media (o bien, ξ ∈ Em) si E(|ξ|) ∈ E.

De la Proposición 2.1.3 se sigue lo siguiente.

Corolario 3.2.3. Suponga que A es una constante negativa y β ∈ (0, 1).

La condición inicial ξ es un proceso estocástico que es medible y acotado

en conjuntos compactos, tal que ξ ∈ E (i)
m para cada i = 1, 2, 3. Entonces, la

solución de (2.1) es E (i)-estable en la media para cada i = 1, 2, 3.

Observación En el caso i = 1, hay que suponer E|ξt−ξ∞| → 0 cuando t→∞.

Sea Cγ′

loc(R+) el conjunto de las funciones localmente γ′-Hölder continuas.

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposición 3.1.2.

Corolario 3.2.4. Suponga que se satisfacen las hipótesis de la Proposición

3.1.2, con ξ como en el Corolario 3.2.3, f ∈ L1([0,∞)) ∩ Lp([t0,∞)) y ḟ ∈

L1([0,∞)). Sea

θt =

∫ t

0

z(s)dBγ
s ,

con γ > 1
2
, z ∈ L1/γ([0,∞)) ∩ Cγ′

loc([0,∞)), γ′ + γ > 1. Entonces, la solución

X de la ecuación (3.1) es E (i)-estable en la media.
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Observación Note que, para t > 0 fijo, θt está bien definida. En efecto, pode-

mos escoger γ̃ ∈ (1/2, γ) tal que γ̃+γ′ > 1, y recordemos que Bγ es γ̃-Hölder

continuo en [0, t]. Aśı, θ está definida trayectorialmente.

Demostración Solamente necesitamos notar que las Proposiciones 1.6.1 y

1.2.14 nos permiten afirmar que la última integral de Young también es de

Skorohod debido a que z es una función determinista. Como consecuencia,

la desigualdad (1.20) implica

sup
t≥0

E(|θt|) ≤ C

(∫ ∞
0

|z(r)|
1
γ dr

)γ
, C > 0.

Por lo tanto, el resultado se sigue de la Proposición 3.1.2, teniendo en cuenta

que el ruido involucrado es acotado.

2

Por otro lado, considere la ecuación

X(t) = ξt+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1 f(s)dBγ
s , t ≥ 0.

(3.6)

Aqúı, γ ∈ (0, 1). Motivados por la Definición 3.1.1, damos el siguiente criterio

de estabilidad.
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Definición 3.2.5. Sea E ⊂ X una familia de funciones continuas. Decimos

que una solución de la ecuación (3.6) es (E , p)-estable en la media si para un

ε > 0 dado existe δ > 0 tal que ||E|X|||∞,[0,∞) < ε para cualquier ξ ∈ Em tal

que

∣∣∣∣E|ξ|∣∣∣∣X +
∣∣∣∣f(·) ·γ

∣∣∣∣
L1([0,∞))

+
∣∣∣∣f(·) ·γ

∣∣∣∣
Lp([t0,∞))

+
∣∣∣∣ḟ(·) ·γ

∣∣∣∣
L1([0,∞)

< δ.

Observación. En esta definición, si ξ =
∑n

i=1 ξ
(i), con ξ(i) ∈ Em, entonces

escribimos ||ξ||X =
∑n

i=1 ||ξ(i)||X .

Teorema 3.2.6. Para todo ω ∈ Ω, sea f(ω, ·) ∈ C1([0,∞)) una función

localmente τ -Hölder continua, con γ + τ > 1, tal que
(
r 7→ rγ [E|f(r)|2]

1
2

)
∈

L1([0,∞)) ∩Lp([0,∞)) para algún p > 1
α−1

y
(
r 7→ rγ[E|ḟ(r)|2]

1
2

)
∈ L1([0,∞)).

Entonces, las hipótesis de la Proposición 3.1.2 para el caso cuando ξ es co-

mo en el Corolario 3.2.3 implican que la solución de la ecuación (3.6) es

(E (i), p)-estable en la media y E (i)-estable en la media para cada i = 1, 2, 3.

Demostración Debido al Corolario 3.2.3 solamente necesitamos analizar

I(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dBγ
s .

Usando la propiedad de diferenciabilidad de la función de Mittag-Leffler (1.2),
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el Lema 1.2.10 y la Observación 1.2.9 obtenemos

I(t) =

∫ t

0

∂r
[
rα−1Eβ,α(Arβ)f(t− r)

]
Bγ
t−rdr

=

∫ t

0

rα−2Eβ,α−1(Arβ)f(t− r)Bγ
t−rdr

−
∫ t

0

rα−1Eβ,α(Arβ)ḟ(t− r)Bγ
t−rdr

:= I1(t) + I2(t).

Veamos primero que la solución X es E (i)-estable. Dado ε > 0, existe

t0 > 0 tal que
∣∣∣tα−2

0 Eβ,α−1(Atβ0 )
∣∣∣ ≤ ε. Tomemos

I1(t) = I1,1(t) + I1,2(t), t ≥ t0,

con

I1,1(t) =

∫ t

t0

rα−2Eβ,α−1(Arβ)f(t− r)Bγ
t−rdr

e

I1,2(t) =

∫ t0

0

rα−2Eβ,α−1(Arβ)f(t− r)Bγ
t−rdr.

Entonces,

E |I1,1(t)| ≤ ε

∫ t

t0

E |f(t− r)Bγ
t−r| dr ≤ ε

∫ ∞
0

E |f(r)Bγ
r | dr

≤ ε

∫ ∞
0

[
E |f(r)|2

] 1
2
[
E |Bγ

r |
2] 1

2 dr = ε

∫ ∞
0

rγ
[
E |f(r)|2

] 1
2 dr.

Usando que p > 1
α−1

(que implica q < 1
2−α) y la desigualdad de Hölder
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tenemos

E |I1,2(t)| ≤ C

(∫ t0

0

rq(α−2)dr

) 1
q
(∫ t0

0

([
E |f(t− r)|2

] 1
2

[
E |Bγ

t−r|
2
] 1

2

)p
dr

) 1
p

≤ C

(∫ t

t−t0

[
E |f(r)|2

] p
2 rpγdr

) 1
p

−→ 0.

Por otro lado, observemos que

|I2(t)| ≤ I2,1(t) + I2,2(t), t > t0,

donde

I2,1(t) =

∫ t

t0

rα−1Eβ,α(Arβ)
∣∣∣ḟ(t− r)Bγ

t−r

∣∣∣ dr
e

I2,2(t) =

∫ t0

0

rα−1Eβ,α(Arβ)
∣∣∣ḟ(t− r)Bγ

t−r

∣∣∣ dr.
Usando el hecho de que α− 1− β < 0 y procediendo como antes obtenemos,

para algún t0 > 0,

I2,1(t) ≤ ε

∫ ∞
0

E
∣∣∣ḟ(r)Bγ

r

∣∣∣ dr
e

I2,2(t) ≤ C

∫ t0

0

E
∣∣∣ḟ(t− r)Bγ

t−r

∣∣∣ dr = C

∫ t

t−t0
E
∣∣∣ḟ(r)Bγ

r

∣∣∣ dr.
En el primer caso la elección de ε es arbitraria, y en el otro caso la integral

va a cero.

Finalmente, procedemos como en la prueba del Teorema 3.1.3 para ter-

minar la demostración.
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2

Ejemplo 3.2.7. Una clase de funciones (deterministas) f que satisface las

condiciones del Teorema 3.2.6 es la familia de todas las funciones de Schwartz,

ya que tienen la propiedad de decrecer rápidamente a cero cuando t tiende a

infinito (ver Rudin [35] para una exposición más amplia).

Observación Podemos tratar otro tipo de integral estocástica para estudiar la

estabilidad de (3.6) usando diferentes condiciones sobre f en el Teorema 3.2.6.

Por ejemplo, sea f ∈ L1/γ([0,∞)) una función Lipschitz. Ahora, considere la

integral de Wiener (ver [6] o [29])

I(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dBγ
s , t ≥ 0.

Usando la desigualdad (1.20) de nuevo, y procediendo análogamente como

en los resultados de esta sección

E|I(t)| ≤ Cγ,1

[∫ t

0

(t− s)
α−1
γ
(
Eβ,α(A(t− s)β)

) 1
γ |f(s)|

1
γ ds

]γ

≤ Cγ,1

[∫ t0

0

s
α−1
γ
(
Eβ,α(Asβ)

) 1
γ |f(t− s)|

1
γ ds

]γ

+Cγ,1

[∫ t

t0

s
α−1
γ
(
Eβ,α(Asβ)

) 1
γ |f(t− s)|

1
γ ds

]γ
= Cγ,1 [Iγ1 (t) + Iγ2 (t)] ,
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donde Cγ,1 > 0 es una constante. Tenemos

I1(t) ≤ Ct
α−1
γ

0

∫ t0

0

|f(t− s)|
1
γ ds = Ct

α−1
γ

0

∫ t

t−t0
|f(s)|

1
γ ds −→ 0, si t→∞.

Como α− 1− β < 0, dado ε > 0 existe t0 tal que

I2(t) ≤ εC

∫ ∞
0

|f(s)|
1
γ ds ≤ εC.

Entonces, en este caso, para cada i = 1, 2, 3 también hay (E (i), 1/γ)-estabilidad

en la media.

Ejemplo 3.2.8. Procediendo como en la prueba de la Proposición 2.1.3

(inciso 1), podemos ver que la solución de (3.6) con

ξt =


−1 si t < 1,

1 si t ≥ 1,

es E (1)-estable en la media. En efecto, sólo necesitamos observar que, para

t > 1 obtenemos

1− A
∫ 1

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds

+A

∫ t

1

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds

= 1− 2A

∫ 1

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds

+A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ds.
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Caṕıtulo 4

Una clase de sistemas no

lineales de orden fraccionario

En este caṕıtulo establecemos condiciones suficientes para la estabilidad

de ecuaciones integrales semilineales del tipo Volterra. De este modo, ex-

tendemos los resultados dados en el caṕıtulo anterior. Es decir, tratamos la

estabilidad de cualquier solución de

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds+ Zt, t ≥ 0, (4.1)

donde Z es la integral de Young

Zt =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)dθs.
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De primera instancia lo que hacemos es dar resultados de estabilidad para

esta clase de ecuaciones cuando el ruido Z es nulo y la condición inicial es

una constante, luego la condición inicial será una función conveniente y al

final analizamos el caso general.

4.1. Una constante como la condición inicial

Esta parte está dedicada a mejorar el Teorema 1 de [39] en el caso unidi-

mensional. Con este fin, en esta sección, suponemos que la condición inicial

es una constante. Esto es, primero consideramos la ecuación integral fraccio-

naria

X(t) = x0+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1h(X(s))ds, t ≥ 0,

(4.2)

con x0 ∈ R, β ∈ (0, 1), A < 0 y h : R→ R una función medible.

En lo que sigue de esta tesis tratamos con las siguientes hipótesis.

(H1) Existe una constante C > 0 tal que A + C < 0 y |h(x)| ≤ C|x|, para

todo x ∈ R.

(H2) Existen δ0 > 0 y C > 0 tales que A + C < 0 y |h(x)| ≤ C|x|, para

|x| < δ0.
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Ahora, consideramos varias definiciones de estabilidad.

Definición 4.1.1. Cualquier solución de la ecuación (4.2) se dice ser:

i) globalmente estable a lo largo si X(t) va a cero cuando t tiende a

infinito, para todo x0 ∈ R .

ii) Mittag-Leffler estable si existe δ > 0 tal que |x0| < δ implica

|X(t)| ≤
[
m(x0)Eβ,1(Atβ)

]b
, t ≥ 0,

donde β ∈ (0, 1), A < 0, b > 0 y m es una función positiva y localmente

Lipschitz con m(0) = 0.

iii) estable si para ε > 0, existe δ > 0 tal que |x0| < δ implica |X(t)| < ε,

para todo t ≥ 0.

iv) estable a lo largo si existe δ > 0 tal que |x0| < δ implica ĺımt→∞X(t) =

0.

v) asintóticamente estable si es estable y estable a lo largo.

Observación 4.1.2. Observe que, bajo las suposiciones de que h es continua

y satisface (H1), la ecuación (4.2) tiene al menos una solución en [0,∞)
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debido a los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2. En efecto, en el Teorema 1.4.2 podemos

considerar

g(t, x) =


0 si x ≤ 0,

(|A|+ C)x si x > 0.

Similarmente, para una función continua h que satisface (H2), introducimos

la función

ϕ(x) =


x si |x| ≤ δ0/2,

δ0 si x > δ0/2,

−δ0 si x < −δ0/2.

Entonces, usando los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2 de nuevo, la ecuación

X(t) = x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1(AX(s) + h(ϕ(X(s)))ds (4.3)

tiene al menos una solución definida en [0,∞) debido a |Ax + h(ϕ(x))| ≤

|Ax|+C|ϕ(x)| ≤ (|A|+C)|x|. Por lo tanto, la ecuación (4.2) tiene al menos

una solución continua en [0,∞) si (4.3) es estable y x0 es suficientemente

pequeña porque, en este caso, la solución de (4.3) también es una solución de

la ecuación (4.2) y h◦ϕ es acotada. Aśı, sin pérdida de generalidad podemos

suponer que (4.2) tiene al menos una solución continua, ya que el objetivo

principal de esta sección es tratar con la estabilidad de cualquier solución de

(4.1).
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Necesitamos el siguiente lema para probar algunos resultados. La idea

principal de su prueba está en el art́ıculo de Mart́ınez-Mart́ınez et al. [25].

Damos un bosquejo de su demostración para que su lectura sea más sencilla.

Lema 4.1.3. ([25]) Sea h como en (H2) (resp. (H1)). Entonces, para 0 <

x0 < δ0 (resp. x0 > 0), cualquier solución continua X de (4.2) satisface

X(t) > 0 para todo t ≥ 0.

Demostración (Una idea). Sea (H2) (resp. (H1)) cierta y x0 ∈ (0, δ0) (resp.

x0 > 0). Entonces la continuidad de X implica que existe τ > 0 tal que

X(t) ∈ (0, δ0) (resp. X(t) > 0) para t ∈ [0, τ ]. Consecuentemente, de que

A+ C < 0

0 < X(t) ≤ x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[A+ C]X(s)ds < x0. (4.4)

En otras palabras, hemos probado que X(t) es menor que x0 si X > 0 en

[0, t]. Ahora suponga que τ0 = ı́nf{t > 0 : X(t) = 0} es finito. Por lo tanto,

de (4.2) deducimos

x0 = − 1

Γ(β)

∫ τ0

0

(τ0 − s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds.
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Entonces, usando (4.2) de nuevo, tenemos

X(t) =
1

Γ(β)

(∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

−
∫ τ0

0

(τ0 − s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

)
, t ≤ τ0. (4.5)

Como AX(s)+h(X(s)) ≤ [A+C]X(s) ≤ 0 en [0, τ0] debido a las hipótesis

de este resultado, podemos escribir

X(t) ≤ 1

Γ(β)
(|A|+ C)

∫ τ0

t

(τ0 − s)β−1X(s)ds, t ∈ [0, τ0]. (4.6)

Aśı, iterando esta desigualdad podemos encontrar una constante positiva C̃

tal que

X(t) ≤ C̃

(
(|A|+ C)(τ0 − t)β

Γ(β + 1)

)n−1

.

Por lo tanto, tomando t ∈ (0, τ0) tal que (|A|+C)(τ0−t)β
Γ(β+1)

< 1 deducimos que

X(t) = 0, lo cual es una contradicción.

2

Observación Como se dijo en [25], si la condición inicial en la ecuación (4.2)

es una función no decreciente, continua y no negativa en vez de una cons-

tante, podemos repetir el procedimiento de esta prueba y obtener el mismo

resultado. En efecto, suponga que 0 < ξt < δ0 (resp. ξt > 0) para todo t ≥ 0,
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primero que nada (4.4) se convierte en

0 < X(t) ≤ ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[A+ C]X(s)ds < ξt.

Segundo, en vez de la desigualdad (4.5) tenemos

X(t) = ξt − ξτ0 +
1

Γ(β)

(∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

−
∫ τ0

0

(τ0 − s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

)
≤ 1

Γ(β)

(∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

−
∫ τ0

0

(τ0 − s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

)
, t ≤ τ0,

debido a que ξ es no decreciente. Por lo tanto, no es dif́ıcil ver que (4.6) es

cierta en este caso.

Como una consecuencia inmediata de la primera parte del Lema 4.1.3

tenemos lo siguiente.

Corolario 4.1.4. Suponga que (H2) o (H1) son ciertas. Entonces, cualquier

solución continua de la ecuación (4.2) es estable.

Demostración. Si x0 > 0, el resultado se sigue de (4.4).

Para x0 < 0 y X una solución de (4.2), tenemos que −X es una solución

de

Y (t) = −x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AY (s)ds+ ĥ(Y (s))]ds, t ≥ 0,
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con ĥ(x) = −h(−x). 2

Ahora damos el resultado principal de esta sección.

Proposición 4.1.5. Sea h una función que satisfafce (H2) (resp. (H1)).

Entonces cualquier solución continua de la ecuación (4.2) es Mittag-Leffler

estable y por lo tanto también es asintóticamente estable (resp. globalmente

estable a lo largo).

Demostración. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta y 0 < x0 < δ0 (resp. x0 > 0).

Entonces 0 < X(t) < δ0 (resp. X(t) > 0) debido al Lema 4.1.3 y su prueba.

Por otro lado, considere la solución Z de la siguiente ecuación lineal frac-

cionaria

Z(t) = 2x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[A+ C]Z(s)ds, t ≥ 0.

Entonces, por la continuidad de las soluciones X y Z, existe τ > 0 tal que,

para todo t ∈ (0, τ), tenemos 0 < X(t) < Z(t). Si esta desigualdad es cierta

para cualquier t > 0, podemos asegurar que X es asintóticamente estable

(resp. globalmente estable a lo largo), y que esta solución también es Mittag-

Leffler estable porque la solución de Z de la última ecuación está dada por

(ver [16] o el Lema 1.3.2)

Z(t) = 2x0Eβ,1([A+ C]tβ), t ≥ 0.
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Ahora suponemos que existe t0 > 0 tal que X(t0) = Z(t0) y X(t) < Z(t),

para t < t0. Sea Y = X − Z, entonces

Y (t) = −x0 +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AY (s)ds

+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[h(X(s))− CZ(s)]ds, t ≥ 0.

Del Lema 1.3.2 (ver también [16]) observamos que Y también satisface la

igualdad

Y (t) = −x0Eβ,1(Atβ)+

∫ t

0

(t−s)β−1Eβ,β(A(t−s)β)[h(X(s))−CZ(s)]ds, t ≥ 0.

Para s ∈ (0, t0), tenemos |h(X(s))| ≤ CX(s) < CZ(s). Entonces h(X(s))−

CZ(s) < 0. Consecuentemente, usando la propiedad de que Eβ,β es comple-

tamente monótona deducimos que Y (t0) < 0, y esto es una contradicción

porque se supuso que Y (t0) = 0. Ahora podemos concluir que X es Mittag-

Leffler estable.

Finalmente consideramos el caso −δ0 < x0 < 0 (resp. x0 < 0). Note que

X̂ = −X es tal que

X̂(t) = −x0+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1AX̂(s)ds+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1h̃(X̂(s))ds, t ≥ 0,

con h̃(x) = −h(−x). Por lo tanto, por la primera parte de esta prueba y el

hecho de que h̃ satisface (H2) (resp. (H1)), tenemos que la demostración está

completa.
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2

Observación SeaX una solución de la ecuación (4.2). Wen et al. [39] (Teorema

1) probaron que la solución de la ecuación (4.2) es estable si ĺım|x|→0
|h(x)|
|x| →

0. También, Zhang y Li [42] usaron un resultado similar al Lema 1.3.2 para

probar que X es asintóticamente estable en el caso en que ĺımx→0
|h(x)|
|x| =

0, β ∈ (1, 2) y β + 1
|A| < 2. La Proposición 4.1.5 establece que X es asintóti-

camente estable bajo una condición más débil. Es decir (H2). Esto es posible

porque usamos un resultado de comparación y el hecho de que esta solución

no cambia de signo.

4.2. Una función como la condición inicial

En esta parte tratamos el caso en que la condición inicial es una función

que satisface algunas hipótesis convenientes.

Considere la siguiente ecuación integral determinista de Volterra

X(t) = ξt+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1AX(s)ds+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1h(X(s))ds, t ≥ 0.

(4.7)

Aqúı β ∈ (0, 1), A < 0, y h : R 7−→ R y ξ : R+ 7−→ R son dos funciones

medibles.
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Con respecto a la existencia de una solución continua de la ecuación (4.7)

observamos lo siguiente. Para una función continua h como en (H1) y ξ

continua, podemos considerar la ecuación

Z(t) =
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1f(s, Z(s))ds,

donde f(s, x) = A(x + ξs) + h(x + ξs), que tiene una solución Z debido al

Teorema 1.4.2 (con g(s, x) = (|A| + C)(x + |ξs|)) y el Lema 1.3.2. Por lo

tanto Z + ξ es una solución de (4.7). Similarmente si ξ es “suficientemente

pequeña” y h es una función Lipschitz en una vecindad del cero, o como

en (H2), podemos proceder como en la Observación 4.1.2 para ver que (4.7)

tiene al menos una solución en este caso. Aśı, como en la Observación 4.1.2,

podemos suponer que (4.7) tiene al menos una solución continua.

Por otro lado, recordemos que en este trabajo E podŕıa representar un

subconjunto de un espacio lineal normado equipado con || · ||X .

En el siguiente resultado auxiliar, E4 es la familia de funciones ξ que

tienen la representación (2.3) con η = β y g es una función continua tal que

ĺımt→∞ g(t) = 0. En este caso, la norma involucrada es ||ξ||X = ||g||∞,[0,∞).

Recuerde que una solución X de (4.7) que es E-estable y globalmente E-

estable a lo largo (ver Definición 2.1.2) también es asintóticamente E-estable.
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Lema 4.2.1. Sea B < 0 y ξ ∈ E4. Entonces la solución de la ecuación

Y (t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1BY (s)ds, t ≥ 0,

es E4-estable y globalmente E4-estable a lo largo.

Demostración. Solamente tenemos que observar que, por el Lema 1.3.2

tenemos

Y (t) =

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)g(s)ds

=

∫ t

0

sβ−1Eβ,β(Bsβ)g(t− s)ds, t ≥ 0.

Aśı, como Eβ,β es completamente monótona, (1.1) y (1.3) nos permiten es-

tablecer que

|Y (t)| ≤
(

sup
s≥0
|g(s)|

)∫ t

0

sβ−1Eβ,β(Bsβ)ds =

(
sup
s≥0
|g(s)|

)
tβEβ,β+1(Btβ)

≤ Cβ,β+1

|B|
||g||∞,[0,∞).

De este modo, Y es E4-estable.

También, de (1.3) podemos escribir

Y (t) =

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)g(s)ds

= g(t)tβEβ,β+1(Btβ) +

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(B(t− s)β)[g(s)− g(t)]ds, t ≥ 0.
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Por lo tanto, usando (1.1) y la prueba de la Proposición 2.1.3 de nuevo,

junto con los hechos de que B < 0 y g es una función continua tal que

ĺımt→∞ g(t) = 0, obtenemos Y (t)→ 0 si t→∞.

2

Ahora damos un resultado general.

Teorema 4.2.2. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta, y E una familia de funciones

continuas de un espacio lineal normado X tal que la solución de la ecuación

Y (t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AY (s)ds, t ≥ 0, (4.8)

es asintóticamente E-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo). Enton-

ces cualquier solución continua de la ecuación (4.7) es también asintótica-

mente E-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Demostración. Suponga que (H1) (resp. (H2)) es cierta. Sea X una solución

continua de la ecuación (4.7). Tome Z = X − Y, entonces tenemos

Z(t) =
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AZ(s) + h(X(s))]ds, t ≥ 0.

Por lo tanto, el Lema 1.3.2 nos permite escribir

Z(t) =

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)h(X(s))ds, t ≥ 0.
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Entonces, para ξ ∈ E tenemos (resp. para ξ ∈ E tal que ||Y ||∞,[0,∞) < δ0, lo

que da |ξ0| = |Y (0)| < δ0, la continuidad de X implica que existe t0 > 0 tal

que ||X||∞,[0,t0) < δ0 y)

|Z(t)| ≤ C

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|X(s)|ds

≤ C

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|Z(s)|ds

+ C

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|Y (s)|ds, t ≥ 0 (resp. t ≤ t0),

donde hacemos uso de la propiedad de monotonicidad completa de Eβ,β.

Invocando el Lema 1.4.3 y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones

involucradas, |Z(t)| ≤ u(t) para todo t ≥ 0 (resp. t ≤ t0), donde u es la

solución de

u(t) =
C

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1|Y (s)|ds+
1

Γ(β)

∫ t

0

(t−s)β−1[A+C]u(s)ds, t ≥ 0.

Finalmente observe que |X(t)| ≤ u(t) + |Y (t)| para t ≥ 0 (resp. para t ≤ t0

tal que ||X||∞,[0,t0) < δ0). Aplicando el Lema 4.2.1 a la única solución de u y

del hecho de que la solución de Y es globalmente E-estable a lo largo (resp.

asintóticamente E-estable) la prueba está completa.

2

Observaciones

i) Análogamente a la Proposición 2.1.4, sea ξ ∈ E con ξ =
∑n

i=1 ξ
(i),
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donde ξ(i) ∈ Ê (i) ⊂ X (i) y (4.8) es Ê (i)-estable para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Entonces, (4.8) también es E-estable.

ii) Observe que E1 contiene a las funciones de variación acotada en con-

juntos compactos de R+ con representación ξ = ξ(1) − ξ(2), donde ξ(1)

y ξ(2) son dos funciones no decrecientes y acotadas en R+.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.2.2

y de la Proposición 2.1.4.

Teorema 4.2.3. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se satisface. Sea ξ como en

la Proposición 2.1.4. Entonces, cualquier solución de (4.7) es asintóticamente

E-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Demostración Aqúı consideramos la ecuación (4.8) con ξ =
∑3

i=1 ξ
(i), donde

ξ(i) ∈ E (i) (ver Definición 2.1.1). Aśı, por la Observación i) anterior solamente

tenemos que ver que la solución de (4.8) es E (i)-estable y globalmente E (i)-

estable a lo largo, para i = 1, 2, 3, para afirmar que (4.8) también es E-estable

y globalmente E-estable a lo largo. Sea Y la solución de (4.8). Para terminar

la prueba, solamente resta aplicar la Proposición 2.1.4 a la solución de Y.

2
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4.3. Ecuaciones integrales semilineales con rui-

do aditivo

En esta sección consideramos la ecuación

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)dθs, t ≥ 0. (4.9)

Aqúı ξ, β, A y h son como en la ecuación (4.7). De aqúı en adelante suponemos

que α ∈ (1, 2), θ = {θs, s ≥ 0} es una función γ-Hölder continua con γ ∈ (0, 1)

tal que θ0 = 0 y γ+α > 2, y f es una función τ -Hölder continua en C1(R+),

con τ +γ > 1. Note que, en este caso, la integral de Young en el lado derecho

de (4.9) es igual a

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1dθ̃s,

donde

θ̃s =

∫ s

0

f(r)dθr

debido al Lema 1.2.7. Entonces, el Lema 1.3.2 sigue siendo válido para (4.9)

y el Lema 1.2.10 implica

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)dθs =
α− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−2θ̃sds.
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Por lo tanto, la existencia de una solución continua de (4.9) puede ser consi-

derada como en la Sección 4.2.

Daremos algunos criterios de estabilidad en el sentido de la Definición

3.1.1. De primera instancia probamos una extensión del Teorema 4.2.2.

Teorema 4.3.1. Sea (H2) (resp. (H1)) cierta y E una clase de funciones

continuas tal que la solución de la ecuación

Y (t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1AY (s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)dθs, t ≥ 0,

(4.10)

es asintóticamente (E , p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Entonces, cualquier solución continua de (4.9) también es asintóticamente

(E , p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo largo).

Demostración. Observe que X(0) = ξ0. Consecuentemente la prueba es

similar a la del Teorema 4.2.2.

2

Ahora enunciamos una consecuencia del Teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.2. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se cumple. Sea ξ como en

la Proposición 2.1.4, f ∈ C1((0,∞)) es tal que ḟ θ ∈ L1([0,∞)) y fθ ∈

L1([0,∞))∩Lp([0,∞)) para algún p > 1
α−1

, y β+1 > α. Entonces, cualquier
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solución continua de (4.9) es asintóticamente (E , p)-estable (resp. globalmen-

te E-estable a lo largo).

Demostración. Suponga que (H2) (resp. (H1)) se satisface. En vista del

Teorema 4.3.1 solamente necesitamos ver que la solución Y de la ecuación

(4.10) es asintóticamente (E , p)-estable (resp. globalmente E-estable a lo lar-

go). Con este fin, invocamos el Lema 1.3.2 y el Lema 1.2.7 para establecer

Y (t) = ξt + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ξsds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Eβ,α(A(t− s)β)f(s)dθs, t ≥ 0.

De lo anterior, usamos la Proposición 2.1.4 y la prueba del Teorema 3.1.3

para terminar la demostración.

2

Recuerde que todos nuestros procesos y variables aleatorias se encuentran

definidas en un espacio de probabilidad completo (Ω,F , P ).

Observación 4.3.3. Note que, en la ecuación (4.9), podemos considerar la va-

riable aleatoria A : Ω→ (−∞, 0), procesos estocásticos ξ, θ y f, y un campo

aleatorio h tal que para casi todo ω, A(ω), ξ·(ω), θ·(ω), f(ω, ·) y h(ω, ·) satis-

facen las hipótesis del Teorema 4.3.2 (o del Teorema 4.3.1), entonces podemos

analizar la estabilidad de la ecuación (4.9) ω por ω (i.e., con probabilidad
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uno). Un ejemplo para el proceso θ es el movimiento browniano fraccionario

BH con parámetro de Hurst H ∈ (0, 1).

Como una consecuencia inmediata de la prueba del Teorema 4.2.2, enun-

ciamos la siguiente extensión del Teorema 4.3.1. Recuerde que cualquier so-

lución de (4.10) es E-estable en la media si E|X(t)| → 0 cuando t→∞ para

cualquier proceso ξ ∈ E (ver Definición 3.2.1).

Teorema 4.3.4. Sea h satisfaciendo (H1), A < 0, E es una familia de pro-

cesos continuos y f, θ son como en la Observación 4.3.3 tales que la solución

de la ecuación (4.10) es estable en la media. Entonces, cualquier solución

continua de la ecuación (4.9) también es E-estable en la media.

Observación En la Sección 3.1 podemos encontrar ejemplos de procesos para

los cuales la solución de (4.10) es E-estable en la media.

Recordemos que un proceso continuo ξ pertenece a E en la media (ξ ∈ Em)

si E(|ξ|) ∈ E .

Ahora consideramos la ecuación integral estocástica

X(t) = ξt +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[AX(s) + h(X(s))]ds

+
1

Γ(β + 1)

∫ t

0

(t− s)βf(s)dBγ
s , t ≥ 0. (4.11)

Aqúı, con el propósito de terminar la tesis, A, h, β, γ y f son como en la ecua-
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ción (4.9) con β+γ > 1, y ξ es un proceso estocástico continuo. Recordamos

que interpretamos la ecuación (4.11) trayectorialmente (i.e. ω por ω).

La noción de estabilidad que estudiamos para la ecuación (4.11) es la

(E , p)-estabilidad en la media (ver Definición 3.2.5).

Proposición 4.3.5. Sea (H2) cierta, ξ es como en la Proposición 2.1.4,

p > 1
β

y f ∈ C1((0,∞)) es una función positiva con derivada negativa tal

que
(
r 7→ rγ|ḟ(r)|

)
∈ L1([0,∞)) y (r 7→ rγf(r)) ∈ L1([0,∞)) ∩ Lp([0,∞)).

Más aún, sea h una función no decreciente y localmente Lipschitz, la cual es

cóncava en R+ y convexa en R− ∪ {0}. Entonces, la solución de la ecuación

(4.11) es (Ẽ , p)-estable en la media, donde ξ ∈ Ẽ si y sólo si ξ = ξ(1) − ξ(2)

con ξ1, ξ2 dos procesos no negativos y continuos en Em.

Demostración Sea X una solución continua de la ecuación (4.11). Entonces
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el Lema 1.3.2 implica que

X(t) = ξtEβ,1(Atβ) + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξs − ξt)ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)h(X(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)f(s)dBγ
s

≤ ξ
(1)
t Eβ,1(Atβ) + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξ(1)
s − ξ

(1)
t )ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)h(X(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|Bγ
s |f(s)ds

−
∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)ḟ(s)|Bγ
s |ds, t ≥ 0,

donde la desigualdad anterior se sigue de los hechos de que 0 ≤ ξ(1), ξ(2)

son dos procesos no decrecientes, f, (−ḟ) ≥ 0 y del Lema 1.2.10. Entonces,

afirmamos, debido al Lema 1.4.3, que X ≤ X(1) donde X(1) es la solución de

X(1)(t) = ξ
(1)
t Eβ,1(Atβ) + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξ(1)
s − ξ

(1)
t )ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)h(X(1)(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|Bγ
s |f(s)ds

−
∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)ḟ(s)|Bγ
s |ds, t ≥ 0. (4.12)

Observe que también tenemos que X(1)(t) ≥ 0 debido a h(0) = 0, el Lema
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1.4.3 y

−X(1)(t) ≤
∫ t

0

(t− s)β−1(A(t− s)β)ĥ(−X(1)(s))ds, t ≥ 0,

con ĥ(x) = −h(−x), x ∈ R. Procediendo de manera similar tenemos−X(t) ≤

X(2)(t), con X(2)(t) > 0 y

X(2)(t) = ξ
(2)
t Eβ,1(Atβ) + A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)(ξ(2)
s − ξ

(2)
t )ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ĥ(X(2)(s))ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)|Bγ
s |f(s)ds

−
∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)ḟ(s)|Bγ
s |ds, t ≥ 0. (4.13)

En otras palabras,

E (|X(t)|) ≤ E
(
X(1)(t)

)
+ E

(
X(2)(t)

)
, t ≥ 0. (4.14)

Finalmente, en vista del Lema 1.4.3, observe que (4.12), (4.13) y la de-

sigualdad de Jensen dan, para θs = sγ,

E
(
X(1)(t)

)
≤ E(ξ

(1)
t )Eβ,1(Atβ)

+ A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)E(ξ(1)
s − ξ

(1)
t )ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)h(E[X(1)(s)])ds

+

∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)f(s)dθs ≤ u(1)(t) t ≥ 0,
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y

E
(
X(2)(t)

)
≤ E(ξ

(2)
t )Eβ,1(Atβ)

+ A

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)E(ξ(2)
s − ξ

(2)
t )ds

+

∫ t

0

(t− s)β−1Eβ,β(A(t− s)β)ĥ(E[X(2)(s)])ds

+

∫ t

0

(t− s)βEβ,β+1(A(t− s)β)f(s)dθs ≤ u(2)(t), t ≥ 0,

donde u(i), i = 1, 2 es la única solución de la ecuación

u(i)(t) = E(ξ
(i)
t ) +

1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1[A+ C]u(i)(s)ds

+
1

Γ(β + 1)

∫ t

0

(t− s)βf(s)dθs, t ≥ 0.

Por lo que, de (4.14) deducimos

E(|X(t)|) ≤ u(1)(t) + u(2)(t), t ≥ 0. (4.15)

Aśı, de (4.15), junto con las pruebas de la Proposición 2.1.4 y del Teorema

3.1.3, implica que el resultado es válido.

2

Ejemplo 4.3.6. Una función h que satisface las condiciones de la Proposición

4.3.5 es

h(x) =


1− e−Cx, si x ≥ 0

eCx − 1, si x < 0,
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donde C > 0. En efecto, tenemos que

h′(x) =


Ce−Cx, si x ≥ 0

CeCx, si x < 0.

Por lo tanto, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

|h(x)| ≤ (C + ε)|x| para |x| ≤ δ.

Ejemplo 4.3.7. Damos una función que satisface la Suposición 2 de la De-

finición 2.1.1. Sea ξt = g(t) sin 1
t
, t ≥ 0. La función g es acotada y satisface

g(t) = ψ(t)c0t
3−υ + ϕ(t) c1

1+t
, donde ψ, ϕ ∈ C∞(R+) son tales que

ψ(t) =


1 si t ∈ [0, 1];

0 si t ≥ 2,

y ϕ(t) =


0 si t ∈ [0, 1];

1 si t ≥ 2.

De este modo

ξ′t = g′(t)sen
1

t
− g(t)t−2 cos

1

t
, t ≥ 0.

Por lo tanto es inmediato verificar nuestra afirmación usando cálculos

directos.
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