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RESUMEN

En este trabajo presentamos una aproximacién del discriminante asociado a las ecua-
ciones diferenciales periédicas de la forma & + (o + fp(t))z = 0 con p(t + T) = p(t). El
discriminante estd definido como la suma de los elementos de la diagonal principal de la
matriz de transiciéon de estados evaluada en un periodo 7. A lo largo de la tesis se mues-
tra que el discriminante tiene un papel preponderante en el andlisis de la estabilidad de las
soluciones de la ecuacién diferencial a la cual estd asociado.

Al considerar al discriminante como una superficie dependiente de los pardmetros oy 3,
podemos obtener nuevas e interesantes propiedades sobre el comportamiento de las soluciones
de la ecuacién periédica como son: la velocidad de crecimiento de las soluciones inestables,
la cual se relaciona con las lineas de méxima energfa y las curvas Iso-u; y la relacién entre
las zonas de estabilidad, en el plano de pardmetros -3, asociadas a ecuaciones diferenciales
periddicas con y sin disipacion.

La nueva aproximacién es obtenida como una sumatoria recurrente de términos depen-
dientes de la funcién de excitacién p(t) y de los pardmetros o y 3. Probamos que la aprox-
imacién es equivalente a una aproximacién, en términos de integrales multiples definidas,
hecha por Lyapunov en su trabajo The general problem of the stability of motion. Esta
aproximacién nos permite calcular facilmente el discriminante para cualquier funcién per-
i6dica ¢(t) = a+ Bp(t). Ademds, nos permite proponer una funcién periédica la cual, al ser
sumada a la funcién de excitacién p(t), modifica el valor del discriminante a cualquier valor
deseado, y asf estabilizar o modificar las propiedades de las soluciones del sistema original.

Por 1ltimo, describimos la relacién entre las ecuaciones diferenciales periédicas y la
ecuacién de onda de un grado de libertad. Explicamos brevemente la relacién que existe
entre los diagramas de estabilidad de sistemas periédicos y los diagramas de dispersion o
diagramas de Brillouin asociados a la ecuacion de onda.

La mayor parte de las figuras presentadas en la presente tesis fueron obtenidas mediante

la aproximacion aqui descrita.
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ABSTRACT

In this work we present an approximation of the discriminant associated to a periodic
differential equations of the form &+ (a+0p(t))z = 0 with p(t+71") = p(t). The discriminant is
defined as the summation of the main diagonal entries of the state transition matrix evaluated
at the period T'. Throughout the thesis we show that the discriminant has a preponderant
role in the analysis of the stability of the periodic differential equations solutions.

By considering the discriminating as a surface, that depends on the parameters o and S,
we can obtain new and interesting properties on the behavior of the solutions of the periodic
equation such as: the speed of growth, of the unstable solutions, which is related to the lines
of maximum energy and the Iso-u curves; and the relation between the stability chart, in
the plane of parameters a-f3, associated to periodic differential equations with and without
dissipation.

The new approximation is obtained as a recurrent summation of terms that depend on
the excitation function p(t) and on parameters a and . We prove that the approximation
is equivalent to an approximation, in terms of defined multiple integrals, done by Lyapunov.
This approach allows us to easily calculate discriminant for any periodic function ¢(t) =
a+ Fp(t). In addition, it allows us to propose a periodic function such that, when it is added
to the excitation function p(t), it modifies the value of the discriminant to any wished value,
and thus to stabilize or to modify the properties of the solutions of a periodic system.

Finally, we described the relation between the periodic differential equations and the one
degree of freedom wave equation. We briefly explain the relation between the stability charts
of periodic systems and the Brillouin diagram associated to the wave equation.

Most of the figures displayed in the present thesis were obtained by means of the approx-
imation here described.
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1.0 INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales periédicas de segundo orden son frecuentemente encontradas
en problemas de ingenierfa y fisica y han sido estudiadas por mé&s de cien anos, siendo la

ecuacion de Hill

T+ (a+ppt)z = 0, pt+T)=p(t), o, BeR (1.1)
/p(t)dt =0

un caso particular y muy representativo entre las ecuaciones periédicas, la funcién p (t)
es llamada funcién de excitacién asociada a la ecuacién (1.1) o simplemente funcion de
excitacion. La ecuacién (1.1) recibe su nombre gracias al trabajo de G. W. Hill sobre la
6rbita lunar [14]. La ecuacién de Hill puede describir desde los sistemas dindmicos més
simples como: un nino jugando en un columpio o un sistema masa resorte con el coeficiente
de amortiguamiento variante en el tiempo y periédico; hasta los mas complejos como por
ejemplo: el flujo de la luz en un cristal foténico de una dimensién [26] o el movimiento de los
cuerpos celestes [7]. Posiblemente el sistema dindmico mas didéctico y conocido es el balanceo
de una masa ligada a un soporte que se mueve periddicamente, donde el comportamiento
inusual de los sistemas descritos por la ecuaciéon de Hill puede apreciarse: Si una fuerza que
varia periédicamente actiia sobre una masa de tal forma que ésta mueve la masa a su punto
de equilibrio, uno podria esperar que la masa permaneciera en una vecindad de su punto de
equilibrio. Una vez que la fuerza es suficientemente grande, en magnitud, para lograr este
efecto, uno esperarfa que una fuerza con magnitud mayor fuera mas eficiente, pero este no es
el caso, la masa puede oscilar con una amplitud cada vez mayor. Entonces, la estabilidad de
la solucién de una ecuacién diferencial periédica puede cambiar con el mas minimo cambio

de sus pardmetros

Suponga que y; (t), y2 (t), . .. Yon (t) son 2n soluciones linealmente independientes de
y+Q )y = 0, Qt+T)=Q(t) eR™?*,  yeR” (1.2)
0o I,
t) = , P(t+T)=P
QW = | iy o[ PerD=PO)




sujetas a las condiciones iniciales

y1 (to) =1 Y2 (to) =0 Yon (to) =0
1 (to) =0 U2 (to) =1 Yon (to) = 0
Y () =0 gV (k) =0 Ly Y (t) = 1
y sea la matriz
y1 (T) v (T) ... ya(T)
y () () L ()

Es sabido que la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales periédicas (1.2)
depende de la posicién de los valores propios de la matriz M con respecto al circulo unitario
(ver capitulo 2). En el caso particular de la ecuacién' (1.1), los valores propios de M

dependen tnicamente del valor de
A(a, B) =21 (T) + 22 (T) (1.3)

donde 1 (t) y x2 (t) son soluciones linealmente independientes de (1.1) y estdn sujetas a las
condiciones iniciales z (tg) = 1, 41 (to) = 0, @2 (tg) = 0, @3 (t9) = 1. La funcién A («, 5) en
(1.3) es conocida como el discriminante asociado a (1.1). La dependencia en los coeficientes
a 'y fen (1.3) se escribe debido a que las soluciones z; (t) y 22 (t) cambian cuando los
pardmetros « y [ lo hacen.

El propésito de este trabajo es introducir una nueva aproximacién del discriminante
asociado a la ecuacién de Hill (ver capitulo 4). Lo cual es importante dado que no se conoce
la forma exacta de las soluciones de (1.1) y por lo tanto el discriminante asociado a la ecuacion
(1.1) es desconocido. La aproximacién es presentada en términos de sumatorias recurrentes
de elementos dependientes de la funcién de excitacién p (t). La nueva aproximacién nos
permite la obtencién de los diagramas de estabilidad asf como de otras propiedades como
la determinacion de la velocidad de crecimiento de soluciones inestables (curvas Iso-u) y los
puntos y lineas en donde el crecimiento de las soluciones alcanza su méximo dentro de una
zona inestable los cuales se denominan puntos y lineas de méxima energia respectivamente.

Ademés de lo mencionado, la aproximacién nos brinda la posibilidad de recuperar la
funcién de excitacién, es decir, si el valor del discriminante A (@, B), con & y 3 fijos, es
conocido pero la funcién de excitacién es desconocida, entonces a partir de la aproximacion

es posible obtener un estimado de la funcién en cuestién, a decir verdad es posible encontrar

'La ecuacién (1.1) puede ser reescrita en el formato (1.2) haciendo el cambio de variables y; = x, yo = @
y definiendo y = [ y1 v2 |



un nimero infinito de posibles funciones que satisfacen dicho problema (ver seccién 5.2). Esta
propiedad es utilizada para encontrar un método para estabilizar un punto en el plano de
parametros -3, que se encuentre dentro de una zona inestable en un diagrama de estabilidad
(ver Fig. 5.5).

Por tltimo se presenta la estrecha relaciéon que existe entre el discriminante asociado a una
ecuacién de Hill y el diagrama de dispersion o diagrama de Brillouin asociado a la ecuacién de
onda de un grado de libertad. Los diagramas de dispersién nos brindan informacién sobre la
propagacién de la onda en determinados medios, en nuestro caso los medios serdn periddicos.
Los diagramas de Brillouin son obtenidos a partir de la aproximacién del discriminante.
Cabe mencionar que todos los diagramas de estabilidad, curvas de transicién, curvas Iso-y,
lineas de méxima energfa y las superficies del discriminante definidas en el capitulo 3 fueron

obtenidas mediante la aproximacién del discriminante (capitulo 4).

El presente trabajo estd organizado como sigue: En el capitulo 2 se presentan los teo-
remas y resultados principales relacionados con las ecuaciones diferenciales periédicas, se
introducirédn los diagramas de estabilidad y se mostrara que el discriminante de una ecuacién
de Hill de un grado de libertad tiene un papel preponderante en el andlisis de dicho sistema;
en el capitulo 3 se presenta la superficie formada por el discriminante de una ecuacién difer-
encial periddica, se introduce el nuevo concepto de Lineas de Méxima Energia (M EL), el
cual hace referencia al crecimiento de las soluciones inestables de (1.1). Después, utilizamos
el concepto de M EL para dar una nueva caracterizaciéon de los puntos de coexistencia, es
decir, de los puntos en el plano o — (3 en los cuales todas las soluciones son 1" o 27" periédicas.
También se hace una descripciéon mas detallada de las curvas Iso-u. Todos los conceptos, de
este capfitulo, se presentan gréficamente sobre la superficie formada por el discriminante y

en el plano de pardmetros o — 3.

En el capitulo 4 obtendremos una aproximacién del discriminante en términos de suma-
torias recurrentes, estas sumatorias sélo dependen del muestreo temporal de la funcién de
excitacion p (t). La nueva aproximacion se obtiene en términos de las funciones Walsh. Dado
que esta aproximacion depende de la obtencion de la inversa de dos matrices de grandes
dimensiones era préacticamente intratable, pero, gracias a las propiedades de las funciones
Walsh, las matrices en cuestion son transformadas similarmente a matrices triangulares supe-
riores y la dependencia de las funciones Walsh es eliminada. Gracias a esta forma triangular
la aproximacién puede ser escrita como una suma de sumatorias recurrentes. Al final del
capftulo 4 se prueba que la nueva aproximacién es equivalente a la hecha por Lyapunov en
su trabajo [21], es decir, puede ser escrita como una sumatoria de integrales multiples del
término « + fp (t), finalmente se realiza un breve estudio del error de la aproximacién y se
prueba la convergencia del método.

En el capitulo 5 se presentan tres diferentes formas de estabilizar una ecuacién de Hill,



dos de ellas utilizan la relacién existente entre las curvas de transicién de una ecuacién
diferencial periddica con disipacién y las curvas Iso-u. La tercera forma de estabilizacion
utiliza la nueva aproximacion del discriminante, obtenida en el capitulo 4, para obtener una
funcién u (t+7) = wu(t) que al ser sumada a la funcién de excitacién p (t) hace que el
discriminante asociado a la ecuacién & + (o + 3 (p (t) + u (t))) z = 0, tome el valor deseado.

En el capitulo 6 se describe la relacién existente entre las ecuaciones diferenciales per-
i6dicas y la ecuacién de onda de un grado de libertad. Se presenta el vinculo entre el
discriminante asociado a una ecuacién de Hill con los diagramas de dispersién o diagramas
de Brillouin. Esto iltimo es de interés dado que los diagramas de Brillouin pueden ser uti-
lizados en el estudio de la propagacion de ondas como por ejemplo el flujo de la luz en medios

periédicos y el movimiento de electrones a través de materiales con potencial periédico.



2.0 PRELIMINARES

Este capitulo estd dedicado a la exposicién de los resultados principales sobre las ecuaciones
diferenciales periédicas y lineales. Se verd que la estabilidad de las soluciones de dichos
sistemas depende tnicamente de la posicién, con respecto al circulo unitario de los valores
caracteristicos de la matriz de monodromia asociada a la ecuacién diferencial; también se
prueba que para sistemas de un grado de libertad la funcién denominada discriminante juega
un papel preponderante en el andlisis de la estabilidad de los sistemas periédicos. Por tltimo
se presenta un teorema que relaciona la velocidad con la que una solucién inestable tiende a
infinito con las soluciones de sistemas amortiguados, este tltimo teorema es utilizado en el
los capitulos 3 y 5. La mayoria de las pruebas de los teoremas y lemas presentados en esta
seccién seran omitidas pueden ser encontradas en las monografias [1, 23, 36] entre muchas

otras.

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES PERIODICAS

Considere una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes periédicos de la forma

i+ (a+pp(t)y=0 (2.1)

donde p (t) es una funcién real y periddica, con periodo minimo 7', i.e. p(t+T) = p(t).
Diremos que el sistema (2.1) es estable si todas sus soluciones son acotadas, de lo contrario
el sistema se dird inestable. Sabemos que cualquier ecuacién diferencial lineal de orden
superior puede ser escrita como un sistema de primer orden, la ecuacién (2.1) puede ser

reescrita utilizando el usual cambio de variables z; = y y 2o =  como

) B - (Oé + ﬂp (t)) 0 29 .

Sean y; y Y2 dos soluciones linealmente independientes de (2.1) sujetas a las condiciones

iniciales y1 (to) = 1, y2 (to) = 0, 91 (to) = 0y 92 (to) = 1, obviamente los vectores z; = [ h ]
Y1



y Xy = [ y2 ] satisfacen el sistema (2.2); La matriz de transicién de estados ® (¢,) estd
Y2

definida como aquella cuyas columnas son los vectores =1 y x2 [4], es decir

D (t.10) = [ o ] (23)
Y1 Y2

Dado que los vectores de la matriz de transicién de estados son soluciones de (2.2), la
matriz ® (,1) satisface la misma ecuaciéon. La propiedad més importante, y por la que la
matriz ® (¢, ty) recibe su nombre, es que ® (¢, ty) mapea cualquier estado de un tiempo inicial
to a cualquier tiempo ¢, i.e. x (t) = @ (¢, to) x (to).

La matriz de transicién de estados de un sistema periédico puede ser factorizada en dos
matrices no singulares y dependientes del tiempo. Esta factorizacion, quizé el resultado maés
importante en el drea de sistemas periédicos lineales, fue propuesta por Floquet [23] y es
presentada en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 (Floquet). Sea la ecuacion diferencial periddica & = A(t)xz, A(t+T) =
A (t) € R*2" g seq  (t,0) su matriz de transicion de estados. La matriz ® (t,0) puede ser
escrita como

®(t,0) = P71 (t) ™, P({t+T)=P(t (2.4)

y donde R es una matriz cuadrada 2n X 2n no necesariamente real.

Si el tiempo inicial ¢y es diferente de cero la factorizaciéon de Floquet puede ser escrita
como [4]
D (t,tg) = P (t) BT P (1), P(t+T)=P(t) (2.5)

debido a las propiedades @ (ty,t) = @ (t1,3) P (t3,t2) y D71 (t1,12) = @ (Lo, 11).
Para entender la importancia del teorema de Floquet, consideremos momentdneamente
el sistema periédico
r=A(t)x, At+T)=A(t) (2.6)

donde A (t) es una matriz real periédica y A (t) € R**?". Sea ® (¢, 0) la matriz de transicién
asociada a (2.6) y x (¢) una solucién de (2.6) sujeta a alguna condicién inicial z (0) = xg, y
para un ¢t > 0 expresemos t = k' + 7 donde k es un entero no negativo, 7" es el perfodo de
(2.6) y 7 € [0,T). Sabemos que la matriz de transicién de estados mapea cualquier estado

inicial zg, en el tiempo inicial ¢, = 0 al estado z (t) en el tiempo ¢, por lo tanto

z(t) = ®(t,0)xz
= ® (kT +17,0) 20
— O (KT +7,kT)® (KT, (k — 1)T)...® (2T, T) & (T, 0) z



Usando la expresion (2.5) es facil ver que

®(nT,(n—1T) = P H(nT)e™P((n—-1)T)
= P H(T)"P(0)

p-1 (T) TR

d

(T',0)
y asi

z(t) = &

—

7,0)® (T,0)® (T,0)...® (T,0)® (T,0) z

Dado a que las columnas de @ (¢, t,) son soluciones del sistema lineal (2.6), los elementos de
la matriz ® (7,0) son acotados. El elemento que determina si la solucién x tiende a infinito
0 se mantiene acotada cuando el tiempo ¢ tiende a infinito es [® (T, 0)]*. Supongamos que el
vector xy es un vector caracteristico de la matriz ® (7', 0) y p es el valor caracteristico asociado

a xo. Utilizando el hecho de que [® (T',0)]" 2o = p¥2o podemos reescribir la solucién z como
2 (t) = :U’kq) (Tv 0) Lo

Por lo tanto, para el caso de los sistemas periédicos © = A(t)x, A(t+T) = A(t) €
R22n - podemos concluir dos cosas: a) La solucién z, en cualquier tiempo ¢, puede ser
obtenida al conocer su matriz de transicién de estados en el intervalo t € [0,7]; y b) La
estabilidad de las soluciones depende de los valores caracteristicos de la matriz ® (7', 0).

Como se ha visto la matriz ® (7,0) juega un gran papel en la determinacién de la
estabilidad de los sistemas periddicos. En la literatura, la matriz ® (7,0) se denomina
matriz de monodromfa, aqui la denotaremos como M y sus valores caracteristicos p,; son
llamados multiplicadores caracteristicos. De la factorizacion de Floquet (2.4) podemos ver

que M también puede escribirse como la matriz exponencial
M ="

los valores propios p; de la matriz R se denominan exponentes caracteristicos y pueden ser
escritos como
p; = e (2.7)

de donde es fécil ver que los exponentes caracteristicos dictan la velocidad con la que una
solucién, en caso de ser inestable, tiende a infinito. FEl siguiente teorema nos senala las
condiciones, en términos de los multiplicadores caracteristicos, que determinan la estabilidad

de los sistemas periédicos.



Teorema 2.1.2. Sea M la matriz de monodromia asociada a la ecuacion diferencial periddica
(2.6) y sean u;, € o (M), entonces el sistema (2.6) serd; a) Asintdticamente estable, si y
sélo si todos los multiplicadores cumplen |u;| < 1; b) Estable, si todos los multiplicadores
satisfacen |p;| < 1 y si algun ‘uj| = 1 entonces u; debe ser una raiz simple del polinomio
minimo de M; y c) Inestable, si al menos un multiplicador es |p;| > 1 o si algin ‘,uj‘ =1

entonces ji; es una raiz mailtiple del polinomio minimo de M.

El resultado de este teorema se explicara con mayor profundidad en el transcurso de esta

seccion.

2.1.0.1 Sistemas Hamiltonianos Antes de continuar con el andlisis de la estabilidad
de los sistemas periédicos, valdria la pena notar que, si anadimos las restricciones de que los
bloques de la diagonal principal de la matriz A (t) sean matrices de dimensiones n X n cuyas
entradas sean igual a cero y los bloques de la anti diagonal sean simétricos, i.e. A(t) =
0, A
A 0,

sistema Hamiltoniano, es decir

con Ay = Ag y Ay = Ajs, la ecuacién (2.6) puede reescribirse como un

t=JH(t)x (2.8)
. C o 0 I e
donde J es la matriz anti-simétrica J = ' RE H (t) es una matriz simétrica y

A(t) = JH (t).
Se puede demostrar que [25] que la matriz de transiciéon de estados asociada a (2.8) es

una matriz simpléctica, es decir, cumple con la condicién
D (t,tg) JP (t,t9) = J (2.9)

para todo tiempo ¢. Por lo tanto la matriz de monodromia M asociada a (2.8) es simpléctica
y satisface al ecuacién
M'JM =J

Premultiplicando por J~! y postmultiplicando por M ~! tenemos!

JIM' T =Mt

de donde podemos observar que M’ es similar a M~'. Por lo tanto o (M) = o (M') =

o (M™1), dicho de otra forma, si p € (M) = i € o(M) = % € o (M), es decir, los

multiplicadores de M son simétricos con respecto al circulo unitario. La Fig. 2.1 muestra la

'El determinante de toda matriz simpléctica es diferente de cero, lo anterior sigue de det (M'JM) =

(det (M ))2 = 1. De hecho, puede ser demostrado que el determinante de cualquier matriz simpléctica es
igual a 1, ver [25, 36].



posicién de los multiplicadores y su relacién con la estabilidad del sistema (2.8), ver teorema
2.1.2.

Fig. 2.1 Posicién de los multiplicadores asociados a: a) Sistema estable,
b) sistema inestable y c) sistema condicionalmente estable

Note que (2.2) puede ser escrita en el formato de (2.8) como

41 |0 1 a+ppt) 0| =
H 1l | =10

0 1 Z9
Por lo tanto, su matriz de monodromia es una matriz simpléctica y sus valores caracteristicos

son simétricos con respecto al circulo unitario, ver [25].

Los multiplicadores asociados al sistema (2.2) son la solucién de la ecuacién caracteristica
det (ulo — M) = p> — Ao, ) pp+1=0 (2.10)
donde la funcién A («, 5) es llamada discriminante y esta definida como
Ao, B) = tr (M)

donde tr es el operador Traza. La funcién, A («, 3), juega un papel preponderante en el
andlisis de sistemas periédicos de un grado de libertad como es el caso de (2.2).

El término independiente en (2.10) es igual a 1 debido al teorema de Liouville [19], es
decir, sea la ecuacién diferencial & = A (t) z donde A (t) es una matriz real cuadrada. El

determinante de la matriz transicién de estados ® (¢,ty) asociada a este sistema es

t
det (P (t,t)) = exp (/ tr (A(7)) dT)
to
Puesto que la traza de la matriz de la ecuacién (2.2) es igual a cero, podemos decir que el
determinante de la matriz de transicién de estados asociada a (2.2) es siempre igual a 1y
consecuentemente el determinante de la matriz de monodromia es igual a 1. Por lo tanto los

dos multiplicadores asociados a M son

(2.11)

Hio =

)

A, ) £ /(A (@, 5)) 4
2



De (2.11) es facil ver que multiplicadores 1, 5, dependen del valor de A (o, 3), es decir; si
A (o, 3) > 2 entonces los multiplicadores f, , son reales, positivos y recfprocos (u; = t), si
A (o, 8) < —2 los multiplicadores 1, , son reales, reciprocos y negativos; y si —2 < A (o, 8) <
2 los multiplicadores son complejos conjugados y | u172| = 1. Por lo tanto, la estabilidad de
(2.2) depende completamente del discriminante A («a, ), si —2 < A (a, ) < 2 entonces el
sistema (2.2) es estable; si A (a,3) > 2 0 A(«,5) < —2 entonces el sistema es inestable.

Cuando el discriminante es igual a £2, A (o, §) = £2, el sistema (2.2) puede ser estable si

w = (0 o inestable de lo contrario. M&s aiin, si se cumple el primer caso las soluciones
del sistema son linealmente independientes y periédicas de periodo T si A («a, ) = —2, y de

periodo 27 si A (a, B) = 2.

2.1.1 Discriminante

Como hemos dicho, el discriminante A («, 3) es un término preponderante en el anélisis de
la estabilidad de los sistemas periédicos de un grado de libertad. Sus propiedades han sido
ampliamente estudiadas [16] o [33]. Sus propiedades mas importantes son que es una funcién
entera y real con respecto a «, y su orden de crecimiento? es igual a %, lo que implica que
es una funcién infinitamente diferenciable y que tiene un nimero infinito de intervalos de
crecimiento alternados con un niimero infinito de intervalos de decrecimiento. La prueba de
este interesante hecho fue realizada por Laguerre [33]. El siguiente teorema, introducido por
Haupt, nos brinda condiciones en términos del discriminante para las cuales el sistema (2.2)

es estable o inestable. El enunciado del teorema fue tomado de [23].

Teorema 2.1.3 (de oscilacién de Haupt). A cada ecuacion diferencial periddica

B4 (a+Bp(t)z=0

con 3 constante y p (T +t) = p(t) le corresponden dos secuencias infinitas monotdénicamente

crecientes de niumeros reales

Moo AL A (2.12)

R VRV (2.13)

tales que la ecuacion diferencial tiene una solucion de periodo T si y sélo si a = N\, n =

0,1,2,...; o una solucion de periodo 2T si y sélo si « = X, n = 1,2,3,..., Cada \, es

2Es decir, existe una constante positiva B tal que para una 3 fija la funcién |A (o, 8)] exp(—B+/|a|) estd
acotada para todo « [23]
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solucion de A (a, ) = 2 y cada N, es solucion de A (o, 8) = —2. Los niimeros \, y \,, se

entrelazan y satisfacen las desigualdades
Las soluciones de la ecuacion diferencial periddica son estables en los intervalos

(Ao A, (A, A1), (A2 A3), ...

Los limites de cada intervalo son, en general, inestables. Las soluciones serdn estables y T

7. . . . . SN/ RV
periodicas st Aopp1 = Aopyo 0 anti periodicas 8i Ny, 1 = Ay, o

La Fig. 2.2 muestra la forma clésica de la grafica del discriminante para una ( fija.

2.1.1.1 Diagramas de estabilidad Como se dijo anteriormente, el discriminante aso-
ciado a la ecuacién de Hill depende de los pardmetros a y 3, ésto se debe a que las soluciones
de (2.2) dependen directamente del par (o, (3), siendo cada solucién diferente para diferentes
valores del par («, 3), es decir, suponga que la solucién x es estable para algin par (a, (), el
mds minimo cambio de alguno de estos pardmetros podria modificar los multiplicadores car-
acterfsticos p,; de tal forma que el médulo de alguno de ellos sea mayor a uno y asi producir
inestabilidad en la solucion.

En [10], .M. Gelfand y V. B. Lidskii, introducen el termino fuertemente estable para
referirse a la condicién de robustez de la estabilidad de las soluciones basdandose en el estudio
de los multiplicadores caracteristicos y su posicién con respecto al circulo unitario. Para
sistemas de un grado de libertad como es el caso de (2.2), las condiciones de Gelfand y
Lidskii se reducen a que los multiplicadores caracteristicos sean niimeros complejos, es decir,
que el valor absoluto del discriminante sea menor a dos. La estabilidad de los sistemas
periédicos puede ser representada en el plano de pardmetros o — § mediante un diagrama de
estabilidad, la Fig. 2.3 muestra las zonas en las que el sistema (2.2) es estable e inestable.
Las zonas inestables son llamadas lenguas de Arnold y las curvas que separan las zonas

estables de las inestables se denominan curvas de transicion.

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 2.2 Forma cldsica de la gréfica del discriminante
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Las curvas de transicion limitan las zonas estables de las inestables y estdn formadas por
el conjunto de valores («, 3) para los cuales existe al menos una solucién, T' o 2T, periédica
de (2.1). Si existe un punto (54, B) en el cual dos curvas de transiciéon del mismo periodo se
intersecan entonces diremos que el punto en cuestién es un punto de coexistencia, es decir,
todas las soluciones de & + (@ + B) x = 0 serdn, T o 2T, periédicas?.

Se puede demostrar [36] que en el plano a — 3, existe un nimero infinito de zonas
inestables alternadas con un nimero infinito de zonas estables, en otras palabras, las zonas
inestables forman conjuntos disjuntos. Las lenguas de Arnold son identificadas segin su
aparicién, la lengua cero es la lengua mds a la izquierda seguida por la lengua 1 y asi
sucesivamente, ver Fig. 2.3. Mds ain, para T = 2, la k-ésima lengua de Arnold "nace" en
los puntos (%2, O) para k =0,1,2,..., [36]

La relacién entre las lenguas de Arnold y el discriminante A (o, 3) serd profundizada en
el capitulo 3.

Fig. 2.3 Lenguas de Arnold de la ecuacién & + (a + 3 (cos (t) + cos (2t))) z = 0,
zonas estables en blanco, zonas inestables en gris.

2.1.1.2 Curvas Iso-u Las curvas Iso-p son lineas dentro de las regiones de inestabil-
idad, estdn definidas por valores de « y [ para las cuales las soluciones inestables tienen
la misma velocidad de crecimiento. Como sabemos los exponentes caracteristicos p; deter-
minan la velocidad con la que una solucién inestable tiende a infinito. El crecimiento serd
mayor mientras mayor sea la parte real positiva de p,. También sabemos que los exponentes
caracteristicos p; estdan definidos con base a los multiplicadores, i.e. p; = e”T. Por lo tanto,

podemos decir que mientras mayor sea el médulo de p; mayor serd la velocidad con la que

3En términos del teorema de Haupt, la coexistencia se da cuando existe un o = Aopt1 = Agpt1 O
/ li
a=Aypi1 = Agpg1-
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la solucién tienda a infinito. Definiremos la velocidad de crecimiento como
v =max {|o (M)|} > 1
3

donde o (M) = {:uluu27 PN a:un} y |0- (M)| = {|M1| ) |/‘LQ| [ |Mn|}
En [24] McLachlan utiliza los exponentes caracteristicos para definir las curvas Iso-p.

Note que la definicién utilizada por McLachlan y la utilizada en el presente trabajo son equiv-
alentes. La Fig. 2.4 muestra las curvas Iso-p de la ecuacién &+ (o + 5 (cos (t) + cos (2t))) x =
0

Fig. 2.4 Iso-u curvas de la ecuacién & + (a+ [ (cos (t) + cos (2t))) x = 0,
para diferentes valores de ~y

Para finalizar el capitulo se presenta un teorema que relaciona los multiplicadores car-
acterfsticos asociados a un sistema periédico con término disipativo, con los multiplicadores

asociados a un sistema inestable.

Teorema 2.1.4. Sea la ecuacion de Hill

j+(a+pBp(t)y=0 (2.14)

donde a, f € R, y e R y p(t+T) = p(t). Una Iso-u curva con la velocidad de crecimiento

v, es tgual a las curvas de transicion de la ecuacion de Hill asociada

T+ 02+ (a1 +Bq(t)xz=0 (2.15)
con a1,0 €ER, x € R, si y sdlo si
v = e2T (2.16)
’ a=a« 1(52
= -

donde v = max [|o (®,(7,0))|], [9].
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Prueba. Las ecuaciones (2.14) y (2.15) pueden reescribirse como

gty = A(t)y(t) (2.17)
) = Az () (2.18)
(

B 0 1 B 0 1 N I/ _
donde A; = [—a—ﬁq(t) 0]’A2 B [—041—5(1(25) _5],y— [?)]’x_

Sean ®, (t,tp), D, (t,t) las matrices de transicién de estados asociadas a (2.17) y (2.18)

respectivamente. Definiendo el cambio de variable
z(t) = e 2% (¢) (2.19)
y sustituyendo (2.19) en (2.15) obtenemos
B(t) + <—252 + a1 + fq (t)) z(t) =0
Si definimos a; = o + %152, la ecuacién anterior puede ser reescrita como
Z(t)+(a+Bq(t)z(t)=0 (2.20)
Resolviendo la ecuacion (2.20) tenemos

() = . (tto) 2 (t) (2.21)

=[]

donde @, (t,ty) es la matriz de transicién de estados asociada a (2.20). Si suponemos que

los coeficientes v y 5 en (2.14) y (2.20) son iguales, podemos decir que
o, (1,0) =9, (7,0)
Sustituyendo nuevamente, (2.19) en (2.21) obtenemos

(t) = @.(t,to) I (to) 2 (to)
T(t) = T7H(t)®. (t,t0) T (to) T (fo)

1 0

e
donde T'(t) = E(t) A = AE(t) y E(t) = 15 1
2

] . Por lo tanto



y haciendo t = T" y ty = 0 se obtiene finalmente
®, (T,0) = A=Z(T) @, (T,0) A"
Por lo que la matriz de monodromia @, (7°,0) es similar a la matriz =(7T") ®, (T,0) y
max [|o (®y (T',0))]] = max [[o (Z(T) . (T’ 0))]]

Finalmente, definiendo v = max|[|o (®,(7,0))|] > 1 y dado que estamos buscando las
curvas de transicién asociadas a (2.15), todos los multiplicadores caracteristicos de @, (T',0)
deben ser |0 (®,(7,0))| = 1, por lo que

v = max[|o (2(T))|] = max HUG%&T)H
N = eééT
]

Comentario 2.1.5. Note que la transformacion (2.19) nunca es una transformacion de

Lyapunov, Yo > 0, es decir no preserva la propiedad de estabilidad de las soluciones.

En resumen, la prueba del teorema 2.1.4 se basa en encontrar una transformacién la
cual tome el valor del médulo del méximo multiplicador v de (2.14) y lo lleve a 1, i.e. la
transformacién encoge la solucién inestable para que se convierta en una solucién periédica.
Como vimos anteriormente si el sistema (2.14) es inestable, sus multiplicadores son reciprocos
y reales, por lo tanto uno es menor que 1 y el otro mayor que 1, supongamos que j; < 1
Y by = ull > 1. En términos del teorema 2.1.4 v = pu,, aplicando la transformacién (2.19)
hacemos que v = 1, esta transformacién tambien afecta a jp; reduciendo su médulo y asi
la solucién asociada a j, se convierte en una solucion periddica y la solucién asociada a fi,

tiende alin mds rapido a cero.
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3.0 SUPERFICIE DEFINIDA POR EL DISCRIMINANTE A (o, )

La funcién discriminante juega un papel crucial en el estudio de la estabilidad de sistemas

periédicos. En particular, el discriminante A («a, ) de la ecuacién de Hill
i+ (a+pp)z=0, pEt+T)=p(t (3.1)

es una funcién real, continua e infinitamente diferenciable con respecto a o y 3. Para cada
par «, (3 la solucién de la ecuacién (3.1) es diferente por lo que el discriminante depende de
los coeficientes o y 3. La propiedad de A («, ) de ser una funcién continua e infinitamente
diferenciable proviene del hecho de que A («, 3) es una funcién entera con orden de crec-
imiento igual a 3 y del teorema de Laguerre [31] que dice: Si f(z) es una funcion entera,
real para z real y su orden de crecimiento es menor a dos entonces, los ceros de diz f(z) son
reales y estan separados, entre st, por los ceros de f (z). De hecho, en [16] Hochstadt prueba
el teorema de oscilaciones de Haupt utilizando las propiedades de las funciones enteras.

Puesto que el discriminante A (a, 3) es una funcién infinitamente diferenciable y continua
con respecto a los pardmetros a y 3, podemos asegurar que A (a, ) define una superficie
suave en R®. La superficie (a, 8, A (o, 8)) contiene toda la informacién sobre la estabilidad
de la ecuacién diferencial periddica a la que estd asociada. Por ejemplo, es facil ver que
la proyeccién, sobre el plano o — 3, de la interseccién entre la superficie (o, 5, A («a, 3))
y los planos surf; = {(a, 3,2) |V, B € R, z =2} y surfo = {(a, 3, 2) Vo, B € R, z = -2}
definen las curvas de transicién de la ecuacién asociada a A («, ). Lo anterior se muestra
en la Fig. 3.1.

En este capitulo se introduce una nueva definicién, Lineas de Méxima Energia (MEL),
las cuales son lineas en el plano o — (3, dentro de las zonas inestables y caracterizadas por
tener las soluciones con el crecimiento mas répido dentro de un conjunto de soluciones, para
un S = [, fijo. Basados en la definicién de MEL damos una nueva caracterizacién de los
puntos de coexistencia y se hace una aproximacién de las MEL para la ecuacién de Meissner.
Al final del capitulo, mostramos graficamente y damos una interpretacién de las curvas Iso- .
Los conceptos presentados serédn ilustrados con ayuda de la superficie (o, 3, A (o, §)) y seran
utilizados en el capitulo 5.
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Fig. 3.1 a) Interseccién de la superficie (o, 8, A («, 8)) y sur fiy sur fo.
b) Proyeccién de la interseccion.

3.1 LINEAS DE MAXIMA ENERGIA (MEL)

El teorema de oscilaciones de Haupt nos dice que dada una 8 = 3, constante, la linea av > v
estd dividida en un nimero infinito de intervalos en los que la ecuacién diferencial periédica
(3.1) es estable alternando con un nimero infinito de intervalos donde (3.1) es inestable.
Los intervalos de estabilidad e inestabilidad estdn separados por valores de o = «,, 0 a/,,
n=1,2,..., tales que la ecuacién (3.1) tiene al menos una solucién periddica, siendo «,, y
al, soluciones de A (a,, 5y) —2 =0y A (apn, By) + 2 = 0 respectivamente. Se puede probar
que las funciones A (o, 3y) £ 2 = 0 son funciones enteras de orden £. Por lo tanto, tienen
% = 0 estdn separados entre si por
OA(a,By)
oo’

un nimero infinito de cruces por cero y los ceros de
los ceros de A (ay, 5y) £2 = 0. Es decir, sélo existe un cero de entre cada par de
ceros de las funciones A (a,, 5y) —2 =00 A (ap, By) +2 =0, vea la Fig. 2.2.

. . 2 / /
Podemos asegurar que en cada intervalo inestable a € (ag,_1,a2,) 6 a € (aanl, aQn)

conn =1,2,3,... existe un a = ¢ tal que, la energfa de la solucién inestable! en el punto
(¢, 5,) es mayor que la energia de todas soluciones inestables del intervalo (aa,—1, a2,) 6
o € (o, 1, ah,). Es decir, defina x§¢’ﬁ o) como la solucién de la ecuacién diferencial (3.1)

con @ = ¢y = f,, entonces la solucién

H 209 (1)

(6‘5/80)
> ¢
, 2 ma 24 (1)

2

donde F es el segmento de recta al cual pertenece ¢. Por lo anterior podemos introducir dos

definiciones

IRecuerde que las zonas inestables estan caracterizadas por tener una solucién exponencialmente inestable
y una solucién exponencialmente estable.
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Definicién 3.1.1. Para un 8 = 3, constante el punto de mdzxima energia ¢, (5,), en cada
intervalo de inestabilidad, es el valor de o para el cual el mddulo del multiplicador carac-
teristico alcanza su mdzimo, este valor depende del valor actual de 3. El subindice n hace

referencia al orden de aparicion® siendo el n =1 el mds a la izquierda.

Definicién 3.1.2. La Linea de Mdaxima Energia (MEL) es la union de los puntos de maxima

energia ¢, () con el mismo subindice n y para todo

MELy, = Uysd,, ()

Comentario 3.1.3. Note que la definicion de puntos de mdazima energia ¢, (5,) implica que
a = ¢, (B,) siy sdlosi ZA(a,fBy) =0 con B constante. Y que debido a que A(a,3) es
una funcion continua, las MEL son lineas continuas y son dependientes de [ y del nimero

de identificacion n.

La Fig. 3.2 a) muestra las lineas de mdxima energia en la superficie (o, 3, A («, 3))
asociada a la ecuacion diferencial &+ (o + 3 (cos (t) + cos (2t))) x = 0, y Fig. 3.2 b) muestra

la proyeccion, en el plano o — 3, de las curvas de transicién y MEL.

3.1.1 Coexistencia

Como sabemos, las curvas de transicién asociadas a la ecuacién de Hill, se caracterizan
por tener al menos una solucién 7" periddica si A (o, 8) = 2, 6 2T periddica si A (o, 5) =
—2. El teorema de oscilaciones de Haupt nos dice que las curvas de transicién asociadas a
soluciones de dos periodos diferentes nunca se intersecaran, pero, puede darse el caso de que
dos curvas asociadas a soluciones del mismo perfodo se intersequen provocando que la zona
de inestabilidad colapse y todas las soluciones de (3.1) sean T' o 2T periddicas. El punto
donde dos curvas de transicién se intersecan se le conoce como punto de coexistencia, ver
[34] o [35].

Usualmente la coexistencia se define en términos de la intersecciéon de las curvas de
transicion, justo como lo acabamos de hacer. Una forma equivalente de definir la coexistencia
es en términos de la derivada parcial del discriminante con respecto al pardmetro «, es decir,

el punto (ao, 3,) define un punto de coexistencia: de soluciones T periédicas si y sélo si

A(ag,By) =2y %} = 0; o de soluciones 27" periédicas si y sélo si A («, 5y) = —2
a=aqag
9N (eBp) _
8—ao g = 0.
Observe que la condicién % s = 0 implica que g pertenece a alguna linea de

méxima energia, vea definicién 3.1.2 y el comentario 3.1.3. Por lo tanto podemos introducir

una nueva caracterizacion de los puntos de coexistencia.

2Note que el orden de aparicién de los puntos de maxima energfa coincide con el numero asociado a la
zona de inestabilidad en el que se encuentra.
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Fig. 3.2 a) MEL sobre la superficie (o, 5, A («, 3)) en rojo.
b) Proyeccién de la interseccién.

Caracterizacién 3.1.4. Un punto (g, By) € M ELy, es un punto de coezistencia de solu-
ciones T-periddicas si y sélo si Aag, By) = 2. Y, el punto (o, 5y) € M ELs,.1 corresponde

a la coexistencia de dos soluciones 2T -periodicas si y sélo si Aoy, By) = —2.

Lema 3.1.5. Si ¢, (0) es el n-ésimo punto de mdzima energia asociado a la ecuacion per-
iddica diferencial & + (a4 Bp(t))x =0, con =0 yp(t+T)=p(t) entonces,

nm 2
¢, (0) = <?) (3:2)
para cualquier funcion de excitacion periddica.

Prueba. El lema sigue obtener la matriz de transicién de estados asociada a (3.1) con 3 = 0,
y después obtener el discriminante asociado a la matriz de monodromia M, as{ podemos

asegurar que

A (a,0) = 2cos (vaT)

para cualquier funcién de excitacién periédica p (t +7) = p(t). Sabemos que la funcién
cos (t) esigual a £1 siy sélosit =nm, n=0,1,2,..., por lo tanto, para que A (a,0) = +2,

- (5)

donde T es el periodo minimo de la funcién de excitacién. Por lo tanto la relacion (3.2) es

a debe ser igual a

verdadera. n

De la nueva caracterizaciéon de los puntos de coexistencia podemos concluir que todos
los ¢, (0), exceptuando n = 0, son puntos de coexistencia. De la teorfa clédsica de ecua-

ciones diferenciales periddicas [36] sabemos que las lenguas de Arnold nacen en los puntos

<(%)2 ,O), estos puntos coinciden con los puntos de méxima energia ¢,, (0) por lo tanto,
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podemos asociar la n-ésima linea de maxima energia con la n-ésima lengua de Arnold.
Ademas, si la n-ésima lengua de Arnold tiene m puntos de coexistencia, entonces la MEL

asociada a la n-ésima lengua tendrd los mismos m puntos de coexistencia.

Lema 3.1.6. Si en la M E L,,, existen m puntos donde dos solucionesT" periddicas coexisten,
el discriminante A (¢, (B), ) serd igual a 2 para m diferentes puntos (¢, (8),03); Si en la
ME Ly, existen m puntos donde dos soluciones 2T periddicas coexisten, el discriminante
A (ngQnH (8) ,6) serd igual a —2 para m diferentes puntos (¢2n+1 (B) ,ﬁ)

En caso de que no existan puntos de coexistencia asociados a una lengua de Arnold,

solamente podemos asegurar que |A (¢, (8),5)| > 2 para todo 3.

La prueba del lema 3.1.6 se realizara en la siguiente seccién. La Fig 3.3 a) muestra el dis-
criminante evaluado sobre la M E Lz asociada a la ecuacion &+ [« + 3 (cos (t) + sin (3t))] z =
0 (sin puntos de coexistencia); y la Fig 3.3 b) muestra la MEL, asociada a la ecuacién
Z+ (a4 B (cos(t) + cos(2t))) x =0 (con 1 punto de coexistencia).

A,(8.8
AG,(8.0

Fig. 3.3 a) Discriminante evaluado sobre MEL sin coexistencia.
b) Discriminante evaluado sobre MEL con coexistencia.

3.1.1.1 Pockets de inestabilidad Cuando dos curvas de transicién, del mismo periodo,
se intersecan en un punto, dos soluciones linealmente independientes del mismo perifodo
coexisten y el punto en cuestion es llamado punto de coexistencia. Denominaremos pocket
de inestabilidad a la zona inestable que se encuentra entre dos puntos de coexistencia de la
misma lengua, es decir, la zona limitada por dos curvas de transicién que se intersecan.
Note que si existen n > 1 puntos de coexistencia entonces, habran n — 1 pockets de
inestabilidad. De la Fig. 2.4 se puede observar que la lengua 2 tiene 2 puntos de coexistencia
por lo que tiene 1 pockets de inestabilidad. También vale la pena notar que las curvas Iso-p

asociadas a los pockets de inestabilidad son cerradas.
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3.1.2 Aproximacién de MEL para la ecuacién de Meissner

Las soluciones de ecuaciones periédicas de la forma
T+ (a+pp(t)z=0

en general no pueden ser obtenidas de forma analitica, excepto por algunos ejemplos como:
la ecuacién de Meissner cuya funcién de excitacion p (t) es una funcién periédica constante a
pedazos; la ecuacién de Lamé donde p (t) es una funcién eliptica de Jacobi; 6 cuando p (t) es
una funcién lineal a pedazos (dientes de sierra), vea [23] 6 [24]. En esta parte obtendremos
una aproximacion analitica de las M EL, conn =1,2,...., de la ecuacién de Meissner, este
resultado se utilizara en el capitulo 5 donde se estabilizard un pocket de inestabilidad al
anadir disipacién a la ecuacién diferencial periédica.

Considere la ecuaciéon de Meissner
i+ (a+ Bsign (sin(t)))y =0 (3.3)

!/
con a, f € R, U{0}. Con las definiciones z1 =y, xo =y y x = [ T1 T ] , la ecuacion (3.3)

puede ser reescrita como

o [ — (o + Bsign (sin(t))) 0 ] (3.4)

Por simplicidad, sélo obtendremos la solucién de (3.4) para o > (. La matriz de monodromia
M para o > (3 es [28] :

cos (mws) w%sin (mws) ] . [ cos (mwy) w%sin (7w ) ]

—wsg sin (Tws)  cos (mws) —wq sin (Twy)  cos (mwy)

M =

donde w; = Va+ 0y ws = /a — . Sabemos que los multiplicadores caracteristicos son

Ao, B) £14/A (o, B)? — 4

Hi2 = 9

y A (a, 3) es monoténica en los intervalos a € [¢;, ¢, ] donde ¢; son los ceros de ZA (a, 3),

por lo tanto

A(a,pB) = 2cos(mwy)cos (mws)

_ (ﬂ + ﬁ) sin (mwy) sin (Tws)

Wa wq
2
wy +w
= % cos (Twy + Twy) (3.5)
(w1 — w2)2
_lez COS (7Tw1 — 7TU)2)
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) (w? — wd)®

a—aA (CY, 6) = —W COS (7T’w1 + 7T’U)2> (36)
2 .2\2
—I—% cos (Twy — Tws)

3
—% sin (mwy + Tw,)

T (wy — wy)®
—————"—sin (mw; — Twy)

4wiwi
si escogemos valores de o y 3 tales que
0 + P2 s 2
w2 W1
entonces, (3.5) y (3.6) son reescritas como
A(a,B8) =~ 2cos(mw; + Tws) (3.7)
iA (a,8) =~ _mlw tws) sin (7w + mws) (3.8)
Oa ’ W Ws ! 2 '

por lo tanto, la condicién para que (3.8) sea igual a cero es
Wy +W2r =N

y la aproximacién del n-ésimo méximo punto de energia es

2 2
6B~ (3.9
paran € Z,

La Fig. 3.4 a) muestra las curvas de transicién de la ecuacién de Meissner, la aproxi-
macién de las lineas de méxima energfa obtenidas en (3.9) y las MELSs obtenidas numérica-
mente.

De la Fig. 3.4 a) podemos ver que la aproximacién (3.9) es lo suficientemente buena
para mostrar algunas de las propiedades de las lineas de méxima energia. De la Fig. 3.4 a),
podemos observar que cada M E L, pasa a través de los puntos de coexistencia asociados a
cada lengua de Arnold, lo cual es consistente con la definicién de M E'L,,.

Sustituyendo (3.9) en (3.5) obtenemos que el estimado del discriminante A(c, §) evaluado

en (a, 8) = (¢, (B), B) es:

83%cos (2) — 2n* (-1)"
86,9, = LA

la Fig. 3.4 b) muestra A (¢ (8) , ), es decir, el valor del discriminante sobre la linea de max-

ima energia asociada a la quinta lengua de Arnold. Podemos observar que |A (¢,, (8), )] = 2

en tres diferentes puntos, lo que significa que la lengua 5 tiene tres puntos de coexistencia.
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Fig. 3.4 a) Lineas de maxima energia de la ecuacién de Meissner, las obtenidas en (3.9) en rojo
y en azul las obtenidas numéricamente; b) Discriminante evaluado sobre M ELs.

3.2 CURVAS ISO-y

En este apartado retomaremos el andlisis de las curvas Iso-u. Recuerde que las curvas
Iso-p fueron definidas en el capitulo 2 como lineas dentro de las regiones de inestabilidad
que estdn formadas por valores de o y 3 para las cuales las soluciones inestables tienen la
misma velocidad de crecimiento. Y la velocidad de crecimiento fue asociada con el maximo

multiplicador caracteristico
v =max {|o (M)[} > 1

Ademas sabemos que debido a que la matriz de monodromia es simpléctica, los multipli-
cadores caracteristicos son simétricos con respecto al circulo unitario y dado que la matriz
de monodromia asociada a la ecuacién (3.1) sélo tiene dos multiplicadores caracteristicos, la
unica posibilidad para que el sistema sea inestable, es que ambos multiplicadores sean reales

del mismo signo®. La ecuacién (2.11) nos dice que los multiplicadores son

Ao, ) £ /(A (@, 5)) 4
Hi2 = 9

por lo tanto el absoluto del méaximo multiplicador ~y es

: A (e, B)] > 2 (3.10)

A (0, 8)] + /(A (0, 5)) 4
T 2

3En sistemas de mayor grado de libertad, es decir, ecuaciones con la forma & + (A + B (t))x = 0, con
x € R" y donde A y B (t) son matrices cuadradas n x n, los multiplicadores asociados a sistemas inestables
pueden ser nimeros complejos.
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Note que entre mayor sea |A («, 3)| mayor sera la velocidad de crecimiento . Més atin, de

(3.10) podemos obtener

1+ +2
A _
[A (o B)] = —

lo que nos permite obtener el valor absoluto del discriminante, dado un determinado . Por

(3.11)

lo tanto (3.11) nos brinda una condicién para encontrar las curvas Iso-p para una v dada. Es
decir, siguiendo los mismos argumentos utilizados para encontrar las curvas de transicién al
inicio del capitulo, podemos obtener las curvas Iso-u asociada a la velocidad de crecimiento +.
La tnica diferencia es que las Iso-p son la proyeccion, sobre el plano av — 3, de la interseccion
entre la superficie (o, 5, A (o, 3)) y los planos surf; = {(a,ﬁ,z) Vo, 8 €R, z = “;—”2} y

surfy = {(a, B,2) Vo, B €R, z = —#} Lo anterior se muestra en la Fig. 3.5.

Fig. 3.5 Curvas Iso-u, representadas sobre la superficie (o, 8, A (o, 3))

Antes de finalizar el capitulo probaremos gréficamente el lema 3.1.6 de la seccién anterior.
La Fig. 3.6 muestra las curvas Iso-u, para diferentes valores de 7, y las lineas de maxima
energfa de la ecuacién de Hill con p () = cos (t)+cos (2t). Note que las curvas Iso-p asociadas
a un pocket de inestabilidad* son curvas cerradas, parecidas a elipses, y son intersecadas por
las lineas de méaxima energia en los puntos donde el semieje mayor toca la frontera de la
elipse. Es decir, las M EL, que cruzan pockets de inestabilidad intersecan en dos ocasiones
las curvas Iso-u asociadas al pocket. Por continuidad de la superficie (a, 8, A (o, 8)), existe
un punto dentro del pocket de inestabilidad en el cual la curva Iso-y no es mas que un simple
punto, el cual obviamente pertenece a la M EL asociada y es un punto maximo (minimo)
local del discriminante evaluado sobre la M F L asociada.

Las curvas Iso-u cerradas no son exclusivas de los pockets de inestabilidad, puede darse

el caso que el discriminante evaluado en («, ) = (¢, (5),/) tenga un maximo (minimo)

4Recuerde que los pockets de inestabilidad son regiones inestables, que se encuentran entre dos puntos
de coexistencia, pertenecientes a la misma lengua de Arnold.
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local, sin llegar a tocar el valor —2 (6 2), como se muestra en la Fig. 3.3 a), es decir, algunas
curvas Iso-p asociadas a una lengua sin puntos de coexistencia también serén cerradas, esto
se puede ver en la Fig. 3.6 c), donde se presentan las Iso-u curvas y las M E'L asociadas a la
ecuacion & + (a+ [ (cos (t) +sin (3t))) x = 0.

Fig. 3.6 a) Interseccién de las curvas Iso-u y MEL.
b) Proyeccién de la interseccién de las curvas Iso-pu y M EL.

Por lo descrito anteriormente podemos decir que el discriminante evaluado sobre alguna
MEL es:

a) Si la lengua asociada no tienes puntos de coexistencia entonces: |A (¢, (8),5)] = 2
s6lo cuando 8 =0,y |A (¢, (8),5)| > 2 para todo f € R\{0}. Pueden existir valores de

%ﬁ(ﬁ)’ﬁ) = 0 pero el discriminante evaluado sobre la M E L nunca tendra

para los cuales
moédulo igual a 2.
b) Si la lengua asociada tiene m puntos de coexistencia entonces: Si A (¢, (0),0) =

+2 entonces, |A (¢, (8),0)| > 2, la igualdad sélo se alcanza para un ndimero m de pares
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imero 2m — 1
diferentes (¢,, (8), 5) y la derivada parcial 920, (8)5) _ para, al menos, un nim

op
de pares diferentes (¢,, (5), ).
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4.0 APROXIMACION DEL DISCRIMINANTE A (a, )

En este capitulo se obtiene una nueva aproximacion del discriminante asociado a la ecuacién
de Hill en términos de sumatorias recurrentes, estas sumatorias solamente dependen de los
pardmetros «, § y del muestreo temporal de la funcién de excitacién p (t), i.e. en valores
puntuales de la funcién p (t). La nueva aproximacién es obtenida, en un principio, en términos
de las series de funciones Walsh, esta primera aproximacién tiene la desventaja de depender
de la inversa de dos matrices de grandes dimensiones; luego, mediante propiedades tinicas de
las funciones Walsh, la matriz inversa en la cual depende la aproximacién, es llevada a una
forma triangular superior y la dependencia de las funciones Walsh es eliminada; finalmente,
mediante simples operaciones algebraicas la nueva aproximacién es obtenida en términos de
sumatorias recurrentes. Dado que las sumatorias recurrentes dependen del muestreo de la
funcioén de excitacion, podemos decir que es una aproximacion "discreta". La importancia de
obtener la aproximacién del discriminante mediante métodos numéricos o analiticos, radica
en el desconocimiento de la solucién exacta de la ecuacién de Hill. Cabe mencionar que solo
se conoce la solucién para algunos ejemplos como la ecuacién de Meissner cuya funcién de
excitacién p (t) es una funcién periédica constante a pedazos; la ecuaciéon de Lamé donde

p(t) es una funcién eliptica de Jacobi; o cuando p (¢) es una funcién dientes de sierra.

Se prueba que al hacer que el orden de la aproximacién tienda a infinito, la dependencia
del muestreo de p (t) se transforma en una dependencia de integrales definidas. También se
prueba que la nueva aproximacién es equivalente a la hecha por Lyapunov en su brillante
trabajo [21]. Otras aproximaciones del discriminante se pueden encontrar en [29] y [15], la
primera se basa en el método aproximaciones sucesivas y la segunda se basa en propiedades

del problema de Sturm-Liouville.

Al final del capitulo, se presenta un breve anélisis del error y se prueba la convergencia
del método, es decir, se prueba que cuando el orden de la aproximacion tiende a infinito,
estd tiende al valor real del discriminante. La definicién y las propiedades més importantes

de las funciones Walsh son presentadas en el apéndice 1.
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4.1 APROXIMACION DE A (o, ) EN TERMINOS DE LAS FUNCIONES
WALSH

Sabemos que el problema de resolver la ecuacién diferencial de segundo orden,
Z49g(t)z=0, z(0)=a, 2(0)=0b (4.1)

donde g (t) es acotada para t > 0, es equivalente a resolver la ecuacién integral asociada [6]

t t1
== [ [ 9lta)zta) dtadts 438 4.0 (42)
0 0

En la literatura, existe una gran cantidad de métodos numéricos y semianaliticos por los
cuales podemos aproximar la solucién de (4.1) o (4.2), vea por ejemplo [13, 32]. En esta
parte aproximaremos la solucién en términos de las funciones Walsh, i.e. propondremos una
solucién de la forma z = @w,,, donde @ es un vector de pesos @ € R?" y (t) es el vector
de funciones Walsh, ver apendice 1.

Considere el problema de resolver la ecuacién de Hill
T+ (a+8pt)z=0 x(0) =0, (0) = (4.3)

en el intervalo ¢ € [0,7] donde p (t + T') = p (t) es una funcién real, acotada y de promedio

cero; v «, B € R. Este problema es equivalente a resolver la ecuacién integral

r = — / / 1 (Oé + ﬁp (tg)) X (tg) dtgdtl + t.%"o + X (44)
0 JO

Suponemos que la solucién de (4.4) puede ser escrita en términos de las funciones Walsh

k

T= Vpwy, (t) = U'gk (4.5)

n=0

[\
fy

aqui, el vector de pesos 7 € R?" es desconocido y Wy (t) es el vector de funciones wyr (t) =

/
wo (t) ... war_q (¢) ] . Donde 2 es el orden de la aproximacién y & es un entero positivo.
Dado que la funcién p(t) es integrable, puede ser expresada en términos de las funciones
Walsh como

p(t) ~ Z_: Fpwy, () = 7 gk (4.6)

donde el vector de pesos 7 € R2" es conocido.
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Obteniendo la primer integral de (4.3) tenemos

t t
{L‘:—Oé/o Jf(tl)dtl—ﬁ\/op(tl)l’(tl)dtl—f-l‘o tG[O,T]

sustituyendo (4.5) y (4.6) en la ecuacién anterior obtenemos
: ¢ t
T= —a/ V'gr (t1) dt; — 6/ 7 My.vdty + & te€[0,T] (4.7)
0 0

donde My £ Wor Wy, y tiene la forma (A.8), por el Lema .0.1 del apéndice, sabemos que la
matriz Myr puede ser escrita como

2k

My (1) = {@k 0, A g (), A e 1) (4.8)

donde cada ASzk) es una matriz de permutacion simétrica, es decir, las columnas de My, son
permutaciones de los elementos del vector de funciones Walsh wo (1).

Dado que el segundo término del lado derecho de la ecuacién (4.7) no es lineal con
respecto a Wy (t), no podemos utilizar la propiedad de integracién (A.5) por lo que debemos
buscar una forma de factorizar el vector wyr para que el integrando pueda ser escrito como
7' Moy = U'Qugr. Para realizar la factorizacion deseada, introducimos el siguiente lema
tomado de [17]

Lema 4.1.1. Si Mk (t) = Worty, y v € R2" entonces, Moy = AWy donde
AW - 77A$ )r%‘“aAgk_)lry

Prueba. Dado que las matrices Mok (1) y A,(fk) son simétricas, la multiplicacion My (t) v es

W (£) 7y ¥ Wy (1)

_ b 2k _

w'ktA(2) 'A( Wor (t

My (1) = 2():1 v 71-2()
2k 2k
La Al | Al e |
2k 2k
— [7,A$ )7, ...,Agk_)ﬂ} War ()
definiendo A, = [7, A§2 )7, e Agi_)ﬂ] , el lema queda probado. n
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Por el Lema 4.1.1 y la definicién de integracién (A.5), fot Wor (1) dt, = TPy (t), P =
p(2) y t € [0,T], podemos reescribir (4.7) como

. t t
T = —« / Vg (t1) dty — B / V' Npgr (t1) dty + T
0 0
= —T (aV'P + BV'A:P) war (t) + do

integrando nuevamente, obtenemos

T =—T?(av + BU'A;) P?Wa (t) + Tiioe, Py (t) + 2 te0,7] (4.9)

dondee’lz[l 0 - o].

De la ecuacién (4.5) recordamos que T = P'wqr y V' es el vector de pesos desconocido,
por lo tanto

V'igr (t) = (=T%V (alyr + BA;) P? + Tige} P + mo€}) wor (1)
eliminando la dependencia de w,: de los dos lados de la ecuacién

17’ — —T2]7/ (05[2k —+ 5A,¢) P2 —+ T:erllp —+ :erll

resolviendo para 7/
V' = (Tige} P + xoe}) T
donde
T = (Iy + T2 (aly + BA;) P?) 7 (4.10)
note que I' € R2"*2" e una matriz de grandes dimensiones y su estructura depende, casi

enteramente, de la matriz A;. Dado que las columnas de A; son permutaciones del vector

de pesos 7, la matriz I" parece no tener una estructura reconocible.

Por lo tanto, la aproximacion de la solucién general x de la ecuacién de Hill (4.3) y su
derivada, en el intervalo ¢ € [0, 7] son

T = (Tie}P + zoe)) Twqr (1) (4.11)

8) -

1
= _T (T.Ioellp -+ .1'0611> (IQk — F) Pil'U_JQk (t) -+ i’o
y asf, dos soluciones linealmente independientes de (4.4) son

71 = éeTwa (1), parazg =1, 29 =0

To = Te\PTwy (t), para 29 =0, &9 = 1
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y la aproximacién de la matriz de transicién de estados ® (¢,0) es

—Lel (Iyn = T) P 'ge () €} (PTP™Y) g (1) |’

d(1,0) = tel0,T) (4.12)

-~

Finalmente, la aproximacién del discriminante, A («, 5) = 71 (T) + /fg (T), es
A(a,8) = €, [T + PTP Y] wy (T) (4.13)

donde T es el periodo minimo de la funcién de excitacién asociada a la ecuacién de Hill. El
vector wor (T') es la tltima columna de la matriz de Walsh Wy, ver apéndice.

Note que para determinar A (o, B) solamente se requiere el primer renglén de la matriz
[ + PT'P~!. El principal problema con (4.13) es que necesitamos obtener la matriz I de
la ecuacién (4.10), en otras palabras necesitamos calcular la inversa de una matriz cuyas
dimensiones son 2* x 2¥. Recuerde que 2¥ es el orden de la aproximacién y estd intimamente
relacionado con su precisién. Sin embargo, (4.13) es facilmente tratable como se verd en los

siguientes apartados. La no singularidad de la matriz I" se estudiard en el apartado 4.3.

4.2 SIMPLIFICACION DE LA APROXIMACION A (q, 3)

En esta seccién simplificaremos la expresién (4.13) eliminando la dependencia de la tltima
columna de Wy y probando que la matriz I' + P P~! es similar a una matriz triangular
superior.

Sea Wy € R2*2" |a representacién de las funciones Walsh en términos de la matriz
de Hadamard, vea (A.1) en el apéndice. Utilizando el hecho que las funciones Walsh son
ortogonales entre si, podemos decir que ng = Q%W}I = 2%VVH

Ademas, podemos asegurar que la matriz A; es similar a la matriz diagonal A; £
Wi AWy = diag (p1,pa, - - ., por), donde las constantes p, estén definidas como p, =
P (nQLk), n=1,2,...2% y donde p (t) es la funcién de excitacién de la ecuacién de Hill. M4s
atin, podemos decir que p,, son los valores caracteristicos de A; y que las columnas de Wy son
los vectores caracteristicos asociados a cada p,, es decir, AWy = Wydiag (p1,p2, .- ., Por)-
Lo anterior es producto del Lema 4.1.1, para ver los detalles de la prueba ver [11]. Note
que los elementos de la matriz diagonal A; son la funcién p (¢) evaluada al final del n-ésimo

intervalo. La matriz A; puede ser vista como un operador de muestreo de la funcién p ().
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Se puede demostrar [5] que el operador de integracién P es similar a la matriz triangular
superior P £ Wy PWy = 1L + Q+ Q*+ ... + Q2?1 donde Q es la matriz nilpotente

01 - 0

O=| T | er
00 -« 1
00 - 0

. . .. . s ey .. p-1 2
y que la inversa del operador de integracién (operador de diferenciacién) es similar a ;Cﬁ =

WeP "Wy = 3Ly —Q +Q* + ... — Q2" !, la prueba puede ser encontrada en [5]. Por

completes escribiremos los operadores Az, Py P!

p 0 -~ 0 0 5 1 11
0 pp ==~ 0 0 0 1 1
0 0 -+ puy O 0 0 i1
L0 0 -+ 0 pa | | 0 0 3.
o -
-1 1 - 1 -1
0 4 -1 -1 1
gy Pl = g2+ 0o 0 3 1 -1
0 0 0 11
0 0 0o 1

Hecho 4.2.1. Las matrices

I = (I + T2 (s + BAg) P?)
Tp 2 POP' = (Iy + T?aP? + T?PAP)

son similares a las matrices triangulares superiores

_ T2 oo\t

r = (I2k + om (adye + BA7) P2> (4.14)
-~ T2 _ T2 - -1
I'r = (IQk + QTI?PQ + QTI?PAFP) (415)
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Prueba. La prueba se basa en propiedades algebraicas elementales, simplemente debemos
pre multiplicar y pos multiplicar a la matriz I por ng y Wy respectivamente y después
utilizar las definiciones de Az, Py P!

Wi TWy = Wit (I + T (aly + BA;) P?) " Wy

= (Wy' (Ior + T? (alor + BA7) P?) Wy) ™
(Iox + T?aW ' PPWy + T?BW5 ' A PPWy )~

= (Iy + T?aW;' PWyW5' PWy + T?BW 5 AeWy Wi PW Wi PWy)

1

-1

-1

T2q T2 -1
= (IQk + — 52 WHPWHWHPWH + 225 WHlA,:WHWHPWHWHPWH)
T?a _, T?ﬁ _N\ !
T2 !
=T

_ _ o\ -1
dado que P es una matriz triangular superior; las matrices P? y <[2k + 27;—1 (04[ + BA;) PQ)

también lo son. La prueba de la segunda parte del enunciado sigue la misma mecénica. [J

Ahora podemos reescribir la aproximacién del discriminante A («, 3) como el siguiente

Lema 4.2.2. Si las matrices T y Tp estdn definidas como en (4.14) y (4.15) respectivamente

entonces, la aproxrimacion del discriminante A («, 3) puede ser escrita como
A, B) =¢ (T +Tp) ex (4.16)

!/ /
dondee:[l 1 ... 1} ye2k:[0 0 ... 1].

Prueba. La prueba se basa en el hecho 4.2.1

A, B) = ¢WyWyt (04 PUP™Y) WyWy g (T)
= ¢ (Wy' (T +PrP") Wy) e
= ¢ (W' TWy + W5 PT P~ W) ey
= ¢ (T+T,) en

!/ /
dondee=efWyg=1{1 1 ... 1] yegk:W§1w2k(T):[0 0 ... 1]. O
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Note que la aproximacion del discriminante es la sumatoria de los elementos de la tltima
columna de la matriz I + I'p, ademds la nueva forma de la aproximacién del discriminante
(4.16) ya no depende de las funciones Walsh.

A primera vista, las aproximaciones (4.13) y (4.16) tienen el mismo problema, ambas
dependen de la inversa de una matriz de grandes dimensiones. La diferencia fundamental
radica en la estructura de las matrices I' y T': la primera es una matriz llena de ntimeros
y al parecer no tiene una estructura distinguible; por otro lado, la tltima es una matriz
triangular superior y tiene una estructura distinguible, vea (4.17). Ademds, gracias a la
forma triangular de I' y I'p podemos obtener de forma explicita los elementos de la tltima

columna de I' + I'p, lo que es hecho en el siguiente apartado.

Comentario 4.2.3. Como hemos visto, el discriminante estd definido como A (a, ) =
21 (T) + @2 (T). Si sustituimos t, = nZ en lugar de T y cambiamos la notacion del dis-
criminante, para que muestre explicitamente la dependencia de t, entonces, A («, 3) cambia
por A (a, B,t,) = x1 (tn) + 22 (t,). De la aproxzimacion de la matriz de transicion de estados
(4.12) es claro que A (a, B, t,) = el (f + f‘p) en, donde e, es igual a un vector de dimension
2% x 1 con todos sus elementos igual a cero, excepto por el n-ésimo elemento que es iqual a

uno; lo cual sigue del hecho W W (t,) = e,. Por lo tanto, A (e, B,t,) describe el valor
de la suma T (t) + T3 (t) cuando el tiempo es t = t,, es decir, €' (I +T,) e, muestrea la

suma Ty (t) + Ty (t). Por lo tanto, las matrices T y T'p pueden verse como los operadores de
muestreo del discriminante A (e, By tn)-

4.3 FORMA EXPLICITA DE LA APROXIMACION DEL
DISCRIMINANTE A (q, )

En esta parte obtendremos la forma explicita de la aproximacién del discriminante A («, 3).
Eliminaremos la necesidad de obtener las matrices inversas I' y I'p, lo cual es posible gracias

a su forma triangular. Antes de continuar, desarrollaremos las matrices I y I'p para observar
su estructura

1+ Tl Tl b T (e Tl gr_g) Tgn) 17
° L Dl (@ o) g (o) T (kg Tlopi)
r= 0 0 1 T2 (a.‘i'ﬁPQkfz) T2 (a+ﬂ.p2k72) T2 (a+.ﬁp2k72) (4.17)
+ —TF TS o 9 o
’ ° 0 ).
0 0 0 0 1+%
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L e Pletfoim) | (E et ) P (E s retbe)
2 F2 PYLES" PYLES PYLES
gy ot g ) T Deslbmerat+ i)
0 1+ —rp2 e 2252 22hF2
f‘P: . .
TQ(Q+§(P2k,2+P2k71)) T2(20‘+6(%p2k72+p2k71+%p2k))
0 0 32k T2 2% T2
T2(Q+5P2k,1) T2(O¢+§2P2k,1+172k))
0 0 1+ — == 2kF2
. 0 - 0 1y Do)

Ahora que hemos escrito en forma explicita las matrices T' y T,, podemos obtener la

condicién de no singularidad de dichas matrices.

Comentario 4.3.1. Por simple inspeccion de (4.17) podemos notar que la inica oportu-
nidad de que las matrices T' y T, sean singulares es que la funcion q (t) 2 o+ Bp(t) sea
suficientemente grande, en mddulo, tal que algin elemento de la diagonal principal sea igual

a cero. En otras palabras, para que I' y I'), sean singulares la condicion

92k+2
o+ fpn = R (4.18)
debe ser satisfecha para algin t, = g—f, n=1,2,...,2%. Recuerde que ' y T'p son matrices

reales de dimension 28 x 2% y 2% es el orden de la aproximacion; (4.18) implica que para
valores de o, B y p (tx) tales que o + Pp, # —22;—:2 la no singularidad de las matrices T y

[p estd garantizada.

Como dijimos en el apartado anterior, el computo de la aproximacién del discriminante
(4.16) sélo requiere los elementos de la tltima columna de las matrices I' y I'p. A partir de
ahora denotaremos las constantes b, y ¢, con n = 0,1,...2%¥ — 1, como el 2¥ — n elemento

de la ultima columna de I' y T'p respectivamente, i.e.

N Xk e+ kK Cok_g
% o %k Dok_o 0 % -+ % Cok_o
= : y Ip=
00 by 00 C1
00 -~ 0 by | 00 -+ 0 ¢ |

A(a,B) = Z_ (bn + ) (4.19)




Lo que resta por hacer es obtener los elementos de la tltima columna de una matriz

triangular, para lo cual consideraremos una matriz U cuadrada, real y no singular de la

forma ~ -
Uyl U2 - Ul,n—2 Uln—1 Uin
0 U2 U2.n—2 U2.n—1 U2.n
U=\ ¢ : B : 1 : (4.20)
0 0 ctr Up—2n—2 Un—2n—1 Up—2n
0 0 e 0 Un-1n—1 Un—1n
o .- 0 0 Un,n
y su inversa U~* i i
* X k% Ap—1q
* X X Qp_o
gl | o e : (4.21)
0 0 --- % * ay
0 -+ 0 *x a
00 -+ 00 ap
los coeficientes a,, con m = 0,1,2,...,n — 1, pueden ser obtenidos mediante el siguiente

Lema 4.3.2. Sea U una matriz definida como en (4.20) y su inversa definida como (4.21)

entonces, los elementos a,,, m =0,1,2,...,n—1 son
1
ag —
Up,n
-1
Upn—0n—j
ay = —qj
=0 Un—tn—1

(= 1,2,..n—1

Prueba. Sabemos que la inversa de una matriz no singular R es R~ = #(R)adj (R). La
no singularidad de U, garantiza que det (U) # 0, més aun, det (U) =[]}, u;;. Por cdlculo

directo del elemento ¢ tenemos

1 1
A .
ap = adj (U),,,,, =
det (U) e T
1 U U
A . n—1,n n—1,n
a; = adj (U), ,, = —————— = —ap————
det (U) e UppnUn—1n—1 Up—1,n—1
A 1 . o Up—2n—1Un—1,n — Un—2nUn—1,n—1 o Up—2,n—1 Up—2.n
as = adj (U)an,n = = —a — ag
det <U> unf2,n72un71,nflun,n un72,n72 unf2,n72
A 1 di Up—tn—t—1 Up—¢n—0—2 Up—t,n—1 Up—t,n
ay = d aaj (U)n—f,n = 01— W — T — Qo
et (U) Up—tn—2 Up—tn—t Up—¢n—t Up—tn—t
y el Lema estd probado. O
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Ahora estamos listos para obtener la aproximacién del discriminante A (o, 3) de forma
explicita. Es decir, se eliminara la dependencia de las matrices ' y I'p y la aproximacién se

escribird como una sumatoria recursiva.

4.3.1 Eliminando la dependencia en las matrices inversas
El siguiente teorema nos brinda un método recursivo para obtener los coeficientes b, v ¢,
asociados a las matrices I' y I'p. Recuerde que 2% es el orden de la aproximacion.

Teorema 4.3.3 (4.2.2). Si los operadores de muestreo I' y T'p estdn definidos como en (4.14)

y (4.15) respectivamente entonces, los coeficientes b, y ¢, son

92k-+2
by = = 4.22
© T T 2R IT (o + Bpy) (4.22)
n—1
b = =&, ) S (4.23)
i=0
n—1 n
Cp = —g[;nz (ci Z ,uj> (4.24)
i=0 j=i+1
paran =1,2,...,28 — 1 y donde
h
Sh == Z bz
i=0
h
Zh = Zci
i=0
v, = 4772
" 22 1 T2 (a+ Bpae_y)
§& = a+Bpay
g
Hp = a+ ) (P2t —n + Por—nt1)
La aproximacion del discriminante es
A (o, B) = Soi-1 + Zops (4.25)

37



Prueba. Definiendo b,, n = 0,1,...2F — 1, como el 2¥ — n elemento de la ltima columna de

I' y utilizando directamente el lema 4.3.2 en I, ver ecuacién (4.17), y haciendo operaciones

algebraicas simples tenemos

22k+2

P LT (a T fpy)
T2 (a+ﬁp2k —1 )

b = —bo = = 47? O+ byt (—bo)

T2(a+Bpyn_,) 22642 + T2 (v + Bpar_1)
I+ —=

by =

2 2
—y Dot Brns) _ gp ot Onpey)

2
4 Dleors)
T2 <o¢+ﬁp2k_2)

o 22k . .
= 22’€+2+T2(a+ﬁp2k72) ( bl 2[)0)
22k+2

by =

a + Bpak_s

22642 4 T2 (v + Bpok_g)
a + Bpak_3

22642 4 T2 (v + Bpok_3)

= 4772

(—by — 2by)

by = AT? (—by — 2by — 3bg)

o+ ﬁp2kfn
222 4+ T2 (o + Bpar )

bn = 4T2 (_bn—l i (n - 1) b2 - nbo)

definiendo

S & )b

b o AT?

T BT (0t )
n £ o+ Bpy_p

las ecuaciones (4.26) pueden ser escritas como

22k+2

22642 4 T2 (v + Bpar)

n—1
b = —1.8, > S
=0
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paran = 1,2,...2% — 1. Realizando un procedimiento similar podemos obtener las férmulas

para los coeficientes ¢,

22k+2

PH2 LT (ot Bpar)

n—1 n
RS ( S W)
=0

j=i+1

Ch —

h
Zh é Z C;
i=0
donde 5
py £ a4 = (por_p + Por_pi1) (4.30)

2
paran = 1,2,...2% — 1, 1, est4 definido como en (4.28).

El ultimo enunciado del teorema sigue de la ecuacion (4.19) y de las definiciones para Sy,
Y Zn O

El Teorema 4.3.3 nos brinda un método recursivo para obtener los coeficientes b,,, ¢, y
la aproximacién de A (a, 3). Note que si definimos la funcién ¢ (t) = o+ (p () entonces, los
coeficientes sélo dependen de la sumatoria de ¢ (,,) con ¢, = nQZk sobre un sub-conjunto J’
de J = {1, 2,... ,2’“}. Es decir, b, y ¢, dependen de la sumatoria ), _, ¢ (t,) donde J' C J.
Ahora, si hacemos que el orden 2* de la aproximacién sea suficientemente grande tal que 2% —
oo entonces, la sumatoria 2 > ¢ (t,) se comporta como una integral definida de g (¢).
Las siguientes preguntas surgen: ;Podrian, los coeficientes b, y ¢, ser escritos en términos
de integrales definidas? M4ds ain, ;Podrian las sumatorias S;, y Z, ser representadas como

sumatorias de integrales definidas? El siguiente corolario da la respuesta a las preguntas.

Corolario 4.3.4. Si el orden 2% de la aprozimacion (4.25) es tal que 2 — oo y los coefi-
cientes . y 3 satisfacen la condicion 222 >> T? (o + Bpyx) entonces, la sumatoria de los

primeros n coeficientes by, Y Cn, Sp =Y i qbn Y Zy =D i gCn, SON

SO = ZO ~1
. T—(i+1)6
S, ~ 1— 52 S; / (a+ Bp(t))dt (4.31)
=01 (s
n—1 T—(i+1)8
Zo o~ 1-6 S (n-i)Z / (a+ Bp (1)) dt (4.32)
P T—(i+2)6
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Prueba. Dado que estamos asumiendo que 2272 >> T2 (« + 3psn) entonces (4.28) es

2 A T?
mas aun
bo =Cy~ 1

Para probar la primer parte del corolario, debemos notar que la sumatoria S, = > b,

puede ser reescrita como
n—1 n
Sum1=6")" [Si > gj] (4.34)
i=0 j=i+1

esto sigue de desarrollar la férmula para b, del teorema 4.3.3

bo ~ 1

by =~ —525150

by =~ —5252 (So + 1)

by ~ —0%,(So+ S+ ...+ Sn_g+ Sn_1)

sumando los coeficientes del by al b, y agrupando términos, obtenemos
D b 1=8[S (& 4. +E)+H S (Gt &)+ S (E)]
i=0

por lo que (4.34) es verdad.
De las definiciones de ,, y d, ecuaciones (4.29) y (4.33) respectivamente, uno puede notar

que para f <n

N T—(+1)6
(1513%525@. ~ / (oo + Bp(t))dt (4.35)
i=t T—(n+1)8

entonces, podemos reescribir (4.34) como la sumatoria que depende de integrales definidas

1 T—(i+1)8
Sam1=6Y |5 (a+ Bp(t))dt
=0 (nt1)s



Para probar la segunda parte del corolario, utilizamos un argumento similar a (4.35) y

lo aplicamos (4.24) para obtener

n—1 n
= =00 (Ci >, Mj)

i=0 j=it1
- T—(j+1)8
= =0> |¢ / (c+ Bp (t))dt
J=0 T—(n+1)s
por lo tanto, si Z, = > " ¢,
ZU ~ 1
T—5
Z o~ 1-06 e / (a+ Bp (1)) dt
T-25
T-15 T-15 T-25
Zy ~ 1-0|co / (a+ Bp (1) dt + o / (a+Bp(t)dt+c / (a+ Bp(t))dt
T-26 T-35 T-30
T—15 T—25
= 1-6(2¢ / (a+ Bp (1)) dt + (co + ¢1) / (a+ Bp(t))dt
T—268 T-36
T—15 T-25
Zs ~ 1—06(3c / (a+ Bp (1)) dt +2 (co + 1) / (a+Bp(t) dt +
T—26 T-36
T-36
Hetata) [ (atap®)d
T-45
- T—(i+1)5
Zy =~ 1—90 (n—1)Z; / (a+ Bp(t))dt
=0 T—(i+2)6
y el corolario queda probado. O

El corolario 4.3.4 no sélo nos brinda un método recursivo para obtener los coeficientes
b, y cn, sino que, al hacer ciertas consideraciones transforma: la dependencia del muestreo
de la funcién de excitacién p (t); en una dependencia de integrales definidas de la funcién
continua p (t). Debemos notar que las nuevas expresiones, de S,, y Z,, estdn escritas en
términos de 0 y de sumatorias de un gran nimero de integrales definidas, lo cual nos hace

pensar que A (cr, B) = Sor_1 + Zyr_1 podria ser atin mds reducido.
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4.4 EQUIVALENCIA DE LA NUEVA APROXIMACION CON UN
RESULTADO DE A. M. LYAPUNOV EN ECUACIONES
DIFERENCIALES PERIODICAS

Antes de continuar, debemos hacer un paréntesis para introducir un resultado en relacién
con el discriminante asociado a las ecuaciones diferenciales lineales y periédicas. En [21] A.

M. Lyapunov obtuvo una aproximacién del discriminante en términos de series alternantes!
A=A — A1+ A —As+ ...+ (-1)"A, + ... (4.36)
Los coeficientes Ay estan definidos, mediante aproximaciones sucesivas [20], como

Ay =

1
T T

A = —/ q(t)dt
2 Jo

1 T t1
A, = 5/ / (T —t1 +ta) (t1 — ta) ¢ (t1) q (t2) dtadty
0 0

1 T t1 tn—1
0 0 0

donde ¢ (t) = a+ Bp(t) y T es el periodo minimo de p(t), i.e. ¢(t+7T) = q(t). En [22] A.
M. Lyapunov hizo un anélisis detallado de su aproximacién y probé la convergencia de su

método. El obtuvo las series (4.36) al considerar la ecuacién
Z+ M (t)xz =0, AER

El propuso dos soluciones linealmente independientes, f (t) y ¢ (t), sujetas a las condiciones
iniciales f(T) = 1, f(T) =0y g(T) = 0, §(T) = 1; luego, expandié las soluciones y el

discriminante A (A) en series de potencias de A

AN = Ag— AN+ AN+ .+ (D) AN + ...
f@) = fo@ =A@+ Nfa(t)—...
gt) = go(t) = Ag1 (t) + Nga (t) — ...
IA. M. Lyapunov denoto el discriminante con la literal A. La mayoria los trabajos, realizados sobre dicha

funcion, lo denotan como A (a, 8). La unica diferencia entre ambos enfoques es que A. M. Lyapunov definié
a A como un medio de la traza de la matriz de monodromia, es decir A = %A (a, B).
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donde

A = %(fk(T)+gk(T)), k=012, .
folt) = /0 dt, /0 g (ta) foor (t2) dts
g (t) = /Odt1/01Q(t2)gk—1(t2)dt2

con fo(t) =1y go(t) = t; finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones en recurrencia

T
Ay = 1A = T/ o (8)dt

AQ - / dtl /tl - tl + tg) (tl - tg) (t1> (tg) dtg

1 T t1 tn—1
0 0 0

y haciendo A = 1 obtuvo la serie (4.36).
Regresando al tema en cuestién, probaremos que al realizar la suposicién 2¥ — oo,
la aproximacién hecha en el Teorema 4.3.3 se reduce a la aproximaciéon hecha por A. M.

Lyapunov. Esto se enuncia en el siguiente

Teorema 4.4.1. Si A («, ) es el discriminante de la ecuacion diferencial periddica
i+qt)r=0, qt+T)=q(t)
entonces, A («, B) puede ser expresada en términos de la serie
Ala,f)m=2— A1+ As+...+(-1)" A4,
donde las constantes A, n=1,2,...,2% — 1 estdn definidas como

T
A, — A = / ¢ (t) dty

Ay = / — 11+ t2) (th — t2) q (t1) q (t2) dio

/
A, :/ / / (T —t1 4+ 12) (b — 1) o (b — £) @ (1) q () - q (1)

0
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Prueba. Sabemos, por el teorema 4.3.3 que la aproximacién del discriminante puede ser
escrita como 3(04, B) = Sok_q1 + Zyk_1. Al hacer la suposiciones de que el orden 2F de
la aproximacién es suficientemente grande tal que 2¥ — oo y 2%%%2 >> T2 (o + Bpy) las
sumatorias Sor_1y Zok_; pueden ser escritas como sumatorias de integrales definidas. La
prueba de el teorema 4.4.1 se basa en la reescritura de las férmulas para S, y Z,, esta
reescritura debe reemplazar la recursién por una expansién en términos del pardmetro 6 = Qk
Para abreviar la escritura de las integrales definidas, introducimos la nomenclatura

T—md
]In,m é / q (t1> dtl

T—no

entonces, S, y Z,, ecuaciones (4.31) y (4.32) respectivamente, son

SO - Zozl
n—1

Su = 1=0> [Sillng1s1]
=0

n—1
Zn = 1-9 [Z (n - Z) ZZ‘HZ‘+27Z‘+1]
=0

Siguiendo las formulas recursivas de S,, y Z,,, y agrupando en términos de potencias de

0 obtenemos

S = 1—5ZHW+5 ZHMZLJ—532Hn+11211”211ﬂ+
7j=1
6nzﬂn+1lzﬂljzﬂjl Zﬂx,y
7j=1 y=1

n+1 n+1 n+1
Z, = 1—5ZH11+522H21 > ]Iﬂ—(s?’ZLl Z Li > L+
Jj=i+1 Jj=i+1 I=j+1
n+2—n n+3—n n+1
" on Z i > L > T,

Jj=i+1 y=x+1

Debido que A (cr, B) es igual a la suma de Sor_; y Zor_;, entonces A (a, B) puede ser

escrita en términos de potencias de J. Si definimos los coeficientes 4,,, n = 0,1,2,...,2F -1,
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como los términos asociados con la n-ésima potencia de 9, i.e.

2k 1

A = Z]@ +Zﬂ”

2k_1 i—1 2k_1 2k 141
AQ = (52 Z (]I2kizﬂz] + Hi,l ]I],z (437)
i=2 j=1 i=2 j=i+1
[ n i—1 J n—1 n n+1
Az = & Z (HnJrlzZHl] Zﬂj,l) + (Hzl Z I Z Hlﬁ)]
L i=3 7=1 =1 =2 Jj=i+1 l=j+1
2k 1 i—1 J 2k4+1—n 2k42—n 2k
R (H L, Z w)+ NI ST S
i=n j=1 =1 y=1 1=2 Jj=i+1 y=x+1

la aproximacion del discriminante puede ser escrito como
A, B)=Ag— A1+ Ay + ...+ (-1)" A,

Note que los coeficientes A,, en (4.37) pueden ser reescritos en términos de las integrales
definidas

T—6 T—6 T—06
A1 = / / q t2 dtgdt1+/ / tz) dtgdtl
0 0
T—6 T—6 T—6 T—6
Ag = / / t2 / / t4 dt4 dtl +/ / tz / / t4 dt4 .dt 1
1)
T-36 T—6 T—6
Ay = / (t2) / / (t) / / (t6) diodts ... diy
) ts
T— T-6 t3
—l—/ / q (t2) / / (t4) / / (tg) dtedts . .. dt;
20

T—nd T-5 pton—3 T—0 ptan—1
A, = / / q(ta). / / q (tan—2 / / q (ton) dtapdta,—q ... dt;
0 0 ton—5 Jtan—5 ton—3 Jtan—3
T-6 pT—6 tan—5 fton—5 tan—3 pfton—3
/ / tz) e / / q (t2n72) / / q (tgn) dtgndt2n_1 . dtl
20 1 ton—3 0 ton—1
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Dado que, por hipétesis 2¥ — oo entonces, § — 0 y para valores de 7 tales que 7d — 0

tenemos

T T T
A = / / qtg)dtgdtl—i-/ / q (t2) dtadty
0 0
T
Ay = / / / / (t2) q (tq) dtsdtzdtadty + / / / / (t2) q (t4) dtsdtsdtadt
0
Ay = / / / / / / 0 (t2) 4 (t0) a (ts) dtodts ... d, (4:38)
0 0 t1 t1 t3 t3
T T t1 t1 t3 t3
+//////q(tg)q(t4)q(t6)dt6dt5...dt1
0 t1 0 t3 0 ts

ton—3
Ay = / / / / / / 0 (ta) - q (tan2)  (tan) dtandton 1 ... dt:
ton—5 ton—3 J t2n—3
tan—s t2n 5 ton—3 ton—3
/ / / / / / q(ta)...q(tan—2) q (tan) dtondton_1 .. . dty
ton—3

Ahora solo resta probar que los coeficientes A,, en (4.38) son iguales a los obtenidos por
A. M. Lyapunov, lo cual se logra con un simple reordenamiento de las variables y limites de

integracion

A = T/Tq (to) dto
Ay = /T /t2 (T — iy + tl) (tg — tl) q (tl) q (t2) dtydts
Az = /T /tﬁ /t4 (T —tg + t2) (te — ta) (ta — t2) q (t2) q (t4) q (Lg) dtadtsdts

y el termino general

An:/OTdtl/OtldtQ.../Otn_l (T —t1+ 1) (11— t) o (bor — £) @ (1) q () - q () s

de donde sigue el teorema. O]

Note que los coeficientes A,, del teorema 4.4.1 son iguales a los coeficientes de la aprox-
imaciéon de A. M. Lyapunov excepto por el factor %, esta diferencia se debe a que nosotros
consideramos el discriminante como A («, ) = 1 (T')+9 (T) y A. M. Lyapunov lo considera
como A = L (1 (T) + @ (T)).
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Comentario 4.4.2. Debido a que la aproximacion hecha por A. M. Lyapunov depende de
maltiples integrales (el orden de las integrales maltiples que son necesarias para calcular cada
coeficiente A, es igual al subindice n), es muy dificil de calcular en sentido computacional.

El teorema 4.8.3 nos da un método recursivo para obtener la aproximacion de A («, f3).

Al hacer el orden 2% de la aproximacién (4.25) tienda a infinito (2¥ — co) hemos hecho
que la aproximacion del teorema 4.3.3 la cual depende de valores discretos de la funcién de
excitacion q (t), se transformara en una aproximacién que depende de las integrales definidas

de la funcién continua g (t).

Comentario 4.4.3. Por lo anterior, podemos decir que el teorema 4.3.3 puede ser visto

como la forma "discreta” de la aproximacion hecha por A. M. Lyapunov.

Como comentario final, debemos decir que la aproximacién obtenida en este capitulo
fue posible gracias a las propiedades tnicas de las funciones Walsh. Es cierto que todas
las series de funciones ortogonales, como son las series de Fourier o de Bessel, comparten
algunas propiedades como por ejemplo; la posibilidad de obtener operadores integracion o
derivacion; o la cerradura bajo la multiplicacién, es decir, si f (t) y ¢ () pertenecen a un
conjunto infinito de funciones ortogonales entonces, la multiplicacién f (¢) g (¢) puede ser
representada en términos del conjunto infinito de funciones. Pero, las funciones Walsh
tienen algunas propiedades extra por ejemplo; Si dos funciones Walsh, digamos w,, y wy,,
pertenecen a un conjunto finito de funciones, la multiplicacién w,w,, puede ser expresada
en términos del mismo conjunto finito al que pertenecen; otra propiedad, es la presentada en
el Lema 4.1.1, la cual, nos permite reescribir la multiplicaciéon 'U_JQkU_];k’}/, como A\, Wk, gracias
a esta propiedad pudimos obtener la aproximacién de la matriz de transicién de estados en
(4.12); Y finalmente, la similaridad de las matrices: A, = W5 A;Wy (matriz de muestreo
de p(t)), P = Wy PWy (operador de integracién), I' = Wf}lf‘WH y I'p = ngf‘pWH
(matrices de muestreo del discriminante), las cuales fueron las propiedades fundamentales

para la obtenciéon de la aproximacion del discriminante en el teorema 4.3.3.

4.5 ERROR Y CONVERGENCIA

En la esta secciéon presentamos un breve andlisis del error de la aproximacion del discrimi-
nante y probamos que ésta converge al discriminante exacto cuando el orden de la aproxi-
macién tiende a infinito, i.e. 2¥ — 0o. Para empezar probaremos el siguiente lema, el cual

nos da una cota superior del error de aproximacién de una funcién en términos de funciones

Walsh.

Lema 4.5.1. Sea f (t) una funcion derivable en el intervalo t € [0,T] y ||%f (t)H < L, con
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L € R constante. Si f(t) es la aproximacion de la funcion f (t) en términos de funciones

Walsh entonces, la norma L [0,T] de la aproximacion es

2 T32
, S omk

lro -7

Prueba. La funcién f (t) puede ser aproximada en términos de funciones Walsh como
F(t)=Rw(t) (4.39)

donde w (t) es el vector de funciones Walsh definidas en el intervalo ¢ € [0,7] y R es el
vector de pesos, ambos son vectores reales de dimensién 2¥. Podemos escribir la norma del

error de la aproximacién (4.39) como

WﬁZA[ﬂﬂ—mefm (4.40)

Recuerde que la aproximacién R'w (t) es una funcién constante a pedazos y el nimero
de divisiones del intervalo ¢ € [0,7] en el cual R'w () toma diferentes valores es igual a 2F.

Definamos f,, como el valor de la aproximacién en el intervalo

I, = B—f %) (4.41)

note que Uikgolln = [0,T"). Haciendo lo anterior podemos decir que el error en cada intervalo
I, es

(n+1)T
ok

= [ [r)-7] ar

nT
ok

utilizando el teorema del valor medio para la integral podemos reescribir la ecuacién anterior

CcOomo

T
2k

dado que definimos el coeficiente ]/”; como el valor de la aproximacién en el intervalo [, lo

2
lenllz =

-5 e

podemos escribir como
2k—1

fo=>_rwi(¥), VeI, (4.42)

i=0
donde r; son los pesos de la aproximacion asociados a la i-ésima funcién Walsh, w; (). Por

lo tanto el coeficiente

fo= 1), v el



Esto tltimo proviene de la definicion de los pesos 7; i.e.

ri—%/OTf(T)wi(T)dT

y del hecho de que cada una de las funciones Walsh son constantes en un intervalo I,,.

Asi la ecuacion del error puede ser escrita como

ledB= g F )~ FOF  miel,

utilizando la propiedad de f () Lipschitz y || < f (¢)|| < L tenemos

leall; < 5L [ — o1
T [T
= ot {ﬂ
T3 9
< ol (4.43)

finalmente, el error total de la aproximacién es igual a la suma de todos los errores (4.43),

i.e.
2k 1

el = Z lleal” < ﬁLZ
]

Ahora para probar la convergencia de la aproximacién del discriminante y encontrar una
cota superior del error suponga que x; (t) y 3 (t) son dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacién periddica # (t) + ¢ (t)z (t) = 0 con q(t +T) = q(t), sujetas a las
condiciones iniciales z; (0) =1, @1 (0) =0, 23 (0) =0y @5 (0) = 1, y defina

T (t) =1 (t) + a2 (¢)

sean T (t) y Z» (t) la aproximacién de dos soluciones anteriores®, y defina
T (1) =3 (1) + 3 (1)

el error de la aproximacion puede ser escrito como

e=T()—T(t)

?La aproximacién de las soluciones fue obtenida anteriormente y tienen la forma 7 (t) = €{Twqx (t) ¥y

% (t) = ¢, PP '@y (1)
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ahora suponga que Y (t) es la representacion de Y (¢) en términos de funciones Walsh. La

ecuacion del error puede ser escrita como

y su norma Lo es

lel, = |T®-TH+T®-T@

AN
=

|

i
©

(4.44)

2

supongamos que |%T (t){ < M. Por lo tanto, siguiendo el lema 4.5.1, podemos decir que

70~ T 1), < o M (4.45)

Para calcular el segundo término del lado derecho de la ecuacién (4.44) debemos notar
que ambas funciones, T (t) y T (t), son constantes cuando ¢ pertenece a los intervalos I,,
definidos en (4.41). Definamos la notacién T, y Y, para el valor de las funciones T (¢) y

T (t) cuando t € I, por lo que la norma del error en cada intervalo I,, es
_ ~\2
— / (T = T0) at
2
T\ 2
- (&) 7.
T
= \z
de las ecuaciones (4.45) y (4.46) podemos decir que el error e = Y (£) — T () cuando ¢ € I,

1
T2 T\ :
leal < 531+ (5

fr.%.

N

) -7 @) H (4.46)

€s

T (1) -7 )

o0

de donde podemos ver que si 28 — oo entonces la aproximacién T (t) — T (1), ie.

lim Y (t) = T (t)

2k 00

Finalmente, recordando que el discriminante asociado a la ecuacién de Hill es igual a la

traza de la matriz de monodromfa, es decir

A(a,B) =21 (T) + 22 (T) =T (T)

20



y la aproximacién del discriminante es
Ao, f) =T(T)
Por lo tanto cuando 2% — oo entonces la aproximacién A (o, B) = A(a, B), ie.

lim A (a,8) = A(a, B) (4.47)

2k 00

y la norma del error de la aproximacién del discriminante es

N RN

| e - Ban], < o+ (5)

donde A (o, 8) = T (T).

La Figura 4.1 a) muestra el discriminante A («a, ) asociado a la ecuacién diferencial
Z+4 (o + B (cos(t) + cos(2t)))xz =0, con = 1y el discriminante aproximado A (o, B) para
tres diferentes 6rdenes de aproximacién. La Figura 4.1 b) muestra el valor absoluto del error
de las aproximaciones i.e. ’A (o, B) — A (a, B)| para B =1y a € [0,5]. Note que el error es
menor cuando el orden de la aproximacion es mayor, esto ltimo concuerda con lo dicho en

los parrafos anteriores, ecuacién (4.47).

oo (@0
o
N

pr

o
S
3

‘ A(a,0)
o

0.1F

|1A(a.B)- A

—Runge-Kutta

96
2

2

|

25 3 a3.5 4 4.5 5

8 0.051

10

Fig. 4.1 a) Discriminante asociado a la ecuacién & + (« + 3 (cos (t) 4 cos (2t))) z = 0
b) Error de la aproximacién con diferentes érdenes (26, 28, 219)
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5.0 ESTABILIZACION DE LA ECUACION DE HILL

En este capitulo se presentan 3 diferentes formas de estabilizar las soluciones inestables de

la ecuacién diferencial periédica
T+ (a+pBpt)z=0 (5.1)

El capitulo se divide en dos partes: En el primero usaremos el amortiguamiento para
estabilizar las zonas inestables; y en el segundo utilizaremos la aproximacién del discrimi-
nante obtenida en el capitulo anterior para definir una funcién periédica u (t) tal que al ser
sumada a la funcién de excitacién p () la solucién (inestable) se estabilice.

En la primera parte del capitulo se presentan dos formas de estabilizar: La primera,
utiliza la definicién de lineas de maxima energia para calcular la minima cantidad de amor-
tiguamiento necesario para hacer desaparecer un pocket de inestabilidad; la segunda, utiliza la
aproximacion del discriminante A (o, 5) para encontrar la disipacién necesaria para eliminar
todas las zonas inestables que se encuentren por debajo de una funcién continua 5 = f («),
a € |1, as]. Ambas formas se basan en el teorema 2.1.4, es decir, en la relacién que existe
entre las curvas de transicién de un sistema con disipacion y las curvas Iso-pu.

En la segunda parte del capitulo se muestra que dados los coeficientes b, y ¢,, del teo-
rema 4.3.3, es posible reconstruir la funcién de excitacién p (t), y utilizando esta singular
propiedad podemos definir una funcién periédica u (¢) que modifique el valor del discrimi-
nante, llevindolo a algiin valor deseado.

Para facilitar la lectura de este capitulo copiaremos el teorema 2.1.4

Teorema 5.0.2. Sea la ecuacion de Hill

j+(a+p6pt)y=0

donde a,f € R, y e Ry p(t+T) = p(t). Una Iso-u curva con la velocidad de crecimiento

v, es tgual a las curvas de transicion de la ecuacion de Hill asociada
F+0+ (an+Bg(t)x=0
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con ay,0 €ER, x € R, siy sdlo si

=2

I

Q)
Wl

a:a1—152

donde v = max [|o (®,(T,0))|].

5.1 ESTABILIZACION POR MEDIO DE DISIPACION

Esta seccién mostraremos dos formas de estabilizar una ecuacién de Hill por medio de la
adiciéon de un término disipativo d&. Antes de comenzar recordemos que las curvas Iso-u
son lineas, dentro de las zonas inestables, que estdn formadas por valores de «, § para los
cuales las soluciones inestables tienen la misma velocidad de crecimiento . Sabemos que la

relacién entre 7y y el valor absoluto del discriminante es

A (a, B)| = (5-2)

es decir las curvas Iso-u pueden ser vistas como la proyeccion, en el plano a— 3, de la intersec-
ci6én de la superficie (o, 8, A (o, 8)) con los planos surf; = {(a,ﬁ, 2)|Va, B €R, z = lfy—WQ}

y SUTfQ = {(Oé,ﬁ,Z) |VO€,6 € Rv z = _#}

5.1.1 Eliminacién de un pocket de inestabilidad

Recuerde que los pockets de inestabilidad son zonas inestables que se encuentran entre dos
puntos de coexistencia asociados a una misma lengua de Arnold. Como vimos al final del
capitulo 3 el discriminante evaluado sobre las lineas de méxima energia, i.e. A (¢, (5),0),
asociadas a las lenguas con m puntos de coexistencia tiene al menos 2m — 1 puntos criticos,
donde m — 1 puntos corresponden a un méximo o minimo! local de A (¢, (3), 3). Considere
el conjunto PI = {(a,f) : o, 5 € Ry a, 3 pertenecen a un pocket de inestabilidad}, y sea

(@, B) € PI un par tal que pertenece a los m — 1 puntos anteriormente referidos, es decir

9A(¢,(8),8)
op

(8)=a = 0. Entonces, la velocidad de crecimiento 7 de la solucién inestable en
_ B=8
(d, B) es la mayor entre todas las velocidades asociadas a cada punto en el conjunto en P/,

esto es
N
= max 5.3
7S max V) (5.3)
1Si A (¢, (0),0) = 2 serd un méximo local, y si A(¢,, (0),0) = —2 serd un minimo local.

93



donde 7, ) es la velocidad de crecimiento asociado a la solucién inestable en el punto («, 3).

Por lo anterior podemos enunciar el siguiente

Lema 5.1.1. Sea PI el conjunto de todos los pares («,[3) que pertenecen a un pocket de

—BA(%B(B)’B) o, (8)=a = 0y sea 7 definida como

p=p
en (5.3). El pocket de inestabilidad desaparecerd si el termino dy es sumado a la ecuacion

westabilidad; considere el par (64, [_‘3) € PI con

de Hill y la cantidad minima de amortiguamiento d necesario es

5:%mm) (5.4)

donde T es el periodo minimo de p (t) in (5.1).

Prueba. Por hipétesis sabemos que 7 es la velocidad de crecimiento de la solucién inestable
asociada a (64, B) y que 7 es el valor maximo entre todas las velocidades v(, g asociadas
a cada (o, ) € PI. Ademds, sabemos que (@, B) pertenece a la linea de méaxima energia
que cruza el pocket de inestabilidad, es decir, @ es un punto de méaxima energia ¢, (B) El

discriminante en el punto de méaxima velocidad es A ((b (B) , B) y la méxima velocidad 7 es

7:|A<¢<B>,B>|+¢2<A<¢<B>,B>> 4 A eda2

Si existiera una relacién que nos permitiera hacer que la curva Iso-p, definida por la
velocidad de crecimiento 7, coincida con la curva de transicién de la ecuacién ¢ + 0y +
(av+ Bp (t)) y = 0 entonces habremos terminado. Como sabemos el Teorema 5.0.2 nos brinda
dicha relacién, es decir, nos brinda la relacién de equivalencia que existe entre las curvas de
transiciéon de una ecuacién con amortiguamiento y las curvas Iso-y. Por lo tanto la minima

disipacion necesaria para eliminar un pocket de inestabilidad es

5= Zn(3)

y el Lema queda probado. O

Comentario 5.1.2. Note que el Lema 5.1.1 toma el multiplicador de la solucion "mds
inestable” dentro un pocket de inestabilidad y lo reescala con un factor de 6_67T, esto provoca
que el modulo multiplicador sea igual a uno, estabilizando a la solucion inestable. La Fig.

5.1 muestra este efecto.
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Fig. 5.1 Reescalamiento de los multiplicadores.

5.1.1.1 Ejemplo Considere la ecuacién de Meissner

Z + (a+ Bsign (cos(t)))z =0

en el capitulo 3 obtuvimos una aproximacioén de las M EL como

y el discriminante A («a, 8) evaluado sobre cada M EL

 8f%cos (23) — 2n* (—1)"
B 45% —nA

A(¢, (8),8)

La Fig. 3.4 b) muestra A (¢ (5), 5), i.e. el valor del discriminante sobre la linea de maxima

energia asociada a la quinta lengua de Arnold. Podemos observar que |A (¢5 (3),5)] =2 en

tres diferentes valores de (3, i.e. la lengua 5 tiene 3 puntos de coexistencia, y por lo tanto

OA(65(8).8) _
aB

0 para 5 diferentes valores de 3. Al tener tres puntos de coexistencia la lengua

5 tiene dos pockets de inestabilidad, y dos de los 5 valores criticos corresponden a puntos

(e, B) en los cuales la velocidad de crecimiento de las soluciones inestables tienen su méximo.

Los valores criticos de [ asociados a los puntos de coexistencia son: 3, = 0, 8, = 2.5

y B3 = 7.5. Y aquellos asociados a valores de velocidad de crecimiento méximo son: 3, =
1.3754 y B, = 5.5462. Por lo tanto, los puntos dentro de los pockets de inestabilidad de la
lengua 5 donde la velocidad de crecimiento es méxima 7 son (6.325,1.3754) y (7.480,5.5462).

El valor 4 en cada punto es:

[f1max| = 1.1546
o max| = 2.4636
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Utilizando el Lema 5.1.1, si anadimos el termino disipativo 7 a la ecuacién de Meissner,
podemos eliminar los pockets de inestabilidad. La aproximacién de la cantidad minima de

disipacién 0 necesaria para eliminar cada pocket es

01 = 0.0456
0o = 0.2870

Utilizando el cdlculo numérico de la M E L5 obtenemos que la cantidad minima de disipacion

necesaria para eliminar cada pocket, es

01 = 0.0465
do = 0.2921

La Fig. 5.2 a) muestra las lenguas de Arnold de la ecuacién de Meissner con disipacién § =
0.0456, podemos observar que ain existe una pequena zona de inestabilidad perteneciente
al primer pocket, al rededor del punto (6.325,1.38). Esto se debe a la aproximacién hecha
en (3.9). Si utilizamos el coeficiente de disipacién obtenido por medio de la aproximacién
numérica, 6 = 0.0465, obtenemos que todo el pocket de inestabilidad desaparece, vea Fig.
5.2 b).

5.1.2 Eliminacién de zonas inestables debajo de una funcién g = f («a)

En esta parte se utilizara la aproximacién del discriminante del Teorema 4.3.3 y el Teorema
5.0.2 para encontrar la disipacién minima necesaria para estabilizar zonas inestables, en el
plano a — 3, que se encuentren por debajo de una funcién continua dependiente de o €
A={a; <a<as:a; >0}, ie una funcién con la forma g = f ().

Gracias a la aproximacién del discriminante del Teorema 4.3.3 y a que la (a, 8, A (o, B)) es
una superficie suave, somos capaces de aproximar el valor maximo (minimo) del discriminante
evaluada sobre cualquier funcién continua = f («). Definamos ¢ como el valor absoluto

méximo de la aproximacién del discriminante evaluado sobre la funcién 5 = f («), es decir
0 = max|A (a, f ()] (5.5)

mediante un argumento similar al hecho en la seccién anterior, podemos decir que si anadi-
mos un término disipativo 0z con la cantidad adecuada de amortiguamiento §, podemos

estabilizar las zonas que se encuentran debajo de la funcién 5 = f ().
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Fig. 5.2 Zonas estables e inestables de: a) & + 0.0456% + (« + Bsign(cos(t)))z = 0,
b) & + 0.0465& + (a 4 Bsign(cos(t)))x = 0.
Lema 5.1.3. Sea f () una funcion continua para toda o € A ={a; < a < as : oy > 0} tal
que f (o) > 0Va € A, y definan, como el mdximo valor absoluto del discriminante evaluado

sobre la funcion la n-ésimo linea de mdzrima energia, donde n € Z, y oy < (M) < o, es

T
decir

A

= A ,

s ogré?}%a)“ (9. (8),B)l]

y defina

€2 max [, 0

a1<(%) <az

donde ¢ es definida en (5.5). Entonces, todas las zonas inestables en la region

52
o fieniacavocacr(o-%))
desaparecerdn si anadimos el termino de disipacion 6t donde

s_2) (§+\/52—4>
= o (VS

T

Prueba. La prueba sigue del teorema 5.0.2. Debemos encontrar el punto dentro de las zonas
inestables donde la velocidad de crecimiento sea méxima. Es decir, debemos encontrar
el valor absoluto méximo del discriminante en las zonas inestables debajo de la funcién
B = f(«a). Sabemos que las curvas Iso-y estdn relacionadas con las curvas de transicién
de un sistema con disipacién, i.e. las curvas en el plano o — 8 donde las soluciones de
la ecuacién de Hill tienden a infinito con la misma velocidad de crecimiento, pueden ser
obtenidas calculando las curvas donde al menos una solucién del sistema amortiguado es

periddica. Sea f = f(a) una funcién real para toda a € A ={a; < a < ay:a; >0} tal
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que f (o) > 0 Va y sea f el conjunto de pares (a, ) que pertenecen a las zonas inestables

debajo de la funcién 5 = f («) y sobre el eje «, esto es
F={(a,8):A(a, )| >22,Va € Ay 0< B < f(a)}

Entonces, para eliminar las zonas inestables F necesitamos encontrar el valor absoluto max-
imo del discriminante A («, ) para (a, ) € F. Por definicién cada M EL, contiene los

puntos de maxima energia (¢ (f), 5) de cada lengua en F, por lo tanto podemos definir

M = Jnax 1A (¢, (8),8)]]

el subindice n hace referencia a la nth zona inestable. Dado que, sélo estamos buscando elimi-

nar las zonas inestables debajo de una funcién cuyo dominioes @ € A ={a; < a < g : a; > 0},
) . ) . 2

solamente necesitamos analizar las lenguas cuyo identificador n sean € Z, y ay < (”T”) <

as. En general, el maximo valor max {7, } puede no ser el maximo entre todos los
a1<(%)2<a2

A (a, B)| V (a, ) € Z. Puede darse el caso de que el maximo valor absoluto de A («, )

se encuentre sobre la funcién 5 = f («), es decir, en algin punto («a, f («)). Utilicemos la

definicién de g en (5.5), esto es

0 = max|A(a, f (a))|

a€cA

Y asi el maximo valor absoluto del discriminante A («, ) para todos los pares (a, §) € Z

es

= max 1> 0]

utilizando el Teorema 5.0.2 la minima cantidad de disipacién necesaria para eliminar las

zonas inestables debajo de la funcién f («) es

T

s_2 (w_ @—4)

Y por la segunda condicién del Teorema 5.0.2, debemos restar la constante % al argu-

mento de la funcién, es decir, f <a — %). Por lo tanto, la region libre de zonas inestables
. 52

esD:{(a,ﬁ).aeAyogﬁgf(a—z)}. 0
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5.1.2.1 Ejemplo Si definimos f («) = fa, con £ > 0, entonces las férmulas para calcular
los coeficientes b,, y ¢, pueden ser reescritos como
92k-+2
T 9%k+2 4 T2, (1 + Cpyr)
AT (1 + lpak_y,)

by = — - .
" 9%+2 1 T20 (1 + lpyr_,) 25 (5.7)

b():CO

n—1

i=0
4T2 n—1 n /
Cp = ST %0 (1 5 Oy ) ; (Ci j;l « (1 + B (ng—j +p2k—j+1))> (5.8)
y la aproximacién del discriminante sobre la linea f («) = fa es
N 2F—1
A(a,al) = Z by, + ¢n, (5.9)
n=0

dado que la aproximacién del discriminante define la superficie suave («, 8, A (o, §)), podemos
asegurar que la funcién (5.9) no es singular Vo y V7.

La Fig. 5.3 a) muestra las zonas de estabilidad y las curvas de transicién de la ecuacién
de & + (a+ [ (cos (t) +sin(3t)))z = 0. En la Fig 5.3 b) se muestra la aproximacién del

discriminante evaluado sobre la funcién = a, a € A ={0 < a < 3}

T
—~=26180

¥=37321
—4=4.7160 {

Fig.5.3 a) Zonas de estabilidad de & + (a+ [ (cos (t) +sin (3t))) x = 0,
b) aproximacion del discriminante evaluado en § = a.

Los valores 7,, y 0 son
1, = 2.52 1y = 2.826

ns =5.013  p=5.0227

por lo tanto
& =5.0227
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0 = .5003

La Fig. 5.4 muestra el diagrama de estabilidad de la ecuacién
Z +0.5003% + (v + [ (cos (t) +sin (3t)))z =0

Note que las zonas de inestabilidad debajo de § = a — % desaparecieron.

6

5]

Fig. 5.4 Zonas de estabilidad de & + 0.5003% + (o + 3 (cos (¢) +sin (3t))) x = 0,
y linea 8 = «.

5.2 ESTABILIZACION ANADIENDO UNA FUNCION PERIODICA
U(T+T)=U(T) A LA FUNCION DE EXCITACION

Del Teorema 4.3.3 podemos notar que para « y [3 constantes los coeficientes b,, y ¢, son
univocamente definidos por la funcién de excitacién periddica p (t). Méds ain, si los coefi-
cientes b, y ¢, son dados, entonces podemos obtener el muestreo de funcién p (t) que los

definido. Para facilitar la lectura de esta seccién copiaremos el Teorema 4.3.3 como el

Teorema 5.2.1. Si los operadores de muestreo I' y T'p estdn definidos como en (4.14) y

(4.15) respectivamente entonces, los coeficientes b, y ¢, son

92k-+2
pu— = -].
hT T R T Gt ) (10
n—1
b o= —¥,6, ) S (5.11)
i=0
n—1 n
Cn = —¢nz (c,» Z ,uj> (5.12)
i=0 j=i+1
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paran =1,2,...,28 — 1 y donde

Sh - Zbl
220
Zh = ZCZ'
47

Yh = e 7e (a + Bpor_p)
§, = o+ Bpyr_p

B
My = o+ 3 (Dar 1 + Pk _pyi1)

La aproximacion del discriminante es
A (o, B) = Soio1 + Zops (5.13)

De las ecuaciones (5.10)-(5.12) podemos observar que: los coeficientes by y ¢ sélo depen-
den de pqx, i.e. ambos coeficientes dependen sélo del valor de la funcién de excitacién p (t)
cuando t = T'; by y ¢; dependen de pox_1 = p ((2’C — 1) 2%) y por v asi sucesivamente. Note
que el valor del muestreo pyx_,, puede ser obtenido al despejarlo del coeficiente b,, ¢, o de
la suma de ambos b,, + ¢,. Debido a que estamos interesados en modificar la funcién p (t),
es decir, en encontrar una funcién periédica u (t +7) = u (t) tal que al ser sumada a p ()
modifique el discriminante (5.13) debemos utilizar la suma de los coeficientes b,, y ¢,.

Si definimos y,, como la suma de b, y ¢,
Xp = bn + Cp (5.14)

sustituyendo (5.10)-(5.12) en (5.14) y resolviendo para p,, obtenemos

22k+3 _ (22k+2 + TQOé) Xo

_ 5.15
bt ) ( )
n—1 n—2
AT? S |a(Si+¢) + Zpor_piacit i S 1| + X, (22572 + T2a)
i=0 =it
oy = — 7 (5.16)
725 (. +1S [0+ 4el))
i=0
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Por lo tanto, si conocemos b,, y ¢, podemos reconstruir el muestreo de la funcién de excitacion
P ((2’“ — n) 2%), empezando por p (1) y terminando en p (2%) Para que las ecuaciones (5.15)

y (5.16) exista, los coeficientes y,, deben cumplir lo siguiente

Xo # 0

n—1 1
X, # —4;{Si+2c,]
p # 0

La aproximacion del discriminante (5.13) puede ser escrita como la sumatoria de x,,, con

nzO,l,...Zk—l,
2k_1

Al,B) = xa (5.17)
n=0

suponga que fijamos el valor del discriminante A (cr, B) = 0 con «v, S fijos y que desconocemos
la funcién p (t) que los genero. Al escoger los coeficientes y,, tal que Ziigl X, = 0, nosotros

somos capaces de obtener un nimero infinito de posibles funciones de excitacién p ().
Ahora, considere el discriminante A (o, B) asociado a una ecuacién periédica diferencial
con alguna funcién de excitacién periédica p (t), suponga que para (a, ) = (@, [3) el dis-
criminante es igual a una constante 6, A (@, B) = 6. Por el Teorema 4.3.3 somos capaces de
obtener unfvocamente los coeficientes x,, pero, ;Es posible cambiar el valor del discriminante
A (64, B) sin alterar el valor de los de los pardmetros &, 7. La respuesta a esta pregunta es

si, y la prueba es dada por el siguiente

Teorema 5.2.2. Considere la ecuacion diferencial periddica & + (o + fp (t)) x = 0 donde «
y B son constantes reales, p (t) es una funcion T periddica y sea A (o, B) su discriminante.
Fije el par (o, 5) = (@,B) Y suponga que A (&,B) =0, 0 € R. Entonces, existe un nimero
infinito de funciones periddicas u (t +T) = u (t) tales que el discriminante de la ecuacion
i+ (@+Bp@@)+u®))z=0es A(a,B) =1, dondeV es cualquier nimero real deseado.

Prueba. La prueba se basa en el Teorema 5.2.1. Considere la ecuacién diferencial periédica
i+ (@+PBp(t)xz = 0 donde @ y B con constantes reales y p(T'+t) = p(t). Sabemos
que su discriminante puede ser aproximado con (5.17), A (64, B) = Zik:_ol X, , donde x,, =
by, + ¢, estén univocamente definidos por la funcién periddica p (t). Por lo tanto, no podemos
modificar los pardmetros x,,. Lo que podemos hacer, para modificar el discriminante A (64, B)

de tal forma que sea igual al valor deseado 1}, es sumar un nimero real ¢, a cada x,,, esto es

2k_1

3(@,_)22Xn+en:19
n=0
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por hipétesis Zik:_ol X,, = 0, por lo tanto

=010 (5.18)

puesto que los niimeros €,, no tienen ninguna restriccién, existe un nimero infinito de posibles
elecciones de ¢, tales que (5.18) se cumpla.

Al utilizar las ecuaciones (5.15) y (5.16) somos capaces de obtener la funcién g (t) =
p(t) +u(t) evaluada en t = (2" — n) L, esto es

22k+3 _ 190 (22k+2 + TQa)

_ 5.19
92k 190T25 ( )
n—1 n—2
AT S |a(S; + ) + §92k_n+1Ci +c Do op|+ (22’”2 + T2a) I,
i=0 j=it+1

Gok—n = — o (5.20)
723 (z?n +4Y [Si+ %ci])
1=0

con ¥, = x,, + €, y donde S,,, b, y ¢, estdn definidas como en el Teorema 5.2.1 pero como

gn en lugar de p,, es decir

22k+2
T T R T o gy
n—1
b o= —0,6, ) S (5.21)
1=0

n—1 n
o=~ > (e Y
=0 Jj=i+1

paran =1,2,...,2¥ —1 y donde

h
Sh - Zbl
=0
h
Zh = ZCZ'
1=0
477
Yy = (5.22)

22k+2 + T2 (Oé + ,ngk_h)
§& = a+ By
s
Hp = o+ b (g2r—n + G2k —hs1)
por ultimo el muestreo de la funcién u,, es

Un = Gn — Pn

y el teorema queda probado. O
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5.2.1 Ejemplo

Considere la ecuacién diferencial periédica
Z+ (a+ B (cos(t) +cos(2t)))x =0 (5.23)

las zonas estables e inestables, asociadas a (5.23), son mostradas en la Fig. 5.5. Note que
el punto (&,B) = (2.5,1) pertenece a una zona inestable con A (@,B) = —2.0810. En este
apartado utilizaremos el Teorema 5.2.2 para obtener una funcién u (¢ + 27) = u (t) tal que,
al ser sumada a la funcién de excitacién cos (t) + cos (2t), el punto (@, 3) se convierta en un
punto estable con

A(a,B) =0

para lo cual: primero obtendremos los coeficientes x,,, n =0,...,2¥ — 1y

/
X:[XOa X15 -+ X2k71:|

y definiremos
/
€ = [ €p, €1, ..., €ok_q i|

2.0810
300

los fijamos en cero, ¢, = 0, £ = 301,...,2* — 1; luego, definimos ¥, = x,, + €, y utlizamos el

con los primeros 300 elementos igual a €; = =0,...,299, y los elementos restantes

conjunto de ecuaciones (5.21) y (5.22) para obtener los coeficientes B,,, C,, y el muestreo de
g (t) = cos (t) + cos (2t) 4+ u (t); finalmente, obtenemos la funcién

u(t,) = g(t,) — cos(t,) — cos (2t,)

con t, = %, n=1,...,2"% La Fig. 5.5 a) muestra la funcién g (¢), en b) la funcién u (t) y

en ¢) muestra las curvas de transicién de la ecuacién diferencial periédica
Z+ (a+ B (cos(t) +cos(2t) +u(t)))z=0

Comentario 5.2.3. Note que con este procedimiento, el promedio de la nueva funcion T

periddica p (t) +u (t), ya no es cero.
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—cos(t)+cos(2t)+u(l)
-=-cos(t)+cos(2t)

10 I I I I I I 12 I I I I

35

25

15+

Fig. 5.5 a) Funcién de excitacién g (t) obtenida utilizando el Teorema 5.2.2, b) funcién w (t),
c) curvas de transicién de & + (a + S (cos (t) +cos (2t)))z =0
(t)xz=0
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6.0 ECUACION DE ONDA

La ecuacién de onda es una de las ecuaciones més conocida y empleada en diversos &mbitos
cientificos como: la acistica, electromagnetismo y la mecdnica cudntica. Es una ecuacién en
derivadas parciales de segundo orden en términos de la variable temporal y las variables espa-
ciales. Esta ecuacién describe la propagacion de ondas de sonido, luz y hasta la probabilidad
de que un electrén esté en cierta posicién en determinado tiempo.

En el presente capitulo mostraremos el bien conocido hecho de que cuando el medio en
el que se propaga una onda (uno dimensional) es periédico, o bien cuando una cuerda (uno
dimensional) estd formada por secciones con diferentes densidades y tales secciones forman
un patrén periédico entonces, la ecuacién de onda tiene una estrecha relacién con la ecuacion
de Hill.

A lo largo del capitulo utilizaremos la ecuacién de onda en una cuerda de longitud infinita

la cual tiene la forma
0% - 0 [7’ 0 -

@1? (t,x) = e (t, l‘):| (6.1)

donde p es la densidad de la cuerda, es decir la masa por unidad de longitud = y 7 es la

pOx

tensién a la cual es sometida la cuerda. Si asumimos que la tensién 7 es constante y la
densidad de la cuerda es homogénea entonces la ecuacién de la onda en una cuerda es
82 2

- T 0
— .2
ot? (62)

(If,.f) = ;@7 (t7$)

Si suponemos que la densidad de la cuerda p cambia dependiendo de la posicién es decir
que p estd en funcién de la variable espacial x y que el cambio de densidad es periédico con

perfodo X, i.e. p(x + X) = p(z) entonces, la ecuacion (6.1) se puede leer como

0* - 0 |_ 0 -

¥ (he) =5 [U (x) e (Ex)} (6.3)
con v(x+X) =7v(z) = - Note que el lado derecho de la ecuacién anterior no es tan
simple como el de la ecuacién (6.2). Para simplificarla un poco, definamos

N
0(ta) = T2
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y al sustituirla en (6.3) obtenemos

2 2

_ — 0
S (6e) = (@) oy (t2) - v(a:)%[

= o(z) <% (t,x) — [— (Z_]i?)) + g; Ei;] ¥ (t, 36)) (6.4)

con 7' () = Lo (z) y 0" (v) = L0 (2).

Suponiendo separabilidad de la onda, es decir suponiendo que la onda v (¢, x) puede ser

escrita como la multiplicacién de una funcién que depende del tiempo y otra de una funcién
que depende de la variable espacial z, i.e.

P(tx) = R{)y(z)

sustituyéndola en (6.4) y agrupando los términos que dependen de la misma variable tenemos

: Ly()— | (22) + 2y (2)
d_QR (t) dz? 4v(x) 20(x)
= =0 () (6.5)
R(t) y(x)
Suponiendo que R (t) satisface la relacion
LSRG,
R(t)
la ecuacién (6.5) puede ser reescrita como
—w? @ v (x)\* v (x)
LA A (2@ (x)) EETIEIEAR
definiendo )
w* (T (z) 2w? — 0" (x)
v () 20 () 20 ()
y reorganizando los términos tenemos
d? w?
_ =0 6.6
@)+ @ (6.6)

Note que debido a la periodicidad de v (), la funcién #;) también es periédica con periodo
X.
No es dificil ver que la ecuacién (6.6) corresponde a una ecuacién diferencial parcial de
la forma o2 o2
prel (t,x) =v () pye) (t,x) (6.7)
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donde 1 (¢,z) es la funcién de onda, x y ¢ son las variables espacial y temporal respec-
tivamente y v (z) es una funcién X periédica que depende de la posicién x. Asumiendo
separabilidad de la solucién ¢ (¢, z), es decir asumiendo que la funcién de onda puede ser

escrita como una multiplicacién de dos funciones

U (t ) =y (z) e (6.8)
podemos reescribir (6.7) como

iwt — iwt

—y (2) e = v (2)y (x) e

donde y’ (z) = aa—;y (x) = %y (x). Reescribiendo la ecuacién anterior y definiendo g (z + X) =
q () = 1/v () obtenemos
y' (z) +wq(2)y (2) =0 (6.9)

que es igual a la ecuacién (6.6).

Note que la ecuacién (6.9) es la ecuacién de Hill. La diferencia fundamental entre la
ecuacion de Hill que hemos estudiado hasta ahora con la ecuacién (6.9) es que: la primera
depende del tiempo y la segunda de la posicién. Lo anterior pareceria no tener importancia, lo
cual es cierto matematicamente hablando, pero la interpretacion fisica es distinta. Nosotros
podriamos esperar que para ciertos valores de amplitud y frecuencia, asociadas a la funcién
de excitacién ¢ (z), la solucién de (6.9) se amplificara por el hecho de estar en una zona de
"inestabilidad". Pero este no es el caso, la funcién periédica ¢ () estd relacionada con la
variacién de la densidad p (z) en (6.1) por lo tanto no existe una fuente de donde tomar la
energia para tal amplificacién [27].

Sabemos que la solucién general de (6.9) puede ser escrita como
y(z) = C1A(z) " + CyB (x) e (6.10)

donde C y C5 son constantes arbitrarias, las funciones A (x) y B (x) tienen periodo X y el
coeficiente p es el exponente caracteristico asociado a (6.9), por lo tanto la solucién (6.10)
puede ser vista como la superposiciéon de dos ondas que se propagan o ateniian en direccién
opuesta [3].

De la teoria de ecuaciones diferenciales periédicas, en un grado de libertad, sabemos que
los exponentes caracteristicos seran reales si y sélo si el discriminante asociado en médulo
es mayor que dos |A (a,3)| > 2 y serdn puramente imaginarios si y s6lo si el médulo del
discriminante es menor que dos |A (a, )] < 2.

Recuerde que las soluciones de la ecuacion de Hill en el tiempo serdn inestables si el
exponente caracteristico p es real y positivo, por lo tanto el término que determina la in-

estabilidad de las soluciones es e’! para t > 0. En el caso de que la ecuacién de Hill dependa
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de la posicién z, ver ecuacién (6.9), el término que describe el comportamiento de la onda
dentro de las zonas "inestables", es el término asociado a e ?* y la onda asociada 1 (¢, z)
se atenuara. FEsto se debe a que no existe una fuente de energfa que haga que la amplitud
de la onda crezca sin limites; En el caso de que el exponente caracteristico sea puramente
imaginario la solucién de la ecuacién de Hill en el tiempo y la posicién serd acotada por lo
tanto la onda 9 (¢, x) se propagara en el medio.

Por lo anterior la ecuacién de Hill espacial'! puede ser vista como un filtro que permite
el paso de ciertas frecuencias p asociadas a la variable espacial. Note que las frecuencias p
dependen de la eleccién de la frecuencia w asociada a la variable temporal, ver la ecuacién
(6.8). Es decir, si los pardmetros o y 5 dependen de w, los diagramas de estabilidad de
la ecuacién en el tiempo nos brindan informacién de la propagacién o atenuacién de onda
¥ (t,z). La Figura 6.1 a) muestra las zonas el diagrama de estabilidad de la ecuacién y” (¢) +
(v + B (cos(t) + cos(2t))) y (t) = 0, la Fig 6.1 b) muestra el valor del discriminante A (o, ()
evaluado sobre la linea roja de la Fig. 6.1 a), este discriminante se utilizara en el resto de

esta seccién

6.1 DISPERSION

El diagrama de dispersién de la ecuacién de onda (6.7) nos brinda la relacién entre las
frecuencias w y p, ver Fig. 6.2. Dado que estamos interesados en conocer la relacién entre
frecuencias, temporal y espacial, y puesto que sélo las ondas asociadas a los exponentes

caracteristicos puramente imaginarios se propagan podemos definir
p =1\
por lo tanto, la relacién de dispersiéon puede ser definida como [18]:
Definicién 6.1.1. La relacion de dispersion de la funcion de onda v (t,x) es el subconjunto
de R, x Ry definido como

By ={(w,\) e R?|y" (z) + w’q (z) y (z) = 0 tenga la solucion de Floquet y (x) = B (z) ™"}

Si definimos ¢ (z) = o + Byp (t), con p (z + X ) = p(x) y la sustituimos en (6.9), obten-

emos la forma de la ecuacién de Hill que hemos trabajado. Sabemos que el discriminante

'El término "ecuacién de Hill espacial" es usado para remarcar que la variable independiente es z y no ¢
como en los capitulos anteriores.
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estd definido como la suma de los multiplicadores caracteristicos asociados a la matriz de

monodromia, i.e.
A (wan,wzﬁo) _ Xy midX
= 2cos (AX) (6.11)

despejando A de la ecuacién (6.11) y haciendo a=w?ay, 8 = w?f,, tenemos

1
A= e Re [arccos (A («, 5) /2)] (6.12)

(a) (b)
Fig. 6.1 a) Zonas de estabilidad. b) Discriminante.

Por lo tanto la relacién de dispersién puede ser obtenido en funcién del discriminante
asociado a la ecuacién (6.9). Note que la ecuacién (6.11) es una funcién multi-valuada. Es
decir que existe un nimero infinito de valores de A tales que 2 cos (AX) es igual a valor fijo

de la funcién A (w?ag,w?B,). Ademds, la siguiente relacién siempre se cumple

2cos (AX £ 2n7) = A (wag, w?S) (6.13)

6.1.1 v (x) = constante

Sabemos que el discriminante asociado a la ecuacién (6.9) con 5, =0y ag = const es
A (a,0) = 2 cos(v/aX)
por lo tanto, la relacién de dispersién es
2cos (AX) = 2 cos(v/aX)

resolviendo para A\ tenemos
2nm

la Fig. 6.2 a) muestra la relacién de dispersién (6.14) de la onda ¢ (t,x) con X =27y v (2)
constante?, i.e. 3, = 0.

2Recuerde que q (z) = ﬁ Si ag = const y By = 0 entonces, v (z) y ¢ (z) son constantes.
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De la Figura 6.2 a) podemos notar que las curvas de color (azul, rojo y verde) son
iguales a la curva color negro excepto por el desplazamiento :l:Q"TW, esto no es de extranar
debido a la periodicidad del coseno, ver la ecuacién (6.13). Note que la regién limitada
por —’}(—" <A< ’}(—” en la Figura 6.2 b) contiene la misma informacién que el diagrama de

dispersién completo. Es decir, el diagrama de dispersiéon se puede obtener replicando las

nm

X
dispersién también es conocido como diagrama de Brillouin (Figura 6.2 a)) y el diagrama de

curvas dentro de los limites —5F < A < a la izquierda y a la derecha. El diagrama de

la Figura 6.2 b) es conocido como diagrama reducido o primera zona de Brillouin [18, 27].

7 ; 7
/ —n=0
-n=1
6 n=2] N e
\ n=3 . “ e
.
5r \ / \\ 7 5 ™. -
N/ \ . -
N/ AN . e
4f X + 4 5
/
3 / 3
L / 4
3 S / 8 -
NS N e
N/ / -
AN \ -
2 // N \\ * 2
S Ve S,
e // AN
1R b 1
X\\ // . g
0 - I S I I | I ~ 0
3 2 1 0 1 2 3 0.5 0 0.5
A A

Fig. 6.2 Diagrama de dispersién con v(z) constante

La péarabola en color negro de la figura 6.2 a) nos da la informacién de dispersién de la
ecuacién de onda 1) (¢, z), i.e. nos brinda la relacién entre la frecuencia asociada al tiempo
w? y la frecuencia asociada a la posicién A. Es importante notar que a toda frecuencia w? le
corresponden dos frecuencias A, es decir; para una w? fija, la solucién y (z) de la parte de la

ecuacién de onda que depende de la posicién serd de la forma
y(z) = C1A (x) e 4+ CyB (1) e (6.15)

donde las constantes Cy, Cy y las funciones A (x) y B (z) son como en (6.10).

6.1.2 v (z) no constante y periédica

Cuando la funcién v (x) en la ecuacién de onda (6.7) es una funcién X periédica, la relacion
de dispersién no puede ser obtenida en forma cerrada. Esto se debe a que la matriz de
monodromia asociada a la parte de la ecuaciéon de onda que depende de la posicién =z,

no puede ser obtenida analiticamente y por lo tanto el discriminante asociado no puede
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ser calculado. Afortunadamente existen diversos métodos que nos permiten aproximar el
deseado discriminante, ver capitulo 4.

Definamos

1
v @ = a+ B (cos (x) + cos (2z)) (6.16)
con a = wlay y B = w?By, (ap, By) € R? constantes. La parte de la funcién de onda  (, )

en términos de la posicién debe satisfacer
y" (z) + [a+ B (cos (z) + cos (22))]y (x) =0 (6.17)

utilizando la aproximacién del discriminante del capitulo 4 y la relacién de dispersién (6.12),

obtenemos el siguiente diagrama de dispersién®

~

)
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3 A
\ 4
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-3 -2

Fig. 6.3 Diagramas de dispersién de la ecuacién (6.17) con a9 = 1, By = 0.3, X = 2«

La linea negra punteada, en la Figura 6.3 a) corresponde a la relacién de dispersion del
caso v (x) = constante. Al hacer que la funcién v (z) sea periddica el diagrama de dispersién
deja de ser continuo, i.e. existen intervalos en los cuales la relacién entre la frecuencias w? y
A no existe (A deja de ser real, este caso se tratara en los siguientes parrafos). En el caso de
que la relacién de dispersion exista entonces, la solucién de la parte de la ecuacién de onda
que depende de la posicién tendrd la misma forma de la ecuacién (6.15) y la onda v (¢, )
se propagara por el medio periddico, de lo contrario la ecuacién de onda 1 (¢, ) se atenuara
como se dijo al inicio del capitulo.

Dado que la relacién de dispersion depende del discriminante y por el hecho de que no

2 existe el mimero de onda A (real). Dicho de otra forma, no

para todas las frecuencias w
toda onda se propaga en un medio periédico v (x). La ecuacién de Hill (6.9) puede ser vista

como un filtro que permite la propagacién de ondas v (f, ) con ciertas frecuencias (w?\) y

3El discriminante asociado a la ecuacién (6.17) se muestra en la Fig. 1 b).
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la atenuacién de otras ondas ¢ (¢, z) con frecuencia temporal w?, ver [3]. La Figura 6.4 a)
muestra sélo la relacién de dispersién de la onda v (t,z) con v (x) definida como en (6.16)

alrededor de la parabola o = A\? (lfnea negra punteada en las figura 6.3 a) y 6.4 a)).

45

45
\ /
351 i 35t

251 3 — 25¢

\ /
3 3 <>
2r \ 1 2r
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15f 1 15
\ /

1f , ; ] O e ——
051 \ / 1 05k
e —
0 : - : 0 . :
2 1 0 1 2 0.1 -0.05 0 0.05 0.1
A Imp]

Fig. 6.4 Diagramas de dispersién a) real y b) compleja

6.2 DISPERSION COMPLEJA O ATENUACION DE LA ONDA

Hasta ahora sélo hemos estudiado el caso en el que la relacién de dispersién es real. Sabemos
que existen intervalos del eje w? para los cuales la onda v (¢, ) se propaga por el medio
periddico, y otros intervalos donde la onda se atemia. En esa seccién se mostrara que dicha
atenuacién no es la misma para cada valor w? para lo cual presentaremos los diagramas de
atenuacién [3][18].

Sabemos que la funcién f = arccos(s) sélo estd definida en los reales cuando s estd
dentro del intervalo [—1, 1], de lo contrario la funcién f tomara un valor imaginario. También,
sabemos que existen intervalos del eje w? en los cuales el médulo del discriminante es mayor
que dos, i.e. |A (w?ag,w?B,)| > 2 las ondas 1) (t,z) con frecuencia temporal w se atendan.

La Fig. 6.4 b) muestra la parte imaginaria de la relacién de dispersién (6.12)

A=Im %arccos (A(a, 5) /2)

2ay, que corresponden a

Por lo tanto podemos decir que en los segmentos del eje o = w
intervalos de atenuacion, la frecuencia A\ es un mimero complejo: la parte real de A es el valor

en donde el diagrama de dispersién (real) tiene una discontinuidad, ver Figura 6.4 a); y la
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parte imaginaria de A\ esta dada por el valor correspondiente en el diagrama de dispersiéon
compleja, Figura 6.4 b). En el presente caso (el periodo de v (z) es X = 27) la parte real de
Aesn/2, conn=0,1,2 ... el pardmetro n es el nimero de discontinuidad de la dispersién
(real).

Para aclarar lo anterior, supongamos que queremos saber el comportamiento de la onda
¥ (t, ), ecuacién (6.7), con v (x) definida en (6.16), cuando w? = 1: Primero, notamos que
w? = 1 pertenece al segundo intervalo de discontinuidad del diagrama de dispersién (Figura
6.4 a)) por lo tanto la parte real de A es igual a 1; la parte imaginaria de A se obtiene
directamente del diagrama de la Figura 6.4 b), entonces Im[\] = 0.0623. Por lo tanto

cuando la frecuencia w? = 1, la frecuencia espacial es A\ = 1 + 0.0623z, por lo que la onda

Y (t,r) se atenuara a razén de e~ 906237,
La Figura 6.5 a) muestra una onda que se propaga por un medio periédico ﬁ =a+
3 (cos (x) + cos (2x)), con w? = 1.4, A = 1.158, oy = 1 y 3, = 0.3. La Figura 6.5 b) muestra

una onda que se atentia con w? = 1, A = 1 + 0.06232.
En ambas figuras el tiempo se fijo en ¢t = 22 y las soluciones fueron obtenidas numérica-

mente mediante Mathematica 10.0, las condiciones iniciales y de frontera son

¥ (0,7) = e, % (t,x)],_y = iwe”
w (t, 0) — €th, w (t, 87‘(’) — eiwtei)\&r

u(t, x) uf(t,

e
\“fvvwwﬂwwxﬁx

-1.0

(a) (b)

Fig. 6.5 Forma de onda en un medio periédico, a) 9 (¢, x) se propaga, b) se atentia
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7.0 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En el presente trabajo mostramos que el discriminante asociado a la ecuacién de Hill juega
un papel preponderante en el andlisis de la estabilidad de sus soluciones. Mostramos que la
superficie definida por el discriminante no sélo contiene informacién sobre la estabilidad del
sistema, también nos brinda informacién sobre las curvas Iso-u (curvas dentro de las zonas
inestables en las cuales las soluciones inestables crecen con la misma velocidad) y de las
lineas de maxima energia M E'L (Lineas, dentro de cada zona inestable, donde el crecimiento
de la solucién inestable es el mdximo). La siguiente tabla muestra la relacién de la superficie
(e, B, A (e, B)) y las curvas de transicién, Iso-u, M EL y zonas estables e inestables asociadas

a una ecuacioén periddica.

Zonas estables -2 <A(,p) <2

Zonas inestables A(a,p) < —20A(a,5) > 2

(o, B, A (e, B)) N {sur fr, surfa}
Curvas de transicién surfi = {(a, B, 2) Vo, B € R, 2 = 2}
sur fa = {(a,ﬁ,z) |va>ﬁ €ER, z= _2}

(a, B, A (e, B)) N {surfi, surfs}

surfi =9 (o, 8,2) Vo, B €R, 2z = 1:—72}
surfo =14 (a,B,2) Vo, B €R, 2 = —#}
5 = max {Jo (M)]} > 1

Curvas Iso-u

MEL 08 —

OA(e,B) _
Oa =0

|A (e, B)| =2

Puntos de coexistencia
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Se obtuvo una aproximacién del discriminante A («, 3) por medio de las funciones Walsh.
Dado que la aproximacién dependia de la inversa de dos matrices de grandes dimensiones,
se utilizaron algunas propiedades de las funciones Walsh para transformarlas (similarmente)
a matrices triangulares superiores y luego reducir la aproximacién a una sumatoria recur-
siva cuyos términos son dependientes del muestreo de la funcién de excitacién p(t). Se
probé que el error de la aproximacién es menor cuando el orden 2% es mayor, también se
demostré que si 2F — oo entonces la aproximacién tiende al valor real del discriminante, i.e.
limge_,o0 A (o, 8) = A (o, B).

Haciendo uso de la aproximacién obtenida se propuso un método para la estabilizacion
de las soluciones inestables de la ecuacién de Hill, se probé que existe un nimero infinito de
funciones u (t +7T) = wu (t) tales que al ser sumadas a la funcién de excitacién p () el dis-
criminante A (64, B), con & y 3 constantes, puede tomar cualquier valor deseado. También,
se mostré que la aproximacién obtenida en el presente trabajo es equivalente a la aproxi-
macion del discriminante de ecuaciones periédicas hecha por A.M. Lyapunov, la cual es una
sumatoria de integrales definidas de la funcién periédica g (t) = a + Bp (¢).

Se expuso la estrecha relaciéon que existe entre la ecuacién de onda en un medio periédico
y la ecuaciéon de Hill, se mostré que los diagramas de dispersion de una onda pueden ser
obtenidos a partir del discriminante asociado a la ecuacién de Hill. Y se probé que la ecuacion
de Hill, cuando es dependiente del espacio (ver capitulo 6), puede ser vista como un filtro
que permite el paso de ciertas frecuencias (asociadas a las zonas de estabilidad) y limita el

paso de otras frecuencias (asociadas a las zonas de inestabilidad o zonas prohibidas).

7.1 TRABAJO FUTURO

Como trabajo futuro, se pretende continuar con el desarrollo de la iltima forma de estabi-
lizacién, Teorema 5.2.2, descrita en capitulo 5.

Se desea introducir una restriccion en el promedio de la funcién de excitacién

/Og<t>dt=/0 (b (t) +u(t)) dt =0

ademds, encontrar las condiciones para las cuales la funcién (5.20),

n—1 n—1
AT? S a(Si+¢) + 2gar i+ ¢ > pi| + (242 4+ T%) 9,
i=0 it

gok_p = —

T2 (ﬂn + 4n§ [S; + %Cz’])
=0
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no se indetermine, es decir
n—1

O +4) {Si—l—%ci] £ 0
=0

6 cuando
n—1
Un+4> [Si+3¢] =0
i=0
U
n—-1 n—1
AT? 3 (o (S +¢) + gggk,nﬂci +e > op|+ (222 + T2a) 9, =0
i=0 j=it1
Y Gok_p < OO

las cuales no son restricciones triviales, recuerde que cada b, y ¢, dependen de algunos
muestreos de la funcién g (t) = p (t) +u (t), en especifico dependen de {gor, gor_1,- -+, Gok_n},
vea el conjunto de ecuaciones (5.21) y (5.22), ademds de que el conjunto de ¥,, debe cumplir
fo;ol ¥, = ¥, donde ¥ es el valor deseado del discriminante A (64, B) = .

También se desea encontrar u* () tal que

“(t) = mi t
' (1) = min (0]

donde U es el conjunto de todas las funciones u (t) tales que al ser sumadas a la funcién de

excitacién p (¢) llevan el discriminante asociado a la ecuacién periédica
i+ (a+Bt)+u®))z=0

al valor deseado A (64, B) = .

77



APENDICE
INTRODUCCION A LAS FUNCIONES WALSH

En esta parte describiremos de forma breve las propiedades principales de las series de Walsh,
algunas de ellas son probadas.

Las funciones de Walsh, denotadas como wy, (¢), forman un conjunto ordenado de ondas
cuadradas; sélo pueden tomar dos amplitudes, més uno o menos uno; y forman un conjunto

ortogonal de funciones cuadradas e integrables en sentido de Lebesgue, vea [2], i.e.

! hifn=
/hwnu)wm(t)dt: =
0 0ifn#m

Para completar la definicién de cada wy, (t), son requeridos dos argumentos: un periodo de
tiempo ¢, usualmente se toma el intervalo ¢ € [0, 1] pero, puede ser facilmente transformado a
cualquier otro intervalo [a, b]; y un nimero de identificacién n, este mimero esta relacionado

con la forma de cada funcién de Walsh [2], ver Fig. A.1.

Comentario .0.1. El nimero de funciones Walsh siempre es una potencia de 2, i.e. {wg, w,

para algin entero positivo k.

Las funciones Walsh pueden ser obtenidas de diferentes maneras, por ejemplo: mediante

las funciones Rademacher! [2]

wy, (t) = sign [(sin omt)" Hm

(cos 2k7rt)bk} ,  te]|0,1]

donde by...b,, son los coeficientes de la representacién del nimero n como una expansion

diddica ("dyadic expansion"), es decir

i=0

'Las funciones Rademacher estdn definidas como ry, (t) = sgn (sin (2k+17rt)), V¢ € [0,1) y para cualquier
entero k > 0.
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donde b,, es 1 y by es 0 6 1. También pueden ser obtenidas mediante sintesis Booleana y
mediante las matrices Hadamard, siendo la tltima la forma maés conocida y utilizada. Las

ocho primeras funciones de Walsh se muestran en la Fig. A.1

w0

W, \
w1 T L]

e N — 1|

wo | [

| 1
I |
0 t 1

Fig. A.1. Primeras ocho funciones Walsh, wg =1Vt € [0, 1].

La representacién de las funciones de Walsh en términos de las matrices de Hadamard?
es conocida como la matriz de Walsh, nosotros la denotaremos como Wy. La matriz Wg es
obtenida al re-acomodar los renglones de las matrices de Hadamard. En el presente trabajo,
los renglones se re-acomodaran en el sentido didadico [12].

La matriz de Walsh asociada a las primeras ocho funciones wy, () mostradas en la Fig.
A.les

—_ = =

Wy = (A.1)

-1 -1 1 1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

—_ = = = = e

Cada renglén de Wy corresponde a una funcién Walsh, es decir, cada elemento de los
renglones de Wy es la amplitud de la funcién w, (t) representada; la primer entrada de la
primer columna es w; (0) y la tltima entrada es wy (1). Note que Wy € R2*2" es una matriz
simétrica y casi ortogonal, W, = Wy y W;'Wy = 2¥I,, el sfmbolo ’ denota el operador

transpuesta.

2Recuerde que las matrices de Hadamard son matrices no singulares de dimensién 2% x 2%, donde k es un
entero positivo. Los elementos de dichas matrices son unos y menos unos, y sus columnas y renglones son
ortogonales entre si.
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Toda funcién f (t) integrable en sentido de Lebesgue y definida en el intervalo ¢ € [0, 1]
puede ser aproximada en términos de series de Walsh

2k—1
FO) =Y anw, (t) = d'wy (t) (A.2)
n=0
donde a’ = [ ag, ooy Q1 ] € R?" son los pesos asociados a cada funcion Walsh, wqx (t) =
!/
[ wo (), .., wor_y (1) } e R y k es un entero positivo; mientras més grande sea k,

mejor serd la aproximacién (A.2). A partir de ahora, denotaremos 2¥ como el orden de la
aproximacién en términos de funciones Walsh. Por ser, el conjunto de funciones Walsh, un

conjunto ortogonal; los pesos a, estdan dados por [20]

ay, = /0 £ () w, (1) dt (A.3)

Note que la ecuacién (A.2) también puede ser escrita en términos de Wy, es decir, f (t) ~
a'Wpg. Cada elemento del vector @' Wy es el valor de la representacién de la funcién f (¢) en

un intervalo de tiempo como se muestra en la Fig. A.2

0.8

—Cos(t)Sin(2t)
-—64 elementos f|
~128 elemento

0.6

1
0.4F [

0.2
|

Cos(9Sin(20)

Fig. A.2. Representacion de la funcién f (t) = cos () sin (2¢) en términos de funciones Walsh.

Una de las propiedades mds atractivas de las funciones de Walsh es que; si una funcién
wy, (t) pertenece al conjunto finito {wo, wy, ..., wyr_; } entonces, la integral de w, puede ser
representada en términos las funciones del mismo conjunto [8]. Para ilustrar esta propiedad,

integremos la funcién wy (t) y luego tratemos de representarla como en (A.2) con k = 2y

para el intervalo t € [0,1]
t
/ wo (T)dr =t
0

si sustituimos f (¢) =t en (A.3), obtenemos

ag = [y two (t)dt =1 ay = [} tw, (t)dt = —1
ay = [y twy (t)dt = =1 ay= [ tws (t)dt =0



por lo que la representacion truncada (A.2) de f (t) = |, !

o Wo(t) =tes

t
0
similarmente, la primer integral de la funciones w; (t), wq () y w3 (t) son
t
/ w1 (tl)dtl =
0
t -
/ wy(th)dty = [ 1 0 0 0 ] w4 (1)
Ot -
/ ws (tl)dtl = O :|
0 i

=

o=

reescribiendo las iltimas 4 integrales

b -h i 0
¢ T 0 0 —3
wy (t)dt; = | ¢ wy (t A4
JRCIBEI S O (A4
0 £ 0 0
= PWp,

utilizando argumentos similares podemos generalizar (A.4) como

/ Cn (1) = P, (1) (A5)

donde P € R™*™ m =2k y

pn —

pO

La matriz P 2 P(%) es conocida como el operador de integracién asociado a las funciones
Walsh. Debido a que el determinante P es det (P) = 2%, el operador P es no singular.

Otra propiedad realmente 1til de las funciones en cuestién es que el conjunto finito
{wg, w1, ..., wox_1} es cerrado bajo la multiplicacién de dos de sus elementos. Lo anterior se
debe a que la multiplicacién de dos funciones Walsh satisface

Wy (1) Wy, (1) 2 Wham (1) (A.7)
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donde & representa la suma modulo-2 sin acarreo® [2]. De la definicién (A.7) podemos notar
que si wy, (t) y wy, (t) pertenecen al conjunto finito {wo, wy, ..., wy_;} y dado que no existe
ningtin m,n < 2% — 1 tales que n & m > 2% — 1 entonces, la multiplicacién w, (t) w,, (t) es

un elemento del mismo conjunto. Por ejemplo
Wo (t) Ws (t) = Ws (t)
wy () we (1) = wy (t)
Para finalizar este apartado presentaremos en forma de lema una tltima propiedad de

las funciones Walsh. Considere la matriz Myx = wqr (t) W), (1), siguiendo la definicién (A.7)

M, puede ser escrita como

Woa0 W1g0 s Wak 140 Wo w1y T Wak_g
Wog1 Wigp1 ce Wok _141 w1 Wo trr Wak_2
My, = . . . . = . . . . (A~8)
Wogzk—1 Wig2k—1 - Wak_1g2k—1 Wok_1 Wok_g **- Wo

el siguiente lema nos dice que las columnas de la matriz Msr son permutaciones de la primer

columna
Lema .0.2 (4.0.1). Sea wqx () el vector cuyos elementos son las primeras 2% funciones Walsh
wy (t), n=0,1,...,28 =1, y My = Wor Wy, entonces, las columnas de la matriz Myr son

permutaciones de los elementos del vector wq (), es decir

ok

Mo (8) = @ (6), A s (8) o A e (1)

donde
2k /2 i
AP - i R
I O(zk/z) A; |
(zk() | ) O((zk/2)) Ai2 /2)
i+(2%/2 2k/2
i A; 0(2k/2) |

A (2k> c RQk x 2k

La prueba del Lema puede ser encontrada en [30].

3Por ejemplo, la suma médulo 2 sin acarreo de 7 y 2 es igual a 5, dado que (111)5 @ (010)p = (101)p
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