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Unidad Zacatenco

Departamento de Control Automático
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Resumen

En esta tesis se presentan esquemas de control lineal para regular el vuelo vertical de una

maqueta PVTOL. Se estudia un modelo para el PVTOL. Posteriormente se aplica el

control clásico: retroalimentación de estado con estimación del estado y un observador

robusto de alta ganancia singularmente perturbado, que prescinde del conocimiento de

los parámetros.

Se aplica un control lineal robusto basado en técnicas de perturbaciones singulares.

Se aborda el problema de regulación, se obtiene un modelo incremental y se reajusta el

esquema clásico de control lineal.

Y finalmente se propone y aplica un control lineal robusto basado en las técnicas de

detección de fallas. En cada caso se presentan resultados experimentales.





Abstract

In this thesis linear control schemes to regulate the vertical flight of a PVTOL

are presented. First a model for the PVTOL is studied. Then we apply classical

control: state feedback with state estimation and a singularly perturbed high gain

robust observer that does not required knowledge of the parameters.

A robust linear control based on singularly perturbed techniques is applied.

The regulation problem is adressed, an incremental model is obtained and the classical

control scheme is readjusted.

Finally we propose and implement a robust linear control based on fault detection

techniques. In each case experimental results are presented.
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2.3.2 Rigidez elástica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3.3 Fuerza de propulsión en estado estacionario . . . . . . . . . . . 18

2.3.4 Coeficiente de fricción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4 Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Control lineal clásico: realimentación de estado 25
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este trabajo de tesis se estudia el problema del control de altitud de un prototipo

de laboratorio PVTOL mediante técnicas de control lineal.

Para esto se procede de la manera siguiente:

1 En el caṕıtulo 1 se estudia el modelo matemático de un prototipo de laboratorio

PVTOL.

2 En los caṕıtulos 3 y 4 se prueban dos esquemas de control lineal, el esquema clásico

retroalimentación de estado con observador de estado, y un esquema robusto basado

en técnicas de perturbaciones sigulares.

3 En el caṕıtulo 5 se considera el problema de regulación de altitud.

4 En el caṕıtulo 6 se propone un esquema de control lineal, basado en las técnicas de

detección de fallas.

En este trabajo de tesis solamente se reportan los resultados obtenidos en laboratorio.

Cabe mencionar que todos los esquemas presentados en esta tesis, fueron primeramente

probados en simulaciones numéricas. Todas las proposiciones de control lineal de esta

tesis, funcionaron exitosamente en todas las simulaciones numéricas, aún cuando se

agregaban incertidumbres en los parámetros. Fue hasta la etapa de experimentación,

donde los equemas de control empezaron a presentar problemas considerables. Por

lo que fue necesario experimentar con los diferentes esquemas de control lineal, aqúı

presentados, para resolver tales problemas.
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Caṕıtulo 2

Despegue y aterrizaje vertical

planar (PVTOL)

En este caṕıtulo se estudia el modelo de un prototipo de laboratorio PVTOL. Para esto

se procede de la manera siguiente:

1) En la sección 2.1 se describe el prototipo.

2) En la sección 2.2 se obtiene un modelo teórico.

3) En la sección 2.3 en el laboratorio se identifican los parámetros de un modelo de

segundo orden.

4) En la sección 2.4 se concluye.

2.1 Descripción

El PVTOL (por sus siglas en inglés: planar vertical take-off and landing) cuya traducción

es despegue y aterrizaje vertical planar; fue introducido por Hauser, Sastry y Meyer

en [1], es un objeto volador cuyo movimiento está restringido en un plano vertical.

Tiene tres grados de libertad: desplazamientos horizontal, vertical y angular, que

corresponden a su posición y orientación en el plano. El PVTOL está compuesto de

dos propulsores independientes que generan una fuerza y un momento en la máquina

voladora [2]. En este trabajo de tesis se utiliza el cuadrirrotor mostrado en las figuras

2.1 y 2.2, el cual está restringido mecánicamente a un plano vertical.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

(a)

f , = 

(b)

Figura 2.1: (a) Fotograf́ıa del cuadrirrotor en el laboratorio UMI LAFMIA, (b) dia-

grama esquemático.

Figura 2.2: Fotograf́ıa de la plataforma.

El sistema está constituido por la estructura mecánica X-CSM, los cuatro brazos

están hechos de fibra de carbono y madera de balsa. En cada brazo se encuentra

montado uno de los cuatro motores brushless X-BL-52s de HACKER Motors Germany.
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2.1. Descripción

Para cada motor se utiliza un controlador de motor brushless X-BLDC. Los contro-

ladores están diseñados para los motores X-BL-52s y aśı se asegura la mayor eficiencia

posible. El dispositivo tiene cuatro hélices, dos hélices rotan en sentido horario y dos

hélices rotan en sentido antihorario; esta doble rotación se realiza para evitar efectos

indeseados de par.

En la figura 2.3 se muestra el sistema de comunicación del cuadrirrotor. Está

constituido por los siguientes módulos:

1) 1 central inercial MicroStrain/3DM-GX3-25.

2) 1 sensor ultrasónico SRF08 .

3) 2 XBee Pro s1.

4) 1 tarjeta de interfaz XBee (XBIB-U-DEV rev 3).

5) 1 RabbitCore-RCM4300.

6) 1 receptor de radiocontrol.

7) 1 radiocontrol Futaba T7C

8) 1 fuente de alimentación.

La central inercial MicroStrain/3DM-GX3-25, combina un acelerómetro triaxial,

un giroscopio triaxial, un magnetómetro triaxial, sensores de temperatura y un proce-

sador a bordo ejecuta un algoritmo de fusión de sensores para proporcionar orientación

estática y dinámica aśı como las mediciones inerciales.

El sensor ultrasónico SRF08 ubicado en la parte de inferior proporciona la señal de

altura en cent́ımetros. El rango de medición va de 3 cent́ımetros a 6 metros. El voltaje

de alimentación para este dispositivo es de 5V.

Se tienen dos módulos de radiofrecuencia transmisor/receptor XBee con antena de

alambre a 2.4GHz. Uno de los módulos XBee está instalado en el PVTOL, el otro

módulo XBee se encuentra acoplado a una tarjeta de interfaz XBee y esta a su vez

está conectada v́ıa USB a una computadora. El voltaje de alimentación es de 3.3 V, la

potencia de salida es de 60 mW y opera a una frecuencia de 2.4GHz.

La tarjeta de interfaz XBee se encarga de realizar la conversión de datos de la

computadora para ser enviados por radiofrecuencia mediante el XBee.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

Cuadrirrotor

Etapa de 
medición

RF

DC/DC

Etapa de
potencia

Fuente de voltaje

PC

Receptor

Futaba T7C

3DM-GX3-25 SRF08

XBee y XBIB-U-DEV

XBee

RabbitCore
RCM4300

5V11V

Figura 2.3: Sistema de comunicación del cuadrirrotor.

La etapa de control del PVTOL está constituida por el módulo principal de micro-

procesamiento de las señales de control: RabbitCore-RCM4300 (Microprocesador). Se

alimenta con 12 V, se programa v́ıa USB y el código se crea en Dynamic C.

El radiocontrol Futaba de 7 canales a 2.4GHz env́ıa una señal al receptor instalado

en el PVTOL para actúe la señal de control recibida por el XBee. Este módulo es

utilizado como un paro de emergencia.

La fuente de voltaje alimenta los motores brushless y las etapas de potencia para

que proporcionen el voltaje adecuado para los dispositivos electrónicos.

La señal de control que se env́ıa al PVTOL, mediante el sistema de comunicación

Xbee (ver figura 2.3), es un número decimal, nu, el cual determina la frecuencia de

rotación de las hélices, ωh. En la figura 2.4 se muestra la relación nu vs ωh.
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2.2. Modelo teórico

0 100 200 300 400 500 600
0

20

40

60

80

100

120

140

ωh

n
u

Figura 2.4: Gráfica de nu como función de ωh [rad/s]. Linealización: nu = 0.2126wh −
8.4398.

En la literatura [3] se muestra que la fuerza de propulsión es proporcional al cuadrado

de la frecuencia de rotación de las hélices, es decir:

fi = µω2
hi
, i ∈ {1, 2, 3, 4} (2.1)

2.2 Modelo teórico

En la figura 2.5a se muestra el diagrama esquemático del PVTOL, donde x, z y θ

son los desplazamientos horizontal, vertical y angular, respectivamente; u1 y u2 son los

actuadores. La masa total m y el momento de inercia J son (ver figura 2.5b):

m = mb + 2mth = 2mth

(
1 +

1

2

mb

mth

)

J =
1

12
mb

(
4L2 + d2

)
+ 2mth

( 1

12

(
3r2 + h2

)
+ (L+ r)2

) (2.2)

donde: mb y mth son la masa de la viga y los propulsores, L y d son la longitud y la

altura de la viga, h y r son la altura y el radio de los propulsores.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)
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Figure 1: PVTOL.
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(b)

Figura 2.5: (a) Diagrama esquemático del PVTOL, (b) esquema de la viga y los propul-

sores.

Teóricamente las ecuaciones que describen el comportamiento del PVTOL son [4]:

m
d2z

dt2
= (u1 + u2) cos θ −mg

m
d2x

dt2
= (u1 + u2) sin θ

J
d2θ

dt2
= L(u1 − u2)

(2.3)

2.3 Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

De las ecuaciónes dadas en (2.3) se tiene que para el desplazamiento vertical el ángulo

θ es cero y cos θ = 1, por lo tanto el PVTOL teóricamente se comporta como un doble

integrador puro:

m
d2z

dt2
= (u1 + u2)−mg (2.4)

Experimentalmente se encontró que el PVTOL es caracterizado mediante el siguiente

modelo general de segundo orden:

m
d2z

dt2
+ f

dz

dt
+ kz = u−mg (2.5)

donde z [m] es el desplazamiento vertical, g es la aceleración de la gravedad, 9.81 m/s2,

u [N] la acción de control, m [kg] es la masa total del PVTOL, f el coeficiente de fricción

[kg/s] y k la rigidez elástica [kg/s2].
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

A continuación se analizan prácticamente los tres siguientes aspectos:

1) Factor de escala de la fuerza propulsora.

2) Rigidez elástica.

3) Fuerza de propulsión en estado estacionario.

4) Coeficiente de fricción.

2.3.1 Determinación del factor de escala de la fuerza propul-

sora

La expresión (2.5) representa un sistema lineal estable de segundo orden. Suponiendo

una entrada tipo escalón, en estado estacionario se tiene:

kz = u−mg (2.6)

Despejando z se obtiene:

z =
1

k
u− m

k
g (2.7)

A continuación se procede a encontrar el factor de escala entre la acción de control

u [N] y el número decimal nu enviado al sistema de comunicación Xbee. Para esto:

1) Se aplica una entrada tipo rampa escalonada.

2) Se registra la respuesta del sistema.

3) Se promedia la respuesta en un segmento de tiempo predeterminado.

4) Se grafica la respuesta promediada vs señal de control.

1) Entrada tipo rampa escalonada.

Con la finalidad de hallar la relación algebraica entre el desplazamiento vertical y

la entrada de control, al PVTOL se le aplica una entrada tipo rampa escalonada nu

desde 114 hasta 126 con incrementos de dos, cada escalón dura 50 segundos. En la

figura (2.6) se muestra la señal de entrada nu.

9



Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

0 50 100 150 200 250 300 350
114

116

118

120

122

124

126
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n
u

Figura 2.6: Señal de entrada nu.

2) Respuesta del sistema.

Para la entrada tipo rampa escalonada, nu, se obtiene la señal de respuesta z del

sistema; esta se muestra en la figura 2.7.

0 50 100 150 200 250 300 350
0

10

20

30

40

t [s]

z
[c
m
]

Figura 2.7: Respuesta del sistema.

3) Promedio sobre un segmento de tiempo.

A continuación se procede a calcular la altura promedio de la señal de salida corres-

pondiente a cada escalón de la señal de entrada. Para esto se considera un intervalo

de tiempo de diez segundos antes del inicio de siguiente escalón, éste intervalo se

describe como 40 + 50l ≤ t < 50 + 50l para l = 0, 1, . . . , 6. Por ejemplo: en la figura

2.8 se muestra la gráfica para z en el intervalo 240 ≤ t < 250.
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

240 242 244 246 248 250
13

14

15

16

17

18

t [s]

z
[c
m
]

Figura 2.8: Respuesta del sistema comprendida en el intervalo 240 ≤ t < 250 en color

azul y la altura promedio z̄ en color rojo.

4) Relación en estado estacionario entrada-salida.

Los datos de la respuesta del sistema z comprendidos en los intevalos antes men-

cionados se promedian para obtener la altura promedio z̄; con esto se genera la tabla

2.1.

nu 114 116 118 120 122 124 126

z̄ [cm] 4.3804 6.9748 7.8263 10.6795 15.3058 20.2647 24.8415

Tabla 2.1: Entrada nu y altura promedio z̄ en cent́ımetros.

En la figura 2.9 se muestra la gráfica de z̄ como función de nu correspondiente a la

tabla 2.1.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

114 116 118 120 122 124 126
0

5

10

15

20

25

nu

z̄
[c
m
]

Figura 2.9: z̄ v.s nu.

Fuerza de despegue. El PVTOL vence la fuerza de gravedad a partir de un deter-

minado valor de nu, al cual se le ha llamado número de despegue. Para hallar este

número, al conjunto de pares de datos de la tabla 2.1, se le aplica un ajuste polinomial

de grado uno con la función polyfit de Matlab. Esta función devuelve un vector

con los coeficientes para un polinomio p(u) de grado n, que es un ajuste de mı́nimos

cuadrados para los datos en z̄.

Los datos de la tabla 2.1 se ajustan a la ecuación de la ĺınea recta:

z̄ = 1.7043nu − 191.6236 (2.8)

En la figura 2.10 se muestra la gráfica de la ecuación 2.8.
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical
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Figura 2.10: Gráfica de la ecuación (2.8).

Para obtener el número de despegue se despeja nu de la ecuación (2.8) con z = 0,

esto es:

ndespegue = 112.4333 (2.9)

Ahora bien la fuerza propulsora de despegue corresponde al peso del veh́ıculo, mg =

(0.597 Kg)(9.81 m/s2) = 5.8566 [N], por lo que se tiene la siguiente relación entre la

acción de control u y el número decimal nu:

mg : 112.4333 −→ 5.8566 [N] (2.10)

Por lo que se tiene el siguiente factor de escala:

fe =
112.4333

5.8566N
= 19.1978 [N−1] (2.11)

2.3.2 Rigidez elástica

El modelo propuesto para el PVTOL en la sección 2.3 se reescribe como (c.f. (2.5)):

d2z

dt2
+ a1

dz

dt
+ a2z =

1

m
u− g (2.12)

donde a1 = f
m

y a2 = k
m

.

El término del lado derecho de la ecuación (2.12) se lleva a la siguiente forma:

r =
1

m
u− g = (ū− 1) g = fbg (2.13)

13



Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

donde ū = 1
mg
u es la entrada normalizada.

En estado estacionario la ecuación (2.12) toma la siguiente forma (recordar (2.13)):

a2z = r (2.14)

De la ecuación (2.14) se despeja el coeficiente a2:

a2 =
r

z
(2.15)

Sustituyendo (2.13) en (2.15) se obtiene:

a2 =
fbg

z
(2.16)

Para hallar el coeficiente a2 se siguen los siguientes pasos:

1) Se aplican entradas escalón.

2) Se registra la respuesta del sistema.

3) Se promedia la respuesta en un segmento de tiempo predeterminado.

4) Se grafica la respuesta promediada v.s. señal de control.

5) El coeficiente a2 es ajustado por una curva determinada.

1) Entradas escalón.

Al PVTOL se le aplican entradas escalón ū de1 1 a 1.1 con incrementos de 0.02, y de

1.11 a 1.2 con incrementos de 0.01. Cada escalón inicia con una rampa escalonada

proporcional a2 ū. Por ejemplo: en la figura 2.11 se muestra la señal de entrada

ū = 1.12.

1Recordar que ū corresponde al punto de despegue: u = mg.
2Al inicio se le aplica la entrada rampa escalonada, con el objeto de evitar respuestas abruptas del

PVTOL; aśı se pone suavemente al sistema a punto de despegar
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical
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Figura 2.11: Señal de entrada.

2) Respuesta del sistema.

Para cada entrada escalón se obtiene una señal de respuesta z. Por ejemplo: en la

figura 2.12 se muestra la respuesta z del sistema para ū = 1.12.

0 10 20 30 40 50
0

5

10

15

20

t [s]

z
[c
m
]

Figura 2.12: Respuesta del sistema para ū = 1.12.

3) Promedio sobre un intervalo de tiempo.

Para calcular la altura promedio de la señal de respuesta, se considera el intervalo

de tiempo de [25, 50]. Los datos de la respuesta del sistema comprendidos en el

intervalo antes mencionado se promedian para obtener la altura promedio z̄. Por

ejemplo: en la figura 2.13 se muestra la respuesta del sistema en el intervalo de

tiempo [25, 50] en azul y la altura promedio z̄ = 13.4155 cm en rojo, para ū = 1.12.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

25 30 35 40 45 50

12

13

14

15

16

t [s]

z
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m
]

13.4155 cm�

Figura 2.13: Respuesta del sistema y altura promedio en el intervalo de tiempo [25, 50],

para ū = 1.12. La altura promedio de esta respuesta es: 13.4155 cm.

4) Relación en estado estacionario entrada-salida.

Para cada escalón aplicado, se promedian los datos en el intervalo de tiempo [25, 50].

En la figura 2.14 se muestra la gráfica de z̄ v.s ū.

1 1.05 1.1 1.15 1.2
0

10

20

30

40

50

ū

z̄
[c
m
]

Figura 2.14: Gráfica de z̄ como función de ū.

5) Ajuste de curva.

Nótese en la figura 2.14 el comportamiento cuadrático de la curva, por lo que (ver

(2.16) y (2.13)),
1

a2

=
1

fbg
z̄ =

z̄

(ū− 1)g
(2.17)

se aproxima a una ĺınea recta. En la figura 2.15 se muestra la gráfica de obtenida.
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

0.1 0.2 0.3 0.4
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Figura 2.15: Gráfica de 1
a2

.

A la gráfica de 1
a2

se le aplica un ajuste polinomial de orden uno. Utilizando la

función Matlab polyfit se obtiene el siguiente ajuste:

1

a2ajustada

= 0.3724z̄ + 0.0607 (2.18)

En la figura 2.16 se grafican la curva ajustada (2.18) y la gráfica de (2.17).

0.1 0.2 0.3 0.4

0.1

0.15

0.2

z̄ [m]

a
−
1

2
[s
2
]

Figura 2.16: Gráfica de 1
a2

antes del ajuste polinomial en color azul y con ajuste poli-

nomial en color rojo.

Por lo que el coeficiente a2 es ajustado por:

a2ajustada =
1

0.3724z̄ + 0.0607
(2.19)
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

En la figura 2.17 se muestran las gráficas de a2 y a2ajustada .

0 0.1 0.2 0.3 0.4
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10

15

z̄ [m]

a
2
[1
/
s2
]

Figura 2.17: Gráfica de a2 en azul y a2ajustada en rojo (recordar (2.17) y (2.19)).

2.3.3 Fuerza de propulsión en estado estacionario

De (2.13) se obtiene:

ū =
r

g
+ 1 (2.20)

El inverso de (2.15) y la expresión (2.18) se reescriben como:

1

a2

=
z̄

r
(2.21)

y
1

a2

= az̄ + b (2.22)

donde z̄ es el promedio del desplazamiento vertical, a = 0.3724 y b = 0.0607.

Igualando (2.21) con (2.22), y despejando r, se obtiene:

r =
z̄

az̄ + b
(2.23)

Sustituyendo (2.23) en (2.20), se obtiene:

ū =
z̄/g

az̄ + b
+ 1 (2.24)

18



2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

La hipérbola (2.24) describe el comportamiento de la fuerza propulsora normalizada,

ū, en función del desplazamiento vertical en estado estacionario, z̄. En la figura 2.18

se muestra la grafica de (2.24), en donde:

ū∞ = lim
z→∞

ū(z) = lim
z→∞

z̄/g

az̄ + b
+ 1 =

1

ag
+ 1

d

dt
ū(0) =

1

bg

(2.25)

0 1 2 3 4
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1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

z̄ [m]

ū

ū∞ -

Figura 2.18: Gráfica de (2.24) en color negro, el ĺımite ū∞ en color rojo y la pendiente

en el origen d
dt
ū(0), en azul.

2.3.4 Coeficiente de fricción

De las expresiones (2.12) y (2.13) se obtiene:

d2z

dt2
+ a1

dz

dt
+ a2z = r (2.26)

La expresión para un sistema lineal de segundo orden es:

d2z

dt2
+ 2ζωn

dz

dt
+ ω2

nz = u (2.27)

Igualando los términos de (2.26) y (2.27) se tiene que a2 = ω2
n y a1 = 2ζωn. Por lo

tanto el coeficiente a1 es:

a1 = 2ζ
√
a2 (2.28)

Para hallar el coeficiente a1 se siguen los siguientes pasos:
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)

1) Se normalizan los datos obtenidos en la subsección 2.3.2.

2) Se calcula la sobreelongación y el factor de amortiguamiento relativo.

3) Se grafica el coeficiente a1 y se ajusta por una curva.

1) Normalización de la respuesta del sistema.

Las respuestas z del sistema empleadas en este procedimiento son aquellas cuya

entrada ū va de 1.1 a 1.2. Para normalizar la respuesta z, esta se multiplica por

el inverso de la altura promedio, obtenida en la subsección 2.3.2 en el intervalo de

tiempo [25, 50]. Por ejemplo: considérese la respuesta z para la entrada ū = 1.12

(ver figura 2.12) donde la altura promedio z̄ es igual a 13.4155 cm (ver figura

2.13). Multiplicando la respuesta del sistema por 1
13.4155 cm

, se obtiene la respuesta

normalizada del sistema, ver figura 2.19.

0 10 20 30 40 50
0

0.5

1

1.5

t [s]

Figura 2.19: Gráfica normalizada de la respuesta del sistema para la entrada ū = 1.12

(c.f. figura 2.12).

2) Se calcula la sobreelongación y el factor de amortiguamiento relativo.

Despues de normalizar las respuestas de salida z del sistema, se calcula la sobre-

elongación Mp como el máximo pico de la curva de respuesta medido a partir del

escalón unitario. Y para calcular ζ se emplea la siguiente expresión[5]:

Mp = e
− ζ√

1−ζ2
π

(2.29)

Por ejemplo: de la gráfica mostrada en la figura 2.19, Mp = 0.4729. Sustituyendo

este valor en (2.29) y despejando ζ se obtiene 0.2319.
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2.3. Modelo real: Caso de desplazamiento vertical

3) Se grafica el coeficiente a1 y se ajusta por una curva.

Una vez calculados Mp y ζ, se calcula a1 empleando la ecuación (2.28). En la

figura 2.20 se muestra la gráfica de 1
a1

como función de z̄. Utilizando la función

Matlab polyfit se obtiene el siguiente ajuste:

1

a1ajustada

= 1.3816z̄ + 0.4963 (2.30)

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0.4

0.6

0.8

1

z̄ [m]

a
−
1

1
[s
]

Figura 2.20: Gráfica de 1
a1

en función z̄ en color azul y el ajuste en rojo.

Por lo que el coeficiente a1 es ajustado por:

a1ajustada =
1

1.3816z̄ + 0.4963
(2.31)

En la figura 2.21 se muestra la gráfica de a1 en función de z̄.
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Caṕıtulo 2. Despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL)
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Figura 2.21: Gráfica de a1 en función z̄ en color azul y el ajuste en rojo.
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Figura 2.22: Gráfica de ωn en función de z̄ en azul y el ajuste en rojo.
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2.4. Conclusiones
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Figura 2.23: Gráfica de ζ en función z̄ en color azul y el ajuste en rojo.
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Figura 2.24: (a) Gráfica de f en función z̄, (b) gráfica de k en función z̄.

2.4 Conclusiones

En este caṕıtulo se obtuvo un modelo matemático para un prototipo de laboratorio

PVTOL. De este caṕıtulo se concluye que el PVTOL tiene componentes de fricción y

de rigidez elástica, los cuales no pueden ser despreciados.
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Caṕıtulo 3

Control lineal clásico:

realimentación de estado

En este caṕıtulo se propone un control lineal de altitud para el PVTOL. Como primera

instancia se recurre al esquema clásico de control lineal: realimentación de estado con

observación de estado. Para esto se procede de la manera siguiente:

1) En la sección 3.1 se da una descripción teórica.

2) En la sección 3.2 se discretiza al esquema de control.

3) En la sección 3.3 se muestran aspectos prácticos, aśı como también los resultados

de laboratorio.

4) En la sección 3.4 se concluye.

3.1 Descripción teórica

3.1.1 Realimentación de estado

Si se elige a la entrada u como:

u = m(ū+ g) (3.1)

Entonces sustituyendo (3.1) en (2.12) se obtiene:

d2z

dt2
+ a1

dz

dt
+ a2z = ū (3.2)
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

Para desarrollar una ecuación en espacio de estado, se selecciona la posición y la

velocidad como las variables de estado, i.e.:

ζ1 = z

ζ2 = ż
(3.3)

Entonces de esta selección, se obtiene la ecuación de estado y la ecuación de salida

como:
ζ̇ = Aζ +Bū

z = Cζ
(3.4)

donde

A =

[
0 1

−a2 −a1

]
, B =

[
0

1

]
, C =

[
1 0

]
. (3.5)

Asumiendo que todas las variables de estado son medibles y están disponibles para la

realimentación de estado, se selecciona una ley de control para la entrada ū de la forma:

ū = r − F1ζ (3.6)

donde F1 es la matriz de ganancias de realimentación de estado.

Sustituyendo la ecuación (3.6) en la ecuación (3.4) se obtiene:

ζ̇ = (A−BF1)ζ +Br (3.7)

Antes de diseñar el controlador, primero se verifica que el sistema sea controlable. La

matriz de controlabilidad del sistema toma la forma mostrada a continuación:

C = [B AB] =

[
0 1

1 −a1

]
(3.8)

La matriz de controlabilidad es de rango dos, por lo tanto el sistema es controlable.

La realimentación de estado se diseña para tener una respuesta suave del sistema. Para

esto se utilizará el regulador lineal cuadrático (LQR de sus siglas en inglés). El vector

de ganancias de realimentación óptima F1:

ū = r − F1ζ (3.9)

minimiza al ı́ndice de desempeño cuadrático:

J =

∫ ∞

0

(ζTQζ + ūTρū)dt (3.10)
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3.1. Descripción teórica

donde Q = QT ≥ 0 y ρ > 0.

La matriz de ganancias de realimentación óptima F1, se obtiene resolviendo la sigu-

iente ecuación algebraica de Riccati, para una matriz P > 0:

PA+ ATP − PBρ−1BTP = 0 (3.11)

Sustituyendo la matriz P en la siguiente ecuación, se obtiene el vector de ganancias de

realimentación óptimo F1 como (ver por ejemplo [6]):

F1 = ρ−1BTP (3.12)

Por lo tanto, la ley de control óptima se obtiene mediante la ecuación (3.9) donde F1

se expresa en (3.12).

3.1.1.1 Diseño numérico

Para resolver la ecuación algebraica de Riccati se utiliza el comando care de Matlab.

Este comando regresa la solución P de la ecuación algebraica de Riccati, los valores

propios en lazo cerrado y la ganancia de realimentación óptima F1.

Como se vio en la sección 2.3.2 y 2.3.4, los coeficiente a1 y a2 vaŕıan con el desplaza-

miento vertical. Para resolver la ecuación de Riccati, se utilizan los valores superiores de

a1 y a2; de las figuras 2.17 y 2.21, se observa que estos corresponden aproximadamente

a: a2 = 11.5 y a1 = 1.4. Los valores seleccionados para Q y ρ son:

Q =

[
1 0

0 1

]
, ρ = 0.1 (3.13)

Entonces se tiene:

P =

[
2.6594 0.0427

0.0427 0.2180

]
, F1 =

[
0.4269 2.1796

]
,

σ(A−BF1) = {−1.7898± 2.9535i}

(3.14)

3.1.2 Estimación de la velocidad

Dado que en nuestro prototipo solo se dispone de la medición de la posición vertical,

se tiene que estimar la velocidad vertical. Esto se realiza de tres maneras diferentes, a

saber:
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

1) Estimación algoŕıtmica: Método de Euler.

2) Observador de estado clásico.

3) Observador robusto de alta ganancia singularmente perturbado.

3.1.2.1 Estimación algoŕıtmica: Método de Euler

Dado el problema de valor inicial

dz

dt
= f(t, z), z(t0) = z0 (3.15)

El método de Euler con tamaño de paso h consiste en aplicar la fórmula iterativa

zn+1 = zn + h · f(tn, zn) (n ≥ 0) (3.16)

para calcular aproximaciones sucesivas z1, z2, z3, . . . de los valores (reales) z(t1), z(t2),

z(t3), . . . de la solución (exacta) z = z(t) en los puntos t1, t2, t3, . . . respectivamente [7].

3.1.2.1.1 Diseño numérico De la expresión (3.16) se conocen zn, zn+1 y h, estos

corresponden a las mediciones de la posición propocionadas por el sensor ultrasónico.

De (3.16) se obtiene:

dz(nh)

dt
=
zn+1 − zn

h
(n ≥ 0) (3.17)

Dado que el periodo de muestreo es de 0.01[s], entonces se selecciona h = 0.01.

Posteriormente a la derivada de la señal se le aplica un filtro Butterworth pasa bajas

IIR1. El orden del filtro se selecciona igual a: N = 2 y la frecuencia de corte se selecciona

igual a 1/20 de la frecuencia de muestreo, esto es: fc = (1/20)(1/0.01)[Hz] = 5[Hz].

Utilizando la herramienta fdatool de Matlab para el diseño y análisis de filtros, se

obtiene el siguiente filtro digital:

zf (n) = 0.02 (zd(n) + 2zd(n− 1) + zd(n− 2))−1.561zf (n−1)−0.6413zf (n−2) (3.18)

1De sus siglas en inglés: Infinite Impulse Response.
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3.1. Descripción teórica

donde zf (n) es la señal filtrada y:

zd(0) =
z1

h

zd(1) =
z2 − z1

h
...

zd(n) =
zn+1 − zn

h

(3.19)

3.1.2.2 Observador de estado clásico

El observador de estado clásico está dado por (ver por ejemplo [6]):

˙̂
ζo,cl = (A−K1C)ζ̂o,cl +Bū+K1z (3.20)

donde K1 es la matriz de ganancia del observador.

3.1.2.2.1 Diseño numérico Para calcular la matriz de ganancia K1, primero se

determinará el polinomio Butterworth con la dinámica deseada a partir de la siguiente

expresión [8]:

Bn(s)Bn(−s) = 1 + (−1)ns2n = 0 (3.21)

donde Bn ha sido introducida para designar el polinomio Butterworth y cuyas ráıces

son de interés para nuestros propósitos.

Para n = 2 la ecuación (3.21) es:

1 + s4 = 0 o s4 = −1 (3.22)

Si escribimos −1 + j0 en forma polar:

−1 = 1∠(180o + k360o) (3.23)

para valores enteros de k y k = 0, entonces vemos que los ángulos de esta ecuación son:

θk =
180o + k360o

4
= 45o, 135o, 225o, 315o (3.24)

Seleccionamos las ráıces de la mitad izquierda del plano complejo y con radio de

magnitud 1/% para asociar con B2, aśı el polinomio Butterworth está dado por:

B2(s) =
(
s+

1

%
√

2
+ j

1

%
√

2

)(
s+

1

%
√

2
− j 1

%
√

2

)
= s2 +

√
2

%
s+

1

%2
(3.25)

29



Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

Se desea que las ráıces del polinomio Butterwoth sean cinco veces más rápidas que las

del LQR, por lo tanto:

1

%
= 5 ∗$ o % =

1

5 ∗$ (3.26)

donde $ es el máximo del módulo de los valores propios en lazo cerrado de la reali-

mentación de estado.

En la realimentación de estado se obtuvo un par de valores propios complejos

conjugados (3.14), cuyo módulo es $ =
√

(−1.7898)2 + (2.9535)2 = 3.4535. Susti-

tuyendo este valor en la ecuación (3.26) se obtiene % = 0.0579, y por lo tanto el poli-

nomio Butterworth (3.25) es:

B2(s) = s2 + 24.4201s+ 298.1715 (3.27)

con ráıces complejas en σ = −12.2101 ± 12.2101i. Utilizando estas ráıces como los

polos en lazo cerrado, las matrices A, C y el comando place de Matlab, esto es:

place(A’, C’, σ).’, se obtiene la siguiente matriz de ganancia del observador (3.20):

K1 =

[
23.0201

254.4433

]
(3.28)

3.1.2.3 Observador robusto de alta ganancia singularmente perturbado

Un problema técnico del observador de estado clásico, es que es necesario conocer los

valores (constantes) de las matrices de la representación de estado. Como se vio en las

secciones 2.3.2 y 2.3.4 los parámetros a2 y a1 son variables (ver figuras 2.17 y 2.21), por

lo que el desempeño del observador clásico no será adecuado para nuestro caso. Para

resolver este inconveniente se utiliza un observador de alta ganacia, que prescinde del

conocimiento de los parámetros de las matrices.
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3.1. Descripción teórica

Considérese el siguiente observador ideal [9]:




0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · ·
0 · · · · 1 0




n×n︸ ︷︷ ︸
N

dw∞
dt

= w∞(t)−




1

0
...

0



n×1︸ ︷︷ ︸

Γ

z

ζo,∞ =
[

0 . . . 0 1
]

1×n
w∞

(3.29)

donde z, ζo,∞ y w∞ son la entrada, la salida y la variable descriptora, respectivamente

y n̄ = n− 1.

De aqúı se obtiene:

ζo,∞ =
dn̄z

dtn̄
(3.30)

Dado que, hasta ahora, no es factible sintetizar a este observador ideal, entonces se

utiliza la siguiente aproximación propuesta en [10, 11]:

[
dζ`
dt

εo
dζ∞
dt

]
=




−βo −εn̄+1
o 0 · · · 0

0
...

0

1

− (Mn̄ − Un̄)




[
ζ`

ζ∞

]
+




εn̄oq(1,2)

−Q0




1

0
...

0






z

ζ̂o,∞ = [ 1 0 · · · 0 ]ζ∞ −
1

εo
q(1,2)z

(3.31)

donde ζ` ∈ R1, ζ∞ ∈ Rn̄, y ζ̂o,∞ ∈ R1. βo y εo son dos números reales positivos.
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

Un̄ y Mn̄ son las siguientes matrices del filtro Butterworth [12]:

Un̄ =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 0 · · · 0
. . .

. . .

0 · · · · · · · · · 0 1

0 0 · · · · · · 0 0




,

Mn̄ =

{
BDM{M1, ...,Mn̄/2} , para n̄ par

BDM{M1, ...,M(n̄−1)/2, 1} , para n̄ impar
,

(3.32)

donde BDM{H1, H2, . . . , Hn} denota una matriz diagonal de bloques cuyos bloques

diagonales son {H1, H2, . . . , Hn}. Y cada bloque:

Mj =

[
sin θj 0

0 sin θj

]
+

[
0 0

cos2 θj 0

]
, θ1 = π/(2n̄),

θj+1 = θj + ∆θ , ∆θ = π/n̄ , j ∈ {1, . . . , n̄− 1}.

(3.33)

La matriz Q0 ∈ Rn̄×(n̄+1) se obtiene resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones

algebraicas:

Q0

(
1

εo
N

)
+ (Mn̄ − Un̄)−1Q0 = −(Mn̄ − Un̄)−1




0 · · · 0 0
...

...

0 · · · 0 1


 (3.34)

Con respecto a la existencia de solución de (3.34), obsérvese que los valores propios

del filtro Butterworth son todos diferentes y se ubican en un semićırculo de radio 1/εo,

en la mitad izquierda del plano complejo [12], esto es:

πB(λ) = det(λIn̄+(Mn̄−Un̄)) =





n̄/2∏
i=1

((λ+ sin θi)
2 + cos2 θi) , para n̄ par

(λ+ 1)
(n̄−1)/2∏
i=1

((λ+ sin θi)
2 + cos2 θi) , para n̄ impar

(3.35)

Por otro lado los valores propios de la matriz nilpotente, N , son todos nulos, por lo que:

σ(N) ∩ σ(Mn̄ − Un̄)−1 = ∅. Por lo tanto (3.34) tiene una única solución (ver sección

VIII §3 de [13]). Y el número q(1,2) corresponde a la entrada (1, 2) de la matriz Q0.
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3.1. Descripción teórica

En [10] se muestra que la aproximación (3.31) es externamente equivalente a la

conexión en cascada del observador ideal (3.29), con el siguiente filtro Butterworth:

[
dζ`
dt

εo
dζ∞
dt

]
=




−βo −εn̄+1
o 0 · · · 0

0
...

0

1

− (Mn̄ − Un̄)




[
ζ`

ζ∞

]
+




0

0

0
...

1



z

ζ̂o,∞ = [ 1 0 · · · 0 ]ζ∞

(3.36)

con condiciones iniciales: ζ`(0) ∈ R1 y ζ∞(0) ∈ Rn̄. También se muestra que existe

ε∗o ∈ (0, 1), tal que para cualquier εo ∈ (0, ε∗o), las respectivas funciones de transferencia

de (3.29), (3.36) y (3.31) son:2

FOI(s) = sn̄, FFB(s) =
(s+ βo)

(s+ βo)πB(s)
y FOSP (s) =

(s+ βo)s
n̄

(s+ βo)πB(s)
(3.37)

De aqúı se tiene:

lim
εo→0

FFB(s) = 1 y lim
εo→0

FOSP (s) = sn̄ (3.38)

También se prueba que:3.

ζ̂o,∞(t) = dn̄

dtn̄
z(t) + e−(βo+ε

n̄+1
o )tζ`(0) +O√εo

= ζn̄+1(t) + e−(βo+ε
n̄+1
o )tζ`(0) +O√εo ∀ t ≥ t∗

(3.39)

donde t∗ = O εo
sin θ1−

√
2εn̄+1
o

ln(1/
√
εo).

2Las siglas OI, FB y OSP significan Observador Ideal, Filtro Butterworth y Observador Singular-

mente Perturbado, respectivamente.
3Una función vectorial f(ε, t) ∈ Rn se dice que es O(ε) en un intervalo [t1, t2] si existen constantes

positivas K y ε∗ tal que ||f(ε, t)|| ≤ Kε ∀ε ∈ [0, ε∗], ∀t ∈ [t1, t2], ver [14].
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

Esto es, εo nos cuantifica la aproximación y βo nos da la velocidad de convergencia

(c.f. figura 3.1).

ÍNDICE GENERAL
0.7. CÁLCULO DEL OBSERVADOR SINGULARMENTE PERTURBADO




0 0 0
1 0 0
0 1 0


 dw∞

dt = w∞ −




1
0
0


 z

ζo,∞ =
[

0 0 1
]
w∞

FOI(s) = s2︸ ︷︷ ︸
Observador−Ideal

=⇒

dζℓ
dt = −βoζℓ − [ε3o 0]ζ∞

εo
dζ∞
dt =

[
0
1

]
ζℓ −

[
1√
2

−1
1
2

1√
2

]
ζ∞ +

[
0
1

]
ζo,∞

ζ̂o,∞ =
[

1 0
]
ζ∞

FFB(s) = (s+βo)

(s+βo)

[(
εos+

1√
2

)2
+

(
1
2
+

ε3o
s+βo

)] ; ĺım
εo→0

FFB(s) = 1

︸ ︷︷ ︸
F iltro−Butterworth

(198)

dζℓ
dt

= −βoζℓ − [ε3o 0]ζ∞ − εoz

εo
dζ∞
dt

=

[
0
1

]
ζℓ −

[
1√
2

−1
1
2

1√
2

]
ζ∞ −

[ √
2

ε2o

0

]
z

ζ̂o,∞ =
[
1 0

]
ζ∞ + 1

ε2o
z

FOSP (s) =
(s+βo)s2

(s+βo)

[(
εos+

1√
2

)2
+

(
1
2
+

ε3o
s+βo

)] ; ĺım
εo→0

FOSP (s) = s2

︸ ︷︷ ︸
Observador−Singularmente−Perturbado

(199)

66

Figura 3.1: Ejemplo ilustrativo para el caso n̄ = 2.

3.1.2.3.1 Diseño numérico Para obtener el observador dado en (3.31), se efectúan

los siguientes cálculos:

Para n̄ = n− 1 = 1, las matrices asociadas al filtro Butterworth son:

U1 = [0] (3.40)

M1 = BDM{1} para n̄ impar (3.41)

El determinante es:

πB(s) = det(sI + (Mn̄ − Un̄)) = s+ 1 (3.42)
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3.1. Descripción teórica

Para hallar la matriz Q0 ∈ R1×2 del observador (3.31), de la expresión (3.34) para n̄ = 1

se obtiene la siguiente ecuación:

[
q

1
q

2
+ 1
]

= − 1

εo

[
q

2
0
]

(3.43)

Igualando los términos del lado izquierdo a los del lado derecho se obtiene:

q
1

= − 1

εo
q

2
y q

2
+ 1 = 0 (3.44)

Del par de ecuaciones dadas en (3.44) se obtiene:

q
1

=
1

εo

q
2

= −1

(3.45)

Las expresiones dadas en (3.45) son las entradas de la matriz:

Q0 = [q
1

q
2
] =

[
1

εo
− 1

]
(3.46)

Empleando las matrices calculadas y sustituyendo en (3.31) se obtiene:

[
dζ`
dt

εo
dζ∞
dt

]
=

[
−βo −ε2

o

1 −(1− 0)

][
ζ`

ζ∞

]
+




(−1)εo

−
[

1
εo
−1

] [ 1

0

]

 z

ζ̂o,∞ = [ 1 ]ζ∞ −
1

εo
(−1)z

(3.47)

Siendo su representación de estado:

˙̂w = A∞ŵ +B∞z

ζ̂o,∞ = C∞ŵ +D∞z
(3.48)

donde:

A∞ =

[
−βo −ε2

o
1
εo

− 1
εo

]
, B∞ =

[
−εo
− 1
ε2o

]
,

C∞ =
[
0 1

]
, D∞ =

[
1
εo

]
.

(3.49)

ŵ =

[
ζ`(t)

ζ∞(t)

]
.
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

3.2 Discretización

Para sintetizar las leyes de control y/o observadores dinámicos, en el programa Simulink

que comanda a la tarjeta interfaz XBee (ver figura 2.3), es necesario escribir sus versiones

discretizadas. En el caso de los sistemas lineales representados por realizaciones de

estado, esta discretización se realiza de una manera exacta, por medio de la solución

expĺıcita de la ecuación de estado [15, 16].

Sea la siguiente representación de estado:

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

(3.50)

La solución de la ecuación de estado es:

x(t) = eAtx(0) +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (3.51)

Para t = kT y t = (k + 1)T, se tienen las siguientes expresiones:

x(kT) = eAkTx(0) +

∫ kT

0

eA(kT−τ)Bu(τ)dτ (3.52)

x((k + 1)T) = eA(k+1)Tx(0) +

∫ (k+1)T

0

eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ

= eATeAkTx(0) + eAT
∫ kT

0

eA(kT−τ)Bu(τ)dτ +

∫ (k+1)T

kT

eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ

(3.53)

Considerando (3.52), la expresión (3.53) se reescribe como:

x((k + 1)T) = eATx(kT) +

∫ (k+1)T

kT

eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ (3.54)

El retenedor de orden cero mantiene constante a las señales en el intervalo entre dos

instantes de muestreo consecutivos cualesquiera, es decir:

u(τ) = u(kT), kT ≤ τ < (k + 1)T (3.55)

Por lo que:

x((k + 1)T) = eATx(kT) +

(∫ (k+1)T

kT

eA((k+1)T−τ)Bdτ

)
u(kT) (3.56)
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3.2. Discretización

Con el cambio de variable en la integral de τ a η tal que η = (k + 1)T− τ , la ecuación

(3.56) se escribe como:

x((k + 1)T) = eATx(kT) +

(∫ T

0

eAηBdη

)
u(kT) (3.57)

Definiendo:
Φ = eAT

ΓB =

∫ T

0

eAηdηB
(3.58)

se obtiene las siguientes ecuaciones en diferencias estándar:

x((k + 1)T) = Φx(kT) + ΓBu(kT)

y(kT) = Cx(kT) +Du(kT)
(3.59)

3.2.1 Cálculo de la matriz exponencial y su integral

Para obtener el valor numérico de las expresiones dadas en (3.58), se deben calcular la

matriz exponencial eAt y su integral de 0 a T. Existen diferentes métodos para calcular

la matriz exponencial, el más simple es utilizar la forma canónica de Jordan (ver por

ejemplo [13, 17]).

Dada una matriz A, existe una transformación de cambio de base T , tal que:

TAT−1 = J = D +N (3.60)

donde D es una matriz diagonal, que contiene en su diagonal a los valores propios de A,

y N es una matriz nilpotente, i.e. existe γ ∈ N tal que Nγ = 0, de la siguiente forma:

D =




D1 0

D2

. . .

0 Dr




; N =




N1 0

N2

. . .

0 Nr




(3.61)

donde:

Di = λiIki ; Ni =




0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0




ki×ki

(3.62)
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

para r valores propios λi de multiplicidad ki. Los ı́ndices de nilpotencia de cada Ni son

γi, respectivamente.

Note que:

DN = ND (3.63)

Por lo que:

eJt = e(D+N)t = eDteNt (3.64)

donde:

eDt =




eλ1t

. . .

eλ1t

. . .

eλrt

. . .

eλrt




(3.65)

eNt =
∞∑

j=0

1

j!
(Nt)j

=

γ−1∑

j=0

1

j!
(Nt)j; γ = max{γ1, . . . , γr} (3.66)

De lo anterior se tiene:

eAt = TeJtT−1

= T

(
eDt +

γ−1∑

j=0

1

j!
(Nt)j

)
T−1 (3.67)

Para obtener la matriz Φ, se sustituye t por T en la expresión (3.67), esto es:

Φ = eAT = T

(
eDT +

γ−1∑

j=0

1

j!
(NT)j

)
T−1 (3.68)
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3.3. Aspectos prácticos

Con respecto al cálculo de la integral, se utiliza el comando int de Matlab, es decir:4

ΓB = int(expAt, t, 0,T) ∗B
expAt = eAt

(3.69)

3.3 Aspectos prácticos

3.3.1 Realimentación de estado LQR

Inicialmente se aplicó la ley de control (3.9) con la ganancia de realimentación F1 dada

en (3.14).5

Con el valor de F1 dado en (3.14), el PVTOL presentó oscilaciones que se incrementaban

en amplitud. Esto se debe a los valores variables de los parámetros a1 y a2 (ver figuras

2.17 y 2.21). Para evitar esto, las ganancias se ajustaron emṕıricamente hasta obtener

un comportamiento estable. El vector de realimentación de estado obtenido fue:

ū = ū1 − F1ζ; F1 =
[
−0.5 0.5

]
(3.70)

En la figura (3.2) se muestra el diagrama en Simulink para la realimentación de estado

(3.70)

4Dado que este comando entrega un valor en modo simbólico, es también necesario aplicar el

comando double.
5Para este caso se utilizó la estimación algoŕıtmica de velocidad de la sección 3.1.2.1.
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

z

ub

u

Interpreted
MATLAB Fcn

step si 1*t*g

Interpreted
MATLAB Fcn

ref_escalon

u1b

0.597

masa

g 

19

fe 

escalon

0.01

cm--m 

0.01

cm--m

t
g

uno

[0:0.1:1]*t*g

Terminator2

Terminator1

Scope8

Scope1

Reloj

Roll

Pitch

Yaw

VRoll

VPitch

VYaw

Z

zp

reloj_serial

Recepcion1

0

REF6

0

REF5

0

REF2

[0; 0; 0; 0]

REF1

0

Gain

 F1 0.5

-0.5

Control_attitude

Control_altura

GAS

Envio Cuadri Rotor1

Dz

Display1

Display

12:34

Digital Clock

Figura 3.2: Realimentación de estado; fe es el factor de escala obtenido en la subsección

2.3.1 y cm-m es la conversión a metros. El bloque [0:0.1:1]*t*g entrega una rampa de

arranque ascendente, para evitar reacciones bruscas del PVTOL. Se muestrea con el

peŕıodo: T = 0.01 [s].

En la figura 3.3 se muestran las respuestas obtenidas.
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0
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0.2

t [s]

z
[m

]

(a)

0 10 20 30 40 50
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0

0.05

0.1

0.15

0.2

t [s]

d
z

d
t
[m

/s
]

(b)

Figura 3.3: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado (3.70) con la

referencia: ū1 = 1; tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Posición z (z), (b) veloci-

dad dz
dt

(Dz).
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3.3. Aspectos prácticos
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Figura 3.4: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado (3.70). (a)

Habilitación de la acción de control (escalon), (b) Rampa de arranque con valor final:

g (g).
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Figura 3.5: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado (3.70). (a) Señal

ū (ub), (b) zoom de la señal ū (ub).

Una vez estabilizado el PVTOL, al sistema realimentado por (3.70) se le realizó un

procedimiento similar al de la sección 2.3.1, para determinar los valores reales de a2 y
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

a1 en este punto de operación. Obteniéndose:

dζ

dt
= A2ζ +B2ū1

z = C2ζ
(3.71)

donde:

A2 = A−BF1 =

[
0 1

−1.8172 −1.1194

]
, B2 = B =

[
0

0.2929

]
,

C2 = C =
[
1 0

]
.

(3.72)

A la representación de estado (A2, B2, C2) se le aplicó una segunda realimentación de

estado, F2, que minimice (3.10) con la asignación (3.13).

Obteniéndose:

P2 =

[
1.4298 0.2593

0.2593 0.5587

]
, F2 =

[
0.7594 1.6364

]
,

σ(A2 −B2F2) = {−0.7993± 1.1835i}.

(3.73)

3.3.2 Observador de estado clásico

Con respecto al observador de estado, es necesario conocer cual es nuestra repre-

sentación de estado real, en este punto de funcionamiento.

Dado que el sistema en lazo cerrado es (c.f. (3.71) y (3.72)):

dζ

dt
= (A−BF1)ζ +Bū1

z = Cζ
(3.74)

Igualando las representaciones (3.71) y (3.74), se tiene:

A2 = A−BF1

B2 = B

C2 = C

(3.75)
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3.3. Aspectos prácticos

De (3.75), se despejan las matrices A, B, C:

A = A2 +B2F1 =

[
0 1

−a2 −a1

]

B = B2 =

[
0

b

]

C = C2 =
[
1 0

]

(3.76)

Por lo que las matrices reales, en este punto de operación son (recordar (3.70)):

A =

[
0 1

−1.9637 −0.9730

]
, B =

[
0

0.2929

]
, C =

[
1 0

]
. (3.77)

Con estos valores reales, se rediseña al observador clásico (3.20). Obteniéndose:

˙̂
ζo,cl = A

F1K2
ζ̂o,cl +Bū+K2z (3.78)

donde A
F1K2

= (A−K2C) y la matriz de ganancia del observador son:

K2 =

[
9.1257

40.1486

]
, A

F1K2
=

[
−9.1257 1

−42.1122 −0.9730

]
. (3.79)

Para la discretización del observador de estado (3.78), se utiliza el procedimiento

descrito en la sección 3.2, obteniéndose la siguiente ecuación en diferencias:

ζ̂o,cl((k + 1)T) = Φ2ζ̂o,cl(kT) + ΓB2ū(kT) + ΓK2z(kT) (3.80)

donde (se muestrea con el peŕıodo: T = 0.01 [s]):

Φ2 = e
A
F1K2

T
=

[
0.9108 0.0095

−0.4002 0.9883

]

ΓB2 =

∫ T

0

e
A
F1K2

η
dηB2 =

[
1.4

291.2

]
× 10−5

ΓK2 =

∫ T

0

e
A
F1K2

η
dηK2 =

[
0.0891

0.3807

]
(3.81)
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Caṕıtulo 3. Control lineal clásico: realimentación de estado

3.3.3 Observador singularmente perturbado

Utilizando el procedimiento de la sección 3.2, se discretiza el observador singularmente

perturbado (3.48) y (3.49), de esto se obtienen las siguientes ecuaciones en diferencias:

ŵ((k + 1)T) = Φ∞ŵ(kT) + ΓB∞z(kT)

ζ̂o,∞(kT) = C∞ŵ(kT) +D∞z(kT)
(3.82)

donde (se muestrea con el peŕıodo: T = 0.01 [s]):

Φ∞ = eA∞T

ΓB∞ =

∫ T

0

eA∞ηdηB∞
(3.83)

Con respecto a βo, conservadoramente se consideró:

βo =
1

εo
(3.84)

3.3.4 Resultados experimentales

3.3.4.1 Realimentación utilizando medición directa del estado

En la figura 3.6 se muestra el diagrama en Simulink para la realimentación de estado

(c.f. (3.73)):

ū1 = r − F2ζ, F2 =
[
0.7594 1.6364

]
(3.85)

y el observador de estado (3.80) y (3.81).
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Figura 3.6: Diagrama de la realimentación de estado, observador de estado clásico y

observador singularmente perturbado.

En las figuras 3.7 y 3.8 se muestran las señales obtenidas al emplear la realimentación

(3.85), utilizando medición directa del estado.
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Figura 3.7: Respuestas obtenidas con la realimentación (3.70) y (3.85) con la referencia

r = 1.5; utilizando medición directa del estado; tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a)

Posición z (z), (b) velocidad dz
dt

(Dz).
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Figura 3.8: Respuestas obtenidas con la realimentación (3.70) y (3.85), utilizando

medición directa del estado. (a) Señal ū = r − (F1 + F2)ζ (ub), (b) zoom de la señal

ū (ub).

En las figuras 3.9 y 3.10 se muestran las señales obtenidas al emplear la reali-

mentación (3.85), utilizando medición directa del estado.
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Figura 3.9: Respuestas obtenidas con la realimentación (3.70) y (3.85) con la referencia

r = 4; utilizando medición directa del estado; tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a)

Posición z (z), (b) velocidad dz
dt

(Dz).
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ū

(a)

0 10 20 30 40 50
3.5

4

4.5

t [s]

ū
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Figura 3.10: Respuestas obtenidas con la realimentación (3.70) y (3.85), utilizando

medición directa del estado. (a) Señal ū = r − (F1 + F2)ζ (ub), (b) zoom de la señal

ū (ub).

3.3.4.2 Realimentación utilizando un estimado del estado

En la figura 3.11 se muestra el diagrama en Simulink del observador de estado clásico,

dado por (3.80) y (3.81).

2
zg2

1
zg11

z z

1

zg_o_cl((k+1)T)-->zg_o_cl(kT)

expmAFK* u

GammaK

GammaB2
ub

Figura 3.11: Observador de estado clásico (3.80) y (3.81), donde: expmAFK = Φ2,

GammaB = ΓB2 y GammaK = ΓK2 .

En las figuras 3.12, 3.13 y 3.14 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la

realimentación de estado estimado, con la referencia r = 1.5, (ver figuras 3.6 y 3.11).
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Figura 3.12: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 1.5 y tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Posición z (z),

(b) posición estimada ζ̂1 (zg1).
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Figura 3.13: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 1.5. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad estimada ζ̂2 (zg2).
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ū

(a)

0 10 20 30 40 50
1.4985

1.499

1.4995

1.5

1.5005

t [s]

ū

(b)

Figura 3.14: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 1.5. (a) Señal ū (ub), (b) zoom de la señal ū (ub).

En las figuras 3.15, 3.16 y 3.17 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la

realimentación de estado estimado, con la referencia r = 4, (ver figuras 3.6 y 3.11).
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Figura 3.15: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 4 y tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Posición z (z),

(b) posición estimada ζ̂1 (zg1).
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Figura 3.16: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 4. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad estimada ζ̂2 (zg2).
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Figura 3.17: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado estimado (3.80) y

(3.81); con la referencia r = 4. (a) Señal ū (ub), (b) zoom de la señal ū (ub).

Nótese que en las figuras 3.12, 3.13, 3.15 y 3.16 los estados estimados ζ̂1 y ζ̂2 pre-

sentan un corrimiento vertical. Esto es más notorio en la señal ζ̂2.
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3.3.4.3 Observador singularmente perturbado

En la figura 3.18 se muestra el diagrama en Simulink del observador singularmente

perturbado, dado en (3.82).

1
zeta_o_infz

1

w((k+1)T)-->w(kT)

expmAiT* u

GammaBi

Di

Ci* u1
z

Figura 3.18: Implementación del observador singularmente perturbado (3.49), (3.82) y

(3.83), donde: expmAiT = Φ∞, GammaBi = ΓB∞ , Ci = C∞ y Di = D∞.

En la figura 3.19 se muestran las graficas obtenidas empleando la estimación al-

goŕıtmica: método de Euler, (3.17) y (3.18), y el observador singularmente perturbado,

(3.49), (3.82) y ( 3.83). Para este último se emplearon valores de εo igual a 0.1, 0.25 y

0.5, (recordar (3.84)).
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10 15 20 25
−0.1

0

0.1

0.2

t [s]

εo = 0.1

 

 
dz
dt

ζ̂o,∞

10 15 20 25
−0.1

0

0.1

0.2

t [s]

εo = 0.25

 

 
dz
dt

ζ̂o,∞

10 15 20 25
−0.1

0

0.1

0.2

t [s]

εo = 0.5

 

 
dz
dt

ζ̂o,∞

Figura 3.19: Comparación de dz
dt

y ζ̂o,∞ obtenidas con la estimación algoŕıtmica: método

de Euler, (3.17) y (3.18), y el observador singularmente perturbado, (3.49), (3.82), (

3.83) y (3.84), respectivamente, con diferentes valores de εo.

En la figura 3.20 se muestra el error de observación |dz
dt
− ζ̂o,∞| para las señales

presentadas en la figura 3.19.
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Figura 3.20: Errores de observación |dz
dt
− ζ̂o,∞| para εo = 0.1, 0.25 y 0.5, (c.f. figura

3.19)

Nótese en la figura 3.19 que al aumentar εo, la señal observada ζ̂o,∞ disminuye en

amplitud, es más suave y presenta un desfasamiento de la señal dz
dt

. De las figuras 3.19

y 3.20 podemos observar que la señal ζ̂o,∞ que más se aproxima a dz
dt

corresponde a

εo = 0.25. Por lo que se selecciona εo = 0.25. Entonces las matrices (3.83) serán:

Φ∞ =

[
0.9608 −0.0006

0.0384 0.9608

]

ΓB∞ =

[
−0.0024

−0.1569

] (3.86)

3.4 Conclusiones

En este caṕıtulo, como primer ensayo, se aplicó el esquema clásico de control lineal,

realimentación de estado con observador de estado.

Este esquema clásico de control no funcionó adecuadamente debido al comportamiento
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no lineal de los coeficientes a1 y a2, ver figuras 2.17 y 2.21.

Los problemas enfrentados en este ensayo fueron los siguientes:

1) Fue necesario resintonizar emṕıricamente la realimentación de estado, para evitar

respuestas violentas.

2) Esta resintonización tiene que hacerse para cada altura deseada.

3) La señal de referencia es también ajustada emṕıricamente.

En este caṕıtulo también se analizó la cuestión de observación de estado.

Primero se utilizó un observador de estado clásico, el cual no funcionó adecuadamente

debido a la incertidumbre del modelo.

Para evitar los problemas ligados a la incertidumbre del modelo, se recurrió a un

observador de estado de alta ganancia, basado en una aproximación suave de la derivada.

Finalmente en este caṕıtulo se abordó la cuestión de la discretización de una repre-

sentación de estado dada.
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Caṕıtulo 4

Control robusto de alta ganancia

En este caṕıtulo se propone un control lineal robusto de altitud para el PVTOL.

El esquema de control lineal robusto propuesto, se basa en técnicas de perturbaciones

singulares. Este esquema es una aproximación de una ley de control derivativa, el cual

atenúa las incertidumbres mediante un parámetro εc, el cual al tender a cero se tiende

a la solución ideal, eliminando a la incertidumbre.

Para esto se procede de la manera siguiente:

1) En la sección 4.1 se da una descripción teórica.

2) En la sección 4.2 se analiza al controlador cuando se aplica a un sistema de segundo

orden.

3) En la sección 4.3 se discretiza al controlador.

4) En la sección 4.4 se muestran aspectos prácticos, aśı como también los resultados

de laboratorio.

5) En la sección 4.5 se concluye.

4.1 Descripción teórica

Considere un sistema lineal variante en el tiempo de una entrada y una salida, cuya

dinámica está representada por la siguiente ecuación diferencial:

dn

dtn
y(t) + a1(t)

dn−1

dtn−1
y(t) + · · ·+ an−1(t)

d

dt
y(t) + an(t)y(t) = b(t)u(t) (4.1)
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donde los parámetros variantes en el tiempo son desconocidos y sólo se conoce sus cotas.

Con condiciones iniciales y(t0), d
dt
y(t0), · · · , dn−1

dtn−1y(t0).

Los coeficientes ai(t) y b(t), son tales que:

H1 ai(t) ∈ C∞, ∀i = 1, . . . , n, funciones reales continuas desconocidas, tal que

‖ai(t)‖ ≤ L0,a y ‖dai(t)
dt
‖ ≤ L1,a.

H2 b(t) ∈ C∞ es una función real continua positiva desconocida, que satisface: 0 <

b1 ≤ b(t) ≤ b2 y ‖db(t)
dt
‖ ≤ c.

Definiendo las siguientes variables de estado: ζ =
[
ζ1 ζ2 · · · ζn

]T
=

[
y d

dt
y · · · dn−1

dtn−1y
]T

, se obtiene la siguiente ecuación de estado lineal variante en el

tiempo:
d
dt
ζ(t) = A(t)ζ(t) +B(t)u(t)

y(t) = Cζ(t)
(4.2)

donde:

A(t) =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−an(t) −an−1(t) · · · · −a1(t)



, B(t) =




0
...

0

b(t)



,

C =
[
1 0 · · · 0

]
.

(4.3)

y la condición inicial es ζ(t0) =
[
y(t0) d

dt
y(t0) · · · dn−1

dtn−1y(t0)
]T

.

Se desea que el comportamiento en lazo cerrado, esté determinado por la siguiente

ecuación diferencial ordinaria (EDO):

dn

dtn
y(t) + ā1

dn−1

dtn−1
y(t) + · · ·+ ān−1

d

dt
y(t) + āny(t) = r(t) (4.4)

En el caso de que los coeficientes a1(t), . . . , an(t) y b(t) sean conocidos entonces una

solución trivial, es:

u(t) =
1

b(t)

([
(−ān + an(t)) · · · (−ā1 + a1(t))

]
ζ(t) + r(t)

)
(4.5)
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En el caso de que los coeficientes sean desconocidos, y asumiendo que la diferenciación

y los lazos algebraicos sean permitidos, entonces una solución ideal seŕıa [18]:

u(t) =
1

b(t)

(
d

dt
+ βc

)(
d

dt
ζn +

[
ān · · · ā1

]
ζ(t)− r(t)

)
+ (1− εc)u(t) (4.6)

donde βc > 0 y 0 < εc << 1. Sustituyendo (4.6) en (4.2) y (4.3) se obtiene:

εcb(t)u(t) =

(
d

dt
+ βc

)(
d

dt
ζn +

[
ān · · · ā1

]
ζ(t)− r(t)

)
(4.7)

Cuando εc → 0, entonces:

d

dt
ζn +

[
ān · · · ā1

]
ζ(t)− r(t) = ke−βct (4.8)

esto es:

d

dt
ζ(t) =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−ān −ān−1 · · · · −ā1



ζ(t) +




0

0
...

0

1




(r(t) + ke−βct) (4.9)

En [10] los autores proponen una aproximación singularmente perturbada a la solución

ideal (4.6), compuesta por:

Controlador singularmente perturbado:

εcu(t) =
[
0 · · · 0 −1

]
ζ(t) +

[
1 0

] [ xn(t)

xn+1(t)

]
(4.10)

Modelo de referencia:

d

dt

[
xn(t)

xn+1(t)

]
=

[
−ān · · · −ā2 −ā1 + (1 + `)

0 · · · 0 −(βc − 1)

]
ζ(t)

+

[
−(1 + `) −`
(βc − 1) −βc

][
xn(t)

xn+1(t)

]
+

[
1

0

]
r(t)

(4.11)

donde r es la señal de referencia, βc, τ y εc son parámetros positivos y ` = 1/τ − βc.
Los parámetros ā1, . . . , ān son los coeficientes del polinomio Hurwitz deseado:

p(λ) = λn + ā1λ
n−1 + · · ·+ ān−1λ+ ān (4.12)
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los cuales se eligen tal que:

βc > max{−<e(λ) | p(λ) = 0}, ā1+βc > 1, −L0,a−ā1+1−βc+1/τ > 0 (4.13)

El objetivo del modelo de referencia es asignar la dinámica en lazo cerrado, tal que su

comportamiento sea un sistema lineal invariante en el tiempo con el polinomio Hurwitz

caracteŕıstico p(λ), (4.12), y asigna una velocidad de convergencia exponencial βc a la

dinámica deseada. El objetivo del controlador singularmente perturbado es cambiar la

base de la representación de estado del sistema, para obtener un modelo singularmente

perturbado, y para acoplar la dinámica deseada, por un orden εc.

Note que, cuando εc = 0 en (4.10) y (4.11), se obtiene (4.8), esto es:

ζn = xn(t) (4.14)

d

dt
ζn +

[
ān · · · ā2 ā1

]
ζ(t)− r(t) = −`xn+1(t) (4.15)

(
d

dt
+ βc

)
xn+1(t) = 0 (4.16)

Sustituyendo (4.15) en (4.16) se obtiene:

(
d

dt
+ βc

)(
d

dt
ζn +

[
ān · · · ā2 ā1

]
ζ(t)− r(t)

)
= 0 (4.17)

En [10] se demuestran las siguientes afirmaciones (ver Teorema 1, Lema 1 y Teorema 2

de [10]).

Teorema 1 ([10])

1) El modelo singularmente perturbado en lazo cerrado es (xi(t) = ζi(t), para i ∈
{1, 2, . . . , n− 1} y ξ(t) = ζn(t)):

dx
dt

(t) = A11x(t) + A12ξ(t) +B1r(t)

εc
dξ
dt

(t) = A21(εc, t)x(t) + A22(εc, t)ξ(t)
(4.18)

donde las matrices A11 ∈ R(n+1)×(n+1), A12 ∈ R(n+1)×1, B1 ∈ R(n+1)×1, A21(εc, t) ∈
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R1×(n+1), A22(εc, t) ∈ R, están definidas de la siguiente manera:

A11 =




0 1 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 1 0 0

0 0 · · · 0 0 0

−ān −ān−1 · · · −ā2 −(1 + `) `

0 0 · · · 0 (βc − 1) −βc




(4.19)

A12 =




0
...

1

−ā1 + (1 + `)

−(βc − 1)



, B1 =




0
...

0

1

0




(4.20)

A21(εc, t) =
[
−εcan(t) · · · −εca2(t) b(t) 0

]

A22(εc, t) = [−εca1(t)− b(t)]
(4.21)

2) Existen K, βc > 0, tales que ‖ exp(A0θ)‖ ≤ Ke−βcθ, ā1+βc > 1 y τ < 1/(ā1+βc−1),

entonces existe ε∗c > 0 tal que para todo εc ∈ (0, ε∗c) el sistema:

dx
dt

(t) = A11x(t) + A12ξ(t)

εc
dξ
dt

(t) = A21(εc, t)x(t) + A22(εc, t)ξ(t)
(4.22)

es uniformemente asintóticamente estable.

3) El sistema singularmente perturbado (4.22), es uniformemente asintóticamente estable

para toda εc ∈ (0, ε∗1), donde:

ε∗1 =
βcb1

βcM̄2 +KM̄1M̄3

(4.23)

M̄1 =
√

1 + (ān − 1/τ)2 + 2(1− βc)2

M̄2 = | ān + βc − 1/τ − 1 |
M̄3 =

√∑n
i=1 ā

2
i + (βc − 1/τ)2

(4.24)
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4) Existe ε∗c > 0 tal que para toda εc ∈ (0, ε∗c ] las siguientes expresiones se mantienen

uniformemente en t ∈ [t0, tf ]:

x(t) = xs(t) +O(εc) (4.25)

ξ(t) = −A−1
22 (t)A21(t)xs(t) + ξf

(
t− t0
εc

)
+O(εc) (4.26)

donde la variable suave xs corresponde a la dinámica lenta, la cual es solución de:

dxs
dt

(t) = A0xs(t) +B1r(t)

A0 = A11 − A12A
−1
22 (0, t)A21(0, t)

(4.27)

y la dinámica de aproximación ξf a la solución suave xs, está determinada por la

EDO:
d
dτ
ξf (τ) = A22(0, t0)ξf (τ) (4.28)

con condiciones iniciales xs(t0) = x0 y ξf (0) = A−1
22 (0, t0)A21(t0)x0 + ξ0.

4.2 Análisis del caso de un sistema mecánico de

segundo orden

4.2.1 Ley de control

Para un sistema de segundo orden, n = 2, las expresiones (4.10) y (4.11) se escriben

como:

εcu(t) =
[
0 −1

]
ζ(t) +

[
1 0

] [x2(t)

x3(t)

]
(4.29)

d

dt

[
x2(t)

x3(t)

]
=

[
−ā2 −ā1 + (1 + `)

0 −(βc − 1)

]
ζ(t) +

[
−(1 + `) −`
(βc − 1) −βc

][
x2(t)

x3(t)

]
+

[
1

0

]
r(t) (4.30)

El controlador singularmente perturbado (4.29) y el modelo de referencia (4.30) se

pueden reescribir mediante la siguiente representación de estado:

ẋmrc = Amrcxmrc +Bmrcumrc

u =
1

εc
Cmrcxmrc +

1

εc
Dmrcumrc

(4.31)
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donde:

Amrc =

[
−(1 + `) −`
(βc − 1) −βc

]
, Bmrc =

[
−ā2 −ā1 + (1 + `) 1

0 −(βc − 1) 0

]
,

Cmrc =
[

1 0
]
, Dmrc =

[
0 −1 0

]
,

xmrc =

[
x2(t)

x3(t)

]
, umrc =

[
ζ(t)

r(t)

]
.

(4.32)

4.2.2 Sistema en lazo cerrado

Dado que x1(t) = ζ1(t) y ξ(t) = ζ2(t), esto es:

ζ(t) =

[
x1(t)

ξ(t)

]
(4.33)

Entonces, al derivar (4.33) y considerando (4.2) y (4.3) se obtienen:

d

dt
x1(t) = ζ2(t) = ξ(t) (4.34)

d

dt
ξ(t) = −a2(t)x1(t)− a1(t)ξ(t) + b(t)u(t) (4.35)

De (4.29) y (4.33) se obtiene:

εcu(t) = −ξ(t) + x2(t) (4.36)

A partir de (4.30) y considerando (4.33) se obtienen:

d

dt
x2(t) = −ā2x1(t)− (ā1 + (1 + `))ξ(t)− (1 + `)x2(t)− `x3(t) + r(t) (4.37)

y
d

dt
x3(t) = −(βc − 1)ξ(t) + (βc − 1)x2(t)− βcx3(t) (4.38)

De (4.2) y (4.33) se tiene:

y(t) = x1(t) (4.39)

La expresión (4.35) se multiplica por εc y se utiliza (4.36):

εc
d

dt
ξ(t) = −εca2(t)x1(t)− εca1(t)ξ(t)− b(t)ξ(t) + b(t)x2(t) (4.40)
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De (4.34), (4.37) y (4.38) se obtiene:

d

dt
x(t) = A11x(t) + A12ξ(t) +B1r(t) (4.41)

Reescribiendo (4.40) se obtiene:

εc
d

dt
ξ(t) = A21(εc, t)x(t) + A22(εc, t)ξ(t) (4.42)

Y (4.39) se reescribe como:

y(t) = C1x(t) (4.43)

donde (c.f. (4.19), (4.20) y (4.21)):

A11 =




0 0 0

−ā2 −(1 + `) −`
0 (βc − 1) −βc


 (4.44)

A12 =




1

−ā1 + (1 + `)

−(βc − 1)


 , B1 =




0

1

0


 (4.45)

A21(εc, t) =
[
−εca2(t) b(t) 0

]

A22(εc, t) = [−εca1(t)− b(t)]
(4.46)

C1 =
[

1 0 0
]
, x(t) =



x1(t)

x2(t)

x3(t)


 (4.47)

4.2.3 Propiedades para el caso εc = 0

Haciendo εc = 0, de (4.41) y (4.42) se tiene:

d
dt
x(t) = A11x(t) + A12ξ(t) +B1r(t)

0 = A21(0, t)x(t) + A22(0, t)ξ(t)
(4.48)

De la segunda ecuación de (4.48) se obtiene (recordar H2):

ξ(t) = −A−1
22 (0, t)A21(0, t)x(t) (4.49)
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Sustituyendo este resultado en la primera ecuación de (4.48) se obtiene:

d

dt
x(t) = A0x(t) +B1r(t) (4.50)

donde:

A0 = A11 − A12A
−1
22 (0, t)A21(0, t) (4.51)

A partir de las matrices dadas en (4.44)–(4.46) se obtiene:

A0 =




0 1 0

−ā2 −ā1 −`
0 0 −βc


 (4.52)

4.2.3.1 Polos en lazo cerrado

Los polos en lazo cerrado están determinados por el polinomio caracteŕıstico de A0,

esto es:

π0(s) = det(sI− A0) = (s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2) (4.53)

4.2.3.2 Ceros del sistema

La matriz sistema es:

Σ0(s) =

[
(sI− A0) B1

−C1 0

]
=




s −1 0 0

ā2 s+ ā1
1
τ
− βc 1

0 0 s+ βc 0

−1 0 0 0




(4.54)

Los ceros del sistema están determinados por el determinante de la matriz sistema, esto

es:

σ0(s) = det Σ0(s) = s+ βc (4.55)

4.2.3.3 Función de transferencia

La función de transferencia es:

F0(s) = C1(sI− A0)−1B1 =
s+ βc

(s+ βc)(s2 + ā1s+ ā2)
(4.56)
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4.2.4 Propiedades para el caso εc > 0

De (4.41) y (4.42) se obtiene:

d
dt
x(t) = A11x(t) + A12ξ(t) +B1r(t)

d
dt
ξ(t) = 1

εc
A21(εc, t)x(t) + 1

εc
A22(εc, t)ξ(t)

(4.57)

Las expresiones dadas en (4.57) se reescriben como:

d

dt

[
x(t)

ξ(t)

]
= Aεc

[
x(t)

ξ(t)

]
+Bεcr(t) (4.58)

y

y(t) = Cεc

[
x(t)

ξ(t)

]
(4.59)

donde

Aεc =

[
A11 A12

1
εc
A21

1
εc
A22

]
, Bεc =

[
B1

0

]
, Cεc =

[
C1 0

]
. (4.60)
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4.2.4.1 Polos en lazo cerrado

Los polos en lazo cerrado están determinados por el polinomio caracteŕıstico de Aεc ,

esto es:1

πεc(s) = εcτ det(sI− Aεc)
= bτ(s3 + ā2s+ ā1s

2 + βcs
2 + ā2βc + ā1βcs)

+εc

(
τs4 + (1 + τ + τa1)s3 + (a1 − 1 + 2βc + τa1 + τa2 + 2τβc − 2τβ2

c )s
2

+(a2 − a1 + 2βca1 + τa2 − 2τβ2
ca1 + 2τβca1)s

+(2βca2 − a2 − 2τβ2
ca2 + 2τβca2)

)

= bτ(s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2)

+εc

(
τs4 + (1 + τ(1 + a1))s3 + (τa2 + (1 + τ)a1)s2 + (1 + τ)a2s

+((2βc − 1)− 2τβc(βc − 1))(s2 + a1s+ a2)
)

= bτ(s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2)

+εc

(
τs2(s2 + a1s+ a2) + (1 + τ)s(s2 + a1s+ a2)

+(2βc − 1− 2τβ2
c + 2τβc)(s

2 + a1s+ a2)
)

= bτ(s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2)

+εcτ

(
s2 +

(
1 +

1

τ

)
s+

(
2βc

(
1 +

1

τ

)
− 2β2

c −
1

τ

))
(s2 + a1s+ a2)

(4.61)

La expresión obtenida en (4.61) se iguala a cero:

bτ(s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2)

+ εcτ

(
s2 +

(
1 +

1

τ

)
s+

(
2βc

(
1 +

1

τ

)
− 2β2

c −
1

τ

))
(s2 + a1s+ a2) = 0 (4.62)

Las ráıces de (4.62) se determinan mediante el lugar de las ráıces; para esto a la ecuación

(4.62) se le lleva a la forma canónica GH, esto es:

GH =
b

εc

(s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2)(

s2 +
(
1 + 1

τ

)
s+

(
2βc
(
1 + 1

τ

)
− 2β2

c − 1
τ

))
(s2 + a1s+ a2)

(4.63)

1Para los valores variables, a1(t) y a2(t) provenientes de (4.46), se asumirá en este análisis que

tienen valores constantes, pero desconocidos, a1 y a2, respectivamente.
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De (4.63) se observa que el lugar de las ráıces parte de las ráıces del polinomio descono-

cido, s2 + a1s + a2, y llega al polinomio propuesto, s2 + ā1s + ā2. Por lo que cuando

εc → 0 se tienen las ráıces deseadas del polinomio Hurwitz s2 + ā1s + ā2 (junto con

la dinámica βc de la convergencia de aproximación). En la figura 4.1 se ilustra este

comportamiento.
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Figura 4.1: Lugar de las ráıces obtenidos con los valores: εc = 0.05, βc = 1
εc

= 20,

τ = 0.0497 y ` = 0.1053. Siendo los polinomios s2 + ā1s + ā2 = (s + c1)(s + c2),

c1 = −0.7993 + 1.1835i, c2 = −0.7993 − 1.1835i; s2 + a1s + a2 = (s + p1)(s + p2),

p1 = p2 = 0; s2 +
(
1 + 1

τ

)
s+

(
2βc
(
1 + 1

τ

)
− 2β2

c − 1
τ

)
= (s+ p3)(s+ p4), p3 = −1.2117,

p4 = −19.8936.

4.2.4.2 Ceros del sistema

La matriz sistema es:

Σεc(s) =

[
(sI− Aεc) Bεc

−Cεc 0

]
=




s 0 0 −1 0

ā2 s− βc + 1
τ

+ 1 1
τ
− βc ā1 + βc − 1

τ
− 1 1

0 1− βc s+ βc βc − 1 0

a2
−βc
εc

0 s+ (b+a1εc)
εc

0

−1 0 0 0 0




(4.64)
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Los ceros del sistema están determinados por el determinante de la matriz sistema, esto

es:

σεc(s) = det Σεc(s) =
b(s+ βc)

εc
(4.65)

4.2.4.3 Función de transferencia

La función de transferencia se encuentra dividiendo el polinomio σεc(s), de la ecuación

(4.65), con el polinomio correspondiente a los polos encontrados por el lugar de las

ráıces de (4.63), para un valor particular de εc. Como ya se hizo notar anteriormente,

cuando εc → 0 los polos de lazo cerrado tienden a los ceros de GH, es decir, el polinomio

de los polos en lazo cerrado, tiende a (s+ βc)(s
2 + ā1s+ ā2) (ver (4.63)).

4.3 Discretización

Para discretizar la representación de estado (4.31), se emplea el procedimiento descrito

en la sección 3.2; con esto se obtienen las siguientes ecuaciones en diferencias:

xmrc((k + 1)T) = Φmrcxmrc(kT) + ΓBmrcumrc(kT)

u(kT) =
1

εc
Cmrcxmrc(kT) +

1

εc
Dmrcumrc(kT)

(4.66)

donde:
Φmrc = eAmrcT

ΓBmrc =

∫ T

0

eAmrcηdηBmrc

(4.67)

4.4 Resultados experimentales

En la figura 4.2 se muestra el diagrama en Simulink para el observador singularmente

perturbado, el controlador singularmente perturbado y el modelo de referencia.
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Figura 4.2: Diagrama en Simulink para el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia.

En la figura 4.3 se muestra el diagrama para el controlador singularmente perturbado

y el modelo de referencia.

1
uz

1

xmrc((k+1)T)-->xmrc(kT)

expmA_mrcT* uvec

GammaBmrc* uvec

Dmrc* uvec

Cmrc* uvec 1/eps_mrc1
umrc

Figura 4.3: Controlador singularmente perturbado y modelo de referencia, (4.66) y

(4.67), donde: expmA mrcT = Φmrc, GammaBmrc = ΓBmrc , Cmrc = Cmrc, Dmrc = Dmrc

y 1/eps mrc = 1
εc

, (ver (4.67) y (4.32)).

Para el modelo de referencia (4.30) los parámetros ā1 y ā2 se eligieron igual a los

coeficientes del polinomio Hurwitz correspondiente al espectro obtenido en la sección
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3.3.1 (ver (3.73)).

p(λ) = λ2 + 1.5987λ+ 2.0396 (4.68)

Del polinomio Hurwitz (4.68), se tiene ā1 = 1.5987 y ā2 = 2.0396.

Entonces la primera condición de suficiencia dada en (4.13), es (ver (3.73)):

βc > max{−<e(λ) | p(λ) = 0} = 0.7993 (4.69)

La segunda condición de suficiencia dada en (4.13) es:

βc > 1− ā1 = −0.5987 (4.70)

La tercera condición de suficiencia dada en (4.13) es:

1− βc + 1/τ > L0,a + ā1 (4.71)

Para satisfacer (4.71) se propone la siguiente relación

1− βc + 1/τ =
βc + α

βc − α
(4.72)

Entonces de (4.71) y (4.72) se tiene:

α > βc
(L0,a − ā1)− 1

(L0,a + ā1) + 1
(4.73)

Si se considera al PVTOL como un doble integrador, se tiene: L0,a = 0, y si se

consideran las variaciones observadas en las secciones 2.3.2 y 2.3.4 se tiene (ver figuras

2.17 y 2.21): L0,a = 11.5.

En la tabla 4.1 se muestran los cálculos para diferentes valores de βc.

L0,a = 0 L0,a = 11.5

βc = 10 α > 2.3038 1/τ = 10.5987

βc = 20 α > 4.6077 1/τ = 20.5987

βc = 30 α > 6.9115 1/τ = 30.5987

βc = 10 α > 8.5814 1/τ = 22.0987

βc = 20 α > 17.1629 1/τ = 32.0987

βc = 30 α > 25.7443 1/τ = 42.0987

Tabla 4.1: Tabla de valores para diferentes βc considerando L0,a = 0 y L0,a = 11.5, (c.f.

(4.73) y (4.72)).

Experimentalmente se observó que el valor de 1/τ tiene que ser ligeramente mayor

a β para evitar respuestas abruptas. Por lo que a partir de los valores de la tabla

4.1, se ajustó el valor de 1/τ para obtener respuestas suaves, obteniendose los valores

experimentales de la tabla 4.2.
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εc = 0.5 βc = 10 1/τ = 10.22

εc = 0.5 βc = 20 1/τ = 20.10

εc = 0.5 βc = 30 1/τ = 30.07

Tabla 4.2: Tabla de valores para diferentes βc.

De (4.68) y de la tabla 4.2, las matrices (4.67) numéricamente son iguales a:

Φmrc =

[
0.9889 −0.0009

0.1712 0.8186

]

ΓBmrc =

[
−0.0203 −0.0048 0.0099

−0.0018 −0.1726 0.0009

] (4.74)

Para el tiempo de muestreo T = 0.01 [s], εc = 0.5, βc = 20 y 1/τ = 20.10.

En las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la

realimentación de estado (3.70) y (3.85). La velocidad es estimada con el observador

singularmente perturbado (3.82), (3.83) y (3.86).2
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Figura 4.4: Respuesta obtenida con la realimentación de estado (3.70) y (3.85) y el

observador singularmente perturbado (3.82), (3.83) y (3.86). La referencia es: 0.5r = 4.

El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s]. Posición z (z).

2En ambos casos, las referencias se multiplican por un factor de escala para tener un estado per-

manente de 0.2 [m].
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Figura 4.5: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado (3.70) y (3.85) y el

observador singularmente perturbado (3.82), (3.83) y (3.86). La referencia es: 0.5r = 4.

El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s]. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad estimada

ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 4.6: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado (3.70) y (3.85) y el

observador singularmente perturbado (3.82), (3.83) y (3.86). La referencia es: 0.5r = 4.

El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s]. (a) Señal ū (ub), (b) zoom de la señal ū (ub).

En las figuras (4.7), (4.8) y (4.9) se muestran las gráficas obtenidas al utilizar el

controlador singularmente perturbado y el modelo de referencia (ver (4.66) y (4.67)).
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Figura 4.7: Respuesta obtenida con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia, (4.66), (4.67) y (4.74); con: εc = 0.5, βc = 20, 1/τ = 20.10,

` = 0.1, ā1 = 1.5987 y ā2 = 2.0396; el observador singularmente perturbado (3.82),

(3.83) y (3.86). La referencia es: 0.36r = 2.88. El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s].

Posición z (z).
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Figura 4.8: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia, (4.66), (4.67), (4.74); con: εc = 0.5, βc = 20, 1/τ = 20.10,

` = 0.1, ā1 = 1.5987 y ā2 = 2.0396; el observador singularmente perturbado (3.82),

(3.83) y (3.86). La referencia es: 0.36r = 2.88. El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s].

(a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 4.9: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia, (4.66), (4.67) y (4.74); con: εc = 0.5, βc = 20, 1/τ = 20.10,

` = 0.1, ā1 = 1.5987 y ā2 = 2.0396; el observador singularmente perturbado (3.82),

(3.83) y (3.86). La referencia es: 0.36r = 2.88. El tiempo de muestreo es: T = 0.01 [s].

(a) Señal ū (ub), (b) zoom de la señal ū (ub).

4.5 Conclusiones

El esquema de control lineal robusto funcionó mejor que el esquema clásico de control,

realimentación utilizando un estimado del estado. Con este esquema ya no es necesario

la resintonización del controlador para cada elevación deseada.

Pero aún se tienen problemas con la referencia, la cual tiene que ser arbitrariamente

ajustada para obtener una altitud deseada.
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Caṕıtulo 5

Regulación

Para evitar el problema del ajuste arbitrario de la señal de referencia, en este caṕıtulo

se aborda el problema de regulación. Esto es se cambia al punto de equilibrio en la

altitud deseada, siendo siempre la referencia nula.

Para esto se procede de la manera siguiente:

1) En la sección 5.1 se obtiene un modelo incremental, es decir un modelo alrededor

del punto de funcionamiento.

2) En la sección 5.2 se reajusta al esquema clásico de control lineal del caṕıtulo 3 para

el modelo incremental.

3) En la sección 5.3 se reajusta al esquema de control lineal robusto del caṕıtulo 4 para

el modelo incremental.

4) En la sección 5.4 se muestran los resultados de laboratorio

5) En la sección 5.5 se concluye.

5.1 Modelo incremental

A continuación se obtiene un modelo incremental del sistema representado por las

matrices (3.76), esto es, se tiene la siguiente ecuación diferencial:

d2z

dt2
+ a1

dz

dt
+ a2z = bū1 (5.1)
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Caṕıtulo 5. Regulación

Se definen:
z = zr + ∆z

ū1 = ūr + ∆u

ūr =
a2

b
zr

(5.2)

donde (zr, ūr) es el punto de operación, y (∆z,∆u) son las variaciones alrededor del

punto de operación.

Sustituyendo (5.2) en (5.1), se obtiene:

d2

dt2
(zr + ∆z) + a1

d

dt
(zr + ∆z) + a2(zr + ∆z) = bū1 (5.3)

d2

dt2
∆z + a1

d

dt
∆z + a2∆z = b∆u+ (būr − a2zr) (5.4)

d2

dt2
∆z + a1

d

dt
∆z + a2∆z = b∆u (5.5)

Definiendo las siguientes variables de estado:

ζ̂1 = ∆z

ζ̂2 =
d

dt
∆z =

d

dt
z

(5.6)

Se obtiene la primera representación de estado del modelo incremental (5.5) (ver figura

5.1):
d
dt
ζ̂ = Amiζ̂ +Bmi∆u

∆z = Cmiζ̂
(5.7)

donde:

Ami =

[
0 1

−a2 −a1

]
, Bmi =

[
0

b

]
,

Cmi =
[

1 0
]
, ζ̂ =

[
ζ̂1

ζ̂2

]
=

[
(z − zr)

d
dt
z

]
.

(5.8)
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5.1. Modelo incremental

b

Σ

−F1

−F2

∆u

ūr = a2

b zr
ΣF1

−zr

∆z

d
dtz

ū1 ū
z

Figure 1: PVTOL.

Figura 5.1: Primera representación de estado, (5.7) y (5.8), del modelo incremental

(5.5).

Otro modelo incremental, seŕıa considerando al término a2zr de (5.3) como una

perturbación, esto es:

d2

dt2
∆z + a1

d

dt
∆z + a2∆z = bū1 + q (5.9)

donde q = −a2zr.

Definiendo las variables de estado como en (5.6), se obtiene la segunda representación

de estado:

d
dt
ζ̂ = Amiζ̂ +Bmiū1 + Smiq

∆z = Cmiζ̂
(5.10)

donde:

Ami =

[
0 1

−a2 −a1

]
, Bmi =

[
0

b

]
, Smi =

[
0

1

]
,

Cmi =
[

1 0
]
, ζ̂ =

[
ζ̂1

ζ̂2

]
.

(5.11)
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5.2 Realimentación de estado

De (3.85), se tiene que la realimentación de estado, para la primera representación de

estado (5.7), es (c.f. (5.2) y figura 5.1):

ū1 =
a2

b
zr − F2

[
(z − zr)

d
dt
z

]
(5.12)

5.3 Control robusto de alta ganancia

El controlador y el modelo de referencia (4.29) y (4.30), para la segunda representación

de estado (5.10) y (5.11), son (recuerde que ahora r = 0):

εcū1(t) =
[
0 −1

]
ζ̂(t) +

[
1 0

] [x2(t)

x3(t)

]
(5.13)

d

dt

[
x2(t)

x3(t)

]
=

[
−ā2 −ā1 + (1 + `)

0 −(βc − 1)

]
ζ̂(t) +

[
−(1 + `) −`
(βc − 1) −βc

][
x2(t)

x3(t)

]
(5.14)

Siendo su representación de estado:

ẋmrc,0 = Amrc,0xmrc,0 +Bmrc,0ζ̂

ū1 =
1

εc
Cmrc,0xmrc,0 +

1

εc
Dmrc,0ζ̂

(5.15)

donde:

Amrc,0 =

[
−(1 + `) −`
(βc − 1) −βc

]
, Bmrc,0 =

[
−ā2 −ā1 + (1 + `)

0 −(βc − 1)

]
,

Cmrc,0 =
[

1 0
]
, Dmrc,0 =

[
0 −1

]
,

xmrc,0 =

[
x2(t)

x3(t)

]
.

(5.16)

La discretización de (5.15) y (5.16) es:

xmrc,0((k + 1)T) = Φmrc,0xmrc,0(kT) + ΓBmrc,0 ζ̂(kT)

ū1(kT) =
1

εc
Cmrc,0xmrc,0(kT) +

1

εc
Dmrc,0ζ̂(kT)

(5.17)
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donde:
Φmrc,0 = eAmrc,0T

ΓBmrc,0 =

∫ T

0

eAmrc,0ηdηBmrc,0

(5.18)

Las matrices (5.18) numéricamente son:

Φmrc,0 =

[
0.9878 −0.0021

0.0851 0.9047

]

ΓBmrc,0 =

[
−0.0146 −0.0101

−0.0006 −0.0861

] (5.19)

Para el tiempo de muestreo de: T = 0.01 [s], εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.20, ` =
1
τ
− βc = 0.2, ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645.

5.4 Resultados experimentales

En la figura 5.2 se muestra el diagrama en Simulink para la primera representación de

estado, (5.7) y (5.8), del modelo incremental (5.5), y la realimentación de estado (5.12)

con F2 dada en (3.85).1

1Con respecto al valor a2, este se seleccionó como 1.8172 (ver figura 2.17). Y con respecto al valor

de b, este corresponde al elemento (2,1) de la matriz B2 y es igual a 0.2929 (ver (3.72)).
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Figura 5.2: Diagrama de la primera representación de estado, (5.7) y (5.8), del modelo

incremental (5.5). En el diagrama (ver (3.72)) −A2(2, 1)/B2(2) = −(−1.8172)
0.2929

, es decir
a2

b
.

En las figuras 5.3 y 5.4 se muestran las respuestas obtenidas para zr = 0.5 [m].
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Figura 5.3: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado, (5.12), zr = 0.5 [m]

(zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Posición z (z), (b) velocidad dz
dt

(Dz1).
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Figura 5.4: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado, (5.12), zr = 0.5 [m]

(zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal ū (ub).

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran las respuestas obtenidas para zr = 0.8 [m].
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Figura 5.5: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado, (5.12), zr = 0.8 [m]

(zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Posición z (z), (b) velocidad dz
dt

(Dz1).
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Caṕıtulo 5. Regulación

0 10 20 30 40 50
−0.8

−0.75

−0.7

−0.65

−0.6

−0.55

−0.5

−0.45

t [s]

∆
z
[m

]

(a)

0 10 20 30 40 50
0

1

2

3

4

5

t [s]

ū
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Figura 5.6: Respuestas obtenidas con la realimentación de estado, (5.12), zr = 0.8 [m]

(zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal ū (ub).

En la figura 5.7 se muestra el diagrama del controlador y el modelo de referencia

(5.17) y (5.19), para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11).
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Figura 5.7: Diagrama del controlador y el modelo de referencia (5.17) y (5.19), para

la segunda representación de estado (5.10) y (5.11). Y BB(2) es igual a 0.2929 (ver

(3.77)).
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En la figura (5.8) se muestra el diagrama en Simulink para el controlador y el modelo

de referencia (5.17) y (5.19).

1
ub1z

1

xmrc0((k+1)T)-->xmrc0(kT)

expmA_mrc0T* uvec

GammaBmrc0* uvec

Dmrc0* uvec

Cmrc0* uvec 1/eps_c1
zeta

Figura 5.8: Diagrama del controlador singularmente perturbado y modelo de referencia,

(5.17) y (5.19), donde: expmA mrc0T = Φmrc,0, GammaBmrc0 = ΓBmrc,0 , Cmrc0 =

Cmrc,0, Dmrc0 = Dmrc,0 y 1/eps c = 1
εc

, (ver (5.16) y (5.19)).

En las figuras 5.9, 5.10 y 5.11 se muestran las respuestas del sistema para zr = 1 [m].
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Figura 5.9: Respuesta obtenida con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 1 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. Posición z (z).

83
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Figura 5.10: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 1 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 5.11: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 1 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal ū (ub).
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En las figuras 5.12, 5.13 y 5.14 se muestran las respuestas del sistema para zr = 2 [m].
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Figura 5.12: Respuesta obtenida con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. Posición z (z).
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Figura 5.13: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 5.14: Respuestas obtenidas con el controlador singularmente perturbado y el

modelo de referencia (5.17) y (5.19); con: εc = 0.5, βc = 10, 1/τ = 10.2, ` = 0.22,

ā1 = 2.2525 y ā2 = 1.4645 para la segunda representación de estado (5.10) y (5.11);

zr = 2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal ū (ub).

5.5 Conclusiones

Nuevamente el esquema de control lineal robusto funcionó mejor que el esquema clásico

de control, realimentación utilizando un estimado del estado.

Pero aún continúan los problemas con el ajuste del punto de funcionamiento, el cual

tiene que ajustarse arbitrariamente en cada altitud deseada.
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Caṕıtulo 6

Regulación robusta utilizando

detección de fallas

Para evitar el problema del ajuste arbitrario de la señal de referencia, en este caṕıtulo

se propone un esquema de control lineal basado en las técnicas de detección de fallas.

Para esto se procede de la manera siguiente:

1) En la sección 6.1 se da una descripción teórica.

2) En la sección 6.2 se analiza al controlador cuando se aplica a un sistema de segundo

orden.

3) En la sección 6.3 se discretiza al controlador.

4) En la sección 6.4 se muestran aspectos prácticos, aśı como también los resultados

de laboratorio.

5) En la sección 6.5 se concluye.
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6.1 Descripción teórica

6.1.1 Representación de estado

De (2.12) y (5.2), se tiene el siguiente modelo incremental para el PVTOL (recordar

figuras 2.17 y 2.21):

d2

dt2
∆z + a1(z)

d

dt
∆z + a2(z)∆z =

1

m
u− g (6.1)

Comparando (6.1) con (5.9) y (5.10) se tiene la siguiente representación de estado:

d

dt
ζ̂ = Af ζ̂ +Bf

(
1

m
u− g

)

∆z = Cf ζ̂

(6.2)

donde:

Af =

[
0 1

−a2(z) −a1(z)

]
, Bf =

[
0

1

]
,

Cf =
[
1 0

]
, ζ̂ =

[
ζ̂1

ζ̂2

]
=

[
∆z
d
dt
z

]
.

(6.3)

6.1.2 Detección de fallas

6.1.2.1 Representación de estado

La representación de estado (6.2) también se puede expresar como:

d

dt
ζ̂ = Af0 ζ̂ +Bfϕ+Bfq

∆z = Cf ζ̂
(6.4)

donde:

Af0 =

[
0 1

0 0

]
, Bf =

[
0

1

]
, Cf =

[
1 0

]
,

ϕ =
1

m
u− g, q =

[
−a2(z) −a1(z)

]
ζ̂ .

(6.5)

De esta manera las incertidumbres de los parámetros, a1(z) y a2(z), se están manejando

como fallas.
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Note que la representación de estado (6.4) y (6.5) es controlable y observable, en efecto:

C =
[
Bf Af0Bf

]
=

[
0 1

1 0

]
, O =

[
Cf

CfAf0

]
=

[
1 0

0 1

]
. (6.6)

6.1.2.2 Filtro Beard-Jones

La representación de estado (6.4) tiene la forma estándar para la detección de fallas

[19].

Para detectar la falla q se utiliza el filtro Beard-Jones [20]:

d

dt
wf = (Af0 +KfCf )wf +Bfϕ−Kf∆z

∆̂z = Cfwf

(6.7)

De (6.4) y (6.7) se obtiene el siguiente generador de residuos:

d

dt
ef = AKf ef −Bfq

rf = Cfef

(6.8)

donde ef = wf − ζ̂, rf = ∆̂z −∆z, rf es el residuo, el cual es nulo cuando la falla q es

idénticamente igual a cero, y Kf =

[
−k1f

−k2f

]
, la cual se selecciona de tal manera que la

matriz:

AKf = Af0 +KfCf =

[
−k1f 1

−k2f 0

]
(6.9)

sea Hurwitz.

El espectro de AKf está determinado por el siguiente polinomio Hurwitz:

σKf (s) = det(sI− AKf ) = s2 + k1f s+ k2f (6.10)

6.1.2.3 Función de transferencia

La función de transferencia del generador de residuos (6.8) es:

Fef (s) =
−1

s2 + k1f s+ k2f

(6.11)
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6.1.2.4 Respuesta temporal

La solución de la ecuación de estado (6.8) es:

ef (t) = eAKf tef (0)−
∫ t

0

eAKf (t−τ)Bfq(τ))dτ (6.12)

Sustituyendo la solución (6.12) en la ecuación de salida (6.8), se tiene:

rf = Cf

(
eAKf tef (0)−

∫ t

0

eAKf (t−τ)Bfq(τ))dτ

)
(6.13)

Note que cuando q es igual a una constante q̄ y t tiende a ∞, de las ecuaciones (6.11)

y (6.13) se obtiene la siguiente respuesta en estado permanente:

rf,∞ = lim
t→∞

rf = lim
s→0

Fef (s) =
−1

k2f

q̄ (6.14)

6.1.2.5 Detector de fallas

Tomando en cuenta (6.14) en (6.7), se tiene el siguiente estimador de fallas:

d

dt
wf = (Af0 +KfCf )wf +Bfϕ−Kf∆z

q̂ = k2f (Cfwf −∆z)
(6.15)

6.1.2.6 Ley de control

Se propone la siguiente ley de control:

u = m(ur + Ff ζ̂ + q̂ + g) (6.16)

donde ur es la entrada, Ff es el vector de ganancias de realimentación, q̂ es la falla

estimada por (6.15) y g es la gravedad.
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6.1.2.7 Sistema en lazo cerrado

De (6.4), (6.5), (6.15) y (6.16) se tiene la siguiente representación de estado del sistema

en lazo cerrado:

d

dt
ζ̂ = AFf ζ̂ +Bfur +Bf (q̂ + q)

d

dt
ef = AKf ef −Bfq

q̂ = k2fCfef

∆z = Cf ζ̂

(6.17)

donde:

AFf = Af0 +BfFf (6.18)

6.2 Análisis del caso de un sistema mecánico de se-

gundo orden

6.2.1 Representación de estado

El modelo del PVTOL se puede expresar en la siguiente representación de estado (c.f.

(6.4) y (6.5)):

d

dt
ζ̂ = Af0 ζ̂ +Bfϕ+Bfq

∆z = Cf ζ̂
(6.19)

donde:

Af0 =

[
0 1

0 0

]
, Bf =

[
0

1

]
, Cf =

[
1 0

]
,

ϕ =
1

m
u− g, q = aζ̂ , a =

[
−a2(z) −a1(z)

]
,

ζ̂ =

[
ζ̂1

ζ̂2

]
=

[
∆z
d
dt
z

]
.

(6.20)
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6.2.2 Ley de control

La ley de control (6.16) es (recordar (6.20), (6.15), (6.19)):

ϕ = ur + Ff ζ̂ + q̂

= ur + (Ff − k2fCf )ζ̂ + k2fCfwf (6.21)

donde ur es la entrada, Ff =
[
−ā2 −ā1

]
es el vector de ganancias de realimentación,

q̂ es la falla estimada por (6.15), y g es la gravedad.

El vector de ganancias de la realimentación de estado Ff se obtiene utilizando el

LQR, la matrices empleadas en el LQR son Af0 y Bf dadas en (6.20), y los valores para

Q y ρ son:1

Q =

[
1 0

0 1

]
, ρ = 60. (6.22)

Con el comando care de Matlab se obtiene:

P2 =

[
4.0610 7.7460

7.7460 31.4566

]
, Ff =

[
−0.1291 −0.5243

]
,

σ(Af0 +BfFf ) = {−0.2621± 0.2457i}.

(6.23)

Para calcular la ganancia Kf del detector de fallas (6.15), se emplea el máximo módulo

de los valores propios de la matriz en lazo cerrado AFf (ver (6.18) y (6.23)) y se seleccio-

nan las ráıces del polinomio Butterworth para n = 2, (3.25). El módulo de los valores

propios es $ = 0.3593 y la dinámica deseada se elige cinco veces más rápida que la de la

realimentación. Multiplicando las ráıces del polinomio Butterworth por 5∗$ = 1.7965,

se obtiene σ(Af0 +KfCf ) = {−1.2703± 1.2703i}. Utilizando éstas ráıces, las matrices

Af0 , Cf y el comando place de Matlab, esto es: place(AF0’, Cf ’, σ).’, se obtiene la

siguiente matriz de ganancia para el detector de fallas:

Kf =

[
−2.5407

−3.2275

]
, σ(Af0 +KfCf ) = {−1.2703± 1.2703i}. (6.24)

1El valor de ρ se obtuvo experimentalmente.
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6.2.3 Sistema en lazo cerrado

De (6.19), (6.20) y (6.21) se tiene:

d

dt
ζ̂ = (Af0 +Bfa)ζ̂ +Bf (ur + (Ff − k2fCf )ζ̂ + k2fCfwf )

= (AFf +Bf (a− k2fCf ))ζ̂ + k2fBfCfwf +Bfur (6.25)

De (6.15) y (6.21) se tiene (recordar (6.9)):

d

dt
wf = AKfwf +Bf (ur + (Ff − k2fCf )ζ̂ + k2fCfwf )−KfCf ζ̂

= (AKf + k2fBfCf )wf + (BfFf − (k2fBf +Kf )Cf )ζ̂ +Bfur (6.26)

La expresiones (6.25) y (6.26) se llevan a la siguiente representación de estado:

d

dt
x = A

LC
x +B

LC
ur

∆z = C
LC

x
(6.27)

donde:

A
LC

=

[
(AFf +Bf (a− k2fCf )) k2fBfCf

(BfFf − (k2fBf +Kf )Cf ) (AKf + k2fBfCf )

]
, B

LC
=

[
Bf

Bf

]
,

C
LC

=
[
Cf 0

]
, x =

[
ζ̂

wf

]
.

(6.28)

Sea el siguiente cambio de variable:

x̄ = Tx (6.29)

donde x̄ =

[
ζ̂

ef

]
, T =

[
I 0

−I I

]
y su inversa es T−1 =

[
I 0

I I

]
.
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Entonces:

d

dt
x̄ = A

LC
x̄ +B

LC
ur

∆z = C
LC

x̄
(6.30)

donde:

A
LC

= TA
LC

T−1

=

[
I 0

−I I

][
(AFf +Bf (a− k2fCf )) k2fBfCf

(BfFf − (k2fBf +Kf )Cf ) (AKf + k2fBfCf )

][
I 0

I I

]

=

[
AFf +Bfa k2fBfCf

−Bfa AKf

]
(6.31)

B
LC

= TB
LC

=

[
I 0

−I I

][
Bf

Bf

]

=

[
Bf

0

]
(6.32)

C
LC

= C
LC

T−1

=
[
Cf 0

] [I 0

I I

]

=
[
Cf 0

]
(6.33)

6.2.3.1 Ceros del sistema

La matriz sistema del sistema en lazo cerrado, representado por (6.30) y (6.31), es:

ΣLC(s) =

[
(sI− A

LC
) B

LC

−C
LC

0

]
=




(sI− (AFf +Bfa)) −k2fBfCf Bf

Bfa (sI− AKf ) 0

−Cf 0 0


 (6.34)
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Los ceros del sistema están determinados por el determinante de la matriz sistema, esto

es (recordar (6.20)):2

σ
LC

(s) = det ΣLC(s)

=

∣∣∣∣∣∣∣

(sI− (AFf +Bfa)) −k2fBfCf Bf

Bfa (sI− AKf ) 0

−Cf 0 0

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

I 0 0

0 I 0

0 k2fCf I

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

(sI− (AFf +Bfa)) 0 Bf

Bfa (sI− AKf ) 0

−Cf 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
= |sI− (AFf +Bfa)||sI− AKf ||Cf (sI− (AFf +Bfa))−1Bf |
= σ

Kf
(s) CfAdj(sI− (AFf +Bfa))Bf

= σ
Kf

(s) (6.35)

donde σ
Kf

(s) = |sI− AKf |.

6.2.3.2 Polos en lazo cerrado

Para calcular los polos en lazo cerrado, se asume que los coeficientes, a1(z) y a2(z),

tienen valores fijos, a1 y a2, respectivamente.

Los polos en lazo cerrado están determinados por el polinomio caracteŕıstico de la matriz

A
LC

, esto es (recordar (6.20)):3

π
LC

(s) = det(sI− A
LC

)

=

∣∣∣∣∣
I I

0 I

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(sI− (AFf +Bfa)) −k2fBfCf

Bfa (sI− AKf )

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
(sI− AFf ) (sI− AKf − k2fBfCf )

Bfa (sI− AKf )

∣∣∣∣∣
=

∣∣sI− AFf

∣∣∣∣(sI− AKf )−Bfa(sI− AFf )
−1(sI− AKf − k2fBfCf )

∣∣

= π
Ff

(s)
∣∣I−Bfa(sI− AFf )

−1(I− k2fBfCf (sI− AKf )−1)
∣∣σ

Kf
(s)

= π
Ff

(s)σ
Kf

(s) + (σ
Kf

(s)− k2f )(a1s+ a2) (6.36)

2Recordar que:

[
A 0

C B

]−1

=

[
A−1 0

−B−1CA−1 B−1

]
;

∣∣∣∣∣
A D

C B

∣∣∣∣∣ = |A||B − CA−1D| (ver por

ejemplo el apéndice de [6]).
3Recordar el pie de página 2.
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donde:

π
Ff

(s) =
∣∣sI− AFf

∣∣ = s2 + ā1s+ ā2 (6.37)

Para obtener (6.35) y (6.36) se han considerado los resultados siguientes:

Bfa =

[
0 0

−a2 −a1

]
(6.38)

k2fBfCf =

[
0 0

k2f 0

]
(6.39)

(sI− AFf )
−1 =

1

π
Ff

(s)

[
s+ ā1 1

−ā2 s

]
(6.40)

(sI− AKf )−1 =
1

σ
Kf

(s)

[
s 1

−k2f s+ k1f

]
(6.41)

6.2.3.3 Función de transferencia

Para estudiar la variación de los polos en lazo cerrado, en función de las variaciones de

los parámetros del sistema, a1(z) y a2(z), se recurre al lugar de las ráıces.

Igualando a cero (6.36), se obtiene la forma canónica GH, esto es (recordar (6.10)):

GH =
s(s+ k1f )(s+ a2

a1
)a1

π
Ff

(s)σ
Kf

(s)
(6.42)

De (6.37), (6.23) y (6.20), se obtiene:

π
Ff

(s) = (s+ 0.2621 + 0.2457i)(s+ 0.2621− 0.2457i)

= s2 + 0.5243s+ 0.1291

= s2 + ā1s+ ā2

(6.43)

De (6.10), (6.24) y (6.20), se obtiene:

σKf (s) = (s+ 1.2703 + 1.2703i)(s+ 1.2703− 1.2703i)

= s2 + 2.5407s+ 3.2275

= s2 + k1f s+ k2f

(6.44)
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Con respecto al comportamiento de a2(z) y a1(z), de (2.19) y (2.31), se infiere que

la relación a2(z)
a1(z)

tiende a un valor constante conforme el PVTOL asciende, en efecto

(c.f. figura 6.1):
a2

a1

= lim
z̄→∞

1.3816z̄ + 0.4963

0.3724z̄ + 0.0607
= 3.71 (6.45)

0 5 10 15
3

4

5

6

7

8

9

z̄ [m]

a
2

a
1

Figura 6.1: Comportamiento de a2

a1
en función de la altura z̄.

En la figura 6.2 se muestra el lugar de las ráıces de (6.42), con los valores (6.43) y

(6.44) y la hipótesis (6.45), con respecto a a1. Se puede observar que los polos en lazo

cerrado se mueven de las ráıces de π
Ff

(s)σ
Kf

(s) a las ráıces de s(s+ k1f )(s+ a2

a1
).

Conforme el PVTOL asciende, el valor de a1 tiende a cero (ver figuras 2.17 y 2.21), por

lo que los polos en lazo cerrado tienden a las ráıces de π
Ff

(s) y σ
Kf

(s).
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Figura 6.2: Lugar de las ráıces, siendo los polinomios para los polos: σ
Kf

(s) = s2 +

k1f s+k2f = (s+p1)(s+p2) con p1 = −1.2703+1.2703i, p2 = −1.2703−1.2703i; π
Ff

(s) =

s2 + ā1s + ā2 = (s + p3)(s + p4) con p3 = −0.2621 + 0.2457i, p4 = −0.2621 − 0.2457i.

Y los ceros se ubican en c1 = 0, c2 = −k1f = −2.5407 y c3 = −a2

a1
= −3.71.

6.2.3.4 Solución temporal

La solución temporal de (6.30), junto con (6.31), (6.32) y (6.33) es:

ζ̂(t) = eAFf tζ̂(0)+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bfu(ν)dν+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bf (aζ̂(ν)+k2fCfef (ν))dν (6.46)

ef (t) = eAKf tef (0)−
∫ t

0

eAKf (t−τ)Bfaζ̂(τ)dτ (6.47)

Sustituyendo (6.47) en (6.46) se tiene:

ζ̂(t) = eAFf tζ̂(0) +

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bfu(ν)dν

+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bf

(
aζ̂(ν) + k2fCf

(
eAKf νef (0)−

∫ ν

0

eAKf (ν−τ)Bfaζ̂(τ)dτ

))
dν

= eAFf tζ̂(0) +

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bfu(ν)dν + k2f

∫ t

0

eAFf (t−ν)BfCfe
AKf νef (0)dν

+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bf

(
aζ̂(ν)− k2f

∫ ν

0

Cfe
AKf (ν−τ)Bfaζ̂(τ)dτ

)
dν (6.48)
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6.3. Discretización

Definiendo:

q̃ = q − k2f

∫ ν

0

Cfe
AKf (ν−τ)Bfq(τ)dτ (6.49)

donde (recordar (6.20)) q = aζ̂, se obtiene:

ζ̂(t) = eAFf tζ̂(0) + k2f

∫ t

0

eAFf (t−ν)BfCfe
AKf νdνef (0)

+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bfu(ν)dν

+

∫ t

0

eAFf (t−ν)Bf q̃(ν)dν (6.50)

De (6.50) y (6.49) se deduce que la señal q pasa por el filtro pasabajas determinado

por la realización de estado (AKf , Bf , k2fCf ), con la función de transferencia (recordar

(6.20), (6.9) y (6.10)):

F.T. = − k2f

s2 + k1f s+ k2f

(6.51)

Por lo que en la señal q̃, se han eliminado el contenido en frecuencias bajas de q, ver

figura 6.3. Esto es, la falla es eliminada en el espectro bajo de frecuencias, determinado

por σKf (s). Aśı que q̃ es un ruido de frecuencias altas, el cual es naturalmente atenuado

por la dinámica intŕınseca del PVTOL, determinada por πFf .

k2f

s2+k1f
s+k2f

−1b

q(s) q̃(s)
+

Figure 1: PVTOL.

Figura 6.3: Eliminación del espectro bajo en frecuencias de la falla q = aζ̂ .

6.3 Discretización

El estimador de fallas (6.15) y la ley de control (6.16) se puede expresar como:

d

dt
wf = AKfwf + gBf

(
1

mg
u− 1

)
−Kf∆z (6.52)
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u

mg
=

1

g
ur +

1

g
Ff ζ̂ +

k2f

g
(Cfwf + ∆z) + 1 (6.53)

Sustituyendo (6.53) en (6.52) se obtiene:

d

dt
wf = (AKf + k2fBfCf )wf +BfFf ζ̂ − (k2fBf +Kf )∆z +Bfur (6.54)

La expresiones (6.53) y (6.54) llevan a la siguiente forma:

d

dt
wf = Acfwf +Bcf ν̄

u

mg
= Ccfwf +Dcf ν̄ + 1

(6.55)

donde:

Acf = (AKf + k2fBfCf ), Bcf =
[
BfFf −(k2fBf +Kf ) Bf

]
,

Ccf =
k2f

g
Cf , Dcf =

[
1
g
Ff −

k2f

g
1
g

]
,

ν̄ =



ζ̂

∆z

ur


 .

(6.56)

La discretización de (6.55) y (6.56) es:

wf ((k + 1)T) = Φcfwf (kT) + ΓBcf ν̄(kT)

1

mg
u(kT) = Ccfwf (kT) +Dcf ν̄(kT) + 1

(6.57)

donde:
Φcf = eAcfT

ΓBcf =

∫ T

0

eAcf ηdηBcf

(6.58)

Las matrices numéricas para (6.58) son (ver (6.56) (6.20), (6.23), (6.24) y (6.44);

recordar también la sección 3.2):

Φcf =

[
0.9749 0.0099

0 1

]

ΓB∞ =

[
−0.0000 −0.0000 0.0251 0.0000

−0.0013 −0.0052 0 0.0100

] (6.59)
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6.4 Resultados experimentales

En la figura 6.4 se muestra el diagrama en Simulink para (6.57) y (6.59), el observador

singularmente perturbado (3.82) y (3.86)

Delta_z

zf

zb

zr

z

zeta_o_inf
0

u

Interpreted
MATLAB Fcn

step si 1*t*g

fn

19.5

fe

mg

u/mg+1
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0.01
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0.01
cm--m 

0.01
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t
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[0:0.1:1]*t*g

Terminator3

Terminator2
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Reloj
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Yaw
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VYaw

Z

zp

reloj_serial

Recepcion1

0

REF6

0

REF5

0

[0; 0; 0; 0]
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zzeta_o_inf

Obs. Sing. Pert. Disc

0

Gain

z(kT) zf(kT)

Filtro discreto de 1er orden

Control_attitude

Control_altura

GAS

Envio Cuadri Rotor1

Dz

Display2

Display1

Display

12:34

Digital Clock

w u/mg

Ac,Bc,Cc,Dc

Figura 6.4: Diagrama en Simulink para (6.57) y (6.59), el observador singularmente

perturbado (3.82) y (3.86).

1
u/mgz

1

w((k+1)T)-->w(kT)

GammaBc* uvec

ExpAcTmr* u

Dc* uvec

Cc* u1
w

Figura 6.5: Diagrama en Simulink para (6.57) y (6.58), donde: ExpAcTmr = Φc,

GammaBc = ΓBc , Cc = Cc y Dc = Dc.
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En las figuras 6.6, 6.7 y 6.8 se muestran las respuestas del sistema para zr = 0.2 [m].

0 50 100 150 200 250
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t [s]

z
[m

]

Figura 6.6: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. Posición z (z).
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Figura 6.7: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf), (c) zoom de la velocidad dz
dt

(Dz), (d) zoom de la velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 6.8: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.2 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal
u
mg

+ 1 (fn), (c) zoom de ∆z (Delta z), (d) zoom de la señal u
mg

+ 1 (fn).
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6.4. Resultados experimentales

En las figuras 6.6, 6.7 y 6.8 se muestran las respuestas del sistema para zr = 0.4 [m].
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Figura 6.9: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.4 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. Posición z (z).
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Figura 6.10: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.4 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) Velocidad dz
dt

(Dz), (b) velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf), (c) zoom de la velocidad dz
dt

(Dz), (d) zoom de la velocidad

estimada ζ̂o,∞ (zeta o inf).
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Figura 6.11: Respuesta obtenida usando realimentación de estado y detección de fallas,

zr = 0.4 [m] (zr), tiempo de muestreo T = 0.01 [s]. (a) ∆z (Delta z), (b) señal
u
mg

+ 1 (fn), (c) zoom de ∆z (Delta z), (d) zoom de la señal u
mg

+ 1 (fn).
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6.5 Conclusiones

El esquema de control lineal, basado en las técnicas de detección de fallas, funcionó

adecuadamente resolviendo los dos problemas anteriores, es decir: no es necesario la

resintonización del controlador, ni tampoco se necesita estar modificando al punto de

funcionamiento.

En este esquema de control se considera al PVTOL como un doble integrador puro, y

la incertidumbre del modelo es tomada en cuenta por una señal de falla. Con la ayuda

de un detector de fallas, las frecuencias bajas de la incertidumbre son canceladas por

el control lineal. Las frecuencias altas de la incertidumbre son naturalmente atenuadas

por la dinámica del PVTOL.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudió el problema del control de altitud de un prototipo

de laboratorio PVTOL, mediante técnicas de control lineal.

En el caṕıtulo 2 se mostró que el prototipo de laboratorio se caracteriza por un modelo

mecánico de segundo orden, cuyos coeficientes de fricción y rigidez elástica no son nulos,

y además vaŕıan en función de la altitud alcanzada.

En los caṕıtulos 3 y 4 se probaron dos esquemas de control lineal, el esquema clásico

realimentación utilizando un estimado del estado, y un esquema robusto basado en

técnicas de perturbaciones singulares. Debido al comportamiento no lineal de los

parámetros del modelo, el esquema clásico no funcionó adecuadamente, siendo necesario

tanto la resintonización de la realimentación, como el reajuste de la señal de referencia

para cada altura deseada.

El esquema de control lineal robusto funcionó mejor que el esquema clásico, ya que

no fue necesario la resintonización del controlador para cada altura deseada; pero aún

se presentaron problemas con el ajuste de la referencia, la cual se tuvo que ajustar

arbitrariamente, para obtener una altitud deseada.

En el caṕıtulo 6 se propuso un esquema de control lineal basado en las técnicas de

detección de fallas, el cual resolvió adecuadamente los problemas anteriores, es decir,

no fueron necesarios la resintonización del controlador, ni la modificación del punto de

funcionamiento. La incertidumbre del modelo es tomada en cuenta por una señal de

falla. Mediante un detector de fallas se cancelan las frecuencias bajas de la incertidumbre

y las frecuencias altas son naturalmente atenuadas por la dinámica del PVTOL.
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