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Abstract

In this work discrete-state, continuous-time controlled Markov chains are
analysed, as well as their application in chemical problems by the incorporation
of action sets. In particular, two problems of chemical kinetics are introduced:
First, the reversible reaction of the formation of N H, radical with a tempe-
rature action is studied; the second case consists in a network of 3 reactions
that compose the equilibrium of the malvidin 3-glucoside where the action in
terms of the presence of H' molecules is analysed. Finally, the model of con-
formational transitions of N — acetyl — N — methyl — L — alanylamide with
an action of temperature is presented. For each one of these applications, we
found an optimal strategy for the long run expected average reward with finite
action and state, by means of the solution of a linear programming problem
using a construction based on the c—variable method, originally formulated
for discrete time controlled Markov chains.
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Resumen

El presente trabajo analiza las cadenas controladas de Markov en tiempo
continuo y estado discreto, asi como su aplicacion en problemas quimicos me-
diante la incorporacion de conjuntos de acciones. En particular, se introducen
dos problemas de cinética quimica: en el primer caso se estudia la reaccién
reversible de la formacion del radical N Hy con una accién de temperatura; el
segundo caso consiste en una red de 3 reacciones que forman el equilibrio de la
malvidina 3-glucosida donde se analiza la accién en términos de la presencia
de moléculas de H*. Finalmente se presenta el modelo de transiciones confor-
macionales de la N — acetil — N' —metil — L — alanilamida con una accién de
temperatura. Para cada una de estas aplicaciones se encuentra una estrategia
optima para el criterio de recompensa esperada promedio a largo plazo con es-
tado y accion finitos, por medio de la soluciéon de un problema de programacion
lineal utilizando una construccién basada en el método c¢— variable, formulado
originalmente para cadenas controladas de Markov en tiempo discreto.
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Capitulo 1

Introduccion

La escencia de un modelo de cadenas de Markov es su capacidad para
predecir el estado futuro de un sistema a partir de su estado actual ignorando
toda la informacion perteneciente a la historia pasada. Los modelos en términos
de cadenas de Markov son herramientas muy utiles en el estudio de sistemas
complejos, pues representan el comportamiento de fenémenos fisicos mediante
descripciones sencillas asociadas a la probabilidad de transitar entre estados
posibles del sistema. Las cadenas de Markov se usan en muchas dreas de la
ciencia y la tecnologia tales como: polimeros, biologia, fisica, astronomia, etc.

[1].

1.1. Antecedentes

Una red de reacciones quimicas (RRQ) se compone de un conjunto de reac-
tantes, un conjunto de productos y un conjunto de reacciones. Las propiedades
dindmicas de la RRQ (i.e. el comportamiento de las concentraciones de reac-
tantes y productos respecto al tiempo), se estudian cominmente por medio
de ecuaciones diferenciales, en este modelo determinista las concentraciones de
los componentes son funciones reales y continuas en el tiempo [2, 3].

Sin embargo, el modelo determinista es incapaz de capturar la naturaleza
aleatoria de una reaccién. Diferentes resultados muestran que la discretizacién
y aleatoriedad en las reacciones quimicas es de gran importancia en ciertas
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aplicaciones [4, 5, 6, 7, 8], por este motivo los enfoques estocdsticos son cada
vez més utilizados para modelar dichas dindmicas [9, 10, 11].

En particular, los modelos basados en cadenas de Markov describen la
dinamica de la RRQ a través de un conjunto de estados discretos y transiciones
entre ellos. La simplicidad de este modelo en el uso de la teoria de probabilidad,
ha incrementado su importancia en la descripcién de la dindmica de reacciones
quimicas. Por ejemplo, en [11, 12] y [13] se reportan algunos antecedentes en
el modelado de reacciones quimicas utilizando cadenas de Markov tanto en
tiempo discreto como en tiempo continuo.

Ademas de los modelos de reacciones quimicas, las cadenas de Markov
son ampliamente utilizadas en el estudio de plegamiento de proteinas; este
fenémeno consiste en el proceso mediante el cual las proteinas adoptan una es-
tructura tridimensional especifica (conformacién) con el objetivo de ser bioldgi-
camente activas [14].

El plegamiento de proteinas se estudia generalmente en fase liquida, donde
la proteina estd en contacto con un solvente. Debido a las fuerzas de caracter
aleatorio ejercidas por el solvente, el proceso de plegamiento transita por una
serie de conformaciones intermedias temporalmente mensurables. Por ejemplo,
si se prepara un conjunto de proteinas en la misma conformacion y después se
solvatan, estas pueden adoptar trayectorias de plegado completamente distin-
tas entre si.

Dada la naturaleza estocastica del plegamiento, el formalismo asociado a
los procesos de Markov es un enfoque natural para el analisis de la dindmica
conformacional [15]. Si la evolucién del tiempo del sistema se caracteriza por
tiempos de residencia en estados «meta estables» puntuados por transiciones
entre dichos estados, la dindmica aparece estocastica y sin memoria. En es-
te caso, las largas trayectorias obtenidas mediante simulaciones moleculares
pueden modelarse como cadenas de Markov con espacio de estados discreto

[16].

Las aplicaciones quimicas cuya dinamica puede modelarse por medio de
cadenas de Markov en tiempo continuo, tanto de cinética quimica como de
transiciones entre conformaciones de proteinas, pueden estudiarse en térmi-
nos de cadenas de Markov controladas si se introducen conjuntos de acciones
asociados a la influencia del ambiente en las velocidades de transicién.



1.2. PLANTEAMIENTO

Una cadena controlada de Markov es una generalizacion de una cadena de
Markov, donde un controlador (quien toma decisiones) es capaz de modificar el
comportamiento del sistema a medida que evoluciona en el tiempo, por medio
de la eleccién de una secuencia de acciones (estrategia), tal que el sistema
se comporte de manera Optima con respecto a un criterio determinado. En
una cadena de Markov en tiempo discreto, se toma una acciéon de acuerdo
al estado observado en un intervalo de tiempo discreto; mientras que en una
cadena de Markov en tiempo continuo el tiempo es una variable aleatoria, por
lo tanto las acciones pueden tomarse en cualquier momento. En 1968 Miller
[17] estudio las cadenas de Markov controladas en tiempo continuo con estado
finito usando la ecuacion de Kolmogorov para definir un proceso estocéstico
correspondiente a una politica de Markov. Desde entonces la mayoria de las
publicaciones consideran clases de estrategias cada vez mas generales.

1.2. Planteamiento

En este trabajo se considera el criterio de recompensa esperada promedio a
largo plazo (horizonte infinito) que es un criterio de optimalidad ampliamente
usado en muchas aplicaciones (e.g. [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]). Si el estado
y el espacio de accién son finitos, es posible utilizar programacion lineal para
encontrar una estrategia 6ptima estacionaria en el caso de modelos ergédicos
[25]. El enfoque de programacién lineal ha sido estudiado por [26, 25, 27] me-
diante la introduccion de un criterio n—bias de optimalidad. Sin embargo, este
trabajo propone la construccién del problema de programacién lineal utilizan-
do el método c—variable [28] formulado originalmente en cadenas controladas
de Markov en tiempo discreto.

Estos resultados se aplican en problemas de cinética quimica por medio de
la introduccion de conjuntos de acciones en dos casos, en el primero se trata
una reaccion reversible modelada mediante un proceso de muerte-nacimiento
donde las acciones estan dadas por un conjunto de temperaturas; en el segun-
do se estudia una RRQ reversibles cuya accién es la cantidad de H* presente
en la reaccién. Finalmente, se presenta el modelo de transiciones conforma-
cionales del plegamiento de proteinas y se fijan como acciones un conjunto de
temperaturas.
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1.3. Justificacion

Las cadenas de Markov controladas aparecen en muchas clases de aplica-
ciones, incluyendo sistemas de colas, procesos de manufactura, control de in-
ventarios, procesos de poblacién, entre otras aplicaciones quimicas y biolégicas
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35].

Sin embargo, la mayoria de los trabajos reportados donde se modela la
cinética de reacciones quimicas mediante el uso de cadenas de Markov, tanto en
tiempo continuo como tiempo discreto, no aborda la introduccion de acciones
asociadas a las variables capaces de modificar las velocidades de reaccion, tales
como la temperatura, la presion, pH, concentracion de reactantes o productos,
etc. La conceptualizacion de los problemas de cinética quimica en términos
de cadenas controladas de Markov puede ser 1til en el diseno de reactores en
los que ocurran reacciones quimicas que se comporten como una cadena de
Markov en tiempo continuo.

Andalogamente, el estudio del plegamiento de proteinas que utiliza el enfo-
que de cadenas de Markov no es nuevo (e.g. [36, 37, 38, 39]), sin embargo su
extension en términos de cadenas controladas de Markov no es muy comun. En
particular el equilibrio conformacional de las proteinas es sensible a condiciones
ambientales tales como la adicién de solventes, el incremento o decremento en
la temperatura, variaciones en el pH, aplicaciones de altas presiones, etc. [40].
En este sentido, el sistema estd acoplado con el ambiente por medio de dichas
variables. Si se considera el conjunto de macro-estados como los estados de una
cadena de Markov en tiempo continuo y una de estas variables como conjunto
de acciones o control, entonces, puede considerarse la generalizacion del proble-
ma en términos de cadenas controladas de Markov en tiempo continuo, donde
el problema consiste en encontrar la accién (temperatura, presion, etc.) que
logre que la dindmica del sistema (bases de atraccién en el tiempo) satisfagan
cierto criterio de optimalidad. El entendimiento de los mecanismos a través de
los cuales las proteinas se pliegan (i.e., como cambian de una conformacién a
otra) es de gran utilidad en muchas dreas, que van desde el desarrollo de tra-
tamientos efectivos para enfermedades relacionadas con el mal plegamiento de
la proteina, hasta la explotacion de los principios fundamentales del plegado
en el desarrollo de nanotecnologia industrial [15, 36, 41, 42, 43].

En este trabajo el modelo de cadenas controladas de Markov en tiempo
continuo, estado discreto se usa como una primera aproximacién a la solucién

4
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de la estrategia optima bajo el criterio de recompensa esperada promedio a
largo plazo, puesto que para este caso es posible encontrar una solucién en
términos de la minimizacion de un funcional lineal sujeto a restricciones lineales
que puede resolverse facilmente.

1.4. Objetivos

= Introducir los conceptos fundamentales de la teoria de cadenas de Markov
en tiempo continuo y su relacién con aplicaciones quimicas, particular-
mente de cinética quimica y plegamiento de proteinas.

» Transformar el proceso de decisién de Markov en tiempo continuo para
el modelo de estado y accién finito en un problema de programacion
lineal por medio de una construccién inspirada en el método c-variable,
propuesto originalmente para cadenas de Markov en tiempo discreto.

» Realizar la generalizacion de los modelos de Markov en tiempo continuo
en aplicaciones quimicas en procesos de decision de Markov en tiempo
continuo, por medio de la introduccion de acciones en ejemplos propues-
tos y resolver mediante la metodologia del punto anterior.

1.5. Estructura de la tesis

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente forma:

= En el Capitulo 2 se introducen algunas definiciones basicas de la teoria
de probabilidad que permiten introducir el concepto de proceso estocasti-
co y su clasificacién dentro de la cual se encuentran las cadenas de Mar-
kov. También se analizan algunas propiedades fundamentales de las ca-
denas de Markov en tiempo discreto y tiempo continuo.

= El Capitulo 3 presenta el problema de control de cadenas de Markov
en tiempo continuo para el criterio de recompensa esperada promedio
a largo plazo y se propone una solucion en téminos de un problema de
programacion lineal. Ademas, se introducen dos ejemplos ilustrativos de
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reacciones quimicas modeladas por medio de cadenas de Markov en tiem-
po continuo donde se aplican los resultados. El primer caso consiste en
la reaccién del amoniaco N H3 con un atomo de hidréogeno H producien-
do H, y el radical amidégeno N H,, donde las velocidades de reaccion
son funcion de la temperatura. El segundo caso es una red de reacciones
quimicas reversibles que forman el equilibrio de la malvidina 3-glucosida
donde las velocidades de transicién entre los estados son funcién de la
cantidad de H™ presente en el medio.

En el Capitulo 4 se analiza el modelo de conformaciones transicionales
del compuesto N — acetil — N — metil — L — alanilamida en términos
de una cadena de Markov en tiempo continuo y se define una funcién de
recompensa con base a la energia libre para un conjunto de acciones de
temperatura.

Finalmente, el Capitulo 5 contiene algunas conclusiones, comentarios
finales y sugerencias de trabajo a futuro.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Nociones de probabilidad

El concepto fundamental de la teoria de probabilidad es el llamado espacio
de probabilidad, que se representa matematicamente como la tripleta ordenada
(Q, F, P), cuyos elementos se describen a continuacion [44]:

s El espacio de muestra ) es el conjunto de todas posibles salidas de un
experimento. Los elementos de €2 se conocen como puntos de muestra o
eventos elementales y se denotan con la letra w, mientras que, cualquier
subconjunto de €2 se denomina evento.

= Dado un conjunto no vacio €2 y una familia F de subconjuntos de €, se
dice que F es una o-algebra si:

. Qe F.
1. Si A € F, entonces A € F, donde A€ es el complemento de A.

1. Para cualquier secuencia {A,} C F la unién UA, € F.

Si F es una o-dlgebra de €, se dice que el par (2, F) es un espacio
medible. Si A es un conjunto en F, decimos que A es F-medible (o
medible respecto a F).
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= Finalmente, la funcién de valores reales P, con dominio JF, es una medida
de probabilidad si satisface los axiomas de Kolmogorov !:

. P(Q)=1.
1II. Si A € F, entonces P(A) > 0.

11I. Sipara una secuencia de eventos {4, } C F, se tiene que A;,NA; = @
para todo i # j entonces P (U2, A4;) =Y oo, P(4;).

Asimismo, se dice que P(A) es la probabilidad del evento A € F.

Si F es una familia arbitraria de subconjuntos de Q y o {F} la intersec-
cién de todas las o—algebras de Q que contienen a F, entonces o {F} es una
o—algebra y de hecho, es la minima o—algebra que contiene a F. A o {F} se
le llama la o—dlgebra generada por F.

Un caso particular, es si 2 = R y F es la familia de todos los intervalos
(a,b), [a,b], (a,b],(—o00,b], (—00,b), [a, ), (a,c0),{a,b: —c0 < a < b< oo}
Entonces la c—algebra generada por F se llama o—algebra de Borel de R y se
denota por B(R). Si B € B(R) se dice que B es un conjunto de Borel de R.

En este sentido si se consideran dos espacios medibles (€2, F) y (R, B(R))
y se define el mapeo X de €2 en R, tal que X : 2 — R, entonces X se dice
medible si para cada B € B(R) se satisface que

X YB)={w: X(w)eB}yeF

La coleccién F(X) = {X1(B) € F} es una oc—4lgebra en ) generada por X
y es la o—algebra minima tal que X es medible.

A las funciones medibles X : 2 — R se les conoce como variables aleatorias
y se definen como:

Definicién 1 Sea (L2, F, P) un espacio de probabilidad. Se dice que X : Q —
R es una vartable aleatoria si y solo si

X (~o00, 7] ={w: X(w)<z}eF, VxeR

'Kolmogorov, 1933 [45].
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Ademds, si B € B(R) es un intervalo de R y se desea calcular la proba-
bilidad de que la variable X tome valores en B, es necesario considerar el
conjunto {w : X(w) € B} = X~!(B). Dado que la funcién X es medible, este
conjunto esta en la coleccion F de los conjuntos medibles y en consecuencia se

puede calcular su probabilidad. Por lo tanto, si B es un intervalo, entonces la
probabilidad

P{B}:=P{w: X(w) € B} =P{X(B)} (2.1)
donde a esta (medida de) probabilidad se conoce como distribucion de X.

Sien la Ec. (2.1) se consideran subconjuntos B de R de la forma (—oo, z],
entonces se obtiene una funcién de la forma F': R — R, que se conoce como
la funcion de distribucion de X:

F(z) := Px{(—o0,z]} = P{X <z}, VxR

Una funciéon de distribucién F' tiene las siguientes propiedades:

1. F es continua por la derecha y tiene limites por la izquierda.
2. F es creciente.

3. Si F' es funcién de distribucion

lim F(z)=0, lim, . F(z)=1

T—r—00

Si una funcion F' satisface estas tres propiedades entonces existe una va-
riable aleatoria X definida sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) tal que
F es la funcion de distribucién de X.

Las variables aleatorias pueden ser ya sea discretas o continuas, de manera
que, una variable aleatoria X es discreta si toma valores en un conjunto finito
x1,Xo,...,ry 0 numerable xq, xo, .... En el primer caso existen niimeros positivos
D1, ..., PN CON Zﬁilpi =1, tales que:

pi = P{X =uz;}

Llamaremos a esta funciéon Py (x;) = p;, 1 <1 < N la funcidn de probabili-
dad o densidad de X. De manera similar, en el segundo caso, existen niimeros
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positivos p; tales que >~ p; = 1. En ambos casos las funciones de distribucién
son funciones de saltos, es decir que solo crecen por saltos y son constantes
entre saltos consecutivos.

Por otro lado, una variable aleatoria X es continua si su funcién de distri-
buciéon F' es continua. Una definicién equivalente es que una variable aleatoria
X es continua si para cualquier valor de x se tiene que P{X =z} = 0. Para
la mayoria de estas variables existe una funcién f : R — R con f(z) > 0 para
todo z y [, f(x)dz =1 que satisface:

F(z) = / f(t)dt
para todo x € R. La funcién f se conoce como la densidad de la variable X.

A continuacion se define la llamada esperanza matemdtica, también conoci-
da como media o valor esperado, tanto para variables aleatorias discretas como
continuas.

Definicién 2 Sea X una variable aleatoria discreta definida en un espacio de
probabilidad (2, F, P) la esperanza de X estd dada por:

E{X}= inP(X = ;)

Definicién 3 Sea X una variable aleatoria continua definida en un espacio
de probabilidad (2, F, P) con densidad f(x) la esperanza de X estd dada por:

E{X} = /Z o f (@)dz

2.2. Procesos estocasticos

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, (S,S) un espacio medible y T
un conjunto de indices o pardametros.

Definicién 4 Un proceso estocdstico PE se define como una familia de va-
riables aleatorias {X (t) : t € T}, sobre (Q, F, P) con valores en S denominado
espacio de estados y conjunto de indices T .

10



2.3. CADENAS DE MARKOV

Los PEs X = {X(t) : t € T} pueden verse como una coleccién de funciones
de dos variables (t,w) — X (t,w), con X : T x Q — S tal que para cadat € T
fijo, la funcién w — X (¢,w) es una variable aleatoria de €2 en S, mientras que
para cada w € 2 fijo t — X (¢,w) es una funcién de 7 en S llamada trayectoria
del proceso [46].

Asimismo, los PEs se pueden clasificar de varias maneras, ya sea en téminos
de T o del espacio de estados S:

» Si 7 C R es un conjunto numerable, se dice que {X(¢):¢t € T} es un
proceso estocastico en tiempo discreto.

» Si 7 C R es un intervalo, {X(¢) :t € T} es un proceso estocastico en
tiempo continuo.

= Si S es un conjunto numerable, se dice que {X(¢) : ¢t € T} es un proceso
estocastico discreto.

» Si S es un conjunto no numerable, {X(¢) : t € T} el proceso estocéstico
se dice continuo.

Sin embargo, los PEs también pueden estudiarse de acuerdo con alguna
caracteristica particular de la distribucién de {X(¢) : t € T}, en este sentido
puede hablarse de procesos estacionarios, normales, de Markov, de segundo or-
den, con incrementos independientes, entre otros (véase por ejemplo [44],[46]).

Naturalmente, estas clasificaciones se pueden combinar en varias formas
posibles. En el presente trabajo nos interesan las cadenas de Markov que se
ubican dentro de los PEs de Markov con estado discreto y pueden analizarse
en tiempo continuo o en tiempo discreto.

2.3. Cadenas de Markov

Se dice que un proceso estocastico satisface la propiedad o condicion de
Markov ? si el estado probable (futuro) del sistema para cualquier tiempo

2Esta propiedad fue formulada por A.A. Markov en 1906.
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t > s es independiente del comportamiento (pasado) del sistema en t < s,
dado el estado presente del sistema.

Esta propiedad se ilustra si se considera por ejemplo, el movimiento clasico
de una particula cuya trayectoria después de un tiempo 7 depende tinicamente
de sus coordenadas (posicién) y velocidad en el tiempo 7, de manera que
su comportamiento antes de 7 no tiene absolutamente ningun efecto en la
dindmica después del tiempo 7 [47].

Si ademés el espacio de estados del proceso de Markov { X (t,w) : t € T} es
discreto, es decir, {X(t) € T} € S donde S := {1,2,..., N} se dice que es una
cadena de Markov ya sea en tiempo continuo o tiempo discreto.

A menos que se diga lo contrario, siempre supondremos que la cadena de
Markov es homogénea o estacionaria, lo cual significa que

P{X(t) = j|X(s)} = P{X(t —s) = j|X(0)}, jeStseR

2.3.1. Cadenas de Markov en tiempo discreto

En esta subseccion se presentan algunos conceptos y propiedades bésicas de
la teoria de las cadenas de Markov en tiempo discreto, que serviran de base de
comparacion para analizar posteriormente el problema de cadenas de Makov
en tiempo continuo.

Definicién 5 Una cadena de Markov en tiempo discreto es una sucesion de
variables aleatorias {x, :n € N}, que toma wvalores en un conjunto finito o
numerable S, conocido como espacio de estados y que satisface la propiedad de
Markov, es decir

P{xp1 = jlzo =0y .0y @n = in} = P{xpi1 = jlo, = in}

para todo n € N y cualesquiera estados ig, ...i,,J en S.

En general se suele designar a los estados de la cadena usando los enteros
no negativos {0, 1,2, ...} y se dice que x,, estéd en el estado i si z,, = i.

La probabilidad de que x, 1 esté en el estado 57 dado que z,, esta en el
estado ¢ se suele llamar probabilidad de transicién y se denota por m;;, en

12



2.3. CADENAS DE MARKOV

otras palabras

Tij = P{xp11 = jlo, =i}

Dichas probabilidades pueden colocarse en una matriz II := [m;;]; jes que
se conoce como matriz de transicién (en un paso) de la cadena de Markov
en tiempo discreto, que serd finita o infinita segin el nimero de estados que
contenga S. La i—ésima fila de II para todo 7 € S es la distribucién condicional
de z,., dado que x,, = . Si el nimero de estados es finito, entonces II es una
matriz cuadrada cuya dimension es N x N donde N es el nimero de estados
de la cadena.

Asimismo, Il es una matriz estocastica, es decir satisface que:

(11) Para cada filai € S, Zjvzl mij = 1.

de modo que cada fila de la matriz representa una distribucién de probabilidad.

Una herramienta fundamental en el estudio de las cadenas de Markov es la

matriz de transicién en n pasos, II" := [r};], donde 7}; es la probabilidad de

que el proceso pase del estado i al estado 7 en n pasos:

= P{&nym = jlo, =i}

dichas probabilidades pueden obtenerse a partir de la ecuaciéon de Chapman-
Kolmogorov que se enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Si Il := [m;; jes
es la matriz de transicion (en un paso) de una cadena de Markov, entonces

ﬂ?j = Z Wfkﬂ,‘zj (2.2)
kesS
para cualquier par de enteros fijos no negativos v y s que satisfagan r +s =n,

donde m)y =1 sii#j y7; =0 sii#j.

13
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La relacién en Ec. (2.2) representa la multiplicacién de las matrices 11" y
I1°, de modo que II" es simplemente la n—ésima potencia de II.

Si la probabilidad de que el proceso esté inicialmente en i es p;(0):

P{xg=j} = pi(0)

entonces la probabilidad de que el proceso esté en el estado j en el instante n
es

P{on=j} =pin) = Y _m(0);

Definicién 6 Sea {x, : n > 1} una cadena de Markov con espacio de estados
S y matriz de transicion 1. Sea p := [p;], i € S una distribucion de probabili-
dad, es decir, p; > 0 para todoi € S y Y, op;i = 1, si

E pimij =pj, JES

i€s
decimos que p es una distribucion estacionaria o una medida tnvariante
para la cadena {x,}.

Para una cadena con espacio de estados finito, observamos que si II es la
matriz de transicion y p es el vector que representa la distribucion estacionaria,
entonces II7p = p donde p es un vector columna.

Dada una cadena de Markov en tiempo discreto, supongamos que existe
una distribucién v = [1;];cs tal que para todo i € S
’ n __ .

lim 7 =v;, j€S

n—oo
entonces la distribucion de x, se aproxima a v cuando n — oo, sin importar
cual sea la distribucion inicial de la cadena. En este caso decimos que la ca-
dena tiene una distribucion asintotica. Si una cadena tiene una distribucion
estacionaria p y una distribucién asintética v ambas deben coincidir.

Teorema 2 Sea {z, : n € N} una cadena de Markov en tiempo discreto con
espacio de estados finito S y matriz de transicion de probabilidades I1. Supon-
gamos que para algun i € S se cumple que

C
Jggoﬂij =vj, j€S
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Entonces el vector v es una distribucion de probabilidad estacionaria®.

2.3.2. Cadenas de Markov en tiempo continuo

Sea {z(t) : t € T} un proceso de Markov a tiempo continuo, con espacio de
estado discreto S y conjunto de indices T = [to,T] C [0,00), se dice que
{z(t) : t € T} es un proceso markoviano de saltos o cadena de Markov en
tiempo continuo (CTMC por sus siglas en inglés). El nombre de «saltos» se debe
a la forma en que evoluciona el proceso. En el tiempo ¢y := 0 el proceso inicia
en algtin estado x () := xo, en el cual permanecerd hasta un tiempo aleatorio
t1 > to; en el tiempo t; el proceso «salta» a un estado x(t1) # x(to), con x(t;) :=
x1; este comportamiento se repite en tiempos to, t3, ..., a los tiempos tg, t1, ...,
se les llama tiempos de salto del proceso y pueden definirse recursivamente
como:

tnyr i=Inf {t > t,|z(t) # x(t,)}, Yn=0,1,..

mientras que la diferencia entre los tiempos de salto, 7" := t,, — t,,_1 se conoce
como tiempo de permanencia.

Nota 1 Puede suceder que a medida que avanza el proceso los tiempos de
permanencia sean cada vez mds pequenos de tal forma que lim,,_,o > 7" < 00,
es decir, existe la posibilidad de que el proceso efectie un numero infinito de
saltos durante un intervalo de tiempo acotado. En tal situacion el proceso no
estaria bien definido para todo tiempo t > 0 y se dice que el proceso «explota»
en un tiempo finito. Para evitar tal comportamiento se supone que

lim E ™ = 00
n—oo
n

Si la cadena cumple esta condicion entonces se dice que la CTMC es reqular
0 no-explosiva.

En CTMC homogéneas los tiempos de permanencia son variables aleatorias
que siguen una distribucion exponencial tal que:

3La prueba de este teorema puede encontrarse en [48].
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Lema 1 FEl tiempo de permanencia 7; de una CTMC homogénea
{z(t): t € T} con espacio de estados discreto S que permanece en el estado
x(s) =i antes de cambiar a otro estado, tiene una distribucion exponencial:

P{7 > vlz(s) =i} = e

donde \; es una constante no negativa cuyo valor inverso caracteriza el tiempo
promedio de permanencia antes de que el estado z(s) =i cambie, esto es,

1 )
X = E{n|z(s) =i}

La constante \; se conoce como densidad de salida *.

Asi 7; es la cantidad de tiempo que el proceso permanece en el estado ¢ des-
pués de entrar a dicho estado y que se sabe esta distribuido exponencialmente
con parametro \;. Para una CTMC la condiciéon de Markov se puede escribir
como

P{x(t) = jle(r),¥0 <r < s,z(s) =i} = P{z(t) = jlz(s) = i} (2.3)

para todo 0 < s <t y estados i,j € S. A partir de la Ec. (2.3) se definen las
probabilidades de transicién m;;(s, t), como

mij(s, 1) = P{a(t) = jla(s) =i}, VO<s<ti,jes

Si se considera que la CTMC es homogénea (en el tiempo) entonces
mij(t) = P{a(s +1) = jlz(s) =i}, Vs 20,t>0
en particular, para s = 0 se tiene
mi;(t) = P{z(t) = jlz(0) =i}, t>0
La matriz II(t) := [m;(t)] es la matriz de transicion de la CTMC. Las

probabilidades de transiciéon ;;(¢) son nimeros no negativos que satisfacen
> ies Mij(t) =1, Vt > 0 y la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

mis(s +1) = Y mar(s)mei(8) = > min(£) s ()

keS keS

4La prueba de este lema puede encontrarse en [47], pag. 279.
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o en forma matricial II(s +t) = II(s)II(¢) = II(¢)I1(s). Ademas de estas condi-
ciones supondremos que el CTMC es estandar, es decir
lim 7wy (t) = m35(0) = 055

donde 9;; es la delta de Kronecker, esto significa que las probabilidades de
transicién m;;(¢) son uniformemente continuas en t > 0 (vedse [49], pag. 317).

También es comun definirse un PE en tiempo discreto {z,, : n =0,1,...}
con x, = x(t,) asociado a la CTMC, a este PE se le conoce como cadena
embebida de {z(t) : t € T} o simplemente cadena de saltos de {z(t) : t € T}.

Teorema 3 Suponga que la CTMC es regular, y que A\; > 0 para todo 1 € S.
Entonces para cualesquiera v,j € S yt > 0 se tiene:

P{zpi1 = 7, Tne1 > tlxo, ooy Tny Ty ooy Tn} = Pxpir = Jy Ty > o, =i}

—Ait
= Diz€

en donde los p;j = P{xn+1 = jlx, = j} satisfacen que p;; >0 sii # j, pi; =0
Yy Zjespij = 1, Vi e S.

La matriz P := [p;;] es la matriz de transicion de la cadena embebida {x,}.
Por ejemplo, si se considera una CTMC con dos estados S = {1, 2} y se supone
que unicamente hay transiciones entre estos dos estados tal que @) & @) si se
modela la dinamica por medio de una cadena de Markov en tiempo discreto,
entonces la matriz de transicion de la cadena embebida sera:

[

De esta manera es posible modelar la dindmica de la CTMC por medio
de la cadena embebida {z,} y el teorema 3. Sin embargo, también es po-
sible resumir el comportamiento probabilistico de la CTMC en términos de
su generador matricial [25]. Dicha matriz también es conocida como matriz
infinitesimal o Q-matriz y es fundamental en el andlisis de una CTMC. En
particular, nos permite obtener las ecuaciones de Kolmogorov y determinar,
bajo ciertas condiciones, la existencia de medidas estacionarias. En una CTMC
las probabilidades de la cadena embebida p;; y las probabilidades de transicién
7;;(t) representan aspectos distintos del proceso. Las primeras son probabili-
dades de cambio al estado j cuando el proceso se encuentra en el estado i y
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tiene un salto, mientras que las segundas son probabilidades de encontrar al
proceso en el estado j, partiendo de 7, al término de un intervalo de tiempo de
longitud t.

Generador matricial de una CTMC

Para cualesquiera dos estados i,j € S se define la intensidad (o tasa de
transicién) g;; de ir del estado i al estado j como la derivada de 7;;(¢) en t =0
por la derecha, i.e.,

! g 1
qij = mj;(t)],_y; = lim i [ (t) — 6ij] (2.4)

t—0

si el limite existe entonces se puede escribir’:

Wij(t> = qijt + O(t), 7 7&]
mi(t) =1—qt+o(t), ¢ :=—aq

En otras palabras, cuando ¢ — 0 las probabilidades ;;(t) y 1 — m;(t) son
proporcionales a t (excepto por los términos o(t)), con constantes de proporcio-
nalidad ¢;; y ¢; respectivamente. En particular, como 1 — m;(t) = Y i mii(t),
entonces ¢; = —q;; es la intensidad de transicion de ¢ a un estado distinto de
i. La matriz ) := [g;;] se llama matriz generadora de la CTMC y también se
le conoce como matriz infinitesimal o la Q-matriz de la cadena. El resultado
fundamental sobre las intensidades de transicién es el siguiente teorema, :

Teorema 4 Sean i,j € S, S C N, g;; la velocidad de transicion del estado
i al estado j y m;;(t) la probabilidad de transicion del estado i al estado j en
tiempo t, entonces

1. Parai # j, los limites q;; > 0 en Ec. (2.4) existen y son finitos.

2. El limite q; := q;; > 0 puede ser infinito.

3. Siq; < oo, entonces las derivadas ; (t) existen para todot >0y j € S.
Ademds dichas derivadas satisfacen que:

®Las expresiones para 7;;(t) y m;;(t) corresponden al desarrollo de la serie de Taylor de
la funcién m;;(t) alrededor de cero hasta el término lineal.
Scuya demostracién se puede ver por ejemplo en [49] paginas 304-308.
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a) Tt + ) =3 g T, ()Trs(s), VE, 5 >0,
b) ZjeS () =0,Vt >0,y
¢) Xjes |7, ()] < 2g; Yt > 0.

Nota 2 Sig; < 0o, entonces (3.a) equivale a derivar la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov con respecto al tiempo. Asimismo, (3.b) equivale a derivar la ecua-
cion Y icsmij(t) = 1. En particular, si (3.b) se cumple en t = 0 se obtiene
que

Z%’j =0, e ¢ = Z Qi (2.5)

Jes J#i

Estas observaciones son de gran utilidad y por tal motivo se supone que la
CTMC (o la matriz generadora @) es:

1. estable, es decir, ¢; = —q; < 00 para cada i € S, y

2. conservativa, es decir satisface la Fc. (2.5) para cada i € S.

Bajo las hipdtesis de la Nota 2, es posible relacionar la matriz Q) = [g¢;;]

con la matriz de transiciéon P = [p;;| de la cadena embebida de la siguiente
manera:

Teorema 5 Supongase que {x(t) :t € T} es una CTMC estindar que satisfa-
ce las hipotesis del teorema 3, la hipotesis de Nota 2 y las hipotesis del teorema
4 entonces:

2. 5t \; > 0, entonces pi; =0 y pij = ¢i;/¢ para j # i, en otras palabras
pij = (1= 0ij)qij/ai, Vj€S

3. Mientras que st \; = 0 entonces p;j = 0;; para todo j € S.
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Si se conoce la matriz de transiciéon II(t) = [m;(t)] entonces la matriz
generadora () = [¢;;] puede calcularse a partir de Ec. (2.4). Mientras que el
problema reciproco consiste en encontrar II(¢) a partir de los datos de Q.
Esto puede hacerse mediante la ecuacion de Kolmogorov hacia atrds (también
conocida como primera ecuacion de Kolmogorov [48]):

I'(t) = QU(t), V>0, I(0)=1I

o bien mediante la ecuacion de Kolmogorov hacia adelante (o seqgunda ecuacion
de Kolmogorov)

I(t) = I(H)Q, Vt>0, T(0) =1

La principal diferencia entre estas ecuaciones es que para ser validas requieren
hipétesis diferentes [48].

Distribuciones invariantes

Aligual que en teoria de cadenas de Markov en tiempo discreto, la nociéon de
distribucién invariante de probabilidad puede definirse en términos de CTMC
de la siguiente manera:

Definicién 7 Una medida p := [p;], i € S es invariante si para todo t > 0
I (t)yp = p

donde p es un vector columna y IL(t)T es la transpuesta de la matriz TI(t). Si
esta medida es una distribucion de probabilidad (i.e., Y ..qpi = 1 y pi > 0,
Vi € S) entonces se le llama distribucion estacionaria, de manera que

pi=P{x(t)=1i},Vies.

Analogamente al caso de cadenas de Markov en tiempo discreto, la distri-
bucién asintética para la CTMC se define como:

Definicién 8 Sea v = {v; : i € S} una distribucidn de probabilidad sobre S.
Se dice que v es:
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(1) La distribucion asintética de la CTMC si se cumple

lim Wij(t) = vy, \V/l,j es

t—o00

(11) wuna distribucion invariante (o distribucion estacionaria) de la cadena si
" (t)p=p, Vt>0
i.€.

pj =Y pimi(t), Vt>0,j€S

€S

Asimismo, se puede demostrar que si la distribucién asintética existe, en-
tonces v = p es la unica distribucién invariante de la cadena. La matriz ge-
neradora de la cadena estd estrechamente relacionada con la existencia de
distribuciones invariantes como muestra el siguiente resultado:

Proposicién 1 Supongase que {z(t) : t € T} es una CTMC estindar y regu-
lar, ademds satisface el teorema 4. Sea p = {p; : i € S} una distribucion de
probabilidad sobre S y p = {p; : i € S} el vector fila definido como u; := pg;.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) p es una distribucion estacionaria de la cadena.
(11) p satisface que pQ = 0.

(111) uP = p, donde P = [p;;] es la matriz de transicion de la CTMC embebida
de {z(t)}.

Ademés ([48], pag. 122) presenta la demostracién del siguiente teorema de
convergencia al equilibrio:

Teorema 6 Sea () una matriz irreducible y no explosiva, con I1(t) y distribu-
cion invariante p. Entonces para todos los estados i, j se tiene

Wij(t) — Dj st T — o0
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Finalmente, se presentan a continuacion algunos conceptos que introducen
la nocién de ergodicidad para una CTMC (apéndice B de [27]):

Definicién 9 Dados dos estados i,7 € S, se dice que j es alcanzable desde
i simij(t) > 0. Ademds los estados i,j estdn comunicados si son alcanzables
uno del otro, estd relacion se escribe como i <> j.

La relacién ¢ <+ j es una relacion de equivalencia que hace una particion
de S en clases disjuntas de equivalencia llamadas clase comunicante. Se dice
que la CTMC homogénea es irreducible si todos los estados de S forman una
unica clase comunicante.

Proposicién 2 Suponga que una funcion de transicion m;;(t) de una cadena
de Markov regqular es irreducible. Entonces se cumplen las siguientes afirma-
clones:

(1) El limite v; := limy o m;;(t) existe y es independiente de i (para todo
j €S fijo).

(11) El congunto {v;:j € S} del inciso anterior es una medida invariante,
que satisface:
(1) v; =0 para todo j € S; o

(11) v; >0 para todo j € S, y 3 _;eqvj =1

Una funcién irreducible y regular 7;;(¢) de la cadena de Markov asociada
se llama ergddica si existe una medida de probabilidad {v; : j € S} tal que:

lim Wij(t) = vy, VZ,] es (26)

t—o00
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Capitulo 3

Control de cadenas de Markov
en tiempo continuo en
reacciones quimicas

Una cadena de Markov controlada es un PE en el cual un controlador elige
acciones capaces de modificar el comportamiento del proceso, recibiendo una
recompensa (o costo) durante la manipulacién del sistema [50]. De manera
que, el objetivo del controlador es encontrar las acciones éptimas que generen
la recompensa maxima (o costo minimo) con respecto a algun criterio de opti-
malidad adecuadamente definido (a este problema se le conoce también como
proceso de decisién de Markov [27]). Estos problemas de control se denomi-
nan markovianos, debido a que tipicamente el estado del proceso se comporta
como un proceso de Markov, es decir, las transiciones del sistema dependen
unicamente de su estado actual (no del pasado del proceso).

En particular, los procesos de decision de Markov en tiempo continuo
(CTMDP por sus siglas en inglés), se caracterizan por la suposicién de que
el controlador observa el estado del sistema en todo momento y es capaz de
tomar acciones en cualquier tiempo t > 0 (en contraste con un proceso de
decision en tiempo discreto donde las observaciones y las acciones ocurren solo
en un conjunto numerable de tiempo).
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CAPITULO 3. CONTROL DE CADENAS DE MARKOV EN TIEMPO
CONTINUO EN REACCIONES QUIMICAS

3.1. Modelo de control

El modelo de control basico de un CTMDP se define por la quintupla
CTMDP = (S, A,{A(:): 1€ S},Q,7r)

que consiste en los siguientes elementos:

= un espacio de estados numerable S :={0,1,2,..., N}, con N € N,

» El espacio de acciones A, es un conjunto finito, donde para cada i € S se
define un conjunto de acciones admisibles A(i) C A, tal que A = U,;csA(7)
y donde K := {(i,k)|i € S,k € A(i)} se conoce como el conjunto de pares
estado accion.

= Las velocidades de transicién ¢j;x € R, para i,j € S,y k € A(i), que
denotan la velocidad de transicién de ir del estado j € S dado que en
el estado i € S se tomé la accion k € A. Las velocidades de transicién
satisfacen 0 < g;i < 00y ZjeS qjj = 0 para todo (i, k) € K.

= Una funcién de recompensa r : K — R que puede tomar valores positivos
0 negativos y se interpreta como un costo o una ganancia.

En este modelo de control si el sistema ocupa el estado 7 € .S, el controlador
debe elegir alguna accién k del conjunto A(7) (este proceso también se conoce
como decision, politica o estrategia), como consecuencia de esta eleccién, el
controlador recibe una recompensa r;;, y la siguiente decisiéon ocurre después
de un tiempo t cuando el sistema transita a un estado j # 1.

Las estrategias que toma el controlador pueden clasificarse de acuerdo al
modo en que incorporan la informacién del pasado, asi como por la forma en
que se elige la accién [25].

En este sentido, una estrategia se dice determinista (o pura) si es una
funcién de la forma f: T xS — A(i), entonces especifica una acciéon k € A(7)
cuando el sistema ocupa el estado ¢ € S en tiempo t € Ty se dice determinista
puesto que la accién k se elige con certeza siempre que el controlador observe
el estado 7, si la estrategia determinista depende exclusivamente del estado,
es decir, f(t,i) = f(i) = k entonces se le denomina estategia determinista
estactonaria.
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Por otro lado la estrategia es aleatoria (o mizta)!, si especifica una distri-
bucion de probabilidad en el conjunto de acciones, es decir, son funciones de
la forma d: T x S x A— P(A). Analogamente si la estrategia no depende del
tiempo entonces d(t,4, k) = d(i, k) := dy); y se trata de una estrategia aleatoria
estacionaria. En este caso, si el controlador observa el estado ¢ entonces la
accion k se elige con probabilidad dy);. Los términos dy; definen una matriz
de estrategias estocdstica d := [dyji]icskea, €l conjunto de todas las matrices
estocasticas se denota por D € RY*M donde N es el ntimero de estados y M
es el numero de acciones, ademas para cada estado i € S, 22/[:1 di;; = 1. Mien-
tras que al conjunto de estrategias deterministas estacionarias se le denota por
F, de maneraque f € F'y FCD.

De esta manera las estrategias brindan un procedimiento para la selec-
cién de acciones en un estado especifico. En lo que resta nos centraremos en
estrategias estacionarias, i.e., se considera que las estrategias dependen exclu-
sivamente del estado observado.

Para cada d € D se definen las matrices Q(d) = [gi;(d)]ijes, II(d) =
[7:;(d)]; jes donde Q(d),II(d) € RV*N y un vector r(d) := [r(i,d)]es, 7(d) €
RY de manera que:

ij(d Z Qlikdr)i, V1,5 €8
keA(7)
7Ti] Z 7r]|7,kdk|1> Vi ] €S
keA(7)
r(i,d) == Y rady, Vi€S
kEA()

(vedse [52]). También se tiene que para cada f € F' existe una unica matriz de
transicién de probabilidades homogénea I1(¢, f) que depende de f y que tiene
como matriz de velocidades de transicién Q(f), que satisface las ecuaciones de

'Hordijk y van der Duyn Schouten introdujeron la nocién de politica aleatoria de Markov.
Tales politicas se definen como extensiones convexas de las acciones originales. Es decir, si
por ejemplo se considera una cadena con dos acciones A = {a1,a2} y cualquier constante
d € (0,1), entonces existe una accién ¢ = ¢(d) con q(d) = dg(ar) + (1 — d)q(az) y r(d) =
dr(ay) + (1 —d)r(az2). Las politicas de Markov con respecto a tales extensiones convexas son
llamadas politicas aleatorias de Markov, este término es ampliamente usado en la literatura
[51].
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Kolmogorov [17, 53]:

%”@7 £ =1 NHR) = QUL f), TI(0,f) =1

donde se define

IT°(f) = lim P(t, f) (3.1)

t—o00

3.1.1. Criterio de optimalidad

Generalmente el problema de CTMDP se resuelve utilizando el criterio de
recompensa de descuento, o bien el criterio de recompensa promedio (ambos
para modelos de horizonte finito o infinito); algunos autores resuelven utilizan-
do alguna combinacion de estos.

En este trabajo se considera el criterio de recompensa esperada promedio
a largo plazo (horizonte infinito), ademds nos restringimos al caso de CTMC
ergddicas en donde es posible encontrar la estrategia éptima d en términos de
un problema de programacion lineal.

De manera similar a [54, 27|, para cada d € D se define la recompensa
esperada promedio a largo plazo J(d) por :
T

II(t, d)r(d)dt

3, ) = tim g L 1D

T—>00 T

con i-mo componente J(i, d)?.

En este sentido una estrategia d* € D se dice 6ptima si J(d*) := supyep J(d),
la cuestiéon fundamental en un CTMDP es encontrar dicha d*; para este efecto
se cita el siguiente lema [17, 27]:

Lema 2 Para cualquier f € F yt > 0, las siguientes afirmaciones se cumplen:

(o) TL(E, HTT(f) = T (HI(E, f) = T (HI(f) = T(f) y T (fe = e.

2En la definicién de J(i,d) el limite podrfa no existir, en este caso el liminf se interpreta
como el peor caso de recompensa a maximizar [50].
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(b) QUHI(f) = I*(f)Q(f) = 0y J(f) = II*(f)r(f)-
(c) (II(t, f) = TI*(f))" = (nt, f) — II*(f), para todos los enteros n > 1.

(@) [5G ) = T dt < oo, donde |G| = sup,es lg| para cualguier
matriz g := [di;]sxs)-

Donde e es un vector cuyos elementos son uno. Del lema 2.b) se sabe que
J(f) =1I*(f)r(f) donde J(f) es un vector y II*(f) estd dada por la Ec. (3.1).

De manera que si se define el funcional en términos de d como
J(d) = p(d)IT* (d)r(d)

entonces,

M
i=1 j=1 k=

1 i=1 k=1

esto debido a que para una cadena ergédica I1(d)?p(d) = p(d). Si d es una ma-
triz que contiene las estrategias aleatorias de Markov, entonces la recompensa
M

esperada satisface 7(i,d) := ) ripdy);, tal que,
=1

N M
= Z Z Tikdp)ipi — m;’n (3.2)

i=1 k=1

El modelo en Ec. (3.2) es no lineal. Sin embargo, si se introduce una nueva
variable de decision c;, conocida como variable de estrategia conjunta,
entonces el problema se puede reescribir como un problema de programacién

lineal como sigue:
N M
= Z Z PikCip — min (3.3)
i=1 k=1
donde ¢;;, se define como:
Cik = pz‘dk\i

Y Sonly ciw = pi(d), pues Yool dy =1 Vi € S.

La variable ¢;;, pertenece al conjunto de matrices Cyg,,, sujeta a las siguientes
restricciones:
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1. Cada vector fila de la matriz ¢ := [cix]icskea representa una estrategia
estacionaria mixta donde

cir, > 0

c € RV*M .— (3.4)

N M
y E E Cik. =
i=1k=1

2. La variable ¢;; satisface las restricciones de ergodicidad i.e.:

N N
= Z Z ik Pidki

i=1 k=1

que en términos de ¢;; toma la forma:

M N M
g CijE E T5|ikCik

k=1 =1 k=1
o de manera equivalente:

N M
DY [mik =6yl en=0, Vjes (3.5)

i=1 k=1
donde 9;; es la delta de Kronecker, que satisface d;; = 1sii =7,y 6;; =0
si i .

3. Ademas el generador matricial Q(d) satisface:

N N M
Z qi;(d)pi(q) = Z Z ¢jlikdripi = 0
i=1 i=1 k=1

donde, ¢;;(d) := 22/1:1 qjjikdr)i, que en términos de ¢, toma la forma:

N M
Z Z 4jlikCik =0 (3.6)

i=1 k=1

Una vez que el modelo lineal se resuelve en términos de ¢, las cantidades
de interés pueden recuperarse por medio de las siguientes expresiones:
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s Distribucion estacionaria
M
pi(d) = E Cik
k=1

. L M
» Politica en caso ergédico cuando >, i >0

Cik
M

Z Cik
k=1

di)i =

En el apéndice B se presentan los detalles de la solucion al problema de
programacién lineal utilizando Matlab®).

Finalmente, de la proposicién 1. I) se puede deducir el siguiente lema (véase
lema 3.22 y teorema 3.23 de [27]):

Lema 3 Para una politica arbitraria d para el modelo ergédico

ZQﬂikCik =0, Vjes
i€s
sujeto a > cip =1 y ¢ > 0 Vi € S, tiene una inica solucion p(d) que es la
€8
medida invariante de probabilidad de q;jiy.

3.2. Reacciones quimicas

En esta seccion se presentan dos problemas de cinética quimica que consis-
ten en una reaccion reversible y una red de reacciones reversibles, en donde se

ilustra el CTMDP mediante la introduccion de un conjunto de acciones en el
modelo de CTMC.

3.2.1. Reaccion reversible

En este ejemplo se considera la reacciéon reversible

k
H+ NHy = Hy, + NH, (3.7)
k_1
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que se realiza por medio de la técnica «flash photolysis-shock tube techniques?.
Durante el transcurso de la reaccion tanto el [V Hj] como el [H,] se mantienen
en exceso, tal que la cinética del sistema se puede resumir en dos reacciones
de primer orden, i.e., se ignora la dindmica de [NHjs] y [Hs]. El nimero de
moléculas de H a lo largo del tiempo se denota por [H|;.

Normalmente en el modelo determinista [H]; se modela en términos de
ecuaciones diferenciales ordinarias tal que d[H|;/dt = k_1(N — [H];) — k1[H]:,
donde [H]; es una variable continua con respecto al tiempo y N = [H]y +
[N Hs)y. Sin embargo, con el fin de describir la dindmica del hidrégeno en
términos de una CTMC se propone un modelo basado en un proceso de muerte-
nacimiento, asi se define [H] como una variable aleatoria discreta cuyo estado
estd dado por el conjunto S = {0,1,2,...., N — 1}, N € N, donde el conjunto
S contiene el nimero de moléculas de H que pueden convertirse en nuevas
moléculas de H (nacimiento) o pueden consumirse (muerte).

Las velocidades de transicién del proceso de muerte-nacimiento se denotan
por d; y b; respectivamente y estdn dadas por la ley de accién de masas [57]:

bi:kfl(N—Z'), di:kli, VZGS

Por simplicidad se considera un conjunto de 7 estados S = {0,1,2,...,6},
ie., N = 7. La figura 3.1 muestra una representacion grafica de la cadena
donde el i—mo estado corresponde a ¢ nimero de moléculas de H y d;, b; son
las velocidades de muerte y nacimiento en el estado ¢ € S respectivamente.

En este modelo si se tienen ¢ € S moléculas de H después de un tiempo 7; es
posible que se genere una nueva molécula de H (nacimiento) o que se consuma
una molécula de H. Dado que se conocen las velocidades de transicion d;, b; el
generador matricial para un N fijo se obtiene como

—bg bo 0 .. 0 0
Q di —(bi+d1) b1 .. 0 0
0 0 0 .. dy_1 —dn_1

3Esta técnica combina el calentamiento del gas amoniaco N Hs, mediante el choque de
ondas reflejadas seguido inmediatamente de la pirdlisis flash, para producir una concentra-
cién transitoria de una especie atémica que en este caso es el atomo de H, producto de la
pirdlisis de amoniaco. Los atomos de H son monitoreados por espectroscopia de absorcién
atémica [55]. El dtomo de H producido en la disociacién del amoniaco reacciona con dicho
N Hj3, que se encuentra en gran exceso en comparacion con los otros radicales por medio de
la reacciéon H + NHz = Hy + NHy [56].
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H+ NH3;2NH; + H,

Figura 3.1: Representacion del grafo de la CTMC de la reaccion H + NHs &
H2 + NHQ, N = 77 [H] - {0, ]., 2, ,6}

En [55] se reportan los resultados de una serie de experimentos a diferentes
temperaturas en el rango de 900 — 1620 K, donde la concentracién inicial de H
y NHy es la misma i.e., [H]g = [NHa]o. Ademds [N Hs| y [Hs] se mantuvieron
en exceso tal que la cinética de la reaccién puede modelarse por medio de un
sistema de dos reacciones reversibles de primer orden que se describen en la
Ec. (3.7). La tabla 3.1 muestra los resultados experimentales de las velocidades

de reaccién a diferentes temperaturas?.

T ky k_y

1260 5.01  3.58
1482 13.06 5.94
1620 20.77 9.23

Cuadro 3.1: Datos de la cinética de Ec. (3.7), T(K), ki(10713)

cm3s~ 'molécula™, k_1(107'%) em®s~'molécula".

A partir del generador matricial @, la matriz de transicion I1(¢) se calcula
por medio de la ecuacién de Kolmogorov, Il'(t) = QII(t), II(0) = I, cuya
solucién estd dada por I1(t) = e%! (a este conjunto de ecuaciones también se
les conoce en la literatura como Chemical Master Equation [58]).

4En todos los casos se considera que la densidad de la mezcla del gas es p =

108 molecule™tem?.
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Si las constantes de velocidad de la reaccion son una funcién de la tempera-
tura ki(T,), k—1(Ty,), es posible definir un conjunto A = {71,...,Tyy}, M € N
de manera que cada T,, € A, m € N sea una accién capaz de modificar el
comportamiento del sistema, en el sentido de que modifica las velocidades de
transicién. Para cada una de las acciones de temperatura se calcula el genera-
dor matricial correspondiente obteniéndose:

- 2148 2148 0 0 0 0 0
501 —22.91 17.90 0 0 0 0
0 1002 —24.34 1432 0 0 0
Q(TY) = 0 0  15.03 —25.77 10.74 0 0
0 0 0 2004 —27.20 7.16 0
0 0 0 0 2505 —28.63 3.58
L0 0 0 0 0 30.06 —30.06.
- 3564 35.64 0 0 0 0 0
13.06 —42.76 29.70 0 0 0 0
0 2612 —49.88 23.76 0 0 0
Q(Ty) = 0 0  39.18 —57.00 17.82 0 0
0 0 0 5224 —64.12 11.88 0
0 0 0 0 6530 —71.24 5.94
L0 0 0 0 0 78.36 —78.36.
—55.38 55.38 0 0 0 0 0 7
20.77 —66.92 46.15 0 0 0 0
0 4154 —7846 3692 0 0 0
Q(T3) = 0 0 6231 —90.00 27.69 0 0
0 0 0  83.08 —101.54 1846 0
0 0 0 0  103.85 —113.08 9.23
0 0 0 0 0 124.62 —12.62 ]

y sus respectivas matrices de transicién de probabilidades I1(¢) cuando t — oo.

Nétese que limy_,o m;;(t) = p;, donde p := [p;] es una medida invariante de
probabilidad y de hecho es la distribucion asintética de la cadena:

r0.0394 0.1688 0.3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052
0.0394 0.1688 0.3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052
. 0.0394 0.1688 0:3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052
IT*(T7) = | 0:0394 0:1688 03015 0.2872 0:1539 0.0440 0.0052
0.0394 0:1688 0:3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052
0.0394 0.1688 0:3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052
L 0.0394 0.1688 0.3015 0.2872 0.1539 0.0440 0.0052 -

~0.1015 0.2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0.0009
0.1015 0.2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0-0009
N 0.1015 0-2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0-0009
IT*(T,) = | 0:1015 0:2878 0:3273 0.1985 0.0677 0.0123 0.0009
0.1015 0.2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0-0009
0.1015 0-2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0.0009

L 0.1015 0.2878 0.3273 0.1985 0.0677 0.0123 0.0009 -

1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0.
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0.0008
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0.
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0
1101 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0

0
8.
0
0

A su vez la informacién proporcionada por el generador matricial, permite
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calcular la cadena embebida del proceso (por medio del teorema 5) y por lo
tanto es posible recrear la trayectoria del proceso utilizando el procedimiento
del apéndice A.

7 T T T T
---[H] estado discreto
7[H]t estado continuo

Figura 3.2: Comparacion entre la cadena embebida generada con los datos de
Q para [H]| y el modelo determinista [H];.

La figura 3.2 muestra la comparacién entre el modelo en términos de una
CTMC y el modelo determinista a una temperatura de 7' = 1260 K, a partir
de la cual se observa que en el estado estacionario de la reaccion, el modelo
determinista predice que [H|; permanece constante en [H]; = 2.5 para todo t >
1, mientras que en el modelo de CTMC la dindmica del sistema se caracteriza
por una serie de transiciones aleatorias entre los estados del conjunto discreto
S, dichas transiciones ocurren en un tiempo también aleatorio.

Ademés para la cadena embebida del generador matricial Q(7}), la distri-
bucién asintética de la cadena calculada es:

p(T1) = [0.0394,0.1688, 0.3015, 0.2872, 0.1539, 0.0440, 0.0052] "

donde se observa que existe una mayor probabilidad de encontrar el proceso
en los estados [H]| = 2y [H] = 3 con probabilidades de 0.3015 y 0.2875 respec-
tivamente. Por otro lado la distribucién asintética obtenida de la simulacién
es p(T1) = [0.0333,0.1545, 0.2934, 0.2953, 0.1669, 0.0502, 0.0064] .

En un CTMDP se define ademds un vector de recompensa r(7,) € RY,
T, € A que depende de la accién T, donde a cada elemento r;(T,), i € S, se
le asocia una ganancia o costo que depende del estado i y la accion T,,.

En el modelo de muerte-nacimiento propuesto para la reaccién de la Ec.
(3.7), se observa que para un estado ¢ € S la «muerte» de H implica a su vez
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el nacimiento de N Hy (que se considera un radical de interés véase [56]), por
lo tanto en este ejemplo ilustrativo se asocia como recompensa, la velocidad a
la que se consume H:

ri(Tw) = ki(T)n)i Vi€ S, T, €A

de manera que de Ec. (3.2), el promedio de la velocidad a largo plazo a la que
se produce N Hs es:

N M
=3 ) (ka(T2)i) duipi(d), Vi€ S,ke A deD

i=1 k=1
donde el término k;(7%)i es conocido y dy;p;(d) no se conoce.

El funcional J(d) se transforma a un funcional lineal J(c¢) y dado que
la solucién en el apéndice B estd en términos de minimizacién de J(c), se
calcularon los vectores —r(1,,), T, € A tal que:

0 0 0
—5.01 —13.06 —20.77
T —10.02 T —26.12 T —41.54
—r = | —15.03 —r = | —39.18 —r = | —62.31
( 1) —20.04 | ’ ( 2) —52.24 |’ ( 3> —83.08
—25.05 —65.30 —103.85
—30.06 —78.36 —124.62

Asi el funcional lineal

ZZ —k1(T})i) cir, Vi€ S,ke{1,2,3},de D

i=1 k=1

sujeto a las restricciones lineales de las Ecs. (3.4), (3.5) y (3.6) tiene la forma
del problema de programaciéon lineal del apéndice B que, una vez resuelto
arroja como resultado las matrices:

00 0.1101 001
0 0 0:2936 001
0 0 0:3262 001
c= (0001933 |, d= [001
0 0 0.0644 001
0 0 0.0115 001
0 0 0.0008 001

De los resultados de la matriz d se observa que la estrategia (de tempera-
tura) que maximiza la produccién de N Hs es la accién T3 = 1620K es decir, el
controlador (quien toma la decisién) debe mantener un perfil de temperatura
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|Iﬂl II|I|H|J| “I( I|l|| Ihllﬂl|||

|
1 15 2 25 3

t

Figura 3.3: Comparacién entre la CTMC obtenida mediante la cadena embe-
bida para el estado [H], usando la estrategia pura T3 = 1260 K y Q(T}) (linea
negra) y la CTMC con la cadena embebida de la estrategia calculada d y Q(d)
(linea roja).

constante. También se observa que para la estrategia calculada, la distribucién
. . M
invariante p(d) := [p;(d)]ics = [D_p—y Cz‘k]ies,kzﬁ es:

p(d)z[O.llOl 0.2936 0.3262 0.1933 0.0644 0.0115 0.0008]T

donde p(d) es a su vez la distribucion asintética de Q(73).

Finalmente la figura 3.3 muestra que si se compara la cadena generada por
la estrategia pura 77 = 1260 K con la estrategia calculada d, es decir T3 = 1620
K, se observa que al emplear la estrategia d (linea roja) el proceso permanece
una mayor cantidad de tiempo en los estados donde H es menor, i.e., una
«alta» temperatura favorece la reaccién en direccion H + NHs — Hy + N Ho,
pues p(d) = [0.1101, 0.2936, 0.3262, 0.1933, 0.0644, 0.0115, 0.0008] 7.

Mientras que para la estrategia pura se tiene que
p(Th) = [0.0394,0.1688,0.3015,0.2872,0.1539,O.O44O,O.OO52]T

es decir, al utilizar la estrategia d calculada, las probabilidades de encontrar
al proceso en los estados [H] = 0,1,2,3 donde se tiene una baja cantidad de
hidrégeno aumentan, en comparacién con los estados en los que la cantidad de
hidrégeno es mayor e.g., [H] = 4,5,6.
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3.2.2. Red de reacciones quimicas reversibles

Las antocianinas son un grupo de pigmentos de color rojo, hidrosolubles,
ampliamente distribuidos en el reino vegetal; estan presentes en diferentes 6rga-
nos de las plantas, tales como frutas, flores, tallos, hojas y raices. Las anto-
cianinas son de interés particular para la industria de colorantes alimenticios
debido a su capacidad para impartir colores atractivos [59]. Existe un gran in-
terés en el entendimiento de los principios béasicos que influyen en el color de las
antocianinas a partir de factores como la estructura quimica, pH, temperatura,
presencia de oxigeno y acido ascorbico, concentracion y actividad de agua de
la matriz ya que dichos factores determinan la estabilidad del pigmento [60].

En [61] se reporta un mecanismo general (vedse figura 3.4) que involucra las
transformaciones estructurales de la malvidina 3-glucosida que, a temperatura
ambiente existe en cuatro formas en equilibrio: la base quinoidal A, el catién
flavilio AH™, la pseudobase carbinol B y la chalcona C. Las reacciones de la
figura 3.4 se representan simbolicamente por una RRQ de tres reacciones:

k12
AH "= A+ HY
k21

k
AH* 2 B+ HY (3.8)
k31

k34
B + catalizador =2 C + catalizador
ka3

Para modelar la dindmica de la RRQ en Ec. (3.8) se propone un modelo
en términos de cadenas de Markov en tiempo continuo tal que cada estado s
tiene la forma s = ([AH™],[A],[H"],[B],[C]); donde [AH"] es el nimero de
moléculas de AHT; [A] es el niimero de moléculas de A, etc. De manera que si

la reaccion AHT =8 A+ H* ocurre, entonces se resta una molécula de AH y
se suma una molécula de A y H* respectivamente. Esta idea se resume para
todas las reacciones de la siguiente manera:

36



3.2. REACCIONES QUIMICAS

R4
OH
(o] HO
Ry
O glucosa
+H*
O glucosa O glucosa
base quinoidal  transferencia
(A) de proton cation flavilio (AH")

+H,0
-H*
reaction de
hidratacion O glucosa
pseudobase carbinol(B)
R4

OH
HO ok O
\ R,
reaccion
tautomeria O glucosa

O glucosa chalcona (C)

Figura 3.4: Transformaciones estructurales de la antiocianina malvidina 3-
glucosida en solucién acuosa.

AH+ 2 AL H+ ([AH],[AL[H],(BLIC) #(AH+ 1], [A+1],[H+ +1],[B].[C])
A+HS A+ ([AH],[A][H],[BLIC) 3 (AH* +1],[A-1],[H+ ~1],[B],[C])
AH+ S By ([AH],[A][H],[BLIC) B ([AH* —1],[A][H+ +1],[B+1],[C))
BH"S A+ ([AH],[A][H],[BLIC) S ([AH* +1],[A][H+ —1],[B-1],[C))

B—}—catalizador@C’—i—catalizador: ([AHT1,[A]L[HT],[B], [C’])@([AH*} JALIH T, [B-1],[C+1])

C’+catalizado7“ki; B+-catalizador: ([AHT],[A],[HT],[B], [C’])kii3 ([AHT],[A][HT],[B+1],[C-1])

En particular, se considera que la condicion inicial de la reaccién es

([AHS_]v [Ao]a [HS_], [BO]> [CO]) = (27 0,9,0, O)
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y por lo tanto corresponde al estado s; de la figura 3.5. A partir del estado
inicial s5, es posible transitar al estado s, = ([AH; — 1],[Ag + 1], [HS +
1], [Bol, [Co]) = (1,1,6,0,0) a una velocidad dada por la ley de accién de
masas \s, s, = k12[AH1]; también es posible transitar del estado s; al estado
se = ([AHS — 1], [Ao], [Hy + 1], [Bo + 1],[Co]) = (1,0,6,1,0) a la velocidad
/\8586 = k’lg[AHJr].

La condicién inicial determina los estados posibles de la cadena, en este
caso, se tendra un total de 10 estados S = {s1, S2, ..., S10} que se muestran en
la figura 3.5. Las constantes de velocidad para cada una de de las reacciones
se reportan en la tabla 3.2. De acuerdo con [62] para sistemas de volumen
pequeno, si el orden de la reaccién quimica es mayor a uno, la velocidad de
reaccion depende del volumen del sistema y de la cantidad de moléculas de cada
reactante requeridos para que la reaccion ocurra. Con la finalidad de considerar
este ajuste las contantes de velocidad se calcularon como: kip = 4.7 x 10*s7!,
kog = 1.1 102871, k‘13 = 8.5X 1072871, kgl = 5.5X 1075871, k?34 =4.5x% 1075371,
k‘43 =3.8x107%s7 L

Cuadro 3.2: Constantes de velocidad de las transformaciones estructurales de
la malvidina 3-glicosida en medio 4cido acuoso 0.2 M a 25°C', [61].

ko = 4.7(i0.4)X104s*1 kb, = 6.7(+£0.5) X 103M 1571

kg = 8.5(+1)X102s7! ks = 34(+3)M st

ks = 3.8(i0.2)X10_48_1 ki, = 4.5(:&0.3))(10_53_1

Ademas, para ejemplificar el CTMDP;, se considera un conjunto de acciones
compuesto por el nimero de moléculas de H™ tal que:

A= {H*(1),H(2), H*(3)} = {5,120,530} .

De manera que, para cada accion HT (k) V k € {1,2,3} se reportan los
generadores matriciales Q(H " (k)), donde cada elemento de la matriz es una
velocidad de transicion dada por la ley de acciéon de masas para la reaccion
correspondiente.

38



3.2. REACCIONES QUIMICAS

Estado 3:
AHO-2, AD+2, HO+2, BO, CO

kiz C >k21
kz1

Estado 4: Estado 5:
AHO-1, AG+1, Ho+1, BO, CO AHO, AD, Ho, Bo, CO

Estado 2: Estado 7:
AHO-2, AD+1, Ho+2, Bo+l, Co AHO-1, AO, HO+1, BO+1, Co AHO-2, AD, HO+2, BO+2, CO

k34 C
k21
'Y

Estado 1: Estado 10: Estado 8:
AMO-2, AD+1, Ho+2, Bo, Co+1  AHO-1, AD, Ho+1, Bo, Co+l  AHO-2, AD, HO+Z, BO+1, CO+1

Estado 9:
AHO-2, AD, HO+2, BO, CO+2

Figura 3.5: Representacién del grafo de la RRQ en Ec. (3.8) donde Hy = 5.
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3.2. REACCIONES QUIMICAS

Para cada accion H' (k) € A y estado ¢ € S se define una recompensa r
asociada a la velocidad de salida del estado 7, es decir:

r ko1 (Ao+1)(H (1)+2)+kas
k34(Bo+1)+ks1 (Bo+1)+(Hy (1)+2))(Bo+1) (Hy
ka1 (Ao+2)(H (1)+2)
ki3(AHF —1)+k12(AHS —1)+ka1 (Ao+1)(Hy (1)+1)
T(H+(1)) _ k12(AHS ) +ki3(AHT)
k31 (Bo+-14+Hy (1)41)(Bo+1) (H (1)+1)+k12(AHF —1)+-ki3(AHF —1)4+k3a(Bo+1)
k31 (Bo+2+Hg (1)+2)(Bo+2) (Hy (1)+2)+ksa(B+1)
ka3(Co+1)+ksa(Bo+1)+ks1 (Hy (1)+2)+(Bo+1))(Hy (1)+2)(Bo+1)
ka3 (Co+1)
L le(AHS_—l)—i-klg(AHg——l) .

Co+1) ]
1)+2)+k21 (Ao+1)(Hy (1)+2)

Py

= ko1 (Ao+1)(Hy (2)4+2)+kas(
ka4(Bo+1)+ka1 (Bo+1)+(Hy (2)+2))(Bo+1)(Hy (
ka1 (Ao+2)(Hy (2)+2)

ki3(AHF —1)+ki2(AHF —1)+ka1 (Ao+1) (H (2)+1)

T(H+(2)) _ ki2(AH )+ki3(AHS)
k31 (Bo+14+Hy (2)+1)(Bo+1)(Hy (2)+1)+k12(AHF —1)+k13(AHF —1)+k3a(Bo+1)
k31 (Bo+2+Hg (2)+2)(Bo+2)(Hg (2)+2)+ksa(B+1)
kas(Co+1)+ksa(Bo+1)+ks1 (Hy (2)+2)+(Bo+1)) (He (2)+2)(Bo+1)
k43(Co+1)

L klz(AHJ—l)-i-klg(AHér—l) .

Co+1) T
2)4+2)+ko1 (Ao+1)(H (2)+2)

r k21 (Ao+1)(Hy (3)+2)+kaz(Co+1) 7
k3a(Bo+1)+ks1 ((Bo+1)+(Hy (3)42)) (Bo+1)(Hy (3)+2)+k21(Ao+1) (H (3)42)
ka1 (Ao+2)(Hy (3)+2)
k1s(AHY —1)+ki2(AHY —1)+ka1 (Ao+1)(Hg (3)+1)

r(H+(3)) - k12(AHG )+k13(AH)
k31 (Bo+14+H (3)+1)(Bo+1) (Hy (3)+1)+k12(AHF —1)+k13(AHF —1)+k3a(Bo+1)
k31(Bo+2+H (3)+2)(Bo+2)(H (3)+2)+ksa(B+1)
ka3(Co+1)+kza(Bo+1)+ks1 (Hy (3)+2)+(Bo+1))(Hy (3)+2)(Bo+1)
k43(Co+1)
L k12(AH371)+k13(AHJfl) J

de manera que el calculo de los vectores de recompensa es:

T
r(H*(1)) = 10* [0.0770, 0.0770, 0.1540, 4.7660, 9.4000, 4.7000, 7x10~7, 3.5x 107, 3.8x 1078, 4.7000 |
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r(HT(2)) = 104 [ 1.3420, 1.3421, 2.6840, 6.0310, 9.4000, 4.7001, 0.0002, 0.0001, 3.8x10~, 4.7000

r(H'(3)) = 10° [0.5852, 0.5854, 1.1704, 1.0541, 0.9400, 0.4702, 0.0003, 0.0002, 3.8x10~2, 0.4700

Finalmente, se busca la estrategia H' que minimice el funcional de la Ec.
(3.2) en términos de las recompensas definidas como velocidades de salida,
donde se encontro que

0.0007 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0027
0.0000 0.0000 0.1972
0.0000 0.0000 0.4910
¢ = | 0-0000 0.0000 0.3051 d

~— 1 0.0000 0.0000 0.0033 | »* —
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000

OO OOOOOOH
[l elelelelelelele)]
CORRFEHRFEO

Estado

IR (lin

o 05 1 1
i

4

2 25

Figura 3.6: Comparacién entre CTMC a partir de estrategia pura H*(1) (linea
negra) y CTMC de la cadena con la estrategia calculada en la matriz d (linea
roja).

A partir de los resultados obtenidos en la matriz ¢ se observa que, utilizando
la estrategia calculada en d a largo plazo, se espera que la cadena permanezca
el 49.1 % del tiempo en el estado 4 y 30.51 % en el estado 5. Ademés la matriz
d muestra que el controlador prefiere acciones altas de H' en los estados del
1 al 7. La figura 3.6 presenta la comparacién entre la cadena generada con la
estrategia pura H* (1) y la cadena obtenida a partir del cdlculo de la estrategia
d, donde se aprecia que la linea roja asociada a QQ(d) visita un mayor nimero de
veces el estado 10, este comportamiento coincide con la evidencia experimental
que sugiere que cuando la RRQ de la Ec. (3.8) se somete a valores altos de pH,
es mas probable observar la chalcona C.
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Capitulo 4

Plegamiento de proteinas

El plegamiento de proteinas es el proceso mediante el cual una proteina
alcanza una estructura tridimensional determinada. Las proteinas tienden a
adoptar estructuras tridimendionales especificas con el objetivo de ser biol6gi-
camente activas, estas estructuras se conocen generalmente como estados con-
formacionales.

Historicamente se utilizan péptidos pequenos con en fin de estudiar el
fenémeno de plegamiento, puesto que algunos péptidos reproducen algunas de
las caracteristicas estructurales importantes de la naturaleza del plegamiento
de proteinas en su medio natural, que consiste en una solucién acuosa [63]. En
este trabajo se estudia la N — acetil — N — metil — L — alanilamida en medio
acuoso. Dicha molécula ha sido utilizada por muchos grupos como referencia
estandar en el andlisis de la dinamica conformacional en términos de cade-
nas de Markov construidas a partir de simulaciones de la dindmica molecular
[64, 63, 65, 66].

4.1. Simulacion molecular

Las simulaciones de la dindmica molecular se refieren al modelado de siste-
mas atomicos utilizando los principios de la mecénica clasica, donde se repre-
senta a los atomos mediante puntos de masa interactuando con sus alrededores
(acoplados con un bano de presion o calor [67]) por medio de fuerzas que puden
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representarse por potenciales. En la mayoria de las aplicaciones se trata con
grandes muestras de dtomos utilizando software especializado [68].

De acuerdo con este enfoque clasico, el movimiento de los atomos de un
biopolimero puede modelarse de acuerdo a las expresiones:

0
Mol = —a—Utotal(rl,rg, wntN), a=1,2..N (4.1)
TOZ

donde m, es la masa del d&tomo «, r, € R® es un vector de posicién del
atomo « y Uyoal(71,72, ..., 7n) €s la energia potencial total, que depende de
las posiciones de los atomos 71,...,rxy € R3. El término Uya es una parte
crucial de la simulacion puesto que debe representar las interacciones entre los
atomos en una funcién matematica sencilla que pueda calcularse rapidamente.
En otras palabras la seleccion de Uy €8 un compromiso entre la precision y
el esfuerzo computacional.

Normalmente una funcién Uiy, incluye las siguientes contribuciones:

Utotal = Uenlace + Uéngulo + Udiedro + UVdW + UCoulomb

Los primeros tres términos describen las interacciones de estiramiento, fle-
xion y torsién del enlace respectivamente (vedse figura 4.1):

0 o

Figura 4.1: Interacciones de enlace de Uyya: r longitud de enlace; 6 angulo de
enlace; ¢ dngulo diedro; el dngulo a puede ser controlado por un angulo ¢.
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enlace 2
Uenlace = § kl (Ti - TOi)
enlace i
- 2 : angulo 2
Uéngulo - k@ (91 - 901)
angulo i
diedro
Udiedro = E k; [1 + cos(nip; — i)
diedro i

donde Ugyace Tepresenta la energia de enlace asociada al aumento o disminu-
cién de la longitud del enlace con respecto a su longitud de equilibrio. Usngulo
es la energia asociada al angulo entre cada par de enlaces covalentes compar-
tiendo un atomo en el vértice y Ugiedro describe los pares de atomos separados
por exactamente tres enlaces covalentes con enlace central sujeto al angulo de
torsion (.

Los ultimos dos términos de Ui describen interacciones entre pares de
atomos no enlazados:

v = X300 ()" (2)]

r
i g>i R4 v
qi4;
UCoulomb == E § P
i g>i 0T

que corresponden a fuerzas de Van der Waal’s (aproximadas por el potencial
6-12 de Lennard-Jones) e interacciones electrostéticas, respectivamente.

Los parametros utilizados en cada uno de los términos de Uiya S€ encuen-
tran documentado en bases de datos conocidos como pdb (Protein Data Bank)
y psf (Protein Structure File). El archivo pdb contiene las coordenadas atémi-
cas y/o velocidades del sistema medidas con cristalografia de rayos X. Mientras
que el archivo psf guarda la informacion estructural de la proteina como car-
gas, tipos de enlace y en general informacién relacionada con la forma en la
que los atomos estan conectados.

En una simulacion de la dinamica molecular se acopla el conjunto de ecua-
ciones en (4.1) con la ecuacién de Langevin:

2’)/]€BT

Mo = F(z) —yv —
v (z) —yv i

R(t)
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donde M es la masa, v = T es la velocidad, F' es la fuerza, x la posicién, vy es el
coeficiente de friccién, kg es la constante de Boltzmann, T es la temperatura y
R(t) es un proceso aleatorio invariante de Gauss. El acoplamiento es modelado
anadiendo la fluctuacién (dltimo término) y la disipacién (término —vy v) en
las ecuaciones de movimiento de Newton.

En adiciéon a la descripcién del movimiento de los dtomos, las simulaciones
moleculares también pueden utilizarse para generar una muestra de configu-
raciones a partir de las cuales es posible obtener propiedades termodinamicas
como la energia libre. Este calculo requiere la estimacién de una distribucién
de probabilidad p[U(ry, ...,7n)] a partir del cual la diferencia de la energia libre
se calcula como:

AG — 1 In plU (11, ..oy Tn)]
B Po

donde py es un factor de normalizaciéon y S es la constante de Boltzman.

4.1.1. NAMD

NAMD [69] es un software de acceso libre disefiado para la simulaciones de
alto desempenio de la dindmica molecular en sistemas biomoleculares. Antes
de realizar la simulacion de la dindmica molecular, se recomienda un prepro-
cesamiento de las coordenadas iniciales de los d&tomos (obtenidas por medio de
cristalografia de rayos X y almacenadas en archivos pdb y psf) que consiste,
primero en una minimizacion de Uqta €n este paso se busca un minimo local de
la funcion Uiy, variando sistemédticamente las posiciones de los atomos para
eliminar choques asociados a la fuerza de Van der Waals. Después se recomien-
da realizar una simulacién previa al andlisis con el fin de analizar el sistema
una vez que alcanza el equilibrio.

4.2. Modelo en términos de cadenas de Mar-
kov

Tradicionalmente, una simulacion de la dinamica molecular involucra la po-
sicion y la velocidad de cada atomo con respecto del tiempo. A pesar de que este
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planteamiento permite una apreciacion visual del proceso, existe otro enfoque
utilizado cominmente en el analisis del plegamiento de proteinas que consiste
en proyectar la dindmica en uno o dos pardmetros definidos por el usuario (ta-
les como el «root mean square deviation (RMSD)», distancias, dangulos, etc.)
con la nocién de que estos parametros permitan la obtencién de un modelo
representativo de la dindmica reduciendo la complejidad del modelo original

[70].

En este sentido, los nodos del grafo de la cadena de Markov son subcon-
juntos de las conformaciones definidas por la discretizacién del espacio confor-
macional (micro-estados) y los enlaces entre ellos representan las transiciones
observadas entre dichos nodos. La informacién de la trayectoria estocastica
permite asignar probabilidades de ocupar un nodo, asi como las probabilida-
des de transicién entre dos nodos [64].

En particular, la N — acetil — N’ — metil — L — alanilamida (véase figura
4.2 (a)), es una molécula que contiene dos dngulos diedros ¢ € [—180,180] y
1 € [—180, 180] que se muestran en la figura 4.2 (b) y que corresponden a los
grados de libertad elegidos, de manera que cada par (¢,1) corresponde a una
conformacién de la molécula.

0 ChHs :
)3\ NH ' }
H3C NH ~ /‘

CH;
O

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Molécula de N — acetil — N’ — metil — L — alanilamida. (b)
Representacion tridimensional de la molécula.

A partir de los resultados de la simulacién molecular se obtienen los datos
de los dngulos ¢ y 1 con respecto al tiempo. Dichas simulaciones deben ser lo
suficientemente largas tal que se considere una muestra en equilibrio.
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4.2.1. Micro-estados

Para obtener el modelo en términos de cadenas de Markov se definen los
micro-estados con base a la discretizacién de los angulos ¢ y 1 de manera
que el conjunto de micro-estados S = {1,2,...,n}, n € N es un conjunto
numerable y finito. A partir de este conjunto, es posible construir una matriz de
transicién de probabilidades T' = [T3,], 17, donde T;,, denota la probabilidad
de transicién de ir al estado z € S dado que se tiene el estado actual y € S en
un periodo de tiempo At.

Las probabilidades de transicién, se calculan con los datos disponibles de
la simulaciéon molecular y se asigna un micro-estado a cada punto de la tra-
yectoria. Este proceso de clasificacién consiste en comparar las estructuras
de la trayectoria una por una, para averiguar el micro-estado que le corres-
ponde. El resultado, es la transformacion de la trayectoria en una serie de
micro-estados que cambian en el tiempo. Después, la trayectoria en términos
de micro-estados se usa para contar cuantas veces ocurrié una transicién entre
cada par de micro-estados z,y € S en el periodo At, i.e., se cuentan todas las
transiciones que ocurrieron del estado x al estado y y este ntimero se divide
entre el nimero de transiciones totales que iniciaron en z. De esta manera se
obtienen las probabilidades T, que se acomodan en una matriz de transicién
de micro-estados T := [T},] donde " T, = 1 Vy € S. Nétese que la cadena de
Markov construida de esta forma es en tiempo discreto, donde las transiciones
ocurren en intervalos de tiempo At.

Ademss a cada micro-estado x € S se le asigna una cantidad P, de acuerdo
a la fraccién de la trayectoria que el sistema visité cualquiera de las conforma-
ciones contenidas en z y donde > " P, = 1. Si la simulacién molecular es lo
suficientemente larga se espera que se cumpla que T, P, = T, P,.

4.2.2. Macro-estados

Sin embargo, no todo micro-estado esté conectado con los otros [71]. De
manera que se prefiere descomponer el grafo en moédulos correspondientes a
bases de atraccién o macro-estados de acuerdo a las caracteristicas de la su-
perficie de energia libre. Estos macro-estados se definen con fronteras cercanas
a regiones de transicion de menor energia. Dicha particién proporciona una
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manera natural de describir la dinamica conformacional pues, excepto a alta
temperatura, el sistema permanecera la mayor parte del tiempo en una region
alrededor de un minimo de energia libre, pero eventualmente puede transitar
a otra regién. La dindmica entre las bases de atraccién (macro-estados) puede
representarse como la trayectoria de una nueva red cuyos nodos corresponden
a las bases de atraccion y donde las aristas reflejan las transiciones entre dos
macro-estados [72].

El software NAMD permite realizar calculos de la energia libre por medio
del algoritmo «adaptive biasing force (ABF)» (para més detalles acerca del
algoritmo ABF véase [69, 73, 74]). El uso de las simulaciones por medio del
algoritmo ABF permite caracterizar la superficie de energia libre en términos
de los angulos v y ¢. La figura 4.3 muestra la superficie de energia libre para
el N —acetil — N' — metil — L — alanilamida.

T=300 K
14

' “':“% > ;;""lll"’lllt
KA S\
"'0 'l,"""ﬂllll »,\I”"”'"ioz' ”"'o "
/Io '0"'///;;;/ "c “ m . .
III [I/I I ’ i
: ,,,,,/ /// 0m ‘\\\/Al R .
'/

AG

:lom ‘\\\\\”Ih//////

Figura 4.3: Superficie de energia libre del N — acetil — N’ — metil — L —
alanilamida en funcién de los angulos diedros ¢, 1 obtenida por medio del
algoritmo ABF utilizando NAMD.

A partir de las caracteristicas de la superficie de energia libre se define
un nuevo conjunto de macro-estados o bases de atracciéon S = {1,2,..., N},
N € N, donde cada macro-estado contiene un conjunto de micro-estados, i.e.,
1= {x tx € 5}, 1 € S yn > N. Recientemente, se han utilizado algoritmos
especializados para descomponer la red de micro-estados en macro-estados que
corresponden a las bases de energia libre (e.g., [64]).
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El conjunto de estos macro-estados puede modelarse como una CTMC don-
de el tiempo que la cadena permanece en cada estado es una variable aleatoria
con distribucién exponencial. Esta nueva red toma cada base de atraccion co-
mo un nodo y las probabilidades de transicién entre dichos nodos se obtienen
a partir de la cadena en tiempo discreto por medio de (vedse [64]):

pi=)» P, VieS§
TEL

P Lsei 2ye; TP
Y Zzéi PLE

tal que z,y € S son los indices de los nodos de la cadena de Markov en tiempo
discreto; 7,7 € S son los indices de las bases de atraccion.

De manera que, si se considera la transicion ¢ — j y se supone que la
dinamica de las bases de atraccién estd en equilibrio, entonces la constante
de velocidad de esta transicién es \;; = 7;;/At, donde At es el intervalo de
tiempo entre los saltos utilizado para construir la cadena de Markov en tiempo
discreto [64].

Asi las cantidades A;j, Vi # j, son los elementos del generador matricial @)
de una CTMC tal que @ € RY*¥ contiene los elementos:

A ifi=
4 {Azj, if i ] 42)
donde \; = > .. A

g g

4.3. Resultados

Las simulaciones de la dindmica molecular se realizaron en el software
NAMD utlizando una celda de 24 x 24 x 24 A3, que contiene una molécu-
la de N —acetil — N' —metil — L — alanilamida inmersa en un bano de agua a
temperatura constante compuesto por 390 moléculas de H,O tal como muestra
la figura 4.4.

De acuerdo con las recomendaciones en [75] se realizé un preprocesamien-
to de las coordenadas iniciales obtenidas por cristalografia de rayos X, este
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Figura 4.4: N —acetil — N' —metil — L — alanilamida en medio acuoso formado
por 390 moléculas de HyO.

proceso consiste en una minimizacion rapida de la energia libre de la estruc-
tura. Las conformaciones minimizadas se equilibraron en un bano isobarico e
isotérmico a 1 atm. Se utilizdé un tiempo de 2 fs para integrar las ecuaciones
de movimiento y se consideré que todos los enlaces que unen los atomos de
hidrogeno a atomos mas pesados, se fijan a sus distancias de equilibrio. Des-
pués del preprocesamiento se realizaron simulaciones de 100 ns obteniendose
datos de las conformaciones cada 0.5 ps.

La figura 4.5 muestra los primeros 1000 datos de la simulacién de la dinami-
ca molecular a lo largo de los angulos ¢ y v, donde se observa el comporta-
miento estocdastico de la trayectoria, ademas se aprecia que las conformaciones
permanecen vibrando en ciertas regiones (bases de atraccién), pero ocasional-
mente transitan entre dichas regiones. El plano de fase formado por los dangulos
VY, ¢ se discretizo en 15 x 15 grados. Después las probabilidades de transicion
entre los micro-estados se calculan de acuerdo a las transiciones observadas en
las trayectorias.

Los resultados de la superficie de energia en funcion de ¢ y ¢ a las tempe-
raturas 17 = 280, T, = 300, T3 = 330 y T, = 350 K se presentan en la figura
4.7.

La discretizacién en bases de atraccién consiste en 6 macro-estados tal
como se muestra en la figura 4.7. Los elementos del generador matricial para
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50 100 150

Figura 4.5: Trayectoria de simulacién de la dindmica molecular con 7' = 300
K, con los primeros 1000 datos disponibles.
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Figura 4.6: Superficie de energia libre a las temperaturas 280, 300, 330 y 350
K.

la CTMC se calculan de acuerdo a la Ec. (4.2):

—0.0596 0.0284 0.0090 0.0058 0.0000 0.0164

0.0279 —0.0618 0.0113 0.0102 0.0003 0.0121

Q(T ) _ 0.0117 0.0140 -—0.0641 0.0087 0.0157 0.0140
1) — 0.0080 0.0137 0.0094 —0.0539 0.0125 0.0104
0.0001  0.0002 0.0105 0.0103 —0.0392 0.0181

0.0242 0.0187 0.0140 0.0106 0.0192 —0.0867
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-150 -100 -50

Figura 4.7: Visualizacién de

[ —0.0644 0.0288
0.0275 —0.0670
Q(T ) _ 0.0154 0.0144
2 0.0091 0.0138
0.0002 0.0004

L 0.0224 0.0203

r —0.0608 0.0266
0.0256 —0.0705
Q(T) _ 0.0102 0.0152
3) — 0.0114 0.0128
0.0002  0.0008
L 0.0262 0.0219

[ —0.0722 0.0324
0.0298 —0.0808

Q(T ) — 0.0110 0.0158
4 0.0132 0.0189

0.0003  0.0005
L 0.0294 0.0284

macro-estados en los dngulos ¢ y 1.

0.0100 0.0081 0.0001
0.0126  0.0104 0.0003
—0.0708 0.0106 0.0147
0.0103 —0.0561 0.0121
0.0122 0.0103 —0.0406
0.0143 0.0092 0.0195

0.0088 0.0064 0.0003
0.0165 0.0114 0.0005
—0.0655 0.0106 0.0170
0.0094 —0.0585 0.0124
0.0172  0.0088 —0.0435
0.0195 0.0100 0.0231

0.0109 0.0086 0.0002
0.0158 0.0147 0.0007
—0.0697 0.0114 0.0143
0.0093 —0.0725 0.0151
0.0148 0.0121 —0.0466
0.0224 0.0148 0.0207

0.0174 7
0.0161
0.0156
0.0108
0.0176
—0.0856

0.0187 7
0.0165
0.0125
0.0125
0.0165
—0.1006

0.0201 7
0.0198
0.0172
0.0158
0.0189
—0.1158

La matriz de transiciéon de probabilidades II* se calcula por medio de la
ecuacion de Kolmogorov, obteniéndose los siguientes resultados:

0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421
0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421
0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421
0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421
0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421
0.1982 0.1987 0.1435 0.1434 0.1741 0.1421 -

r 0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551 1
0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551
H(T ) — | 0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551
2) — | 0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551
0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551
~0.1909 0.1911 0.1434 0.1472 0.1724 0.1551 -
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0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337

0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337

H(T ) — | 0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337
3 0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337
0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337

0.1891 0.1786 0.1778 0.1377 0.1831 0.1337

0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378

0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378

H(T ) — | 0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378
4 0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378
0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378
0.1888 0.1926 0.1718 0.1442 0.1647 0.1378

A partir de la informacién obtenida en el generados matricial Q(7,,) la
trayectoria de los macro-estados se reconstruye utilizando el procedimiento
en apéndice A. En la figura 4.8 se presentan los resultados de la dindmica
molecular correspondientes a los 6 macro-estados en 7' = 300 K, donde se
observa que la conformacién de la molécula permanece en un macro-estado por
un periodo de tiempo y después transita a otro macro-estado aleatoriamente,
este comportamiento es representativo de la CTMC obtenida con el generador
matricial Q(73) a la misma temperatura.

- - -CTMC
Discrete-state MD
r

]
[

Macro-states

Figura 4.8: Comparacién entre la CTMC obtenida mediante Q(73) y los resul-
tados de la dindmica molecular en las 6 bases de atraccién.

Finalmente, se asocia un vector de recompensa r(T}), k € A, para cada
temperatura a partir de la suma de la energia libre para cada micro-estado
contenido en un macro-estado, tal que, r(i,T) = > ., AG,/card(i), i € S,
donde card(i) representa el nimero de micro-estados contenidos en el macro-
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estado 7, obteniendose:

27.3912 28.3263
v
r(T) = | 728837 |+ r(T2) = | 53090
52.1250 52.1586
80.9954 81.6504
38.0286 35.6878
{16 007 {07 6351
r(T3) = | 1070508 | » (1) = | Gy iss
101.6420 72.9539
107.4523 - 124.3975

Los elementos del vector de recompensa para una temperatura dada son
representativos para cada base de atraccién y relacionan AG con la cantidad
de micro-estados contenidos en cada ¢ € S. El funcional en términos de la
estrategia d es:

AGa L
:ZZ anm’() dk|i—>md1n, Vie S ke A (4.3)

=1 k=1 €L

Los resultados para el problema de programacion lineal se presentan a
continuacion:

0.1925 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.1420 0.0000 0.0000 0.0479 0.7477 0.0000 0.0000 0.2523

c = | 0-0228 0.1356 0.0000 0.0000 d = 0.1437 0.8563 0.0000 0.0000
— | 0.0029 0.1395 0.0000 0.0000 | » — | 0.0207 0.9793 0.0000 0.0000
0.0388 0.1365 0.0000 0.0000 0.2212 0.7788 0.0000 0.0000

0.1338 0.0077 0.0000 0.0000 0.9456 0.0544 0.0000 0.0000

La matriz d establece la distribucién de temperatura para cada base de
atraccion, e.g., para la base I, el controlador elegira T" = 280 K, mientras que
para la base II la temperatura es una distribucion entre 17" = 280 y 17" = 350

K.

95






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presentaron aplicaciones quimicas cuya la dindmica pue-
de representarse por medio de una cadena de Markov en tiempo continuo, aso-
ciadas a problemas de cinética quimica y al plegamiento de proteinas. Estos
modelos se extendieron mediante el uso de acciones capaces de modificar la ve-
locidad de transicion entre estados y se interpretaron en términos de CTMDP
para cadenas ergddigas, utilizando el criterio de recompensa esperada promedio
a largo plazo.

En el caso de los CTMDP se encontré que es posible obtener la estrategia
que optimiza el funcional de recompensa esperada promedio a largo plazo, me-
diante su transformacion en un funcional lineal sujeto a restricciones lineales,
utilizando una metodologia inspirada en el método c—variable.

Con respecto a los resultados en las aplicaciones presentadas en los capitulos
3y 4 se hacen los siguientes comentarios finales:

= En un CTMDP es necesaria la observacion del estado en todo momento,
en el caso de las aplicaciones quimicas presentadas, este requerimiento
representa un reto desde el punto de vista tecnologico.

= Los modelos de reacciones quimicas analizados se simplificaron a cadenas
de pocos estados, sin embargo en muchos sistemas fisicos reales se espera
que el numero de estados sea tan grande como el niimero de Avogradro
(6.022 x 10%).
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= En el problema de plegamiento de proteinas, el modelo en términos de
cadenas de Markov requirié la realizacién de simulaciones moleculares
muy largas, ademas los resultados dependen de la seleccién de micro-
estados y macro-estados, asi como de los parametros que se usan para
representar la dinamica de las conformaciones, en este caso, dado que
se utilizé un péptido pequeno, las propiedades estructurales sélo depen-
den de los angulos diedros ¢ y 1, sin embargo en sistemas moleculares
complejos una seleccion apropiada de estos parametros es de suma im-
portancia.

5.1. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro se propone

= el uso de algoritmos para la selecciéon de macro-estados en el plegamiento
de proteinas y analizar si es posible interpretar esta seleccion en términos

de un CTMDP.
= el analisis de cadenas de Markov parcialmente observables.

= aplicacién en problemas concretos de reactores quimicos.
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Apéndice A

Construccién de una CTMC

La construccién de una CTMC a partir de las velocidades de transicién \;;,
Vi, j € S requiere dos pasos:

» Paso 1: Se genera una secuencia de estados {z, } de una cadena de Markov
en tiempo discreto, que corresponden a la cadena embebida de {z(t)},
es decir, se generan a partir de la matrix de transicion de probabilidades

P donde
)\i / )\z
Pi=lpyl = 57 = 5o
i i
i#j

v pi; = 0 para todo ¢ € S.
s Paso 2:

e Sea {x, : n € N} una cadena de Markov discreta con matriz de tran-
sicién de probabilidades P := [p;;], con distribucién inicial p(0) tal
que P{X(0) =k} = p(0).

e Sea E(n),n > 0, una secuencia de variables aleatorias independien-
tes distribuidas exponencialmente con parametro A = 1.

entonces {z(t)} se obtiene mediante el siguiente procedimiento:

1. Se elige el estado inicial X(0) = Xy de acuerdo a la distribucién
inicial p(0).
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2. Sea 1y =0y W(0) = E(0)/A(x(0)), entonces W (0) es el tiempo de
espera en el estado .

3. Sea 11 = 19 + W(0) se define z(t) = x(0) para todo t € [19, 7).

4. Se elige x(1) de acuerdo a la matriz de transicién de probabilidades
Py W(1) = E(1)/A(1)).

5. Seamy = 71+ W(1) y 2(t) = (1) para todo ¢ € [r1, 7).

6. El proceso continua.

A continuacién se detallan las ideas generales para la construccién de una
cadena de Markov en tiempo discreto necesaria en el algoritmo de construccién
de una CTMC.

Sea el conjunto discreto S = {1,2,..., N} y se supone la existencia de:

(1) Una distribucién inicial p(0) = {p;|i € S}, tal que, para cada ¢ € S
pi(0) = P{xo =i}, donde ), ¢ p;(0) = 1.

(11) Las probabilidades de transicién p;;, tal que, p;; = P{xp41 = jlz, =1},
donde para cadai € S ). gpi; = 1.

Ademas se presenta el siguiente teorema:

Teorema 7 Sea U uniformemente distribuida en el intervalo (0,1). Sea p =
{pili € S} donde p; > 0 para cada i € {1,2,...,N} y Zi]\ilpi = 1 definimos la
cantidad

o ::P{xgi}:Zpk
k=1
y sea x = min{iloy; > U} entonces P{x =i} = p;.

Sea {Uy, Uy, ...} un conjunto de variables aleatorias independientes unifor-
memente distribuidas en el intervalo (0, 1). Para iniciar la construccién de la
cadena discreta se requiere obtener el estado xy a partir de Uy, asi, puede re-
currirse al teorema 7 utilizando la distribucién inicial p(0). Después, dado que
P{x, = jlzo = i} = p;; se tiene que el paso del estado z( al estado x; es una
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variable aleatoria discreta cuya funcién de probabilidad estda determinada por
la i—ma fila de la matriz de transicion P. Por lo tanto para generar el estado
1 se utiliza nuevamente el teorema 7 utilizando el valor U;. Se utiliza esta
misma idea para el estado zo y asi sucesivamente hasta construir la cadena de
Markov discreta x,,.
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Apéndice B
Modelo de programacién lineal

Considere el problema de programacion lineal:

CTX — m)%’n
sujeto a A, X = by (B.1)
donde
0<X <L 17 Aeq c R(QN-H)X(NM) y beq c R(2N+1)

El vector CT := Cys se define como:
T
" =[Cu, .., Ciag, Con,s ooy Congy oo, Oty oo, O]
= [7’11, ey TIM, 7215 -y T2M 5 -+ TN ooy TNM]
Mientras que el vector X representa los valores de ¢;;, tal que:

X 1= [C11, e CLM, 21y o0y COM oy CN1 s +oy CN M
Las restricciones lineales en ecs. (3.4), (3.5) y (3.6) se describen a conti-
nuacion:
1) La restriccién para ¢ en Ec. (3.4) se satisface si 0 < X < 1.

2) La matriz A € RV x(NM) g construye utilizando la restriccién de ergo-
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dicidad definida en Ec. (3.5)

Asi, se tiene que

. N /M
Jj=1 Z( 7T1|ikcik—01k>=0

| : o :
Jj=N > (Z TN|ikCik — CNk:> =0
=1

k=1

y por lo tanto la matrz A se define como:
A= [lez‘k - 5J‘JL:1TV i=1,N

donde ¢;; es la delta de Kronecker.

3) Para satisfacer la restriccién para el tiempo definida en Ec. (3.6), se
construye la matriz B € RV*(VM) como

B = |gj) 1 it

Finalmente, A., es:

donde e = (1,...,1)T € RW¥M) y el vector b, se define como

beg = (0,...,0,1)T € R#VH!
N——
2N times

Utilizando esta estructura el problema (B.1) puede resolverse facilmente
utilizando la funcion linprog disponible en MATLAB®).
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