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Abstract

In the present work it is affront the problem of parametric identification for
Hamiltonian Systems, employing the trajectories for the system and formulating
the problem as stabilization of function named as First Integrals of Hamiltonian
System, which are functions that belongs constant through the trajectory of the
system.

Approach this as an optimization problem minimizing the time variation of
this functions employing the gradient method and the sliding mode. It is including
in the work the convergence analysis of both methods.

The implementation of these methods is done in three different examples
where the parameters participate in both linear and non-linear ways and which can
participate in the definition of the generalized impulse. These experimentations

were developed by simulations in MATLAB-SIMULINK®.



Resumen

En el presente trabajo se afronta la problematica de la identificacion paramétrica
para Sistemas Hamiltonianos, empleando las trayectorias del sistema, estimados de
sus derivadas y planteando el problema como la estabilizacion de funciones conoci-
das como Primeras Integrales de Sistemas Hamiltonianos, las cuales son funciones
gue permanecen constante a través de las trayectorias del sistema.

Se aborda esto como un problema de optimizacién minimizando la variacion
de estas funciones con respecto al tiempo empleando el método del gradiente y el
enfoque de modos deslizantes. Se incluyen en el trabajo los analisis de convergencia
de ambos métodos.

La implementacion de estos métodos se realiza en diversos ejemplos donde
los pardmetros participan de forma tanto linael como no lineal y los cuales pueden
llegar a participar en la definicion del impulso generalizado. Estas experimenta-

ciones se realizaron por medio de simulaciones en MATLAB-SIMULINK®.



Contents

CON NS .. v
Contents of fiQUIreS ... ... o Vi
INtrodUCCION ... 1
] 1= 0 [ ) 1
1.2 PlanteamientO .. ..ot e 3
1.3 JUSHITICACION. .. o 4
1.4 ODJELIVOS ... 5
1.5 Estructurade latesiS. .. ... 6

2 MArCO TEOKICO ...\ttt e 7
2.1 Enfoque Lagrangian . ........o.vuririiri i 7
2.1.1 Ecuacionde Lagrange .........c.uveriniiiii i 7

2.2 Transformacionde Legendre . ... . ..o 8
2.3 Formato Hamiltoniano. ..o 9
2.3.1 Funcion Hamiltoniana ... 9

2.3.2 Ecuaciones Canodnicas Hamiltonianas. ..............ccovvvivieinnn... 10

2.4 Parametros desconocidos en las ecuaciones dinamicas........................ 10



Contents v

2.5 OptIMIZACION ... . 11
2.5.1 Métododelgradiente ........ ... 12

2.6 M0odos deslizantes . .. .......o.iriri 13
2.7 Funcion signo y tangente hiperbolica................ ... ... 13
2.7, L SIgNO .t 13
2.7.2 Tangente hiperbOlica. ... 14
2.7.3 Filtropasabaja........coouvuiiiii 15

3 ldentificacion de sistemas Hamiltonianos............................... 16
3.1 Formulacion del problema ......... ..o 17
3.2 Primeras Integrales . ... 18
3.2.1 Definicion de Primeras Integrales. ...t 18

3.2.2 Caracterizacion de primeras integrales por la estructura del

Hamiltoniano. . ... 20

3.3 Identificacion como estabilizacion. ... 21
3.3.1 DerivadadeunaPrimeralntegral ...................oooiiiiiiiiL. 22
3.3.2 Ejemploilustrativo ... 23

3.4 Estabilizacion como optimizacion ... 23
3.4.1 Optimizadores diferenciales...............coiiiiiiiiiii i, 24
3.4.2 Convergencia del procedimiento..............coiiiiiiii i, 26

3.5 Reduccion de chattering ..........coviirii i 28

3.6 Observador de Super-twist para la estimacion en linea de ¢ (t|a*) y p (t|a*) ... 29

3.7 Estimador diferenciadorde Buler. ... 30

4 ProcedimientoS NUMEATICOS ........ovre e 32



4.1 Ejemplo1
4.2 Ejemplo 2

4.3 Ejemplo 3

Contents

D CONCIUSIONES . ...

5.1 Trabajos afuluro .. ......iniei e

6 Anexol .....

Bibliografia ...

Vi



2.1

3.2

3.3

3.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

411

412

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

Contents of figures

Funcion signo vs Tangente hiperbllica .. .............................. 14
Diagramadefase . ... e 19
Identificacion como estabilizacion .............. ... .. ... . 22
LafunCion g (£, ). . o oo v 24
SIStEMAMECANICO . ..o\ttt e 32
QUO,T) < 34
Dindmicade z(t) Y pu(t) oo 36
Dindmica de ¢(t) y p(b(t) .......................................... 37
H(q,pla®) VS H(q,plar). oo oo 38
Identificacion de 0 . .. ... .. 39
Identificacion de 7 . . ... ... 40
H D) oo e e e e e 41
Circuito €lECTriCO . . . ... 41
Q(Cor L1) o e 42
QLY DL v o e et e e e e 44
Q2Y D2« o o e e 45
H(q,pla®) VS H(q,D|ar). oo e 46

vii



4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

Contents of figures viii

Co—CONVEIGENCIA .« o ot vttt et e 47
Li—CONVEIQENCIA . . o v vttt e et et e e et 48
H(q,pla)—Hamiltoniano . ......... ... . i 49
O(C0s L) oo e 50
p1—Estimacién de impulso generalizado .............. ... .. ... ... . ... 50
Y PIQLIA 51
QLY D1 v v et ettt e 51
3 Y D3« v et e 52
H(q,pla®) VS H(q, plar). oo e 52
a—EStimacion . . ... . 53

Dinamicade H(q,pla) .. ..o 53



Introduccion

Actualmente existen diversos enfoques por medio de los cuales se puede analizar la
dindmica de sistemas, entre ellos destaca el enfoque Hamiltoniano el cual tiene relacién
con la funcién de Lagrange, dadas las caracteristicas de este enfoque se pueden describir y
estudiar diversas propiedades especiales de los denominados Sistemas Hamiltonianos (SH).
Uno de los atributos mas remarcados de esta representacion es la existencia de funciones
conocidas como Primeras Integrales (P1), las cuales tienen como caracteristica fundamental
ser funciones algebraicas que dependen de las trayectorias del sistema y los parametros del
sistema analiticamente, con las cuales se puede llegar a delimitar la dindmica del SH y
deducir diversos comportamientos del mismo como en diversos ejemplos estudiados en

1, 2].

1.1 Antecedentes

A través de los afios hasta la actualidad se han desarrollado una extensa teoria sobre Sis-
temas Electromecéanicos, los cuales son todo sistema donde participe la electricidad y la
mecanica, sobre los cuales se han llegado a escribir diversas obras [1, 3, 4]. Esta teoria ha
servido como base para el desarrollo de trabajos cientificos en diversos campos [5, 6, 7].
En los cuales se resalta la necesidad del desarrollo de teoria y metodologias que faciliten el
estudio de la dindmica de los sistemas.

La dindmica de los Sistemas Electromecanicos puede ser obtenida mediante diversos

enfoques [1, 4]. Entre los cuales se resalta el enfoque Lagrangiano con el cual es posible



Introduccion 2

determinar la dinamica de diversos sistemas por el solo empleo de una funcién, que es
la diferencia de energia cinética menos la energia potencial, conocida como funcion de
Lagrange. Esto ha hecho posible estudiar las caracteristicas y los comportamientos de los
sistemas mediante diferentes técnicas para el desarrollo de diversas investigaciones [10,
12].

A pesar de ser de gran ayuda el enfoque Lagrangiano la dindmica se presenta como
un conjunto de n ecuaciones de segundo orden por lo cual su estudio puede llegar a ser
algo complicado, dado que se debe de resolver las ecuaciones diferenciales empleando di-
versas técnicas. Es por ello por lo que se recurre al enfoque Hamiltoniano, el cual es un
enfoque matematico que como ya dijimos parte de la funcién de Lagrange. Este enfoque
ha sido ampliamente estudiado [1, 2, 8]. La dinamica que se obtiene mediante este enfoque
se presenta por un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden también cono-
cidas como SH con las cuales se ha podido estudiar el comportamiento de los sistemas y
desarrollar miles de trabajos en diferentes &mbitos [13, 14, 15].

Tanto en la investigacion como en la practica es de gran utilidad el conocimiento
de los parametros para la toma de decisiones y para el desarrollo de diversos proyectos
por lo cual es que se han dedicado una enorme cantidad de trabajos en el desarrollo de
metodologias para la estimacion de parametros de los sistemas, los cuales se pueden llegar
a clasificar por: el modelo a estimar, las sefiales que emplean para la tarea y el criterio en
el que se basan. En el trabajo [11] se presenta un resumen y una clasificacion general de
diversos metodos para la estimacion de parametros de sistemas. También dentro del trabajo

hace mencion sobre la estimacion de pardmetros que participan tanto de forma lineal y no
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lineal dentro de la dinamica del sistema. Muchos de los métodos para la estimacion de
pardmetros de forma no lineal se basan en sefiales de error y en linealizaciones del sistema
[11, 17, 18, 19]. Para sistemas con parametros que participan de forma no lineal en la
dinamica del sistema se han implementado enfoques como minimos cuadrados no lineales,
redes neuronales y gradiente basado en algoritmos[46, 50, 51, 52]. En el caso del algoritmo
de minimo cuadrado no lineal no se puede llevar a cabo la tarea si la funcién empleada no
presenta multiples minimos locales.

Actualmente se han desarrollado trabajos en la estimacion de primeras Integrales de
SH por variaciones paramétricas enfocado a trabajos quimicos, pero a partir del conocimiento

de otra primera Integral [16].

1.2 Planteamiento

Los SH pueden llegar a representar una gran diversidad de sistemas para fines practicos y
teoricos con diversas dinamicas tanto lineales como no lineales. En este marco se tiene la
problematica de la estimacion de pardmetros ya sea para cualquier sistema como para SH
y a pesar de que a través de los afios se han realizados diversos trabajos para la resolucion
de este problema, aun concretamente para SH, no se han logrado desarrollar técnicas que
aprovechen las caracteristicas y propiedades de este enfoque.

Es necesario el desarrollo de metodologias que exploten las caracteristicas que brin-
dan los SH para una mayor obtencion de informacion sobre estos con la menor cantidad
de datos sobre estos. En este trabajo consideramos una propiedad importante de este tipo

de sistema que es la existencia de funciones algebraicas que permiten en muchos casos



Introduccién 4

delimitar la dinamica del sistema, este tipo de funciones son conocidas como Primeras In-
tegrales(P1) de los SH las cuales han sido ampliamente estudiadas [1, 2], al considerar esta
propiedad convertimos el problema de estimacion de pardmetros en un problema de esta-
bilizacion el cual se propuso resolverlo mediante un enfoque de optimizacion que ha sido

empleado en diversos trabajos.[48, 49].

1.3 Justificacion

Los SH dados sus propiedades y comportamientos son un objeto matematico ampliamente
abordados desde diferentes campos de estudio, como: Quimica, Mecanica, Matematicas,
Mecanica cuantica, Mecanica celestial, Control Optimo, etc.[43, 1, 42, 30, 45, 44]. Campos
en los cuales se han llevado a cabo diversos avances mediante el empleo de esta herramienta
matematica.

Actualmente existen diversos métodos que pueden ser implementados para la iden-
tificacion de sistemas Hamiltonianos que toman a consideracion la estructura del sistema
[19, 17, 11], dejando de lado sus propiedades. A pesar de esto existen SH cuyos paramet-
ros participan dentro de la dinamica de una manera no lineal en los cuales métodos como
el minimos cuadrado no lineal no pueden llevar a cabo la identificacion del sistema debido
a la presencia de multiples minimos locales [46], y el uso de redes neuronales no pueden
no ser empleados para la identificacion cuando en algun sistema Hamiltoniano no se tiene
analiticamente una relacion entrada salida como por ejemplo en mecénica celestial [53, 45].

Actualmente la importancia de las Pl radica en su uso para determinar algunas carac-

teristicas de los sistemas [2]. Un uso préctico ha sido desde un enfoque quimico ademas de
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que se busca definir nuevas PI a partir del conocimiento de una previamente y la variacién
de parametros [9]. También se emplean para determinar la integralidad de un sistema e
identificar osciladores no lineales mediante linealizaciones [54].

En el presente trabajo se propone la identificacion de SH considerando las propiedades
de las Pl y a bordando el problema como estabilizacion de estas planteando un problema

de optimizacion.

1.4 Objetivos

e Introducir la teoria fundamental del enfoque Lagrangiano y su relacién con los SH.

De igual manera incluir la teoria que fundamenta las propiedades de las PI

e Estabilizar el valor de las PI de SH al reducir la variacion de estas a través del tiempo

por medio de la identificacion de pardmetros.

e Emplear las caracteristicas de las Pl de SH para definir un algoritmo capaz de
estimar sus parametros sin considerar la estructura del sistemay el cual sea aplicable
a sistemas donde los parametros participen de forma lineal y no lineal dentro de la

dindmica del sistema.

e Realizar una estimacion en linea del impulso generalizado cuando se desconocen los

parametros que participen en su definicion para dindmica acotadas.
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1.5 Estructura de la tesis

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente forma:

e En el capitulo 2 se encuentra descrita toda la teoria que define a los SH en que se
parte del enfoque Lagrangiano al igual que algunos conceptos relacionados con

optimizacion y modos deslizantes.

e En el capitulo 3 se da una formulacion completa del problema, junto con descripcién
de PI de SH al igual que sus propiedades, las diversas estructuras que se pueden
encontrar en las mismas integrales. Se define el enfoque de optimizacidn en que se
basa este trabajo y también se presentan los analisis de convergencia por Lyapunov
de los métodos propuestos y una proposicion para la reduccion de chattering

presentado por los algoritmos propuestos.

e En el capitulo 4 se aborda la problematica de la identificacion de parametros en
un sistema mecanico, un circuito eléctrico y un problema propuesto, partiendo
de la obtencion de sus representaciones por sistemas Hamiltonianos a partir de la
funcién de Lagrange. Se presentan los resultados obtenidos de la implementacidn
de los algoritmos de identificacion de parametros sobre estos casos desarrollados en

MATLAB-SIMULINK® y un comentario sobre los mismos.

e En el capitulo 5 se resumen los resultados obtenidos tras las experimentaciones, asi

como las implicaciones del trabajo y los futuros trabajos a desarrollar.



Chapter 2
Marco Tedrico

2.1 Enfoque Lagrangiano

Funcion de Lagrange

En este enfoque se toma como punto de partida la definicion del vector de coorde-
nadas generalizadas ¢ (t) = (q1 (t) , ..., g. ()7, que son el conjunto de n-tuplas por medio
de las cuales se describe de manera Unica la posicion de una particula y que tiene una cor-
respondencia con los grados de libertad del sistema que se quiera estudiar en el tiempo
t > 0. Ejemplos de estas son: las coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas [29, 1].
Con estas coordenadas generalizadas ¢ (¢) es posible describir segln sea el caso de estu-
dio la energia cinética 7' (¢ (t) , ¢ (t) , t) y la energia potencial V' (¢ () , t) de una particula.
La funcion de Lagrange o Lagrangiano se define como la diferencia de energia potencial y

cinética de un sistemay se da por la siguiente expresion:

L(q(t),q(t),t) =T (q(t),q(t),1) =V (q(t),1) (2.1)

2.1.1 Ecuacion de Lagrange

La descripcidon de modelos dindmicos para una amplia clase de sistemas electromecanicos

esta dada por la clasica ecuacion de Lagrange la cual se deduce de 2.1 y esta dada por la
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siguiente expresion

AL @® (0.0~ 2 L@®.d(0).0)

= Qi,no—potencial (C] (t) ) q (t> ) t)

(2.2)

Donde Q; no—potenciar (¢ (t) , 4 (t) ,t) es la fuerza generalizada no potencial actuando sobre
la i-ésima coordenada (i = 1, 7).

En lo subsecuente se considerara la clase de sistemas conservativos[1] solamente,
donde la participacion de las fuerzas no potenciales es nula paratodo i = 1,n y todot > 0,

lo cual se expresa como

Qi,no—potencial (C] <t> 7Q(t) ,t) =0

Teniendo de esta manera las ecuaciones de Euler Lagrange

S L0400~ L0000 =0 3

2.2 Transformacion de Legendre

Se define como transformacion de Legendre a la relacidn existente entre una funcién con-
vexa y su dominio con su conjugado de Legendre el cual es otra funcién convexa con su

correspondiente dominio [38, 39, 40, 41], lo cual se expresa como:

(f;z) — (9,9)

Donde f, g € C°, convexas y z, y sus respectivos dominios.
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La transformacion de Legendre esta dada definiendo y el dominio conjugado de z,

como el valor de la pendiente de la funcién f con respecto a la variable z:

y(x) = 8‘](;53@

(2.4)
Esta definicion solo es posible si se define al primer argumento x en funcién del dominio
conjugado y lo cual se expresa como:
x = a(y)
y con esto la relacién con la funcién conjugada g se obtiene a partir de:
9(y) = (y,z) — f(x)]x:x(y) (2.5)
Esta transformacion es involutiva por lo que

(f;z) < (9,9)

0 equivalentemente
y =y(z)

f = [(l’,y) - g(yﬂy:y(w)
En consecuencia, se puede volver a la funcion f(y) inicial a partir de g(z).

2.3 Formato Hamiltoniano

2.3.1 Funcién Hamiltoniana

Dada la transformacion de Legendre, aplicada a la funcion de Lagrange 2.1 con respecto a

q(t) se define su variable conjugada como:

0
pilt)= 54

Lg(t).q(t).1), (i=Tn) (2.6)
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Ilamado impulso generalizado. Por medio de esta variable se pone ¢ (¢) en funcion de las

coordenadas generalizadas, el impulso generalizado y el tiempo, lo cual se expresa como:

¢=q(q(t),p(t),t)

Con esto y la relacion (2.5) se define la funcion del Hamiltoniano como:

H(q(t),p@),t):=[p"(t)¢d—L(q(),q, t)]q:q'(q(t),p(t),t) (2.7)

Dado que la transformacidn de Legendre es involutiva es posible definir el Lagrangiano

2.1 en funcién del Hamiltoniano por medio de la siguiente expresion :

L(q(t),q,t) == [p" (t) g = H(qg(t),p @) )l ppiavy.arr (2.8)

2.3.2 Ecuaciones Canénicas Hamiltonianas

De (2.3) y (2.6) directamente sigue que las coordenadas generalizadas e impulso satisfacen

las llamadas ecuaciones Hamiltonianas candnicas,

)
Gi(t) = +-H(q(t),p(l).1)
oy (2.9)

pi(t) = —aqu(q (t),p(t),1)

Las cuales son 2n ecuaciones diferenciales de primer orden que describen la dindmica del

sistema y que estan en funcion del Hamiltoniano 2.7.

2.4 Parametros desconocidos en las ecuaciones dinamicas

Suponiendo que la energia cinética " (¢ (t), ¢ (t) , t) al igual que la energia potencial V' (¢ (t) , t)

dependen de un vector o* € R" de parametros desconocidos, definiéndolos como:

T=T(q(t),q@),tla), V=VI(q(),tla")



2.5 Optimizacién 11

con lo cual se implica que la funcion de Lagrange L (¢ (¢),q (t),t) (2.1) y la funcion del

Hamiltoniano correspondiente H (¢ (¢),p(t),t) (2.7) estan en funcion de o*, i.e.,

L=L(q(t),q(t),tla”), H=H(q(t),p(t),ta")

En vista de esto las ecuaciones diferenciales (2.9), las coordenadas e impulsos gen-

eralizados también dependen de estos parametros desconocidos a*:

i (tla") = 5 H (g (tla") p(t) o)
' 4 (2.10)
pit’) = 5 (g (tla") p (tla") 1)

2.5 Optimizacion

La optimizacion es en esencia encontrar el valor z*que de la mejor solucion a problemas

del tipo:

f(x) — min

Con lo que z* debe ser tal que se satisfaga

fa®) < flx) (2.11)

Para todo = # z*. Si z* satisface 2.11 se le considera un minimo local. En caso de que la
desigualdad sea estricta f(z*) < f(x) entonces z* es un minimo global.
Buscando dar solucion a este tipo de problemas se hace empleo de las siguientes

condiciones necesarias de optimalidad [30, 31, 32]:
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e Condicion necesaria de primer orden: Sea x* un minimo local sin restricciones de

f:R™ — R, considerando que f es continuamente diferenciable. Entonces
Vf(z*)=0 (2.12)
e Condicion necesaria de segundo orden: Si ademas f es dos veces continuamente

diferenciable entonces

Vif(z*) >0 (2.13)

Tomando esto a consideracion se han desarrollado muchos procedimientos numéricos

para la solucién de este problema [30, 31, 32].

2.5.1 Meétodo del gradiente

Entre los métodos numéricos existentes para la optimizacion se encuentran los llamados
de descenso que se han empleado en diversos trabajos [33, 34, 35, 36]. Estos métodos
buscan por medio de sucesiones acercarse lo mas posible a z* en cada iteracién mediante

la seleccion de la direccién de x hacia z*.
T = —d

Donde d es la direccion de descenso.
Entre los algoritmos de descenso se encuentra el conocido método del gradiente o
de méximo descenso. El cual es un método de primer orden [37], donde la direccion de

maximo descenso esta dada por:

d=—Vf(z) (2.14)
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2.6 Modos deslizantes

También se puede llevar acabo la optimizacion por medio diversos métodos [48, 49]. Entre
ellos esta el empleo de modos deslizantes. El cual es el termino empleado para describir el
desplazamiento del estado de un sistema sobre una superficie discontinua o la interseccién

de superficies discontinuas [26],definidas como:
Si(t,x) =0 Si(t,x) eR* i:1,..m

Para lograr esto se hace empleo de controles discontinuos definidos en general por la
relacion
+ .
w; (t,x) si S;(t,xz) >0
wi(t, z) = ¢ (a) (t,) (2.15)
u; (t,x) si Si(t,x) <0
Donde S;(t, x) es la condicion de cambio o switcheo, la cual debe ser tal que se asegure
la existencia de un modo deslizante lo cual sucede si la distancia hacia la superficie y la

velocidad de cambio sean de signo opuesto lo cual se expresa:
limS > 0 limS < 0
S—0~ S—0+

O equivalentemente
(5)(9) <0 (2.16)

para todo ¢ > 0.

2.7 Funcidn signo y tangente hiperbdlica

2.7.1 Signo

La funcion signo se define como:
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) 1 si >0
sign(z) =
-1 si <0
cuyo dominio esta dado por D = (—o0,00) y su imagen I € [—1,1] [27, 28, 29].
Esta funcion estd ilustrada en la Fig.2.1. Dada la definicion de la funcion sign(0) € [—1, 1]

como tal no se le da un valor especifico si no que su valor se encuentra contenido en [—1, 1].

2.7.2 Tangente hiperbolica

La funcion tangente hiperbdlica se define como:

tanh(z) = = — w_;’ + % . 1371z57m
— sinh(z)
cosh(z)
cuyo dominio esta dado por D = (—o0, 00) y suimagen I = [—1, 1] [24, 25]. Esta funcion

se ilustraen la Fig. 2.1. La funcion de tangente hiperbdlica a diferencia de la funcion signo
entre —1 y 1 tiene un comportamiento lineal por lo que alrededor de cero es una funcion

mas suave. Esta observacion es visible en la Fig.2.1.

Funcion signo vs Tangente hiperbdlica

15

sign(x)
—— tanh(x)

0.5 -

f(a)

05

-15

Fig. 2.1. Funcidn signo vs Tangente hiperbdlica
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2.7.3 Filtro pasa baja

Entre algunas de las opciones que se pueden implementar practicamente para la reduccion
de chattering es el empleo de filtro pasa baja[56]. Los cuales son filtros que no permiten
el paso a frecuencias mayores a las de su frecuencia de corte. Esto ya a sido empleado en

controladores por modos deslizantes.



Chapter 3
Identificacidén de sistemas Hamiltonianos

La identificacion de sistemas Hamiltonianos(SH), de acuerdo con la definicion dada
por Norton en [17] y la definicion de SH, es el proceso de construir un modelo matematico
de un sistema dinamico, mecanico y conservativo desde observaciones y un conocimiento
previo del sistema.

Lo cual consiste en definir un algoritmo que determine por algln criterio el vector de
parametros o« € R” por medio de la medicion de las coordenadas generalizadas ¢(t|a*), el
conocimiento de algunos parametros del sistema y del Hamiltoniano H correspondiente.

Para llevar a cabo esto se han implementado diferentes propuestas [18, 19] donde la
gran mayoria considera la estructura del sistema o llevan a cabo linealizaciones del sis-
tema. Por lo que en muchos casos es dificil de realizar la identificacion de SH ya que los
parametros pueden participar de forma no lineal en estos haciendo infructuosas muchas
técnicas desarrolladas actualmente [46, 50, 51, 52].

Otra cuestién que se toma en cuenta es el hecho que el impulso generalizado es una
variable matematica, por lo que es necesario tomarlo a consideracion para la formulacion
de una solucion para los casos en que esta variable dependa del vector de pardmetros de-

sconocidos.

16
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3.1 Formulacion del problema

Basado en las mediciones en linea de las coordenadas generalizadas ¢ (¢|o*) (suponiendo
que estas mediciones son exactas) del SH con Hamiltoniano H = H(q,p,t) se requiere
disefiar el procedimiento numérico que estime el vector de parametros « (t) € R” que es

asintoticamente consistente, que satisface

a(t) — o

t—o0
Para resolver exitosamente este problema se tiene que resolver los siguientes subproblemas:

Para cada dindmica medible ¢ (¢|a*) obtener estimados en linea de ¢ (t|a*)

A
denominado ¢ (t|a*).

N
Usando ¢ (t|a*) y obteniendo los estimados ¢ (¢|«*) disefiar los estimados en linea
A
p (tla*) y p(t|a*) de p (t|a*) y p (t|a*), respectivamente cuando estos no dependan

del vector de pardmetros desconocidos analiticamente.

Cabe resaltar que el vector o* de parametros desconocidos puede participar en las
ecuaciones canonicas (3.33) en una manera extremadamente no lineal. Entonces, para
muchos casos la aplicacion directa del Método de Minimos Cuadrados (o sus modifica-
ciones) [46, 50, 51, 52] es imposible que genere algun resultado, generando asi un nuevo
desafio para los investigadores y los ingenieros practicos, requiriendo el disefio de algunos
métodos especificos (procedimientos numéricos) para la identificacion exitosa del vector

de parametros desconocido o*.
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3.2 Primeras Integrales

Los SH dada su estructura tiene diferentes propiedades que son de ayuda para determinar
caracteristicas asociadas a estos [1, 2, 8]. Entre estas propiedades esta la existencia de

funciones algebraicas llamadas Primeras Integrales.

3.2.1 Definicion de Primeras Integrales

Si una funcién f(¢, ¢, p), permanece constante en las trayectorias del SH (2.9), se dice que
es Primera Integral del sistema [1, 2, 8]. La siguiente propiedad caracteriza la clase de las

primeras integrales.

Lemal Unafuncion f(t,q,p) esla Primera integral del Sistema Hamiltoniano 2.9 con el
Hamiltoniano H si y solo si su derivada con respecto al tiempo es cero 0 como se expresa

en la siguiente ecuacion

Af(t,q(t),p(t))
ot

+[f.H =0 (3.17)

donde [f, H] se conoce como Paréntesis de Poison y se define por

N~ (O0f0H 0f 0H
[f’ H] o ; <3%‘ Op; Ip; 3%‘) (3.18)

Otra de las caracteristicas de las primeras integrales es que al ser expresiones alge-
braicas es posible por medio de estas poner una de las variables en funcion del resto de
estas por lo que al tener n — 1 primeras integrales se le da solucion al sistema y es posible

deducir més informacion del Sistema Hamiltoniano [2].
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Para ilustrar esto se toma el caso del péndulo estandar cuyo Hamiltoniano, que se

plantea en la referencia [2], esta dado por

2

H(q.1) = 5155 + mal(1 = cos(a)) - S 1) sin’(g) (3.19)

Dado que 3.19 no depende del tiempo es una Primera Integral del sistema Hamiltoniano
correspondiente. Suponiendo que se tiene conocimiento de todos los parametros y del valor
del Hamiltoniano es posible dejar el impulso generalizado en funcion de las coordenadas

generalizadas dado que es una expresion algebraica, cuya expresion seria:

p(t) = \/2l2 [H(q,p) —mgl(1 — cos(q)) + %ﬂlz sin?(q) (3.20)

Por medio de esta expresién se obtuvo el diagrama de fase que se muestra en la Fig.

3.2 con lo que se comprueba que se le da solucion al sistema Hamiltoniano correspondiente.

Diagrama de fase

p(t)
S)

-15 -1 -05 0 05 1 15
am

Fig. 3.2. Diagrama de fase
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3.2.2 Caracterizacion de primeras integrales por la estructura del
Hamiltoniano

Considerando la propiedad (3.17) (usando el método simple de inspeccién), tomando ¢(t),

f, ¢ € C° es sencillo encontrar que las siguientes funciones son primeras integrales:

1.  Existen variables ciclicas dentro del Hamiltoniano, con: = 1,n

0H
qi:%:()éqizco?st
Di 3.21
__OH(q,p) _ _ (3.2)
pi = — =0 = p; = const
dq; t
2. El Hamiltoniano es independiente del tiempo
OH t t
@O.pM) _ o g~ const (3.22)
ot t
3. Una funcion implicita en el Hamiltoniano
H = H(f(qb oy Gm;, P1, "pm,)7 Gm+1, Pm+15 -+, ny Pn,s t) (323)

= f(q1, s Gm> P15 -Pm) = Co?st

4. Una funcién implicita en el Hamiltoniano cuyos argumentos son la coordenada y su

correspondiente impulso generalizado

H = H(spl(chapl)a ce0y gpn(Qn7pn)7t) = sz(q“pz) = CO?St (324)

5. Una primera integral dentro de otra primera integral (Estructura Antena)

H = H(@j(-'-¢2(¢1(q1ap1)a q27p2>'-')7 Qj+17pj+17 «vos Qny Pns t)

(3.25)
= (- p2(#1(q1,P1), 42, 2) -, Gi, i) = const
6. Cociente de funciones distintas
Z’-n‘—l fl(qzapz)
H === = fi(¢i, ;) — Hp;(qi, p;) = const (3.26)
Y iy iy pi) ( ) ( ) ¢
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Ecuacion de Hamilton variante en el tiempo

> iy i fi( i, pi)

H = g25 t n = fz qi, p;) = const (327)
( )Z:i:1 B, 1i(qi, pi) ( ) t
La suma de primeras Integrales
H = Efi(ql, s Qs D1y --Pn) = 2fi(q1, cees Gy D1y --Pn) = co?st (3.28)

Donde fi(q1, s @ns P15 --Pn) 7 fi(Q1s -y Gns 1, --Pn) Paratodo i # j.

La multiplicacion de primeras Integrales

n

H = Hfi(ql, ey Qs D1y --Pn) = Hfi(ql, ey Gy D1y --Pn) = co?st (3.29)

i=1 =1

Donde fi<q17 <oy dn, P1, pn) 7£ fj(ch7 <oy dn, P1, pn) para tOdO i 7£ j

3.3 ldentificacion como estabilizaciéon

Al tener un caso con parametros desconocidos estos participan analiticamente en cualquier
primer integral f(¢,q,p|«), donde pueden participar tanto de una forma lineal como no
lineal, y llegar a casos donde no sea posible linealizar el parametro de alguna manera
dentro de la funcion.

Es importante considerar, lo antes mencionando, de que las trayectorias medibles del
sistema dependen del valor real del vector de parametros desconocidos a* y por consigu-

iente sus estimados también, i.e., ¢ = ¢ (t|a*) y p = p (t|a*). Esto significa que
ft,q(tla”),p(tla”)|a) = const (3.30)

Si o = a*.
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Dicho de otra forma, para identificar un vector de parametros desconocidos o« € R"
se toma en cuenta la condicion (3.30), considerando el vector de parametros « como una ac-
cion de control, la cual se intenta seleccionar para estabilizar la funcion f(t, ¢ (t|a*) , p (t|a*) |«)
y que asi esta sea una primera integral del sistema Hamiltoniano correspondiente. Tal como

se ilustra en la Fig.[3.3].

\A—

7 o 5 15253545

b 4

=T S I 1]

Controlador ‘

Fig. 3.3. ldentificacién como estabilizacion

3.3.1 Derivada de una Primera Integral

Dado que es bien sabido que la derivada de una funcidn constante es cero [20] la condicion

(3.30) puedes ser expresada como:

7 (t,0) == 2 7(t,q (tla) p(fla) Ja) = 0 (3.31)

sia = a*. Donde o (t,a) € R" es la condicion de una primera integral (3.17).
Entonces, la condicién de estabilidad (3.30) puede ser interpretada como una accién

de control disefiando » € R", proporcionando la propiedad o de estabilizacion

o(t,u) =0 (3.32)
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paratodo ¢ > 0.

3.3.2 Ejemplo ilustrativo

Para ilustrar la propiedad (3.31), se considerd de nuevo el caso del péndulo estandar y cuya

dindmica esta dada por

p

a? (3.33)
p = —mga*sin(q) + (va*)? sin(q) cos(q)

q=

Donde » = n = 1, o* = [ lo que corresponde al largo de la cuerda del péndulo y cuyo
Hamiltoniano correspondiente estad dado por (3.19). Cuya condicion (3.31) se expresa de

la siguiente manera

o(tu) = P+ Imgusin(q) — (vu)?sin(q) cos(q)] 4
_ —ﬁ% + mgusinq) — () sinfa) cos(a)] 5|
) — Imga” sin(g) - (va*)?sing) cos . (334)
.. [mgusin(q) — (vu)?sin(q) cos(q)] 2

= 0

)[mgsin(g)(a” + u) — (™ + u?)v?sin(q) cos(q)]

Siu = a*.
Para los valores numéricos a* = 0.5 la funcion o (¢, «) se muestra en la Figura.3.4
para diferentes tiempos ¢t = t,. Donde se puede observar que o (t,u) = 0 si y solo si

u = o = 0.5y donde se tiene un cono que contiene los valores de o (¢, u).

3.4 Estabilizacion como optimizacion
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2500

2000

1500

1000

500

[

o(g*,p*|a)

-500

-1000 -

-1500 -

-2000 -

-2500
0 15

«

Fig. 3.4. La funcion o(t, u).

3.4.1 Optimizadores diferenciales
La condicion (3.32), la cual tratamos de obtener, puede también verse como la optimizacion
de la siguiente expresion:

lo (t, a)| — min (3.35)

la cual tiene un minimo global en « = «*. Dado que la funcién (3.35) a optimizar es
convexa la condicion suficiente de primer orden de optimalidad (2.12) queda expresado

(:()lll().
E) ’ ( ) | ( ( ) ) f’ ( ) ( )

Para llevar acabo lo anterior se propuso los siguientes procedimientos de primer orden

diferenciales (optimizadores):

El algoritmo propuesto es empleando el método del Gradiente (2.14), que fue descrito

en el capitulo anterior considerando la condicién de optimalidad (3.36), por lo que se
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propuso la siguiente dindmica para «/(t).

& (t) = —v (t)sign (o (t, a(t))) a%a (t,a (1)) (3.37)

Para la segunda proposicion se toma el enfoque de modos deslizantes, para lo cual se

define como superficie deslizante la siguiente expresion

Y se propone como dindmica de «(t)

& (t) = —v (t)sign [sign (o (t,a())) %a (t,« (t))]

0 equivalentemente

& (t) = —v (t)sign (o (t,a(t)))sign (%a (t, (t))) (3.38)

Donde el momento del cambio de este algoritmo es en base a la condicion de
optimalidad (3.36). Como se explicd anteriormente para la existencia de una superficie
deslizante es necesarios que la superficie y la velocidad de cambio sean de signos
opuestos lo cual se satisface si paratodo ¢ > 0y todo « € R” la condicion especial de

"cono" se mantiene

sign (0 (1,0)) (o — 0*)7 < o (1,0)] > pV* ()

donde 5« € (0, 1]. De esta manera se tiene

(@ —a)a(t) =—v(t)sign(o(t a(t))) (a(t) —a) Sign(% o (¢, (1))])
<0

Lo cual asegura la existencia de un modo deslizante sobre la superficie s(«).
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Cabe resaltar que la proposicion de estos algoritmos son soluciones en base a la
propiedad de primeras integrales y es gracias a la existencia de estos que se puede plantear
el problema de identificacion de la manera aqui presentada. En ambos procedimientos la

funcion de ganancia v () satisface

Suposicion 1

v(t) >0, /OO ~(t)dt = 0o (3.39)

3.4.2 Convergencia del procedimiento

La proposicién siguiente presenta las condiciones suficientes de la viabilidad de los pro-
cedimientos de identificacion sugeridos (3.37)-(3.38). Definiendo la funcién de Lyapunov
V' («) como
1 w2
V()= lla—a’|
Teorema 1l Suponiedo que

Suposicion 1 (3.39) se cumplen.

Para todo ¢t = 0 y todo o € R" la condicion especial de cono’se mantiene

Jdo(t, a)

o

sign(s(t, @) (@ — )T > pV¥(a)

donde x € (0, 1].

Entonces



3.4 Estabilizacion como optimizacion 27

-el procedimiento 3.37 tomando x = 1 proporciona la convergencia asintética

*

at) — «a
y un acotamiento de ||«(t) — o*|| dada por
Jott) o) < e (o [ 4 (7yir (3.40)
donde § > || (0) — ||

-el procedimiento 3.38 con v = const > 0y x = 1/2 proporciona la convergencia

de tiempo finito, es decir, para todo ¢ > t.,, Se tiene a(t) = o, donde

ton e 2200 = (3.41)
vp
Pruebal De 3.39 setiene
V(a(t) = (a(t) — a*Yaft) = —(Dsin(o(r, a@®)) () - a*yr(2ZED))
Por las condiciones aceptadas de este teorema sigue
Via(t)) < —y()pVX(a(t)) (3.42)

Tomando y = 1 para el procedimiento (3.37) y por la suposicion 2 se tiene
t
Via(®) < Via@)eap(—p [ 2(r)ir) -0
7=0
implicando o — a*y
1 t
o) ="l < 5lla(©) — a*llerp(=p | 2(r)ir)

definiendo § > ||« (0) — o*|| lo que lleva a (3.40). Tomando y = 0.5y v = const > (0 para

el procedimiento (3.38) se tiene

V(a(t) < —ypv/V(a(t)) (3.43)
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implicando
o< y7Tam) - M= < @) - S
y
* % P
Jeu(t) = o[ < [a(0) — 7| = ek

lo que lleva a (3.41)c.

3.5 Reduccidn de chattering

Es bien sabido que existe la presencia de chatterring ante el uso de la funcién signo en
diversos algoritmos [[21], [22], [23] v [26]], por lo que se han disefiado algoritmos que
reduzcan este efecto ya que su aplicacion en la practica implica un gran desgaste en el
sistema. En vista de esto se recurrié al cambio de la funcién signo por la funcion tangente
hiperbdlica, dado su comportamiento alrededor del cero que se ilustra en la Fig.2.1. Con
esto se busca que al estar cerca del valor cero se comporte de una forma lineal suavizando
asi la respuesta de los algoritmos propuestos. Con lo cual los algoritmos 3.37 y 3.38 quedan

expresados como

& (t) = —~ (t) tanh (o (t, a (t))) (,;%0 (t,a (1)) (3.44)

y el segundo algoritmo
& (t) = —~ (t) tanh (o (t, a (1)) tanh(%o (t,a (t))) (3.45)

Como ya se menciono esto ya ha sido implementado en otros trabajos [[21], [22] vy [23]].
También para la reduccion de chattering es que se han implementado el uso de filtros

pasa-baja para atenuar las altas frecuencias de la funcion signo.
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3.6 Observador de Super-twist para la estimacion en linea de
g (tla")yp(tler)

Notese, primero, que

o (1,0 (1)) = [a%a (t.a <t>>] Cg(tat) + [a%a (10 <t>>} i) (346)

y, como resultado,

seo ) =5 [ Sata@| ate)+ 5 [ Sata] s e

Y como se puede ver, para obtener la funcion 3.46 y 3.47, las cuales participan en los dos
procedimientos (3.37) y (3.38), es necesario tener el vector de funciones ¢ (t|a*) y p (t|a*),
0, si es imposible, substituirlos por sus estimaciones en linea 2 (t|a*) ygAi (t|a*).

Para los casos en que el impulso generalizado depende del vector de parametros de-
sconocidos o* analiticamente (2.6) se considerar dentro de (¢, o) como funciones de las
coordenadas y velocidades generalizadas p(t|a*) = p(q, ¢, t|a*) dada su definicion por la
transformacion de Legendre (2.6) y por consiguiente su derivada en funcién de las veloci-
dades y aceleraciones generalizadas p(t|a*) = p(q, G, t|a*). Por lo que se debe obtener esti-
maciones de igual manera de las aceleraciones generalizadas ¢(¢|«*) denominadas a‘(t]a*).

Dado que en la préctica no es rentable la medicion de las funciones ¢ (t|a*) , G (t|a*)
y p (t|a*) se propone emplear estimados generados en linea por el siguiente algoritmo de

super-twist [26]:
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i) ) _ d(tla”) — Bsign((tla®) - g(tla")) .
i) ) | w20 — wlla(tla®) — atla)] sign(d(tla) ~ g(tla”))
(pu>){ iltla”) ~ Bsign(a(r”) = dftlo) 0.9
i) ) | a0~ plld(tia®) — dtla)] sign(i(tla) - i(tla”))
) ) pltla) - sign(p(tla’) — p(tla*)) 250
pltlar) ) | @2 (0) = ullp(tla”) = p(tla”) [ Vsign(p(tla”) — p(tla”)

donde los parametros . y 3 de los diferenciadores (3.48), (3.49),(3.50)

5> 5L, 4 € (320,85 — L]}, mx {supla(r)suplp(r) } <

A A
Notese que los estimados ¢ (t|a*) , y p (t|a*) convergen en tiempo finito a sus valores reales
q (tla*) y p(t|a*) si no hay ruido o perturbaciones en las mediciones en linea g(t|a*) y
p(tla”).
- /\ - - /\ -
Para el caso del estimado ¢ (¢|a*) se obtiene del estimado en de ¢ (¢|«*) debido a la
A
rapida respuesta del algoritmo implementado es necesario filtrar la sefial de ¢ (¢|a*) por un

filtro pasa baja [55].

3.7 Estimador diferenciador de Euler

En algunas ocasiones la dindmica de un sistema puede no estar acotado o su variacion
ser muy lenta por lo que en esas ocasiones el observador de Super-twist no tiene un buen

desempefio para llevar acabo la tarea de estimar las derivadas. Por lo tanto, se propone que
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ante este tipo de dindmicas implementar el siguiente algoritmo [47]:

N q(tar) = g(t = Atfa”)
q (tla") = A
b (ta) = q(tla*) — ¢t — Atla”)

At

p(tla”) —p(t — Atla”)
At

b (ta*) =

31

(3.51)

(3.52)

(3.53)



Chapter 4
Procedimientos numericos

4.1 Ejemplo 1

Ejemplo 1 Se tiene como sistema mecanico un disco de radio » y masa m cuya posi-
cion angular esta dada por ¢(t) y se encuentra rodando sin friccion sobre un plano con
un angulo de inclinacién # con masa M vy el cual se desplaza sobre el eje x y su posi-
cion estd dada por z(t). El vector de coordenadas generalizadas del sistema es ¢(t) = |
z(t) ¢(t) ], sus velocidades generalizadas ¢(t) = [ () ¢(t) ]y sus aceleraciones

generalizadas ¢(t) = [ #(t) ¢(t) ]. Este sistema se ilustra en la Fig.4.5 De este sis-

¢

M X
2
>
/2 /a4

Fig. 4.5. Sistema mecanico

tema se desconoce el valor del angulo de inclinacion 6 y el radio del disco . El vector
de parametros desconocidos se define como o* = [ #* r* ] los cuales son los parametros

por identificar.

32
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Comenzamos por definir la dinamica del sistema desde el enfoque Lagrangiano. Se
inicio considerando que el disco no se encuentra sobre el eje = por lo que la energia

potencial del sistema solo depende del disco y esta dado por:

V(q(t)) = —gmr¢sin(0)

La energia cinética del sistema se define por la relacion de fuerzas existentes entre el plano

inclinado y el disco.
3 ]‘ . . 3 9" 2
T(q(t),q(t)) :§(M +m)i — mri¢cos(d) + Zmr )

Teniendo definida la energia cinética y potencial del sistema la funcién de Lagrange dada

su definicién 2.1 se tiene por la siguiente expresion:
. ]- -9 Ny 3 2 2 .
L(q(t),q(t)) = §(M +m)i* — mri¢cos(f) + T ¢ + gmersin(0) (4.54)

Para la funcion de Lagrange 4.54 se tiene como ecuaciones de Euler-Lagrange las sigu-
ientes expresiones

fi:= (M +m)z + —mrécos(d) =0

i} (4.55)
fo = —mri cos(0) + smr?p(1 + cos? §) — gmrsin(f) = 0

Las cuales se deducen de
4L =(M+m)i+ —mre cos(6), 2L=0

L = —mri cos(6) + 3mr2p(1 + cos? 6), %L = gmrsin(6)

&=
§lo

Definiendo a la siguiente funcion con las ecuaciones (4.55) para ser optimizada por medio

del Método de Minimos Cuadrados
T=50

QO,r) = / (20,7, t) + f3(0,r,t)] dt (4.56)

t=0
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Cuya grafica esta dada en la Fig.4.6. Donde se observa que existen maltiples minimos
locales en la funcién Q(6,r) por los que su implementacion para la estimacion o* no es

factible.

Q(0.r)

%108

Q.

0
&
R
W ECRAIRIRINR
N t‘ ‘&‘sss\g\:}%%‘

Fig. 4.6. Q(6, )

Por medio de la transformacion de Legendre el impulso generalizado de este sistema

esta dado por:

prat | 00 | [ 0 myi =it asn
po(4(t)) —mri cos(d) + %mr%b

Donde se resalta que no es posible estimar los impulsos generalizados dado que en su
definicion participa el vector de parametros desconocidos «*. Por lo que se les considera
funciones de las velocidades generalizadas y «. En funcién de los impulsos generalizados

4.57 se define analiticamente sus correspondientes derivadas como:

PUi(t)) = p2(G(1)) _ (M +m)& — mre cos(6) (4.58)
p(b((j(t)) —mri cos(0) + %mr%’z@
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Se define las velocidades generalizadas en funcion de los impulsos generalizados

como:
) 3PTT+2P¢ cos(6)
x(t) _ r(m+3M+2msin?(9)) (4 59)
¢(t> 2(m+M)P¢+2mer cos() '
mr2(m+3M-+2msin?(0))

Dadas las expresiones 4.57, 4.59 y 2.7 se tiene como Hamiltoniano correspondiente

2(m+M)P§)+3mP£r2+4mP¢)Pzr cos(6)
H(q(t),p(t)) = e TSI T2 @) —gmér sin (6) (4.60)

Con lo cual se establece como Sistema Hamiltoniano del sistema las siguientes ecua-

ciones
3mPI7“2+2mP¢)7’ cos(0)
r = e (m~+3M+2msin?(0))
2(m+M) P¢)+2szT‘ cos(0)
¢ — T2 (m~+3M+2msin?(0))
Pp = gmr sin(6)

Para este sistema se tiene dos Primeras Integrales las cuales son

H(g(t), p(1)) =cte

Pz = Cge

La prueba de estas dos Primeras Integrales se encuentra en el Anexo 1. Tomando como

valores para el sistema

m=1, M=.1, r=2, g=098lm/s 9:15":1”—2

y mediante el uso de MATLAB/Simulink se simul6 la dinamica del sistema y para este
caso se considero tener la medicion exacta de ¢ = ¢(¢|a*) donde se estimé ¢ = ¢(t|a*)
y ¢ = {(t|a*). Dado que la dindmica del sistema g = ¢(¢|a*) no esta acotada por lo que
la implementacion del observador de suspertwisting no es posible, motivo por el cual se
recurrio para las estimaciones por medio del procedimiento numérico de Euler ??. La

dindmica del sistema simulada se muestra en la Fig.4.7 y 4.8.
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X of H:(3mr2Pi+2(M+m)P f)+4mrP XPpcos(a))/TC-mgrphisin(a)
T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 4.7. Dindmica de x(t) Y p.(t)

Como se puede corroborrar la dindmica del sistema no esta acotada. Para ilustrar la
variacion de H(q(t), p(t)|«) se toma a* = [ z 2 }y a=[Z 5] ycomo seilustraen
la Fig. 4.17 H(q(t),p(t)|a*) =~ const 'y H(q(t), p(t)|«) oscila en el tiempo. No se tiene
como una constante a H (q(t), p(t)|a*) debido a los errores en las estimaciones en linea.

Como condiciones iniciales de los parametros desconocidos son distintas de cero lo

que se expresa como «(0) # 0.

Al aplicar el procedimiento (3.44) se empleo una ganancia ~(t) dada por

w st t <ty
t) =
fy( ) d s1 to S t
1000(t — to + 1)
Donde para el procedimiento tp = 2 yw = [ 1 12.5 ]. Para el procedimiento (3.45) se

empleo una ganancia v(¢) = 2 para todo el tiempo de simulacion. La eleccion del ¢y
tan pequefio para el procedimiento (3.44) es debido a que en este procedimiento como se
considera el valor de g—g este valor aumenta debido al valor de las dindmicas del sistema. Se

dio un tiempo de simulacion ¢, = 10, debido a la dindmica del sistema no se puede estimar
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PHI of H:(3mr2Pi+2(M+m)P §+4mrPXPpcos(a))/TC-mgrphisin(a)

! I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 4.8. Dindmica de ¢(t) yp(b(t)

con un mayor tiempo. La dindmica de la estimacion de los parametros se ilustra en la Fig.
410y Fig. 4.11

En esta simulaciones la variacion del Hamiltoniano es debido a las dimensiones de las
coordenadas generalizadas y los impulsos generalizados los cuales como van creciendo con
respecto al tiempo el error en el valor del Hamiltoniano va aumentando considerablemente
a pesar de la estimacion. La dindmica del Hamiltoniano se muestra en la Fig.4.12.

Como se puede observar por medio de las simualciones mediante los algoritmo prop-
uesto (3.44) y (3.45) se pudo obtener una estimacion del parametro o* con un error de £0.5
para ry +0.6 para @ dichos errores son debido al ruido en las estimaciones en linea. Dada
las dinamicas no acotadas del sistema no fue posible obtener un valor exacto del Hamilto-

niano y de p,.
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Phi(q,plalpha*) vs Phi(q,plalpha)

T T
—Phi(g,p| alpha*
—Phi(qg,p| alpha)

50

-100 -

Phi

-150

-200

-250

Fig. 4.9. H(q,p|a*) vs H(q,p|a).

4.2 Ejemplo 2

Ejemplo 2 Se tiene un circuito eléctrico constituido por dos mallas eléctricas la primera
se encuentra alimentada por una fuente eléctrica cuyo potencial eléctrico esta dado por £,
gue alimenta un capacitor con capacitancia c;, una bobina con una inductancia L, y de
igual manera un capacitor con capacitancia cq que también participa en la dindmica de la
malla 2, estos tres elementos se encuentran conectados en serie. La malla 2 es alimentada
por una fuente eléctrica cuyo potencial eléctrico esta dado por E,, que alimenta también
el capacitor con capacitancia cq, una bobina con una inductancia L, y de igual manera un
capacitor con capacitancia c, , estos elementos se encuentran conectados en serie.

Para este caso se considera o* = [ ¢, L1 |7 por lo que el valor del capacitor que
participa en las dos mallas y la inductancia de la malla 1 son los pardmetros del sistema
a determinar a través de lo propuesto en este trabajo. La configuracién de este circuito

eléctrico se muestra en la Fig.4.13.
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Identificacion de @

14

—
12 —0M | 4
Y

o2 T~

0.8 [

«

0.6 -

0.1

“I]
02 J\(—\

-0.2

‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)

Fig. 4.10. Identificacion de 6

Donde las coordenadas generalizadas ¢(t|a*) = [ ¢; ¢» |7 corresponden a la carga
en lamalla 1y en la malla 2. Para definir la dinAmica empleamos las Leyes de Kirchhoff

de la Ley de la Malla para definir la energia potencial del sistema como:

2 2
* q7 q1 (CO + C2) 2 41492
Vig(t = =4+ — 4+ —— g5 — Fiq1 — Fyqgy — —— 4.61
(q(t,a™)) 2 + 9%, + oty q5 11 242 o (4.61)

De igual forma se defini6 la energia cinética como:

52 52
T(i(t.0") = “5 + 5

; 5 (4.62)

Por medio de las funciones de energia (4.61) y (4.62) y mediante la definicién de la

funcidén de Lagrange (2.1) se obtiene la siguiente expresion:

L(q(t), §(t)) =30+ B2 4 By g4+ Bago+ 022 I 41 (coter) g2 (4.63)

2 2co  2c1 2cpc2
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Identificacion de r

t(s)

Fig. 4.11. Identificacion de r

Para la funcion de Lagrange (4.63) se tiene como ecuaciones de Euler-Lagrange las sigu-

ientes expresiones

f1(977‘> = ilel - E1+2+ﬂ_@ =0
Ch C1 (O
(4.64)
fg(e,'f’) = ('].gLQ — EQ"‘@—’_@_@ - 0
Co C2 Op
Las cuales se deducen de
d dL(qg,q,t L(qg,q.t
4 9L(g.4.1) zélel,a (9,4,1) _p 0, ®
dt  Jdq Oq1. o €1 Cp
d aL(Qa q, t) _ = aL(‘L q, t) _ G2 G2 Q1
—————" =(oly, ————F = Ey————+—
dt 8QQ 8q2 Co Co Co

Definiendo a la siguiente funcion con las ecuaciones (4.64) para ser optimizada por medio

del Método de Minimos Cuadrados
T=50

Qeo, L) = / [F2(co. Ln t) + f2(cor )] dt (4.65)

t=0

Cuya grafica esta dada en la Fig.4.14. Donde se observa que existen maltiples minimos
locales en la funcion Q(0,r) por los que su implementacion para la estimacion a* no es

factible.
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H@(t).p(t)
50 T T T

—~ 0L H/L

= 7

o

=

T .100

-150 !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)

H(a(®).p(t))

100

H(a(®).p(v)

-200

t(s)

Fig. 4.12. H(q,p)

L s
—C —Co C. —
() ()
—/ Ei(t) N Ea(t)

Fig. 4.13. Circuito eléctrico

Se considera que se tiene medicion exacta de ¢(¢, «*). Dada la definicion del impulso

generalizado se tiene las siguientes expresiones

piy= | 7| = | M (4.66)

D2 Ga Lo

Dado que en la definicion de p; participa el parametro L, es necesario considerar a p;
en funcion de la coordenadas y velocidades generalizadas p; = p;(q1). Teniendo (4.66) y la

definicion por la transformacion de Legendre (2.7) se tiene como funcion de Hamiltoniana
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Funcion Euler Lagrange Q(G,L,)

Fig. 4.14. Q(co, L1)

del circuito eléctrico la siguiente expresién

2 2 c c
H(q(t),p(t),1) :;)Tll+2pT22+02()c—g§11 Q%"i_(rogcj)qg_%_Elﬁ_EQQZ (4.67)

, el cual es una primera integral.

Para demostrar esto se tiene u = ¢y

ou(tiu) = Bpit+pet [MQI_EI_%] G+ [MQQ—EQ—%} o

ucy uce

BB + 2 -ty |4 P2 [Fy + & — ateg))t

_ cocC1 p coc2 p
a utey, o q| P [M _E _q_l] £2
[ ae;, L1 u] L1+ qo—Lig I,

ucy u
_ pifco—u co(u+-c1)—u(co+cr) P2 [u—cg co(uc2)—u(co+cz)
- Ll[ cou 42 + coucy ql] + Lg[ cou il + coucs q2]

= Blaste + 2na] + BECRe + 20 e

cou coucy couc

- _ pij 1 c1 P2y 1 c2

- (CO u) |:L1 [couq2 + couct ql] + Lo [couq1 + coucs Q2]]
= 0

Dado que » = 2 se tiene como otra primera integral la siguiente expresién

o(q(t),p(t), t) = [H(q(t),p(t), t)]"

2 2 2
— | PLy Py coter 2 (coter) 2 qigz _
- |:2L1 + 2L + 2cocy ql + 2coco q2 co ElQl EQQ2

Para demostrar esto se tiene

o, (t,u) =2Hoy (t,u)
=0
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como oy (t,u) = 0 con u = ¢y entonces o, (t,u) = 0.

Dada la funcion Hamiltoniana (4.67) se tiene como Sistema Hamiltoniano:

S b1
q1 I
o P2
q2 L N
. co+ ¢
o= B +2_DTa,
C
pr = B4+ B0
Co CoCo

Mediante el uso de MATLAB/Simulink se simuld la dindmica del circuito y para este caso
se considero tener la medicion exacta de ¢ = ¢(t|a*) donde se estimé ¢ = ¢(t|a*) y
4§ = ¢(t|a*). Mediante las ecuaciones del algoritmo de super twisting (3.48) se obtuvo
i =d(tla")y i = i(t]a”).

Tomando como valor para los parametros: L, = 7TH, E; = Ey = 127v, ¢ = 5f Y
co = 2.2f. La dindmica del sistema simulado se muestra en la Fig. 4.15 y Fig. 4.16.

Para esquematizar el comportamiento de las primeras integralessetomaa* = [ ¢, L, | =
| 5f 5H |ya=1[2 3], ycomo seilustraen la Fig. 4.17 H(q(t),p(t)|a*) ~ const
y H(q(t),p(t)|«) oscila en el tiempo. No se tiene como una constante a H (¢(t), p(t)|a*)
debido a los errores en las estimaciones de las derivadas.

Lo observado en la Fig. 4.17 confirma que la estabilizacion de H(q(t), p(t)|a) toma
sentido y corresponde a la identificacion de a*.

Al aplicar los procedimientos (3.44)-(3.45) se emple6 una ganancia ~(t) dada por

0.03  si t<t
y(t) = 0.03

T sty <t
t—to+1
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Donde ¢, = 10 Se dio un tiempo de simulacion ¢, = 50. EIl proceso de identifi-
cacion obtenido se describe en las Fig. 4.18 y Fig. 4.19.La dinamica correspondiente del
Hamiltoniano (4.67) esta dado en Fig.4.20.

La dindmica de la primera integral ©(q, p|a) se muestra en la Fig.4.21.

Dada que la dindmica esta acotada es posible estimar el impulso generalizado p; por
medio de los algoritmos propuestos lo cual se muestra en la Fig. 4.22.

Los errores en la estimacion del pardametro son debido a los ruidos presentados en la
estimacion de las derivadas ya que se tiene ruidos de estimacion de 420 en la estimacion

A
de la derivada p,del impulso generalizado ps.

Q1 of H=1/2(P 2/L +P2/L )-e  q,-€,0,+a3(C, +C )/(C,Co)+a5(Cc,*C )/(C ,,C0)
200 T T T T T T T T T

0 I I I I I I f I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(s)
PZ(l)Oof H=1/2(P i/L1+P§/L2)—elql—e2q2+qi(cl+c0)/(clc0)+q§(c2+c 0)/(czco)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(s)

Fig. 4.15. 1y py
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_ 2 2 2 2
Q4§00f H=1/2(P 1/L1+P2/L2)-e 19,7€,0,% 1(c1+c O)/(c1(:0)+q 2(c2+c 0)/(czco)

200 1

o
S /\A/\
. )

200 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(s)
P2 of H=1/2(P i/L1+P§/L2)—e1ql—e2q2+qi(cl+co)/(c1c0)+q§(CZ+C 0)/(0200)
500 T T T T T T T T

I I I |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(s)

Fig. 4.16. g2y p»

4.3 Ejemplo 3

Ejemplo 3 Se propone como energia cinética del sistema la siguiente expresion:

) ) 2056 21 4(anaa)2d
T(q(t), (1), 1) = + S — ol y et i (4.68)

Y cuya energia potencial esta dada por:

2
a
Vi(g(t),t) = CLQ—J:qg + (a1g2)* — aigaasqs — a3 (4.69)
1 1
Por me
. i2 342 2 a2q2g3+2a3q (aza )2q 214 2Gago+4 4.2
L(q(t),4(t) = g+ 52 — =i — (a2qn)?+ LA T 2) | dh+i(azas) be (a205)"33

(4.70)
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Phi(q,plc,*) vs Phi(a,plc ;)

0 \/ﬁ‘
— H@slgY)
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o 5107 Phi(aplc,*) vs Phi(a,plc )
——H%(aplg")
N os) —H@plg) | |
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t (s)

Fig. 4.17. H(q, p|a*) vs H(q, p|a).

Corresponding Euler-Lagrange equations are given by

i 2031 _
fl(a17a27a37t) L q_i + (a%;q§)2 — 0

=

. 32 4 2.2 4 a?+2d3 .
fa(ay, az, a3, t) = oy, T 2(ay — aja; — a3)qe — 2a2 13 = 0

a3d2 | 24s+4(azas)’qe
fg(&l, asz, as, t) = _21(1% -+ —4a§ =0

Estas expresiones se obtienen mediante

4 9L(e(®).d(t) _ G OL(g(t),d(t) _ _ _2aia;
dt oq1 T b on - <a§+q%)2
d OL(q(t),q(t 3 OL(q(t),q(t 249242 .
4 (qéq)zq( ) % (q(gq)QQ( ) _ 9 [a%a% + a% _ a‘ﬂ g + a12a§a2 s
4 OL(g(1),4(t) _ afde + 2¢3+4(aza3)?qo OL(g(t),d(t) _ 0
dt - s ~ 243 4a} das o

El impulso generalizado p(t) = [p1 (t),p2 (), ps (t)]T que por la definicién de la transfor-

macion de Legendre (2.6) se define como:

g1 .
D1 by ¢ bip1
_ 342 . — 2bap2
p2 | = 2y = | ¢ | = =

. 2 2 .
D3 %«13)_@ q3 2a3 [a3g2 + a3ps)
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Identificacion de S
35

I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t(s)

Fig. 4.18. co—convergencia

La funcién de Hamilton dada por la transformacion de Legendre es:

_bwpd | baph  dd

2 3 at + ¢

H(q(t),p(t),t) + [a2gs + a2ps]” (4.71)

Donde se observa que los parametros participan de una forma no lineal y en la cual
las primeras integrales que se tienen del sistema presentan diversas de las estructuras de-
ducibles por inspeccion (3.21-3.29).

Del Hamiltoniano (4.71) se deduce el siguiente sistema de ecuaciones canonicas.

. . 2a3q
Q= bip1 P = T a2

(af +q7)
G2 = 2@% P2 = —2ai [aiqe + a3ps]
gs = 2a3[a5q2 +a3ps] ps = 0

Mediante el uso de MATLAB/Simulink se simulo la dindmica del sistema y para este
caso se considerd tener la medicion exacta de ¢ = ¢(t|«*) y donde se estimé ¢ = ¢(t|a*)

y ¢ = {(t|a*). Mediante las ecuaciones del algoritmo de super twisting (3.48) se obtuvo

AA AA
q=q(tla*)y ¢ = G(t|a*).
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Identificacion de L1
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Fig. 4.19. L,—convergencia

Tomando como valor para los parametros: b, = 3, b, = 1y b3 = 2.La dindmica del
sistema en sus tres grados de libertad se ilustra en las figuras (4.23, 4.24, 4.25)

Para ilustrar esto se toma a* = [a; ay a3 ] =[2 1 3]yYya=[6 7 5],
y como se ilustra en la Fig. 4.26 H(q(t), p(t)|a*) ~ const 'y H(q(t),p(t)|c) oscila en
el tiempo. No se tiene como una constante a H (¢(t), p(t)|a*) debido a los errores en las
estimaciones de las derivadas.

Lo observado en la Fig. 4.17 confirma que la estabilizacion de H (q(t), p(t)|«) toma
sentido y corresponde a la identificacion de o*.

Las primeras integrales empleadas para la estimacion de los parametros son

blp% a%
pla) ==L+
©1(q, plo) > TErg
b2p2 2
pala,pla) = =2 2 + [a2qs + alps]

d3+2(aza3)%q2

w3(g: o) = *=5
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Primera Integral H(q,p, a)

2000
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>

2w [\

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t(s)

Primera Integral H(q,p, a)
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Fig. 4.20. H(q, p|ov)—Hamiltoniano

Al aplicar los procedimientos (3.44)-(3.45) se emple6 una ganancia ~(t) dada por

w st t <t
1) —
() Y g te<t
f—to+1

Donde ¢, = 27 Se dio un tiempo de simulacién ¢, = 40. Para el procedimiento 3.44
seempled w = [ 40 1 0.001 |, para el procedimiento 3.45 se emple6 un w = 1.2. El
proceso de identificacion obtenido se describe en las figuras4.27

Dado que el Hamiltoniano es la suma de las primeras integrales si alguna de estas
no es contante se ve reflejado en su dinamica por esta razén es la que solo se muestra la

dindmica del Hamiltoniano por los dos métodos en la Fig.4.28.
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Fig. 4.22. p;—Estimacion de impulso generalizado
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4.3 Ejemplo 3

Q1 H=b P /2+a’/(a2+q?)+h P ,/3+(@’+q,+al+q,)

t(s)
- 20002, 2 2 2 2
P1 H—blP1/2+all(al+q1)+b2P213+(a1+q2+a3+q3)
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Fig. 4.23. ¢, y p1QLIA
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Fig. 4.24. ¢1 Yy p1
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_ 20002, 2 2 2 2
Q3 H—blP1/2+a1/(a1+q1)+b2P2/3+(a1+q2+a3+q3)
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Fig. 4.26. H(q,p|a*) vs H(q, p|a).
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Identificacion deaz1
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Chapter 5
Conclusiones

En el trabajo presentado se abordd la problematica de la identificacion de cierta clase
de Sistema Hamiltonianos.

Fue posible identificar los parametros de los casos abordados mediante algoritmos
inspirados en la propiedad de las Primeras Integrales y empleando diversos enfoques de
optimizacion. Ademas de que en los casos donde la dindmica esta acotada se obtuvo un
valor aproximado de las Primera Integrales y si los pardmetros participan en la definicion
analitica del impulso generalizado se podia llevar acabo la estimacion de esta variable.

Los comentarios finales de las experimentaciones realizadas son:

e Es necesario un conocimiento muy preciso de las variables que participan en el

sistema, lo cual debido a diversas situaciones es practicamente dificil de conseguir.

e Debido a la propiedad considerada en este trabajo los procedimientos son sensibles

ante ruidos y perturbaciones.

e Las seleccidn de las ganancias debe ser de acuerdo a la magnitud de la dinamica.

5.1 Trabajos a futuro

Como trabajos futuros se considera:
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Identificacion de sistemas Hamiltonianos por medio de primeras integrales con

presencia de ruido acotado en las mediciones.

Identificacion de sistema Hamiltonianos donde los parametros sean variables en el

tiempo.

Implementar diversos tipos de optimizadores de primer y segundo orden.

Emplear los algoritmos propuesto en sistemas en los que se implemente un control

optimo ya que son sistemas Hamiltonianos

Identificacion de parametros en sistemas que son parcialmente observables.



Chapter 6
Anexo |

Proof. Prueba para el ejemplo 1 de H(q(t),p(t)|a*) y p. son Primeras Integrales del

sistema

2(m+M)PZ+3mP§r2+4mP¢PZT cos(0)
H(Q(t)7p<t)|a*> - QmTQ(m+3M+2msin2(9)) —gmzlﬂ“ sin (9)

tomando u = [ w; wuy |SE tiene

4(m+M)P¢P¢+6mu%PIPI+4mu2 cos(uy) |:P¢PI+P¢PI:|

0_1 (t’ u) - 2mu§(m+3k{+2m sin?(u1)) —gmuz sin (Ul)d)

4(m+M)P¢ [gmr sin(0)]+6mu3 Py [0]+4mus cos(u1) |:P¢ [0]4+[gmr sin(0)] Px

2muZ(m+3M+2msin?(u1))

2(m+M)P4)+2mer cos(6)
mr2(m+3M-+2msin?(0)) ]

. — gmugsin (uq)]

2(m+M)P¢+2mu2 cos(u1) Py

= [ngSIH(e)] mu2(m+3M+2msin?(u1))

2(m + M)Py + 2mP,r cos(&)]
mr2(m + 3M + 2msin®(0))

. sin(0)r3 (m+3M+2msin?(9))—sin (u1)ud (m-+3M-+2m sin?(u1))
o 2g(m + M)P [ uZ(m+3M+2m sin2(u1))r2('r:L+32M+2m sin?(0)) :|

.—gmug sin (uq)|

sin(6) cos(u1) [u% (m+3M+2m sin? (ul))] —sin (u1) cos(6) [r2 (m-+3M+2m sin? (0))]

S QQWPIUQ’I“ |: [u% (m-+3M+2msin? (uy ))] [7"2 (m+3M+2m sin? (9))]

= 0

Siuy=0yuy =r

P2 = (M +m)i — mr¢cos(h)
Se tiene

os (t,u) = (M + m)Z — mus cos(uy ) o (6.72)
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Dadas las ecuaciones del sistema Hamiltoniano se tiene

3mpazr2+2mp,r cos(0)
mr2(m+3M+2msin?(6))
2(m~+M)py+2mpyr cos(6)
mr2(m+3M-+2msin?(0))

Dado que o (t,u) = p, la ecuacion 6.72 se expresa como

- 3mr2oa(t,u)+2mp,r cos(0) 2(m~+M)py+2mr cos(8) o2 (t,u)
g2 (t’ u) - (M + m) mr2(m+3M+2msin?(9)) muz COS(Ul) mr2(m+3M+2msin? (6))

_ . r cos(0)—uz cos(u1) o2 (t,u)[3r(M+m)—2mus cos(ui) cos(6)]
- 2<m + M)mpSD |:mr2(m+3M+22msin12(0)):| + = T(m+3M+2ms?n2(9))l

por lo que se tiene la siguiente igualdad

o . 7 cos(0)—ua cos(ui) r(m+3M+2msin?(0))
g2 (t’ u) - 2(m + M)mp‘p [mrQ(m+3M+22m sin12(9)):| [r(m+3M+2m sin?(0))—[3r(M+m)—2musz cos(ul)cos(G)]]

o . r cos(6)—uz cos(u1)
02 (t’ u) o 2(m + M)mp¢[mr2(m+3M+2m sin2(0))—[3r(3\4+m)1—2mu2 cos(u1)cos(0)]]
=0

Siup =0yu, =r N
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