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Resumen

Cuando los coeficientes de la ecuacidon diferencial estocéstica
t t
X, =29 +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs, t>0,
0 0

no satisfacen la condicién de crecimiento lineal, la ecuacién puede tener una solucién
que explota en tiempo finito con probabilidad positiva, es decir, las trayectorias X (w)
de la solucién pueden “tender” a oo cuando el parametro t de la ecuacién se aproxima
a un tiempo aleatorio finito para algunas w, el cual es llamado tiempo de explosién.
Entre las aplicaciones de este tipo de ecuaciones se encuentra el modelado de las fallas en
materiales sélidos por causa de fatiga (ver [42]), donde el tiempo de explosion corresponde
al tiempo de ruptura del material. El lector puede consultar [7] y las referencias que ahi se
encuentran para mas aplicaciones de explosion.

En esta tesis sera discutida la explosion en tiempo finito de soluciones de casos
particulares de ecuaciones diferenciales estocasticas con coeficientes dependientes del
tiempo para las cuales la prueba de Feller para explosiones y el criterio de Osgood
no pueden ser utilizados. Primero daremos una extension del criterio de Osgood y lo
aplicaremos para estudiar el tiempo de explosion de la ecuacién integral

Xt =¢+ /ta(s)b(Xs?)ds +g(t), t>0, (1)
0

donde ¢ es una funcién continua tal que

it inf g(t+h)) = n >0
A <osui%§ﬁg( * )> =

Ademas, usaremos un resultado elemental de comparaciéon para encontrar cotas su-
periores e inferiores de las soluciones de (1). En el caso particular en el que g es una
integral de Wiener obtenemos una extension del criterio de Osgood por medio de la ley
del logaritmo iterado.

También, para la ecuacién (1) discutimos la distribucién del tiempo de explosion.
Para el caso auténomo, es decir, b(s,z) = b(z) y o(s,z) = o(x), probamos que bajo
ciertas condiciones de la solucién de una ecuacion diferencial parcial

ou 1 0%u ou

E(t,x) = iaz(m)@(t,x) + b(x)%(t,:r), (t,z) € (0,00) X R,



esta solucién puede ser relacionada con la distribucion del tiempo de explosion de X.
Para el caso no auténomo damos una generalizacién del resultado senalado por Feller
en [9] el cual establece que la transformada de Laplace de la distribucién del tiempo de
explosion es una solucion acotada de cierta ecuacién diferencial ordinaria. Mas adelante
damos un criterio de Osgood para soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas
semilineales de la forma

t t
Xt:§+/ b(s,Xs)der/ o (s)X,dW,, t> 0. (2)
0 0

Aqui b es un campo aleatorio no negativo, no decreciente por componentes y continuo
y o es un proceso continuo y predecible. Ademads presentamos una generalizacion de la
prueba de Feller cuando o = 1 para la ecuacién (2).

Finalmente, presentamos un ejemplo de explosiéon para una ecuaciéon diferencial es-
tocastica auténoma con integral dada en el sentido hacia adelante, donde la condicién
inicial es una variable aleatoria anticipante. Recordemos que en este caso, al ser la con-
dicién inicial una variable aleatoria, la prueba de Feller para explosiones tampoco puede
ser utilizada.



Abstract

When the coefficients of the stochastic differential equation
t t
X, =2 +/ b(s, Xs)ds —i—/ o(s, Xs)dWs, t>0,
0 0

do not satisfy the condition of linear growth, the equation can have a solution that
explodes in finite time with positive probability, i.e., the paths X.(w) of the solution
may “tend” to +oo as the parameter t of the equation approximates to a finite random
time for some w, which is called the blow up time. The modeling of failures in solids due
to fatigue is an example of application for this type of equations (see [42]), where the
time of explosion corresponds to the failure time of the material. The reader can consult
[7] and references therein for applications of blow-up.

In this thesis we will discuss the explosion in finite time of solutions of particular
cases of stochastic differential equations with time-dependent coefficients as well as for
the solution of a semilinear stochastic differential equation with random coefficients for
which the Feller’s test for explosions and Osgood criterion can not be used. First, we
will give an extension of Osgood criterion and we will apply it to study the explosion
time of the integral equation

Xt =¢+ /ta(s)b(XE)ds +g(t), t>0, (3)
0

where g is a continuous function such that

li inf g(t+h)) = n > 0.
i (g +1) =
and we will use an elemental comparison result to find upper and lower bounds of the
solutions of (3). In the particular case when ¢ is a Wiener integral we will obtain an
extension of the Osgood criteria by means of iterated logarithm law.

We will also discuss the distribution of the blow up time of (3). For the autonomous
case, namely b(s,z) = b(z) and o(s,z) = o(x), we will prove under certain conditions
of the solution of the partial differential equation

ou 0*u Ou

9t 2y = 302(:6)7@,1:) +b(o) g

ot o2 (t,ZE), (t,l‘) € (0,00) X Ra

that this solution is related to the distribution of the blow up time of X;. For the non
autonomous case we will give a generalization of the result pointed out by Feller in [9]



which states that the Laplace transformation of the distribution of the explosion time is
a bounded solution of a certain ordinary differential equation. Then we give an Osgood’s
criterion for solutions of semilinear stochastic differential equations of the form

t ¢
X =¢ —|—/ b(s, Xs)ds + / o(s)XsdWs, t>0, (4)
0 0

here b is a non negative, non decreasing by components and continuos random field and
o is a predictable an continuos process. Also we present a generalization of the called
Feller’s test when o = 1 for the equation (4).

Finally, we present an example of explosion for an autonomous stochastic differential
equation with integral given in the forward sense, where the initial condition is an
anticipating random variable. Recall that in this case the Feller’s test can not be used
because the initial condition is a random variable.
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Introduccion

Considere el espacio de probabilidad filtrado (2, F, (F¢)t>0, P) y un movimiento brow-
niano (W;)¢>o definido en él. La filtracion (F;):>o satisface las condiciones usuales. Sea
la ecuacion diferencial estocastica (EDE).

t t
Xt::c0+/ b(s,Xs)der/ o(s, X,)dW,, te[0,T). (1.1)
0 0

El proceso {fg o(s, Xs)dWs : t € [0,T]} es la cldsica integral estocdstica de Ito la
cual esta definida para procesos adaptados a la informaciéon con respecto a la cual W es
un movimiento browniano. Es decir, es un proceso adaptado a (F;)i>o.

En general, las soluciones de estas ecuaciones nos dicen como un fenémeno se desarro-
lla en el tiempo. Si los coeficientes b y o satisfacen la propiedad de continuidad uniforme
de Lipschitz para toda t € [0, T, entonces la solucién X es tnica y si ademés satisfacen
la condicién de crecimiento lineal entonces X no explota en tiempo finito (ver por ejem-
plo §2.1 o [12], [33]). Algunos autores han desarrollado criterios para la no explosién de
EDEs cuyos coeficientes no satisfacen la condicién de crecimiento lineal (ver, por ejemplo
Teorema 4.1 [17, p. 84] o [29], [30], [44]).

En esta tesis consideraremos el caso donde los coeficientes b y ¢ tnicamente satis-
facen la condiciéon Lipschitz local, por lo tanto X puede explotar en tiempo finito con
probabilidad positiva. Para el caso en el que b y 0 no dependen del tiempo, es decir el
caso auténomo, las condiciones para saber si un proceso explota o no en tiempo finito
han sido desarrolladas mas notablemente por William Feller (ver por ejemplo [23], [10])
y a partir de esto solo pocos resultados han sido desarrollados (el lector interesado puede
consultar [26]). Recientemente, el creciente interés por las aplicaciones del fenémeno de
explosion de ecuaciones diferenciales estocasticas ha motivado su estudio, por ejemplo,
cuando b y o en (1.1) son funciones potencia independientes del tiempo esta ecuacién
puede ser usada para modelar las fallas por fractura de algunos materiales (vea [42]),
fuera del contexto estocdstico, es decir cuando o = 0, esto es, en el caso de ecuaciones
diferenciales ordinarias, el criterio de explosion es conocido como criterio de Osgood
(usted puede consultar [34]), para el caso de ecuaciones diferenciales parciales el estudio
del fenémeno de explosién se originé con los trabajos de Kaplan [22] y Fujita [14] y es
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actualmente un drea de investigaciéon muy fructifera, véase, por ejemplo [18], [36]. Para
el caso no autéonomo las pruebas de Feller y Osgood ya no son de utilidad.

Una de las aportaciones de esta tesis es dar extensiones del criterio de Osgood para
algunas ecuaciones con coeficientes dependientes del tiempo. En §3.2 consideraremos la
ecuacion diferencial ordinaria

Vi) = abyle)), 1>, (1:2)
y(to) = o,

la cual es mas general que la ecuaciéon en la prueba original de Osgood y usaremos
un resultado de comparacion elemental (ver mas adelante el Lema 26) para encontrar
cotas superiores e inferiores de las soluciones de la ecuacién integral no homogénea
X =&+ f(f a(s)b(Xs)ds+g(t), las cuales son soluciones de la ecuacion diferencial ordinaria
anterior, después en §3.3 el caso en el que el ruido g es una integral de Wiener es estudiado
con la finalidad de obtener una extension de la prueba de Osgood por medio de la ley
de logaritmo iterado y un resultado de comparacion. En la §4.1 también damos un
extension de la prueba de Osgood para un caso més general de la ecuacion diferencial
(1.2), es decir, y(t) = o+ f(f b(s,y(s))ds. Posteriormente en la §4.3 se obtienen resultados
para determinar la explosion en tiempo finito de la solucién de una ecuacién diferencial
estocéstica semilineal de la forma X; = £+ f(f b(s, Xs)ds+ fg o(s)XsdWy cuyos coeficientes
son aleatorios y por lo tanto las pruebas de Feller y Osgood ya no son de utilidad.

Muchos trabajos han sido desarrollados con la finalidad de proporcionar condiciones
que nos permitan conocer si la ecuacién (1.1) explota o no. Sorprendentemente, la dis-
tribucion del tiempo de explosion rara vez ha sido estudiada debido a que no es facil de
calcular (por ejemplo, ver [6] para consultar algunos esquemas numéricos usados para
aproximar el tiempo de explosién). Una manera de hacer esto es usando ecuaciones li-
neales ordinarias de segundo orden. En efecto Feller [9] ha senalado que la trasformada
de Laplace de esta distribucion es una solucién acotada de alguna ecuacion ordinaria
relacionada. En la §3.6 de esta tesis daremos una generalizacion de este resultado.

Por otro lado, existen fendmenos que ocurren en la naturaleza que no son bien repre-
sentados con integrandos adaptados, por ejemplo, los coeficientes de la ecuacion (1.1)
pueden depender de toda la informacion que genera W como en los mercados financie-
ros con informacién privilegiada (vea, por ejemplo [25]). La integral hacia adelante (ver
Definicién 27) es un extensién de la integral de It6 para el caso de integrandos antici-
pantes y coincide con la integral estocastica con respecto a W siempre que W es una
semimartingala para la filtracién G. En la §5 presentamos un ejemplo de explosion para
una ecuacién autéonoma donde la condicién inicial es anticipante, por lo tanto usamos
propiedades de la integral hacia adelante para calcular la distribucion del tiempo de
explosién de la ecuacién Y; = Wy + f(f Y3ds + fg Y2d~W,, t>0.

El contenido de esta tesis estda organizado como sigue: en la Secciéon 2 damos los
conceptos utilizados en el documento y una breve discusién de algunas definiciones y
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resultados necesarios para este trabajo. Algunas extensiones del criterio de Osgood se
dan en las secciones 3.1, 3.2, 3.3 y 4.1, nuestro teorema de comparacion para ecuaciones
integrales es introducido en la seccién 3.2. La relacién entre ecuaciones diferenciales
parciales y la explosién en tiempo finito es estudiada en la seccion 3.4. En la seccién
4.2 aplicamos la prueba de Feller para determinar si una ecuacién diferencial estocéstica
semilineal explota en tiempo finito y en las secciones 4.2 y 4.3 analizamos el tiempo de
explosién de una ecuacion semilineal con coeficientes aleatorios y los casos b € [0, 00) xR,
o =1y o € [0,00), respectivamente. Finalmente, en la seccién 5.1, calculamos la
distribucién del tiempo de explosién de una ecuacion con condicién inicial anticipante.
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Introduccién




Preliminares

La propuesta de esta seccion es describir los resultados bésicos que seran usados
para justificar y proponer el presente trabajo. Empezaremos con algunos definiciones y
resultados conocidos.

2.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Consideremos la ecuacién diferencial estocastica no auténoma escrita formalmente
Ccomo

dXt = b(t,Xt)dt + O'(t,Xt)th, 0<t S T,

2.1
X() = Xyp- ( )
La interpretacion de esta ecuacién es
t t
X =z —|—/ b(s, X)ds —|—/ o(s, Xg)dWs, 0<t<T. (2.2)
0 0

Aqui W es un movimiento browniano definido sobre un espacio de probabilidad com-
pleto (€2, F, P) equipado con una filtracién (F; : 0 < ¢t < T') que satisface las condiciones
usuales, es decir, todos los subconjuntos de conjuntos P-nulos son F-medibles y P-nulos;
la filtracion es continua por la derecha, esto es, F; = Ny~ Fs para todo t > 0. Los coe-
ficientes b,0 : [0,7] x R — R son funciones medibles llamadas coeficiente de deriva
y difusion, respectivamente, y xy € R es la condicién inicial. En la ecuacién (2.2), la
integral estocdstica estd definida en el sentido de Itd (vea [20]) y supondremos que el
lector esta familiarizado con esta definicién. El proceso X = {X; : t > 0} que resuelve
(2.2) es llamado proceso de It6 y sus coeficientes satisfacen ciertas condiciones de regu-
laridad, esto es, o pertenece a la clase de procesos tales que: i) para t € (0,7 la relacién
(s,w) = 04(w) definida en (0,t] x € es medible respecto a la o—élgebra By x F,

donde By es la o-dlgebra de Borel sobre [0, ], y ii) P ( fOT oldt < oo) =1 se satisfacen,
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mientras b pertenece a la clase de procesos tales que i) y ii’) P < fOT |b|dt < oo) =1 se
cumplen.

Ademas, consideramos a F;, independiente de o{W; — W;, : t > ty}. Esto significa
que la condicién inicial zy es una variable aleatoria independiente de W, — W,  para
t > ty. Si g es constante con probabilidad 1 la independencia de Wy — W, se mantiene.

Ahora enunciaremos sin prueba la férmula de It6 (ver [1], [38]) la cual es una herra-
mienta importante del calculo estocastico. En efecto, es la version estocastica de la regla
clasica de la cadena en el célculo diferencial ordinario.

Teorema 1 (Férmula de 1t6) Sea g una funcién de clase C1?([0, 7] x R) (es decir, g
es diferenciable sobre [0, 7] y dos veces diferenciable sobre R) y X es un proceso de It
dado por

dX; = u(t)dt +v(t)dW;, 0<t<T. (2.3)

Entonces el proceso Y; = g(t, X;) es también un proceso de It6 definido sobre [0, T, (es
decir, tiene una representacién de la forma (2.3)) con Yy = ¢(0, Xo) v,

0y 0y 10% 2
V==X —(t, Xp)d X + - = (t, X3)(dX <T
dY; ot (t, t)dt + I (t, t)d ¢+ 5 022 (t, t)(d t) , 0<t<
donde (dX;)? es calculada usando la siguiente convencién
X | dWy | dt
dw, | dt | 0
dt 0 [0

Cuadro 2.1: Regla de multiplicacién

Nota 2 Recordemos que (2.3) es una expresién simbdlica que representa al proceso
X =0+ fot u(s)ds + fotv(s)dWS, 0<t<T.

Ejemplo 3 La ecuacion diferencial estocastica,

/thW N
o S 3—2 t 27

tiene la interpretacién simbolica

AW} = dt + 2W,dW,.
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Otro resultado importante del Célculo Estocéstico es la féormula de integraciéon por
partes, la cual es anunciada acontinuacion.

Teorema 4 (Férmula de integracién por partes) Sean X, Y dos procesos de It6 sobre

R. Entonces
d(X,Y;) = XidY; + Y d X, + dX - dY), (2.4)

donde, en el iltimo sumando usamos la convencién del Cuadro 2.1.

Existencia y unicidad de soluciones

Otra cuestién importante sobre la ecuacién (2.2) es bajo que condiciones ésta tie-
ne solucion, y si es tunica. Como en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, la
existencia de la solucién esté relacionada a las caracteristicas de sus coeficientes.

El resultado con respecto a esta cuestién se expresa a continuacién sin pruebas (el
lector puede consultar [1, p.105]). Para resultados mas generales ver por ejemplo It6 [19],
Karatzas [23], McKean [27], Oksendal [33] o Protter [38].

Teorema 5 Considere la ecuacién (2.1) donde z( es una variable aleatoria independiente
de W, para t > 0. También suponga que las funciones b, 0 : [0,7] x R — R son medibles
y satisfacen las siguientes propiedades: Existen constantes k, K > 0 tales que,

a) Continuidad de Lipschitz. Para todo ¢t € [0,T] v =,y € R,
[b(t, ) = b(t, y)| + |o(t, ) — ot y)| < klz —yl.
b) Restriccién de crecimiento. Para todo t € [0,T] y x € R,
[b(t, 2)* + |o(t, 2) [ < K*(1 + [2]*).
Entonces la ecuacién (2.1) tiene una tinica solucién continua X, con probabilidad 1, esto

es, si X y Y son soluciones continuas de (2.1) con la misma condicién inicial x, entonces

P(sup | X; —Y >0)=0.

0<t<T

Nota 6 La condicién de Lipschitz garantiza que existe a lo mas una solucién. Por ejem-
plo, la ecuacién diferencial,

dX, = 3Xdt, t > 0,
Xo =0,
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tiene infinitas soluciones, esto es para cada a > 0 la solucién es

X, = 0 sit'ga,
(t—a)® sit>a.

En esta ecuacién el coeficiente b(z) = 32%3 no cumple la condicién de Lipschitz.
Por otro lado la restricién de crecimiento garantiza que la solucién de (2.1) no explota
antes del tiempo final 7' (ver Seccién 2.2). Considere la ecuacién diferencial

dX, = X2dt, t>0,
X(] = 17

que tiene la solucién tnica X; = 1/(1 —t) para 0 <t < 1, la cual diverge cuando t = 1.

Nota 7 Silas funciones by o estén definidas sobre [0, co] XR y si se cumplen las hip6tesis
del Teorema 5 sobre cada subintervalo finito [0, 7] de [0, 00) entonces la ecuacién (2.2)
tiene una tnica solucién global X definida sobre [0, 00).

En el caso auténomo (es decir, b(t,x) = b(z) y o(t,z) = o(x)) tenemos la ecuacién

dXt :b(Xt)dt + O'(Xt)th, t > 0,

2.5
Xo =, ( )

donde el valor inicial zy es una variable aleatoria independiente de W, — W}, para t > 0.

Corolario 8 La ecuacién (2.5) tiene exactamente una soluciéon continua X definida
sobre el intervalo [0,00) tal que Xy = ¢ si existe una constante K > 0 tal que, para
cualquier z,y € R,

[b(z) = b(y)| + lo(x) = o(y)| < Kz =yl

La restricciéon de crecimiento se sigue directamente de la condicién de Lipschitz global
cuando fijamos y a una constante real, es decir, y = yo.

Con la finalidad de incluir coeficientes més generales en la ecuacién (2.2) la hipétesis
de la continuidad de Lipschitz puede ser debilitada. Es suficiente pedir que los coeficientes
sean localmente Lipschitz, es decir, para cada subconjunto compacto D C R existe una
constante Lp tal que, si z,y € D,

|b(t, 2) = b(t, y)| + |o(t,x) = o(t,y)| < Lple —y.
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Sin embargo, la condicién de crecimiento lineal contintia restringiendo el uso de cier-
tas funciones como coeficientes. Algunas condiciones generales que han sido introducidas
para reemplazar esta restriccion, pueden verse en el trabajo de Has'minskii [17] o el libro
de Karatzas y Shreve [23].

2.2. Explosion

Como mencionamos en la Nota 6, cuando los coeficientes de la ecuacién (2.2) sa-
tisfacen la restriccion de crecimiento aseguramos que su solucién no explota antes del
tiempo final T', por lo tanto, cuando no se cumple esta condicion, se dice que la solucién
de la ecuacién puede explotar en un tiempo finito. En un sentido intuitivo, el tiempo de
explosion de un proceso estd definido como el primer instante en el cual este alcanza un
valor infinito en un tiempo finito. Por ejemplo, la funcién (1 —¢)~! explota al tiempo
t = 1. Una situacién similar ocurre con la solucion de la ecuacion diferencial estocastica
(2.5), sin embargo, el tiempo de explosion es aleatorio.

Antes de definir formalmente lo que es el tiempo de explosion, es necesario introducir
el concepto de tiempo de paro.

Definicién 9 Una variable aleatoria 7 : 2 — [0,00] es llamada tiempo de paro con
respecto a la filtracién {F;}:>¢ si para todo t > 0 el conjunto {17 <t} € F.

Ejemplo 10 El tiempo de llegada de un proceso continuo {X;,t > 0} y adaptado (i.e.,
X; es F; — medible) a un punto a, esto es

7. = inf{t > 0: X; = a},

es un tiempo de paro si la filtracion satisface las condiciones usuales.

Maés generalmente, el tiempo de llegada de un proceso adaptado y continuo {X;,t >
0} a un conjunto de Borel es un tiempo de paro si la filtracién {F;,t > 0} es continua
por la derecha, (ver el Teorema 4.6 en [3]).

Definicién 11 Sea 7, := inf{t > 0 : |X;| > m } con m € N, un tiempo de paro.
Nos referimos a 7 = 1im,, o0 75, como el tiempo de explosion de la ecuacién (2.5) con
X,- = doo casi seguramente (c.s. para abreviar) sobre {7 < oo} y suponemos que
Xy = X,- si 7 <t < oo (vea MacKean [27]). En el caso no auténomo [38, p.303] el

tiempo de explosion T = lim 7, es un tiempo de paro tal que (2.2) tiene un solucién
m—00
hasta este tiempo y lim sup|X;| = co.
tTTg
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Nota 12 Las soluciones pueden ser consideradas hasta el tiempo de explosion, es decir,
una solucién local.

Nota 13 La formula de It6 permanece vélida hasta el tiempo de explosion. En efecto,
primero debemos fijar un entero positivo m y aplicar la férmula de It6 al proceso parado
Xipe, = T + fot b(s, Xs)1,. (s)ds + fga(s,Xs)l]O’Tm](s)dWS (donde t A 7, significa el
minimo entre ¢ y 7,,), luego entonces hacemos tender m — oo (observemos que 7 es

el limite de la sucesién no decreciente de variables aleatorias 7,,). Aqui usamos que

formmt o(s, X,)dW, = fg o(s, Xs)l]o,fm} (s)dW debido a que 7, es un tiempo de paro.

Ejemplo 14 Considere la ecuacién
1
dXt = —5 eXp(—QXt)dt -+ eXp(—Xt)th, Xto = C.

Los coeficientes de esta ecuacion no satisfacen ninguna restriccién de crecimiento lineal
para x < 0 y por lo tanto, existe posibilidad de explosién. Aplicando el Teorema de It6
1 se puede ver que el proceso X; = log(W; — Wy, + €°) es la tinica solucion local definida
hasta el tiempo de explosién 7, donde 7 = inf{t > ¢, : W, — Wy, = —e°} > 0.

El siguiente teorema de McKean [27, p.54] nos da condiciones de existencia y unicidad
para soluciones locales de ecuaciones auténomas de la forma (2.5) con coeficientes b y o
que pertenecen a C'(R).

Teorema 15 Sea b,0 € C'(R). Entonces la ecuacién diferencial estocdstica (2.5) tiene
una unica solucién que esté definida hasta el tiempo de explosién 7 con 0 < 7 < o0 y
X,- = £o0o sobre {17 < c0}.

La idea de la prueba es elegir una sucesién adecuada de funciones {1, : m € N} tal
que la composicion de funciones b o 1, v o o 1, sean funciones de pendiente acotada
y por lo tanto cumplan la condicién de Lipschitz sobre R; también se debe cumplir que
X" = X" sobre [0, 7,,,_1] donde dX* = (bo),, ) (X™)dt + (0 01h ) (X)dW,, t > 0. En
este caso es suficiente demostrar que X" ' = X/ para t < T,,_1, Xilii<7) es adaptado
y X; = X" para cada m € N sobre {t < 7}, y ademds X,- = fo00 si 7 < c0.

Nota 16 Como una consecuencia de la prueba del teorema anterior, el resultado per-
manece valido si los coeficientes de la ecuacion (2.5) satisfacen la condicién de Lipschitz
local.
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En las siguientes dos secciones, presentamos criterios para la explosion de ecuaciones
diferenciales estocasticas auténomas que seran tutiles para nuestro trabajo.
Prueba de Feller

Condiciones para la explosion en tiempo finito con probabilidad 1 de la solucién X
de (2.5) han sido desarrolladas, mas notablemente por William Feller. La prueba de
explosion de Feller establece las condiciones que deben cumplir los coeficientes b y o de
la ecuacion. Primero definiremos las siguientes funciones. Sean

- [or(2f 592)
v(z) = /x P'(y) /Cy %d@

Donde ¢ € (¢,7) es un punto arbitrario pero fijo y ¢ y r seran definidos en el siguiente
resultado.

(2.6)

Teorema 17 (Prueba de Feller) Suponga que b,0 : (¢,7) — R con —oo < ¢ < r < 00
son funciones acotadas sobre intervalos compactos de (¢,7) cuyos extremos no estan en
{l,r} y 0*(x) > 0 Vz € (¢,r). El tiempo de explosién 7 de la solucién X del proceso
(2.5) es finita con probabilidad 1 si y sélo si una de las siguientes condiciones se cumple:

i) v(r) < ooy wv(l) < oo,
ii) v(r) < ooy p(f) = —o0, 0

iii) v(¢) < 0oy p(r) = 0.
La prueba puede ser encontrada en [23, p.348].

Criterio de Osgood

En el caso en el que el coeficiente de deriva b es positivo y continuo y el término de
difusién es cero (es decir, o = 0), la ecuacién (2.5) es una ecuacién diferencial ordinaria
para la cual el criterio de explosién es conocido como la prueba de Osgood [34]. El
resultado es el siguiente.

Proposicién 18 Sea v la solucion de
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dv(t) = b(v(t))dt, t >0,
v(0) = a.

El tiempo de explosion de esta ecuacion definido como T, := sup{t > 0: |v(t)| < oo} es
finito si y sélo si
/ > ds -
. b(s)

’ oo o . . .,
ademas, 1T, = 4s_ - Gj introducimos la notacién
’ a b(s)

v d
BG<I> = /a rj)v LS (G,OO), (27)
la solucion esta dada por

v(t) = B, 1(t), 0<t< B,(o0).

a

Nota 19 El resultado anterior es valido si b > 0 en (¢, 00) para una constante ¢ € R tal
que a > c.

En el caso en que b es no decreciente y positiva, y ¢ = 1 la prueba de Feller es
equivalente al criterio de Osgood. Este resultado fue probado en [26] y es presentado a
continuacion.

En el caso o0 = 1 las funciones en (2.6) pueden ser expresadas como sigue:

p(z) = /0 " exp <—2 /0 Sb(r)dr) ds

Teorema 20 Sea b : R — R, una funcién positiva, localmente Lipschitz y no decre-
ciente. Entonces

(1) p(—o00) = —o0.

(i) )~ % < 00 siy sélo si v(oco) < o0.
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En [26] el criterio de Osgood ha sido aplicado a soluciones de ecuaciones integrales
de la forma

t
Xi=¢ +/ b(Xs)ds+g(t), t>0, ¢e€R. (2.8)
0
A continuacion presentamos dicho resultado

Teorema 21 Considere la ecuacion (2.8), donde sus coeficientes satisfacen:
a) b:R — RT es una funcién positiva, localmente Lipschitz y no decreciente.

b) ¢g:[0,00) = R es una funcién con limites por la derecha e izquierda tal que

1{m sup (oi%{;lg(t + h)) = 00. (2.9)

t—o00

Entonces, la solucién de la ecuacién (2.8) explota en tiempo finito si y solo si

/ > ds -
— < 0.
. b(s)
En la Seccion 3.2 presentamos una extension del resultado anterior.

2.3. Teoremas de comparacion

Los teoremas de comparacion (ver, por ejemplo, [15], [35], [41]) juegan un rol impor-
tante en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y estocasticas. Estos establecen
cuando un proceso es mas grande o igual que otro con probabilidad uno. Este tipo de
teoremas son utilizados en una amplia gama de problemas matemaéticos, por ejemplo,
para probar existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales estocésticas
con comportamiento asintético [16].

En esta seccion probamos dos teoremas tiles de comparacién cuyas pruebas pueden
ser encontradas en [28] y [46] respectivamente.

Teorema 22 Considere los procesos,

¢ ¢
X =1} —|—/ b (s, X')ds +/ o'(s, XNdW,, to <t <T, i=1,2.

to to
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Supondremos que b y ¢ satisfacen las condiciones a) y b) del Teorema 5, y para
cada z € R, b'(-,x) y o'(-, ), son continuas. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

I. Para todo to > 0 si 2§ < z3 entonces

P(X! < X2 t>t) =1,

I1. Para todo z,y € R si < y entonces b'(t,z) < V*(t,y) y o'(t,z) = o*(t,y) para
toda t > 0.

Teorema 23 Supongamos que se cumple lo siguiente:

(i) sea ¢ una funcién real y continua definida sobre el intervalo [0,00) x R tal que
|O'(l‘,t)—0'(t,y)| Sp(|$—y|), IL‘,?/GR, t >0, (21())

donde p es una funcién creciente y continua definida sobre [0, c0) tal que p(0) =0

y
1 1 dy /1 y
——dr = dy =+o0; y 2.11
/0 /:c P*(y) o P*(y) (2.11)

(ii) y sea b una funcién real continua definida sobre el intervalo [0, 00) x R tal que

|b(t,x) —b(t,y)| < k(lxr —y|), z,yeR, t>0, (2.12)

donde & es un funcién creciente y continua definida en [0, 00) tal que k(0) =0y

il [/ [ [ pan] -0 e

Considere los siguientes procesos:

t ¢
Xf=¢ +/ b(s, X%)ds +/ o(s,X8)dW,, cs.sobre 0<t< (), (2.14)
0 0

t t
X! =n +/ b(s, X1)ds +/ o(s, X1dWs, c.s.sobre 0<t< (y, (2.15)
0 0

donde & y 1 son dos variables aleatorias Fy-medibles tales que

(1= sup {t; sup |z(s,&)| < +OO}

s€[0,¢]



2.3 Teoremas de comparacién 23

y
(a = sup {t; sup |z(s,n)| < +OO} :
s€[0,¢]
Entonces, la relacion
E<mn, cs. (2.16)
implica
PXf <X 0<t<()=1 (2.17)

donde ¢ = (1 A (s.

El siguiente resultado elemental de comparacion serd utilizado en la Seccion 3.2 y el
Capitulo 4 respectivamente.

Lema 24 Seab: R — R una funcién continua no negativay £, ¢,T € R talesque ¢ > cy
T > 0. También suponga que b es no decreciente y positiva en (¢,00), y =,y : [0,7] = R
son funciones continuas

(i) Si
M62£+Ab@@Wht6mﬂm

x(t) = b(x(s))ds I
entonces y(t) > x(t), para todo t € [0, T].

(ii) Ademas, si suponemos que y > ¢ sobre [0, 7],

Mﬂ§£+Abw@th€mﬂm

z(t) =&+ /Ot b(z(s))ds, t € [0,T],

entonces y(t) < z(t), para todo t € [0,T].

DEMOSTRACION. Para el inciso (i) considere la solucién z,, de

%Jﬂzf—Wm+A%@%@D%,t€mﬂl
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donde £ —rg > ¢. Sea N,, = {t € [0,T] : z,,(s) < y(s), Vs € [0,t]}. Observe que 0 € N,
por lo tanto N,, # (). Como b > 0, entonces z,, > £ — ro > ¢ sobre [0,T]. Usando que
b es no decreciente en (¢, 00) tenemos que se satisface b(y(s)) > b(z,,(s)) para s € N,,.
Vamos a demostrar que 7}, := sup IV, < T no es posible. En efecto,

ltn(y(Tr, + ) = (T +€) =70+ / " [b(y(s)) — bl (5))] ds

Tro+e

+ lim [b(y(s)) — b(zr,(5))] ds.

ele Ty
27’0 > 0.

Entonces la continuidad de y — z,, implica 7,, < sup N,,. Por lo tanto z,, < y sobre
[0, T]. Por otro lado, por la Proposicién 18 tenemos

B '(t) =1lim B!, (t) = lim @, (t) < y(t), t€0,T].
040 7040

€—To
0

Para obtener la primera igualdad , en la expresion anterior, hemos usado que la conti-
nuidad de B.(t) implica la continuidad de B~(¢).

Para el inciso (ii) se procede de igual manera que en el caso anterior, pero ahora
consideramos la solucion z,, de

Try =&+ 10 +/0 b((xy(s)))ds, te€[0,T],

donde rg > 0. O

Nota 25 En el Teorema 2.2.4 de [35] el lector interesado puede encontrar otra versién
del Lema 24, donde se requiere que la funcién b sea mondtona.

Considere las siguientes hipdtesis:

H1: a:(0,00) — (0,00) es una funcién continua tal que

t+n
lfm a(s)ds >0, para algin n > 0.

t—o00 t

H2: b: R — [0,00) es una funcién continua tal que existe —oo <[ < ooy —oo <7 < 00
de modo que b > 0 y localmente Lipschitz sobre (I,00), y b : [r,00) — (0,00) es
no decreciente.
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Lema 26 Sea xg > r y T > ty. Suponga que H1 y H2 se satisfacen, y que u,v :
[to,T] — R son dos funciones continuas.

a) Siuy v son tales que

u(t) > x0+/ a(s)b(v(s))ds, t € [to, T],

to

u(t) = a:o—i—/ a(s)b(u(s))ds, t € [to,T].

to

Entonces v(t) > u(t), para todo t € [tg, T].

b) Si
P te [t())T]a

r<o(t) < x +/t a(s)b(v(s))ds
u(t) = xo+ t a(s)b(u(s))ds, t € [to,T].
Entonces v(t) < u(t), para todo t € [ty, T].

DEMOSTRACION. Comenzamos con el inciso a).

Sea N = {t > to : b(u(s)) < b(v(s)), s € [to,t]}. Como ¢, € N, entonces la continuidad
de v y u, junto con el hecho de que b es no decreciente sobre (r,00), nos conduce a
demostrar que T = sup N > to.

Si T < T entonces

lo cual es imposible debido a la definicién de T
Para el inciso b) consideremos N° = {t > t5: v(s) >r v b(v(s)) < b(u(s)), s €
[to,t]} y procedamos como en el inciso anterior.
0
2.4. La integral hacia adelante

La integral anticipante nos permitira integrar procesos no adaptados. Dichos procesos
permiten modelar situaciones mas generales que se presentan en la vida real
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En secciones anteriores, hemos considerado la ecuacién (2.2) con condicién inicial
determinista o independiente de W; — W, (ver Teorema 5). La integral hacia adelan-
te (“forward integral” en inglés) es un extensiéon de la integral de Itd en el caso de
integrandos anticipantes y estd definida como un limite en probabilidad. Esta integral
estd relacionada con el adjunto del operador derivada en el espacio de Wiener [32], por
lo tanto podemos usar las técnicas del calculo de variaciones o célculo de Malliavin pa-
ra obtener sus propiedades (ver Nualart [32] para detalles). La integral hacia adelante
estd definida como sigue.

Definicién 27 Sea T un nimero real positivo y v un proceso medible con trayectorias
integrables (es decir, v;(w) es integrable en [0, 7] paraw € ). Decimos que v es integrable
hacia adelante (v € Dom d;) si

1

T
- / Vs (W(s+e)AT - Ws) ds
€ Jo

converge en probabilidad cuando € | 0. Este limite es denotado por fOT ved~ Wi.
Nota 28 La familia { X, }.o de variables aleatorias converge en probabilidad a X, cuan-
do € | 0, si para cada ¢ > 0,
h'n%P(w €N X (w) — X(w)|>9)=0.
e—
Como fue senialado por Navarro [31], la integral hacia delante tiene la siguiente pro-

piedad local. También la integral de Ito tiene esta propiedad (ver [38]), la cual es utilizada
en la prueba del Teorema 15.

Lema 29 Sea u y v dos procesos medibles en Dom 6, y A € F tal que
u; = v c.s. sobre A x [0,T).

Entonces fOT usd~ W, = fOT ved~ W, c.s. sobre A.
El dominio de la integral hacia adelante puede ser extendida como sigue:

Definicién 30 Decimos que un proceso u es localmente integrable hacia adelante (u €
Dom 67,,.) sobre un conjunto medible A € F si existe una sucesién {(u™, Ay) }nen en
Dom 4, x F, tal que:
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i) A, /A cs.
ii) u =u™ c.s. sobre A, x [0, T].

En este caso definimos

T T
/ ugd” Wi :—/ ug”)d’Ws sobre A,,.
0 0

Nota 31 Por el Lema 29, esta definicién es independiente de la sucesion localizante
{(A,,u™):n>1}.

Nota 32 Si en la Definicién 30, A coincide con €2 entonces tenemos la definicién dada
por Navarro [31].

Presentamos la férmula de sustitucién para la integral hacia adelante (los detalles
pueden ser consultados en [40], [31]).

Sea R un conjunto de procesos X = {X;(u) : t € [0,7],u € R} los cuales son
P @ B(R)—medibles donde P es la o0—&lgebra generada por los procesos predecibles, es

decir, esta o—algebra es generada por todos los procesos adaptados y continuos por la
izquierda.

Teorema 33 (Russo y Vallois [40]) Sea X € R, ¢ > 2y ¢ > 1 tal que
) E (fOT ]XS(O)]qu) < o0.

ii) Para cada N > 0y |ul, |y| < N, tenemos

w(f CX() - X.(0)ds) < Culu =,

para alguna C'y > 0.

Entonces la integral de Ito fOT Xs(u)dWy tiene una versién continua en u y para cada
variable aleatoria L la composicién X (L) pertence a Dom 0 y

/OT X, (L)d W, = (/OT Xs(u)dWS) -
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Si suponemos que X pertenece a la clase

Ry ={X € R: X(0) € L*([0,T]), X:(u) es diferenciable en

n T
uy / X/ (u)*dtdu < oo V¥n € N},

—n JO

entonces la formula de sustitucién para la integral hacia adelante se satisface.

Teorema 34 Sea X € R,. Entonces para cada variable aleatoria L, X (L) pertenece a
Dom 45 y
T T
/ X, (L)d-W, = ( / Xs(u)dWs) |
0 0 u=L

La prueba de este resultado puede ser encontrada en [31, p.11].

El siguiente resultado de Russo y Vallois [40] muestra la relacién entre la integral
de Ito y la integral hacia adelante. Con el fin de exponer este resultado tenemos que
recordar (ver [43]) que dada un funcién localmente integrable f (con respecto a la medida
de Lebesgue), para casi toda t € [0, 7], se cumple

1 t f(r)dr — f(t) cuando €| 0. (2.18)

€ Ji—c
Denotamos como L(f) al conjunto de t € [0,7] tales que (2.18) se satisface. Por
otro lado si B es una G;—semimartingala, para alguna filtracion {Qt}te[QT}, entonces
B =W+ A donde W es un G;—movimiento browniano y A es un proceso con trayectorias
de variacién acotada (ver [38]). Usaremos esta descomposiciéon de B en el siguiente
resultado.

Proposicién 35 Suponga que B = W+ A es una G;—semimartingala. Sea X un proceso
medible, acotado y adaptado a {G,;}:com tal que

T
/ lz(x)e(s)d|A|s =0 con probabilidad 1.
0

Entonces X € Domd; y
T T
/ Xd™ B, :/ X dBs, (2.19)
0 0

donde la integral de la derecha es la integral de I1t6 de X con respecto a la G;—semimartingala
B.
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Nota 36 La integral estocéstica en el segundo término de la igualdad (2.19) es igual
a fOT X dW, + fOT X, dA,, donde fOT X,dWy es la integral de Ito6 de X con respecto a
G;—movimiento browniano W y fOT X dA, esta definida trayectoria por trayectoria.
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Distribucion del tiempo de explosion
de ecuaciones diferenciales estocasti-
cas

En esta seccién, estudiamos la explosion en tiempo finito de las soluciones de algu-
nas ecuaciones diferenciales estocasticas gobernadas por un movimiento browniano vy,
particularmente, la distribucién del tiempo de explosion para algunos casos particulares
de ecuaciones no auténomas. Una manera de estudiar esto es usando ecuaciones dife-
renciales ordinarias lineales de segundo orden, en efecto, Feller [9] ha senalado que la
transformada de Laplace de la distribucion es una solucion acotada de alguna ecuaciéon
diferencial ordinaria relacionada. Presentaremos una generalizacion de este resultado,
ver Seccion 3.6. Ademas, obtenemos una ecuaciéon diferencial parcial tal que su solucion
acotada es la distribucién del tiempo de explosion.

En el caso de la ecuacién (2.2), es decir, el caso no auténomo, la prueba de Feller y
el criterio de Osgood no son ttiles. En esta tesis damos algunas extensiones del criterio
de Osgood para este tipo de ecuaciones con coeficientes dependientes del tiempo.

3.1. Criterio de Osgood para algunas ecuaciones di-
ferenciales estocasticas con coeficientes de difu-
sion

A diferencia del criterio original de Osgood vamos a considerar un caso especial de
una ecuacion que incluye coeficiente de difusién y tanto éste como el coeficiente de deriva

son dependientes del tiempo. Sea ¢ : R — R una funcién diferenciable y h : R — R una
funcion continua. Consideremos la ecuacién diferencial estocéstica

£ — 1 tU U/ 2 tO’
X _5+2/0 (XY (XE)h (s)ds—i—/o (XOR(s)AW,, t>0,  (3.1)
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donde ¢ € R. De aqui en adelante, W = {WW; : ¢t > 0} es un movimiento browniano.

Ahora supongamos que existen —oo < x7 < 23 < 00 tales que o # 0 sobre (x1, z3). Sea
€ € (z1,22) fijo y defina U¢ : (21, 22) — R como

We(w) = /5 =

Sea ¢ = We(z1) A Ue(x2), el minimo entre \Ilg(xl) V Ue(xa), y 1e = We(z1) V We(x2), €l
méximo entre We(xq) y We(xa), vy Y, = fo s)dWy, t > 0.

El siguiente teorema es nuestra primera extension del criterio de Osgood.

Teorema 37 Sea e = inf{t > 0:Y; ¢ (I¢,7¢)}. Entonces, el proceso X = \Ifgl(Y}), 0<
t < 7¢ es solucién de la ecuacién (3.1).

Nota 38 En este caso, 7¢ es llamado el tiempo de explosion de la ecuacién (3.1).

DEMOSTRACION. Considere los tiempos de paro

=if{t>0:Y; ¢ (le+k " re — k)],
y el proceso parado }/;/\Téc = fot h(s)l]0 . (s)dWs. Aplicando el Teorema 1 (férmula de
e
It6) con f(z) = \Ifgl(x), x € (l¢g, re) tenemos

1
df(}/t/\Tk> = f,(Y;f/\Tk)h(t)l[O,TEk](t)th + §fﬂ<}/t/\’r§k>h2(t)1[0ﬂ'§](t>dt’ t>0.

13 13

Es decir,

tATE 1 tATE
(Yiprs) = F(0) = /0 ‘ F(YOh(s)dW, + 5 /0 YR (s)ds, t> 0.

Por lo tanto,

t/\Tg 1 t/\Tg
Xy = €+ / o(X)h()dW, + ¢ / (X)o' (X h2(s)ds (3.2)
0 0
Finalmente tendiendo k& — oo en la ecuacién (3.2) obtenemos el resutado. O

En caso de que uno o ambos extremos del intervalo (I¢, 7¢) sean finitos el proceso Y
podria no estar en el dominio de la funcion \Ifgl, por lo tanto una consecuencia inmediata
del Teorema 37 es el siguiente:



3.1 Criterio de Osgood para algunas ecuaciones diferenciales estocésticas con
coeficientes de difusion 33

Corolario 39 Sea [~ h(s)?ds = co. Entonces la solucién de la ecuacion (3.1) explota
en tiempo finito si y solo si [ > —o0, 0 ¢ < 00. Ademds, si l¢ y r¢ son dos nimeros
reales. Entonces

o gk Te T k(e — ) ey [ (e + Rl —lg))?
P(re € dt) = Z (—1)* N O p( SH(D) ) dt,

k=—o00

con H(t) = [} h?(s)ds.

DEMOSTRACION. Es bien conocido que existe un movimiento browniano B = {B; :
t > 0} tal que Y; = By, t > 0, (ver, por ejemplo, Durrett [8]). Sea 7¢ = inf{t >
0: By ¢ (le,7¢)}. Note que By(r) = Yz, € {l¢,7¢} implica que 7¢ = H(7¢). Entonces
P(1e <t) = P(7e < H(t)). Consecuentemente, la prueba se sigue de Borodin y Salminen
4, p.212]. O

Nota 40 Suponga que, por ejemplo, o > 0, We(z1) = —00 y Ye(x2) < oco. Entonces,
como una consecuencia inmediata de la prueba del Corolario 39, obtenemos que 7 =
mf{t: [} h(s)dW, = U¢(x2)} y

HQ§®=¢<&§%), (3.3)

donde 5 -
O(z) = — e 2.
( ) \/277'/:13

Observe que obtenemos un resultado similar cuando o es negativo o el intervalo tiene la
forma (I¢, 00).

Ahora consideremos los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 41 Sea o(z) = |z|*, 2 € R, @ > 1 y £ € R. Entonces

(=), £€>0, >0,
(gl = Jal'7), £<0, z<0.

11—«

Ue(z) = {

Por lo tanto,
-«
Ue(—o00) = |1§’— y Ye(0) =00, paraé <D0,
-«
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Por lo tanto, existe explosién en tiempo finito y

e
P(T =¢ )
e <?) <<a—1> H<t>>

Ejemplo 42 Sea o(x) =e*, x € R, a # 0 y £ € R. Entonces

1 — —Qx
\Dg(x):a(€ S—e )7

—00, a>0, Le=at o >0,
We(—o0) = { v We(oo) = { a

ie‘o‘i, a <0, oo, «a<0.

Por lo tanto deducimos que existe explosién por la izquierda para a < 0 y existe explosion
por la derecha para a > 0. En este caso,

e~
P(T =P —— | .
e <1) <|a|\/H<t>>

3.2. Una extension del criterio de Osgood para ecua-
ciones integrales

En esta seccion estudiamos la siguiente ecuacion integral no auténoma

t
Xf=¢ +/ a(s)b(X8)ds +g(t), t>0. (3.4)
0
El tiempo de explosién, T¢X, para esta ecuacién estd definida como sigue
TX =if{t > 0: X} ¢ R}.
Para el desarrollo de los resultados sobre la explosién de la ecuacion (3.4) pediremos
que los coeficientes satisfagan las hipdtesis H1 y H2 de la Seccion 2.3 y la siguiente

suposicion:

H3: g:[0,00) = R es una funcién continua tal que

lim sup < inf g(t+ h)) =00 para alguna 77 > 0.
i

tooo  \0Sh<
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Las mismas hipotesis seran de utilidad en la siguiente seccién.

De aqui en adelante utilizaremos la convencion

Ay(z) = /tz a(z)dz, t>0yx e (t o00),

Y odz
Be(x) = / A2 e (1, 0).
¢ b(z)
Comenzaremos con la siguiente generalizacion del criterio de Osgood.

Lema 43 Suponga que H1 y H2 se satisfacen y 2y > [. Considere la ecuacion diferencial
ordinaria

Vi) = aby(r)), 1>, (3.5)
y(to) = o

a) Suponga que B, (00) > Ay, (00), entonces
y(t) = B,y (Ay (1)), t = to.

b) Si B,,(00) < As(00), entonces existe explosion en tiempo finito y el tiempo de
explosion T, es igual a Ay (By,(00)).

Nota 44 Debido a las hip6tesis H1 y H2 para la ecuacién (3.5), y H1-H3 para (3.4)
con xg > [y & > [, respectivamente, podemos concluir que estas ecuaciones tienen una
unica solucién que puede explotar en tiempo finito. Esto se sigue de la Seccién 2.1.
Ademas este hecho sera usado en la prueba del Teorema 45 sin ser mencionado.

DEMOSTRACION. De (3.5) y el cambio de variable z = y(s), vemos que

y(t) t
/ Az / a(s)ds,
o b(Z) to

y lo anterior implica By, (y(t)) = A, (t).

Inciso a)
Si Ay, (00) < By, (00) entonces para t > ty se cumple que Ay, (t) < By, (00), por lo tanto,
y(t) = B, (Ay(t)) para t >ty esta bien definido.
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Inciso b)
En este caso tenemos que B '(A;, (t)) estd solo definida para t < Ay ' (By,(00)) < oo,
por lo tanto existe T tal que By,(00) = Ay (T2 ) y entonces TY = A, '(Byy(00)). O

A continuacion, probaremos el teorema principal de esta seccién por medio de los
Lemas 26 y 43.

Teorema 45 Sea ¢ € R. Suponga se cumplen H1-H3. Entonces el tiempo de explosién
T de la solucién X*¢ de (3.4) es finito si y solo si

> ds
/r e (3.6)

DEMOSTRACION. Suponga que Tgx < 00. Como g es continua, entonces
t X
< oo, t<T,
3 ’ £
/0 &(s)b(Xs)ds{ — o = Tgx.
Por lo tanto, existe ty € (0, Tgx) tal que

§+ /to a(s)b(X4)ds + inf_g(s) >,
0

se[o,Tg(]

y en consecuencia X¢ > r para t € [t, T

Sea
M =sup{|g(t)] : 0 <t <T&}+ &+ / 0 a(s)b(XE)ds.
0

Consideremos la ecuacién integral
u(t) = (M +1)+ /ta(s)b(u(s))ds, t > to.
to
Por otra parte, se cumple,
r< XS < M+1+ /ta(s)b(Xg)ds, t € [to, T
to

Por el caso b) del Lema 26 y M > r, u(t) explota en tiempo finito. T4, ; < T,EX y el
Lema 43 nos dice que T3, = A" (Ba41(00)). De donde

/OO ds -
M+1 b(s) .
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Como b es continua y positiva en [r, co) se sigue (3.6).

Ahora supongamos que X¢ no explota en tiempo finito. De las hipdtesis H1 y H3,
podemos encontrar una sucesién {t, : n € N} tal que ¢, T oo y

r+1<&+4 inf g(t,+h) 1 oo, cuando n — oco.
0<h<7j

Observe que para t € [0, 7]

t’ll

t
X5, =&+ a(s)b(X8)ds + / a(s + t,)b(XE,, )ds + g(t +t,)
0

J
¢

g 7’
> &+ /0 a(s +tn)b(X3yy, )ds + ng}iﬁg(tn +h)

t
> &4 inf g(t,+h)—1+ / a(s + tn)b(X§+tn)d$-
0<h<7 0

Ahora considere la ecuacién integral
t
u(t) =&+ inf g(t,+h)—1+ / a(s +t,)b(u(s))ds, te€ 0,7
0<h<7 0

Por el caso a) del Lema 26 concluimos que u(t) < X7, v del caso a) del Lema 43,

e ds 0 tnctil
/ b(s) > / a(s+t,)ds > / a(s)ds.
Jnt__g(tn+h)-1 0 tn

e,
c . . © ds __
Entonces la Hipétesis H1 implica [ By = 00 O

Finalmente, concluimos esta seccién con el siguiente resultado, donde, en la ecuacién
(3.4), el ruido g es acotado.

Proposicién 46 Suponga que las Hipotesis H1 y H2 se satisfacen. También suponga
que g en la ecuacién (3.4) es una funcién acotada y que & + infs> g(s) > r. Entonces,
se cumple lo siguiente:

a) [7(1/b(s))ds = oo implica que la solucién de la ecuacién (3.4) no explota en
tiempo finito.

b) [7(1/b(s))ds < oo implica que la solucién de la ecuacién (3.4) explota en tiempo
finito y

Téx < (AEI(B§+SI;ISQ(S)<OO>>> Aal(Bﬁ-sfgfog(S)(oo)))‘
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DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0 tal que £ + infs> g(s) > r + . Establezca

t
ZE =€ +supg(s) +e+ / a(s)b(Z5)ds
s>0 0
t
VE=¢+ 1’I>1£g(s) —e+ / a(s)b(YE)ds.
5= 0
Por el Lema 26 tenemos,

£ 3 3 Z
}/t < Xt < Zt7 t < T£+Supg(8)+€'

s>0

Entonces la prueba es una consecuencia inmediata del Lema 43, y las Hipétesis H1 y
H2. O

3.3. Ecuacion diferencial estocastica con ruido inte-
gral de wiener aditivo

En esta seccién estudiamos la ecuacién (3.4) donde el ruido g es una integral de
Wiener. Mas precisamente, estudiamos la ecuacion diferencial estocastica

Xs=¢+ /Ot a(s)b(X8)ds + I, (3.7)

donde I; = fot f(s)dWgy f:]0,00) — R es una funcién cuadrado integrable sobre [0, M],
para cualquier M > 0.

En el resto de esta seccién utilizaremos la siguiente hipotesis:

H4: [ f2(s)ds =00y

n=[M]+1

para algunas M,p > 0, donde

o = ¢ ([ s ogtos (v [ i)
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Nota 47 Observe que si f es tal que

o ([ o) ([ o)

es una funcién decreciente en LP([M, o0)) para alguna M,p > 0, entonces la condicién

(3.8) se sostiene. En efecto,
1 n+2 ) p/2
w7 (5"“) -

>
n=[M]+1
Z 1 ( n+2 dS _ fo f2 ) p/2
n=[M]+1 (2loglog (e® V [3" f2(s) ds))p/2 fo f2(s

[e’s) n+2 2 /2
< Z ( fo fz fOf )

n=[M]+1

_ :i < /0n+2f2(s)ds> </0nf2(s)ds>1—1>p/2,

[M]+1

lo anterior es finito debido al criterio de la integral.

Por otra parte, como una consecuencia del teorema de logaritmo iterado para mar-
tingalas localmente cuadrado integrables, podemos establecer lo siguiente:

Lema 48 Bajo el hecho de que [} f?(s)ds = oo, tenemos

Iy
limsup —— =1 con probabilidad 1. (3.9)
t—o00 T( )
DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Theorem 1.1 in Qing Gao [13]. O

El siguiente teorema es el principal resultado de esta seccion.

Teorema 49 Suponga que se cumplen las Hipdtesis H1, H2 y H4. Entonces la ecuacién
diferencial estocéstica (3.7) explota en tiempo finito con probabilidad 1 si y sélo si
X ds
/ < o0.
r b(s)

DEMOSTRACION. Primero observamos que, por el Teorema 45, s6lo necesitamos mostrar
que las trayectorias de I satisfacen la Hipotesis H3 casi seguramente.
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Por la desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy (vea Teorema 3.5.1 en [8]) tenemos

p n-+2 p/2
s 1)) | <e ( / f2<s>ds) |
s, t€[n,n+2] n

donde ¢, es una constante que depende solo de p. Entonces, por (3.8),

E

2

2> L) < s s ([ ree) <
sup < ¢ — s)ds 0.
s, t€[n,n+2] T(”) P Tp(n) n

n=[M]+1 n=[M]+1

Por lo tanto, es suficiente probar que para w € €, I(w) satisface H3 para el cual existe
no € N tal que

wp 1i9) — L)

<
s,te[n,n+2] T(n) B

1
- aran >n
47 p = 10
v (3.9) se satisface. Por lo tanto, podemos encontrar una sucesién {t, : n € N} tal que
th,>ny
Iy, (w) > 1
T(t,) — 2

para todo n € N.

Finalmente, usando la propiedades establecidas en esta prueba, somos capaces de escri-
bir, para n > ny,

{ = 1 inf I — 1T
se[tir,lti+ﬂ Is(w) o (w) + se[tf}twl} ( S(W) " (W))
L, (w)+ inf (—|[(w)— 1, (w)])

S$E[tn,tn+1]

() = <s,te[[fnl]l,€n}+2} T([tn]) ) Tlt])

> ST~ X[[6]) > (T () = o

v

v

cuando n — oco. Aqui [t] es la parte entera de ¢ y, en la dltima desigualdad, hemos usado
que T es una funcién no decreciente. O

Ahora, con la finalidad de establecer una consecuencia del Teorema 49, consideramos
la ecuacion

t
Y, =¢ +/ b(s,Yy)ds + 1, t>0. (3.10)
0
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Aqui, para cada T > 0, la funcién b : [0,00) x R — [0,00) es localmente Lipschitz

(uniformemente sobre s € [0,T1]), b(-, x) es continua, para = € R, e I satisface la Hipdtesis
H4 con f continua. Recuerde de la Seccién 2.1, que, en este caso, la ecuacién (3.10) tiene
un unica solucién que puede explotar en tiempo finito.

Corolario 50 Sean a y b funciones que satisfacen las Condiciones H1 y H2, respecti-
vamente. Suponga que £ € R, b es localmente Lipschitz. Entonces,

a) Si [7(1/b(z))dx = ooy b(s,z) < a(s)b(z) con (s,x) € [0,00) x R. Obtenemos que
la solucién de la ecuacién (3.10) no explota en tiempo finito.

b) Si [F(1/b(x))dzx < ooy a(s)b(x) < b(s,z) con (s,z) € [0,00) x R. Obtenemos que
la solucién de la ecuacién (3.10) explota en tiempo finito.

DEMOSTRACION. Considere el caso a). Sean X¢ y Y las soluciones de las ecuaciones
(3.7) y (3.10), respectivamente. Entonces, del Teorema 22, obtenemos

P(Y, < X5 t>0)=1.

Por el Teorema 49, la solucién X¢ de la ecuacién (3.7) no puede explotar en tiempo
finito y la solucién Y de (3.10) no puede tender a —oo en tiempo finito desde que b es
R, -valuada, I tiene trayectorias continuas y, consecuentemente, trayectorias acotadas
sobre intervalos compactos de [0, 00). Por lo tanto Y no explota en tiempo finito.

Para el caso b) tenemos
P(Xf <Y, t>0)=1,

y entonces el Teorema 49 implica el resultado. 0

Ejemplo 51 Tomar

a(z) = z% z€(0,00),
b(r) = 8x*—36x+48, xR,
1
fl@) = a2 z€(0,00), B> —3.
Por tanto
t+1 400, a >0,
lim r%dx = 1 a=0,
t—o00 "

0 a<0
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(/Ot+2 fz(s)db‘) (/Ot f2(s)) o 1= (1 N %)2/#1 e C%'

La ultima funcién pertenece a LP([1,00]), para cualquier p > 1. Por lo tanto f
satisface (3.8) debido a la Nota 47.

Por otro lado, es claro que fgoo 822 o

S27 360748 < 00 con ¢ > 0. Entonces

t t
X§=5+/ sa(8(X§)2—36(X§)+48)ds—|—/ sPAW,,
0 0

explota en tiempo finito cuando o > 0. Notemos que b no es necesariamente creciente
como en [26] o [5]. Ademds, podemos mejorar el Teorema 49 en algunas casos particulares,
ver [45].

Ejemplo 52 La funcién Y; = 1 es solucion de
t
y;=1+/ (Yy)%ds —t, t>0.
0

Aunque floo(l/SQ)ds < 00, Y no explota en tiempo finito porque g(t) = —t con t <0
no satisface la Hipotesis H3.

Proposicién 53 Sea f e I definidas como en la ecuacién (3.7). Supongamos que se
satisfacen H1, H2 y fooo f?(s)ds < oo. Entonces I es acotada con probabilidad 1 y,
bajo la hipdtesis de & + inf>q I > 7, la ecuacion diferencial estocdstica (3.7) explota en
tiempo finito si y solo si Bg+sfgt;15(00) < 00.

Nota 54 Observe que £ + 1’r>1£Is depende de w.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de [8] (Lema 3.4.7 y Teorema 3.4.9) y Proposi-
cién 46. 0
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3.4. Una aproximacion para obtener la distribucion
del tiempo de explosiéon de una ecuacion dife-
rencial estocastica

Ahora vamos a considerar la ecuacién diferencial estocdstica de la forma
t t
Xf=¢ +/ b(s, X$)ds +/ o(s, X8)dW,, t>0. (3.11)
0 0

Hasta ahora hemos discutido sobre las condiciones necesarias y suficientes para saber
cuando la solucién de algunas ecuaciones (ver (3.1), (3.4)) explotan en tiempo finito.
Sorprendentemente, la distribucion del tiempo de explosion rara vez ha sido estudiada.
Con este trabajo proponemos un método para encontrar la distribucién del tiempo de
explosién 7¢ de X¢.

3.5. El caso autéonomo

En esta seccion consideramos la ecuacion diferencial estocdstica

t t
Xf:§+/ b(Xf)ds+/ o(X8dw,, t>0, (3.12)
0 0

con b,o € C*(R) y £ € R, en este caso, el Teorema 15 muestra que ng € {—o0, 00}
sobre {w : 7¢(w) < co}. De ahora en adelante utilizaremos la convencién

Tgr:inf{t>0:Xf:oo} y T{:inf{t>O:Xf:—oo},

ademsés inf () = co. Por lo tanto, para w € €, T;(Ld) < oo implica 7, = oo.

El siguiente teorema establece que la solucion de cierta ecuacién diferencial parcial
estd relacionada con la distribucion del tiempo de explosién de (3.12).

Teorema 55 Considere una funcién acotada u : [0,00) x R — R que satisface el si-
guiente problema de frontera:

ou 1, Qu ou
uw(0,z) = 0, paratodoz € R. (3.14)

a) Suponga que u(t, 00) = u(t, —oo) = 1. Entonces P(1¢ <t) = u(t,§).
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b) u(t,00) = 1y u(t, —oo) = 0 implica que P(1," <t) = u(t,¢).

¢) Siu(t,00) =0y u(t,—o0) =1, tenemos P(r; <t)=u(t ).
Notas 56

1. El principio del méximo proporciona condiciones respecto a los coeficientes b y
o que garantizan que la solucién de la ecuacién (3.13) es acotada (ver Friedman

[11]).

2. Es muy interesante observar que (3.13) estd relacionada con la densidad de tran-
sicién del proceso X¢, o relacionada a la solucién fundamental del problema de
Cauchy asociado (see [11]). Por otra parte, (3.14) y las condiciones en los incisos
a)-c) son intuitivamente claras. De hecho, (3.14) establece que si comenzamos en
un punto (£ € R), entonces necesitamos algin tiempo para alcanzar la explosién.
Otras condiciones significan que si comenzamos en el estado (+00), entonces el
tiempo de explosién es menor que cualquier tiempo.

3. Observe que P(re < t) = P( <t)+ P(r; <t)y que, por ejemplo en el inciso
a), tenemos P(1¢ < 00) = u(oo €).

4. Si X*¢ no explota en tiempo finito, entonces la ecuacién (3.13)-(3.14) no tiene una
solucién acotada que satisfaga las condiciones establecidas en los casos a), b) o ¢).

DEMOSTRACION.  Considere los tiempos de paro 7" = inf{t > 0 : | X5 > m}. Usando
que u es una solucién acotada de la ecuacién (3.13), Aplicamos la férmula de It6 al
proceso parado XfATgn y la funcién u(t — r,z) para r € [0,t) y obtenemos

ou
d(u (t—(r/\7'£ ) X )) - (-1[077?}(r)67ﬁ(t—(7~m€ )s Xfprpr )+
¢ Ou - 1 2 ey 02U 3
Lo (Mb(Xz) g (8 = (r A7), Xparm) + S hio,rm (1)o7 (Xz) s (¢ = (r AT"), Xpprm) ) dr

ox
ou

o (Mo (XF) - (= (r A7), XS e JAW,.

Integrando en el intervalo [0,r A 7¢] y usando que u es una solucién de (3.13), tenemos

u(t — (r A7), XfAT ):u(t,§)+/0r A (Xg)g (t — s, X5)dWi,.
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Como u es acotada entonces la anterior integral estocdstica es una martingala cuadrado
integrable. Por lo tanto E( fo Xg)a”(t — 5, X5)dW,) =0, y

u(t,€) = B [u(t = (r A7), Xipon)| -

Tendiendo r 1 t, la continuidad de X¢ y la propiedad de que u es acotada, junto con el teorema
de convergencia dominada, nos permite escribir

u(t,) = E|u(t— (A7), X5 0]
= E [u(t — (AT, Xf/\Tg,L),Tg < t} +E [u(t — (A Tg”),XfAT,,L) e = t}
B [ut = (¢ AT, X)o7 > 1] (3.15)
Sea 0 < € < t. Entonces
u(t,) —ult —e,€) = Blult—(EAT), Xfy ) = ult =€ = (= € A7), XE ), 7e < 1]
FE [u(t = (EA ), Xfppp) = ult = € = (t = € ATE), XE o), Te =1

FE [ult = (EATE), Xy ) =t = € = (= € A7), XE pom), 7 > 1]

Nota que F3 — 0 si m — oo debido a que u(0,x) = 0. También tenemos

m—ro0

lim B = E [u(t —Te, XE) —ult—e— (t— e ATe), XE )T < t} ,
y en consecuencia lim o lim,, o F1 = 0. De manera similar en F»,

lim E {u(t —e—(t—€eA Tg”),Xf enr m), Te = t} [U(O,Xffe)ﬂ'g = t] =0,

m—ro0

por lo tanto, la continuidad de w, implica

lim B [u(t = (¢ A7), X5 ), e=t| =o0.

m— 00

En consecuencia,
u(t,) = Elu(t— 7'§,X€ ), Te < t]+ E[u(O,Xﬁé),Tg =t + E[u(O,Xf),Tg > ]
= PBlu(t — 7, X5,), 7 <1]. (3.17)
Ahora consideremos el caso a).

u(t,§) = Elu(t — 7¢, £00), ¢ < 1]
= P(Tg < t).
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La continuidad de u implica u(t,§) = limeou(t + ¢€,§) = P(1e < t).
Para el caso b) la prueba es similar. De la igualdad (3.17) obtenemos

u(t,§) = E|:’u,(t—7'§, )T§<tTE <Tg]
+E |:U(t—7'§, g)T§<i§T£ <T£+}
= P(rf <t).

Finalmente, el caso c) se prueba de manera semejante. De esta forma la prueba estéd com-
pleta. U

Ejemplo 57 i) En el ejemplo 41 con h = 1, considere

a(t,§) = {f(é%%>’§>g
: <0,
Y

6 { 0, £>0,
ult,§) = e~
(I) ((afl)\/f> ) 5 S O
u y u satisfacen los casos b) y ¢) del Teorema 55, respectivamente. En particular,
si &€ > 0, entonces u(00,&) = 1, por lo tanto tenemos explosién positiva. Este

fenémeno es explicado por Milian (vea Teorema 1 en [28]) debido a que la solucién
involucrada es un proceso no negativo cuando & > 0.

ii) Para 8 > 0, la ecuacién diferencial parcial

tiene la solucién,

14@x>:exp(_§%£§§).

Como u(t,00) = 1y u(t, —oo) = 0, entonces la distribucién del tiempo de explosién
para la ecuacion diferencial estocastica

t t
X/ =z+ / a?Be*PX: ds +/ ae’: dW,
0 0
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esta dada por
6—2636

P(re < t) = exp (_W)

debido a que P(7;” < 00) = 1.

Nota 58 No es dificil ver que los Ejemplos 41 y 42 son soluciones de las correspondien-
tes ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), entonces conjeturamos que la distribucién
del tiempo de explosion es la soluciéon de tal EDP. Si esto es cierto, entonces tenemos
el siguiente criterio de explosion: Existe explosién en tiempo finito si y sélo si la corres-
pondiente EDP tiene una soluciéon acotada. Ademas, este criterio podria ser aplicado en
més dimensiones y para procesos no auténomos (ver [11]).

3.6. La transformada de Laplace de la distribucién
del tiempo de explosion

Finalmente, en esta seccién indicaremos como podemos calcular la transformada de
Laplace de la distribucion del tiempo de explosién 7¢ de la solucién de la ecuacién (3.10).
Esto significa que suponemos que la ecuacién

t
Xf=¢ +/ b(s,XSds + I, t>0, (3.18)
0

tiene una unica solucién que puede explotar en tiempo finito, donde b toma valores en R*
el; = fg f(s)dWs. Note que si w € Q es tal que 7¢(w) < 0o, entonces X+ > ¢+ inf  I;(w)
0<

5<T¢(w)

con t < 7¢(w), y como consecuencia fOTg(w) b(s, X&) = oco. Por lo tanto, X, = oo, sobre
[7’5<oo},y7'5:7'gr.

Comenzaremos con un resultado auxiliar.

Lema 59 Sea A > 0y 7¢ el tiempo de explosién de la solucién de la ecuacién (3.18).
Entonces

E (%) = )\/ P(7e < u)e du.
0

DEMOSTRACION. Vamos a denotar la distribucién de 7¢ por F,. Entonces

E (6_’\T5) = / €_>\SFT§<d8) = >‘/ (/ e_’\“du) Fr (ds).
(0,00) (0,00) s
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El teorema de Fubini implica

E (%) = )\/O (/(0 ]FTé (ds)> e Mdu = )\/0 Fr (u)e du.

Asi la prueba queda completa. O

Ahora podemos establecer el resultado principal de esta seccién.

Teorema 60 Considere A > 0, 7¢ el tiempo de explosién de la solucién de (3.18) y una
funcién acotada u : [0,00) X R — R que es la solucién de la ecuacién diferencial parcial

Ju 1 ou
_E( T) = 5f() (tx)+b(tw)ax(,m)—/\u(t,x), t>0 y zeR,

u(t,00) = 1.

(3.19)

Entonces, A [° P(1¢ < u)e™"du = u(0, ).

DEMOSTRACION. Como en la prueba del Teorema 55 definimos los tiempos de paro
7 =Mf{t > 0: |X5| > m}, y aplicamos la férmula de It6 a los procesos X5, . y la
€

funcién e *u(t, z) para t > 0.

T T TT 8
d(e ArATe®) (7“/\7'5 7X§/\T§m)> :{e AlrA )<1[OT€]( )8 (r A" ,XfAT )+

ou
Lo,rg) (M)b(r, XE) 5 (r A8 X5 )
+§1[077g”} (r)f (r)—8$2 (rA ¢ ,XMT?) — Al[O’Tgn]u(T N Tg ,XMng) dr
—A(rAT? Ou
+1[0?Tgn](7q)€ AlrA 3 )f(r)a—(r /\TS ’Xf/\T )dWr,

integrando sobre el intervalo [0, 7 A 7¢]

m

r/\T5
Nl A K ) =000+ [ e G XD
0

Puesto que u es una funcién acotada, entonces la 1ntegral estocdastica anterior es una
martingala cuadrado integrable. Por lo tanto E( fo e M f(s )d“(s X5)dw,) =0, y

u0,8)=F <u(7~ A TE”,XEAT?) exp(—A(r A 7'§m)> .
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Ahora podemos completar la prueba de este resultado combinando el Lema 59 y los argumentos
usados en la iltima parte de la prueba del Teorema 55.

u(0,§) =E (u(r N X, ) exp(=A(r A "), ¢ < r)

rAT™
£ (3.20)
+FE (u(r AT, Xf/wgn) exp(=A(r A7), ¢ > r) .
En efecto primero tendemos m 1 oo, y después r 1 oco. O

En algunos casos tenemos el reciproco del Teorema 60. Por ejemplo, considere la
ecuacion diferencial estocastica

t
X§:5+/ (9(X5)+a—b)ds+cW,, t>0, (3.21)
0

donde a,b,c € R, a > by g: R — [0,00). Entonces la ecuacién diferencial ordinaria
asociada es

gw”(x) +(g9(z) +a—-b)uw'(z) = Mw(z) = 0, t>0, (3.22)

w(co) = 1.

Por lo tanto, si X¢ explota en tiempo finito entonces (3.22) tiene una solucién acotada,
de hecho es la trasformada de Laplace del tiempo de explosién (ver [9]). Entonces la
solucién de

ou ? 0*u ou
—E(t,x)—E@(t,x)—i—(g(:c—bt)—i—a) a—x(t,x)—)\u(t,x), t>0, SL’ER,

u(t,00) = 1.

estd dada por u(t, z) = w(x — bt).
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Un criterio de Osgood para una ecua-
cion diferencial estocastica semilineal

La propuesta de esta seccion es dar una extension del criterio de Osgood para la ex-
plosién en tiempo finito de la solucion X de la ecuacion diferencial estocastica semilineal

t t
X;=¢+ / b(s, X$)ds + / o(s)X5dW,, t > 0.
0 0

Aqui b es un campo aleatorio no negativo, no decreciente por componentes y continuo
(es decir, b es una variable aleatoria que toma valores en un espacio de las funciones
continuas de R) y o es un proceso continuo y predecible.

4.1. Una extension del criterio de Osgood para ecua-
ciones no auténomas

El siguiente resultado extiende el criterio original de Osgood (ver Proposicién 18)
para el caso en el que la funcién b tiene dependencia del tiempo.

Proposicién 61 Sea b : [0,00) xR — R una funcién continua no negativa. Supongamos
ademds que b es positiva y no decreciente por componentes en el conjunto [0, 00) X (¢, 00)
con ¢ € R. Entonces la solucién de la ecuacion

@(t) =

) = bit.y(0), t>0,

(4.1)

para alguna a > 0.



52 Un criterio de Osgood para una ecuacién diferencial estocastica semilineal

DEMOSTRACION. Vamos a suponer que el tiempo de explosién de la ecuacién (4.1) es
finito, (es decir, T < 00) y consideremos la ecuacién

v(t) =¢ +/0 b(T¢,v(s))ds, t > 0.

Por otro lado como b(-, z) es no decreciente se satisface que

¢
y(t) <€ +/0 b(T¢, y(s))ds, t <T¢.

En efecto la solucién y de la ecuacién (4.1) es no decreciente debido a que b > 0, y por lo
tanto y > ¢ sobre [0, Tgy ). El inciso (ii) del Lema 24 nos permite concluir que el tiempo
de explosion, T¢, de v es finito y por lo tanto el criterio de Osgood (vea Proposicién 18)
implica que

/ < ds _
—— < 00.
13 b(T5y7 5)
Reciprocamente, ahora supongamos que Tgy = 00. Sea a > 0. Usando que b > 0y b(-, z)
es no decreciente se cumple

v0) 2 €+ [ Wsu(s)ds = €+ [ blay(e)ds. t=a

Consecuentemente el hecho de que b(¢,-) es no decreciente y el inciso (i) del Lema 24
implican que la solucién de

u(t) =€+ /Otb(a,u(s))ds, t>0

no explota en tiempo finito debido a que £ < u(t) < y(t + a) para cada t > 0. Entonces
el criterio de Osgood nos permite concluir que

/°° ds ~
13 b<a78) '

Asi, la demostracion esta completa. O

4.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas semilinea-
les

En esta seccién estudiaremos la ecuacion diferencial estocéstica semilineal

t t
Xf:§+/ b(s,X§>ds+/ o(s)XSdW,, t >0, (4.2)
0 0
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donde la condicion inicial £ es una variable aleatoria Fy—medible y, en lo que resta de
esta seccion, los coeficientes b y o satisfacen las siguientes hipostesis:

H5: b: (2 x[0,00) x R,P® B(R)) — R es un campo aleatorio no negativo y continuo

con probabilidad uno. Aqui P es la o—algebra predecible y B(R) es la o—élgebra
de Borel sobre R.

H6: 0 :Q x [0,00) — R es un proceso continuo y predecible.

Un caso particular de la prueba de Feller

Como primer paso, en esta parte de la tesis, analizaremos el caso auténomo de la
ecuacién (4.2), es decir, cuando 0 = 1y b(t,x) = b(z). Estudiaremos la ecuacién

t t
Zt=¢ +/ b(Z8)ds —1—/ Z5dW,, t > 0. (4.3)
0 0
Aqui € > 0 es un nimero real y b : R — R es una funcién continua no negativa.

Comenzaremos definiendo la siguiente funcién

Teorema 62 Suponga que b (0,00) — R es una funcién no decreciente tal que b>1 /2.
Entonces, el tiempo de explosiéon T§Z de la solucién de la ecuacién (4.3) es finita con

probabilidad 1 si y solo si
[ ol
¢ 2b(s)—s '

Nota 63 Note que 2b(s) — s > 0 si b(s) > I

DEMOSTRACION.  Sean 7" = inf{t > 0 : |ZF| > m}, para m € R, tiempos de paro.
Aplicando la férmula de It6 (en particular, la férmula (2.4)) a los procesos parados

¢ ¢ AT
RTg”/\t = ZTgnAt exp | =Winmm + 5 , t>0, (4.4)
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obtenemos

m

¢ A
d(RTgn/\t) =exp | —Wrpn +

t §
b(Z; )1[0.,- ](t)dt
TN

+ exp (_WTgn/\t + ) 1[0,7’?](25) (th -7 m/\t> th (45)

) Lio,rm (t) <Z§éﬂ/\t - Zf) dt.

Tg”/\t

+ exp <_W‘rgn/\t +

Si tendemos m 1 oo en la ecuacién (4.5) se obtiene

f) b(Zp)dt, t<TZ,

d(R) = exp (_Wt +5

0 en su representacién integral
t S S
:§+/ e etab (VT2 RY) ds, t < TY.
0
Si usamos el hecho de que b es no negativa entonces vemos que
¢ _ _UY e

Ahora somos capaces de demostrar el resultado usando el caso ii) del Teorema 17, es
decir, la prueba de Feller para explosiones con [ = 0, r = oo y ¢ = £. A partir de la
monotonicidad de b tenemos que

Usando que £/s > 1y 2b(s) — 1 > 0, se concluye que

3
p(0) < —/0 gds: —00

Por lo tanto de la prueba de Feller, es suficiente mostrar que v(0co) < oo si y solo si
Je(2b(s) — s)lds < oo. Usando la definicién de la funcién v, vea (2.6), vemos que
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z
- 9 —2b(y) / " d
/é Y ¢ 22 Y

Al ser la funcién 2b — 1 no decreciente, obtenemos

. . 2b(y)
<2b<s>—1/s G) N
L oo e W)
<25<£>11/g G) "

T (2b(e) — 12

Las ltimas dos desigualdades se concluyen a partir de que {/y < 1y b es no decreciente.
Por lo tanto (4.7) implica que [°(2b(s) — s)~"ds < oo if v(c0) < co.

Por otro lado, por el Teorema de Fubini
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Como consecuencia, v(00) < oo si [(2b(s) — )~ 'dz < oo. O

Una generalizacién de la prueba de Feller

Ahora vamos a considerar la siguiente ecuacion diferencial estocastica no auténoma

t t
V=g [ vHas+ [ viaw, exo (48)
0 0

Donce £ esta definida como en la ecuacion (4.2) y recordemos que la funcién b satisface
la Condicion H5.
Usaremos la notacion

- b(w,t,e”)

b(w,t,x) = , (w,t,x) € Qx[0,00) x R.

€$
Ahora presentamos una generalizacién del Teorema 62.

Teorema 64 Sea c > 0y suponga que con probabilidad 1 la funcién b : Qx [0, 00) xR —
R satisface:

(i) para cada z € R, b(-,7) : Q x [0,00) — R es no decreciente, es decir, no decreciente
en la componente tiempo,

(ii) para cada t € [0,00), b(t,-) : Q x (c,00) — R es no decreciente, es decir, no
decreciente en la componente espacio,

(iii) para cada (¢,z) € [0,00) x R, b(t,x) > 1/2 y, para cada (t,z) € [0,00) x (¢, 00),

b(t,z) > 1/2.
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Entonces, para casi toda wy en

Q = {w e Q:W.(w) es continua, b(w, ), b(w, -)

satisfacen las hipétesis anteriores y {(w) > 0},

la solucién Y¢(wg) de la ecuacién (4.8) explota en tiempo finito si y solo si

> d
/0 20 i < oo, forall 8> e (4.9)

Wo, @, S) — S

para alguna a > 0.

Notas 65 (a) Note que a depende de wy.

(b) Si con probabilidad 1, b(t,z) > 1/2 para cada (t,7) € [0,00) x R, entonces (4.9) es
equivalente a

/°° ds -~
¢ 2b(wo,a,s) —s '

DEMOSTRACION. Usando el caracter local de la integral de It6 podemos suponer £ > 0.
Considere los tiempos de paro 7" = inf{t > 0 : Y| > m}. Aplicamos el Teorema 1
como en (4.4) a los procesos

¢ ¢ AL
RTém/\t = YTg"/\t exXp _Wt/\Tén + 9 y t> O, (410)

y usando que b > 0 obtenemos que R es un proceso no decreciente tal que
t S S
RE=¢ +/ e Wetap(s, e T RS ds, 0<t< Tgy. (4.11)
0

Entonces concluimos que Y* > 0 y que el proceso

7% =log(Yf), 0<t<TY, (4.12)

estd bien definido ademaés ng ¢

proceso

= Tg/ . Podemos aplicar de nuevo la férmula de It6 al

t t
K_Egn/\t = f +/O b(S, Ysg)l]gﬁgm}ds +/0 }/;El]o’Tgn]dW57 0 S t < TEY,
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y la funcién log(y). De esta manera obtenemos

o " (s, 2 t
Zg g(¢) = 10g(§) +/ —( 108 (©) )d8+Wt — 5
0 e
t
- t
= log(é) + / b(s, Z°%©)ds + W, — 5 0<t< Toe)- (4.13)
0

Ahora fijamos wy € Q y primero suponemos que T£Y (wo) < o0. Como Y¢(wy) > 0
concluimos que Y (wp) explota a +o00, y entonces Tlfg(g) (wo) < 00y Z98)(wy) explota a

+00. Por lo tanto podemos encontrar 7" € (0, T;g(g)) tal que
7% (wo) > ¢, para todo t € [T, T ey (wo)),
y reescribir la ecuacién (4.13) como

228 (wo) =222 (wo) + W gs(wo) — Wir(wo)

T+t . 1 .
+\/T {b(wo, S, Zsog(f)) — 5} dS, te [O,Q—iog(s) - T)

Utilizando la notacién y(t) = Z;)Jgr(f) (wp) tenemos

y(t) =2 (wo) + Wr4(wo) — W (wo)

. 1
# [ {Bens Tyte) - 5 f s v € 0.7 7).

Al ser b no decreciente en la componente tiempo obtenemos la siguiente desigualdad

to(_ 1
o0 <21+ [ {bon Tqu(e)) - 3 s 1€ 0T - D),

donde
lo
M = ZTg(g) (wo) + 2sup{|Wi(wo)| : t € [O,TIfg(E)]} +c.

Ahora consideremos la ecuacién integral

. 1
o(t) = M+ / {b<wo,ﬂ§g@,x<s>> _ 5} ds, £30.
0

Del caso (ii) del Lema 24 concluimos que 7%, < Tlfg(g) (wp). Como M > ¢ la prueba de
Osgood (vea Nota 19) implica que

2/“’ ds 2/00 ds -
_ = 00
M 2b(wo, T, 0 8) — 1 e 2b(wo, T ¢)58) — 8
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y por lo tanto la continuidad de b nos permite concluir que

> ds
< 00, for all 6 > €.
/9 2b(wo, Tiy(e):8) — 8

Ahora vamos a suponer que TEY (wp) = o0 y sea a > 0 una constante fija. Como antes

Y¢(wp) > 0y el proceso (4.12) estd bien definido ademds ng(g) (wp) = oo. Por la ley del
logaritmo iterado (vea por ejemplo, Teorema 4.3 en [26]) podemos encontrar un sucesion
{t, :neN}talquea <t,Tooy

mf{ Wi, (wo) : 0 < h <1} 1 oo, if n — oo. (4.14)

De la ecuacién (4.13) junto con las hipétesis que la funcion b satisface, se tiene
. e 1
2,559 (wp) > log (&) (wo) + / (b(wo, 5, 718 (wy)) — 5) ds + mf{ Wiy, (wo) : 0 < h < 1}
0

t+tn B 1
+/ <b(w0, s, Ziog(g)(wo)) — §> ds
tn
>log(&)(wo) + Mf{ W4, (wo) : 0 < h < 1}

t+tn /- 1
+/ (b(wo, a, Z;Og(f)(wo)) — 5) ds
tn
t B ) 1
—i,, + / {b(wo, a, Z2EE (wp)) — 5 Jds, for t € [0,1],
0

Observe que (4.14) implica que m,, > ¢ para n suficientemente grande. De esta manera
el caso (i) del Lema 24 implica que el tiempo de explosién 7% de la ecuacion

t
- 1
u(t) = My, —1—/ {b(wo, a,u(s)) — §}ds, for t > 0,
0

es mas grande que 1. En consecuencia

2/ s > 1.
My, 2b(WOa a, S) —1

Entonces de (4.14) concluimos que

/ ds = oo, for all § > €.
o 2b(wg,a,s) —s

Por lo tanto la prueba esta completa. 0

Dentro del contexto de esta seccién, el siguiente resultado es una extension de la
prueba clasica de Osgood.
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Proposicién 66 Sea ¢ € R una constante arbitraria y suponga que la funcién b :
Q2 x [0,00) x R — R satisface, con probabilidad uno, las siguientes propiedades

(i) b es no decreciente por componentes y satisface ,
(ii) para cada (t,z) € [0,00) x (¢, 00), b(t,x) > 0.

Para casi todo wy en

Q= {w € Q:W.(w) es continuo, b(w, -) satisface

las hipdtesis anteriores y &(w) > ¢},

Si la solucién Y& (wp) de (4.8) explota en tiempo finito, entonces

o ds
————— < o0, para toda 6 > ¢,
o D(wo,a,s)

para alguna a > 0.
DEMOSTRACION.  Por hipétesis T (wp) < oo. La continuidad de W.(wp) implica que

m = if{eV=“0)=3 . 5 ¢ [OaTgy(Wo)]} > 0.

Como el procesos R (wp), vea (4.11), explota a +o00, existe un tiempo 7' € (0, T (wo))
tal que

RE(wp) > % para s € [T, TY (wy)). (4.15)
De (4.11) obtenemos
T+t s s
ng_'_t(W()) =R (wo) +/ e Welwolt3p (5, eWa0)=3 RE(wg))ds
T

t
(o) [T M) B )
fort € 0,70 —T).

Por la condicién (4.15) y s € [0, T} —T)

c < mRirT(wo) < eWT“(“‘))_%REJrT(wO) < MR§+T(w0) (4.16)

donde

M= RS ) v TgY(WO)
= Ry(wo) + exp | sup{|[Wi(wo)| : t < T¢ (wo)} + +c+ 1
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Como b es no decreciente por componentes obtenemos
RS, (wo) < M + /0 t M(TY (wo), MRS, (wo))ds, te (0,7 —T).
Si definimos y(t) = MRS, ++(wo) de la desigualdad previa llegamos a
y(t) < M? + /Ot M?b(TY (wo), y(s))ds, t € [0, T —1T).
Consideremos la ecuacion integral
x(t) = M? + /t MZb(wo,Tg(wg),x(s))ds, t>0.
0

La desigualdad (4.16) implica que y > ¢ en [O,TEY —T), y es claro que M? > ¢, por lo
tanto por el caso (ii) del Lema 24 concluimos que

x(t) > MR§~+t(wO), para toda t € [O,Tgy -T),
y aplicando la prueba de Osgood se tiene que

ee ds

< .
w2 MPH(wo, TY (o), 8) 0
El resultado se concluye de la continuidad de b y la hipétesis (ii). O
Ejemplo 67 Considere la ecuaciéon
1 t t
Zi=1+ 5/ (Z5)2d3+/ ZdW,, t>0. (4.17)
0 0

Sea 7" = inf{t > 0: |Z;] > m,m € N}. Como en la prueba del Teorema 62 aplicamos
la férmula de integracién por partes (2.4) a los procesos parados

¢ ¢ EATe z
ng”/\t = Zt/\rgn exp | =Winrm + 5 ;o U<TE

y concluimos que

t
2
Por lo tanto podemos usar el Teorema 17 (es decir, la prueba de Feller) para observar
el comportamiento explosivo de Z sobre el intervalo (0,00]. De la funciones en (2.6)
obtenemos

Zt = exXp (Wt — ) Rt > 0, t < TgZ (418)
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A/_\

exp(z — y)

v(0) =2 /0 / epri Zy;dzdy
<[ [

1 1 1
>2 / —dedy
0 z

—2/ —dy —2 =00
0o Y

En consecuencia la soluciéon Z de la ecuacion (4.17) no explota en tiempo finito con
probabilidad positiva. Sin embargo

/ @<oo for all # > 0,
9

r2

no contradice la implicacién inversa de la Proposicién 66 debido a que

/ dr_ 00, (4.19)
0

r2

como sera discutido en la Proposicién 68.

Como veremos mas adelante la implicacién inversa de la Proposicién 66 es obtenida
cuando la correspondiente integral diverge, lo cual no es similar al caso (4.19).

Proposicién 68 Supongamos que la funcién b :  x [0,00) x R — R satisface, con
probabilidad uno, las siguientes propiedades

(i) b es no decreciente por componentes,

(ii) para cada (t,z) € [0,00) x (0,00), b(t,x) > 0.
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Para casi toda wq en
Q = {w € Q:W.(w) es continua, b(w, ), b(w, )
satisfacen las hipétesis anteriores y £(w) > 0}.
Entonces la solucién Y¢(wy) del proceso (4.8) explota en tiempo finito si

/OOL < o
o blwo,a,s)

para alguna a > 0.

DEMOSTRACION. ~ Supongamos que T (wg) = oo. Para a > 0 y el proceso (4.12)
obtenemos

t+a

218 — log £(wo) + Wisalen) — % + / B(wo, 5, 215 (o)) ds
0

t+a
+/ b(wo, 8, 228 (wy) )ds

t+a
>log &(wo) + Wigalwo) —

t

+/ b(wo, a, Z.28% (wo))ds, t > 0.
0

Si renombramos el proceso Z;,, por X; tenemos

t
Xi(wo) > my, +/ E(wo,a,Xs(wo))ds, t € [0,n],
0

donde

n—+a

My, = Ing(WO) - Sup]’WtJra(wO)’ T

tel0,n

De manera similar al resultado anterior definimos el proceso
t —
x(t) = my +/ b(wo, a, z4(wo))ds, t > 0.
0

Aplicando el Lema 24 y la prueba de Osgood (vea Proposicién 18) podemos establecer
las siguientes desigualdades

/°° ds S /OO ds B /°° ds >
0 b(WOa a, S) N exp(mn) b(wov a, S) My E(Wo, a, S) -

Finalmente el resultado es obtenido cuando n — oo. OJ
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4.3. Resultados principales

Ahora presentamos los resultados principales de este capitulo.

Teorema 69 Suponga que la funcién b : Q x [0, 00) x R — R satisface, con probabilidad
uno, las siguientes propiedades

(i) b es no decreciente por componentes y satisface H5,
(ii) para cada (t,z) € [0,00) x (0,00), b(t,z) > 0.
Sea X¢ la solucién de la ecuacién (4.2) y wp en
Q = {w € Q :W.(w) es continua, b(w, ),
satisface las hipé6tesis anteriores y £(w) > 0}.

Si X¢(wp) explota en tiempo finito, entonces

/ L<oo, para toda 6 > 0
o b

Wo, a, S)

para alguna a > 0.

DEMOSTRACION. Por la férmula de Itd tenemos

Xt =¢exp ( /0 t o(s)dW, — % /O t JQ(S)ds)

t t 1 [t
+/0 exp (/ o(s)dWs — 5/ O'Q(S)ds) b(s, XS)ds, t < Tgx.

o(t) = exp <— /0 Co(s)dW, + % /0 t UQ(S)ds) >0, (4.20)

y Y = g(t X¢. Por lo tanto
t t

Sea

Yi=¢+ /tg(s)b(s, f(s)YS)ds, t < Tgx7 (4.21)
0

donde
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Para wp € €, la continuidad de gy b(wo, ) implican que (4.21) puede ser escrito como

y,(t) = g<w07t)b(w07 t? f<w07t)y<t>>7 t> 07
y(0) = &(wo),
donde y(t) = Y (wp), t > 0.

(4.22)

Puesto que b > 0 obtenemos f(wo, t)y(t) > f(wo,t)§ > 0. Entonces (4.22), la hipdtesis
(ii) y el cambio de variable s = y(r) implican

/otg(“’“)ds - / o e

- & 4.23
N /m)) b(wo, y=1(s), f(wo,y~1(s))s) (4.23)

= G((JJo, t)

Por hipétesis T2 “?) < so donde Tg?f:;’) est4 definido como en la Proposicién 18. A partir

&(wo)
Y (wo)

de que b es no decreciente por componentes, y~!(t) < Teey Y12 (wp), tenemos

wo)
3
/°° ds </YT§Y(EW)0) ds
LA)O s
£(wo) b(wO,ngcff;;)),sM) — Je(wo) b(wo, y~1(s), sf(wo, y~*(s)))

_ Y (wo)
=G (w()?Tg(wo) > < 00,

con
M = sup { f(wo,y () : s > &(wp) } < sup {f(wg,r) e [O’Tgﬁ‘:?)] } :

Con lo anterior la prueba queda completa.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacion.

A(t):/OtUQ(s)ds, t>0.

Los siguientes teoremas son, en cierto sentido, el resultado inverso del teorema ante-
rior.

Teorema 70 Supongamos que las hipotesis del Teorema 69 se satisfacen. Sea wy € Q
tal que A(wp,00) < o0y Xf(wo) es finito para toda t > 0, donde X estd definido por
(4.2). Entonces,

o d
/ e oo, para toda 6 > 0,
[ b(WO,CL,S,)
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para alguna a > 0.

Nota 71 El Teorema 3.4.9 de [8] implica que el conjunto
{w eN: / o(s)dWy es acotado sobre R+}
0

coincide con {w € 2 : A(w, 00) < oo} redefiniendo o sobre un conjunto de probabilidad
cero.

DEMOSTRACION. Sea wy como en el enunciado del teorema. Entonces (4.20) y (4.23)
implican

Glwp, 00) = /Oooexp <_ (/OSJ(T)dWT) (wo)%/os 2100, )dr) ds
> /0 " exp (— ( /0 sa(r)dWr) (wo)) ds
> [ ew (sup| ([ o)

En la ultima igualdad hemos usado la Nota 71.

) ds = co. (4.24)

Observe que debido a que b > 0y X5(wp) es finita para toda t > 0, entonces Y (wp)
es creciente (esto es, el proceso dado en (4.21)) por lo tanto el th'mY}(wg) existe, de esta
—00

manera de (4.23) y (4.24) se cumple que

e i = 4.25
/«ww berory (), 5/ ony 1 (5)) (4.25)
X

Como b(wy, -) > 0 y continua sobre el conjunto [0, co)
el th Yi(wp) = oo. Sea a > 0. De (4.25) obtenemos
—00

(0, 00) podemos concluir que

o= / &
) V0,571, 5F (0,5 (5))

:/Y“ wo) ds +/°° ds
cwo) (w0, yTH(s), sf(wo, y7H(5))  Jyiwe) Dwo,y~1(s), 8f(wo,y71(s)))’

por lo tanto

e ds < /°° ds
OO = 7
Yo (wo) b(wo, y~1(s), sf(wo, y~1(s))) ~ Yo (wo) b(wo, a, ms)



4.3 Resultados principales 67

donde
m =1inf{f(wg,r) : r > 0}
> exp <—;A(Wo, OO)> exp <‘?‘§€ </OtU(T)dWT> (wo) ) :
De la nota 71 concluimos que m > 0 y entonces obtenemos el resultado. 0

Teorema 72 Suponga que, con probabilidad 1, las siguientes hipdtesis se satisfacen:
(i) 02 > 0 sobre (0,00) y A(c0) = o0,
(ii) la funcién b : Q x [0, 00) x R — R, definida como

- b(w, A7L(t), e%)
et = e

(4.26)

es no decreciente por componentes,
(iii) para cada (t,x) € [0,00) x (0,00), b(t,z) > 0.
Entonces, para casi toda wy en

Q = {w e Q:W.(w) es continua, b(w,-), b(w,-)

satisfacen las hipétesis anteriores y {(w) > 0},

la solucién X¢(wg) de (4.2) explota en tiempo finito si

/°° ds -
—_— o0
0 b(w()) a, S)

para alguna a > 0.

DEMOSTRACION.  Del Teorema 3.4.4 en [8] sabemos que existe un movimiento Brow-
niano B = {B; : t > 0} tal que

t
/ o(s)dW; = By, t2>0.
0

Esto nos permite escribir (4.21) como

¢ t B A(s) By 20 e
Vi=&6+ [ e Protap(s, ePre="27 Y )ds, t > 0.
0
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Aplicando el cambio de variable u = A(s) al proceso anterior y estableciendo el proceso
Zf = Yf,l ®) obtenemos

~Ba+s

¢
£ _ € -1 Bo—% ¢ >
Z; =&+ /0 02(A*1(3))b(A (s),e Z%)ds, t>0.

Finalmente aplicando la férmula de It6 (vea ecuacién (2.4)) al proceso Z& = ZfeBi—1/2
obtenemos

S "h(A(s), Z8) e
Z _§+/0 2 (A1(5)) ds+/0 Z:dBs, t>0. (4.27)

El resultado se obtiene de aplicar la Proposicién 68 al proceso (4.27).
O

Nota 73 Sea ¢ > 0 y suponga que con probabilidad 1 la funcion b deﬁniiia en (4.26)
satisface las hipétesis (i) a (iii) del Teorema 64. Entonces, para toda wy € €2 la solucién
X.(wo) de la ecuacién (4.2) explota en tiempo finito si y solo si

para algunas constantes ¢; y cs.



Ecuacion Diferencial Estocastica con
condicion inicial anticipante

Hasta ahora hemos considerado la ecuacién (2.2) en el sentido de It6. Es decir, la
integral estocastica fg o(s, Xs)dWy es la integral estocéstica cldsica. Como ya hemos
senalado la integral de It6 esta definida para procesos adaptados a la informacion para
la cual W es un movimiento browniano. La idea de esta integral ha sido extendida para
procesos mas generales conocidos como semimartingalas (ver [3]). Sin embargo, no todos
los fenémenos que ocurren en la naturaleza estan bien representados con integrandos
adaptados. Como se observé en §2.4 la integral hacia delante, dada por Russo y Vallois
[40], es también una extensién de la integral de It6 y ademds coincide con la integral
estocastica con respecto a W sobre los procesos acotados y G-adaptados siempre que W
es una semimartingala para una filtration G.

En esta parte de la tesis presentamos un ejemplo de explosion para una ecuacién
diferencial estocéstica autéonoma donde la condicién inicial es anticipante, por lo tanto
la prueba de Feller no puede ser usada aqui, adicionalmente, la integral dada es en el
sentido hacia adelante.

5.1. Explosion de una ecuacion con condicion inicial
anticipante

En el resto de esta tesis trabajaremos con una ecuaciéon diferencial estocastica donde
la condicién inicial es la variable aleatoria anticipante W;. Es decir, nos ocupamos de la
ecuacion diferencial anticipante

t t
Yt:W1+/ des+/ Y2 W,, t>0. (5.1)
0 0

En lo sucesivo, desarrollaremos algunos resultados ttiles con la finalidad de demostrar
a través de la férmula de sustitucién para la integral hacia adelante (ver Teorema 34)
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que podemos construir una solucién para la ecuacién diferencial estocéstica (5.1). Para
tal propuesta primero consideraremos la ecuacion integral estocédstica no anticipante

t t
Xz :a:+/ (X§)3ds+/ (XT)2dW,, t> 0, (5.2)
0 0

donde los coeficientes de este proceso no satisfacen la condicién de crecimiento lineal,
sin embargo ellos satisfacen la condicién de Lipschitz local y por lo tanto el Teorema 1
implica que la ecuacién (5.2) tiene una tunica solucién local.

Xy = (1 - Wt) N : (5.3)

X

la cual estd definida hasta el tiempo de explosién A = inf{t > 0: W, = 1}.

Con la finalidad de evitar problemas aplicando la férmula de sustitucion para la
integral hacia adelante para el proceso (5.3) construiremos las siguientes funciones. Para
m € N;m > 3, sean ¢y, ¥, € C*°(R) dos funciones acotadas que satisfacen

2

2
xﬁm
Om(x) =< T, xE(%,m)

Ym(x) =<z, x€ < %)
\ﬁ;

Es claro que ¢,,(2), [¥m(x)| > 0, para todo x € R. La existencia de estas funciones se
sigue de [24] (Lemas 2.13 y 2.14). Por consiguiente, las integrales estocasticas de It

[ emta—woy 2wy [ o) taw,

estan bien definidas y por lo tanto el Teorema 34 implica que las integrales hacia adelante

[ (o)) o [ w) o s

también estdn bien definidas. En efecto, los campos aleatorios (¢, (u — Wy)) ™2
V (@m (u — W) ™2 satisfacen las hipdtesis del Teorema 34, es decir, para (¢, (u — Wy)) ™2
tenemos

/_n/ (du P (u = W) 2> dtdu</ /
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(/OT | (o (W)~ |2dt) v < (sz>1/2 .

de manera similar podemos concluir lo mismo para (¢, (u — W)) ™2

Ahora estamos listos para probar los siguientes resultados con la finalidad de encon-
trar la solucién de la ecuacién anticipante (5.1).

-2
Teorema 74 Sea T' > 0. Entonces, el proceso (W% — W) pertenece a Dom ¢, sobre

Ar = W% — supg<s<p Ws > 0, W71 > 0}, para cualquier ¢ € (0,7]. Ademas,

¢ ¢
X" =w +/ (X§V1)3ds+/ (X"2d-w,, t<T,
0 0
sobre Ar, donde X* = (% - W)L

DEMOSTRACION. Sea m € N, m > 3. Considere el siguiente conjunto

1 3 1
A, =9—— We> —,——m< inf W, W; >0;. 5.5
{W1 ozls,lgT vm' Wy m ognslgT ! } (5.5)

Note que,

Om (— — Ws> = (— — Ws> sobre A,, x [0,t] cs., t<T.
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Ademas, (5.2), (5.3) y el Teorema 34 permiten concluir
t 1 -2
1 W, d~Ws
) (e ()

pu— 1
z—m< inf Ws, x— sup Ws> —=
{ 0<s<t > 0<szt o= ’

,G(O OO)} /(;t (gom (x - WS))72 dWS

t
/ (x — VVS)_2 dW,
ZG(O,OO)} 0

= 1
r— m< mf VV7 z— sup Ws> ,
{ ° 0<s<t o= \/7

1] b1
{.Z’ m<O inf W§7 r— sup We> \ﬁ’ €(0, oo)} x 0

0<s<t

t
. (Xth - / <X8W1>3ds),
0

donde la ultima igualdad se sigue del teorema de Fubini.
Finalmente, cuando A,, ~ Ar c.s., {((pm (Wil - W5> ,Am) tm > 3} es una sucesion

localizante para el proceso (Wil — W) en Ar. Con lo que la prueba queda concluida.

g

Similarmente, necesitamos un resultado para considerar el caso en el cual la variable
aleatoria I//; toma valores negativos.

t,loc

-2
Teorema 75 Sea T' > 0. Entonces, el proceso (W% — WS) pertenece a Dom 4,

sobre el conjunto A/, = [W% — Infocs<cr Wy < 0, W7 < 0}, para cualquier t < T'. Ademas,

t t
—W1+/ (X3V1)3ds+/ (XM a W, t<T,
0 0

sobre A%, con X® = (£ — W)L

T

DEMOSTRACION. Procedamos de la misma manera que en la prueba anterior, pero
considerando el conjunto

1 -3 1
A==~ If W,<——,—+m> sup W,, Wy <0
m {W1 ogu;lgT — vm W tm oileET ' }
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y notemos que,

1 1
U <W1 — Ws) = <W1 — W) sobre A/ x[0,t] cs., t<T.

O

Como una consecuencia inmediata de los Teoremas 74 y 75, tenemos el siguiente
resultado.

—2
Corolario 76 Sea T > 0. Entonces, el proceso (W% — Ws) pertenece a Dom o,

sobre el conjunto

1 1
Iy = |5 = sup WS>O,W1>O}U{W— inf W, <0, W1<O}

1 0<s<T | 0<s<t

para cualquier t < T. Ademas,
¢ 3 ¢ 2
X" =w, +/ (X)) ds +/ (X" d~w,
0 0
sobre 'y, con X* = (£ — W)~

DEMOSTRACION. Primero construimos las siguientes funciones. Para m € N,m > 3,
sean P, pm € C(R) dos funciones acotadas que satisfacen

L <o
pm(r) =140, =<
0, mZ‘/—f
L HE<a<o
pm(r) =30, o< ="
—1
0, =255
y consideremos los conjuntos
~ 1 3 1 vm 1
Ap={——sup W, >——=, — —m< fnf W,, Y- >W, > —
" {W1 0<1515T vm' Wy " Ogsl< 3 = l_m}
y 1 o 1
~ m p—
A — — inf W, < > W, —— <W; < —
" {Wl 0<H51<T \/_W1+m oiSET 3 - 1_m}

Ahora note que
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1 1 - 1
<S0m <I/V1 - Ws) Pm (Wl) + wm (VVl - Ws> Pm (Wl)) - <VV1 - Ws)
sobre A, UA, % [0,t] cs., t<T.

Como A,, UA! 7 T'r c.s. y usando los Teoremas 74 y 75
{((g@mpm(Wl) + Ym P (W1)) (Wil — Ws> ,Fm> im > 3} es una sucesion localizante para el

2
proceso (ﬁ — W) sobre I'z. O

5.2. Funcién de distribucion del tiempo de explosion

Bajo los argumento dados en §5.1 tenemos que la solucién local de la ecuacién (5.1)
es

1 —1
e (Wl - Wt) , (5.6)

hasta el tiempo de explosién 7 = inf{t > 0 : W;W, = 1}. Observemos que en este caso
T es una variable aleatoria, en efecto, el conjunto
{7‘ < ’I”} = [inf{t >0:WiW; = 1} < T,Wl > 0] U [inf{t> 0: WiW,; = 1} < T,Wl < 0]
sup W, 1>0W>0 f W 1<0W<0 (5:7)
= | su - — 1n - —
P Wy W, 1 t W, 1

0<t<r <t<lr

es medible al ser unién de conjuntos medibles. Sin embargo, no es un tiempo de paro
ya que {7 <t} no es Fi-medible.

Procederemos a calcular la distribucién de 7.

Proposiciéon 77 La distribucién del tiempo de explosion 7 es

([ (% —re=3)/v/rG=n) -
2/ {g(w) / fy)dy + / f(y)dy}f(:n)dx, si0<r<1,
Pr<n=4 " o I o
2/{g(ﬂs)+2(1—g(x)) / F(y)dy d:c+2/f Vdz, sir > 1.
’ (L-2) /v 1

donde f(u) = e /2/y2r y g(u) = exp(—2(2 —u)), u > 0.
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DEMOSTRACION. Considere > 0y W = —V.

P(Tgr):/P(inf{t>O:W1Wt:1}§7’\W1:$)P(W1Gd:U)
R

0 1
:/ P(inf{t>O:Wt:—}§T
o T
00 ) 1
—|—/ P(lnf{t>0:Wt:—}§r
0 z

0 1
:/ P( nf thg‘lex)P(Wledx)

W, :x) P(Wl S d{L‘)

Wl :.CE) P(Wl € d.CE)

. 0<t<r

e 1
—|—/ P(suthz—‘W1:x>P(W1€dx)
0 x

0<t<r

0 5 1| -
:/ P(supVVtZ——‘le—x>P(W1€da:)

—00 OStS'I’ €

o 1
—|—/ P(suthz—‘W1:x>P(W1€d:c)
0 x

0<t<lr

o° 1
:2/ P(suthZE‘WG:x)P(Wledz).
0

0<t<r

Para la justificacion de la segunda igualdad se utiliza (5.7) junto con la propiedad CE10
de Pfeiffer [37, p. 462] . De los Teoremas 2.1 and 2.2 de [2] obtenemos, para r < 1,

P <) s /OOO {eXp (_i (; _x>) /_(j—xr—i)/m e\;;/jdy

/—oo 67y2/2d 6712/2d
+ z,
(ten) i VER | Vo

y, para r > 1,

+2 <1 — exp (-i <i . m>)> /(j—x)/m 6\/1;2 dy} 6;;2 dr  (5.9)

Finalmente la demostracién se termina de la continuidad a la derecha de las funciones
de distribucion. O
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Nota 78 Note que la funcién P(7 < r) es continua en r = 1, en efecto por convergencia
dominada y para 0 < r < 1 se cumple

- (2-re-3)/v/rGn)
lim P(r <) 2/f ) lim / fy)dydx

r—1- r—>1—
+ Z/f(ai) HI{l / f(y)dydz
r—1-
0

(-ra)/v/r@=n

/0 falgte) [~ fwpdyar+2 /oof@c) | twiys
/f dx+2/ flo

[\3

y para 1 < r obtenemos

tim Pr <) =2 [ {o(a) + 20 - gla) lim 7 Fw)dy} ()
0 (2-2)/vrt

+ 2/1Oo f(z)dz
:2/01g(a:)f(m)d:c + 2/100 f(w)dz



Conclusiones

En este trabajo ha sido demostrado que el criterio de explosion conocido como prueba
de Osgood puede ser extendido para algunos casos de ecuaciones diferenciales estocasti-
cas no auténomas con ruido aditivo y en particular trabajamos con la ecuacion integral
no homogenea

X, =+ / a(s)b(X.)ds + g(t),

para el caso donde g es una funcién continua que satisface que el

t—o00

lim sup <0£I}1£ﬁg(t + h)) = oo para algin 7 > 0.

Para probar lo anterior usamos la ecuacion diferencial ordinaria (3.5) que es mas
general que la utilizada en la prueba original de Osgood. Es importante enfatizar que el
deshacerse del termino de difusién es la caracteristica principal que nos permitié hacer
estas extensiones y para lograrlo nos auxiliamos del Lema de comparacién 26. En la
Seccion 3.3 aplicamos la ley del logaritmo iterado para probar que las trayectorias de la
integral de Wiener son algunos ejemplos de funciones que satisfacen esta propiedad.

Con respecto al tiempo de explosion fue muy importante la utilizacién de la férmula

de It para conseguir los siguientes objetivos: la distribucion del tiempo de explosion de
la solucién de la ecuacion

t t
X§:§+/ b(Xg)ds+/ o(X8dw,, t>0, (6.1)
0 0

fue encontrada al relacionarla con cierta solucién de la ecuacién diferencial parcial (3.13)-
(3.14); y para la ecuacién diferencial estocdstica no auténoma

t
Xf:§+/b(s,X§)ds+It, t>0
0

donde I; = fot f(s)dWs, se generaliz6 un resultado de Feller que nos dice que la trans-
formada de Laplace de la distribucion del tiempo de explosién es una solucion acotada
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de la ecuacién (3.19). Ademds la férmula de It6 nos permitié encontrar la solucién de la
ecuacion (3.1) para la cual se obtuvo la distribucién de su tiempo de explosion.

En el capitulo 4 hemos aplicado la prueba clasica de Feller a la ecuacion diferencial
estocdstica semilineal (4.3) para encontrar criterios de explosién. Principalmente usamos
la formula de 1t0, el Lema 24 y el criterio original de Osgood para extender este mismo
resultado a una ecuacion diferencial estocastica semilineal de la forma

t t
Xf:§+/ b(s,Xg)ds+/ o(s)XEdW,, t >0,
0 0

donde los coeficientes son aleatorios. En particular, b es un campo aleatorio y ¢ es un
proceso continuo y predecible.

Finalmente en el ultimo capitulo de esta tesis se construyoé la solucion, para un
ejemplo especifico, de una ecuacién diferencial estocastica donde la condicién inicial es
la variable aleatoria W; y ademds la integral estocastica involucrada es en el sentido
hacia adelante. La herramienta principal para encontrar la soluciéon de esta ecuacion
diferencial anticipante es la férmula de sustitucién (ver Teoremas 33 and 34).
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