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Resumen

El presente trabajo se divide en siete partes, en la primera haemos una r�apida revisi�on de

la importania de la euai�on de Hill homog�enea y no homog�enea bas�andose en sus m�ultiples

apliaiones, entones se itan las ontribuiones de trabajos previos destinados a la euai�on de

Hill forzada. Posteriormente, se enlistan las propiedades mas sobresalientes de la euai�on que nos

onierne, en uno y dos grados de libertad. En la terera parte se presentan algunos m�etodos

freuentemente utilizados en el an�alisis de estabilidad de la euai�on de Hill.

El ap��tulo uatro introdue on mas detalle la euai�on de Hill no homog�enea en uno y dos

grados de libertad, desribe nuevos resultados obtenidos en sistemas de una dimensi�on y se explia

el porqu�e estos resultados se extienden s�olo parialmente a sistemas de mas dimensiones; en esta

parte se analiza omo soluiones peri�odias de la euai�on homog�enea unidimensional se vuelven

inestables al introduir una se~nal forzante bajo iertas propiedades. La quinta sei�on desribe dos

apliaiones de la euai�on de Hill forzada y un ejemplo de un sistema forzado que experimenta

resonania param�etria y se enuentra estrehamente ligado a la euai�on de Hill. Finalmente, se

menionan las onlusiones y el trabajo futuro.
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Abstrat

The present work is divided into seven parts, in the �rst, we make a brief review of the importane

of the homogeneous and non-homogeneous Hill equation based on its multiple appliations, then

we ite the ontributions of previous studies destined to the fored Hill equation. Later, we list the

most outstanding properties of the equation of our interest, in one and two degrees of freedom.

In the third part, some methods frequently used in the stability analysis of the Hill equation are

presented.

Chapter four introdues the Hill equation of one and two degrees of freedom in more detail,

desribes new results obtained in one-dimensional systems and explains why these results are extend

only partially to systems of more dimensions; in this part we analyze how periodi solutions of the

homogeneous uni-dimensional equation beome unstable when introduing a foring signal under

ertain properties. The �fth setion desribes two appliations of the fored Hill equation and an

example of a fored system that undergoes parametri resonane whih is widely linked to the Hill

equation. Finally, onlusions and future work are mentioned.
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Introdui�on

El estudio de sistemas on oe�ientes peri�odios ha oupado por mas de un siglo el pensamiento

de grandes investigadores omo: Mathieu (1868), Floquet (1883), Hill (1886), Rayleigh (1887),

Lyapunov (1892) y Poinar�e (1899); sus trabajos pueden ser onsultados en [1℄-[6℄, respetivamente.

Los sistemas lineales osilatorios on oe�ientes peri�odios, en general, dependen de dos par�ame-

tros f��sios: la freuenia natural del sistema de osilaiones libres en ausenia de exitai�on (�) y

la amplitud de la exitai�on peri�odia (�), la ual se asume peque~na. Los sistemas on disipai�on

inluyen un terer par�ametro, el oe�iente de amortiguamiento Æ. Si � y Æ son ero, el sistema es

un osilador arm�onio, por ende, aut�onomo y onservativo.

Esta lase de sistemas experimenta un fen�omeno de inestabilidad onoido omo resonania

param�etria, sus efetos sobre ualquier sistema f��sio son atastr�o�os, un laro ejemplo es el

olapso estrutural del puente de Taoma Narrows (Estados Unidos) en 1940 [7℄.

En sistemas me�anios la exitai�on param�etria se presenta omo ambios peri�odios de rigidez,

masa, arga y arater��stias geom�etrias, mientras que en los sistemas el�etrios, omo el iruito

paralelo LC, surge al variar peri�odiamente la apaitania y/o la indutania. La presenia de

exitai�on param�etria desestabiliza al sistema si el valor de la freuenia de exitai�on ! es dos

vees o ualquier m�ultiplo entero de la freuenia natural del sistema �; es deir, ! = 2� o bien,

! = m�;m 2 N. Dos tipos de resonaia param�etria son onoidos: resonania simple, la freuenia

de exitai�on es erana a fraiones espe���as de la freuenia natural, y resonania ombinada

originada por la ombinai�on de freuenias naturales, esta �ultima se presenta en sistemas on al

menos dos grados de libertad. Podemos estableer omo regla general, que ualquier objeto que

almaene energ��a y var��e peri�odiamente puede produir resonania param�etria.

Originalmente, el t�ermino euai�on de Hill fue asignado a la lase de euaiones difereniales

lineales de segundo orden (un grado de libertad), homog�eneas, on oe�ientes reales y peri�odios

y on un �unio par�ametro. Sin embargo, en la atualidad podemos enontrar un gran n�umero de

trabajos relaionados a la euai�on de Hill: no lineal, no homog�enea, on dos o mas de un par�ametro

o on dos o mas grados de libertad.

El trabajo se entra prinipalmente en la euai�on de Hill introduida por Strutt [8℄

�x+ Æ _x+ [�+ �q(t)℄x = 0; (1)

en donde q(t) = q(t+ T ), es deir, es una funi�on peri�odia on periodo fundamental T

1

.

A ontinuai�on, se presentan brevemente las distintas versiones de euai�on de Hill.

1

En este trabajo q(t) se asumir�a ontinua a trozos, integrable de [0; T ℄ y de promedio ero, es deir,

R

T

0

q(t)dt = 0.

1
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Figura 1: Diagrama de Ine-Strutt para la euai�on de Mathieu.

Euai�on de Mathieu

Se denota por

�x+ [�+ � os(!t)℄x = 0; (2)

es la euai�on tipo Hill m�as onoida debido al gran n�umero de fen�omenos din�amios que representa,

entre otros, desribe las vibraiones transversales de una membrana el��ptia tensa que se deriva de

un problema de valores en la frontera de euaiones difereniales pariales, tal omo la euai�on

de onda uya frontera es una elipse y la modulai�on de una onda portadora de radio. Ejemplos y

apliaiones partiulares se pueden onsultar en [9, 10℄ y m�as reientemente en [11℄. El diagrama de

Ine-Strutt (tambi�en onoido omo gr�a�o o diagrama de estabilidad), Fig. 1, representa zonas de

estabilidad (blanas) e inestabilidad (grises) de la solui�on del sistema (2) determinadas por valores

espe���os de los par�ametros � (eje horizontal) y � (eje vertial). Las zonas inestables reiben el

nombre de Lenguas de Arnold

2

o lenguas de resonania.

Euai�on de Meissner

Se arateriza porque el t�ermino de exitai�on param�etria en (1) es una funi�on onstante

ontinua a trozos, por ejemplo, q(t) = sgn [os(!t)℄. Aparee por primera vez en un problema

relaionado on la inestabilidad en las barras laterales de loomotoras en 1918 [13℄. La euai�on

esalar de Meissner se puede resolver anal��tiamente (a diferenia de la euai�on de Mathieu);

detalles adiionales se enuentran en [14℄. Una propiedad interesante, que en general no se presenta

en euaiones tipo Hill, es el rue entre las fronteras de estabilidad para valores de � 6= 0, es deir,

apareen intervalos de inestabilidad de longitud ero paralelos al eje � en el diagrama de estabilidad,

estos orresponden a par�ametros en los uales todas las soluiones del sistema son T o 2T peri�odias.

Este fen�omeno se denomina oexistenia [15, 16℄, se puede observar a partir de la terera lengua de

Arnold en la Fig. 2. La euai�on de Meissner se puede utilizar para modelar el movimiento de iones

en uadrupolos magn�etios que a su vez son lave en los aeleradores de part��ulas tipo sinrotr�on

o en uadrupolos el�etrios utilizados por espetr�ometros de masas [15℄.

2

El nombre de lenguas de Arnold se deriva de [12℄.



3

Figura 2: Lenguas de Arnold para la euai�on de Meissner. Observe un punto de oexistenia en

� � 5 y � � 4.

Euai�on de Lam�e

En esta euai�on la exitaion param�etria, q(t), es una funi�on el��ptia [17℄. Al igual que la de

Meissner, puede ser resuelta anal��tiamente, sin embargo el proedimiento es muho mas ompliado.

Se de�ne omo

�x+

�

�+

�

�m(m+ 1)k

2

sn

2

(t; k)

��

x = 0; (3)

en donde � = �m(m + 1)k

2

(la euai�on solo se puede resolver para estos valores), m 2 Z, k

2

(0 < k < 1) es llamado el m�odulo de sn(t; k) el ual es una funi�on el��ptia de Jaobi de�nida por

t =

R

sn(t;k)

0

�

(1� x

2

)(1 � k

2

x

2

)

�

�1=2

dx [18℄. La expresi�on (3) aparee en la teor��a del potenial de

un elipsoide [19℄, tambi�en surge en la me�ania u�antia omo euaiones de peque~nas utuaiones

sobre las soluiones l�asias de la euai�on de Shr�odinger para diversos poteniales peri�odios y

anarm�onios [20℄.

Adiional a la lista anterior, en [16℄, se estudian la euai�on de Ine, Hermite, Whittaker-Hill y

otras mas.

Es importante menionar que las lenguas de Arnold de ualquier euai�on esalar tipo Hill no

se intersetan, formalmente,

Lengua (i) \ Lengua (j) = � 8 i 6= j;

en donde, Lengua (i) , f(�; �) : (�; �) pertenea a la i� th lengua de Arnoldg, la ual inluye sus

fronteras.

El objetivo prinipal de este trabajo est�a orientado al an�alisis de la euai�on de Hill no homog�enea

(4), tanto en el aso esalar omo en el vetorial.

�x+ [�+ � os(t)℄x = f(t); f(t) = f(t+ T ) y

Z

T

0

f(t)dt = 0: (4)

La motivai�on para su estudio se debe a la esasa informai�on existente sobre el tema, a pesar

de que sistemas din�amios reales pueden ser perfetamente araterizados por (4), el paradigma es

el p�endulo de Kapitsa forzado de uno y/o de dos grados de libertad (dos eslabones) al ual se le

aplia una fuerza externa, f(t), sobre la masa, en el extremo del meanismo. Otro ejemplo es un
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iruito LC sometido a una se~nal peri�odia externa en alguno de sus omponentes, mientras que el

valor almaenado en el otro omponente (apaitania o indutania) est�a variando peri�odiamente.

Dos apliaiones reientes se presentan en el Cap��tulo 5.

Entre los trabajos que investigaron la euai�on de Hill no homog�enea se enontran los resultados

de Slane y Tragesser [21℄, quienes modi�aron la teor��a de Floquet para examinar anal��tiamente el

omportamiento transitorio y en estado estaionario de un sistema no aut�onomo y no homog�eneo.

Younesian y otros [22℄ usaron la t�enia de par�ametros restringidos para busar las soluiones

peri�odias y asint�otias en la euai�on de Mathieu forzada. Shadman y Mehri [23℄ trabajaron on el

Teorema de punto �jo para investigar existenia de soluiones peri�odias de la euai�on de Hill no

homog�enea. Kwong y Wong [24℄ usaron la teor��a de Floquet para probar la onjetura de que todas

las soluiones de la euai�on de Hill son osilatorias en [0;1).

En esta tesis se presenta por primera vez la existenia de resonania lineal en forma de l��neas

delgadas, dentro del diagrama de Ine-Strutt, estas surgen al forzar la euai�on de Hill on una se~nal

peri�odia tal y omo se muestra en la euai�on (4); tales lineas representan soluiones inestables

del sistema. Un heho atrativamente interesante se resume en que las mismas l��neas delgadas

tambi�en apareen en el sistema homog�eneo, bajo esta ondii�on representan soluiones peri�odias

(y no soluiones inestables). La existenia de estas urvas ya habia sido on�rmada en el trabajo

realizado por Jazar [26℄, en donde se enontraron soluiones peri�odias dentro de las zonas estables

en el diagrama de estabilidad.
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1
Anteedentes matem�atios

En este ap��tulo se introduen los elementos matem�atios utilizados a trav�es del texto, as�� o-

mo algunos oneptos fundamentales. En primer lugar se estudia la teor��a de Floquet; herramienta

prinipal para an�alisis de estabilidad en las soluiones de euaiones difereniales lineales on oe�-

ientes peri�odios. Posteriormente, se presentan algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos

y su relai�on on matries Hamiltonianas y simpl�etias. Finalmente, se aborda el tema de matries

�-simpl�etias y algunos oneptos b�asios de los tipos de resonania.

1.1. Teor��a de Floquet

Considere la siguiente representai�on en espaio de estados de una euai�on diferenial lineal de

primer orden on oe�ientes peri�odios,

_x = A(t)x; (1.1)

en donde A (t+ T ) = A (t) es una matriz de n � n on elementos ontinuos a trozos y periodo

m��nimo T > 0, es deir, A(t) es una matriz T -peri�odia.

Las soluiones del sistema (1.1) se pueden expresar en t�erminos de la matriz de transii�on de

estados, � (t; t

0

).

Las propiedades de la matriz de transii�on de estados son [27℄:

1 � (t; t) = I

n

8 t 2 R

2 �

�1

(t; t

0

) = � (t

0

; t)

3 � (t

2

; t

0

) = � (t

2

; t

1

)� (t

1

; t

0

) 8 t

0

; t

1

; t

2

2 R

4

�

�t

�(t; t

0

) = A (t) � (t; t

0

)

5 8 x (t

0

) = x

0

2 R

n

, la solui�on general de (1.1) es x (t) = � (t; t

0

)x

0

Los detalles pueden ser onsultados en [27℄ o [28℄.

Haiendo uso de las propiedades de la matriz de transii�on de estados, se obtiene el siguiente

teorema,

Teorema 1.1. [Floquet℄ La matriz de transii�on de estados del sistema (1.1) satisfae:

�(t; t

0

) = P

�1

(t) e

R(t�t

0

)

P (t

0

); (1.2)

en donde P (t+ T ) = P (t) es una matriz peri�odia de n�n del mismo periodo T que en (1.1) y R

es una matriz onstante de n� n, puede ser ompleja, a�un uando A(t) en (1.1) sea real.

5
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La matriz R en el Teorema (1.1) es real si y solo si los multipliadores del sistema, los valores

arater��stios de � (T; 0), son no negativos o ada divisor elemental orrespondiente a multiplia-

dores negativos es de multipliidad par [29℄. No obastante, la matriz R del fator exponenial e

2RT

que orresponde a la matriz de transii�on de estados �(2T; 0), siempre es real.

Considere t

0

= 0 en (1.2) y por la propiedad 1 de la matriz de transii�on de estados, P

�1

(0) = I

n

,

lo que onlleva al siguiente Corolario,

Corolario 1.2. [Teorema de Floquet℄ La matriz de transii�on de estados del sistema (1.1), en

t

0

= 0, satisfae:

�(t; 0) = P

�1

(t) e

Rt

; (1.3)

en donde P (t+ T ) = P (t) es una matriz peri�odia de n�n del mismo periodo que el sistema (1.1),

y R es una matriz onstante de n� n.

Evaluando (1.3) en t = T y tomando en onsiderai�on que P (t) es T -peri�odia, P (T ) = I

n

;

entones

M = �(T; 0) = e

RT

: (1.4)

La matriz onstante M es ampliamente onoida omo matriz de Monodrom��a y es de partiular

inter�es en el estudio de sistemas peri�odios.

La matriz de Monodrom��a en (1.4) es dependiente del tiempo iniial t

0

, sin embargo su espetro

1

es independe de este, solo basta apliar el Teorema 1.1.

Si t = T + t

0

en (1.2) y se nombra M

t

0

a la matriz resultante, entones

M

t

0

= �(T + t

0

; t

0

) = P

�1

(T + t

0

) e

RT

P (t

0

) = P

�1

(t

0

) e

RT

P (t

0

) = P

�1

(t

0

)MP (t

0

);

observe que M

t

0

= �(T + t

0

; t

0

) y M son matries similares, lo que nos permite utilizar M

t

0

o M

indiferentemente siempre y uando su uso est�e limitado a su espetro.

Dos onseuenias se derivan del Teorema de Floquet: reduibilidad y estabilidad.

1.1.1. Reduibilidad

Sea el sistema (1.1) y el siguiente ambio de oordenadas z (t) = T (t) x (t), en donde la matrix

T (t) de dimensi�on n� n satisfae:

� T(t) es difereniable e invertible 8 t y

� Las matries T (t),

_

T y T

�1

(t) son aotadas.

La matriz de transformai�on T (t) que satisfae las ondiiones de arriba, es llamada Transformai�on

de Lyapunov.

Se puede deir de manera informal que el sistema _x = A(t)x en sus oordenadas originales

x o en las oordenadas transformadas z preserva la propiedad de estabilidad si la matriz T (t),

la ual relaiona ambas oordenadas, es una Transformai�on de Lyapunov. Propiedades de esta

transformai�on se desriben en [27, 29, 30℄.

De�nii�on 1.3. Un sistema variante en el tiempo _x = A(t)x se die reduible, si existe una

transformai�on de Lyapunov lineal y variante en el tiempo T (t) tal que z(t) = T (t)x(t) y

_z =

h

T

�1

(t)A(t)T (t) + T

�1

(t)

_

T (t)

i

z

en donde

h

T

�1

(t)A(t)T (t) + T

�1

(t)

_

T

i

= R es una matriz onstante.

Todo sistema de la forma (1.1) es reduible, esto se expresa formalmente on el siguiente Teorema:

1

El espetro de una matriz A 2 C

n�n

, denotado por �(A), es el onjunto de todos sus eigenvalores.
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Teorema 1.4. Sea _x = A(t)x un sistema lineal T -peri�odio, el ambio de ooordenadas z (t) =

P

�1

(t) x (t) transforma el sistema lineal variante en el tiempo a un sistema lineal invariante en

el tiempo, es deir,

_z = Rz;

en donde R es la misma matriz que aparee en la euai�on (1.3).

En resumen, el Teorema anterior nos die que todo sistema desrito por (1.1) tiene una transfor-

mai�on lineal y peri�odia que lo transforma a un sistema invariante en el tiempo, el ual preserva la

estabilidad. Desafortunadamente, el uso de esta transformai�on es uestionable en el sentido pr�ati-

o, puesto que su implementai�on requiere de la solui�on del sistema para el ambio de oordenadas,

sin embargo es bastante �util en problemas de an�alisis.

1.1.2. Estabilidad

Reordemos la de�nii�on de estabilidad en el sentido de Lyapunov, ver [5℄ o [31℄,

De�nii�on 1.5. La solui�on ero de _x = A(t)x se die

� Estable, si 8 " > 0;9 Æ = Æ(") > 0 tal que kx (t

0

)k < Æ ) kx(t)k < " 8 t � t

0

.

� Inestable, si no es estable.

� Asint�otiamente estable si la solui�on ero es estable y Æ puede ser elegido tal que kx(t

0

)k <

Æ ) l��m

t!1

x(t) = 0.

La solui�on del sistema _x = A(t)x on t = kT + � � 0, k 2 Z

+

, � 2 [0; T ), t

0

= 0 y x(0) = x

0

satisfae,

x(t) = �(t; 0)x

0

= �(kT + �; 0)x

0

= �(kT + �; kT )�

�

kT ; (k � 1) T

�

�

�

kT ; (k � 1) T

�

� � ��

�

T ; 0

�

x

0

= �(�; 0) � (T; 0) � (T; 0) � � ��(T; 0)

| {z }

k�vees

x

0

= �(�; 0)M

k

x

0

de la �ultima expresi�on se puede onluir:

� Estabilidad, x(t) se mantiene aotada 8 t � 0 si y solo si � (M) � D

1

$ fz 2 C : jzj � 1g y si

� 2 � (M) y j�j = 1, � es una ra��z simple del polinomio de M .

� Inestabilidad, x(t)!1 si y solo si 9� 2 �(M) tal que j�j > 1 o �(M) � D

1

y 9j�j = 1 siendo

una ra��z m�ultiple del polinomio m��nimo de M .

� Estabilidad asint�otia, x(t)! 0 uando t!1 si y solo si � (M) �

Æ

D

1

$ fz 2 C : jzj < 1g.

� Una ondii�on neesaria para la existenia de soluiones T -peri�odias es que uno o varios

� 2 �(M) tengan � = 1.

An�alogamente, es posible onluir estabilidad a partir de los valores arater��stios � (exponentes

arater��stios) de la matriz R anuniada en (1.3), es deir,
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� Estabilidad, x(t) se mantiene aotada 8 t 2 R si y solo si Ref�(R)g � 0

2

y Ref�(R)g = 0 es

una ra��z simple del polinomio m��nimo de R.

� Inestabilidad, x(t) ! 1 si y solo si Ref�(R)g � 0 y Ref�(R)g = 0 es una ra��z m�ultiple del

polinomio m��nimo de R.

� Estabilidad asint�otia, x(t)! 0 uando t!1 si y solo si Ref�(R)g > 0.

� Una ondii�on neesaria para la existenia de soluiones T -peri�odias es que uno o varios

� 2 �(R) tengan parte puramente imaginaria (parte real igual a ero).

La relai�on existente entre los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a y el espetro de la matrix

R est�a dada por e

�T

= �.

Dos resultado generales para sistemas peri�odios se formulan a ontinuai�on:

Teorema 1.6. [32℄ Suponga que la matriz de Monodrom��a tiene n valores arater��stios distintos,

�

i

; i = 1; 2; 3; : : : ; n. Entones (1.1) tiene n soluiones linealmente independientes de la forma

x

i

= p

�1

i

(t)e

�

i

t

en donde p

i

(t) son funiones vetoriales on periodo T .

Teorema 1.7. [32℄ Sea el sistema (1.1) en donde A(t) tiene periodo m��nimo T y sean sus multi-

pliadores arater��stios �

1

; �

2

; : : : ; �

n

. Entones

�

1

�

2

; : : : ; �

n

= exp

�

Z

T

0

trfA(s)gds

�

;

ontando un multipliador repetido seg�un su multipliidad.

Se debe resaltar que la reduibilidad de sistemas lineales peri�odios a sistemas lineales invariantes

y la estabilidad en los sistemas lineales peri�odios se pueden formular graias a la fatorizai�on de

Floquet dada por (1.3). Mas a�un, el omportamiento de x(t) 8t puede deduirse del onoimiento

de x(t) en [t

0

; t

0

+ T ℄ durante un periodo.

1.2. Sistemas Hamiltonianos

Sea H (q; p) una funi�on difereniable, llamada funi�on Hamiltoniana o Hamiltoniano, el ual

depende de los vetores q, p y del tiempo; satisfae las siguientes euaiones:

_q =

�

�H (q; p)

�p

�

>

_p = �

�

�H (q; p)

�q

�

>

(1.5)

a este par se le denomina sistema Hamiltoniano.

El hamiltoniano representa la energ��a del sistema, si esta funi�on no depende expl��itamente del

tiempo, la energ��a se onserva a lo largo de las soluiones de (1.5) y el sistema Hamiltoniano es

llamado onservativo. Esta propiedad garantiza la existenia de una primera integral. Los sistemas

Hamiltonianos (1.5) siempre son de orden par, es deir 2n dimensional si q; p 2 R

n

, ver [33, 34℄ para

un an�alisis profundo de este tipo de sistemas.

2

Re denota la parte real de su argumento, en este aso, la parte real del espetro de R.
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Aqu�� onsideraremos funiones Hamiltonianas que dependen del tiempo H (t; q; p), por lo tanto,

son no onservativas; as�� mismo se estudian sistemas lineales Hamiltonianos, lo que onlleva a una

funi�on Hamiltoniana de forma uadr�atia y homog�enea de la forma,

H (t; q; p) =

�

q

p

�

>

H (t)

�

q

p

�

;

en donde H (t) es una matrix sim�etria de 2n�2n, en este aso el sistema Hamiltoniano (1.5) puede

ser expresado omo

d

dt

�

q

p

�

= JH (t)

�

q

p

�

;

en donde

J =

�

0 I

n

�I

n

0

�

: (1.6)

Note que J

�1

= J

>

= �J y J

2

= �I

2n

.

Finalmente, si el sistema Hamiltoniano es T -peri�odio, entones H (t+ T ) = H (t) = H

>

(t).

Apartir de ahora asumiremos que esta relai�on se satisfae.

De�nii�on 1.8. [34℄ Una matriz de orden par, A 2 R

2n�2n

, es llamada matriz Hamiltoniana si

A = JH, en donde H es una matriz sim�etria, equivalentemente,

JA+A

>

J = 0 (1.7)

De (1.7) se obtiene que A = J

�1

�

�A

>

�

J , es deir, A es similar a �A

>

y en onseuenia tienen

el mismo espetro:

� (A) = �

�

�A

>

�

= � (�A) ;

esto demuestra que la propiedad lave de las matries Hamiltonianas onstantes onsiste en que su

espetro es sim�etrio on respeto al eje imaginario.

Teorema 1.9. Sea A 2 R

2n�2n

una matriz Hamiltoniana, si �;

�

� 2 � (A) =) ��;�

�

� 2 � (A).

Esto es equivalente a que el polinomio arater��stio de un matriz Hamiltoniana tiene �uniamente

potenias pares, o bien, su polinomio arater��stio es par.

Otra propiedad que se sigue del Teorema anterior, es que la traza de una matriz Hamiltoniana

siempre es ero.

Las matries Hamiltonianas est�an estrehamente relaionadas a las matries simpl�etias.

De�nii�on 1.10. [34℄ Una matrix uadrada, real y de orden par, S 2 R

2n�2n

(n 2 N), se die que

es una matrix simpl�etia si

S

>

JS = J;

J se de�ne omo en (1.6).

El determinante de una matriz simpl�etia es +1. La propiedad mas importante de una matriz

simpl�etia onstante, es que su espetro es sim�etrio on respeto al ��rulo unitario. La prueba se

obtiene de la de�nii�on y del heho de que una matriz simpl�etia siempre es invertible; entones

S

>

= JS

�1

J

�1

, es deir, �

�

S

>

�

= �

�

S

�1

�

= � (S) ) si � 2 � (S) ) �

�1

2 � (S). Esto se expresa

formalmente omo sigue,

Teorema 1.11. Sea S 2 R

2n�2n

una matriz simpl�etia, si � 2 � (A) ) �

�1

2 � (A) : De forma

equivalente, el polinomio arater��stio de una matriz simpl�etia es auto-re��proo [34℄ o pal��ndromo

[35℄, es deir, p

S

(�) = �

2n

p

S

�

�

�1

�
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La relai�on de las matries Hamiltonianas on las matries simpl�etias en un sistema Hamilto-

niano se establee en el siguiente Teorema,

Teorema 1.12. Un sistema Hamiltoniano lineal variante en el tiempo (no neesarimente peri�odio)

H (t) = H

>

(t), se puede expresar omo

d

dt

�

q

p

�

= JH (t)

�

q

p

�

, en donde su matriz de transii�on

de estados es simpl�etia.

Es muy importante notar que un sistema Hamiltoniano invariante en el tiempo no puede ser

asint�otiamente estable, debido a la simetr��a de sus valores arater��stios on respeto al eje ima-

ginario. Esta aseverai�on se extiende a todos los sistemas Hamiltonianos variantes o invariantes en

el tiempo.

Otra propiedad interesante de los sistemas Hamiltonianos se basa en que los sistemas arbitra-

rios 2n-dimensional requieren 2n � 1 primeras integrales para obtener una euai�on diferenial de

primer orden 1-dimensional, la ual puede ser integrada por uadraturas para �nalmente integrar al

sistema ompleto. El Teorema de Liouville asegura que un sistema Hamiltoniano 2n-dimensional es

integrable si se onoen �uniamente sus n primeras integrales independientes en involui�on [33, 34℄.

Esta es una gran notiia, puesto que el esfuerzo se redue a la mitad del trabajo.

De�nii�on 1.13. [34℄ Una matriz S 2 R

2n�2n

es llamada simpl�etia on multipliador � o �-

simpl�etia si

S

>

JS = �J

en donde � 2 (0; 1℄ es una onstante no ero. Claramente si � = 1, la matriz es simpl�etia.

Las matries �-simpl�etias son no singulares.

Lema 1.14. Para � > 0, S 2 R

2n�2n

es �-simpl�etia si y solo si det[S℄ = �.

Los eigenvalores de una matriz �-simpl�etia, S 2 R

2n�2n

, son sim�etrios on respeto al ��rulo

de radio

2n

p

�.

1.3. Resonania param�etria

La euai�on

�x+ [�+ �q(t)℄ x = 0

desribe un tipo de inestabilidad que surge prinipalmente uando existe una relai�on direta entre

la freuenia natural

3

!

0

= � y la freuenia de exitai�on param�etria

4

!. La resonania param�etria

surge uando ! = 2!

o

, o bien, se puede generalizar a ! = 2!

0

=n, n 2 Z

+

; en sistemas disipativos

el efeto de amortiguamiento se vuelve mas signi�ativo onforme n se inrementa. La forma mas

destaada de resonania param�etria es uando n = 1, se le onoe omo el prinipio de la resonania

subarm�onia. Para ilustrar el onepto de resonania param�etria, se analiza el omportamiento del

simple iruito en paralelo LC, Fig. 1.1, tomado de [15℄. Este sistema se puede modelar por la

euai�on de Hill de segundo orden, en donde q(t) = v(t) es la arga en el apaitor. Las separai�on

de las plaas del apaitor ambian periodiamente afetando el valor de la apaitania; se asume

que ierta energ��a se introdue al iruito en un tiempo anterior, esta osila entre la apaitania

y la indutania en un rango determinado por su freuenia natural !

0

= 1=

p

LC. La Fig. 1.1a,

muestra el interambio de energ��a entre el apaitor y el indutor.

Cuando la diferenia de potenial en el apaitor es ero, toda la energ��a en la red se enuentra

almaenada en el indutor, por otra parte uando la diferenia de potenial en el apaitor es m�axi-

ma, este aapara toda la energ��a del sistema. Si las plaas del apaitor se separan repentinamente

3

Es la freuenia de osilaiones libres en la ual el sistema osilar�a sin ninguna inuenia externa aparte del

impulso iniial que di�o origen al movimiento.

4

Variai�on expl��ita dependiente del tiempo de un par�ametro en un sistema din�amio.
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x

Figura 1.1: Ciruito on apaitania variable (izquierda). a) Voltaje del apaitor sin bombeo. b)

Variai�on de apaitania. ) Ampli�ai�on del voltaje en el apaitor debido al bombeo del mismo

(dereha).

(posiblemente mediante un dispositivo me�anio) uando la diferenia de potenial es m�aximo (po-

sitivo o negativo), entones la apaitania derementa instantaneamente, observe la Fig. 1.1b. El

trabajo que se realiz�o en ontra del ampo al separar las plaas del apaitor, se sumar�a a la energ��a

total del iruito, en ese instante de tiempo y debido a que toda la energ��a est�a almaenada en la

apaitania, este aumento se ver�a reejado omo un inremento o ampli�ai�on del potenial en el

apaitor, omo es ilustrado en la Fig. 1.1. Las restriiones din�amias impiden que el voltaje en el

apaitor se inremente de un solo salto omo se muestra en la imagen, sin embargo, una vez que se

ha inrementado, el apaitor desribe una nueva se~nal sinusoidal de mayor amplitud que aquella,

anterior al ambio en la apaitania.

Cuando la tensi�on del apaitor pasa a trav�es ero, las plaas del apaitor regresan a su posii�on

iniial, sin variar la energ��a total del iruito, porque en ese instante toda la energ��a esta onentrada

en el indutor; esto permite separar nuevamente las plaas del apaitor uando esta argado on

su siguiente m�aximo voltaje, de tal manera que la energ��a en el iruito sufrir�a otro inremento de

energ��a. El proeso se repite en ada m�aximo de tensi�on en el apaitor y la apaitania se reesta-

blee ada que la tensi�on es ero. Conseuentemente, la energ��a se suma al iruito peri�odiamente y

produe una ontinua ampli�ai�on de voltage en el apaitor (y en todos los dem�as omponentes).

En un sistema on p�erdidas (por ejemplo al agregar resistenia) la ampli�ai�on aparentemente

ilimitada se restringe.

Al variar la apaitania en un rango igual a dos vees la freuenia de la tensi�on del apaitor (es

deir, dos vees la freuenia resonante del sistema) podemos experimentar osilaiones reientes en

sistemas sin p�erdidas. Sin embargo, osilaiones reientes tambi�en apareen en sistemas disipativos

si su�iente energ��a es introduida. Estas osilaiones reientes se traduen en inestabilidad.

El fen�omeno desrito se observa tambi�en al variar la indutania en lugar de la apaitania. En

otras palabras, el efeto param�etrio dependen de perturbar la freuenia natural (o de resonania)

mediante la variai�on de un par�ametro que almaene energ��a. Para saber si un sistema en partiular

exhibir�a resonania param�etria, s�olo es neesario inspeionar la freuenia natural y variar un

param�etro que almaene energ��a. Es importante notar que tal elei�on se debe haer on base en el

estudio de la freuenia natural, ya que algunos par�ametros que almaenan energ��a no ontribuyen
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a determinar la freuenia natural (la masa de la bola de un p�endulo, por ejemplo) y por ende no

experimentar�an omportamiento param�etrio al ser perturbados periodiamente.



2
Propiedades y desripi�on

general de la euai�on de Hill

2.1. Propiedades de la euai�on de Hill de un grado de libertad

En esta sei�on se presentan algunas propiedades importantes de la euai�on de Hill esalar o de

un grado de libertad. Primeramente, se abordar�a el onepto fundamental de la traza de la matriz

de Monodrom��a y sus impliaiones en las fronteras de estabilidad que apareen en el diagrama

de Ine-Strutt. Posteriormente, se estableen los oneptos de estabilidad d�ebil y fuerte as�� omo

el Teorema Krein-Gelfand-Lidskii, los uales dependen de los multipliadores arater��stios de

sistemas Hamiltonianos. Adem�as, se resuelve anal��tiamente una euai�on tipo Hill uya se~nal de

exitai�on param�etria es disontinua. Finalmente, se estudia la din�amia de la euai�on de Mathieu

on fuerzas disipativas.

Considere una vez mas la euai�on de Hill

�y + [�+ �q (t)℄ y = 0; (2.1)

on las propiedades ya estableidas en la introdui�on.

Conviene menionar que ualquier euai�on diferenial de segundo orden

�z + a(t) _z + b(t)z = 0

en donde los oe�ientes a(t) y b(t) son funiones T -peri�odias, siempre se puede transformar en una

expresi�on de la forma (2.1) a trav�es de y = e

�

1

2

R

a(�)d�

z

1

. Por lo tanto, sin p�erdida de generalidad

se puede onsiderar la euai�on (2.1) para efetos de an�alisis. Note que esta transformai�on, en

general, no es una transformai�on de Lyapunov [36℄.

Si de�nimos un vetor de estados omo x ,

�

y

_y

�

, la euai�on (2.1) se puede esribir en variables

de estado:

_x = A(t)x =

�

0 1

��� �q (t) 0

�

x =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

0 1

�1 0

�

| {z }

J

�

�+ �q (t) 0

0 1

�

| {z }

H(t)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

x (2.2)

en donde J se de�ne omo en (1.6) para n = 1; y H (t+ T ) = H (t) = H

>

(t) satisfae la ondii�on

para sistemas Hamiltonianos lineales. Entones, la matriz de transii�on de estados de la euai�on

de Hill on la estrutura en (2.2) es una matriz simpl�etia para todo tiempo t.

1

Note que esta no es una transformai�on de Lyapunov.

13
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Conseuentemente, su matriz de Monodrom��a M tambi�en es simpl�etia y su polinomio ara-

ter��stio p

M

(�) se expresa omo

p

M

(�) = �

2

� tr (M) �+ 1 (2.3)

De�nii�on 2.1. Los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a M o ra��es del polinomio arater��sti-

o p

M

(�), se denominan multipliadores arater��stios, multipliadores de Floquet o simplemente

multipliadores de la euai�on (2.1) o (2.2) y se denotan por �. Para sistemas Hamiltonianos son

sim�etrios on respeto al ��rulo unitario.

De�nii�on 2.2. Todo multipliador arater��stio � esta estrehamente asoiado a los eigenvalores,

�, de la matriz R en (1.3); se les denomina exponentes arater��stios de Floquet o simplemente

exponentes arater��stios. La relai�on entre ellos esta dada por

� = e

�T

:

Es importante notar que los multipliadores arater��stios son un��voamente determinados,

pero no los exponentes arater��stios, puesto que a la parte imaginaria de ada expenente se le

puede sumar el t�ermino 2�i=T para i = 1; 2; 3; : : : .

Las ra��es de p

M

(�) son:

�

1;2

=

tr (M)�

p

tr

2

(M)� 4

2

� Si tr

2

(M) < 4, los multipliadores arater��stios son omplejos onjugados y su m�odulo es

j�

1;2

j

2

=

tr

2

(M)

4

+

4� tr

2

(M)

4

= 1. Los dos eigenvalores son diferentes, por lo tanto, el

polinomio arater��stio y el polinomio m��nimo de M son el mismo. Este aso orresponde a

un sistema estable.

� Si tr

2

(M) > 4, los multipliadores son reales y re��proos, �

1

=

�

tr (M) +

p

tr

2

(M)� 4

�

=2

y �

2

=

�

tr (M)�

p

tr

2

(M)� 4

�

=2. Es laro que �

1

+ �

2

= tr (M) y �

1

�

2

= 1, entones

�

2

= �

�1

1

. Si alguno de los multipliadores es mayor que uno, por ejemplo �

1

> 1, el sistema

es inestable.

� Si tr

2

(M) = 4, los multipliadores arater��stios son reales e iguales; +1 (�

1;2

= +1) o �1

(�

1;2

= �1) dependiendo de si tr (M) = +2 o si tr (M) = �2, respetivamente. En este aso

la euai�on de Hill es estable si y solo si la matriz de Monodrom��a es diagonal o esalar, en

ualquier otro aso es inestable.

Las fronteras de estabilidad-inestabilidad orresponden a este �ultimo��tem, es deir, uando jtr (M)j =

2.

Es laro que la matriz de Monodrom��a depende de los par�ametros �; �. Hohstadt fue el pri-

mero en vislumbrar la importania de la funi�on � (�; �) := tr(M) y obtener sus propiedades mas

importantes [37℄.

Otro heho fundamental relaionado al �ultimo aso (uando la tr

2

(M) = 4) son los denomina-

dos puntos de oexistenia, [15, 16℄, los uales surgen on la presenia de dos soluiones peri�odias

linealmente independientes de la euai�on de Hill; las soluiones son T -peri�odias uando los mul-

tipliadores son +1 y 2T -peri�odias uando los multipliadores son �1.

La euai�on de Meissner presenta varios puntos de oexistenia, gr�a�amente este fen�omeno se

observa uando el anho de las lenguas de Arnold se reduen a un solo punto (en direi�on del eje

�) en su diagrama de estabilidad. La Fig. 2 muestra diferentes puntos de oexistenia, uno de ellos

loalizado en � �2.5 y � �1.5. La euai�on de Mathieu no tiene puntos de oexistenia [38℄.
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Figura 2.1: Para una onstante � = 1; � (�; 1) = tr (M) es una funi�on que solo depende de �.

Los valores que satisfaen j� (�; 1)j > 2, son proyetados sobre el eje � y orresponden a regiones

inestables.

Teorema 2.3. [Hohstadt℄ La funi�on � (�; �) = tr(M) para ualquier � onstante, es una funi�on

entera de orden 1=2. La funi�on � (�; �)� 2 = 0 tiene un n�umero in�nito de ra��es. Para ualquier

�

0

y para ualquier �

0

su�ientemente negativa, � (�

0

; �

0

) es positiva, por lo tanto al inrementar �

aparee la primera ra��z para la euai�on � (�; �)�2 = 0, la ual orresponde a un doble multipliador

en +1 y de aqu�� surgen dos ra��es (no neesariamente diferentes) en �1, entones dos ra��es en +1

y as�� suesivamente hasta el in�nito.

Del Teorema de Hohstadt se derivan dos seuenias in�nitas:

�

0

; �

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; : : :

�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; : : :

La primera seuenia orresponde a las ra��es de � (�; �) + 2 = 0 y la segunda orresponde a

� (�; �) � 2 = 0. Mas a�un, estas seuenias se entrelazan de la siguente manera:

�

0

; �

1

; �

2

; �

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

; : : :

Este heho se ilustra en la Fig. 2.1. Observe que para valores en donde � (�; �

0

) 2 [�2; 2℄ los

multipliadores est�an sobre el ��rulo unitario y para valores que satisfaen j� (�; �

0

)j > 2, los

eigenvalores son ambos positivos o ambos negativos y uno es el re��proo del otro.

Si para alg�un valor � = �

1

ambos multipliadores est�an en �1 y se inrementa este valor hasta

el punto � = �

2

en el u�al ambos multipliadores est�an en +1; el amino del multipliador del punto

�1 al punto +1 es a trav�es de aros sobre el ��rulo unitario. La trayetoria de �1 a +1 no puede

ser diretamente sobre el eje real, puesto que en 0 se violar��a la ondii�on de no singularidad de

la matriz de Monodrom��a. Esta propiedad se umple para ualquier grado de libertad siempre que

el sistema sea Hamiltoniano. Sin embargo, a�un en el aso de sistemas no Hamiltonianos la matriz

de Monodrom��a siempre es no singular, puesto que esta se de�ne omo la matriz de transii�on de

estados evaluada al �nal de un periodo.
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2.1.1. Multipliadores de sistemas Hamiltonianos

Considere el siguiente sistema Hamiltoniano lineal on oe�ientes peri�odios

_x = JH (t) x H(T + t) = H(t) = H

>

; (2.4)

en donde J fue de�nida en (1.6) y H (t) 2 R

2n�2n

es una matriz real y sim�etria. Debido a su natura-

leza, los sistemas Hamiltonianos no pueden exhibir estabilidad asint�otia. Un sistema Hamiltoniano

se die estable si todas sus soluiones se mantienen aotadas en (�1;+1), equivalentemente, to-

dos sus multipliadores est�an sobre el ��rulo unitario y son ra��es simples del polinomio m��nimo de

M . Sin embargo, estas ondiiones no son su�ientes para que todas las soluiones del sistema se

mantengan aotadas bajo perturbaiones su�ientemente peque~nas, para ello se requiere la siguiente

de�nii�on:

De�nii�on 2.4. Suponga que existe un n�umero " > 0 tal que todas las soluiones de ualquier

euai�on

_x = J

e

H (t) x

e

H(T + t) =

e

H(t) =

e

H

>

;

en donde







e

H (t)�H (t)







< "

son aotadas en (�1;+1). Entones, el sistema (2.4) se die que es fuertemente estable.

La ondii�on de estabilidad fuerte para sistemas Hamiltonianos fue formulada hae mas de 50

a~nos. La su�ienia fue probada por Krein [39℄ y la neesidad por Gelfand y Lidskii [40℄.

Otra de�nii�on asoiada a los sistemas Hamiltonianos, espe���amente a la geometr��a simpl�etia

de los sistemas Hamiltonianos [38℄ es el produto interno inde�nido.

De�nii�on 2.5. Dado un espaio vetorial de orden par y de dimensi�on 2n, el produto interno

est�andar (x; y) := y

T

x; y ualquier matriz Herm��tia no singular G 2 R

2n�2n

, es posible de�nir el

produto interno inde�nido omo (x; y) := (Gx; y).

Aqu�� se usar�a G = iJ ; reuerde que dada una matriz anti-Herm��tia J , de�nida en (1.6), el

produto iJ es una matriz Herm��tia [30, 38℄.

Para ualquier multipliador � sobre el ��rulo unitario, su vetor arater��stio asoiado es tal

que (v

�

; v

�

) 6= 0. Si (v

�

; v

�

) > 0, � es llamado multipliador de Primera Clase; si (v

�

; v

�

) < 0, a

� se le denomina multipliador de Segunda Clase, ver [38℄. Si j�j 6= 1, extendiendo la de�nii�on de

multipliador de primera lase para � : j�j < 1 y multipliador de segunda lase para � : j�j > 1.

Entones todos los multipliadores son de primera o segunda lase. Para un sistema Hamiltoniano

de dimensi�on 2n, n multipliadores son de primera lase y los otros n son de segunda lase

2

.

La propiedad lave es que los multipliadores, inluyendo su lase, son funiones ontinuas on

respeto a variaiones ontinuas en las funiones Hamiltonianas, en nuestro aso, variaiones en la

matriz sim�etria H(t), [39, 38℄. En onseuenia, si dos multipliadores oiniden sobre el ��rulo

unitario y ambos son de la misma lase, estos no pueden salirse del ��rulo porque se estar��a violando

la ontinuidad de la lase de los multipliadores.

Finalmente, para formular el Teorema de Gelfand-Lidskii-Krein, se requiere de la siguiente de-

�nii�on,

De�nii�on 2.6. Un multipliador � on multipliidad algebraia r, se die que es de�nido de pri-

mera o segunda lase si (q; q) es del mismo signo para toda q asoiado a �.

Teorema 2.7. [Krein-Gelfand-Lidskii℄ El sistema Hamiltoniano peri�odio lineal _x = JH (t) x es

fuertemente estable si y solo si todos los multipliadores estan sobre el ��rulo unitario y aquellos

on multipliidad algebraia mayor que uno, estan de�nidos o todos son de la misma lase.

2

Si se inrementa el Hamiltoniano, es deir,

e

H (t) � H (t) > 0 y � es un multipliador aislado sobre el ��rulo

unitario asoiado a H (t), uando H (t) se inrementa a

e

H (t), � se mueve sobre el ��rulo unitario a

e

�, entones si

arg

e

� > arg �, el multipliador � se die que es un Multipliador de Primera Clase y si arg

e

� < arg �, el multipliador

� es un Multipliador de Segunda Clase [38℄.
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2.1.2. Solui�on de la euai�on de Meissner

La euai�on de Hill (esalar) se puede resolver anal��tiamemte en �uniamente uatro asos par-

tiulares [15℄, si

1) q(t) es un tren de impulsos.

2) q(t) es onstante a trozos.

3) q(t) es piezo-lineal.

4) q(t) son funiones el��ptias.

En este apartado se trabajar�a sobre el aso 2) en donde q (t) = sgn (os t) y orresponde a la

euai�on de Meissner. Obtener su matriz de Monodrom��a de forma anal��tia es una tarea senilla.

Una formulai�on detallada se puede onsultar en [14℄.

Para � > � � 0, se tiene:

M =

�

os (a�)

1

a

sin (a�)

�a sin (a�) os (a�)

� �

os (b�)

1

b

sin (b�)

�b sin (b�) os (b�)

�

=

�

os �b os �a�

b

a

(sin�b sin�a)

1

b

(sin�b os �a) +

1

a

(os�b sin�a)

� (sin�b os �a) b� (os �b sin�a) a (os �b os �a)�

a

b

(sin�b sin�a)

�

en donde a =

p

j �� � j y b =

p

�+ � y su traza es:

tr(M) = 2 os �b os �a�

�

a

b

+

b

a

�

sin�b sin�a;

entones la ondii�on jtr (M)j = 2, se redue a:

�

�

�

�

2 os �b os �a�

�

a

b

+

b

a

�

sin�b sin�a

�

�

�

�

= 2:

Para onoer los puntos en donde naen las lenguas de Arnold en el eje �, haemos � = 0 en la

expresi�on jtr (M)j = 2, entones se obtiene,

�

�

2

�

os �

p

� os �

p

�

�

� 2

�

sin�

p

� sin�

p

�

�

�

�

= 2,

�

�

2 os 2�

p

�

�

�

= 2, 2�

p

� = k�

�nalmente,

� =

k

2

4

para k = 0; 1; 2; : : :

Las lenguas de resonania pueden ser etiquetadas on un n�umero, es deir, la k-�esima lengua toa

al eje � en

k

2

4

para k = 0; 1; 2; : : : . En los l��mites de ada lengua de orden par hay por lo menos una

solui�on T -peri�odia, similarmente, en los l��mites de ada lengua de orden impar hay por lo menos

una solui�on 2T -peri�odia.

La Fig. 2 muestra el diagrama de Ine-Strutt de la euai�on de Meissner (euai�on de Hill on

q (t) = sgn (os t)). Note que apartir de la terera lengua de Arnold apareen intervalos de longitud

ero paralelos al eje �, omo ya se menion�o, estos puntos representan el fen�onmeno de oexistenia

y orresponden a par�ametros en los uales todas las soluiones son T -peri�odias o 2-T peri�odias

dependiendo si perteneen a una lengua de orden par o a una lengua de orden impar respetivamente.

Es importante resaltar que estos puntos son exepionales

3

.

3

Chulaevsky [41℄ justi�a el heho de que los puntos de oexistenia son exepionales desde un punto de vista

topol�ogio.
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Otra arater��stia fundamental no solo de la euai�on de Meissner sino de la euai�on de Hill

en general, es la propiedad de no intersei�on, se re�ere a que las lenguas de Arnold (en un grado

de libertad) no se intersetan, formalmente:

Lengua (i) \ Lengua (j) = � 8 i 6= j;

en donde, Lengua (i) , f(�; �) : (�; �) pertenea a la i� th lengua de Arnoldg, la ual inluye sus

fronteras.

2.1.3. Euai�on de Hill on amortiguamiento

En la euai�on (2.1) la presenia de amortiguamiento visoso, inluso un valor peque~no, es

su�iente para estabilizar todos los valores de (�; �) que satisfaen � � �

0

> 0 y j�j < �, en donde

�

0

es una onstante (no neesariamente peque~na). Es deir, el amortiguamiento suprime las lenguas

estrehas inestables que ourren para grandes valores de � en las regiones en donde j�j < �. Valores

mayores de disipai�on imposibilitan el fen�omeno de resonania param�etria.

Por otra parte, la mejora de rendimiento en sistemas f��sios o me�anios freuentemente requie-

ren de fuerzas disipativas peque~nas. En este aso, intervalos r��tios de la freuenia de exitai�on

son altamente sensibles a la relai�on entre la amplitud de la exitai�on y el par�ametro de amorti-

guamiento. Esta dependenia predomina en el fen�omeno de desestabilizai�on del sistema debido a

fuerzas disipativas in�nitamente peque~nas en aso de ombinai�on de resonanias (para sistemas de

mas de dos grados de libertad).

Considere la euai�on de Mathieu on amortiguamiento

�y + Æ _y + [�+ � os(t)℄y = 0; (2.5)

uya representai�on en espaio de estados es

_x =

�

0 1

��� � os(t) �Æ

�

x = A(t)x (2.6)

en donde x =

�

y _y

�

>

.

Los multipliadores arater��stios de A(t) satisfaen (ver Teorema 1.7)

�

1

�

2

= exp

�

Z

T

0

trfA(�)gd�

�

= exp

�

�

Z

T

0

Æd�

�

= e

�ÆT

;

�

1

y �

2

son soluiones del polinomio arater��stio de la matriz de Monodrom��a de la forma

p

M

(�) = �

2

� � (�; �; Æ) + e

�ÆT

= 0: (2.7)

Las dos soluiones de (2.7) son

�

1;2

=

�

��

p

�

2

� 4e

�ÆT

�

=2:

Para distintos valores de �

1

y �

2

, la euai�on (2.6) tiene dos soluiones linealmente independientes

de la forma (vea Teorema 1.6)

x

i

= p

i

(t)e

�

i

t

i = 1; 2

en donde e

�

i

T

= �

i

, (i = 1; 2) y p

i

(t) son funiones de periodo T .

De (2.7), la solui�on general de y, la primer omponente de x es dada por

y = 

1

q

1

(t)e

�

1

t

+ 

2

q

2

(t)e

�

2

t

(2.8)

en donde 

1

y 

2

son onstantes, q

1

(t) y q

2

(t) tienen periodo m��nimo T . La estabilidad de (2.5) se

determina por el omportamiento de y en (2.8). Los exponentes arater��stios pueden ser omplejos

de modo que x!0 omo t!1 ourrir�a en ambos asos Re(�

1

) < 0 y Re(�

2

) < 0. Equivalentemente,

j�

1

< 1j y j�

2

< 1j. Existen tres asos por onsiderar:
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Figura 2.2: Euai�on de Mathieu on amortiguamiento.

� �

2

> 4e

�ÆT

, �

1

y �

2

son ambos reales y positivos o ambos reales y negativos de auerdo al

signo de �, en ambos asos �

2

< �

1

. Si ambos son positivos, entones la solui�on per��odia es

estable si

�

1

=

�

��

p

�

2

� 4e

�ÆT

�

=2 < 1 o � < 1 + e

�ÆT

:

Para Æ > 0, este l��mite inferior es siempre mayor que 2e

�(T=2)Æ

. Similarmente, si � < �2e

�(T=2)Æ

,

entones los l��mites de estabilidad son � = �2e

�(T=2)Æ

y � = �1� e

�TÆ

.

� �

2

> 4e

�ÆT

, en este aso �

1

= �

2

=

1

2

� = �e

�(T=2)Æ

= �, es deir, si � = e

�(T=2)

Æ, entones

� = �

1

2

Æ y si � = �e

�(T=2)Æ

, entones Re(�)=�

1

2

Æ. En ambos asos la solui�on es estable.

� �

2

< 4e

�ÆT

, �

1

y �

2

son omplejos onjugados dados por

1

2

(�� i�) en donde � =

p

4e

�TÆ

� �

2

,

por lo tanto el sistema es estable si j�j < 2.

En la Fig. 2.2 se apreia el efeto del amortiguamiento; hay un inremento en las zonas de

estabilidad debido al levantamiento de las lenguas de Arnold sobre el eje �, la elevai�on de las

lenguas es inversamente proporional a su anhura uando Æ = 0 [42℄.

2.2. Propiedades de la euai�on de Hill de dos grados de libertad

En esta sei�on se presentan algunas ualidades de la euai�on de Hill de dos grados de li-

bertad. Informai�on espe���a se puede onsultar en [43℄-[48℄. Al �nal del apartado se menionan

algunos problemas abiertos y otros inexplorados onernientes a la euai�on de Hill, as�� omo una

omparativa entre los sistemas de uno y dos grados de libertad.

La euai�on de Hill de dos grados de libertad se determina por:

�y + [�A+ �Bq (t)℄ y = 0; y (t) 2 R

2

; (2.9)

en donde A;B 2 R

2�2

y (�; �) son par�ametros de�nidos omo en el aso esalar.
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An�alogamente, omo en un grado de libertad, se de�ne x :=

�

y _y

�

>

2 R

4

. Expresando (2.9) en

espaio de estados:

_x = A(t)x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

0 I

2

�I

2

0

�

| {z }

J

�

�A+ �Bq (t) 0

0 I

2

�

| {z }

H(t)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

x

Para que el sistema anterior sea un sistema Hamiltonian (H (t) = H

>

(t)), se debe umplir que

A = A

>

y B = B

>

.

Sin p�erdida de generalidad se puede asumir a la matriz A diagonal uyas entradas (positivas)

representan el uadrado de las dos freuenias naturales del sistema, en ausenia de exitai�on

param�etria.

Note que ahora se tienen uatro multipliadores arater��stios, puesto que la matriz de Mo-

nodrom��a M 2 R

4�4

. Los multipliadores son sim�etrios on respeto al eje real porque la matriz

M es real y sim�etrios on respeto al ��rulo unitario porque la matriz de transii�on de estados es

simpl�etia.

En este aso, los multipliadores arater��stios pueden abandonar el ��rulo unitario de tres

formas distintas, es deir,

1) un par de eigenvalores se salen del ��rulo en el punto +1,

2) un par de eigenvalores dejan el ��rulo en el punto �1 y

3) dos pares onjugados de eigenvalores dejan el ��rulo unitario en ualquier punto 1℄�, � 2

(0; �)

4

.

Los dos primeros inisos 1) y 2) tambi�en se presentan en el aso esalar, mientras que el terero

es propio de sistemas de dos o mas grados de libertad, se le denomina Colisi�on de Krein de los

multipliadores. La Fig. 2.3 ilustra los tres asos menionados.

2.2.1. Redui�on del polinomio arater��stio

Debido a la naturaleza simpl�etia de la matriz de Monodrom��a, su polinomio arater��stio es

sim�etrio (auto-re��proo) y toma la forma

p

M

(�) = �

4

�A�

3

+B�

2

�A�+ 1: (2.10)

En el art��ulo [49℄ se introdujo una nueva variable, �� = � + �

�1

, en esta variable el polinomio

arater��stio de la matriz de Monodrom��a se redue a un polinomio de grado 2, representado por:

Q (��) = ��

2

�A��+B � 2; (2.11)

en donde los oe�ientes A y B se de�nen detalladamente en [49℄. Los eigenvalores orrespondientes

son

��

1;2

=

1

2

h

A�

�

A

2

� 4B + 8

�

1=2

i

;

y los eigenvalores del polinomio original, p

M

(�), se pueden reuperar on la siguiente expresi�on

� =

1

2

h

��� i

�

4� ��

2

�

1=2

i

: (2.12)

La propiedad de simetr��a derivada de la naturaleza de los Hamiltonianos es una ualidad bastante

�util y poderosa, puesto que nos permite reduir el orden del an�alisis del sistema a �uniamente la

mitad.

4

Se usa r℄� para representar un n�umero omplejo on m�odulo r y argumento �.
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Figura 2.3: Coordenadas en donde los multipliadores de sistemas Hamiltonianos de dos grados de

libertad pueden abandonar el ��rulo unitario. Observe que para salir del ��rulo en los puntos �1,

solo se requiere de dos multipliadores, sin embargo, abandonar el ��rulo en 1℄�, para � 6= 0 o �,

implia que los uatro multipliadores deben satisfaer la on�gurai�on mostrada.

Las fronteras de transii�on (las u�ales de�nen la manera en la u�al los multipliadores pueden

abandonar el ��rulo unitario) se obtienen en [49℄, al sustituir �� = �2 en (2.11) o � = �1 en (2.10),

estas de�nen dos l��neas y una par�abola dadas por:

a) � = +1 B = +2A� 2

b) � = �1 B = �2A� 2

) Colisi�on de Krein B = A

2

=4 + 2

(2.13)

En la Fig. 2.4 apareen las funiones a) � ), en el plano (A;B). Adiionalmente, se muestran

las posibles posiiones de los multipliadores en ada zona. El �area en blano, enerrada por las

dos retas a) y b) y la par�abola ) representa la �unia region de estabilidad; los eigenvalores de

(2.10) est�an sobre el ��rulo unitario para iertos valores A;B. En la frontera de B = +2A � 2

(B = �2A�2) hay al menos una solui�on T -peri�odia (2T -peri�odia). En la frontera de la par�abola

B = A

2

=4 + 2 existe un par de multipliadores en alg�un punto sobre el ��rulo unitario, exepto en

�1 y se tiene dos soluiones peri�odias de ualquier periodo en general.

Considere la euai�on de Mathieu de dos grados de libertad en espaio de estados que se formula

a ontinuai�on

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x (2.14)

en donde las matries A =

�

1 0

0 2

�

y B =

�

1 �1

�1 2

�

y la funi�on peri�odia es q (t) = os(t)

La Fig. 2.5 muestra las lenguas de Arnold de (2.14) de auerdo a la relai�on de olores desrita

en la Fig. 2.4.

Graias a Brouke [50℄, se puede alular expl��itamente la posii�on de los multipliadores sobre

el ��rulo unitario que dan lugar a ada �area de olor que divide las lenguas de Arnold de la euai�on

de Mathieu (o de ualquier otro mapeo simpl�etio).

Las regiones de inestabilidad surgen uando alg�un par de multipliadores oinide en el punto

+1 o �1 y posteriormente abandonan el ��rulo unitario (tal omo suede en la euai�on de Hill

de un grado de libertad), pero ada par de multipliadores est�a asoiado a la freuenia natural
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Figura 2.4: Zonas de estabilidad-inestabilidad para el polinomio (2.11). Blano representa estabili-

dad; rojo para alg�un � < �1; verde para alg�un � > 1; amarillo para alg�un � < �1 y otro � > 1;

rosa para dos multipliadores < 1; ian para dos multipliadores > 1. Azul para dos multipliadores

no reales fuera del ��rulo unitario.

α

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

β

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Figura 2.5: Lenguas de Arnold para la euai�on de Mathieu de dos grados de libertad (2.14) on

q (t) = os(t). Las regiones azules orresponden a lenguas de ombinai�on.
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de alguno de los dos subsistemas, por lo tanto, hay dos posibles formas de salir del ��rulo en los

puntos �1; las lenguas de resonania que ada par de multipliadores genera independientemente se

llaman lenguas prinipales, tambi�en se onoen omo resonania simple, y en t�erminos de freuenia

surgen uando


 =

2!

j

k

j = 1; 2; k = 1; 2; : : : ;

en donde 
 es la freuenia de q(t) y !

j

es la freuenia natural de ada subsistema. Si A =

diagf�

1

; �

2

g y la freuenia de q(t) es 
 = 1 en (2.14), entones �

1

= !

2

1

=


2

y �

2

= !

2

2

=


2

.

Por otra parte los multipliadores, a diferenia del aso esalar, tambi�en pueden dejar el ��rulo

unitario en ualquier otro punto 1℄� para alg�un � 2 (0; �), estas olisiones de Krein originan

zonas inestables onoidas omo lenguas de Arnold de ombinai�on o resonania de ombinai�on y

satisfaen lo siguiente


 =

!

i

� !

j

k

i; j = 1; 2; i > j k = 1; 2; : : : ;

el signo + o � de�ne las llamadas lenguas de ombinai�on de suma o de diferenia respetivamente.

Una expliai�on mas ompleta se enontra en [38℄.

Observai�on 2.8. Es importante resaltar que en el aso de dos grados de libertad las lenguas de

Arnold est�an vinuladas on ada una de las freuenias naturales de los subsistemas, en onseuen-

ia (y en general) las lenguas asoiadas a un subsistema se superponen a las del otro. No obstante,

las lenguas de resonania se pueden intersetar para iertas freuenias naturales raionalmente

independientes.

2.3. Generalizai�on de la euai�on de Hill de uno y dos grados de

libertad

A pesar de que la euai�on de Hill ha sido estudiada por m�as de un siglo, todav��a existen aspetos

inexplorados o parialmente estudiados. En esta parte se extiende una modesta lista de algunos de

ellos, empezando on la euai�on de Hill esalar,

�x+ [�+ �q(t)℄ x = 0;

suponga que la se~nal de exitai�on q(t) ya no es peri�odia sino quasi-peri�odia o almost-peri�odia.

En este sentido, el an�alisis se torna ompliado puesto que ya no se puede disponer del Teorema de

Floquet

5

.

Reordemos que una funi�on q(t) es peri�odia si se puede representar en forma de una suma

in�nita de funiones arm�onias, es deir, en una serie de Fourier (que adem�as onverge)

q (t) =

1

X

k=�1



k

e

j(k!

0

)t

;

en donde !

0

es la freuenia fundamental y k!

0

son sus arm�onios que se relaionan raionalmente

(son onmensurables).

Una funi�on q (t) es quasi-peri�odia si se puede representar omo la suma de un n�umero �nito

de funiones peri�odias uyas freuenias son no onmensurables, es deir, no est�an relaionadas

raionalmente, por ejemplo: q (t) = sin t+ sin�t.

Una funi�on q (t) es almost-peri�odia, si admite una serie de Fourier generalizada onvergente,

de la forma:

q (t) =

1

X

k=�1



k

e

j$

k

t

5

De las dos onseuenias del Teorema de Floquet (ap��tulo 2): reduibilidad y estabilidad solo se preserva una

parte de la reduibilidad, la fatorizai�on proveniente de la estabilidad no es posible uando q(t) no es peri�odia.
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en donde la seuenia f: : : ; 

k�1

; 

k

; 

k+1

; : : :g 2 `

2

6

, esta ondii�on garantiza la onvergenia.

Para dos grados de libertad la euai�on de Hill promete un mayor n�umero de posibles extensiones

o generalizaiones que se menionan onforme a su nivel de omplejidad de menor a mayor.

Sea el siguiente sistema:

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x;

la representai�on en variables de estado de la euai�on de Hill en dos grados de libertad.

� En el sistema (2.3) se preserva la exitai�on q(t) omo una se~nal T -peri�odia, pero la matriz B

ya no es sim�etria. Es posible analizar la estabilidad del sistema (todav��a peri�odio) utilizando

teor��a de Floquet, sin embargo la matriz de Monodrom��a deja de ser simpl�etia; se mantiene

la misma ondii�on de estabilidad (todos los multipliadores deben estar sobre el ��rulo

unitario), no hay resultados sobre estabilidad fuerte y se desonoe omo los multipliadores

arater��stios abandonan el ��rulo unitario.

� La funi�on q(t) no es T -peri�odia, puede ser quasi-peri�odia o almost-peri�odia. No se puede

apliar el Teorema de Floquet, no hay matriz de Monodrom��a y en onseuenia no existe una

ondii�on anal��tia que determine estabilidad basada en multipliadores de Floquet.

� q(t) no es T -peri�odia, puede ser quasi-peri�odia o almost-peri�odia, pero adem�as B no es

sim�etria (una ombinai�on de los dos asos anteriores). El sistema ya no es ni Hamiltoniano

ni T -peri�odio. No se puede apliar ninguna herramienta estableida a lo largo de este trabajo.

Esasos trabajos est�an destinados a este problema.

� La dimensi�on del sistema representado en espaio de estados es impar, el sistema ya no puede

ser Hamiltoniano, es deir,

_x = A(t)x; A(t) = A(t+ T ); x(t) 2 R

2n+1

el sistema sigue siendo peri�odio por lo que es posible apliar el Teorema de Floquet, pero para

sistemas estables o aotados siempre hay un multipliador real en +1 o en �1, se desonoe

omo salen del ��rulo unitario y todas las otras impliaiones relaionadas.

Finalmente, se plantea la relai�on existente entre la euai�on de Hill [16℄ y la teor��a de Sturm-

Liouville SL [52℄.

En el aso esalar, podemos esribir la euai�on de Hill omo el problema est�andar de SL omo

sigue,

�y + �q(t)y = ��y (2.15)

y(0) = y(T ); _y(0) = _y (T ) (2.16)

y(0) = �y(T ); _y(0) = � _y (T ) (2.17)

en donde (2.15) es la euai�on de Hill esrita de manera diferente, (2.16) y (2.17) son ondiiones

de frontera. Esta lase de estruturas en el ampo de las euaiones difereniales reibe el nombre

de problema de valor de frontera o problema de ondii�on de frontera.

De las expresiones anteriores surgen dos asos interesantes [53℄ or [16℄:

a) Al onsiderar (2.15) y las ondiiones de frontera (2.16) se obtienen las fronteras T -peri�odias

de las lenguas de Arnold.

b) La euai�on (2.15) mas las ondiiones de frontera (2.17) permiten reuperar las fronteras

2T -peri�odias de las lenguas de Arnold.

6

Una seuenia f: : : x

k�1

; x

k

; x

k+1

: : :g doble in�nito pertenee a `

2

si

1

P

k=�1

jx

k

j

2

= M <1. Ver [51℄.
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Con respeto a la euai�on de Hill de dos grados de libertad se tiene una situai�on diferente; on las

ondiiones de frontera (2.16) y (2.17) se onsiguen las fronteras de las lenguas de Arnold prinipales,

no obstante, no hay forma de espei�ar valores de frontera para las lenguas de ombinai�on.

2.3.1. Euai�on de Hill de un grado de libertad vs. euai�on de Hill de dos

grados de libertad

Para �nalizar el ap��tulo, se presenta una tabla omparativa entre la euai�on de Hill de un

grado de libertad y de dos grados de libertad:

Propiedad E. Hill 1 grado de libertad E. Hill 2 grados de libertad

Puntos en donde los multipli-

adores salen del ��rulo uni-

tario

+1 y �1 1℄�, � 2 [0; �℄

Intersei�on de las lenguas de

Arnold

no se intersetan

generalmente se intersetan

para grandes valores de �

Fronteras de las lenguas de

Arnold

pueden orresponder a solu-

iones T o 2T -peri�odias

pueden orresponder a solu-

iones T o 2T -peri�odias, T y

2T -peri�odias o a alguna solu-

i�on no onmensurable on T

Existenia de lenguas de om-

binai�on

no si

Equivalenia on el problema

de Sturm-Liouville

si no
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3
M�etodos para el an�alisis de

estabilidad de la euai�on de

Hill

En esta sei�on se presentan los m�etodos mas utilizados para el an�alisis de estabilidad en la

euai�on de Hill de un grado de libertad.

3.1. Determinantes in�nitos

La estabilidad de la euai�on de Hill iniialmente se estudi�o utilizando la t�enia de determi-

nantes in�nitos desde 1877.

Hill utiliz�o esta t�enia, por primera vez, en su memoria [3℄. Posteriormente, Poinar�e determin�o

las ondiiones bajo las u�ales los determinantes onvergen (ondiiones que satisfaen la formulai�on

original de Hill [54℄).

El m�etodo desansa sobre la suposii�on de la existenia de soluiones x

i

= p

�1

i

(t)e

�

i

t

obtenidas

de la Teor��a de Floquet, ver Corolario (1.3) o mas espe���amente, Teorema (1.6). Es importante

resaltar que los exponentes arater��stios � = ln(�)=T son los eros de los determinantes in�nitos

orrespondientes a la euai�on de Hill [55℄.

El objetivo es enontrar valores de � y � para los uales existen soluiones T y 2T -peri�odi-

as. Hallar dihos par�ametros es equivalente a enontrar las fronteras entre las regiones estables e

inestables en el diagrama de Ine-Strutt.

Considere la euai�on de Mathieu

�x+ [�+ � os(t)℄ x = 0; (3.1)

y asuma que su solui�on est�a determinada por la siguiente serie de Fourier

x (t) =

1

X

k=�1



k

e

j(k!

0

)t

;

en donde !

0

= 1 al suponer T = 2�. Sustituyendo esta solui�on y os t = 1=2

�

e

jt

+ e

�jt

�

en (3.1),

se tiene que

P

1

k=�1

�

�

k+1

+ 2

�

�� k

2

�



k

+ �

k�1

�

e

jkt

= 0 8t, entones,

�

k+1

+ 2

�

�� k

2

�



k

+ �

k�1

= 0; k = 0� 1;�2; : : : � 6= k

2

;

esta euai�on se puede expresar omo:



k



k+1

+ 

k

+ 

k



k�1

= 0 

k

=

�

2 (�� k

2

)

; k = 0� 1;�2; : : : ; (3.2)
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observe que 

k

= 

�k

. El onjunto in�nito de euaiones lineales homog�eneas, en la expresi�on

anterior, tiene solui�on no ero para la seuenia f

k

g si los oe�ientes del determinante in�nito

[18℄, onoido omo determinante de Hill

1

, son ero, es deir,

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : 

1

1 

1

0 0 : : :

: : : 0 

0

1 

0

0 : : :

: : : 0 0 

1

1 

1

: : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

Se puede asegurar la onvergenia del determinante si se umple la ondii�on de 

k

= O

�

k

�2

�

en

(3.2). Esta euai�on es equivalente a �(�; �) = 2.

Mediante una relai�on reurrente se puede llegar a aproximaiones de k � k,

DH

m;k

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 

m

0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :



m�1

1 

m�1

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : 0 

0

1 

0

0 : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 

k�1

1 

k�1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 

k

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

: (3.3)

DH

m;k

tiene m+k+1 renglones y olumnas. Expandiendo el primer rengl�on: DH

m;k

= DH

m�1;k

�



m



m�1

DH

m�2;k

.

De�niendo E

k

= DH

k;k

, P

k

= DH

k�1;k

, Q

k

= DH

k�2;k

y si m = k; k + 1; k + 2 suesivamente

en (3.3) se tiene

E

k

= P

k

� 

k



k�1

Q

k

P

k+1

= E

k

� 

k+1



k

P

k

Q

k+2

= P

k+1

� 

k+2



k+1

E

k

:

Haiendo algunos �alulos se tiene,

E

k+2

= (1� 

k+1



k+2

)E

k+1

� 

k+1



k+2

(1� 

k+1



k+2

)E

n

+ 

2

k



3

k+1



k+2

E

k�1

; para k � 1:

Para resolver esta euai�on en diferenias se neesita el valor de E

0

, E

1

y E

2

, dados por

E

0

= 1 E

1

=

�

�

�

�

�

�

1 

1

0



0

1 

0

0 

1

1

�

�

�

�

�

�

= 1� 2

0



1

;

E

2

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 

2

0 0 0



1

1 

1

0 0

0 

0

1 

0

0

0 0 

1

1 

1

0 0 0 

2

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= (

1



2

� 1)(

1



2

� 1 + 2

0



1

):

En [18℄ se prueba que la seuenia de determinantes fE

k

g es onvergente.

Se resuelven las euaiones E

i

= 0 para �, on � �jo, onforme i = 1; 2; : : : ; �. Observe en (3.2),

que si � � 1; 2

2

; 3

2

; : : : hay problemas de onvergenia, para evitarlo se reesalan los renglones en

1

En este aso el determinante es tridiagonal: tiene eros en todas partes exepto en la diagonal prinipal y en las

diagonales inmediatamente arriba y abajo de �esta.
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E y as�� se eliminan los denominadores �� k

2

. Ahora se onsideran los eros de

L

1

(�; �) =

�

�

�

�

�

�

2(� � 1

2

) � 0

� 2� �

0 � 2(�� 1

2

)

�

�

�

�

�

�

= 2

3

�(�� 1

2

)

2

E

1

;

L

2

(�; �) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2(� � 2

2

) � 0 0 0

� 2(�� 1

2

) � 0 0

0 � 2� � 0

0 0 � 2(� � 1

2

) �

0 0 0 � 2(� � 2

2

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 2

5

�(� � 1

2

)

2

(�� 2

2

)

2

E

2

;

y as�� suesivamente. La evaluai�on de los tres primeros determinantes onduen a:

L

1

(�; �) = 4(� � 1)

�

�2�+ 2�

2

� �

2

�

L

2

(�; �) = 2

�

16� 20�+ 4�

2

� �

2

� �

16�� 20�

2

+ 4�

3

+ 8�

2

� 3��

2

�

L

3

(�; �) = 8

�

�72 + 98� � 28�

2

+ 2�

3

+ 5�

2

� ��

2

� �

�288� + 392�

2

�112�

3

+ 8�

4

� 144�

2

+ 72��

2

� 8�

2

�

2

+ �

4

�

;

se puede ver de los determinantes L

i

(�; 0) que L

i

(�; 0) = 0 si �

l

= l

2

para l � i, estos son los valores

r��tios en donde naen las lenguas de Arnold T -peri�odias. Anal�ogamente, este proedimiento

ondue a las soluiones o fronteras 2T -peri�odias (T = 4�).

Se debe remarar que el determinante de Hill es fuertemente onvergente para peque~nos valores

de � y �, bajo estas ondiiones pueden ofreer buenas estimaiones de los exponentes arater��stios

y de estabilidad. Por otra parte, para � y � signi�ativamente mas grandes que la unidad, es

neesario alular determinantes bastante grandes (demandando reursos poderosos de �omputo y

tiempo de �alulo). Adem�as, �estos pueden diverger en un iniio antes de onverger aeptablemente.

3.2. Teor��a de perturbaiones

En esta sei�on se menionar�an algunos m�etodos anal��tios para enontrar las soluiones de

sistemas din�amios variantes en el tiempo en general, lineales, no lineales, de ualquier grado de

libertad e inluso podr��an utilizarse en problemas que involuran euaiones difereniales pariales.

Sin embargo, nuestro inter�es se limita a sistemas peri�odios desritos por la euai�on de Hill esalar.

Se presenta el an�alisis de la euai�on de Mathieu utilizando las series de Poinar�e-Lindstedt a modo

de ejemplo.

Teor��a de perturbaiones onsiste en el �alulo del valor de una funi�on de inter�es asoiada a

un problema dependiente de un par�ametro � a partir del onoimiento de su valor para � = 0, bajo

esta ondii�on (� = 0) el an�alisis debe ser simple, o por lo menos expl��ito y riguroso, mientras que

para � 6= 0, peque~no, se intenta expres�andolo omo la suma de una serie de potenias en � y �esta

ser�a la solui�on.

La teor��a de perturbaiones es, freuentemente la �unia manera de aproximarse a las propiedades

de los sistemas uyas euaiones no se pueden 'resolver expl��itamente'.

El desubrimiento de planetas, de omportamientos a�otios, los avanes de la teor��a del ampo

u�antio en eletrodin�amia y la uni�ai�on de las fuerzas elementales se deben en gran parte a la

teor��a de perturbaiones.

Algunos de los m�etodos en la Teor��a de perturbaiones son:

� Expansi�on direta

� Solui�on exata

� Poinar�e-Lindstedt
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� Renormalizai�on

� Multiples esalas

� Promediai�on

� Variai�on de par�ametros

Para detalles espe���os de estos m�etodos, ver [56℄

Para obtener las fronteras de las lenguas de Arnold de la euai�on (3.1) se apliar�a el m�etodo

de Poinar�e-Lindstedt. La naturaleza del m�etodo impone valores peque~nos de j�j.

Suponga que las urvas de transii�on est�an determinadas por,

� = �(�) = �

0

+ ��

1

+ �

2

�

2

; : : : (3.4)

y las soluiones orrespondientes:

x(t) = x

0

(t) + �x

1

(t) + �

2

x

2

(t); : : : (3.5)

en donde x

0

; x

1

; x

2

; : : : tienen periodo fundamental T o 2T .

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) y los oe�ientes de id�entias potenias en � se igualan a

ero, se obtiene,

�x

0

+ �

0

x

0

= 0 (3.6)

�x

1

+ �

0

x

1

= �(�

1

+ os(t))x

0

(3.7)

�x

2

+ �

0

x

2

= ��

2

x

0

� (�

1

+ os(t))x

1

(3.8)

�x

3

+ �

0

x

3

= ��

3

x

0

� �

2

x

1

� (�

1

+ os(t))x

2

(3.9)

y as�� suesivamente.

De la expresi�on �

0

=

k

2

4

; k = 0; 1; 2; : : : en el ap��tulo Euai�on de Meissner podemos saber

en donde surgen las soluiones T -peri�odias as�� omo las 2T -peri�odias.

Consideremos los asos para k = 0 y k = 1:

1) k = 0, implia que �

0

= 0, por lo tanto �x

0

= 0 y la solui�on de (3.6) es

x

0

= A

0

;

asumimos que la onstante A

0

6= 0. Sustituyendo x

0

en (3.7), entones �x

1

= �(�

1

+os(t))A

0

,

la u�al tiene soluiones peri�odias solamente s�� �

1

= 0, se sigue que

x

1

= A

0

os(t);

observe que es su�iente quedarse �uniamente on la solui�on partiular

2

. Ahora, sustituimos

x

0

y x

1

y (3.8) se onvierte en,

�x

2

= �A

0

�

2

�

1

2

A

0

�A

0

os

2

(t) = �A

0

�

2

�

1

2

A

0

�

1

2

A

0

os(2t);

genera soluiones T y 2T -peri�odias solo si �

2

+

1

2

A

0

= 0 ) �

2

= �

1

2

A

0

. Por lo tanto,

x

2

=

1

8

A

0

os(2t):

2

La inlusi�on de soluiones omplementarias no agrega generalidad y se pueden mezlar m�as onstantes arbitrarias.
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Finalmente, x

i

; i = 0; 1; 2 en (3.9),

�x

3

= ��

3

x

0

� �

0

A

0

os(t)�

1

8

A

0

os(t) os(2t) = A

0

�

��

3

�

�

�

2

+

1

16

�

os(t)�

1

16

os(3t)

�

:

Note que las soluiones ser�an peri�odias solo si �

3

= 0. Entones para j�j peque~nas,

� = �

1

2

�

2

+O

�

�

4

�

;

la u�al es una aproximai�on a la primera lengua de Arnold de la euai�on de Mathieu, ver

Fig. 1, en la introdui�on.

La solui�on T -peri�odia es

x(t) = A

0

�

1 + � os(t) +

1

8

�

2

os(2t)

�

+O

�

�

3

�

:

b) k = 1, entones �

0

=

1

4

, y x

0

= A

0

os (t=2) +B

0

sin (t=2). De (3.7),

�x

1

+

1

4

x

1

= �(�

1

+ os(t)) [A

0

os(t=2) +B

0

sin(t=2)℄

= �A

0

(�

1

+ 1=2) os(t=2) �B

0

(�

1

� 1=2) sin(t=2) �A

0

=2 os(3t=2) �B

0

=2 sin(3t=2)

(3.10)

Hay soluiones 2T -peri�odias si ualquiera, B

0

= 0, �

1

= �1=2, o A

0

= 0, �

1

= 1=2. Conside-

remos ambos asos:

1. B

0

= 0, �

1

= �1=2. La solui�on partiular de (3.10) es x

1

= A

0

=4 os(3t=2). x

1

en (3.8)

resulta en

�x

2

+

1

4

x

2

= �(�

2

+ 1=8)A

0

os(t=2) +A

0

=8 os(3t=2) �A

0

=8 os(5t=2):

Los t�erminos seulares pueden ser eliminados (t�erminos responsables de un reimiento no

aotado) de�niendo � = �1=8. Por lo tanto una urva de transii�on en � = 1=4, � = 0 es

� = 1=4� �=2 � �

2

=8 +O

�

�

3

�

: (3.11)

2. A

0

= 0, �

1

= 1=2. De (3.10), x

1

= B

0

=4 sin(3t=2), sustituyendo en (3.8),

�x

2

+ 1=4x

2

= �(�

2

+ 1=8)B

0

sin(t=2) �B

0

=8 sin(3t=2) �B

0

=8 sin(5t=2):

Los t�ermino seulares se eliminan on �

2

= �1=8, y se obtiene la otra urva de transii�on,

� = 1=4 + �=2 � �

2

=8 +O

�

�

3

�

: (3.12)

Las urvas de transii�on de�nidas por (3.11) y (3.12) son una aproximai�on de las fronteras

de las lenguas de Arnold en � = 1=4 y � = 0, mostradas en la Fig. 1, en la introdui�on.

De forma an�aloga se pueden obtener las lenguas que naen en � = 1;

9

4

; 4;

25

4

; : : : y � = 0.
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4
Soluiones Peri�odias en la

Euai�on de Hill no

homog�enea

4.1. Euai�on de Hill no homog�enea: un grado de libertad

4.1.1. Anteedentes

Como se ha menionado a lo largo del trabajo, el n�umero de sistemas din�amios desritos por

la euai�on de Hill es grande, y estos fen�omenos son tan diversos que explian desde sistemas

me�anios relativamente simples, omo son: la estabilidad en las barras laterales de loomotoras (en

su �epoa), el movimiento de barras, vigas o tubos sometidos a fuerzas axiales peri�odias, hasta temas

mas ompliados relaionados a la astronom��a y la m�eania u�antia. No obstante, a pesar de la

amplia gama de investigaiones designadas a esta euai�on, la antidad de trabajos que involuran

la euai�on de Hill no homog�enea es esasa, esta es la raz�on que motiv�o el desarrollo de esta tesis

de investigai�on.

La euai�on de Hill en su versi�on no homog�enea se representa por,

�x+ [�+ �q(t)℄ x = f(t) (4.1)

Algunas de las investigaiones destinadas a la euai�on (4.1) fueron desarrolladas por: Slane y

Tragesser [21℄, ellos analizaron una lase de sistemas asi peri�odios desritos por un onjunto de

euaiones difereniales no lineales on puntos de equilibrio desonoidos, por lo que linealizaron

alrededor de un movimiento de referenia peri�odio obteniendo as�� una euai�on diferenial lineal

exitada param�etriamente no aut�onoma e inhomog�enea; entones modi�aron la Teor��a de Floquet

para examinar anal��tiamente el omportamiento transitorio y en estado estaionario del sistema.

Desubrieron que el omportamiento general preestableido por la Teor��a de Floquet para sistemas

homog�eneos, solo ambiaba para el aso de multipliadores semi-simples que son id�entiamente

igual a uno. En otras palabras, demostraron que los puntos de oexistenia, estables en el sistema

homog�eneo, se vuelven inestables en (4.1) uando f(t) es una se~nal peri�odia. Tambi�en estableieron

que la solui�on ompleta del sistema peri�odio no homog�eneo onverge a un estado estaionario on

el mismo rango exponenial (determinado por el exponente arater��stio de Floquet) on que lo

hae el sitema peri�odio homog�eneo uando es evaluado en un periodo.

Younesian y otros [22℄ usaron la t�enia de par�ametros restringidos para enontrar las soluiones

� y 2� peri�odias del p�endulo sujeto a un soporte el u�al se mueve a lo largo de una trayetoria tipo

mariposa, desrito por la euai�on de Mathieu no homog�enea, �u+[Æ + 2" os(2t)℄ u = 2" sin(2t). Adi-

ionalmente, explotaron el m�etodo de m�ultiples esalas para obtener anal��tiamente la estabilidad-
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inestabilidad de las urvas de transii�on en el plano (Æ; "). Demostraron que hay dos tipos de

soluiones no aotadas en las regiones de inestabilidad, osilatorias y no osilatorias.

Shadman y Mehri [23℄, probaron mediante el teorema de punto �jo la existenia de soluiones

peri�odias en la euai�on de Hill homog�enea y posteriormente extendieron este resultado (en el

mismo art��ulo) a la euai�on de Hill no homog�enea

�x+ p(t)x = f(t); p(t+ T ) = p(t); f(t+ T ) = f(t) y T > 0; (4.2)

en donde p(t) y f(t) son funiones ontinuas. Es v�alido resaltar que enontraron soluiones pe-

ri�odias en sistemas de dos grados de libertad, es deir para euaiones de Hill-Mathieu aopladas.

Adem�as, usaron el riterio de Lyapunov [57℄ para mostrar la estabilidad y el ar�ater peri�odio de

las soluiones (aso homog�eneo).

La idea se basa en la suposii�on de que existen onstantesm;M tal que 0 < m � p(t) �M �

8

w

2

,

entones (4.2) tiene una solui�on T -peri�odia.

Kwong y Wong [24℄ apliaron la teor��a de Floquet para probar la suposii�on de que todas las

soluiones de la euai�on de Hill no homog�enea, �y + q(t)y = f(t);  6= 0 t � 0 (espe���amente

�y+ sin(t)y = os(t);  6= 0 t � 0), son osilatorias en el intervalo [0;1). Su m�etodo est�a fuertemente

limitado al heho de que las ambas se~nales, q(t) y f(t) deben tener el mismo periodo adem�as del

valor de la onstante , es deir, para que todas las soluiones sean osilatorias se debe umplir

jj �

25

72

p

15 � 1;3448.

4.1.2. An�alisis de estabilidad [25℄

De auerdo a la Teor��a de Floquet, la matriz de transii�on de estados �(t; T ) satisfae,

�(t+ T ) = �(t)�(T ):

Por lo tanto, para ada solui�on x(t) de (4.1) on ondii�on iniial x(0) = v, en donde v es un

eigenvetor de la matriz de Monodrom��a �(T ) asoiado al eigenvalor �, se preserva la siguiente

relai�on,

x(t+ T ) = �x(t):

De la expresi�on anterior se sigue la subseuente adena de igualdades

x(t+ T ) = �x(t)

x(t+ 2T ) = �

2

x(t)

.

.

.

x(t+ kT ) = �

k

x(t);

y a su vez, se puede ver f�ailmente que soluiones kT -peri�odias se obtienen uando �

k

= 1.

Con el objetivo de enontrar los valores de � que generen soluiones de periodo kT , haemos

uso de su forma polar,

x(t+ kT ) = �

k

x(t) = r

k

e

jk�

x(t):

La euai�on (4.1) es Hamiltoniana [38℄ y, omo ya se ha menionado, la matriz de transii�on de

estados de un sistema Hamiltoniano es simpl�etia [34℄, entones r

k

= 1 siempre que �

k

� 1 para

ualquier k 2 N.

Por lo tanto, e

jk�

= os(k�)+j sin(k�) = 1, se sigue que k� = �2n� en donde n 2 Z. N�otese que

n se puede despreiar puesto que representa giros de 2� radianes. Entones, la ondii�on de �angulo

para soluiones kT -peri�odias es,

� = �

2�

k

(4.3)
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Figura 4.1: C��rulo unitario: Muestra las posiiones de los multipliadores arater��tios que orres-

ponden a soluiones kT -peri�odias asoiadas a las l��neas delgadas desplegadas en el diagrama de

estabilidad de la euai�on de Mathieu no homog�enea.

(ver Fig. 4.1).

De este modo, los valores de � se determinan para ualquier k 2 N,

k = 1; � = 2� )�

1;2

= f1; 1g

k = 2; � = � )�

1;2

= f�1;�1g

k = 3; � =

2�

3

)�

1;2

=

�

�

1

2

� j

p

3

2

�

k = 4; � =

�

2

)�

1;2

= fj;�jg

.

.

.

De manera inmediata se observa que el sistema (4.1) tiene soluiones kT -peri�odias uando los

multipliadores de Floquet satisfaen (4.3) para iertos valores de � y �.

Observai�on 4.1. Conforme k se inrementa, las soluiones kT -peri�odias se aeran mas a las

soluiones T -peri�odias, onversamente si el valor de k disminuye las soluiones se alejan de las

trayetorias on per��odo T y se aeran a las 2T -peri�odias. Esta heho se puede apreiar prinipal-

mente en la Fig. 4.1, pero tambi�en se observa en las Figuras 4.6 y 4.11.

A partir de ahora se onsidera la posterior euai�on de Mathieu no homog�enea para futuros

an�alisis,

�x+ [�+ � os(!

0

t)℄ x =

r

X

i=1



i

os(!

i

t); (4.4)

en donde T

i

= 2�=!

i

y !

i

son las freuenias del omponente forzante para i = 0; 1; : : : ; r. Conse-

uentemente, T

0

� T .
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Los sistemas representados por esta euai�on son apaes de exhibir resonania lineal (o t��pia)

de manera an�aloga a omo lo haen los sistemas lineales on par�ametros onstantes en donde la

resonania toma lugar uando la freuenia de ualquier omponente de la se~nal forzante oinide

on la freuenia de las soluiones peri�odias del sistema homog�eneo.

Proposii�on 1. La resonania lineal en (4.4) surgir�a uando ualquier i-�esimo t�ermino forzante

en la sumatoria tenga periodo T

i

= k

i

T

0

, para alg�un k

i

2 N n f1; 2g y para iertos valores de � y �.

Por onsiguiente, se tiene que k

i

= !

0

=!

i

y se dedue la nueva ondii�on de fase,

�

i

= 2�

!

i

!

0

; (4.5)

para urvas T

i

-peri�odias.

Se puede determinar del an�alisis previo que las nuevas urvas T

i

-peri�odias (l��neas delgadas)

son resonantes o inestables en el sentido l�asio de resonania, es deir, la respuesta en el tiempo

del sistema a la entrada peri�odia (bajo las ondiiones ya desritas) reer�a linealmente uando

los par�ametros (�; �) se enuentren sobre ualquier punto de estas urvas. A partir de ahora esas

l��neas extremadamente delgadas ser�an llamadas l��neas de resonania lineal o mas orto, l��neas de

resonania.

Note que la resonania param�etria aparee uando el sistema es evaluado en ualquier punto

(�; �) dentro de las lenguas de Arnold (zonas obsuras) en el diagrama de Ine-Strutt, y en esta

regi�on, la amplitud de la respuesta tiene un rango de reimiento exponenial.

En presenia de alg�un omponente on periodo T

0

en la entrada del sistema, las fronteras T -

peri�odias de las lenguas de Arnold se vuelven inestables, esta a�rmai�on onuerda on la postulada

en [21℄. Similarmente, al forzar on una se~nal 2T

0

-peri�odia, las urvas de transii�on de periodo 2T

dejan de ser estables.

Observai�on 4.2. En general, las fronteras de las lenguas de Arnold son inestables, los �unios

puntos estables orresponden a puntos de oexisrenia [16℄, que son los puntos en donde el anho

de la lengua se redue a ero, o bien, en donde dos lenguas de Arnold se ruzan, ver Fig. 4.11,

oordenadas (2;5; 1;5) y (5; 4).

4.1.3. Euai�on de Mathieu no homog�enea on amortiguamiento

El objetivo de esta sei�on es araterizar la euai�on de Mathieu forzada uando se le agregan

fuerzas disipativas.

Considere la expresi�on,

�x+ Æ _x+ [�+ � os(!

0

t)℄x =

r

X

i=1



i

os(!

i

t); (4.6)

para alg�un Æ > 0. Y sea,

�

_x

1

_x

2

�

=

�

0 1

�[�+ � os(t)℄ �Æ

� �

x

1

x

2

�

+

�

0

1

�

r

X

i=1



i

os(!

i

t);

(4.7)

su representai�on en espaio de estados.

En [21℄, se a�rma que el omportamiento de la euai�on de Mathieu homog�enea y no homog�enea

es esenialmente el mismo, exepto uando los multipliadores arater��stios son ra��es simples del

polinomio m��nimo de la matrix de Monodrom��a (aso inusual), se analiza solo la parte homog�enea

de (4.7), entones se tiene,

_x

h

= A(t)x

h

; A(t) =

�

0 1

�[�+ � os(t)℄ �Æ

�

: (4.8)
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Figura 4.2: Respuesta en el tiempo de la euai�on de Mathieu no homog�enea on par�ametros � = 1

y � = 1;5.

La matriz de Monodrom��a para el sistema anterior es representada por:

M =M(T ) =

�

X

1h

(T ) X

2h

(T )

_

X

1h

(T )

_

X

2h

(T )

�

; (4.9)

y

M(0) =

�

1 0

0 1

�

:

Usando la f�ormula de Ostrogradskii-Jaobi-Liouville [29℄

det[M(T )℄ = det[M(0)℄e

R

T

0

tr[A(u)℄du

; (4.10)

se puede ver que si Æ > 0

det[M(T )℄ = e

�ÆT

< 1;

puesto que

det[M(0)℄ = 1 and tr[A(t)℄ = �Æ:

Para obtener los multipliadores de Floquet y determinar la estabilidad de (4.8), es neesario

alular el polinomio arater��stio de M .

P

M

(�) = �

2

� tr(M)�+ det[M ℄

= �

2

� [X

1h

(T ) +

_

X

2h

(T )℄�+ �

2

;

(4.11)

en donde �

2

= e

�ÆT

.

Reordemos de la De�nii�on (1.13) que una matriz es �-simpl�etia si

S

>

JS = �J

en donde � 2 (0; 1℄ es una onstante no ero.

Proposii�on 2. La matriz de Monodromia M 2 R

2�2

es �

2

-simpl�etia , det[M ℄ = �

2

.
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Figura 4.3: Multipliadores arater��stios de la euai�on de Mathieu on amortiguamiento sobre el

��rulo de radio � uando son omplejos (f�

1

; �

2

g) o sobre el eje real uando son reales (f

�

�

1

;

�

�

2

g).

Note que el ��rulo de radio � es menor que la unidad.

Demostrai�on. ()) M es �

2

-simpl�etia ) M

T

JM = �

2

J

det[M

T

JM ℄ = (det[M ℄)

2

= �

4

= det[�

2

J ℄

) det[M ℄ = �

2

:

Obviando las 'ra��es negativas' omo es usual [34℄.

(() det[M ℄ = �

2

if

M =

�

a b

 d

�

)M

�1

=

1

�

2

�

d �b

� a

�

entones, M es �

2

-simpl�etia , M

T

JM = �

2

J , M

T

J = �

2

JM

�1

M

T

J =

�

a 

b d

� �

0 1

�1 0

�

por otra parte

�

2

JM

�1

=

�

2

�

2

�

0 1

�1 0

� �

d �b

� a

�

=

�

� a

�d b

�

=M

T

J:

Note que si � = 1, M is simplemente simpl�etia.

Observai�on 4.3. Todos los valores arater��stios omplejos de M 2 R

2�2

est�an sobre el ��rulo

de radio �.

Demostrai�on. Si �

1

2 C ) �

2

=

�

�

1

, entones �

1

�

�

1

= k�

1

k

2

= �

2

) k�

1

k = �.

Del an�alisis previo, se puede ver que los multipliadores arater��stios f�

1

; �

2

g 2 C , est�an sobre

un ��rulo de radio � en la regi�on estable, es deir, dentro del ��rulo unitario, observe la Fig. 4.3.

Las lenguas de Arnold de la euai�on de Mathieu forzada on distintos oe�ientes de amorti-

guamiento se ilustra en la Fig. 4.4. Observe que las l��neas de resonania lineal desapareen, esto

se debe a que los multipliadores de Floquet que estaban sobre el ��rulo de radio 1 en la Fig. 4.1

(los ausantes, bajo iertas ondiiones, de resonania) fueron trasladado al ��rulo de radio � en la
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Figura 4.4: Gr�a�o de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + Æ _x + [�+ � os(t)℄ x =

P

7

i=3

os (t=i), para diferentes valores de disipai�on.

Figura 4.5: P�endulo de Kapitsa.

Fig. 4.3. En otras palabras el efeto de fuerzas disipativas se tradue en mover a los multipliadores

arater��stios del diso unitario a su interior.

El t�ermino de amortiguamiento, es bien sabido, redue las zonas inestables asoiadas on re-

sonania param�etria, entre mayor sea el valor de Æ las lenguas de Arnold son mas peque~nas y se

desplazan ada vez mas haia arriba, omo se muestra en la Fig. 4.4.

4.2. Ejemplo: p�endulo de Kapitsa

Se onoe omo p�endulo de Kapitsa al p�endulo simple uyo punto de suspensi�on var��a vertial

y peri�odiamente; el prinipal reto desde el punto de vista de la teor��a de ontrol onsiste en la

estabilizai�on din�amia de la posii�on invertida, es deir, el punto de equilibrio superior, se sabe que

se puede estabilizar mediante vibraiones r�apidas y peque~nas; si suponemos que p(t) = A os(!t) en

la Fig. 4.5, entones se estabiliza la posii�on de equilibrio superior uando se satisfae A! >

p

2gl, g

es la aelerai�on de la gravedad. Esta ondii�on fue desubierta, utilizando teor��a de perturbaiones,

por Piotr Kapitsa [58℄.
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Figura 4.6: Diagrama de estabilidad para el p�endulo de Kapitsa forzado: �x+ Æ _x+ [�+ � os(t)℄ x =

P

7

i=3

os (t=i) ; Æ = 0:

La Fig. 4.5 muestra un diagrama simple del p�endulo de Kapitsa, en donde la barra l se onsidera

sin masa y r��gida, m es una masa peque~na, g es la onstante gravitaional, q(t) es la funi�on de

exitai�on, en este aso es una funi�on arm�onia y (x; y) son las oordenadas originales del sistema.

La expresi�on que de�ne la din�amia del p�endulo on exitai�on param�etria es la euai�on de

Mathieu �x + [�+ � os(t)℄ = f(t), se deriva diretamente de las euaiones de Euler-Lagrange. La

obteni�on del modelo se puede onsultar a detalle en el ap�endie A.

Resultados num�erios [59℄

Puesto que la euai�on de Mathieu arateriza al p�endulo invertido linealizado, resulta v�alido

onsiderar la siguiente expresi�on para el orrespondiente aso forzado,

�x+ Æ _x+ [�+ � os(t)℄ x = f(t):

A ontinuai�on se utilizan dos se~nales f(t) diferentes para analizar el omportamiento del p�endu-

lo de Kapitsa, dando lugar a los sistemas:

�x+ Æ _x+ [�+ � os(t)℄ x =

7

X

i2f3;5;9;14g

os

�

t

i

�

(4.12)

�x+ Æ _x+ [�+ � sgn (sin(t))℄x =

X

i2f3;5;9;14g

os

�

t

i

�

(4.13)

Note que en (4.13) la se~nal peri�odia sgn[sin(t)℄ es apliada al punto de suspensi�on del p�endulo

dando lugar a la euai�on de Meissner no homog�enea.

La Fig. 4.6 muestra el diagrama de estabilidad del p�endulo forzado, omo en (4.12). Las l��neas

de resonania o soluiones kT -peri�odias para k 2 f3; 4; 5; 6; 7g, se apreian en las l��neas punteadas.

Observe que a estas l��neas est�an asoiadas on un par de multipliadores sobre el ��rulo unitario,

ver Fig. 4.1.

Es ruial resaltar que las l��neas de resonania 3T , 5T , 9T y 14T -peri�odias (a ada una le

orresponde un par de multipliadores sobre el ��rulo 4.1) son soluiones 'estables' del sistema

homog�eneo porque se enuentran en las zonas de estabilidad (no perteneen a las lenguas de Arnold).

No obstante, uando este sistema reibe una entrada on el mismo periodo que el de ualquiera de
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Figura 4.7: Respuesta del p�endulo de Kapitsa sin se~nal forzante: �x + [�+ � os(t)℄ x = 0, � = 3 y

� = 2.
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Figura 4.8: Respuesta del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + [�+ � os(t)℄ x = os
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Figura 4.9: Respuesta del p�endulo de Kapitsa sin se~nal forzante: �x + [�+ � os(t)℄ x = os (t=3;2),

� = 3 y � = 2.

las l��neas de resonania, por ejemplo 5T , entones, esta se~nal 5T -peri�odia entrar�a en resonania y

exhibir�a un omportamiento 'inestable'.

La Fig. 4.7 exhibe el omportamiento peri�odio (estable) del p�endulo de Kapitsa no forzado

en las oordenadas (�; �) = (3; 2) en el diagrama Ine-Strutt, este punto pertenee a una se~nal

3T -peri�odia.

Las Figuras 4.8 and 4.9 muestran las respuestas en el tiempo del sistema forzado, on los mismos

valores (�; �). La primera imagen ilustra la resonania lineal, la u�al aparee debido a la oinidenia

de la solui�on 3T -peri�odia (en el sistema no homog�eneo) y la se~nal forzante (oseno) del mismo

periodo. En la segunda gr�a�a se apreia que la oinidenia entre periodos se pierde (puesto que

el periodo del oseno es T = 3;2), en onseuenia la inestabilidad lineal tambi�en desaparee.

El efeto del amortiguamiento juega un papel esenial en la estabilidad-inestabilidad del p�endulo

invertido, puesto que redue el �area de resonania param�etria en relai�on a el valor de Æ (mayor

disipai�on mayor �area estable). Con respeto a la resonania lineal, �esta se desvanee inluso on un

valor muy peque~no de Æ, por lo tanto, las l��neas de resonania desapareen del gr�a�o de estabilidad.

Este heho es una onseuenia direta de la observai�on 4.3.

La Fig. 4.10 despliega la amplitud de la respuesta en el tiempo de (4.12) para (�; �) = (3; 2) y

Æ = f0;01; 0;1g.

La Fig. 4.11 muestra el p�endulo invertido forzado desrito por (4.13), las l��neas de resonania

en este sistema siguen el mismo prinipio omo en los dos asos anteriores.

Observai�on 4.4. En [64℄ p�ag. 289, aparee un diagrama similar a la euai�on de Mathieu no

homog�enea para � 2 [�0;8; 0;6℄ y � 2 [0; 1;5℄ y tambi�en se dibujan iertas l��neas pareidas a lo que

en este trabajo llamamos l��neas resonantes, sin embargo, no se presenta alg�un tipo de an�alisis. El

ontenido es puramente num�erio.

Comentario: esta es la primera vez que se presentan dos tipos de resonania sobre el diagrama

de Ine-Strutt: a) resonania param�etria y b) resonania lineal.

4.3. Soluiones kT -peri�odias on k 2 R

En esta sei�on se analiza el sistema:

�x+ [�+ �p(t)℄ x = q(t);
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Figura 4.10: Diferentes amplitudes para soluiones 3T -peri�odias de: �x + Æ _x + [�+ � os(t)℄ x =

P

7

i=3

os(t), on Æ = 0;01, Æ = 0;1 respetivamente y (�; �) = (3;5; 3;5).

Figura 4.11: Diagrama de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado : �x+Æ _x+[�+ � sgn (sin(t))℄ x =

P

i2f3;5;9;14g

os (t=i) ; Æ = 0.
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Figura 4.12: Posii�on de los multipliadores asoiados a soluiones eT , 3T y �T -peri�odias.

�

Estos

orresponden a l��neas delgadas en el diagrama de estabilidad de la euai�on de Mathieu forzada on

se~nales on periodo no onmensurable on el de la exitai�on param�etria.

en donde p(t) = p(t+ T ) y q(t) = q(t+ T ) on T y T no onmensurables. Para ser mas espe���os

se estudian los sistemas:

�x+ [�+ � os(t)℄ x = os(�T ); T

1

= 2 (4.14)

�x+ [�+ � os(t)℄ x = os(eT ); T

2

=

2�

e

(4.15)

en donde e � 2; 7182818 es el n�umero de Euler y � � 3;1415926, ambos perteneen a los n�umeros

irraionales. T

1

y T

2

son periodos fundamentales de las se~nales forzantes (4.14) y (4.15) respetiva-

mente. Puesto que el per��odo m��nimo del t�ermino de exitai�on param�etria es T = 2�, se puede ver

diretamente que T y T

1

no son onmensurables, as�� omo tampoo los son T y T

2

.

Usando la expresi�on de ondii�on de �angulo (4.3) para determinar la posii�on de los multiplia-

dores de FLoquet sobre el ��rulo unitario, se tiene que:

k = �; � =

2�

�

) �

1;2

= f�0;4161 � j0;9092g

k = e; � =

2�

e

) �

1;2

= f�0;6747 � j0;7380g

La Fig. 4.12 muestra las posiiones de los multipliadores de se~nales piT , 3T y eT -peri�odias.

Los multipliadores que orresponden a

�

la solui�on 3T -peri�odia se dibujan solo omo referenia

para ubiar a los que perteneen a periodos irraionales.

El omportamiento referido omo soluiones peri�odias (en la euai�on de Hill homog�enea) o

resonania lineal (en la euai�on de Hill no homog�enea) se preserva a pesar de que la se~nal forzante

y la exitai�on param�etria son no onmensurables, es deir, soluiones kT -peri�odias pueden surgir

on k no neesariamente entero, siempre que los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a est�en

sobre el ��rulo unitario, y esas soluiones resonaran si un t�ermino forzante, on el mismo periodo

es apliado al sistema.

Las l��neas de resonania orrespondientes a per��odos eT , 3T y �T (las u�ales tambi�en son

mostradas sobre el diso unitario arriba) est�an dibujadas en el diagrama de Ine-Strutt, Fig. 4.13.

La Fig. 4.14 traza las trayetorias x(t) de la solui�on de (4.14) uando � = 2 y � = 1;8, el

u�al es un punto loalizado sobre una de las l��neas �T -peri�odias en el gr�a�o de stabilidad (Figure

4.13), laramente esas trayetorias desriben resonania lineal o inestabilidad provoada por la se~nal

forzante.
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Figura 4.13: Diagrama de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + Æ _x + [�+ � os(t)℄ x =

os(et); os(3t) and os(�t): Æ = 0.
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del p�endulo de Kapitsa forzado: �x+ [�+ � os(t)℄ x = os(�t),

� = 2 y � = 1;8.
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Euai�on de Hill no homog�enea: dos grados de libertad

En esta parte se pretende haer una extensi�on de los resultados obtenidos en la sei�on anterior,

diho de otra manera, se estudia el omportamiento de la euai�on de Mathieu en dos grados de

libertad uando se le aplia una fuerza externa peri�odia, en este aso, una se~nal arm�onia simple. Se

desubrir�a que iertas propiedades intr��nseas en la euai�on de un grado de libertad no se pueden

extender a su hom�ologa en dos grados de libertad.

Considere la euai�on de Mathieu no homog�enea en dos grados de libertad,

�x+ [�A+ �Bp(t)℄x = h(t); (4.16)

en donde p(t) = p(t+ T ) 2 R es una funi�on peri�odia, h(t) = h(t + T ) 2 R

2

es la se~nal forzante,

ambas on valor promedio ero, x 2 R

2

, A = A

>

> 0 2 R

2�2

, B = B

>

> 0 2 R

2�2

y �, � 2 R son

par�ametros que representan las mismas antidades que en el aso uni dimensional.

Se requiere que las matries A y B sean sim�etrias y positivas de�nidas para asegurar que

el sistema (4.16) sea Hamiltoniano. Anteriormente, se establei�o que la matriz de transii�on de

estados de un sistema Hamiltoniano es simpl�etia y en onseuenia, tambi�en lo es la matriz de

Monodrom��a, M . La propiedad fundamental de este grupo de matries no singulares es que si

� 2 �(M), entones �

�1

2 �(M) [34℄.

Considere las matries (sin p�erdida de generalidad podemos asumir que A es diagonal),

A =

�

a

1

0

0 a

4

�

; B =

�

b

1

b

2

b

2

b

4

�

la representai�on en espaios de estados de (4.16) es,

_x

1

= x

3

_x

2

= x

4

_x

3

= � [�a

1

+ �b

1

p(t)℄x

1

� [�b

2

p(t)℄ x

2

+ h

3

(t)

_x

4

= � [�a

4

+ �b

4

p(t)℄x

2

� [�b

2

p(t)℄ x

1

+ h

4

(t)

(4.17)

Si de�nimos

~

h

3

(t) = � [�b

2

p(t)℄ x

2

y

~

h

4

(t) = � [�b

2

p(t)℄ x

1

omo peque~nas perturbaiones del

sistema. Entones, (4.17) se puede reformular omo dos subsistemas diferentes, en donde

_x

1

= x

3

_x

3

= � [�

1

+ �

1

p(t)℄x

1

+

~

h

3

(t) + h

3

(t)

�

1

= �a

1

�

1

= �b

1

(4.18)

es el primer subsistema on �

1

= �a

1

, �

1

= �b

1

; y

_x

2

= x

4

_x

4

= � [�

2

+ �

2

p(t)℄x

2

+

~

h

4

(t) + h

4

(t)

�

2

= �a

4

�

2

= �b

4

(4.19)

es el segundo. Aqu��, �

2

= �a

4

y �

2

= �b

4

Ejemplo num�erio

Para disernir el omportamiento de (4.16) asignemos los siguientes valores:

A =

�

1 0

0 4

�

; B =

�

3 0;01

0;01 3

�
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Figura 4.15: Diagrama de estabilidad para la euai�on de Mathieu de dos grados de libertad. Lenguas

grises se asoian al subsistema 1, las rayadas al subsistema 2 y las m�as delgadas son lenguas de

ombinai�on.

Figura 4.16: Posibles posiiones de los multipliadores de Floquet en un sistema Hamiltoniano de dos

grados de libertad. Los primeros tres ��rulos representan soluiones inestables, el uarto, soluiones

estables.

h(t) = h

3

(t) = h

4

(t) =

X

i2f3;:::;7g

os(t=i) y

~

h

3

=

~

h

4

� 0

on los u�ales se genera, num�eriamente, el diagrama (4.15).

Debido a que el valor de b

2

, el elemento responsable del aoplamiento, es muy peque~no (b

2

=

0;01), el diagrama de estabilidad (4.15) es realmente pareido al que representar��a la superposii�on

de los sistemas (4.18), (4.19) desaoplados (uando

~

h

i

= 0; i = 1; 2).

En el gr�a�o de estabilidad de los dos subsistemas se advierte que las lenguas de Arnold no oini-

den a�un uando el valor de aoplamiento es muy peque~no, por lo tanto, tampoo existe onordania

entre las l��neas de resonania de un subsistema y de otro, es deir, bajo estas irunstanias no hay

forma en que los multipliadores orrespondientes a ada subsistemas se empaten sobre el ��rulo

unitario. En onseuenia, en sistemas de dos grados de libertad no existen soluiones peri�odias

omo las hubo en el aso esalar.

Sin embargo, si bien es ierto que las lineas resonantes no representan periodiidad en la eua-

i�on de Hill homog�enea de dos grados de libertad, siguen preservando su ar�ater de inestabilidad

(resonania lineal) uando una se~nal forzante posee el mismo 'periodo' que �estas l��neas vistas de

manera independiente para ada subsistema.

Reuerde que en la euai�on de Hill de dos dimensiones existen uatro multipliadores ara-

ter��stios sobre el plano omplejo. La estabilidad de las soluiones depende de su posii�on. An�alogo

al aso de una dimensi�on, por la teor��a de Floquet, las soluiones del sistema son estables si los

uatro multipliadores est�an sobre el ��rulo unitario, en ualquier otro aso son inestables, tal y

omo se puede ver en la Fig. 4.16.
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Figura 4.17: La resonania lineal ourre uando los multipliadores de Floquet (��rulos) oiniden

on los arm�onios de la se~nal forzante (asterisos).
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Figura 4.18: Respuesta en el tiempo

Suponga que h(t) = os(t=3) + os(t=4) + os(t=8), las se~nales arm�onias de h(t) son se~nales

3T , 4T y 8T peri�odias, son los asterisos sobre el ��rulo en la Fig. 4.17. Para todos los valores de

(�; �) que est�en sobre alguna l��nea de resonania (3T , 4T y 8T -peri�odias) el sistema entrar�a en

resonania en el sentido l�asio.

Gr�a�amente, uando alguno de los uatro multipliadores de Floquet (��rulos peque~nos) en la

Fig. 4.17 oinida on al menos un arm�onio de h(t), el sistema resonar�a.

Diho de otra manera, uando al menos una de las freuenias forzantes y la freuenia !

0

de

p(t) satisfaen la ondii�on (4.5), el sistema (4.16) exhibir�a inestabilidad. La Fig. 4.18 desribe la

respuesta en el tiempo del sistema, uando los multipliadores arater��stios superponen la se~nal

4T -peri�odia. Observe que, efetivamente, la resonania es lineal.



5
Apliaiones de la Euai�on

de Hill no Homog�enea

Algunos sistemas de reiente inter�es se pueden araterizar de forma natural por la euai�on de

Hill inhomog�enea, entre estos se enuentran los sistemas miroeletrome�anios MEMS o nanoele-

trome�anios NEMS. En este grupo destaan los girosopio MEMS, girosopios de rango, que miden

la veloidad angular (en lugar de direi�on) y se usan en la estabilidad, orientai�on y navegai�on de

sistemas. Por otra parte, uando se desea ontrolar la amplitude de las osilaiones de las soluiones

en la euai�on de Hill homog�enea, la inlusi�on de un t�ermino forzante se torna inherente. Adem�as,

la din�amia de dispositivos osehadores de energ��a

1

mediante resonania param�etria se desribe

por medio de euaiones difereniales forzadas de segundo orden.

5.0.1. Girosopios MEMS

Los girosopios se usan para determinar la orientai�on de iertos dispositivos, se enuentran

en la mayor��a de los sistemas de navegai�on aut�onoma y se utilizan ampliamente en rob�otia para

balanear aut�omatas o en automoviles para la estabilizai�on de reorrido y detei�on de vuelo.

Tambi�en se enuentran en una amplia gama de apliaiones militares.

La lase de girosopios MEMS utilizan estruturas vibratorias y el prinipio de Coriolis

2

para

detetar veloidad angular o �angulo de rotai�on. Mientras el girosopio esta en funionamiento

experimenta dos modos de operai�on. El modo primario, es el modo de vibrai�on mediante el ual

la estrutura vibrante es sometida a resonania debido a una fuerza de exitai�on param�etria; al

apliar un rango de rotai�on, la fuerza inerial de Coriolis indue otro modo de vibrai�on sobre

la misma estrutura, en onseuenia las osilaiones prinipales son afetadas, lo que se tradue

en un ambio en la aelerai�on, y por lo tanto en un ambio de direi�on, este se onoe omo

modo seundario. El eje de rotai�on es ortogonal a la veloidad del modo primario para maximizar

la fuerza de Coriolis. La amplitud de respuesta del modo seundario es proporional al rango de

rotai�on apliado. Detalles adiionales se pueden onsultar en [60℄.

La Fig. (5.1)

3

ilustra la lase de girosopios que utilizan un anillo omo elemento inerial.

Observe que una estrutura de suspensi�on sostiene al anillo de radio a, anhura b y grosor d. Tanto

el meanismo de atuai�on que hae vibrar al anillo omo el dispositivo que deteta las vibraiones

induidas por la fuerza de Coriolis en el modo seundario, son eletrost�atios.

1

Son dispositivos que extraen y aprovehan la energ��a de fuentes externas tales omo: energ��a solar, energ��a t�ermia,

energ��a e�olia, energ��a in�etia o utuaiones en el ampo eletromagn�etio de la tierra.

2

La aelerai�on de Coriolis es una aelerai�on aparente que surge en un maro de referenia giratorio, es proporional

a la tasa de rotai�on.

3

Obtenida de [60℄.
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(a) Anillo, eletrodo de aionamiento y eletrodos de de-

tei�on para sensado diferenial

(b) Dimensiones de um eletrodo

y del anillo

Figura 5.1: Girosopio de anillo MEMS.

Los oho eletrodos del girosopio est�an separados una distania h

0

del anillo y pueden verse

omo plaas apaitivas planas on un hueo de aire entre ellas. Un potenial �jo de orriente

direta V

d

= 25V es suministrado al anillo para proporionar un votaje de polarizai�on om�un a

los eletrodos de sensado. Los eletrodos en el plano ativan y sensan el modo primario de vibrai�on,

este se puede desribir omo un modo de vibrai�on radial de exi�on de orden dos, es deir, os(2�).

Por otra parte, el modo seundario de vibrai�on, tambi�en en el plano, es de la forma sin(2�) y es

exitado por la fuerza de Coriolis al rotar el anillo alrededor del eje Z.

Modelado del modo primario de un girosopio MEMS

El movimiento del modo primario de vibrai�on de un girosopio de anillo MEMS ha sido mode-

lado por la euai�on de Hill no homog�enea en [60℄ y se expresa omo

m�x(t) +  _x(t) + [�+K(t)℄ q(t) = F (t); (5.1)

en donde x(t) es la oordenada generalizada asoiada on el modo primario, m = �Aa�

�

1 + 1=n

2

�

es la masa generalizada, � =

�

EI

z

�=a

3

� �

(1� n

2

)

2

�

es la rigidez generalizada,

K(t) =

"

0

ad

h

3

0

p

X

k=1

U

2

k

(t)

�

�+

os(2nÆ

k

) sin(2n�)

2n

�

(5.2)

es la rigidez eletrost�atia y

F (t) =

"

0

ad

nh

2

0

p

X

k=1

U

2

k

(t)

�

os(nÆ

k

) sin(n�)

n

�

(5.3)

es el t�ermino forzante asoiado a la ativai�on eletrost�atia; K(t) y F (t) se proporionan en [61℄.

El t�ermino U

k

(t) india las ontribuiones de voltaje en el k-�esimo eletrodo debido a la se~nal de

exitai�on param�etria � sin(!t) sobre el eletrodo de aionamiento y el voltaje de polarizai�on V

d

sobre el anillo MEMS. El voltaje a trav�es de la 'plaas' apaitivas, entre el anillo polarizado y el

eletrodo de atuai�on es (para una se~nal senoidal) de la forma � sin(!t)� V

d

. La ontribui�on del

voltaje de exitai�on de todos los p eletrodos generan la fuerza total eletrost�atia K(t)x(t)+F (t).

La rigidez eletrost�atia K(t) se puede modular peri�odiamente variando la amplitud � y la

freuenia ! de la se~nal de exitai�on apliada al eletrodo de aionamiento. Entones, la resonania

param�etria ourre uando se modula el par�ametro de rigidez 'efetiva' en el sistema � �K(t) en
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la euai�on (5.1) asegurando que la freuenia de exitai�on ! se relaiona a la freuenia natural

!

�

de la vibrai�on del modo atuado por la ondii�on

! � 2!

�

=l; l = 1; 2; 3 : : : (5.4)

y asegurando que la amplitud de exitai�on � sea mayor o igual que el umbral de amplitud de�nido

por la frontera de estabilidad. Cuando l = 1 en (5.4) se obtiene la resonania param�etria simple.

Se asume que la solui�on del sistema (5.1) es de la forma

x(t) = e

�

[A os(!t=2) +B sin(!t=2)℄ ; (5.5)

en donde ! es la freuenia de la exitai�on param�etria y � es el exponente arater��stio a ser

determinado; A y B se determinan por las ondiiones iniiales. La suposii�on de (5.5) es posible

graias a la Teor��a de Floquet y a la t�enia utilizada en [62℄.

4

Sustituyendo (5.5) en (5.1) y apliando el m�etodo de balane arm�onio omparando los oe�-

ientes on freuenia !=2 se obtiene

e

�

�

�

2

M

1

+ �M

2

+M

3

�

Jr = 0; (5.6)

en donde

M

1

= I

4

M

2

=

�

2�!

�

!

�! 2�!

�

�

M

3

=

�

m

11

m

12

m

21

m

22

�

m

11

= !

2

�

� !

2

=4� (D=2)

�

V

2

d

� + �

2

S

�

m

12

= �!

�

! +DSV

d

�

m

21

= ��!

�

! +DSV

d

�

m

22

= m

11

J

r

=

�

A

B

�

D = "

0

ad=mh

3

0

S = �=16 + 1=

�

4

p

2

�

Mediante la transformai�on J

r

= �R se obtiene

(Z � �I

4

)L = 0; Z =

�

0 M

1

�M

3

�M

2

�

; L =

�

J

r

R

�

;

el problema est�andar de eigenvalores en �.

La ombinai�on de exitai�on param�etria y una se~nal arm�onia forzante, haen posible la am-

pli�ai�on de los modos del sistema y/o de la respuesta a la veloidad angular del girosopio de

anillo on el objetivo de mejorar algunos indiadores de rendimiento tales omo el fator de esala

5

(o sensibilidad) y el rendimiento se~nal-ruido del girosopio.

4

Para determinar la estabilidad de la resonania param�etria simple, l = 1 en (5.4), se asume una solui�on peri�odia

on solo dos t�erminos en la forma de una serie de Fourier trunada y entones se usa el m�etodo de balane arm�onio

para obtener la relai�on entre la freuenia de la exitai�on param�etria y la amplitud de la exitai�on param�etria.

5

El fator de esala es de�nido omo la antidad de ambio en la se~nal de salida por unidad de ambio del rango

de rotai�on, es expresado en V=(

Æ

=S) (volts por grado por segundo).
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Notai�on de esta sei�on

� densidad

a radio del anillo

A �area de sei�on transversal

E modulo el�astio del silion

I

z

bd

3

=12

d grosor del anillo

"

0

permeabilidad al va��o

h

0

hueo apaitivo entre el anillo y ada eletrodo

U

k

(t) ontribui�on de voltaje en el eletrodo 'k'

2� longitud de aro de los eletrodos

Æ

k

posii�on angular del eletrodo 'k'

p n�umero de eletrodos

� posii�on angular on respeto al modo

m masa modal generalizada

� raz�on de amortiguamiento.

5.0.2. Control de osilaiones

Considere la expresi�on

�x+ !

2

[1 + " os(2!t+ ')℄ x = f(t);

en donde f(t) es su�ientemente suave y es evaluada en los reales positivos.

Si haemos � = !

2

y � = !

2

" reuperamos nuestra euai�on de Mathieu no homog�enea on una

ligera variai�on indiada por la inorporai�on del �angulo '.

Por medio del ambio de los valores de " y ' sobre un n�umero �nito de intervalos de tiempo, es

posible ontrolar la amplitud de las osilaiones de las soluiones del sistema

�x+ !

2

[1 + " os(2!t+ ')℄ x = 0; (5.7)

para que se aproximen a la funi�on forzante f(t), ver [63℄.

El ontrol de osilaiones onsidera las siguientes suposiiones: f(t) 2 C

1

para todo t 2 [0; T ℄ en

donde T es el tiempo �nal del ontrol,

�

�

�

�

1

!

d

dt

log f(t)

�

�

�

�

� 1 (5.8)

y

�

�

�

�

1

!

d

dt

f(t)

�

�

�

�

� 1 (5.9)

El algoritmo que desribe �omo las soluiones de (5.7) pueden ser ontroladas variando los valores

de " y ' sobre intervalos de tiempo de longitud H, se basa en la resonania param�etria y puede

ser onsultado en [63℄.

El objetivo es onduir a una solui�on x(t) que satisfaga

p

x(t)

2

+ _x(t)

2

=!

2

� f(t) para todo

t 2 [0; T ℄. Pare este �n, se aproxima f(t) por una funi�on exponenial a pedazos, en donde ada

pedazo tiene una anhura H :=M=!, M es una onstante.

La ondii�on (5.9) asegura que f(t) ambia muy poo en un intervalo de longitud H, por lo

tanto se puede aproximar orretamente por una funi�on lineal a pedazos, en donde ada pedazo

tiene una anhura H.
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De la ondii�on (5.8) se tiene que

�

�

�

�

log f(t+H)� log f(t)

!H

�

�

�

�

� 1

es deir, si f(t+H)=f(t) = exp("!H=4), entones la elei�on de ' (ver orolario 15, en [Tao2016℄)

ausa un deremento en la amplitud de la osilai�on de � f(nH) en el paso n a � f ((n+ 1)H) en el

paso n+1 (o un inremento por razones similares). M�as a�un, debido a que "!H=4 = "M=4� 1, la

envolvente de f(nH) exp("!(� � nH)=4), � 2 [nH; (n+ 1)H℄ es erana a una aproximai�on lineal

a pedazos de f(�). El algoritmo garantiza que el error de aproximai�on en un paso anterior no

afetar�a al error atual.

Las ondiiones (5.8) y (5.9) se satisfaen si se esoge ! su�ientemente grande y f(t) 2 C

1

.

Esto se debe a el Teorema de Weierstrass y la ompaidad del intervalo [0; T ℄. En otras palabras,

siempre que la funi�on deseada f(t) sea difereniable, esta se puede aproximar por la envolvente de

las osilaiones de muy altas freuenias.

5.0.3. Ciruitos RLC osehadores de energ��a

Un ejemplo de dispositivos osehadores de energ��a son los iruitos RLC aoplados parame-

trialmente al ampo eletromagn�etio de la tierra del ual, mediante resonania param�etria, se

extrae energ��a ontenida en osilaiones muy peque~nas (milivolts). n RLC (n 2 Z

+

) iruitos ao-

plados apropiadamente a trav�es de sus indutanias o apaitanias pueden extraer energ��a si la

resistenia de ada iruito es menor que n�, en donde � es un umbral proporional al ampo

eletromagn�etio

6

, esto heho se demuestra en [Molei2016℄.

El efeto de osilaiones peri�odias sobre el apaitor (o indutor) en un iruito RLC se puede

desribir por la euai�on �x + [�+ �p(t)℄ x = 0, en donde � =

~

C para alguna

~

C, � = �

~

C�; � � 1

y p(t) = os(2!t). Si ! = !

0

, !

0

es la freuenia natural, y 2R

~

C < �=!, entones la energ��a

introduida en el iruito mediante resonania param�etria sobrepasa la disipai�on que la resis-

tenia R produe y la energ��a almaenada ree exponenialmente haiendo posible la extrai�on

de energ��a. Por ejemplo, la ionosfera de la tierra puede verse omo un diel�etrio on freuenias

espe���as de resonania, esta apa produe osilaiones peque~nas de las mismas freuenias en el

ampo eletromagn�etio del ambiente, estas osilaiones podr��an resultar en variaiones peri�odias

de los par�ametros del iruito. Por lo tanto, la oseha de energ��a es fatible si de alguna mane-

ra la freuenia natural del iruito es sintonizada en valores apropiados para induir resonania

param�etria.

Aoplamiento de los iruitos RLC

La Fig. (5.2) ilustra la manera en que n iruitos RLC se aoplan a trav�es de un superon-

densador uya estrutura es muy pareida a una pel��ula o rollo fotogr�a�o, en donde sus apas

ondutivas (eletrodos) y sus apas diel�etrias (aire) se enrollan alternadamente, generando una

fuerza eletromotriz que depende de la suma de las orrientes en todos los iruitos, que a su vez

permaneen independientes. Debido a la eletrostrii�on

7

el ampo el�etrio del ambiente introdu-

e una peque~na variai�on peri�odia en las plaas ondutoras del superondensador, las uales se

estirar�an o omprimir�an de auerdo al valor del ampo lo que se tradue omo un ambio en la

apaitania del iruito. Asumiendo simetr��a on respeto a permutaiones en los eletrodos del

6

Esto representa un problema en la implementai�on, debido a que la amplitud de las utuaiones param�etrias

induidas suele ser muy peque~na para ompensar el efeto disipativo de la resistenia, es neesario aoplar un n�umero

demasiado grande de iruitos para poder extraer energ��a.

7

La eletrostrii�on es una propiedad de los materiales diel�etrios que onsiste en su deformai�on bajo la inuenia

de un ampo el�etrio.
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Figura 5.2: Dos iruitos RLC aoplados. En la parte dereha se muestra la estrutura del super-

ondensador; los diel�etrios entre ada plaa no se muestran en la imagen.

superondensador, la diferenia de voltage, V, a trav�es de este satisfae

C(t)

dV

dt

=

n

X

i=1

I

i

; (5.10)

Adem�as

C

i

dV

C;i

dt

= I

i

; L

i

I

i

dt

= V

L;i

; R

i

I

i

= V

R:i

;

en donde C(t) =

~

C [1� � os(2!t)℄ para alg�un � � 1; I

i

, V

C;i

, V

L;i

, V

R;i

son la orriente, el voltaje

atrav�es del apaitor, del indutor y del resistor del i-�esimo sub-iruito, respetivamente.

Apliando la segunda ley de Kirho� V + V

C;i

+ V

L;i

+ V

R;i

= 0 se tiene

1

C(t)

=

n

X

i=1

I

i

+

1

C

= I

i

+ L

i

d

2

I

i

dt

2

+R

i

I

i

dt

= 0; i = 1; : : : ; n:

Este modelo es idealizado, asume que las utuaiones eletromagn�etias son sostenidas, bajo esta

onsiderai�on se esogen � y !.

Super resonania param�etria

Por simpliidad se onsideran sub-iruitos id�entios, esto es, C

i

= C, L

i

= L y R

i

= R. Sea

" = �=

�

L

~

C

�

, por tanto, 1= (LC(t)) = 1=

�

L

~

C

�

+ " os(2!t) + O

�

"

2

�

, y sea el vetor de estados

x =

h

I

1

;

_

I

1

; I

2

;

_

I

2

; : : : ; I

n

;

_

I

n

i

, entones el sistema se desribe omo,

_x = Ax+ "P (t)x+O

�

"

2

�

; (5.11)

en donde

A =

2

6

6

6

6

4

B D : : : D

D

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

D

D : : : D B

3

7

7

7

7

5

; P =

2

6

6

6

6

4

Q Q : : : Q

Q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Q

Q : : : Q Q

3

7

7

7

7

5

;

B =

�

0 1

�1=(LC)� 1=(L

~

C) �L=R

�

; D =

�

0 0

�1=(L

~

C) 0

�

; Q =

�

0 0

os(2!t) 0

�



55

En [63℄, Tao y Owhadi demostraron usando la t�enia de homogenizai�on temporal de EDO's

8

li-

neales que la solui�on del sistema ree exponenialmente si se satisfae que ! =

q

1=(LC) + n=(L

~

C)�R

2

=(4L

2

)

y adem�as "

n

!

> 2

R

L

, es deir, �

n

~

C!

> 2R.

La ual se satisfae uando el n�umero de iruitos aoplados n es su�ientemente grande.

8

Euaiones difereniales ordinarias.
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6
Conlusiones

� Se obtuvo por primera vez en el diagrama de Ine-Strutt: resonania param�etria y resonania

lineal.

� Si existe amortiguamiento, desaparee la resonania lineal.

� Se omprob�o que apareen lineas de resonania kT -peri�odias, en donde k no neesariamente

es entero, puede ser ualquier n�umero real.

� Para sistemas de n grados de libertad sin amortiguamiento, en el diagrama de Ine-Strutt

aparee simult�aneamente resonania param�etria y resonania lineal; esta �ultima s�olo on

ada uno de los subsistemas.
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7
Trabajo futuro

� Sea el sistema

_x = A(t)x A(t) 2 R

4�4

(7.1)

siendo A la matriz de estados relaionada a la euai�on de Hill de dos grados de libertad.

Se desea enontrar una transformai�on T tal que onvierta el sistema

A =

�

A

1

(t) A

2

(t)

A

3

(t) A

4

(t)

�

en

B =

�

B

1

(t) B

2

(t)

0 B

3

(t)

�

de tal modo que el sistema (7.1) quede desaoplado, es deir,

�

_y

1

_y

2

�

=

�

B

1

B

2

0 B

3

� �

y

1

y

2

�

de esta forma el problema se puede resolver diretamente.

Se onjetura que el elemento B

3

est�a asoiado a las lenguas prinipales de un sub sistema, B

1

a las lenguas prinipales del segundo sub sistema y B

2

a las lenguas de ombinai�on.

� Por otra parte, algunos problemas que quedan pendientes son:

En un grado de libertad

�x+ [�+ �q(t)℄ x = f(t) (7.2)

a) Analizar la euai�on uando q(t) es quasi o almost peri�odia.

b) q(t) y f(t) quasi o almost peri�odias.

En dos grados de libertad

Sea,

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x; (7.3)

la representai�on en variables de estados.

a) Estudiar el sistema (7.3) uando la matriz B no es sim�etria.

b) q(t) es quasi o almost peri�odia.

) La dimensi�on del sistema (7.3) es impar.
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8
Ap�endie

8.1. Modelado del p�endulo de Kapitsa forzado

Considere el p�endulo mostrado en la Fig. 4.5. La barra de longitud l se onsidera r��gida y sin

masa, la masa m se supone puntual, g es la onstante gravitaional, ' es el �angulo entre la barra y el

eje x, q(t) es la exitai�on param�etria y f(t) es una fuerza peri�odia externa que at�ua diretamente

sobre la masa.

Por motivos pr�atios evitaremos esribir la dependenia del tiempo en las subseuentes eua-

iones. La posii�on de la masa y su veloidad estan dadas por

x = l os('); y = l sin(') + q y

_x = �l sin(') _'; _y = l os(') _' + _q

respetivamente. Calulando la energ��a in�etia K =

1

2

mv

2

( v es la veloidad) y la energ��a potenial

U = mgh (h es la altura) se obtiene:

K =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

)

=

1

2

m(l

2

_'

2

� 2l os(') _' _q + _q

2

) y

U = mg(l sin(') � q):

La din�amia del sistema debe satisfaer la euai�on de Euler-Lagrange, es deir,

d

dt

�L

� _'

�

�L

�'

= 0

en donde

L = K + U =

1

2

m _q

2

+ml os(') _' _q +

1

2

ml

2

_'

2

�mgq +mgl sin(')

es el Lagrangiano.

Derivando y reaomodando t�erminos se tiene que �'+

�

�

g

l

+

�q

l

�

os(') = 0, ahora linealizamos

alrededor del punto de equilibrio superior para obtener

�'+

�

�

g

l

+

�q

l

�

' = 0;
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que representa la euai�on de Mathieu uando q = A os(!t), es deir,

�'+ [�!

2

+ �!

2

os(!t)℄' = 0

en donde � = �

g

l!

2

y � = �

A

l

.

El siguiente ambio de variables !t = �

�

d

2

=dt

2

= !

2

d

2

=d�

2

�

, determina la euai�on de Mathieu

normalizada,

d

2

'

d�

2

+ [�+ � os(�)℄' = 0.

Cuando al sistema se le aplia una fuerza externa, omo la que se muestra en la Fig. 4.5,

representada por f(t), entones tenemos la euai�on de Mathieu no homog�enea (o forzada) denotada

por:

�'+ [�+ � os(t)℄' = f(t):
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