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Resumen

El presente trabajo se divide en siete partes, en la primera hacemos una ripida revisiéon de
la importancia de la ecuacién de Hill homogénea y no homogénea basandose en sus multiples
aplicaciones, entonces se citan las contribuciones de trabajos previos destinados a la ecuacién de
Hill forzada. Posteriormente, se enlistan las propiedades mas sobresalientes de la ecuaciéon que nos
concierne, en uno y dos grados de libertad. En la tercera parte se presentan algunos métodos
frecuentemente utilizados en el andlisis de estabilidad de la ecuacién de Hill.

El capitulo cuatro introduce con mas detalle la ecuacién de Hill no homogénea en uno y dos
grados de libertad, describe nuevos resultados obtenidos en sistemas de una dimensién y se explica
el porqué estos resultados se extienden sélo parcialmente a sistemas de mas dimensiones; en esta
parte se analiza como soluciones periddicas de la ecuacién homogénea unidimensional se vuelven
inestables al introducir una senal forzante bajo ciertas propiedades. La quinta secciéon describe dos
aplicaciones de la ecuacién de Hill forzada y un ejemplo de un sistema forzado que experimenta
resonancia paramétrica y se encuentra estrechamente ligado a la ecuacién de Hill. Finalmente, se
mencionan las conclusiones y el trabajo futuro.
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Abstract

The present work is divided into seven parts, in the first, we make a brief review of the importance
of the homogeneous and non-homogeneous Hill equation based on its multiple applications, then
we cite the contributions of previous studies destined to the forced Hill equation. Later, we list the
most outstanding properties of the equation of our interest, in one and two degrees of freedom.
In the third part, some methods frequently used in the stability analysis of the Hill equation are
presented.

Chapter four introduces the Hill equation of one and two degrees of freedom in more detail,
describes new results obtained in one-dimensional systems and explains why these results are extend
only partially to systems of more dimensions; in this part we analyze how periodic solutions of the
homogeneous uni-dimensional equation become unstable when introducing a forcing signal under
certain properties. The fifth section describes two applications of the forced Hill equation and an
example of a forced system that undergoes parametric resonance which is widely linked to the Hill
equation. Finally, conclusions and future work are mentioned.
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Introduccion

El estudio de sistemas con coeficientes peridédicos ha ocupado por mas de un siglo el pensamiento
de grandes investigadores como: Mathieu (1868), Floquet (1883), Hill (1886), Rayleigh (1887),
Lyapunov (1892) y Poincaré (1899); sus trabajos pueden ser consultados en [1]-[6], respectivamente.

Los sistemas lineales oscilatorios con coeficientes periddicos, en general, dependen de dos parame-
tros fisicos: la frecuencia natural del sistema de oscilaciones libres en ausencia de excitacién («) y
la amplitud de la excitacion periddica (), la cual se asume pequena. Los sistemas con disipacién
incluyen un tercer pardmetro, el coeficiente de amortiguamiento é. Si # y § son cero, el sistema es
un oscilador armoénico, por ende, auténomo y conservativo.

Esta clase de sistemas experimenta un fendmeno de inestabilidad conocido como resonancia
paramétrica, sus efectos sobre cualquier sistema fisico son catastréficos, un claro ejemplo es el
colapso estructural del puente de Tacoma Narrows (Estados Unidos) en 1940 [7].

En sistemas mecéanicos la excitacién paramétrica se presenta como cambios periédicos de rigidez,
masa, carga y caracteristicas geométricas, mientras que en los sistemas eléctricos, como el circuito
paralelo LC, surge al variar peridédicamente la capacitancia y/o la inductancia. La presencia de
excitacién paramétrica desestabiliza al sistema si el valor de la frecuencia de excitacién w es dos
veces o0 cualquier multiplo entero de la frecuencia natural del sistema «; es decir, w = 2« o bien,
w =ma,m € N. Dos tipos de resonacia paramétrica son conocidos: resonancia simple, la frecuencia
de excitacion es cercana a fracciones especificas de la frecuencia natural, y resonancia combinada
originada por la combinacién de frecuencias naturales, esta ltima se presenta en sistemas con al
menos dos grados de libertad. Podemos establecer como regla general, que cualquier objeto que
almacene energia y varie periddicamente puede producir resonancia paramétrica.

Originalmente, el término ecuacién de Hill fue asignado a la clase de ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden (un grado de libertad), homogéneas, con coeficientes reales y periédicos
y con un unico parametro. Sin embargo, en la actualidad podemos encontrar un gran nimero de
trabajos relacionados a la ecuacién de Hill: no lineal, no homogénea, con dos o mas de un pardmetro
o con dos o mas grados de libertad.

El trabajo se centra principalmente en la ecuacién de Hill introducida por Strutt [8]
&+ 0% + [a + Bq(t)]z =0, (1)

en donde q(t) = q(t + T), es decir, es una funcién periédica con periodo fundamental 7.
A continuacion, se presentan brevemente las distintas versiones de ecuacién de Hill.

'En este trabajo ¢(t) se asumira continua a trozos, integrable de [0, T] y de promedio cero, es decir, fOT q(t)dt = 0.
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Figura 1: Diagrama de Ince-Strutt para la ecuacién de Mathieu.

Ecuacion de Mathieu

Se denota por

Z + [a+ B cos(wt)]z =0, (2)

es la ecuacion tipo Hill mas conocida debido al gran niimero de fenémenos dindmicos que representa,
entre otros, describe las vibraciones transversales de una membrana eliptica tensa que se deriva de
un problema de valores en la frontera de ecuaciones diferenciales parciales, tal como la ecuacion
de onda cuya frontera es una elipse y la modulacién de una onda portadora de radio. Ejemplos y
aplicaciones particulares se pueden consultar en [9, 10] y mds recientemente en [11]. El diagrama de
Ince-Strutt (también conocido como grafico o diagrama de estabilidad), Fig. 1, representa zonas de
estabilidad (blancas) e inestabilidad (grises) de la solucién del sistema (2) determinadas por valores
especificos de los pardmetros « (eje horizontal) y § (eje vertical). Las zonas inestables reciben el
nombre de Lenguas de Arnold ? o lenguas de resonancia.

Ecuacion de Meissner

Se caracteriza porque el término de excitacién paramétrica en (1) es una funcién constante
continua a trozos, por ejemplo, ¢(t) = sgn[cos(wt)]. Aparece por primera vez en un problema
relacionado con la inestabilidad en las barras laterales de locomotoras en 1918 [13]. La ecuacién
escalar de Meissner se puede resolver analiticamente (a diferencia de la ecuacién de Mathieu);
detalles adicionales se encuentran en [14]. Una propiedad interesante, que en general no se presenta
en ecuaciones tipo Hill, es el cruce entre las fronteras de estabilidad para valores de 8 # 0, es decir,
aparecen intervalos de inestabilidad de longitud cero paralelos al eje « en el diagrama de estabilidad,
estos corresponden a pardmetros en los cuales todas las soluciones del sistema son 1" 0 27" periddicas.
Este fen6meno se denomina coezistencia [15, 16], se puede observar a partir de la tercera lengua de
Arnold en la Fig. 2. La ecuacién de Meissner se puede utilizar para modelar el movimiento de iones
en cuadrupolos magnéticos que a su vez son clave en los aceleradores de particulas tipo sincrotrén
o en cuadrupolos eléctricos utilizados por espectrometros de masas [15].

2El nombre de lenguas de Arnold se deriva de [12].



Figura 2: Lenguas de Arnold para la ecuacién de Meissner. Observe un punto de coexistencia en
ardy =4

Ecuacion de Lamé

En esta ecuacidn la excitacion paramétrica, ¢(t), es una funcién eliptica [17]. Al igual que la de
Meissner, puede ser resuelta analiticamente, sin embargo el procedimiento es mucho mas complicado.
Se define como

i+ [+ (=m(m + 1)k?*sn®(t, k)] = = 0, (3)

en donde 8 = —m(m + 1)k? (la ecuacién solo se puede resolver para estos valores), m € Z, k>
(0 < k < 1) es llamado el médulo de sn(t, k) el cual es una funcién eliptica de Jacobi definida por
t= fosn(t’k) (1 —2?)(1 — k2z?)] 2 g [18]. La expresion (3) aparece en la teoria del potencial de
un elipsoide [19], también surge en la mecdnica cudntica como ecuaciones de pequenas fluctuaciones
sobre las soluciones clisicas de la ecuacién de Schrodinger para diversos potenciales periddicos y
anarmoénicos [20].

Adicional a la lista anterior, en [16], se estudian la ecuacién de Ince, Hermite, Whittaker-Hill y
otras mas.

Es importante mencionar que las lenguas de Arnold de cualquier ecuacién escalar tipo Hill no
se intersectan, formalmente,

Lengua (i) N Lengua (j) = ¢ V i # 7,

en donde, Lengua (i) = {(«, 8) : (o, ) perteneca a la i — th lengua de Arnold}, la cual incluye sus
fronteras.

El objetivo principal de este trabajo esta orientado al anélisis de la ecuacién de Hill no homogénea
(4), tanto en el caso escalar como en el vectorial.

T
i+ [a+ Beos(le = £(8), F(H)=F(E+T) y /0 F(tydt = o. (4)

La motivacién para su estudio se debe a la escasa informacion existente sobre el tema, a pesar
de que sistemas dindmicos reales pueden ser perfectamente caracterizados por (4), el paradigma es
el péndulo de Kapitsa forzado de uno y/o de dos grados de libertad (dos eslabones) al cual se le
aplica una fuerza externa, f(t), sobre la masa, en el extremo del mecanismo. Otro ejemplo es un



circuito LC sometido a una senal peridédica externa en alguno de sus componentes, mientras que el
valor almacenado en el otro componente (capacitancia o inductancia) estd variando periédicamente.
Dos aplicaciones recientes se presentan en el Capitulo 5.

Entre los trabajos que investigaron la ecuacion de Hill no homogénea se encontran los resultados
de Slane y Tragesser [21], quienes modificaron la teoria de Floquet para examinar analiticamente el
comportamiento transitorio y en estado estacionario de un sistema no auténomo y no homogéneo.
Younesian y otros [22] usaron la técnica de pardmetros restringidos para buscar las soluciones
periddicas y asintéticas en la ecuacién de Mathieu forzada. Shadman y Mehri [23] trabajaron con el
Teorema de punto fijo para investigar existencia de soluciones periddicas de la ecuacién de Hill no
homogénea. Kwong y Wong [24] usaron la teoria de Floquet para probar la conjetura de que todas
las soluciones de la ecuacién de Hill son oscilatorias en [0, 00).

En esta tesis se presenta por primera vez la existencia de resonancia lineal en forma de lineas
delgadas, dentro del diagrama de Ince-Strutt, estas surgen al forzar la ecuaciéon de Hill con una senal
periédica tal y como se muestra en la ecuacién (4); tales lineas representan soluciones inestables
del sistema. Un hecho atractivamente interesante se resume en que las mismas lineas delgadas
también aparecen en el sistema homogéneo, bajo esta condicién representan soluciones periddicas
(y no soluciones inestables). La existencia de estas curvas ya habia sido confirmada en el trabajo
realizado por Jazar [26], en donde se encontraron soluciones periddicas dentro de las zonas estables
en el diagrama de estabilidad.

Publicaciones

Los siguientes articulos han sido preparados durante el doctorado:

Aceptados

e Aurora Rodriguez Martinez, Joaquin Collado. “On stabilidad of periodic solutions in non-
homogeneous Hill’s equation”, 12th International Conference on Electrical Engineering, Com-
puting Science and Automatic Control (CCE) Mexico City, Mexico, October 28-30, IEEE,
2015.

e Aurora Rodriguez, Joaquin Collado. “Periodically forced Kapitza’s pendulum”, American
Control Conference (ACC), Boston Marriott Copley Place, July 6-8, IEEE, pp. 2790-2794,
2016.

En revisién

e Periodic Solutions in Non-homogeneous Hill’s Equation.

en Nonlinear Dynamics and Systems Theory.



Antecedentes matematicos

En este capitulo se introducen los elementos matemadticos utilizados a través del texto, asi co-
mo algunos conceptos fundamentales. En primer lugar se estudia la teoria de Floquet; herramienta
principal para andlisis de estabilidad en las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes periddicos. Posteriormente, se presentan algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos
y su relacién con matrices Hamiltonianas y simplécticas. Finalmente, se aborda el tema de matrices
p-simplécticas y algunos conceptos bésicos de los tipos de resonancia.

1.1. Teoria de Floquet

Considere la siguiente representacion en espacio de estados de una ecuacion diferencial lineal de
primer orden con coeficientes periédicos,

& = A(t)z, (1.1)

en donde A(t+17) = A(t) es una matriz de n X n con elementos continuos a trozos y periodo
minimo T > 0, es decir, A(t) es una matriz T-periddica.

Las soluciones del sistema (1.1) se pueden expresar en términos de la matriz de transicion de
estados, © (t,1p).

Las propiedades de la matriz de transicién de estados son [27]:

1 ®(tt)=I,VteR

2 @71 (t,ty) = @ (to, 1)

3 D (ta,tg) = D (to,t1) @ (t1,t0) Vto,t1,t2 ER

4 2o (t,tg) = A(t) @ (t,to)

5 Vz(tg) = xg € R", la solucién general de (1.1) es x (t) = D (¢,tg) o

Los detalles pueden ser consultados en [27] o [28].
Haciendo uso de las propiedades de la matriz de transicion de estados, se obtiene el siguiente
teorema,

Teorema 1.1. [Floquet] La matriz de transicion de estados del sistema (1.1) satisface:
@ (1 to) = P (1) 0 P(to), (12)

en donde P (t +T) = P (t) es una matriz periddica de n X n del mismo periodo T' que en (1.1) y R
es una matriz constante de n X n, puede ser compleja, ain cuando A(t) en (1.1) sea real.

5



La matriz R en el Teorema (1.1) es real si y solo si los multiplicadores del sistema, los valores
caracteristicos de @ (7,0), son no negativos o cada divisor elemental correspondiente a multiplica-
dores negativos es de multiplicidad par [29]. No obastante, la matriz R del factor exponencial e?/!'
que corresponde a la matriz de transicién de estados ®(27,0), siempre es real.

Considere ty = 0 en (1.2) y por la propiedad 1 de la matriz de transicién de estados, P~ (0) = I,,,
lo que conlleva al siguiente Corolario,

Corolario 1.2. [Teorema de Floquet]/ La matriz de transicion de estados del sistema (1.1), en
to = 0, satisface:
®(t,0) = P71 (t) ™, (1.3)

en donde P (t +T) = P (t) es una matriz periddica de n X n del mismo periodo que el sistema (1.1),
y R es una matriz constante de n X n.

Evaluando (1.3) en t = Ty tomando en consideracién que P (t) es T-periddica, P (T) = Iy,
entonces

M = ®(T,0) =T, (1.4)

La matriz constante M es ampliamente conocida como matriz de Monodromia y es de particular
interés en el estudio de sistemas periédicos.

La matriz de Monodromia en (1.4) es dependiente del tiempo inicial ¢, sin embargo su espectro?
es independe de este, solo basta aplicar el Teorema 1.1.

Sit=T+tyen (1.2) y se nombra My, a la matriz resultante, entonces

My, = ® (T + to, to) = P~ (T + to) e P(to) = P~ (o) e P(to) = P™" (to) M P(to),

observe que My, = ® (T + ty,tp) y M son matrices similares, lo que nos permite utilizar My, o M
indiferentemente siempre y cuando su uso esté limitado a su espectro.
Dos consecuencias se derivan del Teorema de Floquet: reducibilidad y estabilidad.

1.1.1. Reducibilidad

Sea el sistema (1.1) y el siguiente cambio de coordenadas z (t) = T (t) x (t), en donde la matrix
T'(t) de dimensién n x n satisface:

e T(t) es diferenciable e invertible V ¢ y
e Las matrices T(t), T y T~ (t) son acotadas.

La matriz de transformacion T'(t) que satisface las condiciones de arriba, es llamada Transformacion
de Lyapunov.

Se puede decir de manera informal que el sistema & = A(t)z en sus coordenadas originales
x o en las coordenadas transformadas z preserva la propiedad de estabilidad si la matriz T'(t),
la cual relaciona ambas coordenadas, es una Transformacién de Lyapunov. Propiedades de esta
transformacion se describen en [27, 29, 30].

Definicién 1.3. Un sistema variante en el tiempo & = A(t)x se dice reducible, si existe una
transformacion de Lyapunov lineal y variante en el tiempo T(t) tal que z(t) = T(t)x(t) y

= [T—l(t)A(t)T(t) + T—l(t)T(t)] P

en donde [T 1(t)A(t)T(t) + Tfl(t)T] = R es una matriz constante.

Todo sistema de la forma (1.1) es reducible, esto se expresa formalmente con el siguiente Teorema:

LBl espectro de una matriz A € C**", denotado por o (A), es el conjunto de todos sus eigenvalores.



Teorema 1.4. Sea & = A(t)z un sistema lineal T-periddico, el cambio de cooordenadas z(t) =
P~ (t)z (t) transforma el sistema lineal variante en el tiempo a un sistema lineal invariante en
el tiempo, es decir,

z = Rz,
en donde R es la misma matriz que aparece en la ecuacion (1.3).

En resumen, el Teorema anterior nos dice que todo sistema descrito por (1.1) tiene una transfor-
macién lineal y periédica que lo transforma a un sistema invariante en el tiempo, el cual preserva la
estabilidad. Desafortunadamente, el uso de esta transformacion es cuestionable en el sentido practi-
co, puesto que su implementacién requiere de la solucién del sistema para el cambio de coordenadas,
sin embargo es bastante util en problemas de andlisis.

1.1.2. Estabilidad

Recordemos la definicién de estabilidad en el sentido de Lyapunov, ver [5] o [31],
Definicién 1.5. La solucion cero de & = A(t)z se dice

e FEstable, si¥ e > 0,30 =0(e) >0 tal que ||z (to)|| < d = ||z(t)]| <e ¥V t>tp.

e Inestable, si no es estable.

o Asintoticamente estable si la solucion cero es estable y ¢ puede ser elegido tal que ||z(to)|| <
J= th'm z(t) = 0.
— 00

La solucién del sistema & = A(t)z cont = kT +7 >0,k € Z4, 7 € [0,T), to =0y z(0) = z9
satisface,

z(t) = @(¢,0)xo
= O(kT +1,0)z9
= O(KT + 7, kT)® (kT, (k1) T) o (kT, (k- 1) T) D (T,o) o

= ®(r,0) D (T,0) (T,0)--- & (T,0)z0

-/

k—veces
= & (7,0) MFz,

de la dltima expresion se puede concluir:

Estabilidad, z(t) se mantiene acotada V¢ > 0siy solosi o (M) C D1 ={z € C: |z| <1} ysi
A€o (M)y |\ =1, X es una raiz simple del polinomio de M.

Inestabilidad, z(t) — oo si y solo si I\ € o(M) tal que |A\| > 1 0 o(M) C Dy y J|A| = 1 siendo
una raiz multiple del polinomio minimo de M.

Estabilidad asintética, z(t) — 0 cuando t = co siy solosi o (M) C D1 ={z € C: |z| < 1}.

Una condicién necesaria para la existencia de soluciones T-periddicas es que uno o varios
A€ o(M) tengan A = 1.

Andlogamente, es posible concluir estabilidad a partir de los valores caracteristicos p (exponentes
caracteristicos) de la matriz R anunciada en (1.3), es decir,



e Estabilidad, z(¢) se mantiene acotada V ¢ € R si y solo si Re{o(R)} < 0% y Re{c(R)} =0 es
una raiz simple del polinomio minimo de R.

e Inestabilidad, z(t) — oo si y solo si Re{c(R)} > 0y Re{c(R)} = 0 es una raiz miltiple del
polinomio minimo de R.

e Estabilidad asintética, z(t) — 0 cuando t — oo si y solo si Re{o(R)} > 0.

e Una condicién necesaria para la existencia de soluciones T-peridédicas es que uno o varios
p € o(R) tengan parte puramente imaginaria (parte real igual a cero).

La relacién existente entre los eigenvalores de la matriz de Monodromia y el espectro de la matrix
R estd dada por e’ = A.
Dos resultado generales para sistemas periddicos se formulan a continuacién:

Teorema 1.6. [32] Suponga que la matriz de Monodromia tiene n valores caracteristicos distintos,
Xi,i=1,2,3,...,n. Entonces (1.1) tiene n soluciones linealmente independientes de la forma

@ = p; (t)e"!
en donde p;(t) son funciones vectoriales con periodo T

Teorema 1.7. [32] Sea el sistema (1.1) en donde A(t) tiene periodo minimo T y sean sus multi-
plicadores caracteristicos A1, Aa, ..., An. Entonces

AAa, ..y A = exp (/OTtr{A(s)}ds> :

contando un multiplicador repetido segin su multiplicidad.

Se debe resaltar que la reducibilidad de sistemas lineales periddicos a sistemas lineales invariantes
y la estabilidad en los sistemas lineales periédicos se pueden formular gracias a la factorizacion de
Floquet dada por (1.3). Mas atin, el comportamiento de z(t) V¢ puede deducirse del conocimiento
de z(t) en [to,to + T'] durante un periodo.

1.2. Sistemas Hamiltonianos

Sea H (g,p) una funcién diferenciable, llamada funcion Hamiltoniana o Hamiltoniano, el cual
depende de los vectores g, p y del tiempo; satisface las siguientes ecuaciones:

(1.5)

a este par se le denomina sistema Hamiltoniano.

El hamiltoniano representa la energia del sistema, si esta funcién no depende explicitamente del
tiempo, la energia se conserva a lo largo de las soluciones de (1.5) y el sistema Hamiltoniano es
llamado conservativo. Esta propiedad garantiza la existencia de una primera integral. Los sistemas
Hamiltonianos (1.5) siempre son de orden par, es decir 2n dimensional si ¢,p € R, ver [33, 34] para
un andlisis profundo de este tipo de sistemas.

2Re denota la parte real de su argumento, en este caso, la parte real del espectro de R.



Aqui consideraremos funciones Hamiltonianas que dependen del tiempo H (t, ¢, p), por lo tanto,
son no conservativas; asi mismo se estudian sistemas lineales Hamiltonianos, lo que conlleva a una
funcién Hamiltoniana de forma cuadrética y homogénea de la forma,

wean=[1] mol1),

en donde H (t) es una matrix simétrica de 2n x 2n, en este caso el sistema Hamiltoniano (1.5) puede
ser expresado como

en donde

Note que J ' =J" = —Jy J? = —Iy,.
Finalmente, si el sistema Hamiltoniano es T-periédico, entonces H (t +T) = H (t) = H' (t).
Apartir de ahora asumiremos que esta relacién se satisface.

Definicién 1.8. [34] Una matriz de orden par, A € R2"*?"  es llamada matriz Hamiltoniana si
A =JH, en donde H es una matriz simétrica, equivalentemente,

JA+ATT =0 (1.7)

De (1.7) se obtiene que A = J~! (—AT) J, es decir, A es similar a —A" y en consecuencia tienen
el mismo espectro:

o(A) =0 (—AT> =o0(-A4),

esto demuestra que la propiedad clave de las matrices Hamiltonianas constantes consiste en que su
espectro es simétrico con respecto al eje imaginario.

Teorema 1.9. Sea A € R**?" yna matriz Hamiltoniana, si \,\\ € 0 (A) = -\, =\ € o (4A).
Esto es equivalente a que el polinomio caracteristico de un matriz Hamiltoniana tiene dnicamente
potencias pares, o bien, su polinomio caracteristico es par.

Otra propiedad que se sigue del Teorema anterior, es que la traza de una matriz Hamiltoniana
siempre es cero.
Las matrices Hamiltonianas estan estrechamente relacionadas a las matrices simplécticas.

Definicién 1.10. [34] Una matriz cuadrada, real y de orden par, S € R2"?" (n € N), se dice que
es una matriz simpléctica si

STJS =,
J se define como en (1.6).

El determinante de una matriz simpléctica es +1. La propiedad mas importante de una matriz
simpléctica constante, es que su espectro es simétrico con respecto al circulo unitario. La prueba se
obtiene de la definiciéon y del hecho de que una matriz simpléctica siempre es invertible; entonces
ST =JS71J7! es decir, 0 (ST) =0 (S71) =0 (S) = siA €0 (S) .. A71 € 0 (S5). Esto se expresa

formalmente como sigue,

Teorema 1.11. Sea S € R*™ 2" yna matriz simpléctica, si A € 0 (A) = A~' € 0 (A). De forma

equivalente, el polinomio caracteristico de una matriz simpléctica es auto-reciproco [34] o palindromo
[35], es decir, ps (A) = A"pg (A7)
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La relacién de las matrices Hamiltonianas con las matrices simplécticas en un sistema Hamilto-
niano se establece en el siguiente Teorema,

Teorema 1.12. Un sistema Hamiltoniano lineal variante en el tiempo (no necesarimente periddico)
d

H (t) = H' (t), se puede expresar como 7 [ ]q) ] = JH (t) [ ]q) ], en donde su matriz de transicion

de estados es simpléctica.

Es muy importante notar que un sistema Hamiltoniano invariante en el tiempo no puede ser
asintéticamente estable, debido a la simetria de sus valores caracteristicos con respecto al eje ima-
ginario. Esta aseveracion se extiende a todos los sistemas Hamiltonianos variantes o invariantes en
el tiempo.

Otra propiedad interesante de los sistemas Hamiltonianos se basa en que los sistemas arbitra-
rios 2n-dimensional requieren 2n — 1 primeras integrales para obtener una ecuacién diferencial de
primer orden 1-dimensional, la cual puede ser integrada por cuadraturas para finalmente integrar al
sistema completo. El Teorema de Liouville asegura que un sistema Hamiltoniano 2n-dimensional es
integrable si se conocen unicamente sus n primeras integrales independientes en involucién [33, 34].
Esta es una gran noticia, puesto que el esfuerzo se reduce a la mitad del trabajo.

Definicién 1.13. [3/] Una matriz S € R*™*?" es llamada simpléctica con multiplicador p o -
simpléctica si
STJS =pJ

en donde p € (0,1] es una constante no cero. Claramente si p = 1, la matriz es simpléctica.
Las matrices pu-simplécticas son no singulares.
Lema 1.14. Para p > 0, S € R2"*2" ¢g yi-simpléctica si y solo si det[S] = p.

Los eigenvalores de una matriz p-simpléctica, S € R?™*?"  son simétricos con respecto al circulo
de radio %/p.

1.3. Resonancia paramétrica

La ecuacion
Z+[a+Bg(t)])z=0

describe un tipo de inestabilidad que surge principalmente cuando existe una relacion directa entre
la frecuencia natural® wy = « y la frecuencia de exitacién paramétrica* w. La resonancia paramétrica
surge cuando w = 2w,, o bien, se puede generalizar a w = 2wy/n, n € Z,; en sistemas disipativos
el efecto de amortiguamiento se vuelve mas significativo conforme n se incrementa. La forma mas
destacada de resonancia paramétrica es cuando n = 1, se le conoce como el principio de la resonancia
subarmonica. Para ilustrar el concepto de resonancia paramétrica, se analiza el comportamiento del
simple circuito en paralelo LC, Fig. 1.1, tomado de [15]. Este sistema se puede modelar por la
ecuacién de Hill de segundo orden, en donde ¢(t) = v(t) es la carga en el capacitor. Las separacién
de las placas del capacitor cambian periodicamente afectando el valor de la capacitancia; se asume
que cierta energia se introduce al circuito en un tiempo anterior, esta oscila entre la capacitancia
y la inductancia en un rango determinado por su frecuencia natural wy = 1/ VLC. La Fig. 1.1a,
muestra el intercambio de energia entre el capacitor y el inductor.

Cuando la diferencia de potencial en el capacitor es cero, toda la energia en la red se encuentra
almacenada en el inductor, por otra parte cuando la diferencia de potencial en el capacitor es maxi-
ma, este acapara toda la energia del sistema. Si las placas del capacitor se separan repentinamente

3Es la frecuencia de oscilaciones libres en la cual el sistema oscilard sin ninguna influencia externa aparte del
impulso inicial que dié origen al movimiento.
*Variacién explicita dependiente del tiempo de un pardmetro en un sistema dindmico.
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Figura 1.1: Circuito con capacitancia variable (izquierda). a) Voltaje del capacitor sin bombeo. b)
Variacién de capacitancia. ¢) Amplificacién del voltaje en el capacitor debido al bombeo del mismo
(derecha).

(posiblemente mediante un dispositivo mecéanico) cuando la diferencia de potencial es maximo (po-
sitivo o negativo), entonces la capacitancia decrementa instantaneamente, observe la Fig. 1.1b. El
trabajo que se realizé en contra del campo al separar las placas del capacitor, se sumard a la energia
total del circuito, en ese instante de tiempo y debido a que toda la energia estd almacenada en la
capacitancia, este aumento se vera reflejado como un incremento o amplificacién del potencial en el
capacitor, como es ilustrado en la Fig. 1.1c. Las restricciones dindmicas impiden que el voltaje en el
capacitor se incremente de un solo salto como se muestra en la imagen, sin embargo, una vez que se
ha incrementado, el capacitor describe una nueva senal sinusoidal de mayor amplitud que aquella,
anterior al cambio en la capacitancia.

Cuando la tension del capacitor pasa a través cero, las placas del capacitor regresan a su posicién
inicial, sin variar la energia total del circuito, porque en ese instante toda la energia esta concentrada
en el inductor; esto permite separar nuevamente las placas del capacitor cuando esta cargado con
su siguiente maximo voltaje, de tal manera que la energia en el circuito sufrird otro incremento de
energia. El proceso se repite en cada maximo de tension en el capacitor y la capacitancia se reesta-
blece cada que la tensién es cero. Consecuentemente, la energia se suma al circuito periédicamente y
produce una continua amplificacién de voltage en el capacitor (y en todos los demds componentes).
En un sistema con pérdidas (por ejemplo al agregar resistencia) la amplificacién aparentemente
ilimitada se restringe.

Al variar la capacitancia en un rango igual a dos veces la frecuencia de la tensién del capacitor (es
decir, dos veces la frecuencia resonante del sistema) podemos experimentar oscilaciones crecientes en
sistemas sin pérdidas. Sin embargo, oscilaciones crecientes también aparecen en sistemas disipativos
si suficiente energia es introducida. Estas oscilaciones crecientes se traducen en inestabilidad.

El fenémeno descrito se observa también al variar la inductancia en lugar de la capacitancia. En
otras palabras, el efecto paramétrico dependen de perturbar la frecuencia natural (o de resonancia)
mediante la variaciéon de un pardmetro que almacene energia. Para saber si un sistema en particular
exhibird resonancia paramétrica, sélo es necesario inspeccionar la frecuencia natural y variar un
paramétro que almacene energia. Es importante notar que tal eleccién se debe hacer con base en el
estudio de la frecuencia natural, ya que algunos pardmetros que almacenan energia no contribuyen
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a determinar la frecuencia natural (la masa de la bola de un péndulo, por ejemplo) y por ende no
experimentaran comportamiento paramétrico al ser perturbados periodicamente.



Propiedades y descripcion
general de la ecuacion de Hill

2.1. Propiedades de la ecuacion de Hill de un grado de libertad

En esta seccidn se presentan algunas propiedades importantes de la ecuacién de Hill escalar o de
un grado de libertad. Primeramente, se abordara el concepto fundamental de la traza de la matriz
de Monodromia y sus implicaciones en las fronteras de estabilidad que aparecen en el diagrama
de Ince-Strutt. Posteriormente, se establecen los conceptos de estabilidad débil y fuerte asi como
el Teorema Krein-Gelfand-Lidskii, los cuales dependen de los multiplicadores caracteristicos de
sistemas Hamiltonianos. Ademads, se resuelve analiticamente una ecuacién tipo Hill cuya senal de
excitacién paramétrica es discontinua. Finalmente, se estudia la dindmica de la ecuacién de Mathieu
con fuerzas disipativas.

Considere una vez mas la ecuacién de Hill

g+ [a+Bq(t)]y =0, (2.1)

con las propiedades ya establecidas en la introduccién.
Conviene mencionar que cualquier ecuacién diferencial de segundo orden

Z+a(t)z+b(t)z =0

en donde los coeficientes a(t) y b(t) son funciones T-periddicas, siempre se puede transformar en una
expresion de la forma (2.1) a través de y = e=3 [ aMdr 1 por o tanto, sin pérdida de generalidad
se puede considerar la ecuacién (2.1) para efectos de andlisis. Note que esta transformacién, en
general, no es una transformacién de Lyapunov [36].

Si definimos un vector de estados como z = z , la ecuacién (2.1) se puede escribir en variables
de estado: )
.
. B 0 1] 0 1][a+Bg(t) O
T =A(t)x = o= Bq (1) O]x— [_1 0][ 0 1 x (2.2)
\ ‘Jr H\(,t)

en donde J se define como en (1.6) paran =1;y H (t+T) = H (t) = H' (t) satisface la condicién
para sistemas Hamiltonianos lineales. Entonces, la matriz de transicion de estados de la ecuacion
de Hill con la estructura en (2.2) es una matriz simpléctica para todo tiempo ¢.

!Note que esta no es una transformacién de Lyapunov.

13
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Consecuentemente, su matriz de Monodromia M también es simpléctica y su polinomio carac-
teristico pys (M) se expresa como

prr(N) =X —tr (M) +1 (2.3)

Definicién 2.1. Los eigenvalores de la matriz de Monodromia M o raices del polinomio caracteristi-
co py (N), se denominan multiplicadores caracteristicos, multiplicadores de Floquet o simplemente
multiplicadores de la ecuacion (2.1) o (2.2) y se denotan por X. Para sistemas Hamiltonianos son
stmétricos con respecto al circulo unitario.

Definiciéon 2.2. Todo multiplicador caracteristico \ esta estrechamente asociado a los eigenvalores,
p, de la matriz R en (1.3); se les denomina exponentes caracteristicos de Flogquet o simplemente
exponentes caracteristicos. La relacion entre ellos esta dada por

A =¢l.

Es importante notar que los multiplicadores caracteristicos son univocamente determinados,
pero no los exponentes caracteristicos, puesto que a la parte imaginaria de cada expenente se le
puede sumar el término 27i/T para i =1,2,3,....

Las raices de pas (A) son:
tr (M) + \/tr? (M) — 4

2

A2 =

e Si tr? (M) < 4, los multiplicadores caracteristicos son complejos conjugados y su médulo es
tr? (M 4 —tr? (M
|>\172|2 — ( ) + ( )

polinomio caracteristico y el polinomio minimo de M son el mismo. Este caso corresponde a
un sistema estable.

= 1. Los dos eigenvalores son diferentes, por lo tanto, el

e Sitr? (M) > 4, los multiplicadores son reales y reciprocos, \; = (tr (M) + +/tr? (M) — 4) /2
y A2 = (tr (M) — /tr? (M) —4) /2. Es claro que A} + X2 = tr (M) y A A2 = 1, entonces

Ay = )\fl. Si alguno de los multiplicadores es mayor que uno, por ejemplo A; > 1, el sistema
es inestable.

e Sitr? (M) = 4, los multiplicadores caracteristicos son reales e iguales; +1 (A;2 = +1) o —1
(A1,2 = —1) dependiendo de si tr (M) = +2 o si tr (M) = —2, respectivamente. En este caso
la ecuacién de Hill es estable si y solo si la matriz de Monodromia es diagonal o escalar, en
cualquier otro caso es inestable.

Las fronteras de estabilidad-inestabilidad corresponden a este tltimo item, es decir, cuando |tr (M )| =
2.

Es claro que la matriz de Monodromia depende de los pardmetros «, 8. Hochstadt fue el pri-
mero en vislumbrar la importancia de la funcién ¢ («, 8) := tr(M) y obtener sus propiedades mas
importantes [37].

Otro hecho fundamental relacionado al tltimo caso (cuando la tr? (M) = 4) son los denomina-
dos puntos de coexistencia, [15, 16], los cuales surgen con la presencia de dos soluciones periddicas
linealmente independientes de la ecuacién de Hill; las soluciones son T-periédicas cuando los mul-
tiplicadores son +1 y 27-periédicas cuando los multiplicadores son —1.

La ecuacion de Meissner presenta varios puntos de coexistencia, graficamente este fenémeno se
observa cuando el ancho de las lenguas de Arnold se reducen a un solo punto (en direccién del eje
a) en su diagrama de estabilidad. La Fig. 2 muestra diferentes puntos de coexistencia, uno de ellos
localizado en « 2.5 y 8 &~1.5. La ecuacién de Mathieu no tiene puntos de coexistencia [38].
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Figura 2.1: Para una constante f = 1, ¢ («,1) = tr (M) es una funcién que solo depende de «.
Los valores que satisfacen |¢ («,1)| > 2, son proyectados sobre el eje a y corresponden a regiones
inestables.

Teorema 2.3. [Hochstadt] La funcion ¢ («, f) = tr(M) para cualquier 5 constante, es una funcién
entera de orden 1/2. La funcion ¢ (o, ) £2 = 0 tiene un nimero infinito de raices. Para cualquier
Bo y para cualquier ag suficientemente negativa, ¢ (ag, Bo) es positiva, por lo tanto al incrementar o
aparece la primera raiz para la ecuacion ¢ (a, ) —2 = 0, la cual corresponde a un doble multiplicador
en +1 y de aqui surgen dos raices (no necesariamente diferentes) en —1, entonces dos raices en +1
y ast sucesivamente hasta el infinito.

Del Teorema de Hochstadt se derivan dos secuencias infinitas:

>\0> >‘1a >‘2> >‘3a >‘4> >‘5’ s
Xl,XQ,Xg,X4,X5, s

La primera secuencia corresponde a las raices de ¢ («, 8) + 2 = 0 y la segunda corresponde a
¢ (a, f) — 2 = 0. Mas ain, estas secuencias se entrelazan de la siguente manera:

)\07X15X27 )\17 A25X37X45 >‘37 )‘4)X57X67 s

Este hecho se ilustra en la Fig. 2.1. Observe que para valores en donde ¢ (a,fy) € [—2,2] los
multiplicadores estdn sobre el circulo unitario y para valores que satisfacen |¢ («, )| > 2, los
eigenvalores son ambos positivos o ambos negativos y uno es el reciproco del otro.

Si para algin valor o = o1 ambos multiplicadores estdn en —1 y se incrementa este valor hasta
el punto & = «y en el cudl ambos multiplicadores estdn en +1; el camino del multiplicador del punto
—1 al punto +1 es a través de arcos sobre el circulo unitario. La trayectoria de —1 a +1 no puede
ser directamente sobre el eje real, puesto que en 0 se violaria la condicién de no singularidad de
la matriz de Monodromia. Esta propiedad se cumple para cualquier grado de libertad siempre que
el sistema sea Hamiltoniano. Sin embargo, ain en el caso de sistemas no Hamiltonianos la matriz
de Monodromia siempre es no singular, puesto que esta se define como la matriz de transicién de
estados evaluada al final de un periodo.
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2.1.1. Multiplicadores de sistemas Hamiltonianos

Counsidere el siguiente sistema Hamiltoniano lineal con coeficientes periédicos
i=JH({t)z HT+t)=H(t)=H", (2.4)

en donde J fue definida en (1.6) y H () € R?"*2" es una matriz real y simétrica. Debido a su natura-
leza, los sistemas Hamiltonianos no pueden exhibir estabilidad asintética. Un sistema Hamiltoniano
se dice estable si todas sus soluciones se mantienen acotadas en (—oo, +00), equivalentemente, to-
dos sus multiplicadores estan sobre el circulo unitario y son raices simples del polinomio minimo de
M. Sin embargo, estas condiciones no son suficientes para que todas las soluciones del sistema se
mantengan acotadas bajo perturbaciones suficientemente pequenas, para ello se requiere la siguiente
definicion:

Definiciéon 2.4. Suponga que existe un numero € > 0 tal que todas las soluciones de cualquier
ecuacion

i=JH{t)z H(T+t)=H{t)=H',

en donde

Hff(t) _H (t)H <e
son acotadas en (—oo,+00). Entonces, el sistema (2.4) se dice que es fuertemente estable.

La condicién de estabilidad fuerte para sistemas Hamiltonianos fue formulada hace mas de 50
anos. La suficiencia fue probada por Krein [39] y la necesidad por Gelfand y Lidskii [40].

Otra definicién asociada a los sistemas Hamiltonianos, especificamente a la geometria simpléctica
de los sistemas Hamiltonianos [38] es el producto interno indefinido.

Definiciéon 2.5. Dado un espacio vectorial de orden par y de dimension 2n, el producto interno
estindar (z,y) := y''z; y cualquier matriz Hermitica no singular G € R*™ 2" es posible definir el
producto interno indefinido como (z,y) := (Gz,y).

Aqui se usard G = iJ; recuerde que dada una matriz anti-Hermitica J, definida en (1.6), el
producto iJ es una matriz Hermitica [30, 38].

Para cualquier multiplicador A sobre el circulo unitario, su vector caracteristico asociado es tal
que (vy,vy) # 0. Si (vy,vy) > 0, A es llamado multiplicador de Primera Clase; si (vy,vy) < 0, a
A se le denomina multiplicador de Sequnda Clase, ver [38]. Si |A| # 1, extendiendo la definicién de
multiplicador de primera clase para A : [A\| < 1 y multiplicador de segunda clase para A : |A| > 1.
Entonces todos los multiplicadores son de primera o segunda clase. Para un sistema Hamiltoniano
de dimensién 2n, n multiplicadores son de primera clase y los otros n son de segunda clase 2.

La propiedad clave es que los multiplicadores, incluyendo su clase, son funciones continuas con
respecto a variaciones continuas en las funciones Hamiltonianas, en nuestro caso, variaciones en la
matriz simétrica H(t), [39, 38]. En consecuencia, si dos multiplicadores coinciden sobre el circulo
unitario y ambos son de la misma clase, estos no pueden salirse del circulo porque se estaria violando
la continuidad de la clase de los multiplicadores.

Finalmente, para formular el Teorema de Gelfand-Lidskii-Krein, se requiere de la siguiente de-
finicién,

Definicién 2.6. Un multiplicador A con multiplicidad algebraica 7, se dice que es definido de pri-
mera o sequnda clase si (q,q) es del mismo signo para toda q asociado a X.

Teorema 2.7. [Krein-Gelfand-Lidskii] El sistema Hamiltoniano periddico lineal & = JH (t) z es
fuertemente estable si y solo si todos los multiplicadores estan sobre el circulo unitario y aquellos
con multiplicidad algebraica mayor que uno, estan definidos o todos son de la misma clase.

2Si se incrementa el Hamiltoniano, es decir, H (t) — H (t) > 0 y A es un multiplicador aislado sobre el circulo
unitario asociado a H (t), cuando H (t) se incrementa a H (¢), A se mueve sobre el circulo unitario a A, entonces si

argx > arg A, el multiplicador A se dice que es un Multiplicador de Primera Clase y si argx < arg A, el multiplicador
A es un Multiplicador de Segunda Clase [38].
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2.1.2. Solucion de la ecuacion de Meissner

La ecuacion de Hill (escalar) se puede resolver analiticamemte en dnicamente cuatro casos par-
ticulares [15], si

1) q(t) es un tren de impulsos.
2) q(t) es constante a trozos.
3) q(t) es piezo-lineal.

4) ¢(t) son funciones elipticas.

En este apartado se trabajard sobre el caso 2) en donde ¢ (t) = sgn(cost) y corresponde a la
ecuacion de Meissner. Obtener su matriz de Monodromia de forma analitica es una tarea sencilla.
Una formulacién detallada se puede consultar en [14].
Para a > > 0, se tiene:
M= [ cos (am) ésin(aw)] [ cos (brr) %sin(bw)]

—asin (aw) cos(am) | |—bsin(br) cos (br)
B [ cos b cos Ta — g (sinbsinwa) # (sinwbeos wa) + L (cos whsinma)

(sinmbcosma) b — (coswbsinma)a  (cosmbcosma) — ¢ (sinwbsinma)

endonde a =+/|a—f|yb=+va+py sutraza es:

b
tr(M) = 2cos whcos ma — <% + —) sin wbsin 7a,
a

entonces la condicién |tr (M)| = 2, se reduce a:

b
2 cos mbcos ma — (% + —> sinwbsinwa| = 2.

a

Para conocer los puntos en donde nacen las lenguas de Arnold en el eje a, hacemos f = 0 en la
expresion |tr (M )| = 2, entonces se obtiene,

2 (cos my/acos my/ar) — 2 (sinmy/asinmy/a)| = 2 & |2cos 2mv/a| =2 & 2mv/oa = kn

finalmente,
k2
o= T para k=0,1,2,...
Las lenguas de resonancia pueden ser etiquetadas con un ndmero, es decir, la k-ésima lengua toca
2
al eje v en % parak =0,1,2,.... En los limites de cada lengua de orden par hay por lo menos una

solucién T-periddica, similarmente, en los limites de cada lengua de orden impar hay por lo menos
una solucién 27 -periédica.

La Fig. 2 muestra el diagrama de Ince-Strutt de la ecuacién de Meissner (ecuacién de Hill con
q (t) = sgn (cost)). Note que apartir de la tercera lengua de Arnold aparecen intervalos de longitud
cero paralelos al eje a;, como ya se menciond, estos puntos representan el fenénmeno de coexistencia
y corresponden a parametros en los cuales todas las soluciones son 7T'-peridédicas o 2-T periddicas
dependiendo si pertenecen a una lengua de orden par o a una lengua de orden impar respectivamente.
Es importante resaltar que estos puntos son excepcionales?.

3Chulaevsky [41] justifica el hecho de que los puntos de coexistencia son excepcionales desde un punto de vista
topoldgico.
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Otra caracteristica fundamental no solo de la ecuacién de Meissner sino de la ecuacién de Hill
en general, es la propiedad de no interseccidn, se refiere a que las lenguas de Arnold (en un grado
de libertad) no se intersectan, formalmente:

Lengua (i) N Lengua (j) = ¢ V i # 7,

en donde, Lengua (i) = {(c, B) : (a, ) perteneca a la i — th lengua de Arnold}, la cual incluye sus
fronteras.

2.1.3. Ecuacién de Hill con amortiguamiento

En la ecuacién (2.1) la presencia de amortiguamiento viscoso, incluso un valor pequeno, es
suficiente para estabilizar todos los valores de («a, ) que satisfacen o > ag > 0y |5| < «, en donde
o es una constante (no necesariamente pequena). Es decir, el amortiguamiento suprime las lenguas
estrechas inestables que ocurren para grandes valores de « en las regiones en donde || < a. Valores
mayores de disipacién imposibilitan el fendmeno de resonancia paramétrica.

Por otra parte, la mejora de rendimiento en sistemas fisicos o mecénicos frecuentemente requie-
ren de fuerzas disipativas pequenas. En este caso, intervalos criticos de la frecuencia de excitacion
son altamente sensibles a la relacién entre la amplitud de la excitacién y el pardmetro de amorti-
guamiento. Esta dependencia predomina en el fenémeno de desestabilizacion del sistema debido a
fuerzas disipativas infinitamente pequenas en caso de combinacién de resonancias (para sistemas de
mas de dos grados de libertad).

Considere la ecuacion de Mathieu con amortiguamiento

§+ 0y + [a + B cos(t)]y =0, (2.5)
cuya representacion en espacio de estados es
. 0 1
T = [ —— Beos(t) _6]:1:—A(t):v (2.6)

aT
en donde x = [y y] .
Los multiplicadores caracteristicos de A(t) satisfacen (ver Teorema 1.7)

Mo = exp ( /0 ' tr{A(T)}d7'> ~ exp <_ /0 ! &h) -

A1 ¥ A2 son soluciones del polinomio caracteristico de la matriz de Monodromia de la forma
Pu(A) =N = ¢ (o, 8,6) + e =0. (2.7)

Las dos soluciones de (2.7) son
Mo = (@£ Ve —4e7T) 2.

Para distintos valores de A; y A2, la ecuacién (2.6) tiene dos soluciones linealmente independientes
de la forma (vea Teorema 1.6)
z = pi(t)e”’  i=1,2

en donde e”! = )\;, (i = 1,2) y p;(t) son funciones de periodo 7.

De (2.7), la solucién general de y, la primer componente de = es dada por
y = c1q1(t)e” ! + caqa(t)el? (2.8)

en donde ¢1 y c2 son constantes, q;(t) y ga2(t) tienen periodo minimo 7. La estabilidad de (2.5) se
determina por el comportamiento de y en (2.8). Los exponentes caracteristicos pueden ser complejos
de modo que z—0 como t—00 ocurrird en ambos casos Re(p1) < 0y Re(p2) < 0. Equivalentemente,
A1 < 1] y |A2 < 1|. Existen tres casos por considerar:
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Figura 2.2: Ecuaciéon de Mathieu con amortiguamiento.

o ¢ > 4e7 %" X\ y Xy son ambos reales y positivos o ambos reales y negativos de acuerdo al
signo de ¢, en ambos casos Ay < A;. Si ambos son positivos, entonces la solucién periodica es

estable si
A= (d):i: Ve —4e—6T) /2<1 o ¢<l+ed,

Para § > 0, este limite inferior es siempre mayor que 2¢~ (1729 Similarmente, si ¢ < —2e~(1/2)¢
entonces los limites de estabilidad son ¢ = —2e~ (L7209 y ¢ = —1 — 19,

1
o 2 > 4e7 97 en este caso A\ = Ay = 5(;3 =4~ T/20 = |, es decir, si p = e~(1/2)§, entonces

1 1
p= —55 y sip=—e /29 entonces Re(p):—gd. En ambos casos la solucién es estable.

1
o ¢? < 4e T )|y Ay son complejos conjugados dados por 2 (¢ £46) en donde 0 = /4e 10 — $2,

por lo tanto el sistema es estable si |¢| < 2.

En la Fig. 2.2 se aprecia el efecto del amortiguamiento; hay un incremento en las zonas de
estabilidad debido al levantamiento de las lenguas de Arnold sobre el eje «, la elevacién de las
lenguas es inversamente proporcional a su anchura cuando § = 0 [42].

2.2. Propiedades de la ecuacion de Hill de dos grados de libertad

En esta seccion se presentan algunas cualidades de la ecuacién de Hill de dos grados de li-
bertad. Informacién especifica se puede consultar en [43]-[48]. Al final del apartado se mencionan
algunos problemas abiertos y otros inexplorados concernientes a la ecuacién de Hill, asi como una
comparativa entre los sistemas de uno y dos grados de libertad.

La ecuacién de Hill de dos grados de libertad se determina por:

§+ [aA+ BBq(t)]y =0, y(t)e R (2.9)

en donde A, B € R?*2 y («, 8) son pardmetros definidos como en el caso escalar.
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Andlogamente, como en un grado de libertad, se define z := [y y] T e R Expresando (2.9) en
espacio de estados:

. B 0 L1 ) 0 L][eA+BBg(t) 0
E=AMT =1 _A-8Be() o]z_ [—IQ OH 0 L ("
M H{(1)

Para que el sistema anterior sea un sistema Hamiltonian (H (t) = H' (t)), se debe cumplir que
A=A"yB=B".

Sin pérdida de generalidad se puede asumir a la matriz A diagonal cuyas entradas (positivas)
representan el cuadrado de las dos frecuencias naturales del sistema, en ausencia de excitacion
paramétrica.

Note que ahora se tienen cuatro multiplicadores caracteristicos, puesto que la matriz de Mo-
nodromia M € R**4. Los multiplicadores son simétricos con respecto al eje real porque la matriz
M es real y simétricos con respecto al circulo unitario porque la matriz de transicién de estados es
simpléctica.

En este caso, los multiplicadores caracteristicos pueden abandonar el circulo unitario de tres
formas distintas, es decir,

1) un par de eigenvalores se salen del circulo en el punto +1,
2) un par de eigenvalores dejan el circulo en el punto —1 y

3) dos pares conjugados de eigenvalores dejan el circulo unitario en cualquier punto 146, 6 €
(0,m)%

Los dos primeros incisos 1) y 2) también se presentan en el caso escalar, mientras que el tercero
es propio de sistemas de dos o mas grados de libertad, se le denomina Colision de Krein de los
multiplicadores. La Fig. 2.3 ilustra los tres casos mencionados.

2.2.1. Reduccion del polinomio caracteristico

Debido a la naturaleza simpléctica de la matriz de Monodromia, su polinomio caracteristico es
simétrico (auto-reciproco) y toma la forma

par () =M — AX3 + BAZ — AX + 1. (2.10)

En el articulo [49] se introdujo una nueva variable, p = A + A7!, en esta variable el polinomio
caracteristico de la matriz de Monodromia se reduce a un polinomio de grado 2, representado por:

Q(p)=p"—Ap+ B -2, (2.11)

en donde los coeficientes A y B se definen detalladamente en [49]. Los eigenvalores correspondientes
son

pro=4[A% (4 —aB+8)"],
y los eigenvalores del polinomio original, pys ()), se pueden recuperar con la siguiente expresion
1
A=3 [pxi(a—)"". (2.12)

La propiedad de simetria derivada de la naturaleza de los Hamiltonianos es una cualidad bastante
util y poderosa, puesto que nos permite reducir el orden del andlisis del sistema a tUnicamente la
mitad.

“Se usa £ para representar un niimero complejo con médulo r y argumento 6.
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* Leave on -1
0 Leave on +1

+ Krein Collision

Figura 2.3: Coordenadas en donde los multiplicadores de sistemas Hamiltonianos de dos grados de
libertad pueden abandonar el circulo unitario. Observe que para salir del circulo en los puntos £1,
solo se requiere de dos multiplicadores, sin embargo, abandonar el circulo en 1£6, para 60 # 0 o =,
implica que los cuatro multiplicadores deben satisfacer la configuracion mostrada.

Las fronteras de transicién (las cudles definen la manera en la cudl los multiplicadores pueden
abandonar el circulo unitario) se obtienen en [49], al sustituir p = £2 en (2.11) o A = %1 en (2.10),
estas definen dos lineas y una pardbola dadas por:

a) A=+1 B=+24-2
b) A=-1 B=-24-2 (2.13)

¢)  Colision de Krein B = A%/4 +2

En la Fig. 2.4 aparecen las funciones a) — c), en el plano (A, B). Adicionalmente, se muestran
las posibles posiciones de los multiplicadores en cada zona. El area en blanco, encerrada por las
dos rectas a) y b) y la pardbola c¢) representa la dnica region de estabilidad; los eigenvalores de
(2.10) estédn sobre el circulo unitario para ciertos valores A, B. En la frontera de B = +2A4 — 2
(B = —2A —2) hay al menos una solucién T-periédica (27-periédica). En la frontera de la pardbola
B = A%/4 + 2 existe un par de multiplicadores en algtin punto sobre el circulo unitario, excepto en
41 y se tiene dos soluciones periddicas de cualquier periodo en general.

Considere la ecuacién de Mathieu de dos grados de libertad en espacio de estados que se formula
a continuacién

i= [_aA . " {)2] z (2.14)

en donde las matrices A = [0 (2)] y B= [_11 _21] y la funcién periédica es g (t) = cos(t)
La Fig. 2.5 muestra las lenguas de Arnold de (2.14) de acuerdo a la relacién de colores descrita
en la Fig. 2.4.

Gracias a Broucke [50], se puede calcular explicitamente la posicién de los multiplicadores sobre
el circulo unitario que dan lugar a cada area de color que divide las lenguas de Arnold de la ecuacién
de Mathieu (o de cualquier otro mapeo simpléctico).

Las regiones de inestabilidad surgen cuando algin par de multiplicadores coincide en el punto
+1 o —1 y posteriormente abandonan el circulo unitario (tal como sucede en la ecuacién de Hill
de un grado de libertad), pero cada par de multiplicadores estd asociado a la frecuencia natural



22

Figura 2.4: Zonas de estabilidad-inestabilidad para el polinomio (2.11). Blanco representa estabili-
dad; rojo para algin A < —1; verde para algin A > 1; amarillo para algin A < —1 y otro A > 1;
rosa para dos multiplicadores < 1; cian para dos multiplicadores > 1. Azul para dos multiplicadores
no reales fuera del circulo unitario.

Figura 2.5: Lenguas de Arnold para la ecuacién de Mathieu de dos grados de libertad (2.14) con
q (t) = cos(t). Las regiones azules corresponden a lenguas de combinacion.
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de alguno de los dos subsistemas, por lo tanto, hay dos posibles formas de salir del circulo en los
puntos £1; las lenguas de resonancia que cada par de multiplicadores genera independientemente se
llaman lenguas principales, también se conocen como resonancia simple, y en términos de frecuencia
surgen cuando
2y
k

en donde © es la frecuencia de ¢(t) y w; es la frecuencia natural de cada subsistema. Si A =
diag{a, s} y la frecuencia de g(t) es 2 = 1 en (2.14), entonces a; = w?/N? y ay = w3 /O

Por otra parte los multiplicadores, a diferencia del caso escalar, también pueden dejar el circulo
unitario en cualquier otro punto 146 para algin 6@ € (0,7), estas colisiones de Krein originan
zonas inestables conocidas como lenguas de Arnold de combinacion o resonancia de combinacién y
satisfacen lo siguiente

=12 k=12,...,

wiiwj
k

el signo + o — define las llamadas lenguas de combinacion de suma o de diferencia respectivamente.
Una explicacién mas completa se encontra en [38].

Q= ji=12 i>j k=1,2,...,

Observacion 2.8. FEs importante resaltar que en el caso de dos grados de libertad las lenguas de
Arnold estan vinculadas con cada una de las frecuencias naturales de los subsistemas, en consecuen-
cia (y en general) las lenguas asociadas a un subsistema se superponen a las del otro. No obstante,
las lenguas de resonancia se pueden intersectar para ciertas frecuencias naturales racionalmente
independientes.

2.3. Generalizacién de la ecuacion de Hill de uno y dos grados de
libertad

A pesar de que la ecuacién de Hill ha sido estudiada por més de un siglo, todavia existen aspectos
inexplorados o parcialmente estudiados. En esta parte se extiende una modesta lista de algunos de
ellos, empezando con la ecuacién de Hill escalar,

&+ [a+ Bq(t)]z =0,

suponga que la senal de excitacién ¢(t) ya no es periddica sino quasi-periddica o almost-periddica.
En este sentido, el andlisis se torna complicado puesto que ya no se puede disponer del Teorema de
Floquet?®.

Recordemos que una funcién ¢(t) es periddica si se puede representar en forma de una suma
infinita de funciones arménicas, es decir, en una serie de Fourier (que ademds converge)

o0

at)= 3 el

k=—o00

en donde wy es la frecuencia fundamental y kwy son sus armoénicos que se relacionan racionalmente
(son conmensurables).

Una funcién ¢ (t) es quasi-periddica si se puede representar como la suma de un ndimero finito
de funciones periddicas cuyas frecuencias son no conmensurables, es decir, no estan relacionadas
racionalmente, por ejemplo: ¢ (t) = sint + sin 7t.

Una funcién ¢ (t) es almost-periodica, si admite una serie de Fourier generalizada convergente,

de la forma: -

at)= 3 el

k=—00

De las dos consecuencias del Teorema de Floquet (capitulo 2): reducibilidad y estabilidad solo se preserva una
parte de la reducibilidad, la factorizacién proveniente de la estabilidad no es posible cuando ¢(t) no es periddica.
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en donde la secuencia {...,cr_1, ¢k, Chr1,...} € £2 5, esta condicién garantiza la convergencia.
Para dos grados de libertad la ecuaciéon de Hill promete un mayor nimero de posibles extensiones
o generalizaciones que se mencionan conforme a su nivel de complejidad de menor a mayor.
Sea el siguiente sistema;
_ 0 Iy
~ |—ad-BBqt) 0"

la representacion en variables de estado de la ecuacién de Hill en dos grados de libertad.

z

e En el sistema (2.3) se preserva la excitacién ¢(t) como una senal T-periddica, pero la matriz B
ya no es simétrica. Es posible analizar la estabilidad del sistema (todavia periédico) utilizando
teoria de Floquet, sin embargo la matriz de Monodromia deja de ser simpléctica; se mantiene
la misma condicién de estabilidad (todos los multiplicadores deben estar sobre el circulo
unitario), no hay resultados sobre estabilidad fuerte y se desconoce como los multiplicadores
caracteristicos abandonan el circulo unitario.

e La funcién ¢(t) no es T-periddica, puede ser quasi-periédica o almost-periddica. No se puede
aplicar el Teorema de Floquet, no hay matriz de Monodromia y en consecuencia no existe una
condicién analitica que determine estabilidad basada en multiplicadores de Floquet.

e ¢(t) no es T-periédica, puede ser quasi-peridédica o almost-periédica, pero ademds B no es
simétrica (una combinacién de los dos casos anteriores). El sistema ya no es ni Hamiltoniano
ni T-periédico. No se puede aplicar ninguna herramienta establecida a lo largo de este trabajo.
Escasos trabajos estan destinados a este problema.

e La dimension del sistema representado en espacio de estados es impar, el sistema ya no puede
ser Hamiltoniano, es decir,

&= At)z, A(t)=At+T), ()R

el sistema sigue siendo periddico por lo que es posible aplicar el Teorema de Floquet, pero para
sistemas estables o acotados siempre hay un multiplicador real en +1 o en —1, se desconoce
como salen del circulo unitario y todas las otras implicaciones relacionadas.

Finalmente, se plantea la relacién existente entre la ecuacién de Hill [16] y la teoria de Sturm-
Liouville SL [52].

En el caso escalar, podemos escribir la ecuacién de Hill como el problema estdndar de SL como
sigue,

§+ Ba(t)y = —ay (2.15)
y(0) =y(T), y(0) =9 (1) (2.16)
y(0) = —y(T), y(0) = -y (T) (2.17)

en donde (2.15) es la ecuacién de Hill escrita de manera diferente, (2.16) y (2.17) son condiciones
de frontera. Esta clase de estructuras en el campo de las ecuaciones diferenciales recibe el nombre
de problema de valor de frontera o problema de condicion de frontera.

De las expresiones anteriores surgen dos casos interesantes [53] or [16]:

a) Al considerar (2.15) y las condiciones de frontera (2.16) se obtienen las fronteras T-periddicas
de las lenguas de Arnold.

b) La ecuacién (2.15) mas las condiciones de frontera (2.17) permiten recuperar las fronteras
2T-periddicas de las lenguas de Arnold.

®Una secuencia {...T, 1, Tk, Zr41 ...} doble infinito pertenece a £2 si > |zx|” = M < oo. Ver [51].

k=—o0
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Con respecto a la ecuacién de Hill de dos grados de libertad se tiene una situacién diferente; con las
condiciones de frontera (2.16) y (2.17) se consiguen las fronteras de las lenguas de Arnold principales,
no obstante, no hay forma de especificar valores de frontera para las lenguas de combinacién.

2.3.1.
grados de libertad

Para finalizar el capitulo, se presenta una tabla comparativa

grado de libertad y de dos grados de libertad:

Ecuacién de Hill de un grado de libertad vs. ecuacién de Hill de dos

entre la ecuacion de Hill de un

‘ Propiedad

| Ec. Hill 1 grado de libertad

Ec. Hill 2 grados de libertad ‘

Puntos en donde los multipli-
cadores salen del circulo uni-
tario

+1y -1

146, 6 € [0, 7]

Interseccién de las lenguas de
Arnold

no se intersectan

generalmente se intersectan
para grandes valores de

Fronteras de las lenguas de
Arnold

pueden corresponder a solu-
ciones T o 2T-periddicas

pueden corresponder a solu-
ciones 1" o 2T -periddicas, Ty
2T-periddicas o a alguna solu-
cién no conmensurable con T'

Existencia de lenguas de com-
binacién

no

S1

Equivalencia con el problema
de Sturm-Liouville

si

no
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Meétodos para el analisis de

estabilidad de la ecuacion de
Hill

En esta seccién se presentan los métodos mas utilizados para el andlisis de estabilidad en la
ecuacién de Hill de un grado de libertad.

3.1. Determinantes infinitos

La estabilidad de la ecuacién de Hill inicialmente se estudié utilizando la técnica de determi-
nantes infinitos desde 1877.

Hill utiliz6 esta técnica, por primera vez, en su memoria [3]. Posteriormente, Poincaré determiné
las condiciones bajo las cudles los determinantes convergen (condiciones que satisfacen la formulacién
original de Hill [54]).

El método descansa sobre la suposicién de la existencia de soluciones z; = p; L(t)ePit obtenidas
de la Teoria de Floquet, ver Corolario (1.3) o mas especificamente, Teorema (1.6). Es importante
resaltar que los exponentes caracteristicos p = In(A)/7" son los ceros de los determinantes infinitos
correspondientes a la ecuacion de Hill [55].

El objetivo es encontrar valores de « y B para los cuales existen soluciones T y 27T -periodi-
cas. Hallar dichos pardmetros es equivalente a encontrar las fronteras entre las regiones estables e
inestables en el diagrama de Ince-Strutt.

Considere la ecuacion de Mathieu

Z + [+ feos(t)]x =0, (3.1)
y asuma que su solucién estd determinada por la siguiente serie de Fourier

o0
z(t) = Z cp el ket

k=—00

en donde wy = 1 al suponer 7' = 2. Sustituyendo esta solucién y cost = 1/2 (ejt + e‘jt) en (3.1),
se tiene que Y 70 [ﬁckH +2 (a — k2) cr + ,Bck,l] ekt = () Vt, entonces,

Beri1 +2(a—Kk*) e+ Pep—1 =0, k=0x1,+2,... a£k?

esta ecuacion se puede expresar como:

p
-1=0 =—, k=0x£1,%2,... 3.2
YeCk+1 + Ck + VkCh—1 Tk 2@ — 2 yELy ey (3.2)

27
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observe que v, = 7v_k. El conjunto infinito de ecuaciones lineales homogéneas, en la expresion
anterior, tiene solucién no cero para la secuencia {cy} si los coeficientes del determinante infinito

[18], conocido como determinante de Hill', son cero, es decir,

m 1 m 0 0
0 Yo 1 Yo 0 ...|=0.
0 0 m 1 m

Se puede asegurar la convergencia del determinante si se cumple la condicién de v, = O (k_Z) en

(3.2). Esta ecuacién es equivalente a ¢(a, f) = 2.
Mediante una relacién recurrente se puede llegar a aproximaciones de k X k,

1 Ym 0 0
Ym-1 1 Ym-1 0O

DHm,k: 0 Yo 1 Yo 0
0 -1 1
0 0 1

(3.3)

DH,, \, tiene m +k+1 renglones y columnas. Expandiendo el primer renglén: DH,, ,, = DHp,_q j —

'Ym'Ym—lDHme,k-

Definiendo Ey = DHy y, P, = DHy_y}, Qi = DHyp_o y sim =k, k+1, k+ 2 sucesivamente

en (3.3) se tiene

Ey = Py, — vve—1Qk
Pii1 = Ep — Y417 P
Qk+2 = Pry1 — Vir2Ve+1Eg.

Haciendo algunos calculos se tiene,

B2 = (1 = Yet1%e+2) Brt1 — Yer1Ve+2(1 — Yer1Ve+2) En + YieVes 1 Vor2Bre—1, para k< 1.

Para resolver esta ecuacién en diferencias se necesita el valor de Ey, F1 y E5, dados por

1 7 0
Eo=1 Er=|yvo 1 ~|=1-2v%mn,
0 Y1 1

1 7% 0 0 0
m 1oy 0 0

Ey=10 v 1 7 0 |=Mmy2—LMmy—1+20m)
0 0 m I m
0 0 0 ~ 1

En [18] se prueba que la secuencia de determinantes { Ej} es convergente.

Se resuelven las ecuaciones F; = () para «, con S fijo, conforme i = 1,2, ..., a. Observe en (3.2),
que si o ~ 1,22,3%, ... hay problemas de convergencia, para evitarlo se reescalan los renglones en

'En este caso el determinante es tridiagonal: tiene ceros en todas partes excepto en la diagonal principal y en las

diagonales inmediatamente arriba y abajo de ésta.
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E y asi se eliminan los denominadores o — k%. Ahora se consideran los ceros de

20 —1%) B 0
Li(a, B) = B 20 B = 2a(a — 1°)%E,,
0 B 2(a—12)
2(a — 22) B 0 0 0
B 20 —1%) B 0 0
Ly(a, B) = 0 B 2a B 0 = 2%a(a — 1%)*(a — 22)% By,
0 0 B 2(a—1%) B
0 0 0 B 2(a — 22)

y asi sucesivamente. La evaluacion de los tres primeros determinantes conducen a:

Li(a,B) = 4(a — 1) (—2a + 2a° — p?)

Ly(a, B) = 2 (16 — 20a + 40 — B?) (16 — 200” + 40 + 8% — 3a5°)

Ls(a, B) = 8 (=72 + 98a — 28a” + 2a” + 55% — ap?) (—288a + 3920
—112a® + 8a* — 144p8% + 7208 — 8a°B* + ) ,

se puede ver de los determinantes L;(c,0) que L;(c,0) = 0 si a; = [? para [ < i, estos son los valores
criticos en donde nacen las lenguas de Arnold T-peridédicas. Analégamente, este procedimiento
conduce a las soluciones o fronteras 27-periédicas (T' = 4).

Se debe remarcar que el determinante de Hill es fuertemente convergente para pequenos valores
de oy 3, bajo estas condiciones pueden ofrecer buenas estimaciones de los exponentes caracteristicos
y de estabilidad. Por otra parte, para « y B significativamente mas grandes que la unidad, es
necesario calcular determinantes bastante grandes (demandando recursos poderosos de cémputo y
tiempo de cédlculo). Ademds, éstos pueden diverger en un inicio antes de converger aceptablemente.

3.2. Teoria de perturbaciones

En esta seccion se mencionaran algunos métodos analiticos para encontrar las soluciones de
sistemas dinamicos variantes en el tiempo en general, lineales, no lineales, de cualquier grado de
libertad e incluso podrian utilizarse en problemas que involucran ecuaciones diferenciales parciales.
Sin embargo, nuestro interés se limita a sistemas periédicos descritos por la ecuacién de Hill escalar.
Se presenta el analisis de la ecuacién de Mathieu utilizando las series de Poincaré-Lindstedt a modo
de ejemplo.

Teoria de perturbaciones consiste en el cilculo del valor de una funcién de interés asociada a
un problema dependiente de un pardmetro e a partir del conocimiento de su valor para € = 0, bajo
esta condicién (e = 0) el andlisis debe ser simple, o por lo menos explicito y riguroso, mientras que
para € # 0, pequeno, se intenta expresandolo como la suma de una serie de potencias en € y ésta
serd la solucién.

La teoria de perturbaciones es, frecuentemente la inica manera de aproximarse a las propiedades
de los sistemas cuyas ecuaciones no se pueden 'resolver explicitamente’.

El descubrimiento de planetas, de comportamientos cadticos, los avances de la teoria del campo
cudntico en electrodindmica y la unificacién de las fuerzas elementales se deben en gran parte a la
teoria de perturbaciones.

Algunos de los métodos en la Teoria de perturbaciones son:

e Expansion directa
e Solucion exacta

e Poincaré-Lindstedt
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Renormalizacién

Multiples escalas

Promediacién

Variacién de pardmetros

Para detalles especificos de estos métodos, ver [56]

Para obtener las fronteras de las lenguas de Arnold de la ecuacién (3.1) se aplicard el método
de Poincaré-Lindstedt. La naturaleza del método impone valores pequertios de |f|.

Suponga que las curvas de transicién estdn determinadas por,

o = a(ﬂ) =y + ﬂal + 52012, cee (34)
y las soluciones correspondientes:
LE(t) = .’L‘[)(t) + ﬁ.’L‘l(t) + 52.’1,‘2(25), . (35)

en donde xg, 1, T2,... tienen periodo fundamental 17" o 27'.
Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) y los coeficientes de idénticas potencias en [ se igualan a
cero, se obtiene,

Ty + apgzry =0 (36)
Z1 + apry = —(aq + cos(t))zo (3.7)
T9 + apry = —anrg — (@ + cos(t))z; (3.8)
I3 + qpr3 = —Q3Ty — QL] — (al + COS(t))LEQ (39)
y asi sucesivamente.
2
De la expresion ag = —, k =0,1,2,... en el capitulo Ecuacion de Meissner podemos saber
en donde surgen las soluciones 1'-periédicas asi como las 27T -periddicas.
Consideremos los casos para k =0y k= 1:
1) k =0, implica que ap = 0, por lo tanto Zg = 0 y la solucién de (3.6) es
o = A07
asumimos que la constante Ay # 0. Sustituyendo zp en (3.7), entonces &; = —(ay + cos(t)) Ao,

la cudl tiene soluciones periddicas solamente si a; = 0, se sigue que
x1 = Ag cos(t),

observe que es suficiente quedarse tnicamente con la solucién particular?. Ahora, sustituimos
zoy 1y (3.8) se convierte en,

1 1 1
.’Z‘Q = —A0a2 — §A0 — AO COSZ(t) = —A0a2 — §A0 — §A0 COS(2t),
. e . 1 1
genera soluciones 1" y 27T-periddicas solo si ag + §A0 =0=ay = _§A0' Por lo tanto,

1
T = §A0 cos(2t).

2La inclusién de soluciones complementarias no agrega generalidad y se pueden mezclar més constantes arbitrarias.
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Finalmente, z;, i = 0,1,2 en (3.9),

I3 = —agxg — apAp cos(t) — éAg cos(t) cos(2t) = Ay [—ag - (a2 + %) cos(t) — 1_16 cos(3t)| .

Note que las soluciones serdn periédicas solo si a3 = 0. Entonces para || pequenas,

a= —%ﬂ2+0(ﬂ4),

la cudl es una aproximacion a la primera lengua de Arnold de la ecuacién de Mathieu, ver
Fig. 1, en la introduccién.

La solucién T-periédica es

z(t) = Ao |1 + Bos(t) + éﬂz cos(2t)| +O (B%).

1
k =1, entonces oy = 7Y%= A cos (t/2) + Bysin (t/2). De (3.7),

1 + 1:1:1 = — (a1 + cos(t)) [Ag cos(t/2) + Bysin(t/2)]

4 (3.10)
= —Ao(aq +1/2) cos(t/2) — Bo(ay — 1/2) sin(t/2) — Ag/2cos(3t/2) — By/2sin(3t/2)
Hay soluciones 27-periddicas si cualquiera, By = 0, oy = —1/2, 0 A9 =0, oy = 1/2. Conside-

remos ambos casos:

1. By =0, @y = —1/2. La solucién particular de (3.10) es 1 = Ag/4cos(3t/2). =1 en (3.8)
resulta en

Zo + ixz = —(ag + 1/8)Ag cos(t/2) + Ag/8 cos(3t/2) — Ag/8 cos(5t/2).

Los términos seculares pueden ser eliminados (términos responsables de un crecimiento no
acotado) definiendo @ = —1/8. Por lo tanto una curva de transicién en o =1/4, f =0 es

a=1/4—B/2-/8+0 (). (3.11)
2. Ay =0, a3 =1/2. De (3.10), z; = By/4sin(3t/2), sustituyendo en (3.8),
T+ 1/4xy = —(ay + 1/8) By sin(t/2) — By/8sin(3t/2) — By/8sin(5t/2).
Los término seculares se eliminan con ay = —1/8, y se obtiene la otra curva de transicion,
a=1/4+p/2-p*/8+0(B%). (3.12)

Las curvas de transicién definidas por (3.11) y (3.12) son una aproximacién de las fronteras
de las lenguas de Arnold en a = 1/4 y 8 = 0, mostradas en la Fig. 1, en la introduccién.

9 25
De forma andloga se pueden obtener las lenguas que nacen en o = 1, 7 4, VRER B =0.
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Soluciones Periodicas en la
Ecuacion de Hill no
homogénea

4.1. Ecuaciéon de Hill no homogénea: un grado de libertad

4.1.1. Antecedentes

Como se ha mencionado a lo largo del trabajo, el nimero de sistemas dindmicos descritos por
la ecuacién de Hill es grande, y estos fendmenos son tan diversos que explican desde sistemas
mecéanicos relativamente simples, como son: la estabilidad en las barras laterales de locomotoras (en
su época), el movimiento de barras, vigas o tubos sometidos a fuerzas axiales peridédicas, hasta temas
mas complicados relacionados a la astronomia y la mécanica cudntica. No obstante, a pesar de la
amplia gama de investigaciones designadas a esta ecuacién, la cantidad de trabajos que involucran
la ecuacién de Hill no homogénea es escasa, esta es la razén que motivé el desarrollo de esta tesis
de investigacion.

La ecuacién de Hill en su versién no homogénea se representa por,

Z+ o+ Bg(t)]z = f(2) (4.1)

Algunas de las investigaciones destinadas a la ecuacién (4.1) fueron desarrolladas por: Slane y
Tragesser [21], ellos analizaron una clase de sistemas casi periédicos descritos por un conjunto de
ecuaciones diferenciales no lineales con puntos de equilibrio desconocidos, por lo que linealizaron
alrededor de un movimiento de referencia periédico obteniendo asi una ecuacién diferencial lineal
excitada paramétricamente no auténoma e inhomogénea; entonces modificaron la Teoria de Floquet
para examinar analiticamente el comportamiento transitorio y en estado estacionario del sistema.
Descubrieron que el comportamiento general preestablecido por la Teoria de Floquet para sistemas
homogéneos, solo cambiaba para el caso de multiplicadores semi-simples que son idénticamente
igual a uno. En otras palabras, demostraron que los puntos de coexistencia, estables en el sistema
homogéneo, se vuelven inestables en (4.1) cuando f(t) es una senal periédica. También establecieron
que la solucién completa del sistema periédico no homogéneo converge a un estado estacionario con
el mismo rango exponencial (determinado por el exponente caracteristico de Floquet) con que lo
hace el sitema periédico homogéneo cuando es evaluado en un periodo.

Younesian y otros [22] usaron la técnica de pardmetros restringidos para encontrar las soluciones
my 2w periddicas del péndulo sujeto a un soporte el cudl se mueve a lo largo de una trayectoria tipo
mariposa, descrito por la ecuacién de Mathieu no homogénea, ii+[d + 2¢ cos(2t)] u = 2esin(2t). Adi-
cionalmente, explotaron el método de multiples escalas para obtener analiticamente la estabilidad-
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inestabilidad de las curvas de transicién en el plano (J,e). Demostraron que hay dos tipos de
soluciones no acotadas en las regiones de inestabilidad, oscilatorias y no oscilatorias.

Shadman y Mehri [23], probaron mediante el teorema de punto fijo la existencia de soluciones
periddicas en la ecuacién de Hill homogénea y posteriormente extendieron este resultado (en el
mismo articulo) a la ecuacién de Hill no homogénea

B+pt)r= (1), pt+T)=pt), fE+T)=f() y T>0, (4.2)

en donde p(t) y f(t) son funciones continuas. Es vilido resaltar que encontraron soluciones pe-
riédicas en sistemas de dos grados de libertad, es decir para ecuaciones de Hill-Mathieu acopladas.
Ademés, usaron el criterio de Lyapunov [57] para mostrar la estabilidad y el cardcter periddico de
las soluciones (caso homogéneo).

La idea se basa en la suposicién de que existen constantes m, M talque 0 < m < p(t) < M < %,
entonces (4.2) tiene una solucién T-periddica.

Kwong y Wong [24] aplicaron la teorfa de Floquet para probar la suposicién de que todas las
soluciones de la ecuacién de Hill no homogénea, i + cq(t)y = f(t), ¢ # 0 t > 0 (especificamente
J+esin(t)y = cos(t), ¢ # 0t > 0), son oscilatorias en el intervalo [0, 00). Su método esta fuertemente
limitado al hecho de que las ambas senales, ¢(t) y f(t) deben tener el mismo periodo ademds del

valor de la constante c, es decir, para que todas las soluciones sean oscilatorias se debe cumplir
25
le| > 5\/15 ~ 1,3448.

4.1.2. Andlisis de estabilidad [25]

De acuerdo a la Teoria de Floquet, la matriz de transicién de estados ®(t,7") satisface,
O(t+T)=(t)0(T).

Por lo tanto, para cada solucién z(t) de (4.1) con condicién inicial z(0) = v, en donde v es un
eigenvector de la matriz de Monodromia ®(7') asociado al eigenvalor A, se preserva la siguiente
relacion,

z(t+T) = Az(t).

De la expresién anterior se sigue la subsecuente cadena de igualdades

z(t+T) = \z(t)
z(t + 2T) = N2a(t)

z(t + kT) = Na(t),

y a su vez, se puede ver ficilmente que soluciones kT-periédicas se obtienen cuando ¥ = 1.
Con el objetivo de encontrar los valores de A que generen soluciones de periodo k7', hacemos
uso de su forma polar,
z(t 4+ kT) = Nox(t) = r*e®s(t).

La ecuacion (4.1) es Hamiltoniana [38] y, como ya se ha mencionado, la matriz de transicién de
estados de un sistema Hamiltoniano es simpléctica [34], entonces ¥ = 1 siempre que A\¥ = 1 para
cualquier k € N,

Por lo tanto, e/*¢ = cos(k@) + j sin(kf) = 1, se sigue que k@ = +2n7 en donde n € Z. Nétese que
n se puede despreciar puesto que representa giros de 27 radianes. Entonces, la condicion de dngulo

para soluciones kT-periddicas es,

2
=+ — 4.
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Figura 4.1: Circulo unitario: Muestra las posiciones de los multiplicadores caracteriticos que corres-
ponden a soluciones k7-periddicas asociadas a las lineas delgadas desplegadas en el diagrama de
estabilidad de la ecuacién de Mathieu no homogénea.

(ver Fig. 4.1).
De este modo, los valores de A se determinan para cualquier k£ € N,

k=1,60=2rn =>)\172 2{1,1}
k=2 60=m =2 ={-1,-1}

27 1 V3
= = —_— f— [ :t ‘_
k 3, 0 3 :>)\172 { 5 i 9 }
s .

k:4, 925 :>)\172—{],—]}

De manera inmediata se observa que el sistema (4.1) tiene soluciones kT-periédicas cuando los
multiplicadores de Floquet satisfacen (4.3) para ciertos valores de a y f.

Observacion 4.1. Conforme k se incrementa, las soluciones kT -periodicas se acercan mas a las
soluciones T'-periddicas, conversamente si el valor de k disminuye las soluciones se alejan de las
trayectorias con periodo T y se acercan a las 2T -periodicas. Esta hecho se puede apreciar principal-
mente en la Fig. 4.1, pero también se observa en las Figuras 4.6 y 4.11.

A partir de ahora se considera la posterior ecuacién de Mathieu no homogénea para futuros
analisis,

r
Z + [a+ B eos(wot)] z = Z i cos(w;t), (4.4)
i=1
en donde 7; = 27 /w; y w; son las frecuencias del componente forzante para i = 0,1,...,r. Conse-

cuentemente, Ty =T
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Los sistemas representados por esta ecuacién son capaces de exhibir resonancia lineal (o tipica)
de manera andloga a como lo hacen los sistemas lineales con pardmetros constantes en donde la
resonancia toma lugar cuando la frecuencia de cualquier componente de la senal forzante coincide
con la frecuencia de las soluciones periddicas del sistema homogéneo.

Proposicién 1. La resonancia lineal en (4.4) surgird cuando cualquier i-ésimo término forzante
en la sumatoria tenga periodo T; = k;Ty, para algin k; € N\ {1,2} y para ciertos valores de «a y .

Por consiguiente, se tiene que k; = wp/w; y se deduce la nueva condicién de fase,

0; = 2m L, (4.5)
wWo

para curvas T;-periddicas.

Se puede determinar del andlisis previo que las nuevas curvas Tj-periddicas (lineas delgadas)
son resonantes o inestables en el sentido clasico de resonancia, es decir, la respuesta en el tiempo
del sistema a la entrada periédica (bajo las condiciones ya descritas) crecerd linealmente cuando
los pardmetros (a, ) se encuentren sobre cualquier punto de estas curvas. A partir de ahora esas
lineas extremadamente delgadas serdan llamadas lineas de resonancia lineal o mas corto, lineas de
resonancia.

Note que la resonancia paramétrica aparece cuando el sistema es evaluado en cualquier punto
(v, B) dentro de las lenguas de Arnold (zonas obscuras) en el diagrama de Ince-Strutt, y en esta
regién, la amplitud de la respuesta tiene un rango de crecimiento exponencial.

En presencia de algin componente con periodo 7y en la entrada del sistema, las fronteras 7-
periddicas de las lenguas de Arnold se vuelven inestables, esta afirmacion concuerda con la postulada
en [21]. Similarmente, al forzar con una senal 27)-periédica, las curvas de transicién de periodo 27T
dejan de ser estables.

Observacion 4.2. En general, las fronteras de las lenguas de Arnold son inestables, los unicos
puntos estables corresponden a puntos de coexisrencia [16], que son los puntos en donde el ancho
de la lengua se reduce a cero, o bien, en donde dos lenguas de Arnold se cruzan, ver Fig. /.11,
coordenadas (2,5,1,5) y (5,4).

4.1.3. Ecuacion de Mathieu no homogénea con amortiguamiento

El objetivo de esta seccién es caracterizar la ecuaciéon de Mathieu forzada cuando se le agregan
fuerzas disipativas.
Considere la expresion,

&+ 0% + [ + P cos(wot)] . = Z 7vi cos(w;t), (4.6)

=1

para algin 0 > 0. Y sea,

[Z] :[—[a+gcos(t>1 _15] [iﬂ * [(f]g”ricos(wﬂ% (4.7)

su representacion en espacio de estados.

En [21], se afirma que el comportamiento de la ecuacién de Mathieu homogénea y no homogénea
es esencialmente el mismo, excepto cuando los multiplicadores caracteristicos son raices simples del
polinomio minimo de la matrix de Monodromia (caso inusual), se analiza solo la parte homogénea
de (4.7), entonces se tiene,

0 1

oh = Alt)zn,  Alt) = —[la+ Beos(t)] —6

(4.8)
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Figura 4.2: Respuesta en el tiempo de la ecuacién de Mathieu no homogénea con pardmetros a = 1
y B =1,5.

La matriz de Monodromia para el sistema anterior es representada por:

Xun(T) X2h(T)]
M= M(T) = |- : , 4.9
) [th(T) Xon(T) (49)
y
10
wo- L
Usando la férmula de Ostrogradskii-Jacobi-Liouville [29]
det[M (T)] = det[M (0)]efo triAIdu, (4.10)

se puede ver que si § >0
det[M(T)] = T < 1,
puesto que

det[M(0)] =1 and tr[A(t)] = 6.

Para obtener los multiplicadores de Floquet y determinar la estabilidad de (4.8), es necesario
calcular el polinomio caracteristico de M.

Pyr(\) = X2 — tr(M)X + det[M]
) . ) (4.11)
= A" = [X1n(T) + Xon(T) X + o7,

en donde p? = e T,

Recordemos de la Definicién (1.13) que una matriz es p-simpléctica si
STJS =pJ
en donde p € (0,1] es una constante no cero.

Proposicién 2. La matriz de Monodromia M € R?*? es p?-simpléctica < det[M] = p?.
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Figura 4.3: Multiplicadores caracteristicos de la ecuacién de Mathieu con amortiguamiento sobre el
circulo de radio p cuando son complejos ({A1, A2}) o sobre el eje real cuando son reales ({A1, A2}).
Note que el circulo de radio p es menor que la unidad.

Demostracion. (=) M es p*-simpléctica = ML JM = p?J

det[MT JM] = (det[M])? = p* = det[p?J]
= det[M] = p*.
Obviando las 'raices negativas’ como es usual [34].
(<) det[M] = p? if
1 —
M:[a b]:}M_lz_[d b]
c d p?|l—c a
entonces, M es p?-simpléctica <& MTJIM = p?J & MTJ = p?J M~}

por otra parte

2
2 1 _ ,0_ 0 1 d —b _|—c a| _ T
prIMT = 02 [—1 0] [—c o| = |-a b =M

Note que si p =1, M is simplemente simpléctica.

Observacién 4.3. Todos los valores caracteristicos complejos de M € R?*? estdn sobre el circulo
de radio p.

Demostracion. Si A\; € C = Xy = A1, entonces A\ A1 = |[A1]|2 = p? = | \1]| = p. O

Del andlisis previo, se puede ver que los multiplicadores caracteristicos {A1, A2} € C, estan sobre
un circulo de radio p en la region estable, es decir, dentro del circulo unitario, observe la Fig. 4.3.

Las lenguas de Arnold de la ecuacion de Mathieu forzada con distintos coeficientes de amorti-
guamiento se ilustra en la Fig. 4.4. Observe que las lineas de resonancia lineal desaparecen, esto
se debe a que los multiplicadores de Floquet que estaban sobre el circulo de radio 1 en la Fig. 4.1
(los causantes, bajo ciertas condiciones, de resonancia) fueron trasladado al circulo de radio p en la
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Figura 4.4: Gréfico de estabilidad del péndulo de Kapitsa forzado: & + 0% + [a+ [ cos(t)]z =
ZZ:3 cos (t/1), para diferentes valores de disipacién.

q(t) = q(t+T)

Figura 4.5: Péndulo de Kapitsa.

Fig. 4.3. En otras palabras el efecto de fuerzas disipativas se traduce en mover a los multiplicadores
caracteristicos del disco unitario a su interior.

El término de amortiguamiento, es bien sabido, reduce las zonas inestables asociadas con re-
sonancia paramétrica, entre mayor sea el valor de § las lenguas de Arnold son mas pequenas y se
desplazan cada vez mas hacia arriba, como se muestra en la Fig. 4.4.

4.2. Ejemplo: péndulo de Kapitsa

Se conoce como péndulo de Kapitsa al péndulo simple cuyo punto de suspensién varia vertical
y periédicamente; el principal reto desde el punto de vista de la teoria de control consiste en la
estabilizacién dindmica de la posicién invertida, es decir, el punto de equilibrio superior, se sabe que
se puede estabilizar mediante vibraciones ripidas y pequenas; si suponemos que p(t) = A cos(wt) en
la Fig. 4.5, entonces se estabiliza la posicién de equilibrio superior cuando se satisface Aw > 1/2¢l, g
es la aceleracion de la gravedad. Esta condicién fue descubierta, utilizando teoria de perturbaciones,
por Piotr Kapitsa [58].
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Figura 4.6: Diagrama de estabilidad para el péndulo de Kapitsa forzado: & + 6% + [« + [ cos(t)] z =
Doi_g cos (t/i), §=0.

La Fig. 4.5 muestra un diagrama simple del péndulo de Kapitsa, en donde la barra [ se considera
sin masa y rigida, m es una masa pequena, g es la constante gravitacional, ¢(t) es la funcién de
excitacién, en este caso es una funcién arménica y (z,y) son las coordenadas originales del sistema.

La expresién que define la dindmica del péndulo con excitacién paramétrica es la ecuacién de
Mathieu & + [ + S cos(t)] = f(¢), se deriva directamente de las ecuaciones de Euler-Lagrange. La
obtencién del modelo se puede consultar a detalle en el apéndice A.

Resultados numéricos [59]

Puesto que la ecuacion de Mathieu caracteriza al péndulo invertido linealizado, resulta valido
considerar la siguiente expresién para el correspondiente caso forzado,

T+ 0% + [a+ feos(t)]|z = f(¢).

A continuacién se utilizan dos senales f(t) diferentes para analizar el comportamiento del péndu-
lo de Kapitsa, dando lugar a los sistemas:

7
.. . t
T+ 0% + [+ Peos(t)]z = Z cos (;) (4.12)
i€{3,5,9,14}
Z+ 0% + [a+ Bsgn (sin(t))] z = Z cos (f> (4.13)
i€{3,5,9,14} L

Note que en (4.13) la senal periédica sgn[sin(t)] es aplicada al punto de suspensién del péndulo
dando lugar a la ecuacién de Meissner no homogénea.

La Fig. 4.6 muestra el diagrama de estabilidad del péndulo forzado, como en (4.12). Las lineas
de resonancia o soluciones kT-periddicas para k € {3,4,5,6,7}, se aprecian en las lineas punteadas.
Observe que a estas lineas estan asociadas con un par de multiplicadores sobre el circulo unitario,
ver Fig. 4.1.

Es crucial resaltar que las lineas de resonancia 37, 5T, 9T y 14T-periédicas (a cada una le
corresponde un par de multiplicadores sobre el circulo 4.1) son soluciones ’estables’ del sistema
homogéneo porque se encuentran en las zonas de estabilidad (no pertenecen a las lenguas de Arnold).
No obstante, cuando este sistema recibe una entrada con el mismo periodo que el de cualquiera de
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Figura 4.7: Respuesta del péndulo de Kapitsa sin senal forzante: & + [a + fcos(t)]z =0, a =3 y
B =2
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Figura 4.8: Respuesta del péndulo de Kapitsa forzado: & + [« + S cos(t)] z = cos <§>, a =3 and
B =2.
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Figura 4.9: Respuesta del péndulo de Kapitsa sin senal forzante: & + [ + S cos(t)] z = cos (¢/3,2),
a=3ypB=2

las lineas de resonancia, por ejemplo 57", entonces, esta senial 57-periddica entrard en resonancia y
exhibird un comportamiento ’inestable’.

La Fig. 4.7 exhibe el comportamiento periddico (estable) del péndulo de Kapitsa no forzado
en las coordenadas («,8) = (3,2) en el diagrama Ince-Strutt, este punto pertenece a una senal
3T -periddica.

Las Figuras 4.8 and 4.9 muestran las respuestas en el tiempo del sistema forzado, con los mismos
valores (o, ). La primera imagen ilustra la resonancia lineal, la cudl aparece debido a la coincidencia
de la solucién 37T-periddica (en el sistema no homogéneo) y la senal forzante (coseno) del mismo
periodo. En la segunda grifica se aprecia que la coincidencia entre periodos se pierde (puesto que
el periodo del coseno es T' = 3,2), en consecuencia la inestabilidad lineal también desaparece.

El efecto del amortiguamiento juega un papel esencial en la estabilidad-inestabilidad del péndulo
invertido, puesto que reduce el drea de resonancia paramétrica en relacién a el valor de § (mayor
disipacién mayor drea estable). Con respecto a la resonancia lineal, ésta se desvanece incluso con un
valor muy pequeinio de 4, por lo tanto, las lineas de resonancia desaparecen del grafico de estabilidad.
Este hecho es una consecuencia directa de la observacion 4.3.

La Fig. 4.10 despliega la amplitud de la respuesta en el tiempo de (4.12) para (o, 8) = (3,2) y
d ={0,01,0,1}.

La Fig. 4.11 muestra el péndulo invertido forzado descrito por (4.13), las lineas de resonancia
en este sistema siguen el mismo principio como en los dos casos anteriores.

Observacion 4.4. En [64] pdg. 289, aparece un diagrama similar a la ecuacidn de Mathieu no
homogénea para o € [—0,8,0,6] y 5 € [0,1,5] y también se dibujan ciertas lineas parecidas a lo que
en este trabajo llamamos lineas resonantes, sin embargo, no se presenta algun tipo de andlisis. El
contenido es puramente numeérico.

Comentario: esta es la primera vez que se presentan dos tipos de resonancia sobre el diagrama
de Ince-Strutt: a) resonancia paramétrica y b) resonancia lineal.

4.3. Soluciones kT-peridodicas con k£ € R

En esta seccién se analiza el sistemas:

i+ o+ Bp(t)] = = q(t),
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Figura 4.10: Diferentes amplitudes para soluciones 37T-periddicas de: & + d2 + [a + [ cos(t)] x
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EZ:3 cos(t), con § = 0,01, § = 0,1 respectivamente y («, 8) = (3,5, 3,5).

Figura 4.11: Diagrama de estabilidad del péndulo de Kapitsa forzado : £+d2+[a + S sgn (sin(¢))] =

> ic{3,5,0,14) €08 (¢/i), 6 =0.
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Figura 4.12: Posicién de los multiplicadores asociados a soluciones €1', 31" y n'l-periddicas. Estos
corresponden a lineas delgadas en el diagrama de estabilidad de la ecuaciéon de Mathieu forzada con
senales con periodo no conmensurable con el de la excitaciéon paramétrica.

en donde p(t) =p(t+7T) y q(t) =q(t+7T) con T y T no conmensurables. Para ser mas especificos
se estudian los sistemas:

Z + [a+ pcos(t)] x = cos(nT), T1 =2 (4.14)
Z+ [+ Beos(t)] z = cos(eT), To= 2; (4.15)

en donde e = 2,7182818 es el nimero de Euler y m = 3,1415926, ambos pertenecen a los nitmeros
irracionales. 71 y 7Tz son periodos fundamentales de las senales forzantes (4.14) y (4.15) respectiva-
mente. Puesto que el periodo minimo del término de exitaciéon paramétrica es T' = 2w, se puede ver
directamente que 7'y 71 no son conmensurables, asi como tampoco los son Ty 7s.

Usando la expresién de condicién de dngulo (4.3) para determinar la posicién de los multiplica-
dores de FLoquet sobre el circulo unitario, se tiene que:

P
k=m 0="" = Ay = {—0,4161 =+ 50,9092}
™
p
k=e, 0= :ﬁ = Ay = {—0,6747 £ 50,7380}

La Fig. 4.12 muestra las posiciones de los multiplicadores de senales pi1’, 3T y el'-periddicas.
Los multiplicadores que corresponden a fa solucién 3T -periddica se dibujan solo como referencia
para ubicar a los que pertenecen a periodos irracionales.

El comportamiento referido como soluciones periédicas (en la ecuacién de Hill homogénea) o
resonancia lineal (en la ecuacién de Hill no homogénea) se preserva a pesar de que la senal forzante
y la excitacién paramétrica son no conmensurables, es decir, soluciones kI'-peridédicas pueden surgir
con k no necesariamente entero, siempre que los eigenvalores de la matriz de Monodromia estén
sobre el circulo unitario, y esas soluciones resonaran si un término forzante, con el mismo periodo
es aplicado al sistema.

Las lineas de resonancia correspondientes a periodos €T, 3T y «T (las cudles también son
mostradas sobre el disco unitario arriba) estdn dibujadas en el diagrama de Ince-Strutt, Fig. 4.13.

La Fig. 4.14 traza las trayectorias z(t) de la solucién de (4.14) cuando @ = 2 y B = 1,8, el
cudl es un punto localizado sobre una de las lineas 7T-periddicas en el grafico de stabilidad (Figure
4.13), claramente esas trayectorias describen resonancia lineal o inestabilidad provocada por la senal
forzante.
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Figura 4.13: Diagrama de estabilidad del péndulo de Kapitsa forzado: & + 6% + [a + S cos(t)]z =
cos(et),cos(3t) and cos(wt). § = 0.
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del péndulo de Kapitsa forzado: & + [a + S cos(t)] = cos(nt),
a=2y =18
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Ecuaciéon de Hill no homogénea: dos grados de libertad

En esta parte se pretende hacer una extension de los resultados obtenidos en la seccién anterior,
dicho de otra manera, se estudia el comportamiento de la ecuacién de Mathieu en dos grados de
libertad cuando se le aplica una fuerza externa periddica, en este caso, una senal armoénica simple. Se
descubrird que ciertas propiedades intrinsecas en la ecuacién de un grado de libertad no se pueden
extender a su homodloga en dos grados de libertad.

Considere la ecuacion de Mathieu no homogénea en dos grados de libertad,

&+ [@A + BBp(t)] x = h(t), (4.16)

en donde p(t) = p(t +T) € R es una funcién periédica, h(t) = h(t + T) € R? es la senal forzante,
ambas con valor promedio cero, z € R2, A= AT >0 R>*2, B=B" >0cR**? y o, B € R son
parametros que representan las mismas cantidades que en el caso uni dimensional.

Se requiere que las matrices A y B sean simétricas y positivas definidas para asegurar que
el sistema (4.16) sea Hamiltoniano. Anteriormente, se establecié que la matriz de transicién de
estados de un sistema Hamiltoniano es simpléctica y en consecuencia, también lo es la matriz de
Monodromia, M. La propiedad fundamental de este grupo de matrices no singulares es que si
A € o(M), entonces A=t € o(M) [34].

Considere las matrices (sin pérdida de generalidad podemos asumir que A es diagonal),

o a1 0 o bl b2
e I R ]

la representacién en espacios de estados de (4.16) es,

i‘l = I3
To=21a
2o (4.17)
iy = —[aar + Bbip(t)] 21 — [Bbap(t)] z2 + hs(t)
iy = — oy + Bbap(t)] w2 — [Bbap(t)] 21 + ha(t)
Si definimos h3(t) = — [Bbop(t)] 22 y ha(t) = — [Bbep(t)] z1 como pequenas perturbaciones del
sistema. Entonces, (4.17) se puede reformular como dos subsistemas diferentes, en donde
i‘l = I3
3 = — a1 + Bip(t)] @1 + hs(t) + hs(t) (4.18)
o =aar = ph
es el primer subsistema con a1 = aay, f1 = Bb; y
i‘g = T4
B4 = —[co + Bop(t)] @2 + ha(t) + ha(t) (4.19)
az =aays  Po=Pby

es el segundo. Aqui, ao = aaq y B2 = [by

Ejemplo numérico

Para discernir el comportamiento de (4.16) asignemos los siguientes valores:

10 3 0,01
A_[o 4]’3_[0,01 3]



47

Figura 4.15: Diagrama de estabilidad para la ecuacion de Mathieu de dos grados de libertad. Lenguas
grises se asocian al subsistema 1, las rayadas al subsistema 2 y las méas delgadas son lenguas de
combinacién.

Im Im Im Im

Fr~— PP

Figura 4.16: Posibles posiciones de los multiplicadores de Floquet en un sistema Hamiltoniano de dos
grados de libertad. Los primeros tres circulos representan soluciones inestables, el cuarto, soluciones
estables.

S A

h(t) =hs(t) =ha(t) = > cos(t/i) y hg=ha=0

con los cudles se genera, numéricamente, el diagrama (4.15).

Debido a que el valor de by, el elemento responsable del acoplamiento, es muy pequeno (b, =
0,01), el diagrama de estabilidad (4.15) es realmente parecido al que representaria la superposicién
de los sistemas (4.18), (4.19) desacoplados (cuando h; = 0,7 = 1,2).

En el grafico de estabilidad de los dos subsistemas se advierte que las lenguas de Arnold no coinci-
den aun cuando el valor de acoplamiento es muy pequeno, por lo tanto, tampoco existe concordancia
entre las lineas de resonancia de un subsistema y de otro, es decir, bajo estas circunstancias no hay
forma en que los multiplicadores correspondientes a cada subsistemas se empaten sobre el circulo
unitario. En consecuencia, en sistemas de dos grados de libertad no existen soluciones periddicas
como las hubo en el caso escalar.

Sin embargo, si bien es cierto que las lineas resonantes no representan periodicidad en la ecua-
cion de Hill homogénea de dos grados de libertad, siguen preservando su caracter de inestabilidad
(resonancia lineal) cuando una senal forzante posee el mismo ’periodo’ que éstas lineas vistas de
manera independiente para cada subsistema.

Recuerde que en la ecuacién de Hill de dos dimensiones existen cuatro multiplicadores carac-
teristicos sobre el plano complejo. La estabilidad de las soluciones depende de su posicion. Andlogo
al caso de una dimension, por la teoria de Floquet, las soluciones del sistema son estables si los
cuatro multiplicadores estdn sobre el circulo unitario, en cualquier otro caso son inestables, tal y
como se puede ver en la Fig. 4.16.
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Figura 4.17: La resonancia lineal ocurre cuando los multiplicadores de Floquet (circulos) coinciden
con los armoénicos de la senal forzante (asteriscos).
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Figura 4.18: Respuesta en el tiempo

Suponga que h(t) = cos(t/3) + cos(t/4) + cos(¢/8), las senales arménicas de h(t) son senales
3T, 4T y 8T periddicas, son los asteriscos sobre el circulo en la Fig. 4.17. Para todos los valores de
(v, B) que estén sobre alguna linea de resonancia (37", 4T y 8T-periddicas) el sistema entrard en
resonancia en el sentido clasico.

Gréficamente, cuando alguno de los cuatro multiplicadores de Floquet (circulos pequenios) en la
Fig. 4.17 coincida con al menos un armoénico de h(t), el sistema resonara.

Dicho de otra manera, cuando al menos una de las frecuencias forzantes y la frecuencia wy de
p(t) satisfacen la condicion (4.5), el sistema (4.16) exhibird inestabilidad. La Fig. 4.18 describe la
respuesta en el tiempo del sistema, cuando los multiplicadores caracteristicos superponen la senal
4T-periédica. Observe que, efectivamente, la resonancia es lineal.



Aplicaciones de la Ecuacion
de Hill no Homogénea

Algunos sistemas de creciente interés se pueden caracterizar de forma natural por la ecuacién de
Hill inhomogénea, entre estos se encuentran los sistemas microelectromecanicos MEMS o nanoelec-
tromecanicos NEMS. En este grupo destacan los giroscopio MEMS, giroscopios de rango, que miden
la velocidad angular (en lugar de direccién) y se usan en la estabilidad, orientacién y navegacién de
sistemas. Por otra parte, cuando se desea controlar la amplitude de las oscilaciones de las soluciones
en la ecuacién de Hill homogénea, la inclusién de un término forzante se torna inherente. Ademads,
la dindmica de dispositivos cosechadores de energia' mediante resonancia paramétrica se describe
por medio de ecuaciones diferenciales forzadas de segundo orden.

5.0.1. Giroscopios MEMS

Los giroscopios se usan para determinar la orientacion de ciertos dispositivos, se encuentran
en la mayoria de los sistemas de navegaciéon auténoma y se utilizan ampliamente en robdtica para
balancear autématas o en automoviles para la estabilizaciéon de recorrido y detecciéon de vuelco.
También se encuentran en una amplia gama de aplicaciones militares.

La clase de giroscopios MEMS utilizan estructuras vibratorias y el principio de Coriolis? para
detectar velocidad angular o dngulo de rotaciéon. Mientras el giroscopio esta en funcionamiento
experimenta dos modos de operacion. El modo primario, es el modo de vibraciéon mediante el cual
la estructura vibrante es sometida a resonancia debido a una fuerza de excitacién paramétrica; al
aplicar un rango de rotacion, la fuerza inercial de Coriolis induce otro modo de vibracion sobre
la misma estructura, en consecuencia las oscilaciones principales son afectadas, lo que se traduce
en un cambio en la aceleracién, y por lo tanto en un cambio de direccién, este se conoce como
modo secundario. El eje de rotacién es ortogonal a la velocidad del modo primario para maximizar
la fuerza de Coriolis. La amplitud de respuesta del modo secundario es proporcional al rango de
rotacién aplicado. Detalles adicionales se pueden consultar en [60].

La Fig. (5.1)% ilustra la clase de giroscopios que utilizan un anillo como elemento inercial.
Observe que una estructura de suspension sostiene al anillo de radio a, anchura b y grosor d. Tanto
el mecanismo de actuacion que hace vibrar al anillo como el dispositivo que detecta las vibraciones
inducidas por la fuerza de Coriolis en el modo secundario, son electrostaticos.

!Son dispositivos que extraen y aprovechan la energia de fuentes externas tales como: energfa solar, energia térmica,
energia edlica, energia cinética o fluctuaciones en el campo electromagnético de la tierra.

2La aceleracién de Coriolis es una aceleracién aparente que surge en un marco de referencia giratorio, es proporcional
a la tasa de rotacidmn.

2Obtenida de [60].
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Figura 5.1: Giroscopio de anillo MEMS.

Los ocho electrodos del giroscopio estan separados una distancia hy del anillo y pueden verse
como placas capacitivas planas con un hueco de aire entre ellas. Un potencial fijo de corriente
directa Vj. = 25V es suministrado al anillo para proporcionar un votaje de polarizacién comun a
los electrodos de sensado. Los electrodos en el plano activan y sensan el modo primario de vibracion,
este se puede describir como un modo de vibracién radial de flexién de orden dos, es decir, cos(20).
Por otra parte, el modo secundario de vibracién, también en el plano, es de la forma sin(20) y es
excitado por la fuerza de Coriolis al rotar el anillo alrededor del eje Z.

Modelado del modo primario de un giroscopio MEMS

El movimiento del modo primario de vibracién de un giroscopio de anillo MEMS ha sido mode-
lado por la ecuacién de Hill no homogénea en [60] y se expresa como

mi(t) + ci(t) + [k + K (£)] q(t) = F(2), (5.1)

en donde z(t) es la coordenada generalizada asociada con el modo primario, m = pAar (1 + 1/n?)
es la masa generalizada, k = [ELm/a®] [(1 — n?)?] es la rigidez generalizada,

_ goad ZUk ( cos(2n5k)sin(2na)> (5:2)

2n
Okl

es la rigidez electrostatica y

- goad Z v (cos no) sm(na)) (5.3)

mn
Okl

es el término forzante asociado a la activacion electrostatica; K (t) y F(t) se proporcionan en [61].
El término Uj(t) indica las contribuciones de voltaje en el k-ésimo electrodo debido a la senal de
excitacién paramétrica 7 sin(wt) sobre el electrodo de accionamiento y el voltaje de polarizacién Vg,
sobre el anillo MEMS. El voltaje a través de la 'placas’ capacitivas, entre el anillo polarizado y el
electrodo de actuacién es (para una senial senoidal) de la forma 7 sin(wt) — V.. La contribucién del
voltaje de excitacion de todos los p electrodos generan la fuerza total electrostética K (¢)z(t) + F(t).
La rigidez eletrostatica K (t) se puede modular periédicamente variando la amplitud 7 y la
frecuencia w de la senal de excitacion aplicada al electrodo de accionamiento. Entonces, la resonancia
paramétrica ocurre cuando se modula el pardmetro de rigidez ’efectiva’ en el sistema x — K(t) en



ol

la ecuacién (5.1) asegurando que la frecuencia de excitacién w se relaciona a la frecuencia natural
wq de la vibracién del modo actuado por la condicion

wr 2w/l 1 =1,2,3... (5.4)

y asegurando que la amplitud de excitacién 7 sea mayor o igual que el umbral de amplitud definido
por la frontera de estabilidad. Cuando [ = 1 en (5.4) se obtiene la resonancia paramétrica simple.
Se asume que la solucién del sistema (5.1) es de la forma

z(t) = e’ [Acos(wt/2) + Bsin(wt/2)], (5.5)

en donde w es la frecuencia de la excitacién paramétrica y p es el exponente caracteristico a ser
determinado; A y B se determinan por las condiciones iniciales. La suposicién de (5.5) es posible
gracias a la Teorfa de Floquet y a la técnica utilizada en [62].*

Sustituyendo (5.5) en (5.1) y aplicando el método de balance arménico comparando los coefi-
cientes con frecuencia w/2 se obtiene

e’ (p* My + pMs + M3) Jr =0, (5.6)
en donde
M, =1,
A
= [ ]

myy = w2 —w?/4— (D/2) (Vir +1?S)
mig = {waw + DSVdc’I]
mo1 = —fwaw + DSVan

Moz = M11

[

D = gpad/mh}
S =n/16+1/ (4v2)

Mediante la transformacién J, = pR se obtiene

B To M [
(Z — pIy)L =0, Z—[_Mg _MQ], L—[R],

el problema estdndar de eigenvalores en p.

La combinacién de excitacién paramétrica y una senal arménica forzante, hacen posible la am-
plificacién de los modos del sistema y/o de la respuesta a la velocidad angular del giroscopio de
anillo con el objetivo de mejorar algunos indicadores de rendimiento tales como el factor de escala®
(o sensibilidad) y el rendimiento senal-ruido del giroscopio.

*Para determinar la estabilidad de la resonancia paramétrica simple, [ = 1 en (5.4), se asume una solucién periédica
con solo dos términos en la forma de una serie de Fourier truncada y entonces se usa el método de balance armdnico
para obtener la relacién entre la frecuencia de la excitaciéon paramétrica y la amplitud de la excitaciéon paramétrica.

SEl factor de escala es definido como la cantidad de cambio en la seiial de salida por unidad de cambio del rango
de rotacién, es expresado en V/(°/S) (volts por grado por segundo).
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Notacién de esta seccién

p densidad
a radio del anillo
A &rea de seccién transversal
E modulo elastico del silicon
I, bd*/12
d grosor del anillo
€p permeabilidad al vacio
ho hueco capacitivo entre el anillo y cada electrodo
U (t) contribucién de voltaje en el electrodo 'k’
2« longitud de arco de los electrodos
0 posicion angular del electrodo 'k’
p numero de electrodos
o posicién angular con respecto al modo
m masa modal generalizada

¢ razén de amortiguamiento.

5.0.2. Control de oscilaciones

Considere la expresién
i+ w?[1 + e cos(2wt 4+ @)z = f(t),

en donde f(t) es suficientemente suave y es evaluada en los reales positivos.

Si hacemos o = w? y B = w?e recuperamos nuestra ecuacién de Mathieu no homogénea con una
ligera variacion indicada por la incorporacién del dngulo ¢.

Por medio del cambio de los valores de € y ¢ sobre un nimero finito de intervalos de tiempo, es
posible controlar la amplitud de las oscilaciones de las soluciones del sistema

i+ w?[1 + e cos(2wt 4 )]z = 0, (5.7)

para que se aproximen a la funcién forzante f(t), ver [63].
El control de oscilaciones considera las siguientes suposiciones: f(t) € C! para todo t € [0,7] en
donde T es el tiempo final del control,

1d
Y 1d
‘5% (t)‘ <1 (5.9)

El algoritmo que describe cémo las soluciones de (5.7) pueden ser controladas variando los valores
de € y @ sobre intervalos de tiempo de longitud H, se basa en la resonancia paramétrica y puede
ser consultado en [63].

El objetivo es conducir a una solucién z(t) que satisfaga \/z ()2 + i (t)2/w? =~ f(t) para todo
t € [0,T]. Pare este fin, se aproxima f(¢) por una funcién exponencial a pedazos, en donde cada
pedazo tiene una anchura H := M /w, M es una constante.

La condicién (5.9) asegura que f(¢) cambia muy poco en un intervalo de longitud H, por lo
tanto se puede aproximar correctamente por una funcién lineal a pedazos, en donde cada pedazo

tiene una anchura H.
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De la condicién (5.8) se tiene que

log f(t+ H) — log f(t)

1
oH <

es decir, si f(t+ H)/f(t) = exp(ewH /4), entonces la eleccién de ¢ (ver corolario 15, en [Ta02016])
causa un decremento en la amplitud de la oscilacién de = f(nH) enel pason a = f ((n+ 1)H) en el
paso n+ 1 (o un incremento por razones similares). Mas atin, debido a que ewH/4 =eM /4 < 1, la
envolvente de f(nH)exp(ew(r —nH)/4), 7 € [nH,(n+ 1)H] es cercana a una aproximacién lineal
a pedazos de f(7). El algoritmo garantiza que el error de aproximacién en un paso anterior no
afectard al error actual.

Las condiciones (5.8) y (5.9) se satisfacen si se escoge w suficientemente grande y f(t) € C!.
Esto se debe a el Teorema de Weierstrass y la compacidad del intervalo [0,7]. En otras palabras,
siempre que la funcién deseada f(¢) sea diferenciable, esta se puede aproximar por la envolvente de
las oscilaciones de muy altas frecuencias.

5.0.3. Circuitos RLC cosechadores de energia

Un ejemplo de dispositivos cosechadores de energia son los circuitos RLC acoplados parame-
tricalmente al campo electromagnético de la tierra del cual, mediante resonancia paramétrica, se
extrae energia contenida en oscilaciones muy pequenas (milivolts). n RLC (n € Z) circuitos aco-
plados apropiadamente a través de sus inductancias o capacitancias pueden extraer energia si la
resistencia de cada circuito es menor que nk, en donde x es un umbral proporcional al campo
electromagnético®, esto hecho se demuestra en [Molei2016).

El efecto de oscilaciones periddicas sobre el capacitor (o inductor) en un circuito RLC se puede
describir por la ecuacién z + [a+ fp(t)] z = 0, en donde o = C para alguna C, p = —Cn, n < 1
y p(t) = cos(2wt). Si w = wp, wy es la frecuencia natural, y 2RC’ < n/w, entonces la energia
introducida en el circuito mediante resonancia paramétrica sobrepasa la disipacion que la resis-
tencia R produce y la energia almacenada crece exponencialmente haciendo posible la extraccién
de energia. Por ejemplo, la ionosfera de la tierra puede verse como un dieléctrico con frecuencias
especificas de resonancia, esta capa produce oscilaciones pequenas de las mismas frecuencias en el
campo electromagnético del ambiente, estas oscilaciones podrian resultar en variaciones periddicas
de los pardmetros del circuito. Por lo tanto, la cosecha de energia es factible si de alguna mane-
ra la frecuencia natural del circuito es sintonizada en valores apropiados para inducir resonancia
paramétrica.

Acoplamiento de los circuitos RLC

La Fig. (5.2) ilustra la manera en que n circuitos RLC se acoplan a través de un supercon-
densador cuya estructura es muy parecida a una pelicula o rollo fotografico, en donde sus capas
conductivas (electrodos) y sus capas dieléctricas (aire) se enrollan alternadamente, generando una
fuerza electromotriz que depende de la suma de las corrientes en todos los circuitos, que a su vez
permanecen independientes. Debido a la electrostriccién” el campo eléctrico del ambiente introdu-
ce una pequena variacién periddica en las placas conductoras del supercondensador, las cuales se
estiraran o comprimiran de acuerdo al valor del campo lo que se traduce como un cambio en la
capacitancia del circuito. Asumiendo simetria con respecto a permutaciones en los electrodos del

SEsto representa un problema en la implementacién, debido a que la amplitud de las fluctuaciones paramétricas
inducidas suele ser muy pequefia para compensar el efecto disipativo de la resistencia, es necesario acoplar un nimero
demasiado grande de circuitos para poder extraer energia.

"La electrostriccién es una propiedad de los materiales dieléctricos que consiste en su deformacién bajo la influencia
de un campo eléctrico.
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Figura 5.2: Dos circuitos RLC acoplados. En la parte derecha se muestra la estructura del super-
condensador; los dieléctricos entre cada placa no se muestran en la imagen.

supercondensador, la diferencia de voltage, V, a través de este satisface

=1
Ademais
Ve, L
& df’z = I, Lid—; = VL, Rili = Vi,

en donde C(t) = C[1 — ncos(2wt)] para algun n < 1; I;, Vo, Vi i, Vr, son la corriente, el voltaje
através del capacitor, del inductor y del resistor del ¢-ésimo sub-circuito, respectivamente.
Aplicando la segunda ley de Kirchoff V + Vi ; + Vi, ; + Vi ; = 0 se tiene

1 " 1 d%I; I;
—  =N"L+—-=L+Li—+R-t=0 i=1,...,n.
%[0 gﬂrc it Limg + Rime =0, i=1,...n

Este modelo es idealizado, asume que las fluctuaciones electromagnéticas son sostenidas, bajo esta
consideracion se escogen 7y w.

Super resonancia paramétrica

Por simplicidad se consideran sub-circuitos idénticos, esto es, C; = C, L; = L'y R; = R. Sea
e=mn/ (LC’), por tanto, 1/ (LC(t)) = 1/ (LC’) + ecos(2wt) + O (g?), y sea el vector de estados

T = [Il, fl, I, fg, R In], entonces el sistema se describe como,
&t =Ax+eP(t)x+ O (62) , (5.11)
en donde
(B D D Q Q Q
A:D" ":, P:Q" ":;
S .. . D S )
D ... D B Q Q @
0 1 0 0 0 0
B= —1/(LC) —1/(LC) —L/R]’ D_[—l/(LC’) 0]’ Q_[cos(Zwt) 0]




95

En [63], Tao y Owhadi demostraron usando la técnica de homogenizacién temporal de EDO’s® li-

neales que la solucion del sistema crece exponencialmente si se satisface que w = \/ 1/(LC) 4 n/(LC) — R?/(4L?)

R
y ademas 62 > 2f’ es decir, ni > 2R.
w

w
La cual se satisface cuando el nimero de circuitos acoplados n es suficientemente grande.

8Ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Conclusiones

Se obtuvo por primera vez en el diagrama de Ince-Strutt: resonancia paramétrica y resonancia
lineal.

Si existe amortiguamiento, desaparece la resonancia lineal.

Se comprobd que aparecen lineas de resonancia k7T-periédicas, en donde k no necesariamente
es entero, puede ser cualquier nimero real.

Para sistemas de n grados de libertad sin amortiguamiento, en el diagrama de Ince-Strutt
aparece simultdneamente resonancia paramétrica y resonancia lineal; esta ultima sdlo con
cada uno de los subsistemas.

o7
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Trabajo futuro

e Sea el sistema
i=A(t)z A(t) e R4 (7.1)
siendo A la matriz de estados relacionada a la ecuacién de Hill de dos grados de libertad.
Se desea encontrar una transformacion 7' tal que convierta el sistema
i [Al(t) A2(t>]
As(t)  Aqlt)

en

p=[" )

de tal modo que el sistema (7.1) quede desacoplado, es decir,

wl=00 2l

de esta forma el problema se puede resolver directamente.
Se conjetura que el elemento Bs estd asociado a las lenguas principales de un sub sistema, B;
a las lenguas principales del segundo sub sistema y Bj a las lenguas de combinacién.
e Por otra parte, algunos problemas que quedan pendientes son:
En un grado de libertad
i+ o+ By(t)] = = f () (7.2)
a) Analizar la ecuacién cuando ¢(t) es quasi o almost periddica.

b) q(t) y f(t) quasi o almost periédicas.

En dos grados de libertad

Sea,
_ 0 I
|—aA-BBq(t) 0

la representacion en variables de estados.

s

x, (7.3)

a) Estudiar el sistema (7.3) cuando la matriz B no es simétrica.
b) ¢(t) es quasi o almost periédica.

c¢) La dimensién del sistema (7.3) es impar.
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Apéndice

8.1. Modelado del péndulo de Kapitsa forzado

Considere el péndulo mostrado en la Fig. 4.5. La barra de longitud [ se considera rigida y sin
masa, la masa m se supone puntual, g es la constante gravitacional, ¢ es el Angulo entre la barra y el
eje x, q(t) es la excitacion paramétrica y f(¢) es una fuerza periddica externa que actia directamente

sobre la masa.
Por motivos practicos evitaremos escribir la dependencia del tiempo en las subsecuentes ecua-

ciones. La posicién de la masa y su velocidad estan dadas por

z =l cos(p), y = Isin(p) + ¢ y
& = —lsin(p)p, y=Ilcos(p)p +4q

1
respectivamente. Calculando la energia cinética K = §m1)2 (v es la velocidad) y la energia potencial
U = mgh (h es la altura) se obtiene:
1 .9 .9
K = im(:v +9°)
1
= om(I*p* = 2Acos(p)pi +¢°) y
U = myg(lsin(p) — q).

La dindmica del sistema debe satisfacer la ecuaciéon de Euler-Lagrange, es decir,
doL OL
dtdp Op
en donde

1 1
L=K+U-= §mq2 + ml cos(p)pq + §ml2¢2 — mgq + mgl sin(p)

es el Lagrangiano.

Derivando y reacomodando términos se tiene que ¢ + (—% + %) cos(p) = 0, ahora linealizamos

alrededor del punto de equilibrio superior para obtener
b+ (—%Jr%)sozo,
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que representa la ecuacién de Mathieu cuando g = A cos(wt), es decir,

@ + [aw? + Pw? cos(wt)]p = 0

A

en donde o = _li? y B = -7

w

El siguiente cambio de variables wt = 7 (d?/dt* = w?d?/dr?), determina la ecuacién de Mathieu
2

d
normalizada, d—f + [a + B cos(T)]p = 0.
T
Cuando al sistema se le aplica una fuerza externa, como la que se muestra en la Fig. 4.5,
representada por f(¢), entonces tenemos la ecuacién de Mathieu no homogénea (o forzada) denotada
por:

¢ + [a+ Beos(t)]p = f(1).
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