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Resumen

El presente trabajo se divide en siete partes, en la primera ha
emos una r�apida revisi�on de

la importan
ia de la e
ua
i�on de Hill homog�enea y no homog�enea bas�andose en sus m�ultiples

apli
a
iones, enton
es se 
itan las 
ontribu
iones de trabajos previos destinados a la e
ua
i�on de

Hill forzada. Posteriormente, se enlistan las propiedades mas sobresalientes de la e
ua
i�on que nos


on
ierne, en uno y dos grados de libertad. En la ter
era parte se presentan algunos m�etodos

fre
uentemente utilizados en el an�alisis de estabilidad de la e
ua
i�on de Hill.

El 
ap��tulo 
uatro introdu
e 
on mas detalle la e
ua
i�on de Hill no homog�enea en uno y dos

grados de libertad, des
ribe nuevos resultados obtenidos en sistemas de una dimensi�on y se expli
a

el porqu�e estos resultados se extienden s�olo par
ialmente a sistemas de mas dimensiones; en esta

parte se analiza 
omo solu
iones peri�odi
as de la e
ua
i�on homog�enea unidimensional se vuelven

inestables al introdu
ir una se~nal forzante bajo 
iertas propiedades. La quinta se

i�on des
ribe dos

apli
a
iones de la e
ua
i�on de Hill forzada y un ejemplo de un sistema forzado que experimenta

resonan
ia param�etri
a y se en
uentra estre
hamente ligado a la e
ua
i�on de Hill. Finalmente, se

men
ionan las 
on
lusiones y el trabajo futuro.
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Abstra
t

The present work is divided into seven parts, in the �rst, we make a brief review of the importan
e

of the homogeneous and non-homogeneous Hill equation based on its multiple appli
ations, then

we 
ite the 
ontributions of previous studies destined to the for
ed Hill equation. Later, we list the

most outstanding properties of the equation of our interest, in one and two degrees of freedom.

In the third part, some methods frequently used in the stability analysis of the Hill equation are

presented.

Chapter four introdu
es the Hill equation of one and two degrees of freedom in more detail,

des
ribes new results obtained in one-dimensional systems and explains why these results are extend

only partially to systems of more dimensions; in this part we analyze how periodi
 solutions of the

homogeneous uni-dimensional equation be
ome unstable when introdu
ing a for
ing signal under


ertain properties. The �fth se
tion des
ribes two appli
ations of the for
ed Hill equation and an

example of a for
ed system that undergoes parametri
 resonan
e whi
h is widely linked to the Hill

equation. Finally, 
on
lusions and future work are mentioned.
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Introdu

i�on

El estudio de sistemas 
on 
oe�
ientes peri�odi
os ha o
upado por mas de un siglo el pensamiento

de grandes investigadores 
omo: Mathieu (1868), Floquet (1883), Hill (1886), Rayleigh (1887),

Lyapunov (1892) y Poin
ar�e (1899); sus trabajos pueden ser 
onsultados en [1℄-[6℄, respe
tivamente.

Los sistemas lineales os
ilatorios 
on 
oe�
ientes peri�odi
os, en general, dependen de dos par�ame-

tros f��si
os: la fre
uen
ia natural del sistema de os
ila
iones libres en ausen
ia de ex
ita
i�on (�) y

la amplitud de la ex
ita
i�on peri�odi
a (�), la 
ual se asume peque~na. Los sistemas 
on disipa
i�on

in
luyen un ter
er par�ametro, el 
oe�
iente de amortiguamiento Æ. Si � y Æ son 
ero, el sistema es

un os
ilador arm�oni
o, por ende, aut�onomo y 
onservativo.

Esta 
lase de sistemas experimenta un fen�omeno de inestabilidad 
ono
ido 
omo resonan
ia

param�etri
a, sus efe
tos sobre 
ualquier sistema f��si
o son 
atastr�o�
os, un 
laro ejemplo es el


olapso estru
tural del puente de Ta
oma Narrows (Estados Unidos) en 1940 [7℄.

En sistemas me
�ani
os la ex
ita
i�on param�etri
a se presenta 
omo 
ambios peri�odi
os de rigidez,

masa, 
arga y 
ara
ter��sti
as geom�etri
as, mientras que en los sistemas el�e
tri
os, 
omo el 
ir
uito

paralelo LC, surge al variar peri�odi
amente la 
apa
itan
ia y/o la indu
tan
ia. La presen
ia de

ex
ita
i�on param�etri
a desestabiliza al sistema si el valor de la fre
uen
ia de ex
ita
i�on ! es dos

ve
es o 
ualquier m�ultiplo entero de la fre
uen
ia natural del sistema �; es de
ir, ! = 2� o bien,

! = m�;m 2 N. Dos tipos de resona
ia param�etri
a son 
ono
idos: resonan
ia simple, la fre
uen
ia

de ex
ita
i�on es 
er
ana a fra

iones espe
���
as de la fre
uen
ia natural, y resonan
ia 
ombinada

originada por la 
ombina
i�on de fre
uen
ias naturales, esta �ultima se presenta en sistemas 
on al

menos dos grados de libertad. Podemos estable
er 
omo regla general, que 
ualquier objeto que

alma
ene energ��a y var��e peri�odi
amente puede produ
ir resonan
ia param�etri
a.

Originalmente, el t�ermino e
ua
i�on de Hill fue asignado a la 
lase de e
ua
iones diferen
iales

lineales de segundo orden (un grado de libertad), homog�eneas, 
on 
oe�
ientes reales y peri�odi
os

y 
on un �uni
o par�ametro. Sin embargo, en la a
tualidad podemos en
ontrar un gran n�umero de

trabajos rela
ionados a la e
ua
i�on de Hill: no lineal, no homog�enea, 
on dos o mas de un par�ametro

o 
on dos o mas grados de libertad.

El trabajo se 
entra prin
ipalmente en la e
ua
i�on de Hill introdu
ida por Strutt [8℄

�x+ Æ _x+ [�+ �q(t)℄x = 0; (1)

en donde q(t) = q(t+ T ), es de
ir, es una fun
i�on peri�odi
a 
on periodo fundamental T

1

.

A 
ontinua
i�on, se presentan brevemente las distintas versiones de e
ua
i�on de Hill.

1

En este trabajo q(t) se asumir�a 
ontinua a trozos, integrable de [0; T ℄ y de promedio 
ero, es de
ir,

R

T

0

q(t)dt = 0.

1
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Figura 1: Diagrama de In
e-Strutt para la e
ua
i�on de Mathieu.

E
ua
i�on de Mathieu

Se denota por

�x+ [�+ � 
os(!t)℄x = 0; (2)

es la e
ua
i�on tipo Hill m�as 
ono
ida debido al gran n�umero de fen�omenos din�ami
os que representa,

entre otros, des
ribe las vibra
iones transversales de una membrana el��pti
a tensa que se deriva de

un problema de valores en la frontera de e
ua
iones diferen
iales par
iales, tal 
omo la e
ua
i�on

de onda 
uya frontera es una elipse y la modula
i�on de una onda portadora de radio. Ejemplos y

apli
a
iones parti
ulares se pueden 
onsultar en [9, 10℄ y m�as re
ientemente en [11℄. El diagrama de

In
e-Strutt (tambi�en 
ono
ido 
omo gr�a�
o o diagrama de estabilidad), Fig. 1, representa zonas de

estabilidad (blan
as) e inestabilidad (grises) de la solu
i�on del sistema (2) determinadas por valores

espe
���
os de los par�ametros � (eje horizontal) y � (eje verti
al). Las zonas inestables re
iben el

nombre de Lenguas de Arnold

2

o lenguas de resonan
ia.

E
ua
i�on de Meissner

Se 
ara
teriza porque el t�ermino de ex
ita
i�on param�etri
a en (1) es una fun
i�on 
onstante


ontinua a trozos, por ejemplo, q(t) = sgn [
os(!t)℄. Apare
e por primera vez en un problema

rela
ionado 
on la inestabilidad en las barras laterales de lo
omotoras en 1918 [13℄. La e
ua
i�on

es
alar de Meissner se puede resolver anal��ti
amente (a diferen
ia de la e
ua
i�on de Mathieu);

detalles adi
ionales se en
uentran en [14℄. Una propiedad interesante, que en general no se presenta

en e
ua
iones tipo Hill, es el 
ru
e entre las fronteras de estabilidad para valores de � 6= 0, es de
ir,

apare
en intervalos de inestabilidad de longitud 
ero paralelos al eje � en el diagrama de estabilidad,

estos 
orresponden a par�ametros en los 
uales todas las solu
iones del sistema son T o 2T peri�odi
as.

Este fen�omeno se denomina 
oexisten
ia [15, 16℄, se puede observar a partir de la ter
era lengua de

Arnold en la Fig. 2. La e
ua
i�on de Meissner se puede utilizar para modelar el movimiento de iones

en 
uadrupolos magn�eti
os que a su vez son 
lave en los a
eleradores de part��
ulas tipo sin
rotr�on

o en 
uadrupolos el�e
tri
os utilizados por espe
tr�ometros de masas [15℄.

2

El nombre de lenguas de Arnold se deriva de [12℄.
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Figura 2: Lenguas de Arnold para la e
ua
i�on de Meissner. Observe un punto de 
oexisten
ia en

� � 5 y � � 4.

E
ua
i�on de Lam�e

En esta e
ua
i�on la ex
ita
ion param�etri
a, q(t), es una fun
i�on el��pti
a [17℄. Al igual que la de

Meissner, puede ser resuelta anal��ti
amente, sin embargo el pro
edimiento es mu
ho mas 
ompli
ado.

Se de�ne 
omo

�x+

�

�+

�

�m(m+ 1)k

2

sn

2

(t; k)

��

x = 0; (3)

en donde � = �m(m + 1)k

2

(la e
ua
i�on solo se puede resolver para estos valores), m 2 Z, k

2

(0 < k < 1) es llamado el m�odulo de sn(t; k) el 
ual es una fun
i�on el��pti
a de Ja
obi de�nida por

t =

R

sn(t;k)

0

�

(1� x

2

)(1 � k

2

x

2

)

�

�1=2

dx [18℄. La expresi�on (3) apare
e en la teor��a del poten
ial de

un elipsoide [19℄, tambi�en surge en la me
�ani
a 
u�anti
a 
omo e
ua
iones de peque~nas 
u
tua
iones

sobre las solu
iones 
l�asi
as de la e
ua
i�on de S
hr�odinger para diversos poten
iales peri�odi
os y

anarm�oni
os [20℄.

Adi
ional a la lista anterior, en [16℄, se estudian la e
ua
i�on de In
e, Hermite, Whittaker-Hill y

otras mas.

Es importante men
ionar que las lenguas de Arnold de 
ualquier e
ua
i�on es
alar tipo Hill no

se interse
tan, formalmente,

Lengua (i) \ Lengua (j) = � 8 i 6= j;

en donde, Lengua (i) , f(�; �) : (�; �) pertene
a a la i� th lengua de Arnoldg, la 
ual in
luye sus

fronteras.

El objetivo prin
ipal de este trabajo est�a orientado al an�alisis de la e
ua
i�on de Hill no homog�enea

(4), tanto en el 
aso es
alar 
omo en el ve
torial.

�x+ [�+ � 
os(t)℄x = f(t); f(t) = f(t+ T ) y

Z

T

0

f(t)dt = 0: (4)

La motiva
i�on para su estudio se debe a la es
asa informa
i�on existente sobre el tema, a pesar

de que sistemas din�ami
os reales pueden ser perfe
tamente 
ara
terizados por (4), el paradigma es

el p�endulo de Kapitsa forzado de uno y/o de dos grados de libertad (dos eslabones) al 
ual se le

apli
a una fuerza externa, f(t), sobre la masa, en el extremo del me
anismo. Otro ejemplo es un
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ir
uito LC sometido a una se~nal peri�odi
a externa en alguno de sus 
omponentes, mientras que el

valor alma
enado en el otro 
omponente (
apa
itan
ia o indu
tan
ia) est�a variando peri�odi
amente.

Dos apli
a
iones re
ientes se presentan en el Cap��tulo 5.

Entre los trabajos que investigaron la e
ua
i�on de Hill no homog�enea se en
ontran los resultados

de Slane y Tragesser [21℄, quienes modi�
aron la teor��a de Floquet para examinar anal��ti
amente el


omportamiento transitorio y en estado esta
ionario de un sistema no aut�onomo y no homog�eneo.

Younesian y otros [22℄ usaron la t�e
ni
a de par�ametros restringidos para bus
ar las solu
iones

peri�odi
as y asint�oti
as en la e
ua
i�on de Mathieu forzada. Shadman y Mehri [23℄ trabajaron 
on el

Teorema de punto �jo para investigar existen
ia de solu
iones peri�odi
as de la e
ua
i�on de Hill no

homog�enea. Kwong y Wong [24℄ usaron la teor��a de Floquet para probar la 
onjetura de que todas

las solu
iones de la e
ua
i�on de Hill son os
ilatorias en [0;1).

En esta tesis se presenta por primera vez la existen
ia de resonan
ia lineal en forma de l��neas

delgadas, dentro del diagrama de In
e-Strutt, estas surgen al forzar la e
ua
i�on de Hill 
on una se~nal

peri�odi
a tal y 
omo se muestra en la e
ua
i�on (4); tales lineas representan solu
iones inestables

del sistema. Un he
ho atra
tivamente interesante se resume en que las mismas l��neas delgadas

tambi�en apare
en en el sistema homog�eneo, bajo esta 
ondi
i�on representan solu
iones peri�odi
as

(y no solu
iones inestables). La existen
ia de estas 
urvas ya habia sido 
on�rmada en el trabajo

realizado por Jazar [26℄, en donde se en
ontraron solu
iones peri�odi
as dentro de las zonas estables

en el diagrama de estabilidad.
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1
Ante
edentes matem�ati
os

En este 
ap��tulo se introdu
en los elementos matem�ati
os utilizados a trav�es del texto, as�� 
o-

mo algunos 
on
eptos fundamentales. En primer lugar se estudia la teor��a de Floquet; herramienta

prin
ipal para an�alisis de estabilidad en las solu
iones de e
ua
iones diferen
iales lineales 
on 
oe�-


ientes peri�odi
os. Posteriormente, se presentan algunas propiedades de los sistemas Hamiltonianos

y su rela
i�on 
on matri
es Hamiltonianas y simpl�e
ti
as. Finalmente, se aborda el tema de matri
es

�-simpl�e
ti
as y algunos 
on
eptos b�asi
os de los tipos de resonan
ia.

1.1. Teor��a de Floquet

Considere la siguiente representa
i�on en espa
io de estados de una e
ua
i�on diferen
ial lineal de

primer orden 
on 
oe�
ientes peri�odi
os,

_x = A(t)x; (1.1)

en donde A (t+ T ) = A (t) es una matriz de n � n 
on elementos 
ontinuos a trozos y periodo

m��nimo T > 0, es de
ir, A(t) es una matriz T -peri�odi
a.

Las solu
iones del sistema (1.1) se pueden expresar en t�erminos de la matriz de transi
i�on de

estados, � (t; t

0

).

Las propiedades de la matriz de transi
i�on de estados son [27℄:

1 � (t; t) = I

n

8 t 2 R

2 �

�1

(t; t

0

) = � (t

0

; t)

3 � (t

2

; t

0

) = � (t

2

; t

1

)� (t

1

; t

0

) 8 t

0

; t

1

; t

2

2 R

4

�

�t

�(t; t

0

) = A (t) � (t; t

0

)

5 8 x (t

0

) = x

0

2 R

n

, la solu
i�on general de (1.1) es x (t) = � (t; t

0

)x

0

Los detalles pueden ser 
onsultados en [27℄ o [28℄.

Ha
iendo uso de las propiedades de la matriz de transi
i�on de estados, se obtiene el siguiente

teorema,

Teorema 1.1. [Floquet℄ La matriz de transi
i�on de estados del sistema (1.1) satisfa
e:

�(t; t

0

) = P

�1

(t) e

R(t�t

0

)

P (t

0

); (1.2)

en donde P (t+ T ) = P (t) es una matriz peri�odi
a de n�n del mismo periodo T que en (1.1) y R

es una matriz 
onstante de n� n, puede ser 
ompleja, a�un 
uando A(t) en (1.1) sea real.

5
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La matriz R en el Teorema (1.1) es real si y solo si los multipli
adores del sistema, los valores


ara
ter��sti
os de � (T; 0), son no negativos o 
ada divisor elemental 
orrespondiente a multipli
a-

dores negativos es de multipli
idad par [29℄. No obastante, la matriz R del fa
tor exponen
ial e

2RT

que 
orresponde a la matriz de transi
i�on de estados �(2T; 0), siempre es real.

Considere t

0

= 0 en (1.2) y por la propiedad 1 de la matriz de transi
i�on de estados, P

�1

(0) = I

n

,

lo que 
onlleva al siguiente Corolario,

Corolario 1.2. [Teorema de Floquet℄ La matriz de transi
i�on de estados del sistema (1.1), en

t

0

= 0, satisfa
e:

�(t; 0) = P

�1

(t) e

Rt

; (1.3)

en donde P (t+ T ) = P (t) es una matriz peri�odi
a de n�n del mismo periodo que el sistema (1.1),

y R es una matriz 
onstante de n� n.

Evaluando (1.3) en t = T y tomando en 
onsidera
i�on que P (t) es T -peri�odi
a, P (T ) = I

n

;

enton
es

M = �(T; 0) = e

RT

: (1.4)

La matriz 
onstante M es ampliamente 
ono
ida 
omo matriz de Monodrom��a y es de parti
ular

inter�es en el estudio de sistemas peri�odi
os.

La matriz de Monodrom��a en (1.4) es dependiente del tiempo ini
ial t

0

, sin embargo su espe
tro

1

es independe de este, solo basta apli
ar el Teorema 1.1.

Si t = T + t

0

en (1.2) y se nombra M

t

0

a la matriz resultante, enton
es

M

t

0

= �(T + t

0

; t

0

) = P

�1

(T + t

0

) e

RT

P (t

0

) = P

�1

(t

0

) e

RT

P (t

0

) = P

�1

(t

0

)MP (t

0

);

observe que M

t

0

= �(T + t

0

; t

0

) y M son matri
es similares, lo que nos permite utilizar M

t

0

o M

indiferentemente siempre y 
uando su uso est�e limitado a su espe
tro.

Dos 
onse
uen
ias se derivan del Teorema de Floquet: redu
ibilidad y estabilidad.

1.1.1. Redu
ibilidad

Sea el sistema (1.1) y el siguiente 
ambio de 
oordenadas z (t) = T (t) x (t), en donde la matrix

T (t) de dimensi�on n� n satisfa
e:

� T(t) es diferen
iable e invertible 8 t y

� Las matri
es T (t),

_

T y T

�1

(t) son a
otadas.

La matriz de transforma
i�on T (t) que satisfa
e las 
ondi
iones de arriba, es llamada Transforma
i�on

de Lyapunov.

Se puede de
ir de manera informal que el sistema _x = A(t)x en sus 
oordenadas originales

x o en las 
oordenadas transformadas z preserva la propiedad de estabilidad si la matriz T (t),

la 
ual rela
iona ambas 
oordenadas, es una Transforma
i�on de Lyapunov. Propiedades de esta

transforma
i�on se des
riben en [27, 29, 30℄.

De�ni
i�on 1.3. Un sistema variante en el tiempo _x = A(t)x se di
e redu
ible, si existe una

transforma
i�on de Lyapunov lineal y variante en el tiempo T (t) tal que z(t) = T (t)x(t) y

_z =

h

T

�1

(t)A(t)T (t) + T

�1

(t)

_

T (t)

i

z

en donde

h

T

�1

(t)A(t)T (t) + T

�1

(t)

_

T

i

= R es una matriz 
onstante.

Todo sistema de la forma (1.1) es redu
ible, esto se expresa formalmente 
on el siguiente Teorema:

1

El espe
tro de una matriz A 2 C

n�n

, denotado por �(A), es el 
onjunto de todos sus eigenvalores.
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Teorema 1.4. Sea _x = A(t)x un sistema lineal T -peri�odi
o, el 
ambio de 
ooordenadas z (t) =

P

�1

(t) x (t) transforma el sistema lineal variante en el tiempo a un sistema lineal invariante en

el tiempo, es de
ir,

_z = Rz;

en donde R es la misma matriz que apare
e en la e
ua
i�on (1.3).

En resumen, el Teorema anterior nos di
e que todo sistema des
rito por (1.1) tiene una transfor-

ma
i�on lineal y peri�odi
a que lo transforma a un sistema invariante en el tiempo, el 
ual preserva la

estabilidad. Desafortunadamente, el uso de esta transforma
i�on es 
uestionable en el sentido pr�a
ti-


o, puesto que su implementa
i�on requiere de la solu
i�on del sistema para el 
ambio de 
oordenadas,

sin embargo es bastante �util en problemas de an�alisis.

1.1.2. Estabilidad

Re
ordemos la de�ni
i�on de estabilidad en el sentido de Lyapunov, ver [5℄ o [31℄,

De�ni
i�on 1.5. La solu
i�on 
ero de _x = A(t)x se di
e

� Estable, si 8 " > 0;9 Æ = Æ(") > 0 tal que kx (t

0

)k < Æ ) kx(t)k < " 8 t � t

0

.

� Inestable, si no es estable.

� Asint�oti
amente estable si la solu
i�on 
ero es estable y Æ puede ser elegido tal que kx(t

0

)k <

Æ ) l��m

t!1

x(t) = 0.

La solu
i�on del sistema _x = A(t)x 
on t = kT + � � 0, k 2 Z

+

, � 2 [0; T ), t

0

= 0 y x(0) = x

0

satisfa
e,

x(t) = �(t; 0)x

0

= �(kT + �; 0)x

0

= �(kT + �; kT )�

�

kT ; (k � 1) T

�

�

�

kT ; (k � 1) T

�

� � ��

�

T ; 0

�

x

0

= �(�; 0) � (T; 0) � (T; 0) � � ��(T; 0)

| {z }

k�ve
es

x

0

= �(�; 0)M

k

x

0

de la �ultima expresi�on se puede 
on
luir:

� Estabilidad, x(t) se mantiene a
otada 8 t � 0 si y solo si � (M) � D

1

$ fz 2 C : jzj � 1g y si

� 2 � (M) y j�j = 1, � es una ra��z simple del polinomio de M .

� Inestabilidad, x(t)!1 si y solo si 9� 2 �(M) tal que j�j > 1 o �(M) � D

1

y 9j�j = 1 siendo

una ra��z m�ultiple del polinomio m��nimo de M .

� Estabilidad asint�oti
a, x(t)! 0 
uando t!1 si y solo si � (M) �

Æ

D

1

$ fz 2 C : jzj < 1g.

� Una 
ondi
i�on ne
esaria para la existen
ia de solu
iones T -peri�odi
as es que uno o varios

� 2 �(M) tengan � = 1.

An�alogamente, es posible 
on
luir estabilidad a partir de los valores 
ara
ter��sti
os � (exponentes


ara
ter��sti
os) de la matriz R anun
iada en (1.3), es de
ir,
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� Estabilidad, x(t) se mantiene a
otada 8 t 2 R si y solo si Ref�(R)g � 0

2

y Ref�(R)g = 0 es

una ra��z simple del polinomio m��nimo de R.

� Inestabilidad, x(t) ! 1 si y solo si Ref�(R)g � 0 y Ref�(R)g = 0 es una ra��z m�ultiple del

polinomio m��nimo de R.

� Estabilidad asint�oti
a, x(t)! 0 
uando t!1 si y solo si Ref�(R)g > 0.

� Una 
ondi
i�on ne
esaria para la existen
ia de solu
iones T -peri�odi
as es que uno o varios

� 2 �(R) tengan parte puramente imaginaria (parte real igual a 
ero).

La rela
i�on existente entre los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a y el espe
tro de la matrix

R est�a dada por e

�T

= �.

Dos resultado generales para sistemas peri�odi
os se formulan a 
ontinua
i�on:

Teorema 1.6. [32℄ Suponga que la matriz de Monodrom��a tiene n valores 
ara
ter��sti
os distintos,

�

i

; i = 1; 2; 3; : : : ; n. Enton
es (1.1) tiene n solu
iones linealmente independientes de la forma

x

i

= p

�1

i

(t)e

�

i

t

en donde p

i

(t) son fun
iones ve
toriales 
on periodo T .

Teorema 1.7. [32℄ Sea el sistema (1.1) en donde A(t) tiene periodo m��nimo T y sean sus multi-

pli
adores 
ara
ter��sti
os �

1

; �

2

; : : : ; �

n

. Enton
es

�

1

�

2

; : : : ; �

n

= exp

�

Z

T

0

trfA(s)gds

�

;


ontando un multipli
ador repetido seg�un su multipli
idad.

Se debe resaltar que la redu
ibilidad de sistemas lineales peri�odi
os a sistemas lineales invariantes

y la estabilidad en los sistemas lineales peri�odi
os se pueden formular gra
ias a la fa
toriza
i�on de

Floquet dada por (1.3). Mas a�un, el 
omportamiento de x(t) 8t puede dedu
irse del 
ono
imiento

de x(t) en [t

0

; t

0

+ T ℄ durante un periodo.

1.2. Sistemas Hamiltonianos

Sea H (q; p) una fun
i�on diferen
iable, llamada fun
i�on Hamiltoniana o Hamiltoniano, el 
ual

depende de los ve
tores q, p y del tiempo; satisfa
e las siguientes e
ua
iones:

_q =

�

�H (q; p)

�p

�

>

_p = �

�

�H (q; p)

�q

�

>

(1.5)

a este par se le denomina sistema Hamiltoniano.

El hamiltoniano representa la energ��a del sistema, si esta fun
i�on no depende expl��
itamente del

tiempo, la energ��a se 
onserva a lo largo de las solu
iones de (1.5) y el sistema Hamiltoniano es

llamado 
onservativo. Esta propiedad garantiza la existen
ia de una primera integral. Los sistemas

Hamiltonianos (1.5) siempre son de orden par, es de
ir 2n dimensional si q; p 2 R

n

, ver [33, 34℄ para

un an�alisis profundo de este tipo de sistemas.

2

Re denota la parte real de su argumento, en este 
aso, la parte real del espe
tro de R.
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Aqu�� 
onsideraremos fun
iones Hamiltonianas que dependen del tiempo H (t; q; p), por lo tanto,

son no 
onservativas; as�� mismo se estudian sistemas lineales Hamiltonianos, lo que 
onlleva a una

fun
i�on Hamiltoniana de forma 
uadr�ati
a y homog�enea de la forma,

H (t; q; p) =

�

q

p

�

>

H (t)

�

q

p

�

;

en donde H (t) es una matrix sim�etri
a de 2n�2n, en este 
aso el sistema Hamiltoniano (1.5) puede

ser expresado 
omo

d

dt

�

q

p

�

= JH (t)

�

q

p

�

;

en donde

J =

�

0 I

n

�I

n

0

�

: (1.6)

Note que J

�1

= J

>

= �J y J

2

= �I

2n

.

Finalmente, si el sistema Hamiltoniano es T -peri�odi
o, enton
es H (t+ T ) = H (t) = H

>

(t).

Apartir de ahora asumiremos que esta rela
i�on se satisfa
e.

De�ni
i�on 1.8. [34℄ Una matriz de orden par, A 2 R

2n�2n

, es llamada matriz Hamiltoniana si

A = JH, en donde H es una matriz sim�etri
a, equivalentemente,

JA+A

>

J = 0 (1.7)

De (1.7) se obtiene que A = J

�1

�

�A

>

�

J , es de
ir, A es similar a �A

>

y en 
onse
uen
ia tienen

el mismo espe
tro:

� (A) = �

�

�A

>

�

= � (�A) ;

esto demuestra que la propiedad 
lave de las matri
es Hamiltonianas 
onstantes 
onsiste en que su

espe
tro es sim�etri
o 
on respe
to al eje imaginario.

Teorema 1.9. Sea A 2 R

2n�2n

una matriz Hamiltoniana, si �;

�

� 2 � (A) =) ��;�

�

� 2 � (A).

Esto es equivalente a que el polinomio 
ara
ter��sti
o de un matriz Hamiltoniana tiene �uni
amente

poten
ias pares, o bien, su polinomio 
ara
ter��sti
o es par.

Otra propiedad que se sigue del Teorema anterior, es que la traza de una matriz Hamiltoniana

siempre es 
ero.

Las matri
es Hamiltonianas est�an estre
hamente rela
ionadas a las matri
es simpl�e
ti
as.

De�ni
i�on 1.10. [34℄ Una matrix 
uadrada, real y de orden par, S 2 R

2n�2n

(n 2 N), se di
e que

es una matrix simpl�e
ti
a si

S

>

JS = J;

J se de�ne 
omo en (1.6).

El determinante de una matriz simpl�e
ti
a es +1. La propiedad mas importante de una matriz

simpl�e
ti
a 
onstante, es que su espe
tro es sim�etri
o 
on respe
to al 
��r
ulo unitario. La prueba se

obtiene de la de�ni
i�on y del he
ho de que una matriz simpl�e
ti
a siempre es invertible; enton
es

S

>

= JS

�1

J

�1

, es de
ir, �

�

S

>

�

= �

�

S

�1

�

= � (S) ) si � 2 � (S) ) �

�1

2 � (S). Esto se expresa

formalmente 
omo sigue,

Teorema 1.11. Sea S 2 R

2n�2n

una matriz simpl�e
ti
a, si � 2 � (A) ) �

�1

2 � (A) : De forma

equivalente, el polinomio 
ara
ter��sti
o de una matriz simpl�e
ti
a es auto-re
��pro
o [34℄ o pal��ndromo

[35℄, es de
ir, p

S

(�) = �

2n

p

S

�

�

�1

�
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La rela
i�on de las matri
es Hamiltonianas 
on las matri
es simpl�e
ti
as en un sistema Hamilto-

niano se estable
e en el siguiente Teorema,

Teorema 1.12. Un sistema Hamiltoniano lineal variante en el tiempo (no ne
esarimente peri�odi
o)

H (t) = H

>

(t), se puede expresar 
omo

d

dt

�

q

p

�

= JH (t)

�

q

p

�

, en donde su matriz de transi
i�on

de estados es simpl�e
ti
a.

Es muy importante notar que un sistema Hamiltoniano invariante en el tiempo no puede ser

asint�oti
amente estable, debido a la simetr��a de sus valores 
ara
ter��sti
os 
on respe
to al eje ima-

ginario. Esta asevera
i�on se extiende a todos los sistemas Hamiltonianos variantes o invariantes en

el tiempo.

Otra propiedad interesante de los sistemas Hamiltonianos se basa en que los sistemas arbitra-

rios 2n-dimensional requieren 2n � 1 primeras integrales para obtener una e
ua
i�on diferen
ial de

primer orden 1-dimensional, la 
ual puede ser integrada por 
uadraturas para �nalmente integrar al

sistema 
ompleto. El Teorema de Liouville asegura que un sistema Hamiltoniano 2n-dimensional es

integrable si se 
ono
en �uni
amente sus n primeras integrales independientes en involu
i�on [33, 34℄.

Esta es una gran noti
ia, puesto que el esfuerzo se redu
e a la mitad del trabajo.

De�ni
i�on 1.13. [34℄ Una matriz S 2 R

2n�2n

es llamada simpl�e
ti
a 
on multipli
ador � o �-

simpl�e
ti
a si

S

>

JS = �J

en donde � 2 (0; 1℄ es una 
onstante no 
ero. Claramente si � = 1, la matriz es simpl�e
ti
a.

Las matri
es �-simpl�e
ti
as son no singulares.

Lema 1.14. Para � > 0, S 2 R

2n�2n

es �-simpl�e
ti
a si y solo si det[S℄ = �.

Los eigenvalores de una matriz �-simpl�e
ti
a, S 2 R

2n�2n

, son sim�etri
os 
on respe
to al 
��r
ulo

de radio

2n

p

�.

1.3. Resonan
ia param�etri
a

La e
ua
i�on

�x+ [�+ �q(t)℄ x = 0

des
ribe un tipo de inestabilidad que surge prin
ipalmente 
uando existe una rela
i�on dire
ta entre

la fre
uen
ia natural

3

!

0

= � y la fre
uen
ia de exita
i�on param�etri
a

4

!. La resonan
ia param�etri
a

surge 
uando ! = 2!

o

, o bien, se puede generalizar a ! = 2!

0

=n, n 2 Z

+

; en sistemas disipativos

el efe
to de amortiguamiento se vuelve mas signi�
ativo 
onforme n se in
rementa. La forma mas

desta
ada de resonan
ia param�etri
a es 
uando n = 1, se le 
ono
e 
omo el prin
ipio de la resonan
ia

subarm�oni
a. Para ilustrar el 
on
epto de resonan
ia param�etri
a, se analiza el 
omportamiento del

simple 
ir
uito en paralelo LC, Fig. 1.1, tomado de [15℄. Este sistema se puede modelar por la

e
ua
i�on de Hill de segundo orden, en donde q(t) = v(t) es la 
arga en el 
apa
itor. Las separa
i�on

de las pla
as del 
apa
itor 
ambian periodi
amente afe
tando el valor de la 
apa
itan
ia; se asume

que 
ierta energ��a se introdu
e al 
ir
uito en un tiempo anterior, esta os
ila entre la 
apa
itan
ia

y la indu
tan
ia en un rango determinado por su fre
uen
ia natural !

0

= 1=

p

LC. La Fig. 1.1a,

muestra el inter
ambio de energ��a entre el 
apa
itor y el indu
tor.

Cuando la diferen
ia de poten
ial en el 
apa
itor es 
ero, toda la energ��a en la red se en
uentra

alma
enada en el indu
tor, por otra parte 
uando la diferen
ia de poten
ial en el 
apa
itor es m�axi-

ma, este a
apara toda la energ��a del sistema. Si las pla
as del 
apa
itor se separan repentinamente

3

Es la fre
uen
ia de os
ila
iones libres en la 
ual el sistema os
ilar�a sin ninguna in
uen
ia externa aparte del

impulso ini
ial que di�o origen al movimiento.

4

Varia
i�on expl��
ita dependiente del tiempo de un par�ametro en un sistema din�ami
o.
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x

Figura 1.1: Cir
uito 
on 
apa
itan
ia variable (izquierda). a) Voltaje del 
apa
itor sin bombeo. b)

Varia
i�on de 
apa
itan
ia. 
) Ampli�
a
i�on del voltaje en el 
apa
itor debido al bombeo del mismo

(dere
ha).

(posiblemente mediante un dispositivo me
�ani
o) 
uando la diferen
ia de poten
ial es m�aximo (po-

sitivo o negativo), enton
es la 
apa
itan
ia de
rementa instantaneamente, observe la Fig. 1.1b. El

trabajo que se realiz�o en 
ontra del 
ampo al separar las pla
as del 
apa
itor, se sumar�a a la energ��a

total del 
ir
uito, en ese instante de tiempo y debido a que toda la energ��a est�a alma
enada en la


apa
itan
ia, este aumento se ver�a re
ejado 
omo un in
remento o ampli�
a
i�on del poten
ial en el


apa
itor, 
omo es ilustrado en la Fig. 1.1
. Las restri

iones din�ami
as impiden que el voltaje en el


apa
itor se in
remente de un solo salto 
omo se muestra en la imagen, sin embargo, una vez que se

ha in
rementado, el 
apa
itor des
ribe una nueva se~nal sinusoidal de mayor amplitud que aquella,

anterior al 
ambio en la 
apa
itan
ia.

Cuando la tensi�on del 
apa
itor pasa a trav�es 
ero, las pla
as del 
apa
itor regresan a su posi
i�on

ini
ial, sin variar la energ��a total del 
ir
uito, porque en ese instante toda la energ��a esta 
on
entrada

en el indu
tor; esto permite separar nuevamente las pla
as del 
apa
itor 
uando esta 
argado 
on

su siguiente m�aximo voltaje, de tal manera que la energ��a en el 
ir
uito sufrir�a otro in
remento de

energ��a. El pro
eso se repite en 
ada m�aximo de tensi�on en el 
apa
itor y la 
apa
itan
ia se reesta-

ble
e 
ada que la tensi�on es 
ero. Conse
uentemente, la energ��a se suma al 
ir
uito peri�odi
amente y

produ
e una 
ontinua ampli�
a
i�on de voltage en el 
apa
itor (y en todos los dem�as 
omponentes).

En un sistema 
on p�erdidas (por ejemplo al agregar resisten
ia) la ampli�
a
i�on aparentemente

ilimitada se restringe.

Al variar la 
apa
itan
ia en un rango igual a dos ve
es la fre
uen
ia de la tensi�on del 
apa
itor (es

de
ir, dos ve
es la fre
uen
ia resonante del sistema) podemos experimentar os
ila
iones 
re
ientes en

sistemas sin p�erdidas. Sin embargo, os
ila
iones 
re
ientes tambi�en apare
en en sistemas disipativos

si su�
iente energ��a es introdu
ida. Estas os
ila
iones 
re
ientes se tradu
en en inestabilidad.

El fen�omeno des
rito se observa tambi�en al variar la indu
tan
ia en lugar de la 
apa
itan
ia. En

otras palabras, el efe
to param�etri
o dependen de perturbar la fre
uen
ia natural (o de resonan
ia)

mediante la varia
i�on de un par�ametro que alma
ene energ��a. Para saber si un sistema en parti
ular

exhibir�a resonan
ia param�etri
a, s�olo es ne
esario inspe

ionar la fre
uen
ia natural y variar un

param�etro que alma
ene energ��a. Es importante notar que tal ele

i�on se debe ha
er 
on base en el

estudio de la fre
uen
ia natural, ya que algunos par�ametros que alma
enan energ��a no 
ontribuyen



12

a determinar la fre
uen
ia natural (la masa de la bola de un p�endulo, por ejemplo) y por ende no

experimentar�an 
omportamiento param�etri
o al ser perturbados periodi
amente.



2
Propiedades y des
rip
i�on

general de la e
ua
i�on de Hill

2.1. Propiedades de la e
ua
i�on de Hill de un grado de libertad

En esta se

i�on se presentan algunas propiedades importantes de la e
ua
i�on de Hill es
alar o de

un grado de libertad. Primeramente, se abordar�a el 
on
epto fundamental de la traza de la matriz

de Monodrom��a y sus impli
a
iones en las fronteras de estabilidad que apare
en en el diagrama

de In
e-Strutt. Posteriormente, se estable
en los 
on
eptos de estabilidad d�ebil y fuerte as�� 
omo

el Teorema Krein-Gelfand-Lidskii, los 
uales dependen de los multipli
adores 
ara
ter��sti
os de

sistemas Hamiltonianos. Adem�as, se resuelve anal��ti
amente una e
ua
i�on tipo Hill 
uya se~nal de

ex
ita
i�on param�etri
a es dis
ontinua. Finalmente, se estudia la din�ami
a de la e
ua
i�on de Mathieu


on fuerzas disipativas.

Considere una vez mas la e
ua
i�on de Hill

�y + [�+ �q (t)℄ y = 0; (2.1)


on las propiedades ya estable
idas en la introdu

i�on.

Conviene men
ionar que 
ualquier e
ua
i�on diferen
ial de segundo orden

�z + a(t) _z + b(t)z = 0

en donde los 
oe�
ientes a(t) y b(t) son fun
iones T -peri�odi
as, siempre se puede transformar en una

expresi�on de la forma (2.1) a trav�es de y = e

�

1

2

R

a(�)d�

z

1

. Por lo tanto, sin p�erdida de generalidad

se puede 
onsiderar la e
ua
i�on (2.1) para efe
tos de an�alisis. Note que esta transforma
i�on, en

general, no es una transforma
i�on de Lyapunov [36℄.

Si de�nimos un ve
tor de estados 
omo x ,

�

y

_y

�

, la e
ua
i�on (2.1) se puede es
ribir en variables

de estado:

_x = A(t)x =

�

0 1

��� �q (t) 0

�

x =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

0 1

�1 0

�

| {z }

J

�

�+ �q (t) 0

0 1

�

| {z }

H(t)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

x (2.2)

en donde J se de�ne 
omo en (1.6) para n = 1; y H (t+ T ) = H (t) = H

>

(t) satisfa
e la 
ondi
i�on

para sistemas Hamiltonianos lineales. Enton
es, la matriz de transi
i�on de estados de la e
ua
i�on

de Hill 
on la estru
tura en (2.2) es una matriz simpl�e
ti
a para todo tiempo t.

1

Note que esta no es una transforma
i�on de Lyapunov.

13
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Conse
uentemente, su matriz de Monodrom��a M tambi�en es simpl�e
ti
a y su polinomio 
ara
-

ter��sti
o p

M

(�) se expresa 
omo

p

M

(�) = �

2

� tr (M) �+ 1 (2.3)

De�ni
i�on 2.1. Los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a M o ra��
es del polinomio 
ara
ter��sti-


o p

M

(�), se denominan multipli
adores 
ara
ter��sti
os, multipli
adores de Floquet o simplemente

multipli
adores de la e
ua
i�on (2.1) o (2.2) y se denotan por �. Para sistemas Hamiltonianos son

sim�etri
os 
on respe
to al 
��r
ulo unitario.

De�ni
i�on 2.2. Todo multipli
ador 
ara
ter��sti
o � esta estre
hamente aso
iado a los eigenvalores,

�, de la matriz R en (1.3); se les denomina exponentes 
ara
ter��sti
os de Floquet o simplemente

exponentes 
ara
ter��sti
os. La rela
i�on entre ellos esta dada por

� = e

�T

:

Es importante notar que los multipli
adores 
ara
ter��sti
os son un��vo
amente determinados,

pero no los exponentes 
ara
ter��sti
os, puesto que a la parte imaginaria de 
ada expenente se le

puede sumar el t�ermino 2�i=T para i = 1; 2; 3; : : : .

Las ra��
es de p

M

(�) son:

�

1;2

=

tr (M)�

p

tr

2

(M)� 4

2

� Si tr

2

(M) < 4, los multipli
adores 
ara
ter��sti
os son 
omplejos 
onjugados y su m�odulo es

j�

1;2

j

2

=

tr

2

(M)

4

+

4� tr

2

(M)

4

= 1. Los dos eigenvalores son diferentes, por lo tanto, el

polinomio 
ara
ter��sti
o y el polinomio m��nimo de M son el mismo. Este 
aso 
orresponde a

un sistema estable.

� Si tr

2

(M) > 4, los multipli
adores son reales y re
��pro
os, �

1

=

�

tr (M) +

p

tr

2

(M)� 4

�

=2

y �

2

=

�

tr (M)�

p

tr

2

(M)� 4

�

=2. Es 
laro que �

1

+ �

2

= tr (M) y �

1

�

2

= 1, enton
es

�

2

= �

�1

1

. Si alguno de los multipli
adores es mayor que uno, por ejemplo �

1

> 1, el sistema

es inestable.

� Si tr

2

(M) = 4, los multipli
adores 
ara
ter��sti
os son reales e iguales; +1 (�

1;2

= +1) o �1

(�

1;2

= �1) dependiendo de si tr (M) = +2 o si tr (M) = �2, respe
tivamente. En este 
aso

la e
ua
i�on de Hill es estable si y solo si la matriz de Monodrom��a es diagonal o es
alar, en


ualquier otro 
aso es inestable.

Las fronteras de estabilidad-inestabilidad 
orresponden a este �ultimo��tem, es de
ir, 
uando jtr (M)j =

2.

Es 
laro que la matriz de Monodrom��a depende de los par�ametros �; �. Ho
hstadt fue el pri-

mero en vislumbrar la importan
ia de la fun
i�on � (�; �) := tr(M) y obtener sus propiedades mas

importantes [37℄.

Otro he
ho fundamental rela
ionado al �ultimo 
aso (
uando la tr

2

(M) = 4) son los denomina-

dos puntos de 
oexisten
ia, [15, 16℄, los 
uales surgen 
on la presen
ia de dos solu
iones peri�odi
as

linealmente independientes de la e
ua
i�on de Hill; las solu
iones son T -peri�odi
as 
uando los mul-

tipli
adores son +1 y 2T -peri�odi
as 
uando los multipli
adores son �1.

La e
ua
i�on de Meissner presenta varios puntos de 
oexisten
ia, gr�a�
amente este fen�omeno se

observa 
uando el an
ho de las lenguas de Arnold se redu
en a un solo punto (en dire

i�on del eje

�) en su diagrama de estabilidad. La Fig. 2 muestra diferentes puntos de 
oexisten
ia, uno de ellos

lo
alizado en � �2.5 y � �1.5. La e
ua
i�on de Mathieu no tiene puntos de 
oexisten
ia [38℄.
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Figura 2.1: Para una 
onstante � = 1; � (�; 1) = tr (M) es una fun
i�on que solo depende de �.

Los valores que satisfa
en j� (�; 1)j > 2, son proye
tados sobre el eje � y 
orresponden a regiones

inestables.

Teorema 2.3. [Ho
hstadt℄ La fun
i�on � (�; �) = tr(M) para 
ualquier � 
onstante, es una fun
i�on

entera de orden 1=2. La fun
i�on � (�; �)� 2 = 0 tiene un n�umero in�nito de ra��
es. Para 
ualquier

�

0

y para 
ualquier �

0

su�
ientemente negativa, � (�

0

; �

0

) es positiva, por lo tanto al in
rementar �

apare
e la primera ra��z para la e
ua
i�on � (�; �)�2 = 0, la 
ual 
orresponde a un doble multipli
ador

en +1 y de aqu�� surgen dos ra��
es (no ne
esariamente diferentes) en �1, enton
es dos ra��
es en +1

y as�� su
esivamente hasta el in�nito.

Del Teorema de Ho
hstadt se derivan dos se
uen
ias in�nitas:

�

0

; �

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; : : :

�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; : : :

La primera se
uen
ia 
orresponde a las ra��
es de � (�; �) + 2 = 0 y la segunda 
orresponde a

� (�; �) � 2 = 0. Mas a�un, estas se
uen
ias se entrelazan de la siguente manera:

�

0

; �

1

; �

2

; �

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

; : : :

Este he
ho se ilustra en la Fig. 2.1. Observe que para valores en donde � (�; �

0

) 2 [�2; 2℄ los

multipli
adores est�an sobre el 
��r
ulo unitario y para valores que satisfa
en j� (�; �

0

)j > 2, los

eigenvalores son ambos positivos o ambos negativos y uno es el re
��pro
o del otro.

Si para alg�un valor � = �

1

ambos multipli
adores est�an en �1 y se in
rementa este valor hasta

el punto � = �

2

en el 
u�al ambos multipli
adores est�an en +1; el 
amino del multipli
ador del punto

�1 al punto +1 es a trav�es de ar
os sobre el 
��r
ulo unitario. La traye
toria de �1 a +1 no puede

ser dire
tamente sobre el eje real, puesto que en 0 se violar��a la 
ondi
i�on de no singularidad de

la matriz de Monodrom��a. Esta propiedad se 
umple para 
ualquier grado de libertad siempre que

el sistema sea Hamiltoniano. Sin embargo, a�un en el 
aso de sistemas no Hamiltonianos la matriz

de Monodrom��a siempre es no singular, puesto que esta se de�ne 
omo la matriz de transi
i�on de

estados evaluada al �nal de un periodo.
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2.1.1. Multipli
adores de sistemas Hamiltonianos

Considere el siguiente sistema Hamiltoniano lineal 
on 
oe�
ientes peri�odi
os

_x = JH (t) x H(T + t) = H(t) = H

>

; (2.4)

en donde J fue de�nida en (1.6) y H (t) 2 R

2n�2n

es una matriz real y sim�etri
a. Debido a su natura-

leza, los sistemas Hamiltonianos no pueden exhibir estabilidad asint�oti
a. Un sistema Hamiltoniano

se di
e estable si todas sus solu
iones se mantienen a
otadas en (�1;+1), equivalentemente, to-

dos sus multipli
adores est�an sobre el 
��r
ulo unitario y son ra��
es simples del polinomio m��nimo de

M . Sin embargo, estas 
ondi
iones no son su�
ientes para que todas las solu
iones del sistema se

mantengan a
otadas bajo perturba
iones su�
ientemente peque~nas, para ello se requiere la siguiente

de�ni
i�on:

De�ni
i�on 2.4. Suponga que existe un n�umero " > 0 tal que todas las solu
iones de 
ualquier

e
ua
i�on

_x = J

e

H (t) x

e

H(T + t) =

e

H(t) =

e

H

>

;

en donde










e

H (t)�H (t)










< "

son a
otadas en (�1;+1). Enton
es, el sistema (2.4) se di
e que es fuertemente estable.

La 
ondi
i�on de estabilidad fuerte para sistemas Hamiltonianos fue formulada ha
e mas de 50

a~nos. La su�
ien
ia fue probada por Krein [39℄ y la ne
esidad por Gelfand y Lidskii [40℄.

Otra de�ni
i�on aso
iada a los sistemas Hamiltonianos, espe
���
amente a la geometr��a simpl�e
ti
a

de los sistemas Hamiltonianos [38℄ es el produ
to interno inde�nido.

De�ni
i�on 2.5. Dado un espa
io ve
torial de orden par y de dimensi�on 2n, el produ
to interno

est�andar (x; y) := y

T

x; y 
ualquier matriz Herm��ti
a no singular G 2 R

2n�2n

, es posible de�nir el

produ
to interno inde�nido 
omo (x; y) := (Gx; y).

Aqu�� se usar�a G = iJ ; re
uerde que dada una matriz anti-Herm��ti
a J , de�nida en (1.6), el

produ
to iJ es una matriz Herm��ti
a [30, 38℄.

Para 
ualquier multipli
ador � sobre el 
��r
ulo unitario, su ve
tor 
ara
ter��sti
o aso
iado es tal

que (v

�

; v

�

) 6= 0. Si (v

�

; v

�

) > 0, � es llamado multipli
ador de Primera Clase; si (v

�

; v

�

) < 0, a

� se le denomina multipli
ador de Segunda Clase, ver [38℄. Si j�j 6= 1, extendiendo la de�ni
i�on de

multipli
ador de primera 
lase para � : j�j < 1 y multipli
ador de segunda 
lase para � : j�j > 1.

Enton
es todos los multipli
adores son de primera o segunda 
lase. Para un sistema Hamiltoniano

de dimensi�on 2n, n multipli
adores son de primera 
lase y los otros n son de segunda 
lase

2

.

La propiedad 
lave es que los multipli
adores, in
luyendo su 
lase, son fun
iones 
ontinuas 
on

respe
to a varia
iones 
ontinuas en las fun
iones Hamiltonianas, en nuestro 
aso, varia
iones en la

matriz sim�etri
a H(t), [39, 38℄. En 
onse
uen
ia, si dos multipli
adores 
oin
iden sobre el 
��r
ulo

unitario y ambos son de la misma 
lase, estos no pueden salirse del 
��r
ulo porque se estar��a violando

la 
ontinuidad de la 
lase de los multipli
adores.

Finalmente, para formular el Teorema de Gelfand-Lidskii-Krein, se requiere de la siguiente de-

�ni
i�on,

De�ni
i�on 2.6. Un multipli
ador � 
on multipli
idad algebrai
a r, se di
e que es de�nido de pri-

mera o segunda 
lase si (q; q) es del mismo signo para toda q aso
iado a �.

Teorema 2.7. [Krein-Gelfand-Lidskii℄ El sistema Hamiltoniano peri�odi
o lineal _x = JH (t) x es

fuertemente estable si y solo si todos los multipli
adores estan sobre el 
��r
ulo unitario y aquellos


on multipli
idad algebrai
a mayor que uno, estan de�nidos o todos son de la misma 
lase.

2

Si se in
rementa el Hamiltoniano, es de
ir,

e

H (t) � H (t) > 0 y � es un multipli
ador aislado sobre el 
��r
ulo

unitario aso
iado a H (t), 
uando H (t) se in
rementa a

e

H (t), � se mueve sobre el 
��r
ulo unitario a

e

�, enton
es si

arg

e

� > arg �, el multipli
ador � se di
e que es un Multipli
ador de Primera Clase y si arg

e

� < arg �, el multipli
ador

� es un Multipli
ador de Segunda Clase [38℄.
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2.1.2. Solu
i�on de la e
ua
i�on de Meissner

La e
ua
i�on de Hill (es
alar) se puede resolver anal��ti
amemte en �uni
amente 
uatro 
asos par-

ti
ulares [15℄, si

1) q(t) es un tren de impulsos.

2) q(t) es 
onstante a trozos.

3) q(t) es piezo-lineal.

4) q(t) son fun
iones el��pti
as.

En este apartado se trabajar�a sobre el 
aso 2) en donde q (t) = sgn (
os t) y 
orresponde a la

e
ua
i�on de Meissner. Obtener su matriz de Monodrom��a de forma anal��ti
a es una tarea sen
illa.

Una formula
i�on detallada se puede 
onsultar en [14℄.

Para � > � � 0, se tiene:

M =

�


os (a�)

1

a

sin (a�)

�a sin (a�) 
os (a�)

� �


os (b�)

1

b

sin (b�)

�b sin (b�) 
os (b�)

�

=

�


os �b 
os �a�

b

a

(sin�b sin�a)

1

b

(sin�b 
os �a) +

1

a

(
os�b sin�a)

� (sin�b 
os �a) b� (
os �b sin�a) a (
os �b 
os �a)�

a

b

(sin�b sin�a)

�

en donde a =

p

j �� � j y b =

p

�+ � y su traza es:

tr(M) = 2 
os �b 
os �a�

�

a

b

+

b

a

�

sin�b sin�a;

enton
es la 
ondi
i�on jtr (M)j = 2, se redu
e a:

�

�

�

�

2 
os �b 
os �a�

�

a

b

+

b

a

�

sin�b sin�a

�

�

�

�

= 2:

Para 
ono
er los puntos en donde na
en las lenguas de Arnold en el eje �, ha
emos � = 0 en la

expresi�on jtr (M)j = 2, enton
es se obtiene,

�

�

2

�


os �

p

� 
os �

p

�

�

� 2

�

sin�

p

� sin�

p

�

�

�

�

= 2,

�

�

2 
os 2�

p

�

�

�

= 2, 2�

p

� = k�

�nalmente,

� =

k

2

4

para k = 0; 1; 2; : : :

Las lenguas de resonan
ia pueden ser etiquetadas 
on un n�umero, es de
ir, la k-�esima lengua to
a

al eje � en

k

2

4

para k = 0; 1; 2; : : : . En los l��mites de 
ada lengua de orden par hay por lo menos una

solu
i�on T -peri�odi
a, similarmente, en los l��mites de 
ada lengua de orden impar hay por lo menos

una solu
i�on 2T -peri�odi
a.

La Fig. 2 muestra el diagrama de In
e-Strutt de la e
ua
i�on de Meissner (e
ua
i�on de Hill 
on

q (t) = sgn (
os t)). Note que apartir de la ter
era lengua de Arnold apare
en intervalos de longitud


ero paralelos al eje �, 
omo ya se men
ion�o, estos puntos representan el fen�onmeno de 
oexisten
ia

y 
orresponden a par�ametros en los 
uales todas las solu
iones son T -peri�odi
as o 2-T peri�odi
as

dependiendo si pertene
en a una lengua de orden par o a una lengua de orden impar respe
tivamente.

Es importante resaltar que estos puntos son ex
ep
ionales

3

.

3

Chulaevsky [41℄ justi�
a el he
ho de que los puntos de 
oexisten
ia son ex
ep
ionales desde un punto de vista

topol�ogi
o.
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Otra 
ara
ter��sti
a fundamental no solo de la e
ua
i�on de Meissner sino de la e
ua
i�on de Hill

en general, es la propiedad de no interse

i�on, se re�ere a que las lenguas de Arnold (en un grado

de libertad) no se interse
tan, formalmente:

Lengua (i) \ Lengua (j) = � 8 i 6= j;

en donde, Lengua (i) , f(�; �) : (�; �) pertene
a a la i� th lengua de Arnoldg, la 
ual in
luye sus

fronteras.

2.1.3. E
ua
i�on de Hill 
on amortiguamiento

En la e
ua
i�on (2.1) la presen
ia de amortiguamiento vis
oso, in
luso un valor peque~no, es

su�
iente para estabilizar todos los valores de (�; �) que satisfa
en � � �

0

> 0 y j�j < �, en donde

�

0

es una 
onstante (no ne
esariamente peque~na). Es de
ir, el amortiguamiento suprime las lenguas

estre
has inestables que o
urren para grandes valores de � en las regiones en donde j�j < �. Valores

mayores de disipa
i�on imposibilitan el fen�omeno de resonan
ia param�etri
a.

Por otra parte, la mejora de rendimiento en sistemas f��si
os o me
�ani
os fre
uentemente requie-

ren de fuerzas disipativas peque~nas. En este 
aso, intervalos 
r��ti
os de la fre
uen
ia de ex
ita
i�on

son altamente sensibles a la rela
i�on entre la amplitud de la ex
ita
i�on y el par�ametro de amorti-

guamiento. Esta dependen
ia predomina en el fen�omeno de desestabiliza
i�on del sistema debido a

fuerzas disipativas in�nitamente peque~nas en 
aso de 
ombina
i�on de resonan
ias (para sistemas de

mas de dos grados de libertad).

Considere la e
ua
i�on de Mathieu 
on amortiguamiento

�y + Æ _y + [�+ � 
os(t)℄y = 0; (2.5)


uya representa
i�on en espa
io de estados es

_x =

�

0 1

��� � 
os(t) �Æ

�

x = A(t)x (2.6)

en donde x =

�

y _y

�

>

.

Los multipli
adores 
ara
ter��sti
os de A(t) satisfa
en (ver Teorema 1.7)

�

1

�

2

= exp

�

Z

T

0

trfA(�)gd�

�

= exp

�

�

Z

T

0

Æd�

�

= e

�ÆT

;

�

1

y �

2

son solu
iones del polinomio 
ara
ter��sti
o de la matriz de Monodrom��a de la forma

p

M

(�) = �

2

� � (�; �; Æ) + e

�ÆT

= 0: (2.7)

Las dos solu
iones de (2.7) son

�

1;2

=

�

��

p

�

2

� 4e

�ÆT

�

=2:

Para distintos valores de �

1

y �

2

, la e
ua
i�on (2.6) tiene dos solu
iones linealmente independientes

de la forma (vea Teorema 1.6)

x

i

= p

i

(t)e

�

i

t

i = 1; 2

en donde e

�

i

T

= �

i

, (i = 1; 2) y p

i

(t) son fun
iones de periodo T .

De (2.7), la solu
i�on general de y, la primer 
omponente de x es dada por

y = 


1

q

1

(t)e

�

1

t

+ 


2

q

2

(t)e

�

2

t

(2.8)

en donde 


1

y 


2

son 
onstantes, q

1

(t) y q

2

(t) tienen periodo m��nimo T . La estabilidad de (2.5) se

determina por el 
omportamiento de y en (2.8). Los exponentes 
ara
ter��sti
os pueden ser 
omplejos

de modo que x!0 
omo t!1 o
urrir�a en ambos 
asos Re(�

1

) < 0 y Re(�

2

) < 0. Equivalentemente,

j�

1

< 1j y j�

2

< 1j. Existen tres 
asos por 
onsiderar:
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Figura 2.2: E
ua
i�on de Mathieu 
on amortiguamiento.

� �

2

> 4e

�ÆT

, �

1

y �

2

son ambos reales y positivos o ambos reales y negativos de a
uerdo al

signo de �, en ambos 
asos �

2

< �

1

. Si ambos son positivos, enton
es la solu
i�on per��odi
a es

estable si

�

1

=

�

��

p

�

2

� 4e

�ÆT

�

=2 < 1 o � < 1 + e

�ÆT

:

Para Æ > 0, este l��mite inferior es siempre mayor que 2e

�(T=2)Æ

. Similarmente, si � < �2e

�(T=2)Æ

,

enton
es los l��mites de estabilidad son � = �2e

�(T=2)Æ

y � = �1� e

�TÆ

.

� �

2

> 4e

�ÆT

, en este 
aso �

1

= �

2

=

1

2

� = �e

�(T=2)Æ

= �, es de
ir, si � = e

�(T=2)

Æ, enton
es

� = �

1

2

Æ y si � = �e

�(T=2)Æ

, enton
es Re(�)=�

1

2

Æ. En ambos 
asos la solu
i�on es estable.

� �

2

< 4e

�ÆT

, �

1

y �

2

son 
omplejos 
onjugados dados por

1

2

(�� i�) en donde � =

p

4e

�TÆ

� �

2

,

por lo tanto el sistema es estable si j�j < 2.

En la Fig. 2.2 se apre
ia el efe
to del amortiguamiento; hay un in
remento en las zonas de

estabilidad debido al levantamiento de las lenguas de Arnold sobre el eje �, la eleva
i�on de las

lenguas es inversamente propor
ional a su an
hura 
uando Æ = 0 [42℄.

2.2. Propiedades de la e
ua
i�on de Hill de dos grados de libertad

En esta se

i�on se presentan algunas 
ualidades de la e
ua
i�on de Hill de dos grados de li-

bertad. Informa
i�on espe
���
a se puede 
onsultar en [43℄-[48℄. Al �nal del apartado se men
ionan

algunos problemas abiertos y otros inexplorados 
on
ernientes a la e
ua
i�on de Hill, as�� 
omo una


omparativa entre los sistemas de uno y dos grados de libertad.

La e
ua
i�on de Hill de dos grados de libertad se determina por:

�y + [�A+ �Bq (t)℄ y = 0; y (t) 2 R

2

; (2.9)

en donde A;B 2 R

2�2

y (�; �) son par�ametros de�nidos 
omo en el 
aso es
alar.



20

An�alogamente, 
omo en un grado de libertad, se de�ne x :=

�

y _y

�

>

2 R

4

. Expresando (2.9) en

espa
io de estados:

_x = A(t)x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

0 I

2

�I

2

0

�

| {z }

J

�

�A+ �Bq (t) 0

0 I

2

�

| {z }

H(t)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

x

Para que el sistema anterior sea un sistema Hamiltonian (H (t) = H

>

(t)), se debe 
umplir que

A = A

>

y B = B

>

.

Sin p�erdida de generalidad se puede asumir a la matriz A diagonal 
uyas entradas (positivas)

representan el 
uadrado de las dos fre
uen
ias naturales del sistema, en ausen
ia de ex
ita
i�on

param�etri
a.

Note que ahora se tienen 
uatro multipli
adores 
ara
ter��sti
os, puesto que la matriz de Mo-

nodrom��a M 2 R

4�4

. Los multipli
adores son sim�etri
os 
on respe
to al eje real porque la matriz

M es real y sim�etri
os 
on respe
to al 
��r
ulo unitario porque la matriz de transi
i�on de estados es

simpl�e
ti
a.

En este 
aso, los multipli
adores 
ara
ter��sti
os pueden abandonar el 
��r
ulo unitario de tres

formas distintas, es de
ir,

1) un par de eigenvalores se salen del 
��r
ulo en el punto +1,

2) un par de eigenvalores dejan el 
��r
ulo en el punto �1 y

3) dos pares 
onjugados de eigenvalores dejan el 
��r
ulo unitario en 
ualquier punto 1℄�, � 2

(0; �)

4

.

Los dos primeros in
isos 1) y 2) tambi�en se presentan en el 
aso es
alar, mientras que el ter
ero

es propio de sistemas de dos o mas grados de libertad, se le denomina Colisi�on de Krein de los

multipli
adores. La Fig. 2.3 ilustra los tres 
asos men
ionados.

2.2.1. Redu

i�on del polinomio 
ara
ter��sti
o

Debido a la naturaleza simpl�e
ti
a de la matriz de Monodrom��a, su polinomio 
ara
ter��sti
o es

sim�etri
o (auto-re
��pro
o) y toma la forma

p

M

(�) = �

4

�A�

3

+B�

2

�A�+ 1: (2.10)

En el art��
ulo [49℄ se introdujo una nueva variable, �� = � + �

�1

, en esta variable el polinomio


ara
ter��sti
o de la matriz de Monodrom��a se redu
e a un polinomio de grado 2, representado por:

Q (��) = ��

2

�A��+B � 2; (2.11)

en donde los 
oe�
ientes A y B se de�nen detalladamente en [49℄. Los eigenvalores 
orrespondientes

son

��

1;2

=

1

2

h

A�

�

A

2

� 4B + 8

�

1=2

i

;

y los eigenvalores del polinomio original, p

M

(�), se pueden re
uperar 
on la siguiente expresi�on

� =

1

2

h

��� i

�

4� ��

2

�

1=2

i

: (2.12)

La propiedad de simetr��a derivada de la naturaleza de los Hamiltonianos es una 
ualidad bastante

�util y poderosa, puesto que nos permite redu
ir el orden del an�alisis del sistema a �uni
amente la

mitad.

4

Se usa r℄� para representar un n�umero 
omplejo 
on m�odulo r y argumento �.
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+  Krein Collision

Figura 2.3: Coordenadas en donde los multipli
adores de sistemas Hamiltonianos de dos grados de

libertad pueden abandonar el 
��r
ulo unitario. Observe que para salir del 
��r
ulo en los puntos �1,

solo se requiere de dos multipli
adores, sin embargo, abandonar el 
��r
ulo en 1℄�, para � 6= 0 o �,

impli
a que los 
uatro multipli
adores deben satisfa
er la 
on�gura
i�on mostrada.

Las fronteras de transi
i�on (las 
u�ales de�nen la manera en la 
u�al los multipli
adores pueden

abandonar el 
��r
ulo unitario) se obtienen en [49℄, al sustituir �� = �2 en (2.11) o � = �1 en (2.10),

estas de�nen dos l��neas y una par�abola dadas por:

a) � = +1 B = +2A� 2

b) � = �1 B = �2A� 2


) Colisi�on de Krein B = A

2

=4 + 2

(2.13)

En la Fig. 2.4 apare
en las fun
iones a) � 
), en el plano (A;B). Adi
ionalmente, se muestran

las posibles posi
iones de los multipli
adores en 
ada zona. El �area en blan
o, en
errada por las

dos re
tas a) y b) y la par�abola 
) representa la �uni
a region de estabilidad; los eigenvalores de

(2.10) est�an sobre el 
��r
ulo unitario para 
iertos valores A;B. En la frontera de B = +2A � 2

(B = �2A�2) hay al menos una solu
i�on T -peri�odi
a (2T -peri�odi
a). En la frontera de la par�abola

B = A

2

=4 + 2 existe un par de multipli
adores en alg�un punto sobre el 
��r
ulo unitario, ex
epto en

�1 y se tiene dos solu
iones peri�odi
as de 
ualquier periodo en general.

Considere la e
ua
i�on de Mathieu de dos grados de libertad en espa
io de estados que se formula

a 
ontinua
i�on

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x (2.14)

en donde las matri
es A =

�

1 0

0 2

�

y B =

�

1 �1

�1 2

�

y la fun
i�on peri�odi
a es q (t) = 
os(t)

La Fig. 2.5 muestra las lenguas de Arnold de (2.14) de a
uerdo a la rela
i�on de 
olores des
rita

en la Fig. 2.4.

Gra
ias a Brou
ke [50℄, se puede 
al
ular expl��
itamente la posi
i�on de los multipli
adores sobre

el 
��r
ulo unitario que dan lugar a 
ada �area de 
olor que divide las lenguas de Arnold de la e
ua
i�on

de Mathieu (o de 
ualquier otro mapeo simpl�e
ti
o).

Las regiones de inestabilidad surgen 
uando alg�un par de multipli
adores 
oin
ide en el punto

+1 o �1 y posteriormente abandonan el 
��r
ulo unitario (tal 
omo su
ede en la e
ua
i�on de Hill

de un grado de libertad), pero 
ada par de multipli
adores est�a aso
iado a la fre
uen
ia natural
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Figura 2.4: Zonas de estabilidad-inestabilidad para el polinomio (2.11). Blan
o representa estabili-

dad; rojo para alg�un � < �1; verde para alg�un � > 1; amarillo para alg�un � < �1 y otro � > 1;

rosa para dos multipli
adores < 1; 
ian para dos multipli
adores > 1. Azul para dos multipli
adores

no reales fuera del 
��r
ulo unitario.

α

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

β

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Figura 2.5: Lenguas de Arnold para la e
ua
i�on de Mathieu de dos grados de libertad (2.14) 
on

q (t) = 
os(t). Las regiones azules 
orresponden a lenguas de 
ombina
i�on.
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de alguno de los dos subsistemas, por lo tanto, hay dos posibles formas de salir del 
��r
ulo en los

puntos �1; las lenguas de resonan
ia que 
ada par de multipli
adores genera independientemente se

llaman lenguas prin
ipales, tambi�en se 
ono
en 
omo resonan
ia simple, y en t�erminos de fre
uen
ia

surgen 
uando


 =

2!

j

k

j = 1; 2; k = 1; 2; : : : ;

en donde 
 es la fre
uen
ia de q(t) y !

j

es la fre
uen
ia natural de 
ada subsistema. Si A =

diagf�

1

; �

2

g y la fre
uen
ia de q(t) es 
 = 1 en (2.14), enton
es �

1

= !

2

1

=


2

y �

2

= !

2

2

=


2

.

Por otra parte los multipli
adores, a diferen
ia del 
aso es
alar, tambi�en pueden dejar el 
��r
ulo

unitario en 
ualquier otro punto 1℄� para alg�un � 2 (0; �), estas 
olisiones de Krein originan

zonas inestables 
ono
idas 
omo lenguas de Arnold de 
ombina
i�on o resonan
ia de 
ombina
i�on y

satisfa
en lo siguiente


 =

!

i

� !

j

k

i; j = 1; 2; i > j k = 1; 2; : : : ;

el signo + o � de�ne las llamadas lenguas de 
ombina
i�on de suma o de diferen
ia respe
tivamente.

Una expli
a
i�on mas 
ompleta se en
ontra en [38℄.

Observa
i�on 2.8. Es importante resaltar que en el 
aso de dos grados de libertad las lenguas de

Arnold est�an vin
uladas 
on 
ada una de las fre
uen
ias naturales de los subsistemas, en 
onse
uen-


ia (y en general) las lenguas aso
iadas a un subsistema se superponen a las del otro. No obstante,

las lenguas de resonan
ia se pueden interse
tar para 
iertas fre
uen
ias naturales ra
ionalmente

independientes.

2.3. Generaliza
i�on de la e
ua
i�on de Hill de uno y dos grados de

libertad

A pesar de que la e
ua
i�on de Hill ha sido estudiada por m�as de un siglo, todav��a existen aspe
tos

inexplorados o par
ialmente estudiados. En esta parte se extiende una modesta lista de algunos de

ellos, empezando 
on la e
ua
i�on de Hill es
alar,

�x+ [�+ �q(t)℄ x = 0;

suponga que la se~nal de ex
ita
i�on q(t) ya no es peri�odi
a sino quasi-peri�odi
a o almost-peri�odi
a.

En este sentido, el an�alisis se torna 
ompli
ado puesto que ya no se puede disponer del Teorema de

Floquet

5

.

Re
ordemos que una fun
i�on q(t) es peri�odi
a si se puede representar en forma de una suma

in�nita de fun
iones arm�oni
as, es de
ir, en una serie de Fourier (que adem�as 
onverge)

q (t) =

1

X

k=�1




k

e

j(k!

0

)t

;

en donde !

0

es la fre
uen
ia fundamental y k!

0

son sus arm�oni
os que se rela
ionan ra
ionalmente

(son 
onmensurables).

Una fun
i�on q (t) es quasi-peri�odi
a si se puede representar 
omo la suma de un n�umero �nito

de fun
iones peri�odi
as 
uyas fre
uen
ias son no 
onmensurables, es de
ir, no est�an rela
ionadas

ra
ionalmente, por ejemplo: q (t) = sin t+ sin�t.

Una fun
i�on q (t) es almost-peri�odi
a, si admite una serie de Fourier generalizada 
onvergente,

de la forma:

q (t) =

1

X

k=�1




k

e

j$

k

t

5

De las dos 
onse
uen
ias del Teorema de Floquet (
ap��tulo 2): redu
ibilidad y estabilidad solo se preserva una

parte de la redu
ibilidad, la fa
toriza
i�on proveniente de la estabilidad no es posible 
uando q(t) no es peri�odi
a.
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en donde la se
uen
ia f: : : ; 


k�1

; 


k

; 


k+1

; : : :g 2 `

2

6

, esta 
ondi
i�on garantiza la 
onvergen
ia.

Para dos grados de libertad la e
ua
i�on de Hill promete un mayor n�umero de posibles extensiones

o generaliza
iones que se men
ionan 
onforme a su nivel de 
omplejidad de menor a mayor.

Sea el siguiente sistema:

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x;

la representa
i�on en variables de estado de la e
ua
i�on de Hill en dos grados de libertad.

� En el sistema (2.3) se preserva la ex
ita
i�on q(t) 
omo una se~nal T -peri�odi
a, pero la matriz B

ya no es sim�etri
a. Es posible analizar la estabilidad del sistema (todav��a peri�odi
o) utilizando

teor��a de Floquet, sin embargo la matriz de Monodrom��a deja de ser simpl�e
ti
a; se mantiene

la misma 
ondi
i�on de estabilidad (todos los multipli
adores deben estar sobre el 
��r
ulo

unitario), no hay resultados sobre estabilidad fuerte y se des
ono
e 
omo los multipli
adores


ara
ter��sti
os abandonan el 
��r
ulo unitario.

� La fun
i�on q(t) no es T -peri�odi
a, puede ser quasi-peri�odi
a o almost-peri�odi
a. No se puede

apli
ar el Teorema de Floquet, no hay matriz de Monodrom��a y en 
onse
uen
ia no existe una


ondi
i�on anal��ti
a que determine estabilidad basada en multipli
adores de Floquet.

� q(t) no es T -peri�odi
a, puede ser quasi-peri�odi
a o almost-peri�odi
a, pero adem�as B no es

sim�etri
a (una 
ombina
i�on de los dos 
asos anteriores). El sistema ya no es ni Hamiltoniano

ni T -peri�odi
o. No se puede apli
ar ninguna herramienta estable
ida a lo largo de este trabajo.

Es
asos trabajos est�an destinados a este problema.

� La dimensi�on del sistema representado en espa
io de estados es impar, el sistema ya no puede

ser Hamiltoniano, es de
ir,

_x = A(t)x; A(t) = A(t+ T ); x(t) 2 R

2n+1

el sistema sigue siendo peri�odi
o por lo que es posible apli
ar el Teorema de Floquet, pero para

sistemas estables o a
otados siempre hay un multipli
ador real en +1 o en �1, se des
ono
e


omo salen del 
��r
ulo unitario y todas las otras impli
a
iones rela
ionadas.

Finalmente, se plantea la rela
i�on existente entre la e
ua
i�on de Hill [16℄ y la teor��a de Sturm-

Liouville SL [52℄.

En el 
aso es
alar, podemos es
ribir la e
ua
i�on de Hill 
omo el problema est�andar de SL 
omo

sigue,

�y + �q(t)y = ��y (2.15)

y(0) = y(T ); _y(0) = _y (T ) (2.16)

y(0) = �y(T ); _y(0) = � _y (T ) (2.17)

en donde (2.15) es la e
ua
i�on de Hill es
rita de manera diferente, (2.16) y (2.17) son 
ondi
iones

de frontera. Esta 
lase de estru
turas en el 
ampo de las e
ua
iones diferen
iales re
ibe el nombre

de problema de valor de frontera o problema de 
ondi
i�on de frontera.

De las expresiones anteriores surgen dos 
asos interesantes [53℄ or [16℄:

a) Al 
onsiderar (2.15) y las 
ondi
iones de frontera (2.16) se obtienen las fronteras T -peri�odi
as

de las lenguas de Arnold.

b) La e
ua
i�on (2.15) mas las 
ondi
iones de frontera (2.17) permiten re
uperar las fronteras

2T -peri�odi
as de las lenguas de Arnold.

6

Una se
uen
ia f: : : x

k�1

; x

k

; x

k+1

: : :g doble in�nito pertene
e a `

2

si

1

P

k=�1

jx

k

j

2

= M <1. Ver [51℄.
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Con respe
to a la e
ua
i�on de Hill de dos grados de libertad se tiene una situa
i�on diferente; 
on las


ondi
iones de frontera (2.16) y (2.17) se 
onsiguen las fronteras de las lenguas de Arnold prin
ipales,

no obstante, no hay forma de espe
i�
ar valores de frontera para las lenguas de 
ombina
i�on.

2.3.1. E
ua
i�on de Hill de un grado de libertad vs. e
ua
i�on de Hill de dos

grados de libertad

Para �nalizar el 
ap��tulo, se presenta una tabla 
omparativa entre la e
ua
i�on de Hill de un

grado de libertad y de dos grados de libertad:

Propiedad E
. Hill 1 grado de libertad E
. Hill 2 grados de libertad

Puntos en donde los multipli-


adores salen del 
��r
ulo uni-

tario

+1 y �1 1℄�, � 2 [0; �℄

Interse

i�on de las lenguas de

Arnold

no se interse
tan

generalmente se interse
tan

para grandes valores de �

Fronteras de las lenguas de

Arnold

pueden 
orresponder a solu-


iones T o 2T -peri�odi
as

pueden 
orresponder a solu-


iones T o 2T -peri�odi
as, T y

2T -peri�odi
as o a alguna solu-


i�on no 
onmensurable 
on T

Existen
ia de lenguas de 
om-

bina
i�on

no si

Equivalen
ia 
on el problema

de Sturm-Liouville

si no
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3
M�etodos para el an�alisis de

estabilidad de la e
ua
i�on de

Hill

En esta se

i�on se presentan los m�etodos mas utilizados para el an�alisis de estabilidad en la

e
ua
i�on de Hill de un grado de libertad.

3.1. Determinantes in�nitos

La estabilidad de la e
ua
i�on de Hill ini
ialmente se estudi�o utilizando la t�e
ni
a de determi-

nantes in�nitos desde 1877.

Hill utiliz�o esta t�e
ni
a, por primera vez, en su memoria [3℄. Posteriormente, Poin
ar�e determin�o

las 
ondi
iones bajo las 
u�ales los determinantes 
onvergen (
ondi
iones que satisfa
en la formula
i�on

original de Hill [54℄).

El m�etodo des
ansa sobre la suposi
i�on de la existen
ia de solu
iones x

i

= p

�1

i

(t)e

�

i

t

obtenidas

de la Teor��a de Floquet, ver Corolario (1.3) o mas espe
���
amente, Teorema (1.6). Es importante

resaltar que los exponentes 
ara
ter��sti
os � = ln(�)=T son los 
eros de los determinantes in�nitos


orrespondientes a la e
ua
i�on de Hill [55℄.

El objetivo es en
ontrar valores de � y � para los 
uales existen solu
iones T y 2T -peri�odi-


as. Hallar di
hos par�ametros es equivalente a en
ontrar las fronteras entre las regiones estables e

inestables en el diagrama de In
e-Strutt.

Considere la e
ua
i�on de Mathieu

�x+ [�+ � 
os(t)℄ x = 0; (3.1)

y asuma que su solu
i�on est�a determinada por la siguiente serie de Fourier

x (t) =

1

X

k=�1




k

e

j(k!

0

)t

;

en donde !

0

= 1 al suponer T = 2�. Sustituyendo esta solu
i�on y 
os t = 1=2

�

e

jt

+ e

�jt

�

en (3.1),

se tiene que

P

1

k=�1

�

�


k+1

+ 2

�

�� k

2

�




k

+ �


k�1

�

e

jkt

= 0 8t, enton
es,

�


k+1

+ 2

�

�� k

2

�




k

+ �


k�1

= 0; k = 0� 1;�2; : : : � 6= k

2

;

esta e
ua
i�on se puede expresar 
omo:




k




k+1

+ 


k

+ 


k




k�1

= 0 


k

=

�

2 (�� k

2

)

; k = 0� 1;�2; : : : ; (3.2)
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observe que 


k

= 


�k

. El 
onjunto in�nito de e
ua
iones lineales homog�eneas, en la expresi�on

anterior, tiene solu
i�on no 
ero para la se
uen
ia f


k

g si los 
oe�
ientes del determinante in�nito

[18℄, 
ono
ido 
omo determinante de Hill

1

, son 
ero, es de
ir,

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : 


1

1 


1

0 0 : : :

: : : 0 


0

1 


0

0 : : :

: : : 0 0 


1

1 


1

: : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

Se puede asegurar la 
onvergen
ia del determinante si se 
umple la 
ondi
i�on de 


k

= O

�

k

�2

�

en

(3.2). Esta e
ua
i�on es equivalente a �(�; �) = 2.

Mediante una rela
i�on re
urrente se puede llegar a aproxima
iones de k � k,

DH

m;k

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 


m

0 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :




m�1

1 


m�1

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : 0 


0

1 


0

0 : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 


k�1

1 


k�1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 0 


k

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

: (3.3)

DH

m;k

tiene m+k+1 renglones y 
olumnas. Expandiendo el primer rengl�on: DH

m;k

= DH

m�1;k

�




m




m�1

DH

m�2;k

.

De�niendo E

k

= DH

k;k

, P

k

= DH

k�1;k

, Q

k

= DH

k�2;k

y si m = k; k + 1; k + 2 su
esivamente

en (3.3) se tiene

E

k

= P

k

� 


k




k�1

Q

k

P

k+1

= E

k

� 


k+1




k

P

k

Q

k+2

= P

k+1

� 


k+2




k+1

E

k

:

Ha
iendo algunos 
�al
ulos se tiene,

E

k+2

= (1� 


k+1




k+2

)E

k+1

� 


k+1




k+2

(1� 


k+1




k+2

)E

n

+ 


2

k




3

k+1




k+2

E

k�1

; para k � 1:

Para resolver esta e
ua
i�on en diferen
ias se ne
esita el valor de E

0

, E

1

y E

2

, dados por

E

0

= 1 E

1

=

�

�

�

�

�

�

1 


1

0




0

1 


0

0 


1

1

�

�

�

�

�

�

= 1� 2


0




1

;

E

2

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 


2

0 0 0




1

1 


1

0 0

0 


0

1 


0

0

0 0 


1

1 


1

0 0 0 


2

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= (


1




2

� 1)(


1




2

� 1 + 2


0




1

):

En [18℄ se prueba que la se
uen
ia de determinantes fE

k

g es 
onvergente.

Se resuelven las e
ua
iones E

i

= 0 para �, 
on � �jo, 
onforme i = 1; 2; : : : ; �. Observe en (3.2),

que si � � 1; 2

2

; 3

2

; : : : hay problemas de 
onvergen
ia, para evitarlo se rees
alan los renglones en

1

En este 
aso el determinante es tridiagonal: tiene 
eros en todas partes ex
epto en la diagonal prin
ipal y en las

diagonales inmediatamente arriba y abajo de �esta.
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E y as�� se eliminan los denominadores �� k

2

. Ahora se 
onsideran los 
eros de

L

1

(�; �) =

�

�

�

�

�

�

2(� � 1

2

) � 0

� 2� �

0 � 2(�� 1

2

)

�

�

�

�

�

�

= 2

3

�(�� 1

2

)

2

E

1

;

L

2

(�; �) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2(� � 2

2

) � 0 0 0

� 2(�� 1

2

) � 0 0

0 � 2� � 0

0 0 � 2(� � 1

2

) �

0 0 0 � 2(� � 2

2

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 2

5

�(� � 1

2

)

2

(�� 2

2

)

2

E

2

;

y as�� su
esivamente. La evalua
i�on de los tres primeros determinantes 
ondu
en a:

L

1

(�; �) = 4(� � 1)

�

�2�+ 2�

2

� �

2

�

L

2

(�; �) = 2

�

16� 20�+ 4�

2

� �

2

� �

16�� 20�

2

+ 4�

3

+ 8�

2

� 3��

2

�

L

3

(�; �) = 8

�

�72 + 98� � 28�

2

+ 2�

3

+ 5�

2

� ��

2

� �

�288� + 392�

2

�112�

3

+ 8�

4

� 144�

2

+ 72��

2

� 8�

2

�

2

+ �

4

�

;

se puede ver de los determinantes L

i

(�; 0) que L

i

(�; 0) = 0 si �

l

= l

2

para l � i, estos son los valores


r��ti
os en donde na
en las lenguas de Arnold T -peri�odi
as. Anal�ogamente, este pro
edimiento


ondu
e a las solu
iones o fronteras 2T -peri�odi
as (T = 4�).

Se debe remar
ar que el determinante de Hill es fuertemente 
onvergente para peque~nos valores

de � y �, bajo estas 
ondi
iones pueden ofre
er buenas estima
iones de los exponentes 
ara
ter��sti
os

y de estabilidad. Por otra parte, para � y � signi�
ativamente mas grandes que la unidad, es

ne
esario 
al
ular determinantes bastante grandes (demandando re
ursos poderosos de 
�omputo y

tiempo de 
�al
ulo). Adem�as, �estos pueden diverger en un ini
io antes de 
onverger a
eptablemente.

3.2. Teor��a de perturba
iones

En esta se

i�on se men
ionar�an algunos m�etodos anal��ti
os para en
ontrar las solu
iones de

sistemas din�ami
os variantes en el tiempo en general, lineales, no lineales, de 
ualquier grado de

libertad e in
luso podr��an utilizarse en problemas que involu
ran e
ua
iones diferen
iales par
iales.

Sin embargo, nuestro inter�es se limita a sistemas peri�odi
os des
ritos por la e
ua
i�on de Hill es
alar.

Se presenta el an�alisis de la e
ua
i�on de Mathieu utilizando las series de Poin
ar�e-Lindstedt a modo

de ejemplo.

Teor��a de perturba
iones 
onsiste en el 
�al
ulo del valor de una fun
i�on de inter�es aso
iada a

un problema dependiente de un par�ametro � a partir del 
ono
imiento de su valor para � = 0, bajo

esta 
ondi
i�on (� = 0) el an�alisis debe ser simple, o por lo menos expl��
ito y riguroso, mientras que

para � 6= 0, peque~no, se intenta expres�andolo 
omo la suma de una serie de poten
ias en � y �esta

ser�a la solu
i�on.

La teor��a de perturba
iones es, fre
uentemente la �uni
a manera de aproximarse a las propiedades

de los sistemas 
uyas e
ua
iones no se pueden 'resolver expl��
itamente'.

El des
ubrimiento de planetas, de 
omportamientos 
a�oti
os, los avan
es de la teor��a del 
ampo


u�anti
o en ele
trodin�ami
a y la uni�
a
i�on de las fuerzas elementales se deben en gran parte a la

teor��a de perturba
iones.

Algunos de los m�etodos en la Teor��a de perturba
iones son:

� Expansi�on dire
ta

� Solu
i�on exa
ta

� Poin
ar�e-Lindstedt
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� Renormaliza
i�on

� Multiples es
alas

� Promedia
i�on

� Varia
i�on de par�ametros

Para detalles espe
���
os de estos m�etodos, ver [56℄

Para obtener las fronteras de las lenguas de Arnold de la e
ua
i�on (3.1) se apli
ar�a el m�etodo

de Poin
ar�e-Lindstedt. La naturaleza del m�etodo impone valores peque~nos de j�j.

Suponga que las 
urvas de transi
i�on est�an determinadas por,

� = �(�) = �

0

+ ��

1

+ �

2

�

2

; : : : (3.4)

y las solu
iones 
orrespondientes:

x(t) = x

0

(t) + �x

1

(t) + �

2

x

2

(t); : : : (3.5)

en donde x

0

; x

1

; x

2

; : : : tienen periodo fundamental T o 2T .

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.1) y los 
oe�
ientes de id�enti
as poten
ias en � se igualan a


ero, se obtiene,

�x

0

+ �

0

x

0

= 0 (3.6)

�x

1

+ �

0

x

1

= �(�

1

+ 
os(t))x

0

(3.7)

�x

2

+ �

0

x

2

= ��

2

x

0

� (�

1

+ 
os(t))x

1

(3.8)

�x

3

+ �

0

x

3

= ��

3

x

0

� �

2

x

1

� (�

1

+ 
os(t))x

2

(3.9)

y as�� su
esivamente.

De la expresi�on �

0

=

k

2

4

; k = 0; 1; 2; : : : en el 
ap��tulo E
ua
i�on de Meissner podemos saber

en donde surgen las solu
iones T -peri�odi
as as�� 
omo las 2T -peri�odi
as.

Consideremos los 
asos para k = 0 y k = 1:

1) k = 0, impli
a que �

0

= 0, por lo tanto �x

0

= 0 y la solu
i�on de (3.6) es

x

0

= A

0

;

asumimos que la 
onstante A

0

6= 0. Sustituyendo x

0

en (3.7), enton
es �x

1

= �(�

1

+
os(t))A

0

,

la 
u�al tiene solu
iones peri�odi
as solamente s�� �

1

= 0, se sigue que

x

1

= A

0


os(t);

observe que es su�
iente quedarse �uni
amente 
on la solu
i�on parti
ular

2

. Ahora, sustituimos

x

0

y x

1

y (3.8) se 
onvierte en,

�x

2

= �A

0

�

2

�

1

2

A

0

�A

0


os

2

(t) = �A

0

�

2

�

1

2

A

0

�

1

2

A

0


os(2t);

genera solu
iones T y 2T -peri�odi
as solo si �

2

+

1

2

A

0

= 0 ) �

2

= �

1

2

A

0

. Por lo tanto,

x

2

=

1

8

A

0


os(2t):

2

La in
lusi�on de solu
iones 
omplementarias no agrega generalidad y se pueden mez
lar m�as 
onstantes arbitrarias.
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Finalmente, x

i

; i = 0; 1; 2 en (3.9),

�x

3

= ��

3

x

0

� �

0

A

0


os(t)�

1

8

A

0


os(t) 
os(2t) = A

0

�

��

3

�

�

�

2

+

1

16

�


os(t)�

1

16


os(3t)

�

:

Note que las solu
iones ser�an peri�odi
as solo si �

3

= 0. Enton
es para j�j peque~nas,

� = �

1

2

�

2

+O

�

�

4

�

;

la 
u�al es una aproxima
i�on a la primera lengua de Arnold de la e
ua
i�on de Mathieu, ver

Fig. 1, en la introdu

i�on.

La solu
i�on T -peri�odi
a es

x(t) = A

0

�

1 + � 
os(t) +

1

8

�

2


os(2t)

�

+O

�

�

3

�

:

b) k = 1, enton
es �

0

=

1

4

, y x

0

= A

0


os (t=2) +B

0

sin (t=2). De (3.7),

�x

1

+

1

4

x

1

= �(�

1

+ 
os(t)) [A

0


os(t=2) +B

0

sin(t=2)℄

= �A

0

(�

1

+ 1=2) 
os(t=2) �B

0

(�

1

� 1=2) sin(t=2) �A

0

=2 
os(3t=2) �B

0

=2 sin(3t=2)

(3.10)

Hay solu
iones 2T -peri�odi
as si 
ualquiera, B

0

= 0, �

1

= �1=2, o A

0

= 0, �

1

= 1=2. Conside-

remos ambos 
asos:

1. B

0

= 0, �

1

= �1=2. La solu
i�on parti
ular de (3.10) es x

1

= A

0

=4 
os(3t=2). x

1

en (3.8)

resulta en

�x

2

+

1

4

x

2

= �(�

2

+ 1=8)A

0


os(t=2) +A

0

=8 
os(3t=2) �A

0

=8 
os(5t=2):

Los t�erminos se
ulares pueden ser eliminados (t�erminos responsables de un 
re
imiento no

a
otado) de�niendo � = �1=8. Por lo tanto una 
urva de transi
i�on en � = 1=4, � = 0 es

� = 1=4� �=2 � �

2

=8 +O

�

�

3

�

: (3.11)

2. A

0

= 0, �

1

= 1=2. De (3.10), x

1

= B

0

=4 sin(3t=2), sustituyendo en (3.8),

�x

2

+ 1=4x

2

= �(�

2

+ 1=8)B

0

sin(t=2) �B

0

=8 sin(3t=2) �B

0

=8 sin(5t=2):

Los t�ermino se
ulares se eliminan 
on �

2

= �1=8, y se obtiene la otra 
urva de transi
i�on,

� = 1=4 + �=2 � �

2

=8 +O

�

�

3

�

: (3.12)

Las 
urvas de transi
i�on de�nidas por (3.11) y (3.12) son una aproxima
i�on de las fronteras

de las lenguas de Arnold en � = 1=4 y � = 0, mostradas en la Fig. 1, en la introdu

i�on.

De forma an�aloga se pueden obtener las lenguas que na
en en � = 1;

9

4

; 4;

25

4

; : : : y � = 0.
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4
Solu
iones Peri�odi
as en la

E
ua
i�on de Hill no

homog�enea

4.1. E
ua
i�on de Hill no homog�enea: un grado de libertad

4.1.1. Ante
edentes

Como se ha men
ionado a lo largo del trabajo, el n�umero de sistemas din�ami
os des
ritos por

la e
ua
i�on de Hill es grande, y estos fen�omenos son tan diversos que expli
an desde sistemas

me
�ani
os relativamente simples, 
omo son: la estabilidad en las barras laterales de lo
omotoras (en

su �epo
a), el movimiento de barras, vigas o tubos sometidos a fuerzas axiales peri�odi
as, hasta temas

mas 
ompli
ados rela
ionados a la astronom��a y la m�e
ani
a 
u�anti
a. No obstante, a pesar de la

amplia gama de investiga
iones designadas a esta e
ua
i�on, la 
antidad de trabajos que involu
ran

la e
ua
i�on de Hill no homog�enea es es
asa, esta es la raz�on que motiv�o el desarrollo de esta tesis

de investiga
i�on.

La e
ua
i�on de Hill en su versi�on no homog�enea se representa por,

�x+ [�+ �q(t)℄ x = f(t) (4.1)

Algunas de las investiga
iones destinadas a la e
ua
i�on (4.1) fueron desarrolladas por: Slane y

Tragesser [21℄, ellos analizaron una 
lase de sistemas 
asi peri�odi
os des
ritos por un 
onjunto de

e
ua
iones diferen
iales no lineales 
on puntos de equilibrio des
ono
idos, por lo que linealizaron

alrededor de un movimiento de referen
ia peri�odi
o obteniendo as�� una e
ua
i�on diferen
ial lineal

ex
itada param�etri
amente no aut�onoma e inhomog�enea; enton
es modi�
aron la Teor��a de Floquet

para examinar anal��ti
amente el 
omportamiento transitorio y en estado esta
ionario del sistema.

Des
ubrieron que el 
omportamiento general preestable
ido por la Teor��a de Floquet para sistemas

homog�eneos, solo 
ambiaba para el 
aso de multipli
adores semi-simples que son id�enti
amente

igual a uno. En otras palabras, demostraron que los puntos de 
oexisten
ia, estables en el sistema

homog�eneo, se vuelven inestables en (4.1) 
uando f(t) es una se~nal peri�odi
a. Tambi�en estable
ieron

que la solu
i�on 
ompleta del sistema peri�odi
o no homog�eneo 
onverge a un estado esta
ionario 
on

el mismo rango exponen
ial (determinado por el exponente 
ara
ter��sti
o de Floquet) 
on que lo

ha
e el sitema peri�odi
o homog�eneo 
uando es evaluado en un periodo.

Younesian y otros [22℄ usaron la t�e
ni
a de par�ametros restringidos para en
ontrar las solu
iones

� y 2� peri�odi
as del p�endulo sujeto a un soporte el 
u�al se mueve a lo largo de una traye
toria tipo

mariposa, des
rito por la e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea, �u+[Æ + 2" 
os(2t)℄ u = 2" sin(2t). Adi-


ionalmente, explotaron el m�etodo de m�ultiples es
alas para obtener anal��ti
amente la estabilidad-
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inestabilidad de las 
urvas de transi
i�on en el plano (Æ; "). Demostraron que hay dos tipos de

solu
iones no a
otadas en las regiones de inestabilidad, os
ilatorias y no os
ilatorias.

Shadman y Mehri [23℄, probaron mediante el teorema de punto �jo la existen
ia de solu
iones

peri�odi
as en la e
ua
i�on de Hill homog�enea y posteriormente extendieron este resultado (en el

mismo art��
ulo) a la e
ua
i�on de Hill no homog�enea

�x+ p(t)x = f(t); p(t+ T ) = p(t); f(t+ T ) = f(t) y T > 0; (4.2)

en donde p(t) y f(t) son fun
iones 
ontinuas. Es v�alido resaltar que en
ontraron solu
iones pe-

ri�odi
as en sistemas de dos grados de libertad, es de
ir para e
ua
iones de Hill-Mathieu a
opladas.

Adem�as, usaron el 
riterio de Lyapunov [57℄ para mostrar la estabilidad y el 
ar�a
ter peri�odi
o de

las solu
iones (
aso homog�eneo).

La idea se basa en la suposi
i�on de que existen 
onstantesm;M tal que 0 < m � p(t) �M �

8

w

2

,

enton
es (4.2) tiene una solu
i�on T -peri�odi
a.

Kwong y Wong [24℄ apli
aron la teor��a de Floquet para probar la suposi
i�on de que todas las

solu
iones de la e
ua
i�on de Hill no homog�enea, �y + 
q(t)y = f(t); 
 6= 0 t � 0 (espe
���
amente

�y+
 sin(t)y = 
os(t); 
 6= 0 t � 0), son os
ilatorias en el intervalo [0;1). Su m�etodo est�a fuertemente

limitado al he
ho de que las ambas se~nales, q(t) y f(t) deben tener el mismo periodo adem�as del

valor de la 
onstante 
, es de
ir, para que todas las solu
iones sean os
ilatorias se debe 
umplir

j
j �

25

72

p

15 � 1;3448.

4.1.2. An�alisis de estabilidad [25℄

De a
uerdo a la Teor��a de Floquet, la matriz de transi
i�on de estados �(t; T ) satisfa
e,

�(t+ T ) = �(t)�(T ):

Por lo tanto, para 
ada solu
i�on x(t) de (4.1) 
on 
ondi
i�on ini
ial x(0) = v, en donde v es un

eigenve
tor de la matriz de Monodrom��a �(T ) aso
iado al eigenvalor �, se preserva la siguiente

rela
i�on,

x(t+ T ) = �x(t):

De la expresi�on anterior se sigue la subse
uente 
adena de igualdades

x(t+ T ) = �x(t)

x(t+ 2T ) = �

2

x(t)

.

.

.

x(t+ kT ) = �

k

x(t);

y a su vez, se puede ver f�a
ilmente que solu
iones kT -peri�odi
as se obtienen 
uando �

k

= 1.

Con el objetivo de en
ontrar los valores de � que generen solu
iones de periodo kT , ha
emos

uso de su forma polar,

x(t+ kT ) = �

k

x(t) = r

k

e

jk�

x(t):

La e
ua
i�on (4.1) es Hamiltoniana [38℄ y, 
omo ya se ha men
ionado, la matriz de transi
i�on de

estados de un sistema Hamiltoniano es simpl�e
ti
a [34℄, enton
es r

k

= 1 siempre que �

k

� 1 para


ualquier k 2 N.

Por lo tanto, e

jk�

= 
os(k�)+j sin(k�) = 1, se sigue que k� = �2n� en donde n 2 Z. N�otese que

n se puede despre
iar puesto que representa giros de 2� radianes. Enton
es, la 
ondi
i�on de �angulo

para solu
iones kT -peri�odi
as es,

� = �

2�

k

(4.3)
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Figura 4.1: C��r
ulo unitario: Muestra las posi
iones de los multipli
adores 
ara
ter��ti
os que 
orres-

ponden a solu
iones kT -peri�odi
as aso
iadas a las l��neas delgadas desplegadas en el diagrama de

estabilidad de la e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea.

(ver Fig. 4.1).

De este modo, los valores de � se determinan para 
ualquier k 2 N,

k = 1; � = 2� )�

1;2

= f1; 1g

k = 2; � = � )�

1;2

= f�1;�1g

k = 3; � =

2�

3

)�

1;2

=

�

�

1

2

� j

p

3

2

�

k = 4; � =

�

2

)�

1;2

= fj;�jg

.

.

.

De manera inmediata se observa que el sistema (4.1) tiene solu
iones kT -peri�odi
as 
uando los

multipli
adores de Floquet satisfa
en (4.3) para 
iertos valores de � y �.

Observa
i�on 4.1. Conforme k se in
rementa, las solu
iones kT -peri�odi
as se a
er
an mas a las

solu
iones T -peri�odi
as, 
onversamente si el valor de k disminuye las solu
iones se alejan de las

traye
torias 
on per��odo T y se a
er
an a las 2T -peri�odi
as. Esta he
ho se puede apre
iar prin
ipal-

mente en la Fig. 4.1, pero tambi�en se observa en las Figuras 4.6 y 4.11.

A partir de ahora se 
onsidera la posterior e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea para futuros

an�alisis,

�x+ [�+ � 
os(!

0

t)℄ x =

r

X

i=1




i


os(!

i

t); (4.4)

en donde T

i

= 2�=!

i

y !

i

son las fre
uen
ias del 
omponente forzante para i = 0; 1; : : : ; r. Conse-


uentemente, T

0

� T .
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Los sistemas representados por esta e
ua
i�on son 
apa
es de exhibir resonan
ia lineal (o t��pi
a)

de manera an�aloga a 
omo lo ha
en los sistemas lineales 
on par�ametros 
onstantes en donde la

resonan
ia toma lugar 
uando la fre
uen
ia de 
ualquier 
omponente de la se~nal forzante 
oin
ide


on la fre
uen
ia de las solu
iones peri�odi
as del sistema homog�eneo.

Proposi
i�on 1. La resonan
ia lineal en (4.4) surgir�a 
uando 
ualquier i-�esimo t�ermino forzante

en la sumatoria tenga periodo T

i

= k

i

T

0

, para alg�un k

i

2 N n f1; 2g y para 
iertos valores de � y �.

Por 
onsiguiente, se tiene que k

i

= !

0

=!

i

y se dedu
e la nueva 
ondi
i�on de fase,

�

i

= 2�

!

i

!

0

; (4.5)

para 
urvas T

i

-peri�odi
as.

Se puede determinar del an�alisis previo que las nuevas 
urvas T

i

-peri�odi
as (l��neas delgadas)

son resonantes o inestables en el sentido 
l�asi
o de resonan
ia, es de
ir, la respuesta en el tiempo

del sistema a la entrada peri�odi
a (bajo las 
ondi
iones ya des
ritas) 
re
er�a linealmente 
uando

los par�ametros (�; �) se en
uentren sobre 
ualquier punto de estas 
urvas. A partir de ahora esas

l��neas extremadamente delgadas ser�an llamadas l��neas de resonan
ia lineal o mas 
orto, l��neas de

resonan
ia.

Note que la resonan
ia param�etri
a apare
e 
uando el sistema es evaluado en 
ualquier punto

(�; �) dentro de las lenguas de Arnold (zonas obs
uras) en el diagrama de In
e-Strutt, y en esta

regi�on, la amplitud de la respuesta tiene un rango de 
re
imiento exponen
ial.

En presen
ia de alg�un 
omponente 
on periodo T

0

en la entrada del sistema, las fronteras T -

peri�odi
as de las lenguas de Arnold se vuelven inestables, esta a�rma
i�on 
on
uerda 
on la postulada

en [21℄. Similarmente, al forzar 
on una se~nal 2T

0

-peri�odi
a, las 
urvas de transi
i�on de periodo 2T

dejan de ser estables.

Observa
i�on 4.2. En general, las fronteras de las lenguas de Arnold son inestables, los �uni
os

puntos estables 
orresponden a puntos de 
oexisren
ia [16℄, que son los puntos en donde el an
ho

de la lengua se redu
e a 
ero, o bien, en donde dos lenguas de Arnold se 
ruzan, ver Fig. 4.11,


oordenadas (2;5; 1;5) y (5; 4).

4.1.3. E
ua
i�on de Mathieu no homog�enea 
on amortiguamiento

El objetivo de esta se

i�on es 
ara
terizar la e
ua
i�on de Mathieu forzada 
uando se le agregan

fuerzas disipativas.

Considere la expresi�on,

�x+ Æ _x+ [�+ � 
os(!

0

t)℄x =

r

X

i=1




i


os(!

i

t); (4.6)

para alg�un Æ > 0. Y sea,

�

_x

1

_x

2

�

=

�

0 1

�[�+ � 
os(t)℄ �Æ

� �

x

1

x

2

�

+

�

0

1

�

r

X

i=1




i


os(!

i

t);

(4.7)

su representa
i�on en espa
io de estados.

En [21℄, se a�rma que el 
omportamiento de la e
ua
i�on de Mathieu homog�enea y no homog�enea

es esen
ialmente el mismo, ex
epto 
uando los multipli
adores 
ara
ter��sti
os son ra��
es simples del

polinomio m��nimo de la matrix de Monodrom��a (
aso inusual), se analiza solo la parte homog�enea

de (4.7), enton
es se tiene,

_x

h

= A(t)x

h

; A(t) =

�

0 1

�[�+ � 
os(t)℄ �Æ

�

: (4.8)
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Figura 4.2: Respuesta en el tiempo de la e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea 
on par�ametros � = 1

y � = 1;5.

La matriz de Monodrom��a para el sistema anterior es representada por:

M =M(T ) =

�

X

1h

(T ) X

2h

(T )

_

X

1h

(T )

_

X

2h

(T )

�

; (4.9)

y

M(0) =

�

1 0

0 1

�

:

Usando la f�ormula de Ostrogradskii-Ja
obi-Liouville [29℄

det[M(T )℄ = det[M(0)℄e

R

T

0

tr[A(u)℄du

; (4.10)

se puede ver que si Æ > 0

det[M(T )℄ = e

�ÆT

< 1;

puesto que

det[M(0)℄ = 1 and tr[A(t)℄ = �Æ:

Para obtener los multipli
adores de Floquet y determinar la estabilidad de (4.8), es ne
esario


al
ular el polinomio 
ara
ter��sti
o de M .

P

M

(�) = �

2

� tr(M)�+ det[M ℄

= �

2

� [X

1h

(T ) +

_

X

2h

(T )℄�+ �

2

;

(4.11)

en donde �

2

= e

�ÆT

.

Re
ordemos de la De�ni
i�on (1.13) que una matriz es �-simpl�e
ti
a si

S

>

JS = �J

en donde � 2 (0; 1℄ es una 
onstante no 
ero.

Proposi
i�on 2. La matriz de Monodromia M 2 R

2�2

es �

2

-simpl�e
ti
a , det[M ℄ = �

2

.
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Figura 4.3: Multipli
adores 
ara
ter��sti
os de la e
ua
i�on de Mathieu 
on amortiguamiento sobre el


��r
ulo de radio � 
uando son 
omplejos (f�

1

; �

2

g) o sobre el eje real 
uando son reales (f

�

�

1

;

�

�

2

g).

Note que el 
��r
ulo de radio � es menor que la unidad.

Demostra
i�on. ()) M es �

2

-simpl�e
ti
a ) M

T

JM = �

2

J

det[M

T

JM ℄ = (det[M ℄)

2

= �

4

= det[�

2

J ℄

) det[M ℄ = �

2

:

Obviando las 'ra��
es negativas' 
omo es usual [34℄.

(() det[M ℄ = �

2

if

M =

�

a b


 d

�

)M

�1

=

1

�

2

�

d �b

�
 a

�

enton
es, M es �

2

-simpl�e
ti
a , M

T

JM = �

2

J , M

T

J = �

2

JM

�1

M

T

J =

�

a 


b d

� �

0 1

�1 0

�

por otra parte

�

2

JM

�1

=

�

2

�

2

�

0 1

�1 0

� �

d �b

�
 a

�

=

�

�
 a

�d b

�

=M

T

J:

Note que si � = 1, M is simplemente simpl�e
ti
a.

Observa
i�on 4.3. Todos los valores 
ara
ter��sti
os 
omplejos de M 2 R

2�2

est�an sobre el 
��r
ulo

de radio �.

Demostra
i�on. Si �

1

2 C ) �

2

=

�

�

1

, enton
es �

1

�

�

1

= k�

1

k

2

= �

2

) k�

1

k = �.

Del an�alisis previo, se puede ver que los multipli
adores 
ara
ter��sti
os f�

1

; �

2

g 2 C , est�an sobre

un 
��r
ulo de radio � en la regi�on estable, es de
ir, dentro del 
��r
ulo unitario, observe la Fig. 4.3.

Las lenguas de Arnold de la e
ua
i�on de Mathieu forzada 
on distintos 
oe�
ientes de amorti-

guamiento se ilustra en la Fig. 4.4. Observe que las l��neas de resonan
ia lineal desapare
en, esto

se debe a que los multipli
adores de Floquet que estaban sobre el 
��r
ulo de radio 1 en la Fig. 4.1

(los 
ausantes, bajo 
iertas 
ondi
iones, de resonan
ia) fueron trasladado al 
��r
ulo de radio � en la
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Figura 4.4: Gr�a�
o de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + Æ _x + [�+ � 
os(t)℄ x =

P

7

i=3


os (t=i), para diferentes valores de disipa
i�on.

Figura 4.5: P�endulo de Kapitsa.

Fig. 4.3. En otras palabras el efe
to de fuerzas disipativas se tradu
e en mover a los multipli
adores


ara
ter��sti
os del dis
o unitario a su interior.

El t�ermino de amortiguamiento, es bien sabido, redu
e las zonas inestables aso
iadas 
on re-

sonan
ia param�etri
a, entre mayor sea el valor de Æ las lenguas de Arnold son mas peque~nas y se

desplazan 
ada vez mas ha
ia arriba, 
omo se muestra en la Fig. 4.4.

4.2. Ejemplo: p�endulo de Kapitsa

Se 
ono
e 
omo p�endulo de Kapitsa al p�endulo simple 
uyo punto de suspensi�on var��a verti
al

y peri�odi
amente; el prin
ipal reto desde el punto de vista de la teor��a de 
ontrol 
onsiste en la

estabiliza
i�on din�ami
a de la posi
i�on invertida, es de
ir, el punto de equilibrio superior, se sabe que

se puede estabilizar mediante vibra
iones r�apidas y peque~nas; si suponemos que p(t) = A 
os(!t) en

la Fig. 4.5, enton
es se estabiliza la posi
i�on de equilibrio superior 
uando se satisfa
e A! >

p

2gl, g

es la a
elera
i�on de la gravedad. Esta 
ondi
i�on fue des
ubierta, utilizando teor��a de perturba
iones,

por Piotr Kapitsa [58℄.
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Figura 4.6: Diagrama de estabilidad para el p�endulo de Kapitsa forzado: �x+ Æ _x+ [�+ � 
os(t)℄ x =

P

7

i=3


os (t=i) ; Æ = 0:

La Fig. 4.5 muestra un diagrama simple del p�endulo de Kapitsa, en donde la barra l se 
onsidera

sin masa y r��gida, m es una masa peque~na, g es la 
onstante gravita
ional, q(t) es la fun
i�on de

ex
ita
i�on, en este 
aso es una fun
i�on arm�oni
a y (x; y) son las 
oordenadas originales del sistema.

La expresi�on que de�ne la din�ami
a del p�endulo 
on ex
ita
i�on param�etri
a es la e
ua
i�on de

Mathieu �x + [�+ � 
os(t)℄ = f(t), se deriva dire
tamente de las e
ua
iones de Euler-Lagrange. La

obten
i�on del modelo se puede 
onsultar a detalle en el ap�endi
e A.

Resultados num�eri
os [59℄

Puesto que la e
ua
i�on de Mathieu 
ara
teriza al p�endulo invertido linealizado, resulta v�alido


onsiderar la siguiente expresi�on para el 
orrespondiente 
aso forzado,

�x+ Æ _x+ [�+ � 
os(t)℄ x = f(t):

A 
ontinua
i�on se utilizan dos se~nales f(t) diferentes para analizar el 
omportamiento del p�endu-

lo de Kapitsa, dando lugar a los sistemas:

�x+ Æ _x+ [�+ � 
os(t)℄ x =

7

X

i2f3;5;9;14g


os

�

t

i

�

(4.12)

�x+ Æ _x+ [�+ � sgn (sin(t))℄x =

X

i2f3;5;9;14g


os

�

t

i

�

(4.13)

Note que en (4.13) la se~nal peri�odi
a sgn[sin(t)℄ es apli
ada al punto de suspensi�on del p�endulo

dando lugar a la e
ua
i�on de Meissner no homog�enea.

La Fig. 4.6 muestra el diagrama de estabilidad del p�endulo forzado, 
omo en (4.12). Las l��neas

de resonan
ia o solu
iones kT -peri�odi
as para k 2 f3; 4; 5; 6; 7g, se apre
ian en las l��neas punteadas.

Observe que a estas l��neas est�an aso
iadas 
on un par de multipli
adores sobre el 
��r
ulo unitario,

ver Fig. 4.1.

Es 
ru
ial resaltar que las l��neas de resonan
ia 3T , 5T , 9T y 14T -peri�odi
as (a 
ada una le


orresponde un par de multipli
adores sobre el 
��r
ulo 4.1) son solu
iones 'estables' del sistema

homog�eneo porque se en
uentran en las zonas de estabilidad (no pertene
en a las lenguas de Arnold).

No obstante, 
uando este sistema re
ibe una entrada 
on el mismo periodo que el de 
ualquiera de
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Figura 4.7: Respuesta del p�endulo de Kapitsa sin se~nal forzante: �x + [�+ � 
os(t)℄ x = 0, � = 3 y

� = 2.
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Figura 4.8: Respuesta del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + [�+ � 
os(t)℄ x = 
os
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t

3

�

, � = 3 and

� = 2.
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Figura 4.9: Respuesta del p�endulo de Kapitsa sin se~nal forzante: �x + [�+ � 
os(t)℄ x = 
os (t=3;2),

� = 3 y � = 2.

las l��neas de resonan
ia, por ejemplo 5T , enton
es, esta se~nal 5T -peri�odi
a entrar�a en resonan
ia y

exhibir�a un 
omportamiento 'inestable'.

La Fig. 4.7 exhibe el 
omportamiento peri�odi
o (estable) del p�endulo de Kapitsa no forzado

en las 
oordenadas (�; �) = (3; 2) en el diagrama In
e-Strutt, este punto pertene
e a una se~nal

3T -peri�odi
a.

Las Figuras 4.8 and 4.9 muestran las respuestas en el tiempo del sistema forzado, 
on los mismos

valores (�; �). La primera imagen ilustra la resonan
ia lineal, la 
u�al apare
e debido a la 
oin
iden
ia

de la solu
i�on 3T -peri�odi
a (en el sistema no homog�eneo) y la se~nal forzante (
oseno) del mismo

periodo. En la segunda gr�a�
a se apre
ia que la 
oin
iden
ia entre periodos se pierde (puesto que

el periodo del 
oseno es T = 3;2), en 
onse
uen
ia la inestabilidad lineal tambi�en desapare
e.

El efe
to del amortiguamiento juega un papel esen
ial en la estabilidad-inestabilidad del p�endulo

invertido, puesto que redu
e el �area de resonan
ia param�etri
a en rela
i�on a el valor de Æ (mayor

disipa
i�on mayor �area estable). Con respe
to a la resonan
ia lineal, �esta se desvane
e in
luso 
on un

valor muy peque~no de Æ, por lo tanto, las l��neas de resonan
ia desapare
en del gr�a�
o de estabilidad.

Este he
ho es una 
onse
uen
ia dire
ta de la observa
i�on 4.3.

La Fig. 4.10 despliega la amplitud de la respuesta en el tiempo de (4.12) para (�; �) = (3; 2) y

Æ = f0;01; 0;1g.

La Fig. 4.11 muestra el p�endulo invertido forzado des
rito por (4.13), las l��neas de resonan
ia

en este sistema siguen el mismo prin
ipio 
omo en los dos 
asos anteriores.

Observa
i�on 4.4. En [64℄ p�ag. 289, apare
e un diagrama similar a la e
ua
i�on de Mathieu no

homog�enea para � 2 [�0;8; 0;6℄ y � 2 [0; 1;5℄ y tambi�en se dibujan 
iertas l��neas pare
idas a lo que

en este trabajo llamamos l��neas resonantes, sin embargo, no se presenta alg�un tipo de an�alisis. El


ontenido es puramente num�eri
o.

Comentario: esta es la primera vez que se presentan dos tipos de resonan
ia sobre el diagrama

de In
e-Strutt: a) resonan
ia param�etri
a y b) resonan
ia lineal.

4.3. Solu
iones kT -peri�odi
as 
on k 2 R

En esta se

i�on se analiza el sistema:

�x+ [�+ �p(t)℄ x = q(t);
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Figura 4.10: Diferentes amplitudes para solu
iones 3T -peri�odi
as de: �x + Æ _x + [�+ � 
os(t)℄ x =

P

7

i=3


os(t), 
on Æ = 0;01, Æ = 0;1 respe
tivamente y (�; �) = (3;5; 3;5).

Figura 4.11: Diagrama de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado : �x+Æ _x+[�+ � sgn (sin(t))℄ x =

P

i2f3;5;9;14g


os (t=i) ; Æ = 0.
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Figura 4.12: Posi
i�on de los multipli
adores aso
iados a solu
iones eT , 3T y �T -peri�odi
as.

�

Estos


orresponden a l��neas delgadas en el diagrama de estabilidad de la e
ua
i�on de Mathieu forzada 
on

se~nales 
on periodo no 
onmensurable 
on el de la ex
ita
i�on param�etri
a.

en donde p(t) = p(t+ T ) y q(t) = q(t+ T ) 
on T y T no 
onmensurables. Para ser mas espe
���
os

se estudian los sistemas:

�x+ [�+ � 
os(t)℄ x = 
os(�T ); T

1

= 2 (4.14)

�x+ [�+ � 
os(t)℄ x = 
os(eT ); T

2

=

2�

e

(4.15)

en donde e � 2; 7182818 es el n�umero de Euler y � � 3;1415926, ambos pertene
en a los n�umeros

irra
ionales. T

1

y T

2

son periodos fundamentales de las se~nales forzantes (4.14) y (4.15) respe
tiva-

mente. Puesto que el per��odo m��nimo del t�ermino de exita
i�on param�etri
a es T = 2�, se puede ver

dire
tamente que T y T

1

no son 
onmensurables, as�� 
omo tampo
o los son T y T

2

.

Usando la expresi�on de 
ondi
i�on de �angulo (4.3) para determinar la posi
i�on de los multipli
a-

dores de FLoquet sobre el 
��r
ulo unitario, se tiene que:

k = �; � =

2�

�

) �

1;2

= f�0;4161 � j0;9092g

k = e; � =

2�

e

) �

1;2

= f�0;6747 � j0;7380g

La Fig. 4.12 muestra las posi
iones de los multipli
adores de se~nales piT , 3T y eT -peri�odi
as.

Los multipli
adores que 
orresponden a

�

la solu
i�on 3T -peri�odi
a se dibujan solo 
omo referen
ia

para ubi
ar a los que pertene
en a periodos irra
ionales.

El 
omportamiento referido 
omo solu
iones peri�odi
as (en la e
ua
i�on de Hill homog�enea) o

resonan
ia lineal (en la e
ua
i�on de Hill no homog�enea) se preserva a pesar de que la se~nal forzante

y la ex
ita
i�on param�etri
a son no 
onmensurables, es de
ir, solu
iones kT -peri�odi
as pueden surgir


on k no ne
esariamente entero, siempre que los eigenvalores de la matriz de Monodrom��a est�en

sobre el 
��r
ulo unitario, y esas solu
iones resonaran si un t�ermino forzante, 
on el mismo periodo

es apli
ado al sistema.

Las l��neas de resonan
ia 
orrespondientes a per��odos eT , 3T y �T (las 
u�ales tambi�en son

mostradas sobre el dis
o unitario arriba) est�an dibujadas en el diagrama de In
e-Strutt, Fig. 4.13.

La Fig. 4.14 traza las traye
torias x(t) de la solu
i�on de (4.14) 
uando � = 2 y � = 1;8, el


u�al es un punto lo
alizado sobre una de las l��neas �T -peri�odi
as en el gr�a�
o de stabilidad (Figure

4.13), 
laramente esas traye
torias des
riben resonan
ia lineal o inestabilidad provo
ada por la se~nal

forzante.
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Figura 4.13: Diagrama de estabilidad del p�endulo de Kapitsa forzado: �x + Æ _x + [�+ � 
os(t)℄ x =


os(et); 
os(3t) and 
os(�t): Æ = 0.
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Ȃ150

Ȃ100

Ȃ50

0

50
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Figura 4.14: Respuesta en el tiempo del p�endulo de Kapitsa forzado: �x+ [�+ � 
os(t)℄ x = 
os(�t),

� = 2 y � = 1;8.
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E
ua
i�on de Hill no homog�enea: dos grados de libertad

En esta parte se pretende ha
er una extensi�on de los resultados obtenidos en la se

i�on anterior,

di
ho de otra manera, se estudia el 
omportamiento de la e
ua
i�on de Mathieu en dos grados de

libertad 
uando se le apli
a una fuerza externa peri�odi
a, en este 
aso, una se~nal arm�oni
a simple. Se

des
ubrir�a que 
iertas propiedades intr��nse
as en la e
ua
i�on de un grado de libertad no se pueden

extender a su hom�ologa en dos grados de libertad.

Considere la e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea en dos grados de libertad,

�x+ [�A+ �Bp(t)℄x = h(t); (4.16)

en donde p(t) = p(t+ T ) 2 R es una fun
i�on peri�odi
a, h(t) = h(t + T ) 2 R

2

es la se~nal forzante,

ambas 
on valor promedio 
ero, x 2 R

2

, A = A

>

> 0 2 R

2�2

, B = B

>

> 0 2 R

2�2

y �, � 2 R son

par�ametros que representan las mismas 
antidades que en el 
aso uni dimensional.

Se requiere que las matri
es A y B sean sim�etri
as y positivas de�nidas para asegurar que

el sistema (4.16) sea Hamiltoniano. Anteriormente, se estable
i�o que la matriz de transi
i�on de

estados de un sistema Hamiltoniano es simpl�e
ti
a y en 
onse
uen
ia, tambi�en lo es la matriz de

Monodrom��a, M . La propiedad fundamental de este grupo de matri
es no singulares es que si

� 2 �(M), enton
es �

�1

2 �(M) [34℄.

Considere las matri
es (sin p�erdida de generalidad podemos asumir que A es diagonal),

A =

�

a

1

0

0 a

4

�

; B =

�

b

1

b

2

b

2

b

4

�

la representa
i�on en espa
ios de estados de (4.16) es,

_x

1

= x

3

_x

2

= x

4

_x

3

= � [�a

1

+ �b

1

p(t)℄x

1

� [�b

2

p(t)℄ x

2

+ h

3

(t)

_x

4

= � [�a

4

+ �b

4

p(t)℄x

2

� [�b

2

p(t)℄ x

1

+ h

4

(t)

(4.17)

Si de�nimos

~

h

3

(t) = � [�b

2

p(t)℄ x

2

y

~

h

4

(t) = � [�b

2

p(t)℄ x

1


omo peque~nas perturba
iones del

sistema. Enton
es, (4.17) se puede reformular 
omo dos subsistemas diferentes, en donde

_x

1

= x

3

_x

3

= � [�

1

+ �

1

p(t)℄x

1

+

~

h

3

(t) + h

3

(t)

�

1

= �a

1

�

1

= �b

1

(4.18)

es el primer subsistema 
on �

1

= �a

1

, �

1

= �b

1

; y

_x

2

= x

4

_x

4

= � [�

2

+ �

2

p(t)℄x

2

+

~

h

4

(t) + h

4

(t)

�

2

= �a

4

�

2

= �b

4

(4.19)

es el segundo. Aqu��, �

2

= �a

4

y �

2

= �b

4

Ejemplo num�eri
o

Para dis
ernir el 
omportamiento de (4.16) asignemos los siguientes valores:

A =

�

1 0

0 4

�

; B =

�

3 0;01

0;01 3

�
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Figura 4.15: Diagrama de estabilidad para la e
ua
i�on de Mathieu de dos grados de libertad. Lenguas

grises se aso
ian al subsistema 1, las rayadas al subsistema 2 y las m�as delgadas son lenguas de


ombina
i�on.

Figura 4.16: Posibles posi
iones de los multipli
adores de Floquet en un sistema Hamiltoniano de dos

grados de libertad. Los primeros tres 
��r
ulos representan solu
iones inestables, el 
uarto, solu
iones

estables.

h(t) = h

3

(t) = h

4

(t) =

X

i2f3;:::;7g


os(t=i) y

~

h

3

=

~

h

4

� 0


on los 
u�ales se genera, num�eri
amente, el diagrama (4.15).

Debido a que el valor de b

2

, el elemento responsable del a
oplamiento, es muy peque~no (b

2

=

0;01), el diagrama de estabilidad (4.15) es realmente pare
ido al que representar��a la superposi
i�on

de los sistemas (4.18), (4.19) desa
oplados (
uando

~

h

i

= 0; i = 1; 2).

En el gr�a�
o de estabilidad de los dos subsistemas se advierte que las lenguas de Arnold no 
oin
i-

den a�un 
uando el valor de a
oplamiento es muy peque~no, por lo tanto, tampo
o existe 
on
ordan
ia

entre las l��neas de resonan
ia de un subsistema y de otro, es de
ir, bajo estas 
ir
unstan
ias no hay

forma en que los multipli
adores 
orrespondientes a 
ada subsistemas se empaten sobre el 
��r
ulo

unitario. En 
onse
uen
ia, en sistemas de dos grados de libertad no existen solu
iones peri�odi
as


omo las hubo en el 
aso es
alar.

Sin embargo, si bien es 
ierto que las lineas resonantes no representan periodi
idad en la e
ua-


i�on de Hill homog�enea de dos grados de libertad, siguen preservando su 
ar�a
ter de inestabilidad

(resonan
ia lineal) 
uando una se~nal forzante posee el mismo 'periodo' que �estas l��neas vistas de

manera independiente para 
ada subsistema.

Re
uerde que en la e
ua
i�on de Hill de dos dimensiones existen 
uatro multipli
adores 
ara
-

ter��sti
os sobre el plano 
omplejo. La estabilidad de las solu
iones depende de su posi
i�on. An�alogo

al 
aso de una dimensi�on, por la teor��a de Floquet, las solu
iones del sistema son estables si los


uatro multipli
adores est�an sobre el 
��r
ulo unitario, en 
ualquier otro 
aso son inestables, tal y


omo se puede ver en la Fig. 4.16.
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Figura 4.17: La resonan
ia lineal o
urre 
uando los multipli
adores de Floquet (
��r
ulos) 
oin
iden


on los arm�oni
os de la se~nal forzante (asteris
os).
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Figura 4.18: Respuesta en el tiempo

Suponga que h(t) = 
os(t=3) + 
os(t=4) + 
os(t=8), las se~nales arm�oni
as de h(t) son se~nales

3T , 4T y 8T peri�odi
as, son los asteris
os sobre el 
��r
ulo en la Fig. 4.17. Para todos los valores de

(�; �) que est�en sobre alguna l��nea de resonan
ia (3T , 4T y 8T -peri�odi
as) el sistema entrar�a en

resonan
ia en el sentido 
l�asi
o.

Gr�a�
amente, 
uando alguno de los 
uatro multipli
adores de Floquet (
��r
ulos peque~nos) en la

Fig. 4.17 
oin
ida 
on al menos un arm�oni
o de h(t), el sistema resonar�a.

Di
ho de otra manera, 
uando al menos una de las fre
uen
ias forzantes y la fre
uen
ia !

0

de

p(t) satisfa
en la 
ondi
i�on (4.5), el sistema (4.16) exhibir�a inestabilidad. La Fig. 4.18 des
ribe la

respuesta en el tiempo del sistema, 
uando los multipli
adores 
ara
ter��sti
os superponen la se~nal

4T -peri�odi
a. Observe que, efe
tivamente, la resonan
ia es lineal.
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Apli
a
iones de la E
ua
i�on

de Hill no Homog�enea

Algunos sistemas de 
re
iente inter�es se pueden 
ara
terizar de forma natural por la e
ua
i�on de

Hill inhomog�enea, entre estos se en
uentran los sistemas mi
roele
trome
�ani
os MEMS o nanoele
-

trome
�ani
os NEMS. En este grupo desta
an los giros
opio MEMS, giros
opios de rango, que miden

la velo
idad angular (en lugar de dire

i�on) y se usan en la estabilidad, orienta
i�on y navega
i�on de

sistemas. Por otra parte, 
uando se desea 
ontrolar la amplitude de las os
ila
iones de las solu
iones

en la e
ua
i�on de Hill homog�enea, la in
lusi�on de un t�ermino forzante se torna inherente. Adem�as,

la din�ami
a de dispositivos 
ose
hadores de energ��a

1

mediante resonan
ia param�etri
a se des
ribe

por medio de e
ua
iones diferen
iales forzadas de segundo orden.

5.0.1. Giros
opios MEMS

Los giros
opios se usan para determinar la orienta
i�on de 
iertos dispositivos, se en
uentran

en la mayor��a de los sistemas de navega
i�on aut�onoma y se utilizan ampliamente en rob�oti
a para

balan
ear aut�omatas o en automoviles para la estabiliza
i�on de re
orrido y dete

i�on de vuel
o.

Tambi�en se en
uentran en una amplia gama de apli
a
iones militares.

La 
lase de giros
opios MEMS utilizan estru
turas vibratorias y el prin
ipio de Coriolis

2

para

dete
tar velo
idad angular o �angulo de rota
i�on. Mientras el giros
opio esta en fun
ionamiento

experimenta dos modos de opera
i�on. El modo primario, es el modo de vibra
i�on mediante el 
ual

la estru
tura vibrante es sometida a resonan
ia debido a una fuerza de ex
ita
i�on param�etri
a; al

apli
ar un rango de rota
i�on, la fuerza iner
ial de Coriolis indu
e otro modo de vibra
i�on sobre

la misma estru
tura, en 
onse
uen
ia las os
ila
iones prin
ipales son afe
tadas, lo que se tradu
e

en un 
ambio en la a
elera
i�on, y por lo tanto en un 
ambio de dire

i�on, este se 
ono
e 
omo

modo se
undario. El eje de rota
i�on es ortogonal a la velo
idad del modo primario para maximizar

la fuerza de Coriolis. La amplitud de respuesta del modo se
undario es propor
ional al rango de

rota
i�on apli
ado. Detalles adi
ionales se pueden 
onsultar en [60℄.

La Fig. (5.1)

3

ilustra la 
lase de giros
opios que utilizan un anillo 
omo elemento iner
ial.

Observe que una estru
tura de suspensi�on sostiene al anillo de radio a, an
hura b y grosor d. Tanto

el me
anismo de a
tua
i�on que ha
e vibrar al anillo 
omo el dispositivo que dete
ta las vibra
iones

indu
idas por la fuerza de Coriolis en el modo se
undario, son ele
trost�ati
os.

1

Son dispositivos que extraen y aprove
han la energ��a de fuentes externas tales 
omo: energ��a solar, energ��a t�ermi
a,

energ��a e�oli
a, energ��a 
in�eti
a o 
u
tua
iones en el 
ampo ele
tromagn�eti
o de la tierra.

2

La a
elera
i�on de Coriolis es una a
elera
i�on aparente que surge en un mar
o de referen
ia giratorio, es propor
ional

a la tasa de rota
i�on.

3

Obtenida de [60℄.

49
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(a) Anillo, ele
trodo de a

ionamiento y ele
trodos de de-

te

i�on para sensado diferen
ial

(b) Dimensiones de um ele
trodo

y del anillo

Figura 5.1: Giros
opio de anillo MEMS.

Los o
ho ele
trodos del giros
opio est�an separados una distan
ia h

0

del anillo y pueden verse


omo pla
as 
apa
itivas planas 
on un hue
o de aire entre ellas. Un poten
ial �jo de 
orriente

dire
ta V

d


= 25V es suministrado al anillo para propor
ionar un votaje de polariza
i�on 
om�un a

los ele
trodos de sensado. Los ele
trodos en el plano a
tivan y sensan el modo primario de vibra
i�on,

este se puede des
ribir 
omo un modo de vibra
i�on radial de 
exi�on de orden dos, es de
ir, 
os(2�).

Por otra parte, el modo se
undario de vibra
i�on, tambi�en en el plano, es de la forma sin(2�) y es

ex
itado por la fuerza de Coriolis al rotar el anillo alrededor del eje Z.

Modelado del modo primario de un giros
opio MEMS

El movimiento del modo primario de vibra
i�on de un giros
opio de anillo MEMS ha sido mode-

lado por la e
ua
i�on de Hill no homog�enea en [60℄ y se expresa 
omo

m�x(t) + 
 _x(t) + [�+K(t)℄ q(t) = F (t); (5.1)

en donde x(t) es la 
oordenada generalizada aso
iada 
on el modo primario, m = �Aa�

�

1 + 1=n

2

�

es la masa generalizada, � =

�

EI

z

�=a

3

� �

(1� n

2

)

2

�

es la rigidez generalizada,

K(t) =

"

0

ad

h

3

0

p

X

k=1

U

2

k

(t)

�

�+


os(2nÆ

k

) sin(2n�)

2n

�

(5.2)

es la rigidez ele
trost�ati
a y

F (t) =

"

0

ad

nh

2

0

p

X

k=1

U

2

k

(t)

�


os(nÆ

k

) sin(n�)

n

�

(5.3)

es el t�ermino forzante aso
iado a la a
tiva
i�on ele
trost�ati
a; K(t) y F (t) se propor
ionan en [61℄.

El t�ermino U

k

(t) indi
a las 
ontribu
iones de voltaje en el k-�esimo ele
trodo debido a la se~nal de

ex
ita
i�on param�etri
a � sin(!t) sobre el ele
trodo de a

ionamiento y el voltaje de polariza
i�on V

d


sobre el anillo MEMS. El voltaje a trav�es de la 'pla
as' 
apa
itivas, entre el anillo polarizado y el

ele
trodo de a
tua
i�on es (para una se~nal senoidal) de la forma � sin(!t)� V

d


. La 
ontribu
i�on del

voltaje de ex
ita
i�on de todos los p ele
trodos generan la fuerza total ele
trost�ati
a K(t)x(t)+F (t).

La rigidez eletrost�ati
a K(t) se puede modular peri�odi
amente variando la amplitud � y la

fre
uen
ia ! de la se~nal de ex
ita
i�on apli
ada al ele
trodo de a

ionamiento. Enton
es, la resonan
ia

param�etri
a o
urre 
uando se modula el par�ametro de rigidez 'efe
tiva' en el sistema � �K(t) en
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la e
ua
i�on (5.1) asegurando que la fre
uen
ia de ex
ita
i�on ! se rela
iona a la fre
uen
ia natural

!

�

de la vibra
i�on del modo a
tuado por la 
ondi
i�on

! � 2!

�

=l; l = 1; 2; 3 : : : (5.4)

y asegurando que la amplitud de ex
ita
i�on � sea mayor o igual que el umbral de amplitud de�nido

por la frontera de estabilidad. Cuando l = 1 en (5.4) se obtiene la resonan
ia param�etri
a simple.

Se asume que la solu
i�on del sistema (5.1) es de la forma

x(t) = e

�

[A 
os(!t=2) +B sin(!t=2)℄ ; (5.5)

en donde ! es la fre
uen
ia de la ex
ita
i�on param�etri
a y � es el exponente 
ara
ter��sti
o a ser

determinado; A y B se determinan por las 
ondi
iones ini
iales. La suposi
i�on de (5.5) es posible

gra
ias a la Teor��a de Floquet y a la t�e
ni
a utilizada en [62℄.

4

Sustituyendo (5.5) en (5.1) y apli
ando el m�etodo de balan
e arm�oni
o 
omparando los 
oe�-


ientes 
on fre
uen
ia !=2 se obtiene

e

�

�

�

2

M

1

+ �M

2

+M

3

�

Jr = 0; (5.6)

en donde

M

1

= I

4

M

2

=

�

2�!

�

!

�! 2�!

�

�

M

3

=

�

m

11

m

12

m

21

m

22

�

m

11

= !

2

�

� !

2

=4� (D=2)

�

V

2

d


� + �

2

S

�

m

12

= �!

�

! +DSV

d


�

m

21

= ��!

�

! +DSV

d


�

m

22

= m

11

J

r

=

�

A

B

�

D = "

0

ad=mh

3

0

S = �=16 + 1=

�

4

p

2

�

Mediante la transforma
i�on J

r

= �R se obtiene

(Z � �I

4

)L = 0; Z =

�

0 M

1

�M

3

�M

2

�

; L =

�

J

r

R

�

;

el problema est�andar de eigenvalores en �.

La 
ombina
i�on de ex
ita
i�on param�etri
a y una se~nal arm�oni
a forzante, ha
en posible la am-

pli�
a
i�on de los modos del sistema y/o de la respuesta a la velo
idad angular del giros
opio de

anillo 
on el objetivo de mejorar algunos indi
adores de rendimiento tales 
omo el fa
tor de es
ala

5

(o sensibilidad) y el rendimiento se~nal-ruido del giros
opio.

4

Para determinar la estabilidad de la resonan
ia param�etri
a simple, l = 1 en (5.4), se asume una solu
i�on peri�odi
a


on solo dos t�erminos en la forma de una serie de Fourier trun
ada y enton
es se usa el m�etodo de balan
e arm�oni
o

para obtener la rela
i�on entre la fre
uen
ia de la ex
ita
i�on param�etri
a y la amplitud de la ex
ita
i�on param�etri
a.

5

El fa
tor de es
ala es de�nido 
omo la 
antidad de 
ambio en la se~nal de salida por unidad de 
ambio del rango

de rota
i�on, es expresado en V=(

Æ

=S) (volts por grado por segundo).
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Nota
i�on de esta se

i�on

� densidad

a radio del anillo

A �area de se

i�on transversal

E modulo el�asti
o del sili
on

I

z

bd

3

=12

d grosor del anillo

"

0

permeabilidad al va
��o

h

0

hue
o 
apa
itivo entre el anillo y 
ada ele
trodo

U

k

(t) 
ontribu
i�on de voltaje en el ele
trodo 'k'

2� longitud de ar
o de los ele
trodos

Æ

k

posi
i�on angular del ele
trodo 'k'

p n�umero de ele
trodos

� posi
i�on angular 
on respe
to al modo

m masa modal generalizada

� raz�on de amortiguamiento.

5.0.2. Control de os
ila
iones

Considere la expresi�on

�x+ !

2

[1 + " 
os(2!t+ ')℄ x = f(t);

en donde f(t) es su�
ientemente suave y es evaluada en los reales positivos.

Si ha
emos � = !

2

y � = !

2

" re
uperamos nuestra e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea 
on una

ligera varia
i�on indi
ada por la in
orpora
i�on del �angulo '.

Por medio del 
ambio de los valores de " y ' sobre un n�umero �nito de intervalos de tiempo, es

posible 
ontrolar la amplitud de las os
ila
iones de las solu
iones del sistema

�x+ !

2

[1 + " 
os(2!t+ ')℄ x = 0; (5.7)

para que se aproximen a la fun
i�on forzante f(t), ver [63℄.

El 
ontrol de os
ila
iones 
onsidera las siguientes suposi
iones: f(t) 2 C

1

para todo t 2 [0; T ℄ en

donde T es el tiempo �nal del 
ontrol,

�

�

�

�

1

!

d

dt

log f(t)

�

�

�

�

� 1 (5.8)

y

�

�

�

�

1

!

d

dt

f(t)

�

�

�

�

� 1 (5.9)

El algoritmo que des
ribe 
�omo las solu
iones de (5.7) pueden ser 
ontroladas variando los valores

de " y ' sobre intervalos de tiempo de longitud H, se basa en la resonan
ia param�etri
a y puede

ser 
onsultado en [63℄.

El objetivo es 
ondu
ir a una solu
i�on x(t) que satisfaga

p

x(t)

2

+ _x(t)

2

=!

2

� f(t) para todo

t 2 [0; T ℄. Pare este �n, se aproxima f(t) por una fun
i�on exponen
ial a pedazos, en donde 
ada

pedazo tiene una an
hura H :=M=!, M es una 
onstante.

La 
ondi
i�on (5.9) asegura que f(t) 
ambia muy po
o en un intervalo de longitud H, por lo

tanto se puede aproximar 
orre
tamente por una fun
i�on lineal a pedazos, en donde 
ada pedazo

tiene una an
hura H.
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De la 
ondi
i�on (5.8) se tiene que

�

�

�

�

log f(t+H)� log f(t)

!H

�

�

�

�

� 1

es de
ir, si f(t+H)=f(t) = exp("!H=4), enton
es la ele

i�on de ' (ver 
orolario 15, en [Tao2016℄)


ausa un de
remento en la amplitud de la os
ila
i�on de � f(nH) en el paso n a � f ((n+ 1)H) en el

paso n+1 (o un in
remento por razones similares). M�as a�un, debido a que "!H=4 = "M=4� 1, la

envolvente de f(nH) exp("!(� � nH)=4), � 2 [nH; (n+ 1)H℄ es 
er
ana a una aproxima
i�on lineal

a pedazos de f(�). El algoritmo garantiza que el error de aproxima
i�on en un paso anterior no

afe
tar�a al error a
tual.

Las 
ondi
iones (5.8) y (5.9) se satisfa
en si se es
oge ! su�
ientemente grande y f(t) 2 C

1

.

Esto se debe a el Teorema de Weierstrass y la 
ompa
idad del intervalo [0; T ℄. En otras palabras,

siempre que la fun
i�on deseada f(t) sea diferen
iable, esta se puede aproximar por la envolvente de

las os
ila
iones de muy altas fre
uen
ias.

5.0.3. Cir
uitos RLC 
ose
hadores de energ��a

Un ejemplo de dispositivos 
ose
hadores de energ��a son los 
ir
uitos RLC a
oplados parame-

tri
almente al 
ampo ele
tromagn�eti
o de la tierra del 
ual, mediante resonan
ia param�etri
a, se

extrae energ��a 
ontenida en os
ila
iones muy peque~nas (milivolts). n RLC (n 2 Z

+

) 
ir
uitos a
o-

plados apropiadamente a trav�es de sus indu
tan
ias o 
apa
itan
ias pueden extraer energ��a si la

resisten
ia de 
ada 
ir
uito es menor que n�, en donde � es un umbral propor
ional al 
ampo

ele
tromagn�eti
o

6

, esto he
ho se demuestra en [Molei2016℄.

El efe
to de os
ila
iones peri�odi
as sobre el 
apa
itor (o indu
tor) en un 
ir
uito RLC se puede

des
ribir por la e
ua
i�on �x + [�+ �p(t)℄ x = 0, en donde � =

~

C para alguna

~

C, � = �

~

C�; � � 1

y p(t) = 
os(2!t). Si ! = !

0

, !

0

es la fre
uen
ia natural, y 2R

~

C < �=!, enton
es la energ��a

introdu
ida en el 
ir
uito mediante resonan
ia param�etri
a sobrepasa la disipa
i�on que la resis-

ten
ia R produ
e y la energ��a alma
enada 
re
e exponen
ialmente ha
iendo posible la extra

i�on

de energ��a. Por ejemplo, la ionosfera de la tierra puede verse 
omo un diel�e
tri
o 
on fre
uen
ias

espe
���
as de resonan
ia, esta 
apa produ
e os
ila
iones peque~nas de las mismas fre
uen
ias en el


ampo ele
tromagn�eti
o del ambiente, estas os
ila
iones podr��an resultar en varia
iones peri�odi
as

de los par�ametros del 
ir
uito. Por lo tanto, la 
ose
ha de energ��a es fa
tible si de alguna mane-

ra la fre
uen
ia natural del 
ir
uito es sintonizada en valores apropiados para indu
ir resonan
ia

param�etri
a.

A
oplamiento de los 
ir
uitos RLC

La Fig. (5.2) ilustra la manera en que n 
ir
uitos RLC se a
oplan a trav�es de un super
on-

densador 
uya estru
tura es muy pare
ida a una pel��
ula o rollo fotogr�a�
o, en donde sus 
apas


ondu
tivas (ele
trodos) y sus 
apas diel�e
tri
as (aire) se enrollan alternadamente, generando una

fuerza ele
tromotriz que depende de la suma de las 
orrientes en todos los 
ir
uitos, que a su vez

permane
en independientes. Debido a la ele
trostri

i�on

7

el 
ampo el�e
tri
o del ambiente introdu-


e una peque~na varia
i�on peri�odi
a en las pla
as 
ondu
toras del super
ondensador, las 
uales se

estirar�an o 
omprimir�an de a
uerdo al valor del 
ampo lo que se tradu
e 
omo un 
ambio en la


apa
itan
ia del 
ir
uito. Asumiendo simetr��a 
on respe
to a permuta
iones en los ele
trodos del

6

Esto representa un problema en la implementa
i�on, debido a que la amplitud de las 
u
tua
iones param�etri
as

indu
idas suele ser muy peque~na para 
ompensar el efe
to disipativo de la resisten
ia, es ne
esario a
oplar un n�umero

demasiado grande de 
ir
uitos para poder extraer energ��a.

7

La ele
trostri

i�on es una propiedad de los materiales diel�e
tri
os que 
onsiste en su deforma
i�on bajo la in
uen
ia

de un 
ampo el�e
tri
o.
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Figura 5.2: Dos 
ir
uitos RLC a
oplados. En la parte dere
ha se muestra la estru
tura del super-


ondensador; los diel�e
tri
os entre 
ada pla
a no se muestran en la imagen.

super
ondensador, la diferen
ia de voltage, V, a trav�es de este satisfa
e

C(t)

dV

dt

=

n

X

i=1

I

i

; (5.10)

Adem�as

C

i

dV

C;i

dt

= I

i

; L

i

I

i

dt

= V

L;i

; R

i

I

i

= V

R:i

;

en donde C(t) =

~

C [1� � 
os(2!t)℄ para alg�un � � 1; I

i

, V

C;i

, V

L;i

, V

R;i

son la 
orriente, el voltaje

atrav�es del 
apa
itor, del indu
tor y del resistor del i-�esimo sub-
ir
uito, respe
tivamente.

Apli
ando la segunda ley de Kir
ho� V + V

C;i

+ V

L;i

+ V

R;i

= 0 se tiene

1

C(t)

=

n

X

i=1

I

i

+

1

C

= I

i

+ L

i

d

2

I

i

dt

2

+R

i

I

i

dt

= 0; i = 1; : : : ; n:

Este modelo es idealizado, asume que las 
u
tua
iones ele
tromagn�eti
as son sostenidas, bajo esta


onsidera
i�on se es
ogen � y !.

Super resonan
ia param�etri
a

Por simpli
idad se 
onsideran sub-
ir
uitos id�enti
os, esto es, C

i

= C, L

i

= L y R

i

= R. Sea

" = �=

�

L

~

C

�

, por tanto, 1= (LC(t)) = 1=

�

L

~

C

�

+ " 
os(2!t) + O

�

"

2

�

, y sea el ve
tor de estados

x =

h

I

1

;

_

I

1

; I

2

;

_

I

2

; : : : ; I

n

;

_

I

n

i

, enton
es el sistema se des
ribe 
omo,

_x = Ax+ "P (t)x+O

�

"

2

�

; (5.11)

en donde

A =

2

6

6

6

6

4

B D : : : D

D

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

D

D : : : D B

3

7

7

7

7

5

; P =

2

6

6

6

6

4

Q Q : : : Q

Q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Q

Q : : : Q Q

3

7

7

7

7

5

;

B =

�

0 1

�1=(LC)� 1=(L

~

C) �L=R

�

; D =

�

0 0

�1=(L

~

C) 0

�

; Q =

�

0 0


os(2!t) 0

�
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En [63℄, Tao y Owhadi demostraron usando la t�e
ni
a de homogeniza
i�on temporal de EDO's

8

li-

neales que la solu
i�on del sistema 
re
e exponen
ialmente si se satisfa
e que ! =

q

1=(LC) + n=(L

~

C)�R

2

=(4L

2

)

y adem�as "

n

!

> 2

R

L

, es de
ir, �

n

~

C!

> 2R.

La 
ual se satisfa
e 
uando el n�umero de 
ir
uitos a
oplados n es su�
ientemente grande.

8

E
ua
iones diferen
iales ordinarias.
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6
Con
lusiones

� Se obtuvo por primera vez en el diagrama de In
e-Strutt: resonan
ia param�etri
a y resonan
ia

lineal.

� Si existe amortiguamiento, desapare
e la resonan
ia lineal.

� Se 
omprob�o que apare
en lineas de resonan
ia kT -peri�odi
as, en donde k no ne
esariamente

es entero, puede ser 
ualquier n�umero real.

� Para sistemas de n grados de libertad sin amortiguamiento, en el diagrama de In
e-Strutt

apare
e simult�aneamente resonan
ia param�etri
a y resonan
ia lineal; esta �ultima s�olo 
on


ada uno de los subsistemas.

57



58



7
Trabajo futuro

� Sea el sistema

_x = A(t)x A(t) 2 R

4�4

(7.1)

siendo A la matriz de estados rela
ionada a la e
ua
i�on de Hill de dos grados de libertad.

Se desea en
ontrar una transforma
i�on T tal que 
onvierta el sistema

A =

�

A

1

(t) A

2

(t)

A

3

(t) A

4

(t)

�

en

B =

�

B

1

(t) B

2

(t)

0 B

3

(t)

�

de tal modo que el sistema (7.1) quede desa
oplado, es de
ir,

�

_y

1

_y

2

�

=

�

B

1

B

2

0 B

3

� �

y

1

y

2

�

de esta forma el problema se puede resolver dire
tamente.

Se 
onjetura que el elemento B

3

est�a aso
iado a las lenguas prin
ipales de un sub sistema, B

1

a las lenguas prin
ipales del segundo sub sistema y B

2

a las lenguas de 
ombina
i�on.

� Por otra parte, algunos problemas que quedan pendientes son:

En un grado de libertad

�x+ [�+ �q(t)℄ x = f(t) (7.2)

a) Analizar la e
ua
i�on 
uando q(t) es quasi o almost peri�odi
a.

b) q(t) y f(t) quasi o almost peri�odi
as.

En dos grados de libertad

Sea,

_x =

�

0 I

2

��A� �Bq (t) 0

�

x; (7.3)

la representa
i�on en variables de estados.

a) Estudiar el sistema (7.3) 
uando la matriz B no es sim�etri
a.

b) q(t) es quasi o almost peri�odi
a.


) La dimensi�on del sistema (7.3) es impar.
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8
Ap�endi
e

8.1. Modelado del p�endulo de Kapitsa forzado

Considere el p�endulo mostrado en la Fig. 4.5. La barra de longitud l se 
onsidera r��gida y sin

masa, la masa m se supone puntual, g es la 
onstante gravita
ional, ' es el �angulo entre la barra y el

eje x, q(t) es la ex
ita
i�on param�etri
a y f(t) es una fuerza peri�odi
a externa que a
t�ua dire
tamente

sobre la masa.

Por motivos pr�a
ti
os evitaremos es
ribir la dependen
ia del tiempo en las subse
uentes e
ua-


iones. La posi
i�on de la masa y su velo
idad estan dadas por

x = l 
os('); y = l sin(') + q y

_x = �l sin(') _'; _y = l 
os(') _' + _q

respe
tivamente. Cal
ulando la energ��a 
in�eti
a K =

1

2

mv

2

( v es la velo
idad) y la energ��a poten
ial

U = mgh (h es la altura) se obtiene:

K =

1

2

m( _x

2

+ _y

2

)

=

1

2

m(l

2

_'

2

� 2l 
os(') _' _q + _q

2

) y

U = mg(l sin(') � q):

La din�ami
a del sistema debe satisfa
er la e
ua
i�on de Euler-Lagrange, es de
ir,

d

dt

�L

� _'

�

�L

�'

= 0

en donde

L = K + U =

1

2

m _q

2

+ml 
os(') _' _q +

1

2

ml

2

_'

2

�mgq +mgl sin(')

es el Lagrangiano.

Derivando y rea
omodando t�erminos se tiene que �'+

�

�

g

l

+

�q

l

�


os(') = 0, ahora linealizamos

alrededor del punto de equilibrio superior para obtener

�'+

�

�

g

l

+

�q

l

�

' = 0;
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que representa la e
ua
i�on de Mathieu 
uando q = A 
os(!t), es de
ir,

�'+ [�!

2

+ �!

2


os(!t)℄' = 0

en donde � = �

g

l!

2

y � = �

A

l

.

El siguiente 
ambio de variables !t = �

�

d

2

=dt

2

= !

2

d

2

=d�

2

�

, determina la e
ua
i�on de Mathieu

normalizada,

d

2

'

d�

2

+ [�+ � 
os(�)℄' = 0.

Cuando al sistema se le apli
a una fuerza externa, 
omo la que se muestra en la Fig. 4.5,

representada por f(t), enton
es tenemos la e
ua
i�on de Mathieu no homog�enea (o forzada) denotada

por:

�'+ [�+ � 
os(t)℄' = f(t):
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