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Resumen 
 

 
 

En este trabajo  se estudia  la ecuacion de Hill discreta,  partiendo  desde la discretiza- 

cion de la ecuacion de Hill en tiempo  continuo  y los métodos validos de discretización, 

hasta  la obtención  de la ecuacion de Hill discreta.  Se caracteriza  la ecuacion de Hill, 

se obtienen  por primera  vez graficos de las lenguas de Arnold para  la ecuacion de Hill 

discreta y se comparan las propiedades de la ecuación de Hill discreta con su equivalente 

en tiempo continuo.
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Caṕıtulo  1 
 
 

 

Introducción 
 
 
 

 
La resonancia  paramétrica es un fenomeno que ocurre, cuando  a un sistema  oscila- 

torio  se le varia  periodicamente  un parámetro, a esta  variación se le llama  excitacion 

paramétrica, dependiendo  de la amplitud  y la frecuencia  de la excitación, el sistema 

original se puede volver inestable o estable. Algunos ejemplos de resonancia paramétrica 

son: 

 

 
a)  El espectrómetro de masas cuadripolar,  al ionizar una muestra  de materia  y variando 

la amplitud  y la frecuencia de una corriente  eléctrica que pasa a través de los polos, 

se deja pasar un átomo de masa y carga espećıfica y atrapando a los demas, midiendo 

aśı las concentraciones  de cada elemento. 

 

 
b)  El péndulo de Kapitza  es un péndulo invertido que mediante una excitacion periodica 

en el punto  de suspensión se puede estabilizar  en su punto  de equilibrio inestable. 

 

 
c)  El columpio es basicamente  un  péndulo en la cual variando  su centro  de masa  de 

manera periódica se produce inestabilidad provocando que se balancee cada vez más. 

 

 
d)  El puente  de Tacoma  se inauguró  en julio de 1940 siendo el tercer  puente  colgante 

mas largo de Estados  Unidos de America, sin embargo tan  solo 4 meses después el 

puente  colapsó debido a la resonancia  entre  una ráfaga de viento y el coeficiente de 

elasticidad  del puente,  provocando una oscilacion inestable.
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(a) Quadrupole                                    (b) Kapitza pendulum 

 

 

(c) swinging                                            (d) Tacoma  Bridge 
 

Figura  1.1: Ejemplos de resonancia paramétrica. 
 
 

 
Estos fenomenos se pueden modelar con la ecuacion de Hill ÿ + (α + βp (t)) y (t) = 0 

donde p (t + T ) = p (t) es una funcion periódica, la ecuacion de Hill fue presentada  en 

1877 por George W. Hill en su trabajo  “On the part  of the motion of the lunar perigee”. 

Es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con una funcion periodica, usada

para  describir las variaciones de la órbita lunar,  coincidi muy bien con la informacion

disponible en la época, e inmediatamente ganó difusión. En el lapso entre que Hill obtuvo 

sus resultados  y en que fue publicado,  el teorema  de Floquet  fue publicado [16].

Sin embargo,  ningún  estudio  de  la  ecuacion  de  Hill se bas en  los resultados  de

Floquet,  hasta  que en 1912 Hamel encontr que para alguna β suficientemente  pequeña

existe un α0  tal que para todo α ≤ α0  todas las soluciones de la ecuacion de Hill son no 

oscilatorias y oscilatorias si α > α0  [33][39]. 

En 1928, Van der Pol y M. J Strutt [40] publicaron  las primeras lenguas de Arnold1, 

afirmando  que las lenguas  correspond́ıan  a la ecuacion de Mathieu  ( p (t) = cos (t)), 

pero  en  realidad  correspond́ıan  a  las  lenguas  de  Arnold  de  la  ecuación  de  Meissner 

(p (t) = sign (cos (t)) ). 

Alrededor  de 1940 la “era  romantica” de la ecuacion de Hill termino.  Desde fina- 

les de 1940 y hasta  los 1960, dos académicos  rusos Krein y Yakubovich,  establecieron 

1 Aunque  el nombre  de Lenguas de Arnold  fue usado hasta  [6]
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los fundamentos  de los Hamiltonianos  lineales con coeficientes periodicos  [28]  y [43]. 

Otras  contribuciones  importantes fueron hechas  por Gelfand-Lidskii  [19], Starzhinskii 

[37],  Bolotin  [9], Atkinson  [7]  y Eastham [15];  pero  sobretodo,  fue Lyapunov  mismo,

quien contribuy aproximadamente con la mitad  de su tesis doctoral  “The  problem of

stability  of Linear Periodic Systems” [29]. 

La teoŕıa de Floquet  nos d una factorizacion de la matriz  de transición de estados,

de sistemas  lineales con coeficientes periodicos [26] [32], aún mas nos dá  herramientas 

para determinar la estabilidad  de dicho sistema en términos de la matriz de Monodromı́a,

es decir, La estabilidad  del sistema est dada en términos de su matriz  de transicion  de

estados en un tiempo T , sin embargo en la mayoŕıa de los casos la matriz de Monodromı́a 

no se puede  obtener  en forma  cerrada,  es por  esto  que  existen  varios  métodos para 

aproximarla  [1][14]. 

En  la práctica  cuando  estamos  interesados  en calcular  la matriz  de Monodromı́a, 

el procedimiento  normal  es integrar  el sistema  durante  un  peŕıodo  y calcular  la ma- 

triz de Monodromı́a, normalmente  por algún método de integracion  numérica pero aún 

considerando al sistema como uno de tiempo continuo [9][25][42]. 

La ecuacion de Hill sin disipacion  es un  sistema  Hamiltoniano  y como tal  nos in- 

teresa la discretizacion de sistemas Hamiltonianos  sin embargo, al discretizar un sistema 

Hamiltoniano  en tiempo  continuo  no todos  los métodos  de discretizacion  nos dan  co- 

mo resultado  un sistema Hamiltoniano  discreto, contrario  a lo que uno espera. Algunos 

autores  no mencionan [3], [21], [41] o no dan mucha  importancia  a los métodos de dis- 

cretizacion  usados [4], o trabajan con sistemas Hamiltonianos  ya discretos.  Rasvan  [34] 

usa el método de Euler para discretizar un sistema Hamiltoniano  en tiempo continuo sin 

embargo  el usa forward Euler para  la ecuación  de movimiento  y backward  Euler para 

la ecuación del momentum,  no obstante  esto no se siente  natural, nosotros  queremos 

aplicar el mismo método de discretizacion a todo el sistema. 

En este trabajo  discretizaremos la ecuacion de Hill con y sin retardo  mediante  méto- 

dos de integración, haciendo uso de la técnica de Lifting podemos transformar la ecuacion 

de Hill discretizada  de un sistema discreto e invariante2 , obtendremos  su matriz  de mo- 

dromı́a, sus condiciones de estabilidad  y graficas de las lenguas de Arnold. 
 
 

2 Si el tiempo  de discretizacion  h, es tal  que ∃k ∈ Z+ : T = kh y posteriormente usando  el ”Lifting 
technique”, obtenemos  que la ecuación  de Hill discretizada nos da un sistema  discreto  shitf-invariant, 
pero de dimensiones  2k × 2k
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También se obtendr el modelo de la ecuacion de Hill discreta a partir  de la formula-

cion de Euler-Lagrange  discreta,  analizaremos la estabilidad  paramétrica de la ecuación 

de Hill discreta  y obtendremos  las graficas correspondientes  de las lenguas de Arnold, 

aśı como algunas de sus propiedades.



 

∂t 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Caṕıtulo  2 
 
 
 

Preliminares 
 
 
 
 

En este caṕıtulo se presentarán algunos resultados basicos e importantes relacionados 

a la ecuación de Hill [30] y la teoŕıa de Floquet [10], aśı como de sistemas hamiltonianos, 

métodos de discretizacion y ecuaciones en diferencias. 

 

 

2.1.     Teoŕıa  de  Floquet. 
 

En esta sección hablaremos  sobre la teoŕıa de Floquet  y de como nos dá condiciones 

de estabilidad  para sistemas periódicos. 

Dado un sistema descrito por una ecuacion lineal ordinaria con coeficientes periodicos 

como 

ẏ (t) = A (t) y (t)                                               (2.1) 
 

Las soluciones de (2.1) se pueden  expresar  en términos  de la matriz  de transición  de 

estados Φ (t, t0), la cual tiene las siguientes propiedades  basicas, ver [10] o [12]: 

a)  Φ (t, t) = In ∀t ∈ R 

b)  [Φ (t, t0)]
−1 

= Φ (t0, t) 
 

c)  Φ (t2, t0) = Φ (t2, t1 ) Φ (t1, t0 ) ∀t0, t1, t2 ∈ R 

 

d)   ∂ Φ (t, t0) = A (t) Φ (t, t0 ) 
 

e)  ∀y (t0) = y0 ∈ Rn , la solucion de (2.1) es y (t) = Φ (t, t0) y0 

 

Usando estas propiedades,  la teoŕıa de Floquet  nos dice: 
 

 

5
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Teorema 2.1  Teorema de  Floquet[2] 

Dado un sistema lineal periodico (2.1), si Φ (t, t0 ) es una matriz fundamental solucion 

de (2.1) entonces  Φ (t + T , t0) es también  una  solucion de (2.1).  Aún  mas,  existe una 

matriz  invertible Q (t) = Q (t + T ) con valor inicial Q (0) = I tal que 

 

Φ (t, t0 ) = Q−1 (t) eB(t−t0 )Q (t0 )                                        (2.2) 
 

 

donde B es una matriz  constante,  no necesariamente real1 . 
 

Si hacemos  t0  = 0 en (2.2)  y por  la  propiedad  a),  tenemos  Q−1 (0)  = In , entonces 

obtenemos la versión de la teoŕıa de Floquet  más conocida. 

 

Corolario 1  (Floquet) Dado el sistema  (2.1), para  t0 = 0 su matriz  de transicion de 

estados satisface: 

Φ (t, 0) = Q−1 (t) eBt                                                                  (2.3) 
 

donde Q (t + T ) = Q (t) es una matriz  periodica  con el mismo peŕıodo  de (2.1) y B  es 

una matriz  constante. 

 

Ahora si evaluamos (2.3) en t = T y tomando  en cuenta  que Q (T ) = In , obtenemos 

la siguiente definición. 
 

Definicion 2.1  La matriz 
 

 

M = Φ (T , 0) = eBT                                                                           (2.4)
 

es una  matriz  particularmente importante y es conocida  como la  matriz de  mono- 

dromı́a. 
 

Observacion 1  La matriz de monodromı́a definida por  (2.4) es dependiente  del tiempo 

inicial t0; pero no su espectro.  Es decir,  sea Mt0 
= Φ (T + t0, t0) usando  (2.2) para  t = 

T + t0, Φ (T + t0, t0) = Q−1 (T + t0 ) e
BT Q (t0) = Q−1 (t0) eBT Q (t0 ) = Q−1 (t0 ) M Q (t0 ). 

Esto  muestra  que Φ (T + t0 , t0) = Mt0  
y M  son similares  y mientras  que el uso de la 

matriz  de monodromı́a se reduzca a su espectro,  no hay diferencia  en usar M  o Mt0 
. 

 
Dos importantes consecuencias de la teoŕıa de Floquet  son: Reducibilidad  y estabili- 

dad. 

1 Ver Adrianova pp.17 [2], para  condiciones necesarias  y suficientes para  las que una matriz  S, tiene 

logaritmo  real. Aún mas S2  siempre tiene un logaritmo  real.
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Reducibilidad. 

 
Dado el sistema (2.1), si hacemos el siguiente cambio de coordenadas z (t) = T (t) y (t), 

donde la matriz  cuadrada  n × n T (t) satisface: 
 

a)  T (t) es diferenciable e invertible  ∀t. 

 

b)  Las matrices T (t), Ṫ (t) y T −1 (t) son todas acotadas. 

 
Entonces  la matriz  transformación T (t) es llamada  una transformacion  de Lyapunov2 . 

 
 

Definicion 2.2  Un sistema  lineal variante  en el tiempo (no necesariamente periodico) 

ẏ = A (t) y, se dice que es “reducible ” a un sistema invariante en el tiempo, si existe una 

transformación de Lyapunov lineal variante  en el tiempo T (t) tal que z (t) = T (t) y (t) 

ż = 
h

T −1 (t) A (t) T (t) + T −1 (t) Ṫ (t)
i 

z                                (2.5) 
 

donde 
h

T −1 (t) A (t) T (t) + T −1 (t) Ṫ (t)
i 

= R una matriz  constante. 
 

Cualquier  sistema  (2.1) T −periódico es reducible, este resultado  es expresado en el 

siguiente teorema. 
 

Teorema 2.2  Dado  un  sistema  T −periodico  ẏ = A (t) y  el cambio  de  coordenadas

z (t) = P −1 (t) z (t) transforma el sistema  en un  sistema  lineal invariante en el tiem- 

po: 

ż = Rz                                                            (2.6) 
 
 

Observacion 2  Resulta que para sistemas lineales periodicos, existe una transformacion 

lineal periodica  que transforma el sistema  periodico  variante  en el tiempo  (2.1) en un 

sistema  lineal  invariante en  el tiempo.  Desafortunadamente este  resultado,  no  es  de 

mucha utilidad porque para  efectuar  este cambio de coordenadas  necesitamos  la solucion 

del sistema  (2.1). 
 

 

Estabilidad. 
 

Recordemos la definición de estabilidad en el sentido de Lyapunov [29]: 
 

2 Esta  transformacion fué introducida por Lyapunov  mismo [29].
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Definicion 2.3  Un cero de la solucion de ẏ = A (t) y es 

a)  estable, si para  todo    > 0, existe un δ > 0 tal que ky (t0)k < δ ⇒ ky (t0 )k <  ∀t ≥ t0. 

b) asintoticamente estable si el cero de la solucion es estable y ĺımt→∞ y (t) = 0. 

En  nuestro  sistema  (2.13) ẏ = A (t) y, para  t ≥ 0, t se puede  expresar  como: t =

kT + τ , donde k es un entero no-negativo y τ ∈ [0, T ); la solución de (2.13) para  t0 = 0 

y y (0) = y0  satisface: 
 

 

y (t)  =  Φ (t, 0) y0 
 

=  Φ (kT + τ, 0) y0 

=  Φ (kT + τ, kT ) (kT , (k − 1) T ) ((k − 1) T , (k − 2) T ) · · · Φ (T , 0) y0 

=  Φ (τ, 0) Φ (T , 0) Φ (T , 0) · · · Φ (T , 0)y0| 
 

=  Φ (τ, 0) M k y0 

k v

{
e

z
ces                        

}

 

 

Del último paso, podemos concluir que la ecuacion de Hill (2.1) es 
 

a)  estable: y (t) permanece  acotada  ∀t ≥ 0 si y solo si σ (M ) ⊂ D1  , {z ∈ C : |z| ≤ 1} 

y si λ ∈ σ (M ) y |λ| = 1, λ es una ráız simple del polinomio mı́nimo de M . 
 

b)  inestable  si ∃µ  ∈ σ (M ) : |µ| > 1 o si σ (M ) ⊂ D1 , ∃µ  : |µ| = 1, µ no es una  ráız 

simple del polinomio mı́nimo de M . 
 
 
Observacion 3  Note que ambas propiedades,  reducibilidad y estabilidad, para  sistemas 

lineales T −periodicos pueden obtenerse a partir  de la factorizacion  de Floquet (2.3). 
 

 
 

2.2.     Sistemas Hamiltonianos 
 

Dada  una función diferenciable H (q, p), llamada  funcion hamiltoniana, depende de 

los vectores q y p, satisface las ecuaciones: 
 

  
∂H (q, p) 

  T

q̇     = 
 

q̇     =  − 

 

∂p 
  

∂H (q, p) 
  T

 

∂q 

 
(2.7)
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también  llamado  sistema  hamiltoniano.  La funcion hamiltoniana representa  la enerǵıa 

del sistema y para el caso donde la función H (q, p) no depende expĺıcitamente del tiempo, 

esta  cantidad  se mantiene  constante  a lo largo de las soluciones de (2.7); cuando  esta 

propiedad se cumple el sistema es llamado conservativo. Los sistemas hamiltonianos  (2.7) 

son siempre de orden par, es decir, de orden 2n si q, p ∈ Rn . 

Consideremos  ahora  el caso cuando  el sistema  hamiltoniano  no es conservativo,  es 

decir la función  hamiltoniana H (t, q, p) es una  funcion del tiempo.  En lo subsecuente 

consideraremos solo sistemas hamiltonianos  lineales, en este caso la funcion hamiltoniana 

es una forma cuadratica, es decir, 
" 

q 
H (t, q, p) =   

p 

#T                " 
q 

#
 

H (t) 
p 

 

 

(2.8)

 

 

donde H (t) es una matriz simétrica de 2n × 2n, en este caso el Sistema hamiltoniano 

(2.8) puede expresarse como: 
 
 
 
 

"  
0     In  

#
 

d 
" 

q 

dt     p 

#                 " 
q 

#
 

= J H (t) 
p 

 
(2.9)

donde J = 
−In     0 

. Note que J −1  = J T  = −J  y J 2  = −I2n .

 

Definicion 2.4  Matriz hamiltoniana [31] 

La matriz  A ∈ R2n×2n  es llamada hamiltoniana si 

AT J + J A = 0                                                    (2.10) 

De AT J + J A = 0, obtenemos A = J −1 
  
−AT 

  
J , es decir, A es similar a −AT  por lo 

tanto  tienen el mismo espectro: 
 

σ (A) = σ 
 
−AT 

  
= σ (−A) 

 

 

Hemos probado una propiedad importante de matrices hamiltonianas constantes,  esto 

es, que su espectro es simétrico con respecto al eje imaginario. 

Teorema 2.3  Sea A ∈ R2n×2n una matriz hamiltoniana, entonces si λ ∈ σ (A) ⇒ −λ ∈ 

σ (A).  Equivalentemente  el polinomio  caracteŕıstico  de una  matriz  hamiltoniana solo



10 2. Preliminares 2. Preliminares 15 
 

 
 

    
 

 

λ
 
 

    

(λ-1)* 

  

  
      

    

 

λ
- 

 

 
1 

 

       
* λ 

 

      

 

  

λ
* 

    
λ 

      

      

      

  
-λ 

    

-λ
*
 

      

 

 

 
 
 

tienen  potencias  pares o es un polinomio par. 
 

 
Definicion 2.5  Matriz simpléctica [28] 

Una matriz  S ∈ R2n×2n  es simpléctica si 

ST J S = J                                                  (2.11) 

El  determinante de  una  matriz  simpléctica  es +1,  mas  aún el conjunto  de  matrices 

simplécticas de un orden dado forman un grupo [31]. Una propiedad  importante de los 

matrices  simplécticas  es que su espectro  es simétrico  con respecto  al ćırculo  unitario, 

de la definición  y del hecho que una matriz  simpléctica  es siempre invertible,  tenemos 

ST  = J S−1 J −1 , es decir, σ 
 
ST 

  
= σ (S−1) = σ (S) ⇒ si λ ∈ σ (S) entonces λ−1  ∈ σ (S). 

 

Teorema 2.4  Sea S ∈ R2n×2n  una matriz  simpléctica,  entonces  si λ ∈ σ (A) ⇒ λ−1  ∈ 

σ (S). Equivalentemente,  el polinomio caracteŕıstico de una matriz simpléctica es rećıpro- 

ca, es decir, pS (λ) = λ2n pS (λ
−1) 

 

 
 
 

1.5 

 
1 

 
0.5 

 

 
1 

 

 
0.5

 

0 

 
-0.5 

 
-1 

0 
 

 
-0.5 
 

 
-1

-1.5 
-1.5     -1     -0.5      0      0.5      1      1.5 

(a) Si λ ∈ A entonces  −λ ∈ A. 

 
-1     -0.5      0      0.5      1 

(b) Si λ ∈ S entonces  λ−1 ∈ S.

 

Figura  2.1: Eigenvalores de una matriz  hamiltoniana y una matriz  simplectica. 
 
 

La Figura  2.1 muestra  graficamente  las propiedades  de los teoremas  2.3 y 2.4. 
 

 

Definicion 2.6  Un sistema  en tiempo continuo  ẋ (t) = Ax (t) se dice sistema  hamilto- 

niano  si y solo si A es una matriz  hamiltoniana [31].
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Definicion 2.7  Similarmente  xk+1 = Bxk   es un sistema discreto hamiltoniano  si y solo 

si B es una matriz  simpléctica [5]. 
 

Teorema 2.5  [31] Sea I un intervalo  en R la matriz  fundamental  Φ (t, t0 ) solucion de 

un sistema lineal hamiltoniano 

ẋ (t) = A (t) x (t) es simpléctica ∀t, t0 ∈ I. 
 

Observacion 4  Un  sistema  hamiltoniano  no  puede ser  estable  asintoticamente,  esto 

por el teorema  2.4 y el teorema  2.5; esta  propiedad  se cumple para  todos los sistemas 

hamiltonianios, tiempo continuo  o tiempo discreto,  invariantes en el tiempo o no. 

 

 

2.3.     Ecuación  de  Hill: caso  en tiempo continuo. 
 

En esta sección presentamos  la ecuación de Hill aśı como sus principales propiedades 

y al final mostraremos  los diagramas  de Ince-Strutt o lenguas de Arnold para  mostrar 

la estabilidad  de la ecuación de Hill en términos de los parámetros α y β. 

Considere el siguiente sistema 
 

 

z̈  (t) + (α + βp (t)) z (t) = 0                                         (2.12) 
 

 

conocido como la ecuación de Hill, donde α, β son constantes fijas, p (t) = p (t + T ) es una 

funcion periódica con peŕıodo T . El parametro α representa  el cuadrado  de la frecuencia 

natural para  β  = 0; el parametro β es la amplitud  de la excitación parametrica, y la 

funcion periodica p (t) es llamada  la función de excitación.

Definiendo el vector  de estado  y = 
h 

z 

como 

ż  
i0  

podemos reescribir  el sistema  (2.12)

 

 
 
 

donde A (t) = 

ẏ (t) = A (t) y (t)                                              (2.13) 
"        

0              1 
#

 
, A (t + T ) = A (t) 

− (α + βp (t))  0

Recordemos ahora la ecuación de Hill (2.12) reescrita como ẏ (t) = A (t) y (t), donde "        
0              1 

#

A (t) = 
− (α + βp (t))  0 

, A (t + T ) = A (t)

 

Lema 2.1  La ecuación de Hill (2.13) es un sistema hamiltoniano. 

Prueba. De acuerdo con la definicion 2.6 solo necesitamos probar que la matriz A (t) 

es una matriz  hamiltoniana.
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"                         # 

 
 
 
 
 

 
AT (t) J  = 

"        
0              1 

#T  "  
0    1 

#
 
= 

" 
(α + βp (t))    0   

#

− (α + βp (t))  0 −1   0 0            −1

 
J A (t) = 

"  
0    1 

# "        
0              1 

#
 
= 

− (α + βp (t))  0

−1   0 − (α + βp (t))  0                       0              1

 

AT (t) J + J A (t) = 0 
 

 
 
 
 

Teorema 2.6  La matriz  de monodromı́a es simpléctica. 

Prueba. Ya hemos probado que la ecuacion  de Hill (2.20) es un sistema  hamilto- 

niano,  de la definicion 2.4 de la matriz  de monodromı́a sabemos que 

 

M = Φ (T , 0) = eBT
 

 

es una  matriz  de transición  de estados  en un  intervalo  [0, T ], por  lo tanto  usando  el 

teorema  2.5, la matriz  de monodromı́a es una matriz  simpléctica.. 
 
 
 

 
Como consecuencia de este teorema, la ecuacion de Hill solo puede ser estable o inestable. 

 

 

Definicion 2.8  Los eigenvalores de la matriz  de monodromı́a M , equivalentemente  las 

ráıces del polinomio caracteŕıstico pM  (λ), 
 

pM  (λ) = λ2  − tr (M ) λ + 1                                         (2.14) 
 

 

son llamados multiplicadores  de la ecuacion de Hill (2.12) o (2.13), denotados por λ 
 

 

Definicion 2.9  Asociado a cada multiplicador  λ, existe un número (infinito)  de valores 

llamados exponentes caracteŕısticos µ, relacionados  a un multiplicador  por λ = eµT . 

 
Las ráıces de pm (λ) o de los multiplicadores  de (2.12) son 
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tr (M ) ± 
p

tr2 (M ) − 

4
λ1,2  = (2.15) 

2
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+ 
4−tr  (M ) 

−  
−              −  

2 

2 

2 

 
 

 

Si tr2 (M )  < 4 los multiplicadores   son  complejos  conjugados  y  su  módulo  es

|λ1,2|   = 
tr2 (M ) 

4 

2 

4            
= 1. Es decir  los dos eigenvalores  son distintos  y el

sistema (2.12) es estable. 

 

Si tr2 (M ) > 4, los multiplicadores  son reales y rećıprocos,
 

λ1  = 
tr (M ) + 

p
tr2 (M )     

4 
y λ2  = 

2 

tr (M )      
p
tr2 (M )     

4 
. Note que λ1  + λ2  = 

2

tr (M ) y λ1λ2   = 1, λ1  = λ−1  por lo que si λ1  > 1 o λ2  > 1 (2.12) ser inestable.

 

tr2 (M ) = 4 los multiplicadores  son reales e iguales a +1  si tr (M ) = −2, o los 

multiplicadores  son iguales a −1 es tr (M ) = +2.  En este caso la ecuacion de Hill 

si estable si y solo si M es una matriz diagonal o escalar, de otra manera la ecuacion 

de Hill (2.12) es inestable. 
 

 

Los ĺımites entre  estabilidad  e inestabilidad corresponde  al  ultimo  caso, es decir, 

cuando  |tr (M )| = 2. Es claro que M  depende  de los parametros α, β. Definiendo [30] 

φ (α, β) , tr (M ), Hochstadt  [23] fué el primero en reconocer propiedades  importantes 

de φ (α, β). 
 

 
Teorema 2.7  (Hochstadt) [23] La funcion φ (α, β) para cualquier β constante,  es una 

funcion  entera  de orden   1 . Las funciones  φ (α, β) ± 2 = 0 tienen  un  número  infinito 
 

de ráıces.  Para  cualquier  β0 , y para  α0   suficientemente  negativa,  φ (α0, β0) es positiva, 

por  lo tanto  al incrementar α  aparece  la primera  ráız  de la ecuacion  φ (α, β) − 2 = 

0,  que corresponde  a  un  multiplicador  doble en  +1,  de aqúı  aparecen  dos ráıces  (no 

necesariamente diferentes)  en −1, luego dos ráıces en +1  y aśı indefinidamente. 
 

Debido al teorema  2.7 de Hochstadt, hay dos secuencias infinitas: 

 

λ0, λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, . . . 

λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 , . . . 

 
 
 
 

(2.16)

 
La  primera  secuencia  corresponde  a las ráıces  de φ (α, β) + 2 = 0 y las segunda 

secuencia corresponde a φ (α, β) − 2 = 0. Mas aún están entrelazadas como: 

 
 

λ0, λ1, λ2, λ1, λ2, λ3, λ4, λ3 , λ4 , λ5 , λ6 , . . .                               (2.17) 
 

este hecho es ilustrado  en la Figura  2.2
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α

Figura  2.2: Para  una β = 1,5 constante,  φ (α, 1,5) = tr (M ) que est 

α. 

solo en funcion de

 
 

 
Para  los valores de α donde |φ (α, 1,5)| > 2 se muestran  de color gris y corresponden 

a las regiones inestables. 
 

 

Observacion 5  Las regiones inestables en la Figura 2.2 son conocidas como lenguas de 

Arnold [6], y estan  etiquetadas  de izquierda a derecha con 0, 1, 2, 3, . . .. 

Note que la frontera  de la 0−ma lengua de Arnold tiene una solucion T −periodica dado 

que el discriminante φ (α, β) −2 = 0 tiene una ráız de α en su surperficie, la primera  len- 

gua de Arnold tiene solución 2T −periodica,  la segunda tiene solucion T −periodica y asi 

sucesivamente.  De tal manera  que existe una alternancia entre  soluciones T −periodicas 

y soluciones 2T −periodicas,  en las siguientes lenguas de Arnold.
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  1      e   αit   −    

αit
 

  1      e   αiT    −    

αiT
 

# 
−e 

# " 
−e 

= 

= 

 

 
 
 

Teorema 2.8  Las lenguas de Arnold asociadas  a la ecuacion  de Hill (2.12) inician  en 
  

kπ 
  2 

α =           . 
T 

 

Prueba. Consideremos  el caso donde β = 0 en (2.13), entonces 
 

 
 
 

 
donde A = 

 
"  

0     1 
# 

−α   0 

ẏ = Ay 
 

 

, con la solucion general: 
 

 
 

y (t) = eAt y (0)
 

 
 

Si se buscan soluciones periodicas: 
 

y (t) = y (t + T ) = eA(t+T )y (0 + T ) = eAt eAT t (0) ⇒ eAT  = I 

 

entonces: "    
 e
√

αit +e−
√

αit                             
√         √

eAt  =
  2                

√
α    2

√
αi 

√         √            √         √
 α  e  αit −e− αit e  αit +e− αit

− √
α 2

√
αi                           2

 

entonces: 
 

 
"    

 e
√

αiT +e−
√

αiT                              
√          √                             #

eAT  = 2                         
√

α    √          √             √ 2
√

αi                             1   0 
√

 α  e  αiT −e− αiT e  αiT +e− αiT                       

0   1
− √

α 2
√

αi                             2

 

o equivalentemente: 
 

"    
cos (

√
αT )              1      sin (

√
αT 

)  
# 

" 
1   0 

#

eAT  = 
  

 α         
√ 

√
α                

√

− √
α 

sin ( αT )      cos ( αT )               0   1

 

de donde: 
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cos 
 √

αT 
    

= 
 

1 
 

√
αT    = 

 

kπ, 
 

k = 0, 1, 2, . . . 
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β
 

 

 
 
 

∴, las lenguas de Arnold de cualquier ecuacion de Hill (2.12) inician  en: 

 
  

kπ 
  2 

α =          ,    k = 0, 1, 2, 3, . . .                                     (2.18) 
T 

 
 
 
 
 

Cuando  p (t) = sign (cos (t)) la ecuación de Hill (2.12) es conocida como la ecuacion 

de Meissner, con un peŕıodo T = 2π los puntos donde nacen las lenguas dado el teorema 

anterior  son α: 0,  1 , 1,  9 , 4, . . . como se muestran  el Figura  2.3 
4           4 

 
4 

 

 

3.5 
 

 

3 
 

 

2.5 
 

 

2 
 

 

1.5 
 

 

1 
 

 

0.5 
 

 

0 

-1                       0α=0.25           α=1                        α=2.25             3                     α=4                      5 

α 
Figura  2.3: Ecuación de Meissner. 

 

 
 
 

Observacion 6  Note que de acuerdo  con (2.18) y el teorema  2.7 generalmente  hay un 

número infinito de lenguas para  la ecuacion de Hill (2.12) en tiempo continuo. 

 
 

Criterio de  No  oscilación de  la  ecuacion de  Hill. 
 

Unos de los problemas  clásicos  relacionado  a  la  ecuacion  de Hill, es el encontrar 

valores de α, β para los cuales la ecuacion de Hill (2.12) tiene o no soluciones periódicas.
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Definicion 2.10  [33] La solucion de una  ecuacion  diferencial  ẏ (t) = A (t) y (t) como 

(2.13),
 

donde A (t) = 

"        
0              1 

#
 

− (α + βp (t))  0 

 

, A (t + T ) = A (t), se dice que es no oscilatoria,

si tiene cuando mucho un cero en (−∞, +∞). Si tiene un numero infinito de ceros, sin 

puntos de acumulación en (−∞, +∞), se dice que es oscilatoria. 
 

 

Lema 2.2  [33][39] Por  cada valor fijo β de (2.12), existe un α0  = α (β),  para  el cual si 

 
α ≤ α0   todas las soluciones de (2.12) son no oscilatorias. 

 

α > α0   todas las soluciones de (2.12) son oscilatorias. 
 

 
 

2.3.1.   Ecuación  de  Hill  con  retardo. 
 

Consideremos  ahora  el caso en donde a la ecuacion de Hill (2.12) le agregamos un 

retardo  en el estado, es decir: 
 

 

z̈  (t) + γż (t) + (α + βp (t)) z (t) + δz (t − h) = 0                       (2.19) 
 

La ecuacion de Hill con retardo,  donde α, β, γ, δ son constantes  fijas, p (t) = p (t + T ) 

es una funcion periódica con peŕıodo T y h es el retardo  en el estado. 

Sea Ch   usado  para  denotar  el espacio de funciones continuas  de [−h, 0] a Rn , con 

norma  en Ch   dada  por kφk = max {|φ (s)| : −h ≤ s ≤ 0}. Ch   es un espacio de Banach 

con respecto a esta norma [20].

Definiendo el vector  de estado  y = 
h 

z 

como 

ż  

i0  

podemos reescribir  el sistema  (2.19)

ẏ (t) = A (t) y (t) + By (t − h)                                       (2.20)
 

 

donde A (t) = 

"        
0               1 

− (α + βp (t))  −γ 

# 
 

, B = 

"  
0    0 

#
 

−δ   0

Definamos el mapeo periódico U : Ch  → Ch  con respecto a (2.19) por 
 
 

(U φ) (s) = y (s + T )                                               (2.21) 
 

donde y (s)  es una solucion de (2.19) que satisface y (s)  = φ (s)  para  s ∈ [−h, 0]. Para 

T > h, U es un operador compacto en Ch , cuyo espectro es a lo mucho contable con cero
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i=1 

 

 
 
 

como el único punto  de acumulación posible [22]. El operador  periodico U , también es 

llamado el operador  de monodromı́a. 
 

 

Teoŕıa de  Floquet para ecuaciones diferenciales con  retardo. 

 
La teoŕıa  de Floquet  para  (2.19) ha sido desarrollada  por Stokes [38]. Si σ (U ) re- 

presenta  el especto de U , entonces  por cada  λ ∈ σ (U ), U φ = λφ para  algún  φ ∈ Ch , 

φ = 0, esto es, el espectro consiste solo de eigenvalores. Además, El espacio Ch  se puede 

descomponer en la suma de dos subespacios invariantes 
 

Ch  = E (λ) ⊕ K (λ)                                                (2.22) 

 
 
donde E (λ)  es de dimension finita y conformado por los eigenfunciones con respecto a 

λ de U . Si {ψi }, i = 1, . . . , d, es una base para E (λ) y sea Ψ la matriz  con columnas ψj 

para  j = 1, . . . , d, entonces existe una matriz  M tal que 

U Ψ = ΨM                                         (2.23) 

Aśı podemos pensar  en Ch  como una suma directa  de subespacios contable  E (λi ) más 

un posible subespacio remanente,  R. Esto es, 
 

Ch  = E (λ1) ⊕ E (λ2) ⊕ · · · ⊕ R                                      (2.24) 
 

 

donde R es un conjunto  “remanente” en que cualquier solución de (2.19) con condicion 

inicial en R decae más rapido que cualquier exponencial. 

Por  cada  E (λi ) existe un conjunto  base Ψi , y una  matriz  M (λi ). Si definimos un 

conjunto  base  al  menos  contable  {Ψi },  i  = 1, 2, . . .,  entonces  podemos  pensar  en  U

operando  en ⊕∞
 E (λi ) siendo representado por una matriz  infinito dimensional  M∞.

Sus eingenvalores son los multiplicadores  caracteŕısticos o de Floquet. 
 
 

Observacion 7  Como en el caso sin retardo,  Si un multiplicador  caracteŕıstico del sis- 

tema  (2.20) tiene modulo mayor que uno entonces el sistema  (2.20) será inestable. 

 
Observacion 8  La  dificultad en el analisis  de estabilidad  de la ecuacion  de Hill con 

retardo  es que el operador  monodromı́a generalmente  no tiene una forma cerrada;  con- 

secuentemente,  las condiciones de estabilidad no se pueden obtener en forma anaĺıtica.



18 2. Preliminares 2. Preliminares 20 
 

 
 
 
 
 

2.4.     Metodos de  discretización. 
 

En esta seccion hicimos una recapitulación de los métodos de discretización usados 

en esta tesis. 

Considere el siguiente sistema 
 

 

ẋ (t) = A (t) x (t)                                              (2.25) 
 
 

Cuando usamos un método de discretizacion se cambia t por kh, donde h es el intervalo 

de muestreo  y k ∈ Z es el tiempo discreto.  Pero por notacion  el intervalo  de muestreo 

va impĺıcito en el tiempo discreto, es decir, escribiremos xk  en lugar de x (kh). 
 

Definicion 2.11  La  discretizacion  de  (2.25)  por  el método  de forward  Euler  est 

definida por [17] [11]
 
 
 

donde Ak  = A (kh) 

xk+1 − xk  = hAk xk                                                                         (2.26)

 
Definicion 2.12  La discretizacion  de (2.25) por el método  de backward  Euler  est 

definida por [17] [11] 

xk  − xk−1  = hAk xk                                                                         (2.27) 

 
Definicion 2.13  Método  de  Tustin [17] 

La discretización de (2.25) por el método de Tustin está definida por 
 

1                       1
xk+1 − xk     = hAk+1 xk+1 +   hAk xk 

2                       2

 

xk+1    = 
1 

I − 
2 

hAk+1
 

 −1   1 
I +  hAk 

2 

 

xk                                     (2.28)

 

Definicion 2.14  Equivalencia de  Polos-ceros  3
 

Sea a un polo del sistema 

ẋ (t) = Ax (t) 
 

la técnica de equivalencia de polos y ceros [17] consiste en asignar  eah   como un polo del 

sistema discreto. 

3 Incluso  si el método  menciona  equivalencia  de ceros, nosotros  nos interesaremos solo en la equi- 

valencia  de polos porque  el sistema  que discretizaremos (2.13)  no tiene  las matrices  B,  C  que estan 

relacionadas  con los ceros.
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− 

 

 
 
 

El retenedor  de orden  cero consiste en muestrear  una  señal  en tiempo  continuo  y 

mantenerla  durante  el tiempo de muestreo,  se define como: 

 
Definicion 2.15  Retenedor de  orden Zero [17] 

La discretización del sistema  (2.25) está definida por4
 

 
 

xk+1 = Φ (k + 1, k) xk                                                                      (2.29) 
 

 

donde Φ (t, t0 ) es la matriz  de transición de estados de (2.25) [44]. 
 
 
 

2.5.  Soluciones de  ecuaciones en  diferencias lineales 

con  coeficientes constantes. 
 

En esta seccion se da la estructura de la solución de ecuaciones en diferencias linea-

les con coeficientes constantes,  ya que nos ser 

ecuacion de Hill discreta. 

de gran  utilidad  cuando  analicemos la

 
 

Definicion 2.16  El “operador  shift” E  está definido por 
 

 

Eyk  = yk+1 

 

donde k ∈ N 

 

 

Considere la siguiente ecuacion en diferencias lineal 
 

 

u (k + n) + pn−1u (k + n − 1) + · · · + p0 u (k) = 0                       (2.30) 

donde p0, · · · , pn−1  son constantes  y p0 = 0. 
 

Definicion 2.17            El polinomio λn +pn 

caracteŕıstica” para  (2.30). 

1λn−1 +· · ·+p0 = 0 es llamado la “ecuacion

 

 

Las soluciones λ1 , · · · , λn1  
de la ecuacion caracteŕıstica son las “ráıces caracteŕısti- 

cas”. 
 

4 Recuerde  que incluso si nosotros  escribimos Φ (k + 1, k) en realidad  es Φ (h (k + 1) , hk).
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− 

α1 

 

 
 
 

Si usamos el operador  shift E  en la ecuación en diferencias 2.30. Toma  la forma de 

su ecuación caracteŕıstica: 
 

 
En + pn 1En−1 + · · · + p0 

 
u (k) = 0

 

o 

(E − λ1) 

donde α1  + · · · + αn1  
= n. 

 

· · · (E − λn1 
) 

 

 
αn1 

 

 

u (k)                                     (2.31)

 
Teorema 2.9  [27] 

 
Suponga que (2.30) tiene las ráıces caracteŕısticas λ1, · · · , λn1  

con multiplicidades 

α1,  · · · , αn1    respectivamente. Entonces  (2.30) tiene  n  soluciones  independientes

λk                    α1 −1   k       k
 

α2 −1   k                   k
 

αn1 −1   k

1 , · · · , k λ1 , λ2 , · · · , k λ2 , · · · , λn1 
, · · · , k λn1 

.

 

Si las ráıces caracteŕısticas incluyen un par complejo conjugado λ = a±b, Entonces 

las soluciones de (2.30) se pueden encontrar usando una forma polar λ = re±iθ = 

r (cos θ ± i sin θ) entonces 
 

λk  = rt e±iθk  = rt (cos θ ± i sin θ)



22 2. Preliminares 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Caṕıtulo  3 
 
 
 

 

Resultados principales. 
 

 
 
 
 
 

El objetivo  de esta  tesis  es obtener  una  version discreta  de la Ecuación de Hill y 

analizar  que propiedades  comparten  y en que difieren. 
 

 

Al comienzo de este trabajo  de tesis empezamos discretizando  la ecuacion de Hill, 

sin embargo nos percatamos  de que No todos los métodos de discretización entregaban 

resultados  validos. Es por esto que sabiendo  que la ecuación  de Hill sin disipacion  es 

un  sistema  hamiltoniano  e inspirados  por el trabajo  de Rasvan  en [34], en la sección 

3.1 probamos  y comparamos  que métodos  de discretización  conservaban  la estructura 

hamiltoniana y cuáles no. 

En la seccion 3.2 discretizamos la ecuación de Hill con y sin retardo  y mediante la técnica 

de lifting obtuvimos su matriz  de monodromı́a y sus condiciones de estabilidad. 
 

 

Si bien la Ecuacion  de Hill discretizada  de la seccion 3.2 tiene  algo de analisis  en 

tiempo  discreto,  aun  no es el resultado  que buscamos,  ya que se trata de una  aproxi- 

macion de un sistema  en tiempo  continuo.  Es por esto que en la sección  3.3 mediante 

las ecuaciones de Euler-Lagrange  discretas  obtuvimos  el modelo de la Ecuacion de Hill 

discreta,  analizamos sus propiedades y para el final de la seccion las comparamos  con la 

ecuacion de Hill en tiempo continuo. 
 

 

Finalmente en la seccion 3.4 explicamos ¿Qué es el computo en paralelo?, sus ventajas, 

limitaciones y su repercusion en esta tesis. 

 
23
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y((k+1)h)−y(kh) 

=    λAy (kh)     λB 

 
 
 

3.1.  Discretizacion de  sistemas hamiltonianos linea- 

les. 
 

 

Inspirados por el procedimiento  de Rasvan [34] donde usa dos métodos de discretiza- 

cion para  discretizar  un sistema hamiltoniano  y con el objetivo de usar un solo método 

de discretizacion,  en esta  sección revisaremos que métodos preservan  la estructura ha- 

miltoniana. 
 

Consideremos el siguiente sistema hamiltoniano 
 

 

ẋ (t) = λJ H x (t) = λEx (t)                                       (3.1) 
" 

y 
donde x = 

z 

# 
 

, J = 

"  
0    I 

−I   0 

# 

, λ ∈ R+ , x ∈ R2n ; y, z ∈ Rn

 

H T  = H = 

" 
A   BT 

B    D 

# 
 

, E = 

"  
B       D 

−A   −BT
 

# 
 

y las matrices A, B, D son de dimensiones

compatibles,  es decir, A, B, C ∈ Rn×n
 

 
 
 
 

 

3.1.1.   Procedimiento de  Rasvan. 
 
 

Usando el método de discretizacion  de Euler con paso de muestreo  h, pero usando 

forward  Euler  en la primera  ecuación  y backward  Euler  en la segunda  ecuacion (3.1) 

[35], [34], obtendremos. 

h                     
=  λBy (kh) + λDz (kh)  

(3.2)
z(kh)−z((k−1)h)                                                    T 

h                              
−           − z (kh)

 

denotando  y (kh)  = yk , z (kh)  = zk+1 y abusando  de la notación,  permı́tanos  cambiar 

λh por λ

yk+1 − yk     =  λByk  + λDzk+1 

zk+1 − zk     =  −λAyk  − λBT zk+1 

 

(3.3)

   
yk+1 − yk 

zk+1 − zk 

! 
 

= λJ H 

    
yk     

!
 

zk+1 

 
 

(3.4)
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con H = 

" 
A   BT   

#
 

B    D

 

yk+1 − λDzk+1 = (I + λB) yk 

 
I + λBT 

  
zk+1 = zk − Ayk 

   
I     −λD 

0   I + λBT
 

!  
yk+1  

!
 

zk+1 

   
I + λB    0 

= 
−λA     I 

!  
yk  

!
 

zk

 
 

   
y 
!

 
donde x =          , 

z 

xk+1   =  C (λ) xk 

 
 
 

 

1                         !

 

C (λ) = 

   
I     −λD     

!−

 

0   I + λBT
 

I + λB    0 
. 

−λA     I

 

Lema 3.1  La matriz  C (λ)  es simpléctica [34][35]. 
 

 

3.1.2.   Comparacion de  métodos  de  discretización. 
 

Considere el siguiente sistema hamiltoniano 
 

 

ẋ (t) = J H x (t) = Ax (t)                                         (3.5) 
 

donde H = H T  ∈ R2n×2n  y J como en (3.1). 

A continuación vamos a analizar  los métodos de discretización presentados  en los 

preliminares  buscando que se preserve la estructura hamiltoniana después de discretizar 

un sistema hamiltoniano  lineal continuo e invariante  en el tiempo. 
 

Lema 3.2  El método de forward Euler  no preserva  la estructura hamiltoniana al dis- 

cretizar  un  sistema  hamiltoniano  lineal  de tiempo  continuo  e invariante en el tiempo 

(3.5). 

Prueba. Aplicando el método  forward Euler obtendremos xk+1 = Rxk . Donde R = 

[I + hJ H ] 
 

 

RT J R   =  
 
I + hH J T 

  
J [I + hJ H ] 

 

=  [J + hH ] [I + hJ H ] 
 

=  J + H J H
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2 
T 

 
 
 
 
 
 
 

Lema 3.3  El método de backward Euler no preserva  la estructura hamiltoniana al dis- 

cretizar  un  sistema  hamiltoniano  lineal  de tiempo  continuo  e invariante en el tiempo 

(3.5). 

Prueba. Aplicando el método  forward Euler  obtendremos xk  = Rxk−1.  Donde R = 

[I − hJ H ]
−1

 

 

RT J R   =  
 
I − hH J T 

 −1 
J [I − hJ H ]

−1
 

=  
 
J − H 

 
I − hJ T H 

 −1
   

[I − hJ H ]
−1

 

=  J − H 
 
I − hJ T H 

 −1
 

− [I − hH J ]
−1 

H 

−H 
 
I − hJ T H 

 −1 
J [I − hH J ]

−1 
H 

 
 
 
 
 

Observacion 9  Los Lemas 3.2 y 3.3 nos dan una idea de porque Rasvan usa un método 

para  la mitad de las ecuaciones  y otro para  la otra  mitad. 
 

 

Teorema 3.1  La  discretización  por  el método  de Tustin  de  (3.5)  nos  da  un  sistema 

hamiltoniano  discreto. 

Prueba. Usando el método de Tustin  obtendremos 

xk+1 = Rxk . 

Donde  R  = [I − B]−1 [I + B]  = [I + B] [I − B]−1 ,  porque  funciones  de la misma 

matriz  conmutan  [18] y B = 1 hA 

RT J R   =   
 

[I − B]
−1 

[I + B]
 
 J [I + B] [I − B]

−1

=  
 
I + BT 

    
I − BT 

 −1
 

1        
 

 
J +  hJ A 

2 
[I − B]

−1

=  
 
I + BT 

    
I − BT 

 −1  
I − BT 

  
J [I − B]

−1
 

=  
 
J + BT J 

 
[I − B]

−1
 

=  J [I − B] [I − B]
−1  

= J 
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n 

n 

R 

n 

 

 
 
 

Teorema 3.2  La discretizacion  por el método de equivalencia en polos y ceros de (3.5) 

nos da un sistema hamiltoniano. 

Prueba. Cuando  usamos  el método  de  equivalencia  en  polos y ceros  obtenemos 

xk+1 = Rxk . 

Donde R = eAh   y dado que, si σ (A) = {λ1 , λ2 , · · · , λ2n } entonces 

σ 
 
eA 

  
= 

  
eλ1 , eλ2 , · · · , eλ2n 

 
, note que eAh  = Φ (k + 1, k) es la matriz  de transicion de 

estados de (3.5), por lo tanto al usar el teorema 2.5 hemos probado que R es simpléctica. 
 

  
 

Teorema 3.3  La discretización por el retenedor  de orden cero de (3.5) nos da un sistema 

hamiltoniano  discreto. 

Prueba. Después de aplicar  el retenedor  de orden cero obtendremos xk+1 = Rxk . 

Donde R = eAh   es la matriz  de transicion de estados de (3.5), y usando el teorema  2.5 

vemos que R es simpléctica. 

  
 

Teorema 3.4  La discretizacion  por el método de Runge-Kutta  (RK) de orden 4 de (3.5) 

nos da un sistema hamiltoniano. 

Prueba. El método de RK [11] prevé 

 
j<i 

n   =  f 
 
tn , Xn 

    
Xn = xn + h 

X 
aij Kn

K i                      j          j
 

 

 
4 

j 
 
j=1

xn+1   =  xn + h 
X 

bi K i 
i=1 

Obteniendo K i y expresandola en términos de yn 

    
I + hA (nh) +  1 h2 A2 (nh)    

!

xn+1 =  

+ 1    3    3
 

2                                   x 
 1     4    4

6 
h A (nh) + 

24 
h A (nh)

|           {z                         } 
n 

 

obtenemos la formula de Runge-Kutta  en su forma explicita 

Rn = 
 
I + hA (nh) +  1 h2A2 (nh) +  1 h3A3 (nh) +  1 h4A4 (nh)

  
, dado que A es una ma- 

2                                 6                                 24 

triz hamiltoniana AT J = −J A 
                            

1                      1                       1
RT                                                                         2

 
2                            3

 
3                               4    4

n J Rn = J I − hA (nh) + 
2 

h A
 

(nh) − 
6 

h A
 

(nh) +    h A 
24 

(nh)   Rn
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R = 

Métodos de 

discretizacion 

¿Preserva  la 

estructura hamiltoniana? 

 

[I + hA] 
 

forward Euler 
 

No 

[I − hA]
−1

 

 

backward  Euler 
 

No 

 
I − 1 hA

 −1  
I + 1 hA

 
 

2                              2 

 

Tustin 
 

Si 

 

eAh 
 

Equivalencia  de polos y ceros 
 

Si 

 

Φ (k + 1, k) = eAh
 

 

Retenedor  de orden cero 
 

Si 

 

I + hA (nh) +  1 h2A2 (nh) 

+ 1    3    3                     1     4    4 
6 
h A  (nh) + 

24 
h A  (nh) 

 
Runge Kutta orden 4 

 
Si 

 

  

 
 

 
 
I + hA (nh) +  1 h2 A2 (nh) +  1 h3 A3 (nh) +  1 h4A4 (nh)                                    2                                 6 

                                            1    3    3
 24 

1    4    4
 

 1     5    5                                      

 −hA (nh) − h2A2 (nh) − 

RT                               
       2 

h A (nh) − 6 
h A (nh) − 24 

h A (nh)                   

n J Rn   =  J  + 1 h2A2 (nh) + 1 h3 A3 (nh) + 1 h4 A4 (nh) + 1 h5 A5 (nh) + 1 h6A6 (nh)         
2 

     1    3    3
 

2 
1    4    4

 
4 
 1     5    5

 
12 
 1     6    6

 
48 
  1      7    7                     

 − 
6 
h A (nh) − 

6 
h A (nh) − 

12 
h A (nh) − 

36 
h A (nh) − 

144 
h A (nh)      

+  1     4    4
 

 1     5    5
 

 1     6    6
 

  1      7     7
   1      8    8

24 
h A 

1
 

(nh) + 
24 

h A 

1
 

(nh) + 
48 

h A 
  

(nh) + 
144 

h A (nh) + 
242 h A (nh)

=  J  I + h6 A6 (nh) + 
72 

 

242 
h8 A8 (nh) = J 

 
I + o 

 
h6 

  

 

haciendo tender  el paso de muestreo  h a cero, podemos despreciar  los términos o (h6 ) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2   
 

 
 
 

Cuadro  3.1: Comparación de métodos de discretización. 
 
 
 
 

3.1.3.   Ejemplos. 
 

Considere la siguiente ecuacion diferencial 
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ẋ (t) = Ax (t)                                                  (3.6)
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donde A es una matriz  hamiltoniana. 
 

 

Ejemplo 3.1  Sea A la matriz  del sistema  (3.6) con el siguiente espectro: 

σ (A) = {2 ± 2i, −2 ± 2i, ±4i}. La tabla 3.2 muestra  los eigenvalores del sistema discre- 

tizado 

xk+1 = Rxk 

 

usando los métodos antes  expuestos con el circulo unitario  como referencia,  y la Figura 

3.1 su grafica. 
 

 

Métodos de 

discretizacion 
 

λ1−2 

 
λ3−4 

 
λ5−6 

forward Euler 1.0126 ± 0.0126i 1 ± 0.0251i 0.9874 ± 0.0126i 
backward  Euler 1.0126 ± 0.0129i 0.9994 ± 0.0251i 0.9874 ± 0.0123i 

Tustin 1.0251 ± 0.0258i 0.9987 ± 0.0502i 0.9749 ± 0.0245i 
Equivalencia  de polos y ceros 1.0251 ± 0.0258i 0.9987 ± 0.0502i 0.9749 ± 0.0245i 

Rasvan 1.0251 ± 0.0258i 0.9987 ± 0.0502i 0.9749 ± 0.0245i 
Runge-Kutta de orden 4 1.0251 ± 0.0258i 0.9987 ± 0.0502i 0.9749 ± 0.0245i 

 

Cuadro  3.2: Eigenvalores del sistema discretizado  λi ∈ σ (R). 
 
 
 
 
 
 

0.04 
 

 
0.02 

 

 
0 

 

 
-0.02 

 

 
-0.04

 

 
-0.06 

 

 
-0.08 

 

Forward Euler 

Backward Euler 

Tustin 

Pole Matching\Zero-order Hold 

Rasvan 

Runge-Kutta 4

 
0.98      0.99         1         1.01      1.02      1.03      1.04      1.05 

 

Figura  3.1: Eigenvalores del sistema hamiltoniano  discreto del ejemplo 3.1.
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Ejemplo 3.2  Sea A la matriz  del sistema  (3.6) con el siguiente espectro: 

σ (A) = {±10i, ±20i, ±40i}. Note que a diferencia  del ejemplo anterior, aqui solo tene- 

mos eigenvalores “estables”  con parte  real cero. Sin embargo en el sistema discreto 
 
 

xk+1 = Rxk 

 

el método forward Euler nos da un sistema discreto inestable y el método backward Euler 

nos da un  sistema  discreto  asintóticamente  estable.  Aún  mas,  como era  de esperarse, 

el procedimiento  de Rasvan,  el método de Tustin,  asignacion  de polos1  y Runge-Kutta  4 

nos dan como resultado  un sistema discreto “estable” pero con algunas diferencias  entre 

Rasvan,  Tustin,  asignación de polos y Runge-Kutta  4,  usando  el mismo  paso  h  [11], 

como vemos en la tabla 3.3 y la Figura  3.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Métodos de 

discretizacion 
 

λ1−2 

 
λ3−4 

 
λ5−6 

forward Euler 1.000 ± 0.2513i 1.000 ± 0.1257i 1.000 ± 0.0628i 
backward  Euler 0.9961 ± 0.0626i 0.9845 ± 0.1237i 0.9406 ± 0.2364i 

Tustin 0.9921 ± 0.1252i 0.9689 ± 0.2474i 0.8812 ± 0.4728i 
Equivalencia  de polos y ceros 0.9921 ± 0.1253i 0.9686 ± 0.2487i 0.8763 ± 0.4818i 

Rasvan 0.9921 ± 0.1254i 0.9684 ± 0.2493i 0.8737 ± 0.4865i 
Runge-Kutta de orden 4 0.9921 ± 0.1253i 0.9686 ± 0.2487i 0.8763 ± 0.4815i 

 

Cuadro  3.3: Eigenvalores del sistema discretizado  λi ∈ σ (R). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 Cuando  mencionamos  asignacion  de polos, nos referimos al método de asignación de polos y ceros, 

ademas  de incluir tambien el retenedor de orden cero ya que nos da el mismo sistema  discreto.
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1 

 
 

 
0.5

 

 
 
 

0 
 

 
 
 

-0.5 

 

Forward Euler 

Backward Euler 

Tustin 

Pole Matching\Zero-order Hold 

Rasvan 

Runge-Kutta 4

 
 

 
-1 

 

 

-1              -0.5               0               0.5               1 

Figura  3.2: Eigenvalores del sistema hamiltoniano  discreto del ejemplo 3.2. 
 

 
 
 
 

La Figura  3.3 muestra  un acercamiento de los eigenvalores discretos de la Figura  3.2 
 

 
0.25 

 

0.2 
 

0.15 

0.1 
 

0.05 
 

0 
 

-0.05 
 

-0.1 

 
Forward Euler 

Backward Euler 

Tustin 

Pole Matching\Zero-order Hold 

Rasvan 

Runge-Kutta 4

 

-0.15 
 

-0.2 

-0.25  
0.965     0.97      0.975     0.98      0.985     0.99      0.995        1

 
Figura  3.3: Acercamiento  de los eigenvalores  del sistema  hamiltoniano  discreto  de la 

Figura  3.2.
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La Figura  3.4 muestra  las respuestas  a una misma condicion inicial del sistema  ha- 

miltoniano  del ejemplo 3.2, para  los métodos de discretizacion  analizados previamente. 
 

1.5 
 

 
 

1 

Forward Euler 

Backward Euler 

Tustin 

Pole Matching\Zero-order  Hold 

Rasvan 

Runge-Kutta4 

Tiempo Continuo

 

 
0.5 

 

 
0 

 

 
-0.5 

 

 
-1 

 
-1.5  

0                             0.5                             1                             1.5                             2                             2.5

 

Figura  3.4: Comparacion  de  los métodos  de  discretizacion  y la  respuesta  en  tiempo 

continuo. 
 
 
 

 

3.2.     Ecuación  de  Hill  discretizada. 
 

 

En  esta  sección se obtiene  la Ecuacion  de Hill discretizada  usando  un  método de 

discretizacion  que preserve  la estructura  hamiltoniana, particularmente el método de 

Runge-Kutta de orden 4, para luego obtener su matriz de monodromı́a y las condiciones 

de estabilidad  a partir  de esta. 

 
 

3.2.1.   Sin  retardo. 
 

Haciendo uso del método de Runge-Kutta (RK) de orden 4 [11] y haciendo la consi- 

deracion de que el sistema continuo (2.13) 
 

 

ẏ (t) = A (t) y (t) 
 

 

permanece constante  entre cada instante de muestreo h, obtendremos el siguiente sistema 

discreto:
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K 

  
yK n+K    2 

x x 

K n 

    

  

 

 
 
 
 
 
 

yn+1     =  An yn                                                                            (3.7) 
 

 

donde An = 
 
I + hA (nh) +  1 h2A2 (nh) +  1 h3A3 (nh) +  1 h4 A4 (nh)

  
, 

2                                 6                                 24 "         
0               1 

#

A (nh)  = 
− (α + βp (nh))    0 

. Seleccionando h =  T , K  ∈ Z, tal  que An  sea una

funcion periodica también, es decir, An+K = An . 
 

 
Teorema 3.5  Considere  el siguiente sistema periodico de tiempo discreto 

 

 

yn+1  = An yn     An+K  = An                                                        (3.8) 
 

 

El sistema  (3.8)  es equivalente a un  sistema  lineal  discreto  e invariante en el tiempo 

[36].

xn+1 = Axn 

Prueba. Definamos el siguiente vector de estado xn = 
h 

y 

entonces podemos transformar (3.8) en2
 

 
 
 

yK n+1 

 

 

· · ·   y 

 
 

 
K n+K −1 

 

 

i0

,

     
yK (n+1)          

   
yK (n+1)+1       

                         

 

 
AK −1 

 

 

· · · 

 

A1A0                      0              · · ·                0 

  
yK n+0       

   
yK n+1       

          .                 0              A0AK −1 · · · A1     · · ·                0        
.                  .            =              

.
        

.         
 yK (n+1)+K −2  

                             
.                                           

. . .                                  
                  

             
−    

0                       · · ·                    AK −2 · · · A0AK −1      
                  

 yK (n+1)+K −1   
|    {z          } 

(n+1) 

|                     {z                                               } 
A 

 yK n+K −1 
|   {z       } 

n

 

 

x(n+1)  = Axn                                                                      (3.9) 
 

donde A es una matriz  diagonal a bloques constante. 
 
 
 
 

 
Corolario 2  Sea  M  = Φ (K, 0)  = AK −1AK −2 · · · A1A0   la matriz  de monodromı́a  del 

sistema  (3.8), entonces el sistema  (3.8) es: 
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2 Este  procedimiento es conocido como “lifting  technique” [36].
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estable: y (t) permanece acotada ∀t ≥ 0 si y solo si σ (M ) ⊂ D1  , {z ∈ C : |z| ≤ 1} 

y si λ ∈ σ (M ) y |λ| = 1, λ es una ráız simple del polinomio mı́nimo de M . 
 

 
 

inestable si existe µ ∈ σ (M ) : |µ| > 1 o si σ (M ) ⊂ D1 , y existe µ : |µ| = 1, µ no 

es una ráız simple del polinomio mı́nimo de M . 
 
 

Prueba. 
 
 
 
 

pero por otro lado 

 
K 

det 
 
λI − A

  
= 

Y 
det 

 
λI − Aii 

 
 

i=1

 

 

det (λI  − AK −1 · · · A0)   =  det (λI  − A0AK −1 · · · A1) 

.
 

=   . 

=  det (λI  − AK −2 · · · A0AK −1) 
 

 

que implica que 
 

σ (AK −1 · · · A1 A0) = σ (A0 AK −1 · · · A1 ) = · · · = σ (AK −2 · · · A0 AK −1) 

 

 
Por  lo tanto  la estabilidad del sistema  (3.8) está dada por los valores caracteŕısticos de 

la matriz  M = AK −1 · · · A1A0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.2.2.  Con retardo. 
 

 

Ahora discretizaremos  la ecuacion de Hill con retardo  (2.20) 
 

 

ẏ (t) = A (t) y (t) + By (t − h) 
 

 

usando  el método  de RK.  Dado  que tenemos  un sistema  lineal con retardo  constante 

podemos usar casi la misma formula de RK [8]:
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n 

K 

1 

1 

n 

 
 
 
 
 
 

K i                      j     j             j
 

j<i X     
j

n   =  f 
 
tn , Yn , Yn−m 

      
Yn   = yn + h 

 
4 

yn+1     =   yn + h 
X 

bi K i 

 
 
j=1 

aij Kn

i=1 

=   yn  + h 
 

b1 K 1  + b2K 2  + b3K 3  + b4K 4 
  

n             n             n             n 
 

 

Haciendo un proceso similar al caso sin retardo  obtenemos el siguiente sistema discreto 
 

 
 

yn+1  = An yn + Bn yn−m                                                                (3.10) 
 

                                         
2    2           1  3    3

 h4     
4

An    = I + hAnh + 
2 

h Anh  + 
6 

h Anh  + 
24 

Anh

                            
2                  1  3    2

  1   4    3

Bn    = h +  h Anh  +  h Anh  +    h Anh      B 
2               6               24

 

 

donde (3.10) es la formula explicita de RK para discretizar un sistema lineal en tiempo "         
0               1 

#

continuo  con retardo  constante  (2.20),  Anh    = . Seleccionando 
− (α + βp (nh))   0           

h =  T , K  ∈ Z, entonces  An  y Bn  seran una  funcion periodica,  es decir, An+K  = An , 

Bn+K = Bn . 
 

 
 
 
 
 

Teorema 3.6  Considere  el siguiente sistema discreto con retardo: 
 
 

yn+1  = An yn + Bn yn−m     An+K = An    Bn+K  = Bn                          (3.11) 
 

 

El sistema  (3.11) es equivalente a un sistema lineal e invariante en el tiempo: 
 

 

x(n+1) = Axn 

 

 
Prueba. Definamos el siguiente vector de estado

ŷn  = 
h 

y 
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yn−1 yn−2 · · ·   

y 

 

n−m+1 
yn−m 

i0

, 

ento

nces 

pode

mos 

trans

for

mar 

el 

siste

ma
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. 

 

  

 

 
 
 

discreto con retardo  (3.11) en: 
   

yn+1       
 
An       0    · · ·   0   Bn  

    
yn        

     
yn 

  

      
I     0    · · ·   0    0          
0      I    · · ·   0    0   

 
yn−1       

 

      .        =       .       

 yn−m+2  
                        

. . . 0    0     
n−m+1                 

yn−m+1 0    · · ·           I   0 yn−m

|  
ŷ

{z     } |         {
ˆ

z                }|     {
ŷ

z     }

n+1 An                                                 n

 

Obtenemos el sistema 
 

 

ŷn+1  = Ân ŷn                                                                                 (3.12)
 

donde Ân+K  = Ân , por lo tanto  podemos aplicar  el teorema  3.5 para  transformar (3.12) 

en un sistema lineal discreto e invariante en el tiempo 
 
 

x(n+1) = Axn 
 

 
 
 

Corolario 3  Sea  M  = Φ (K, 0)  = 

  
 

ÂK −1ÂK −2 · · · Â1Â0  la matriz  de monodromı́a  del

sistema  (3.12). Entonces  el sistema  (3.11) es 
 

asintoticamente estable si 
 

◦ 
σ (M ) ⊂ D1  , {z ∈ C : |z| < 1} 

 
 

estable: y (t) permanece acotada ∀t ≥ 0 si y solo si σ (M ) ⊂ D1  , {z ∈ C : |z| ≤ 1} 

y si λ ∈ σ (M ) y |λ| = 1, λ es una ráız simple del polinomio mı́nimo de M . 

Inestable si existe µ ∈ σ (M ) : |µ| > 1 o si σ (M ) ⊂ D1,  existe µ : |µ| = 1, y µ no 

es una ráız simple del polinomio mı́nimo de M . 
 

 

3.2.3.   Ejemplos. 
 

Ejemplo 3.3  Considere  el siguiente sistema: 
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ẏ (t) = A (t) y (t)                                              (3.13)
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β
 

 
 

 
donde  A (t) = 

"        
0              1 

#
 

− (α + βp (t))  0 

 
,  α,  β  son  constantes.   Con  γ  = 0 y la  funcion

periodica  p (t) = sign(cos(t)) . 
 

El procedimiento  para  graficar las lenguas de Arnold, consiste en: 
 

 
 

fijar un punto (α, β) y usando el método de Runge-Kutta  para discretizar  el sistema 

(3.13) y al usar el corolario  2 para  analizar  su estabilidad. 
 

 
 

si es inestable se grafica un punto gris. 
 

 
 

haciendo un barrido en α y β, repitiendo  para cada par (α, β) los pasos anteriores, 

obtenemos las lenguas de Arnold. 

 
 

como se muestra  en la Figura  3.5; siendo indistinguible (graficamente)  la obtencion de 

las lenguas de Arnold del sistema original  (3.13), de su sistema discretizado. 
 
 

6 

 
 

 
5 

 
 

 
4 

 
 

 
3 

 
 

 
2 

 
 

 
1 

 
 

 
0 

0           0.5           1           1.5           2           2.5           3           3.5           4           4.5           5 

α 

Figura  3.5: Lenguas de Arnold de z̈  (t) + [α + βp (t)] z (t) = 0 con p (t) = sign(cos(t)), 

K = 270.
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0           0.5           1           1.5           2           2.5           3           3.5           4           4.5           5 

α 

Figura  3.6: Lenguas  de  Arnold  de 

sign(cos(t)), K = 270, γ = 0,03. 

z̈  (t) + γż (t) + [α + βp (t)] z (t) = 0 con  p (t) =

 
 
 
 

 

Para   mostrar  los efectos de la disipacion,  tomemos  el mismo  sistema  (3.13)  y la 

misma funcion periodica  p (t) = sign(cos(t)) pero con γ = 0,03, la Figura  3.6 muestra 

la estabilidad paramétrica de la ecuacion de Hill con disipacion. 

Note  que como era  de esperarse,  al tener  disipacion  las zonas  de inestabilidad  se 

hacen mas pequeñas. 
 

 
 
 

Ejemplo 3.4  Considere  la ecuación de Hill con retardo 
 

 

ẏ (t) = A (t) y (t) + By (t − mht)                                     (3.14) 

 
donde A (t) = 

"        
0              1 

#
 

− (α + βp (t))  0 

 
, B = 

"  
0    0 

#
 

−δ   0 

 

, α, β y δ son constantes,  m ∈ Z y

h es el tiempo de muestreo.  Para  obtener la grafica de estabilidad paramétrica se fija un 

valor de δ = 0,1, se hace un barrido en el par (α, β) y usando el método de Runge-Kutta 

para  discretizar  el sistema  (3.13) y el corolario  3 para  analizar  su estabilidad.



38 3. Resultados principales. 3. Resultados principales. 44 
 

 
 

  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
  
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 
 

 
              

   
| {z } 
− 

β
 

 
 
 

6 

 

 
 
 

5 

 

 
 
 

4 

 

 
 
 

3 

 

 
 
 

2 

 

 
 
 

1 

 

 
 
 

0 

0             0.5             1             1.5             2             2.5             3             3.5             4             4.5             5 

α 

Figura  3.7: Lenguas de Arnold de z̈  (t) + (α + βp (t)) z (t) + δz (t − mh) = 0 con p (t) = 
sign(cos(t)), δ = 0,1, m = 12, K = 270. 

 

 
 
 
 
 

Observación 10  Note que la Figura  3.6 y 3.7 tienen  cualitativamente la misma esta- 

bilidad paramétrica, esto sucede porque cuando el retardo  es suficientemente  pequeño, el 

retardo  aproxima  a la primera  derivada,  es decir 
 

 

z̈  (t) + (α + βp (t)) z (t) + δz (t − mh) ± δz (t)  =  0

 

z̈  (t) + 

! 
 

α + δ + βp (t) | {
α

z }
 

z (t) + (   hδ) 
z (t) z (t − mh)    

=  0 
h    

γ       
|    {z         } 

≈ż(t)

z̈  (t) + γż (t) + [α + βp (t)] z (t)  =  0 
 

 
Observacion 11  El proceso de calcular  las lenguas de Arnold  puede ser  paralelizado, 

es decir,  cada  punto  del mapa  α  vs β  puede ser  calculada  independientemente de sus 

vecinos, por lo tanto  se puede usar  procesamiento  en paralelo  para  calcular  las lenguas 

de Arnold.
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− 

 
 
 

3.3.     Ecuación  de  Hill  discreta. 
 

 

Podemos encontrar mención de la ecuación de Hill discreta  en [13], sin embargo en 

el trabajo  de Chulaevsky,  la ecuación de Hill discreta  se obtiene  a partir  de la lineali- 

zacion de la ecuación de Schrodinger discreta.  Nosotros optamos  por obtener  el modelo 

del oscilador armónico discreto mediante Euler Lagrange discreto y al agregarle una per- 

turbacion  periodica (igual que en tiempo continuo)  obtenemos de manera  alternativa la 

ecuacion de Hill discreta. 

Ya con la ecuacion de Hill discreta,  daremos por primera  vez graficas de sus lenguas 

de Arnold, obtendremos  una ecuación que para β = 0 dice en que puntos  de α nacen las 

lenguas de Arnold, daremos prueba  de la versión discreta  del criterio de no oscilación y 

terminaremos  esta  seccion comparando  las propiedades  de la ecuación  de Hill discreta 

con su versión en tiempo continuo. 

 

 
3.3.1.   Obtención  de  la  ecuación  de  Hill  discreta 

 
Reordemos el Lagrangiano  en tiempo continuo 

 

L (q, q̇) = 
1 

q̇T M q̇       V  (q)                                          (3.15) 
2

 

donde M = M T  > 0 es la matriz  de inercia, q, q̇ ∈ Rn y V (q) es una función potencial. 

Calculando  la primera  variación de 
R T 

L (q (t) , q̇  (t)) dt 
Z T 

δ       L (q (t) , q̇  (t)) dt   = 
Z T   

∂L 
· δq + ∂L 

· δq̇    dt

0                                                               0         ∂q ∂q̇

Z T   ∂L 
=              − d  

  
∂L 

  
 
· δqdt + 

    
∂L   

  T

0         ∂q dt     ∂q̇ ∂q̇  · δq  0

 

y asumiendo que las variaciones admisibles en las partes  terminales  se anulan,  es decir: 

δq (T ) = δq (0) = 0, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange: 

∂L 

∂q 
(q, q̇) −

 
d  

   
∂L 

dt     ∂q̇ 

 

(q, q̇) 
 

= 0                                      (3.16)

 

y para  el Lagrangiano  (3.15) obtenemos la ecuacion de Newton 
 

M q̈  = −∇V (q)



40 3. Resultados principales. 3. Resultados principales. 46 
 

 
 

k=0 

d 

X      

, ∆t)  =  M 

k 

k 

 

 
 
 

Lagrangiano en  tiempo discreto. 
 

Como se verá más adelante  la mecánica variacional  discreta  se obtiene de hacer un 

procedimiento similar al caso de tiempo continuo, en lugar de usar posición q y velocidad 

q̇ vamos a usar dos posiciones y un tiempo de muestreo ∆t ∈ R. Estas  posiciones deben 

de ser vistas  como dos puntos  en una  curva  en un  tiempo  ∆t, es decir,  q0  ≈ q (0)  y 

q1 ≈ q (∆t). 
 

De tal  manera  que  usando  forward  Euler  para  aproximar  la primera  derivada  en 

(3.15) obtendremos  el lagrangiano  discreto: 
 

" 
1 

   
q1  − q0 

  T 
  

q1  − q0 

                 #

Ld (q0, q1 , ∆t) = ∆t  
2       ∆t 

M        
∆t     

− V (q0)
 

(3.17)

 

 

Calculando  la primera  variación de 
PN −1 

Ld (qk , qk+1 , ∆t) 
 

 
 

N −1 

δ 
X 

Ld (qk , qk+1 , ∆t)  = 
N −1   

∂L 
(qk , qk+1 , ∆t) · δqk + ∂Ld 

∂q
 

 
(qk

 

 
, qk+1

 

 

, ∆t) · δq 
 

 
k+1

 

k=0 
 

k=0 
∂qk k+1

N −1    
∂L                               ∂L

=  
X

 

k=1 

 

        d   
(q 

∂qk+1 

 

k−1 

 

, qk 

 

, ∆t) + 
     d  

(q 
∂qk 

 

, qk+1 

  

, ∆t) · δqk

+ 
∂Ld 

∂q0 

(q0, q1, ∆t) · δq0 + ∂Ld 

∂qN 

(qN −1, qN , ∆t) · δqN

 

Y asumiendo que las variaciones admisibles en las partes  terminales  se anulan,  es decir: 

δq0 = δqN  = 0, obtenemos 
 

Las  ecuaciones de  Euler-Lagrange discretas 

 ∂Ld   
(q 

∂qk+1 

 

k−1 

 

, qk 
∂Ld 

, ∆t) +      (qk 
∂qk 

 

, qk+1 

 

, ∆t) = 0                           (3.18)

 

y para  el lagrangiano  discreto (3.17) 

 ∂Ld   
(q 

∂qk+1 

 
k−1 

 

, qk 

  
qk − qk−1 

 
 

∆t

∂Ld  
(q 

∂qk  

, qk+1 
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, ∆t)  =  − M 

  

qk+1  

− qk 

 
 

∆
t 

+ (δ) ∇V 

(qk )
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− 

2 

m 

k=0 

AT
 

q 

 

 
 
 

Obtenemos  el equivalente  discreto de la ecuacion de Newton: 
 

  
qk+1  − 2qk + qk−1 

 

M              
(∆t)

2
 

= −∇V (qk )                                 (3.19)

 

Ahora considere el caso escalar M = m, qk ∈ R1  y sea V (qk ) = 1 bq2 de (3.19) obtenemos 
2     k 

el modelo discreto del sistema masa resorte u oscilador armonico: 

 
qk+1  + 

  
(∆t)

2           
!

 
b     2 

m 

 
qk + qk−1 = 0                                  (3.20)

 
 

Observacion 12  Note que la “aceleracin  discreta”  en (3.19), corresponde  al método de 

discretizacion,  diferencias  centradas  de segundo orden [11]. 

 
 
 

3.3.2.   Caracterizacion. 
 

Haciendo α = 
(∆t)   

b − 2 y agregando  βp (k) qk+1 , termino  que corresponde  a la ex- 

citacion paramétrica en el caso continuo,  al oscilador armonico (3.20), donde β ∈ R es 
 

una constante  y p (k + K ) = p (k) es una secuencia con peŕıodo K  y de promedio cero, 

es decir, 
PK −1 

p (k) ≡ 0, obtendremos  la siguiente ecuacion en diferencias: 
 

 

qk+2  + (α + βp (k)) qk+1  + qk = 0                                    (3.21) 
 

 

en lo subsecuente conocida como la “Ecuacion de Hill discreta”  [13], donde p (k + K ) = 

p (k), K ∈ Z es una secuencia de peŕıodo K .

Como en el caso de tiempo continuo, definiendo el vector de estado yk  = 
h 

q 

podemos reescribir la ecuación (3.21) como 

i0 

k+1       k

 

 
" 

 

donde Ak  = 

 

− (α + βp (k))   −1 
#

 

1                0 

yk+1 = Ak yk                                                                                 (3.22) 
 

 

, Ak+K  = Ak .

 

 
 

Observacion 13  Note que Ak  es una matriz  simpléctica, es decir, 
 

 

k J Ak  = J
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β
 

β
 

β
 

β
 

 
 

 
donde J = 

"  
0    I 

−I   0 

# 

∴ (3.22) es un sistema hamiltoniano  [31].

 

Observacion 14  Note que dado que Ak+K  = Ak  es periodica  podemos usar  el teorema 

3.5 y el corolario  2 para  determinar la estabilidad de (3.22). 
 

Ejemplo 3.5  Considere  la ecuacion  de Hill discreta  qk+2  + (α + βp (k)) qk+1  + qk  = 0 

como en (3.21), en las siguientes figuras se muestra  la estabilidad paramétrica o lenguas 

de Arnold  de la ecuación de Hill discreta  para  diferentes  secuencias  paródicas p con 

peŕıodo K = 1 hasta  K = 6. 
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α 

(a) p (k) = {1}, K = 1. 

 
-3                  -2                  -1                   0                   1                   2                   3 

α 

(b) p (k) = {1, −1}, K = 2.
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-0.5 

 
-0.5

 
-1                                                                                                                                                                                  -1
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α 

(c) p (k) = {1, −1, 0}, K = 3. 

 
-3                  -2                  -1                   0                   1                   2                   3 

α 

(d) p (k) = {−1, 1, −1, 1}, 

K = 4.
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Figura  3.8: Estabilidad  paramétrica de qk+2  + (α + βp (k)) qk+1  + qk = 0.
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0.5                            1     2      3      4     5 

5                       0               0                                         6

 
-0.5 

 
-0.5

 
-1                                                                                                                                                                                  -1
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-2.5 

 
-2.5
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α 

(a) p (k) = {1, −1, −1, 1, 0}, K = 5. 

 
-3                  -2                  -1                   0                   1                   2                   3 

α 

(b) p (k) = {1, 1, −1, −1, −1, 1}, 

K = 6.
 

Figura  3.9: Estabilidad paramétrica de qk+2  + (α + βp (k)) qk+1  + qk = 0. 
 
 

 
Aśı como en el caso de tiempo continuo,  las zonas blancas muestran  las zonas estables 

y las zonas grises son las zonas inestables  o lenguas de Arnold,  y estan  etiquetadas  de 

izquierda a derecha con 0, 1, · · · , K − 1 y K . 
 

 
 

Observación  15  Para  K  par  hay simetŕıa  con respecto  de los 2 ejes; para  K  impar 

la simetŕıa con respecto  a β = 0 se conserva,  pero aparece  una simetŕıa con respecto al 

origen. 

 
 
 

Observacion 16  Note que en el caso de tiempo continuo  generalmente  hay un número 

infinito de lenguas, sin embargo esto no es cierto en el caso discreto,  generalmente  solo 

tenemos K + 1 lenguas. 

 
 
 

Teorema 3.7  Las lenguas de Arnold de la ecuacion de Hill discreta  yk+1 = Ak yk  como" 
 

en (3.22) donde Ak  = 
− (α + βp (k))   −1 

#
 

1                0 

 

, Ak+K  = Ak , empiezan en:

 

K                          K −2
 

K −4                                              i 
 

 l0 (−α) + l1 (−α) + l2 (−α) + · · · + l K −i (−α)      =  2          (3.23)
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l  − 

! 

2 

1
 

! (   − 

K 

− 

1) 

, 

 
 

 
donde i = 

( 
1   si K  es par 

0   si K  es impar 
 

 

l0     =  1 

l1     =  − (K ) 

(K   ) (K − 1) 

 
 
 
 
 
 
 

 

(K − 2)

l2     =  − 
2!         

−    
1!     

l1

l3     =  − 
 

. 

(K   ) (K − 1) (K − 2) 

3!                
−

 

(K − 2) (K − 3) 

2!             
1

 

(K − 4) 
l 

1!      
2

(K ) (K − 1) · · · 
 
K − K −i  − 1

 

l K −i     = 
2 

                         2 
K −i 

2

(K − 2) · · · 
 
K − K −i  − 2

 
 

−               
K   −i 

2     
− 

l1 − · · · − 2 + 

i 

1! 

 

l  K  i 

2    
−

 

 

Prueba. Estamos  buscando soluciones K −periodicas de yk+1 = Ak yk , es decir 
 

 

yk  = yk+K  = Φ (k + K, 0) y0 = Φ (k + K, K ) Φ (K, 0) y0 = Φ (k, 0) M y0 

 

 

Dado que las lenguas empiezan en β = 0, analicemos  M  para  β = 0. 
 

M = AK −1AK −2 · · · A0|β=0  = Ã 
" 

donde Ã = 
−α   −1 

#
 

1      0

        √  
 

        √          
σ 

  
Ã = 

 
λ1  = − 1 α − 1 i 4 − α2, λ2  = − 1 α + 1 i 4 − α2    ,

2            2                                             2            2 

dado que M es una matriz simpléctica de dimensiones 2 × 2, su polinomio caracteŕıstico 

es como sigue: 

PM  (λ) = λ2  − T r 
 

ÃK 
  

λ + 1 
 

Por lo tanto las lenguas de Arnold empiezan en la frontera  de estabilidad 
 
T r 

 
ÃK 

   
= 2 

 

y dado que σ 
  

ÃK 
  

= 
 

λK , λK 
    

se sigue
 

1        2 
 

T r 
 

ÃK 
  

= λK   + λK 
 

(3.24)
1            2 
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Note que −α  = λ1  + λ2,  por  lo que al sustituir  en  (3.24) obtenemos el polinomio  en
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2 

β
 

 

 
 
 

(3.23). 
 
 
 
 

Ejemplo 3.6  Para  un peŕıodo K = 5 
 

T r 
 
Ã5

  
= −α5  − l1 α

3  − l2 α                                        (3.25) 

 

con l1  = −5, l2  = − 5∗4 − 3 (−5) = 5, entonces 

 

−α5  + 5α3  − 5α = 2 
 

tiene las ráıces periodicas  en α = {−2, −0.618, −0.618, 1.618, 1.618} y 

 

−α5  + 5α3  − 5α = −2 

 

tiene las ráıces anti-periodicas en α = {−1.618, −1.618, 0.618, 0.618, 2} 
 

Observación  17  Observe que las fronteras  de las lenguas de Arnold son K −periodicas 

y 2K −periodicas; empezando con una frontera  K −periodica y alternando  entre  solucio- 

nes K − periodicas  y 2K − periodicas. 
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-2.5 
 

-3               -2-1.618        -0.618     0     0.618         1.618 2                3 
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Figura  3.10: p (k) = {−1 − 1, 0, 1, 1}, K = 5.
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Observación  18  Note que todas las lenguas de Arnold con el mismo peŕıodo K empie- 

zan en los mismos puntos, esto porque la ecuacion (3.23) es independiente  de la secuencia 

periodica  p (k) usada. 
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Figura  3.11: Sobreposicion de la Figura  3.10 con la Figura  3.9 (a). 
 

 
 
 

Criterio de  No  oscilación para la  ecuación de  Hill  discreta. 
 

Unos de los problemas  clásicos  relacionado  a  la  ecuacion  de Hill, es el encontrar 

valores de α, β para los cuales la ecuacion de Hill (2.12) tiene o no soluciones periódicas. 

 

Definicion 3.1  La solución de la ecuacion en diferencias  (3.21) se dice que es no osci- 

latoria  si tiene cuando mucho un cambio de signos en la solucion de (3.21). 

 

Teorema 3.8  Por  cada valor fijo β of  (3.21), existe un α0  = α (β),  para  el cual si 

α ≤ α0   todas las soluciones de (3.21) son no oscilatorias. 

 

α > α0   todas las soluciones de (3.21) son oscilatorias. 

Aún  más,  todas  la soluciones  no oscilatorias  de (3.21) caen  en la lengua 0−ésima  de 

Arnold. 

Prueba. Consideremos  primero  el caso con β = 0



48 3. Resultados principales. 3. Resultados principales. 56 
 

 
 

− 

− 

k 

k k 

k 

 

 
 
 
 
 
 

qk+2  + αqk+1  + qk     =  0                                           (3.26) 
 
E2  + αE + 1

  
qk     =  0                                           (3.27) 

 

 

con las siguientes soluciones generales: 
 

para  α < −2 la solución general de (3.26) es No oscilatoria 

  
α      

√
α2  − 4 

    
α      

√
α2       4 

  k

qk = C    
2 

−     
2 

+ D        + 
2           2

 

 

para  α = −2 la solución general de (3.26) es No oscilatoria 
 

 

qk = C 1k + Dt1k
 

 

 

para  −2 < α < 2 y la solución general de (3.26) es oscilatoria 
 

qk = C rk eiθk + Drk e−iθk
 

 

 

donde r es la magnitud  de λ, por lo tanto  r = 1. 
 

para  α = 2 la solución general de (3.26) es oscilatoria 
 

qk = C (−1) + Dk (−1)

 
 

para  α > 2 la solución general de (3.26) es oscilatoria 

α      
√

α2  − 4 
  α      

√
α2       4 

  k

qk = C − 
2 

−     
2 

+ D    − 
2 

+     
2

 

 

donde C , D son constantes,  de aqúı vemos que α0  = −2. 

Volvamos al caso con β = 0. 

Dado el corolario  2 la ecuación  (3.21) es equivalente a un sistema  lineal invariante 

con el mismo  espectro  de la matriz  de monodromı́a M  por  lo tanto  las soluciones  de 

(3.21) son como siguen 
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Sea λ ∈ σ (M ) y α + βp (k) tales que:
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k 

k k 

k 

 

 
 
 

para λ > 1 y dado que M es una matriz simpléctica y por el teorema 2.4 la solucion

general de (3.21) ser inestable no oscilatoria. 
 

qk  = C λk  + D 
 
λ−1

 

 

 

para  λ  > 1 por  el teorema  2.4  la  solucion  general  de  (3.21)  será  inestable  no 

oscilatoria. 

qk = C 1k + Dk1k
 

 

 

para  λ = a + ib la solucion general de (3.21) sera estable oscilatoria 
 

qk = C rk eiθk + Drk e−iθk
 

 

 

para  λ = −1 por el teorema  2.4 la solucion general de (3.21) será inestable oscila- 

toria.

qk = C (−1) + Dt (−1)

 
para  λ < −1 por el teorema  2.4 y dado que λ es negativa,  la solucion general de

(3.21) ser inestable oscilatoria. 
 

qk  = C (λ)
k  
+ D 

 
λ−1

 

 

 

donde C , D son constantes,  note que la lengua 0−ésima de Arnold cae en el caso donde 

λ ≥ 1, es decir, todas las soluciones no oscilatorias  de (3.21) caen en la lengua 0−ésima 

de Arnold. 
 

 
 
 
 

Hemos probado uno de nuestros  resultados  principales: 
 
 

Teorema 3.9  Dada la ecuación (3.21), una ecuacion de Hill discreta,  con un coeficiente 

K −periodico p (k); k = 0, 1, 2, . . . , K − 1, entonces  (3.21) es no oscilatoria  si y solo si 

(α, β) pertenece  a la lengua 0−ésima de Arnold. 
 

 

Ejemplo 3.7  Para  ilustrar  este resultado,  usaremos  las lenguas de Arnold de la Figura 

3.9(d)  del ejemplo 3.5, entonces  la Figura  3.12 muestra  las soluciones qk  a lo largo del
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                 (α,β)=(-2.24,0.5)    
      
       
       
 

         (α,β)=(-2.185,0.5)   

       

        

       
       
       
                 (α,β)=(-1.54,0.5)    
       
 

              

       
   (α,β)=(-1.31,0.5)    
  
 
       

       
              (α,β)=(-1,0.5)        

 

              
       
   (α,β)=(0,0.5)    
    

6 

 

 
 
 

tiempo, para puntos (α, β) dentro de cada una de las zonas de estabilidad e inestabilidad, 
T

 

con la misma condición inicial y0 = 
h 

1   0 

i 
. 
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Figura  3.12: Soluciones de la ecuación de Hill discreta  (3.22) para  una secuencia 

p (k) = sign 
 
cos 

  
2π k

    
con peŕıodo K = 6. 

 

 
 
 

En la Figura  3.12 podemos ver que solo la 0−ésima lengua de Arnold tiene solucion 

no oscilatoria. 
 

 
 

En la siguiente tabla  se encuentran las propiedades  obtenidas  alrededor  de la ecuación 

de Hill discreta  y su comparacion  con la ecuacion de Hill en tiempo continuo.
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 Ecuacion de Hill 

en tiempo continuo 

Ecuacion de Hill 

discreta 

¿Es un sistema 

hamiltoniano? 

si si 

¿Su matriz  de monodromı́a 

es simpléctica? 

si si 

Número de 

lenguas de Arnold 

generalmente  ∞ K + 1 

Las lenguas de Arnold 

empiezan en 

  
kπ 

  2
 

α = 
T 

k = 0, 1, 2, . . . 

  
K −i                                         

     
2      

l  (   α)
K −2j 

  
= 2

   P   
j                          

              −             j=0                                 

lj y i como en el teorema  3.7 

¿Alternancia de soluciones 

periodicas / anti-periodicas 

en las fronteras  de 

las lenguas de Arnold? 

 
si 

 
si 

¿La 0-ésima lengua de Arnold 

tiene solución 

no oscilatoria ? 

 
si 

 
si 

 

Cuadro  3.4: Comparación de propiedades  de la ecuación de Hill. 
 
 
 

 

3.4.     Computacion paralela 
 

La  computacion  paralela  es cuando  se ejecutan  de manera  simultanea  varias  ins- 

trucciones,  mientras  que un programa  normal,  usa un núcleo del CPU  y se ejecuta  de 

manera  secuencial (se ejecuta  una  instruccion  a la vez), un programa  en paralelo  usa 

varios recursos para  ejecutar  instrucciones simultaneamente. 

¿Cómo  funciona? 

El paquete  de computacion  paralela  de MatLab  nos ofrece 2 opciones: 
 

La primera  es la instrucción parfor,  la cual permite  usar  de manera  simultanea- 

mente los núcleos de nuestro CPU. Los procesadores actuales tienen 4 u 8 núcleos, 

por lo que un programa  que use parfor con un CPU de 8 núcleos se ejecuta 8 veces 

mas rapido.
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La  segunda  opcion es el uso de la  GPU3 . Similarmente  que  con la  instruccion 

parfor,  podemos usar  de manera  simultanea  los núcleos de nuestra  GPU,  con la 

diferencia que las GPUs tienen de manera interna  un arreglo en malla de cientos de 

procesadores de proposito espećıfico, por ejemplo si nuestra  GPU tiene un arreglo 

de 200x200 procesadores  nuestro  programa  se ejecutara  40000 veces más  rapido 

que uno secuencial. 
 

El proceso de calcular y dibujar lenguas de Arnold, requiere que para cada punto α, β se 

calcule la matriz de monodromı́a y sus condiciones de estabilidad,  por lo que es un proceso 

paralelizable,  simplemente  se le asigna un punto  de α, β diferente  a cada  núcleo  de la 

GPU,  como se ejemplifica en la siguiente  Figura  donde  comparamos  el procesamiento 

secuencial contra  el procesamiento  en paralelo. 
 

 
 

Figura  3.13: Comparativa de los diferentes métodos de cómputo. 
 
 

Sin embargo al momento de escribir esta tesis, el computo usando la GPU en MatLab 

no permite  la creación,  operación  u indexación  de matrices  y vectores, lo que significa 

3 Unidad  de procesamiento grafico por  sus siglas en inglés,  que  es utilizada principalmente en vi- 

deojuegos o aplicaciones  3D interactivas para  el suavizado  de bordes.  La tarjeta gráfica, está formada 

f́ısicamente por la unidad  de procesamiento grafico (GPU), una unidad  de memoria  de alta  velocidad y 

una unidad  de enfriamiento.
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q k 

 

 
 
 

que nuestros  algoritmos necesitan  reescribirse de tal manera  que solo se efectúen opera-

ciones escalares. Otro  problema es que la funcion eig de MatLab  no est implementada

para  su uso con GPU por lo que es necesario recurrir  a alternativas para  determinar la 

estabilidad  de la matriz de monodromı́a. Por ejemplo, la matriz de monodromı́a M tanto 

de la ecuacion de Hill discretizada,  como de la ecuacion de Hill discreta  son matrices 

simplécticas de dimensiones 2 × 2 por lo que su polinomio caracteŕıstico es 
 

P (λ) = λ2  − Tr (M ) λ + 1 
 

Por lo tanto  la ecuacion de Hill discreta ser 

2. 
 
 

 
Considere la siguiente ecuacion 

estable si Tr (M ) ≤ 2 o inestable si Tr (M ) >

 

 

qk+2  + (αA + βBp (k)) qk+1  + qk = 0                                 (3.28) 
 

donde A, B ∈ R2×2, denotada  como la ecuacion de Hill discreta de grado dos, definiendo

el vector de estado yk  = 
h 

q 
 
k+1 

i0  

podemos reescribir la ecuación (3.28) como 
 
 
 
 
 

yk+1 = Ak yk                                                                                 (3.29)
        " 

 

donde Ak  = 
− (αA + βBp (k))   −I2×2 

#                 
 

, Ak+K  = Ak .

I2×2                       02×2 

Similar al caso escalar, la matriz  de monodromı́a es 
 

M = Φ (K, 0) = AK −1 AK −2 · · · A1 A0 

 

con la diferencia de que esta,  es de dimensiones 4 × 4, además  si A y B  son matrices 

simétricas la matriz  A es simpléctica por lo tanto  también la matriz  de monodromı́a es 

una matriz  simpléctica. Resultados  como los expuestos en [24] se pueden usar reducir el 

orden del polinomio de la matriz de monodromı́a, ya que esta es una matriz simpléctica, 

es decir, reducir el orden del polinomio 
 

pM  (λ) = λ4  − C λ3  + Dλ2  − C λ + 1                                  (3.30)
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≤ 

 
 

 

donde C = tr (M ), 2B = (tr (M ))2  − tr (M 2), a la mitad 
 

QM  (ρ) = ρ2 − C ρ + B − 2 

y obtener  las siguientes condiciones de estabilidad: 

Lema 3.4  [24] La matriz  de monodromı́a  es espectralmente  estable si y solo si, las si- 

guientes condiciones se satisfacen  simultaneamente: 
 

D   ≥  2C − 2 

D   ≥  −2C − 2 

C 2 

D                + 2 
4 

D   ≤  6 
 

Adicionalmente  dependiendo  de la región en la que se encuentren  C y D, ser la forma

de los eigenvalores de la matriz  de monodromı́a como se aprecia en la Figura  3.14. 
 

 
 

Figura  3.14: Estabilidad espectral  de la matriz  de monodromı́a. 
 

 
Para  las matrices  A = 

" 
1   0 

#
 

0   2 

 
y B = 

" 
1   0 

#
 

0   2 

 
y la secuencia
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β
 

 

 
 
 

p (k) = {1, 1, −1, −1, −1, 1} podemos obtener  las lenguas de Arnold  de la ecuación  de 

Hill discreta  de grado dos, como se aprecia en la Figura  3.15. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Observacion 19  Todos los resultados  de esta tesis se programaron haciendo uso de la 

GPU,  cuentan  con una interfaz  grafica como se ve en la Figura  3.16 y tardan  alrededor 

de 10 segundos en calcular  y graficar  las lenguas de Arnold,  cuando al principio  de mi 

doctorado  tardaban  aproximadamente 20 horas en calcular y graficar la misma figura.
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Figura  3.15: Lenguas  de Arnold  de qk+2  + (αA + βBp (k)) qk+1  + qk  = 0 con p (k)  = 

{1, 1, −1, −1, −1, 1}, K = 6.
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Figura  3.16: Interfaz  grafica . 
 
 
 
 

 

3.5.     Traba jo  futuro/Sistemas no  conservativos. 
 

 

En esta sección se obtiene el modelo del oscilador armonico con disipación discreto 

pero se deja para un trabajo  futuro el definir la ecuacion de Hill discreta con disipación y 

con este modelo introducir  control para reducir las áreas de inestabilidad de las lenguas 

de Arnold. 

El principio integral de Lagrange-d’Alembert (tiempo continuo) está dado 

por Z                                 Z 

δ     L (q (t) , q̇  (t)) dt + F (q (t) , q̇  (t)) · δqdt = 0                      (3.31)

 

donde F (q (t) , q̇  (t)) es una fuerza arbitraria, δ representa  una variación que desapare- 

ce en los puntos  finales. Usando integracion  por partes  obtenemos  el equivalente  a las 

ecuaciones de  Euler-Lagrange forzadas: 

∂L 

∂q 
(q, q̇) −

 
d  

   
∂L 

dt     ∂q̇ 

 

(q, q̇) 
 

+ F (q (t) , q̇  (t)) = 0                        (3.32)

 
Definamos El  Principio integral de  Lagrange-d’Alembert discreto como 

 
 

N −1 N −1

δ 
X 

Ld (qk , qk+1 ) + 
X  

F − (qk , qk+1 ) · δqk + F + (qk , qk+1 ) · δqk+1 

  
= 0         (3.33)

 
k=0 

d                                                 d 

k=0
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}k=0 

d d 

− 

F + 

− 

m 
r
  

k          
−  

m 
r 

 
 
 
 
 

N −1 

X  
F −                                   +

 

N −1 

X   
+                             −

 
 

k=0 

d   (qk , qk+1 ) · δqk + Fd   (qk , qk+1 ) · δqk+1 

    
= 

 
 
k=1 

Fd   (qk−1, qk ) + Fd   (qk , qk+1 )
  

· δqk

+F − (q0 , q1) · δq0 + F + (qN
 

1, q
 

) · δq
d                                           d           −     N             N 

 

 
 
 
 

para  todas  las  variaciones  {δqk   
N        que  desaparecen  en  los puntos  finales, (3.33)  es 

equivalente  a las Ecuaciones de  Euler-Lagrange forzado discreto 

 ∂Ld   
(q 

∂qk+1 

 

k−1 

 

, qk 
∂Ld 

, ∆t) +      (qk 
∂qk 

 

, qk+1 

 

, ∆t) + F + (q 
 

k−1 

 

, qk ) + F − (qk 

 

, qk+1 

 

) = 0      (3.34)

 

 
 
 
 

donde Ld  es el lagrangiano discreto y F + , F − son las fuerzas discretas derecha e izquierda. d         d 
 

 
 
 

Sea F (q̇ ) = Rq̇ (t) la fuerza de disipación en tiempo continuo, Entonces  la fuerza de 

disipacion discreta  F + y F − sond             d 
 
 

Fd    = F 
 

 

d    = F 

 
  

qk+1  − qk 

 
 

∆t 
  

qk − qk−1 

 
 

∆t 

 

= R 
qk+1  − qk 

∆t 

= R 
qk − qk−1 

∆t

 

 
 
 
 

considere el caso escalar M = m, R = r, qk ∈ R1  y sea V (qk ) = 1 bq2 en (3.34) obtenemos 
2     k 

  
(∆t)

2           
!         

r           r
qk+1  + 

m   
b     2   qk + qk−1 + 

∆t 
qk+1  − 

∆t 
qk−1     =  0

   
(∆t)2

 

qk+1  + 
      m  

b − 2   
 
1 +  ∆t 

   1      
r 

q  +        ∆t 

1 +  ∆t
 

 

  qk−1     =  0
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el modelo del oscilador armónico con disipación discreto.
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Figura  3.17: Lenguas de Arnold de z̈  (t) + γż (t) + (α + βp (t)) z (t) = 0, con la función 

periódica p (t) = sign (cos (t)). 
 
 

 
En la Figura 3.17 se muestran  con gris claro la estabilidad  paramétrica de la ecuación 

de Hill sin disipación γ = 0 y con gris obscuro la estabilidad  paramétrica de la ecuación 

de Hill con γ = 0,0467.



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Caṕıtulo  4 
 
 
 

Conclusiones 
 
 
 
 

La matriz de monodromı́a de la ecuacion de Hill sin disipación1  es una matriz simplec- 

tica tanto  en tiempo continuo  como en tiempo discreto, como consecuencia la ecuación 

de Hill solo puede ser estable  o inestable,  es decir, soluciones asintóticamente  estables 

no son posibles. 

Cuando se discretiza la ecuación de Hill es importante usar métodos de discretizacion 

que preserven la estructura hamiltoniana o integradores  simplecticos, de otra manera las 

lenguas de Arnold obtenidas  no corresponderán a las lenguas de tiempo continuo. 

Partiendo de las ecuaciones de Euler-Lagrange  se obtuvo la ecuacion de Hill discreta, 

las lenguas de Arnold de la ecuacion de Hill discreta  tienen un numero finito de lenguas 

(K + 1 lenguas) a diferencia de la ecuación de Hill en tiempo continuo tiene generalmente 

un número infinito de lenguas. Todas las soluciones no oscilatorias de la ecuacion de Hill 

discreta  (también en tiempo continuo)  están en la lengua 0−esima de Arnold. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1    No  se  menciona   en  este  trabajo  pero  incluso  con  disipación  la  matriz   de  monodromı́a  es 

µ−simplectica. 
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