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Abstract

Adaptive version for a typical Luemberger observer (in the sense that it is a copy
of the system plus a correction term) subjected to constant unknown disturbances
in the input using a LMI approach is proposed. Adaptive feature is necessary due to
the fact that input disturbances need to be identified. In turn, high gain technique
seems to be unsuitable when using constant adaptive gains. The developed observers
are then applied to a culture of microorganisms in a bioreactor, namely, to the model
of the continuous culture of Spirulina maxima. It is a common practice that just
the biomass (or substrate) concentration is directly measured as the output of the
process for monitoring and control purposes. Here will be showed, both by theoretical
analysis and numerical simulation, that the mentioned LMI adaptive observers offer
a realistic option of online software sensors for substrate estimation.
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Resumen

Usando LMI’s, se propone una version adaptable de un observador clasico tipo
Luemberger (en el sentido de que es una copia del sistema mds un termino de
correccion) el cual esta afectado por una perturbacion constante desconocida en la
entrada. La intencion de usar un observador adaptable es que la alta ganancia es
susceptible a perturbaciones en la entrada. Posteriormente, el observador propuesto
es implementado en el cultivo de un microorganismo (Spirulina mazima) en un
biorreactor operado en modo continuo. Es una una practica comin que solamente
este disponible la concentraciéon de biomasa (o sustrato) para mediciéon por lo que
se usa de salida del sistema con fines de monitoreo o control. Se mostrara de forma
analitica y numérica que el observador adaptable descrito ofrece una solucion realista
para censores virtuales en linea para la estimacion del sustrato.
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Capitulo 1

Introduccion

Los estados de un sistema dinamico no siempre estan disponibles, ya sea por que
se carece de la capacidad tecnologica o esta no es viable, como consecuencia, el uso
de observadores es comun en diversas aplicaciones, lo que ha llevado al desarrollo
de diferente tipos, desde el observador tipo Luemberger para sistemas lineales hasta
su adaptacion a sistemas especificos (por ejemplo alta ganancia para sistemas no
lineales), asi como también el uso de diferentes enfoques como modos deslizantes o
en este caso, las desigualdades lineales matriciales LMI’s.

En adicién a esto, se espera que los observadores entreguen una estimacion pre-
cisa de los estados reales de la planta sin importar perturbaciones que puedan surgir
o dinamicas no modeladas. En el presente trabajo, se utilizara un enfoque por medio
de LMI’s para demostrar convergencia asintética del error entre los estados estima-
dos y los reales a pesar de la presencia de una perturbacién constante en la entrada.

En la seccion 2, se explica el modelado de sistemas bioldgicos a groso modo, lo
cual permitira al lector entender el origen del modelo propuesto. En la seccién 3,
se presentard el trasfondo de observadores adaptables estaticos y de alta ganancia,
al final de la misma, se mostraran sus limitaciones. El enfoque usando LMI’s seréd
presentado en la secciéon 4 junto con su aplicacion a un sistema de tratamiento de
agua. El diseno del observador de este sistema se explica en la secciéon 5 mientras
que los resultados de simulacién seran presentados en la seccion 6.
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1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo principal

Desarrollar, con ayuda de LMI’s, un observador de estados para un biorreactor
que permita considerar dentro de su disenio una perturbacién constante en la entrada.
Esto por que el control en sistemas de este tipo suele ser en lazo abierto y consta de
una diluciéon de sustrato, en la cual se pudo haber cometido un error de medicion
antes de dar inicio a la operacién de la planta.

1.1.2. Objetivos particulares

. Revisar las propiedades de los modelos matematicos de biorreactores.

. Analisis de observadores de alta ganancia para sistemas no lineales con incer-
tidumbres: El caso de los observadores adaptables de ganancia fija.

. Estudio de antecedentes del uso de LMI,s en observadores.

. Diseno de un observador adaptable que sea capaz de rechazar una perturbacion
constante en la entrada para el modelo de un biorreactor.



Capitulo 2

Fundamentos de Biorreactores

2.1. Modelos Dinamicos

La mayoria de los modelos biolégicos dependen de leyes empiricas, pero estas
no siempre estan disponibles o no han sido validadas, por lo que es importante
identificar la confiabilidad de las leyes usadas en la construccién del modelo. El tipo
y la estructura del modelo dependen del objetivo para el cual el modelo fue hecho.
De hecho, un modelo se puede realizar con diferentes objetivos, los cuales tienen que
ser identificados desde un principio. Un modelo puede ser usado para:

- Reproducir un comportamiento observado

- Explicar un comportamiento

- Predecir la evolucién de un sistema

- Ayudar a entender los mecanismos de un sistema dado

- Estudiar variables que no pueden ser medidas

- Estimar parametros de un sistema

- Actuar en un sistema para dirigir y controlar sus variables
- Detectar una anomalia en el funcionamiento del proceso

- etcétera



4 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE BIORREACTORES

Los objetivos de modelado generalmente dan lugar a un formalismo para el di-
seno del modelo. Si queremos explicar la heterogeneidad espacial en un fermentador,
serd necesario recurrir a un modelo de pardmetros distribuidos (generalmente descri-
to por ecuaciones en derivadas parciales). Si el objetivo es mejorar la produccién de
un metabolito durante las etapas de transicidn, sera necesario representar la dinami-
ca del sistema. De la misma manera, las herramientas que queramos utilizar para
lograr el objetivo, nos guiaran en la eleccién del tipo de modelo (continuo / discreto,
determinista / estocdstico, etc.). Por otra parte, dentro de los limites de estos obje-
tivos, el modelo también tiene que ser adaptado a los datos disponibles. De hecho,
un modelo complejo que implica un gran nimero de parametros, requerira de una
gran cantidad de datos a ser identificados y validados.

Por 1ltimo, teniendo en cuenta la falta de leyes validadas en la biologia, la etapa
clave del modelado es la validacién del modelo. De hecho, es fundamental que seamos
capaces de mostrar, sobre la base de datos experimentales, que el modelo logra
correctamente los objetivos asignados; se invita al lector a consultar [27] para una
profunda reflexién sobre el modelado.

2.2. Microorganismos y sus usos

La fermentacion microbiana es un proceso en el cual una poblacién de microorga-
nismos se cultivan utilizando ciertos elementos nutritivos en condiciones favorables
(como luz, temperatura, pH, etc). Esto corresponde esquemadticamente a la trans-
formacion de sustancias en productos, resultantes de la actividad metabdlica de las
células. Los componentes principales de la reaccion son:

- S; Sustratos: Son el alimento del microorganismo, usualmente contienen fuen-
tes de carbén como la glucosa, etanol, etc. y algunas beses nitrogeno (N O3, N Hy,
etc.) y fésforo (POy,etc.).

- X, Biomasa microbiana. Algunos modelos utilizan la biomasa y otros la den-
sidad de biomasa por unidad de volumen.

- P, Productos finales: por ejemplo: aceites, queso y cerveza en el caso de alimen-
tos agrios; solventes, encimas y aminoécidos en el caso de quimicos; antibidtico,
hormonas y vitaminas en el caso de medicinas; etanol y biogas para el caso de
energia.
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Cada tipo de microorganismo tiene caracteristicas relacionadas con su herencia
genética y su sistema regulatorio por lo que la fermentacién pude tener varios usos,
como:

- Crecimiento microbiano: Lo que interesa es el microorganismo, como ejemplo
tenemos la levadura.

- Produccion metabdlica: La atencion se centra en un producto del microorga-
nismo, como el etanol o la penicilina.

- Consumo de sustrato: El objetivo aqui es procesar una sustancia, como ejemplo
se encuentra el tratamiento de aguas.

- Estudio fenomenoldgico: se enfoca en el comportamiento de un microorganis-
mo.

La mayoria de los procesos biotecnoldgicos desarrollados a nivel industrial, usan
cultivos microbianos que estan constituidos por una sola especie de microorganismo
para la sintesis de un producto bien definido (cultivo puro). Sin embargo, en ciertos
casos, se pueden hacer crecer varias especies simultaneamente, pero esto solo es
posible si no son demasiado competitivas.

2.3. Tipos de Biorreactores

2.3.1. Modelizacion matematica

Desde el punto de vista de la modelizacion matematica, los reactores biolégicos
se pueden dividir en dos clases principales:

- Reactores de tanque agitado o STR de sus siglas en ingles (stirred tank reac-
tors). Estos se caracterizan por que el medio donde ocurre la reaccién es ho-
mogéneo y la reaccion es descrita por ecuaciones diferenciales ordinarias.

- Reactores con un gradiente de concentracién espacial, donde la reaccion es
descrita por ecuaciones en derivadas parciales.
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2.3.2. Modos de operaciéon

Los modos de operacion de los biorreactores se caracterizan generalmente por
los intercambios de liquido, es decir, por el tipo de suministro de sustrato aplicado
al reactor. Se pueden distinguir tres modos principales:

- Modo discontinuo (o por lote) Todos los elementos nutritivos necesarios para
el crecimiento bioldgico se introducen en el comienzo de la reaccion. Ni adicion
o remocion se llevan a cabo. La reaccién tiene lugar a volumen constante. Las
unicas acciones posibles del operador se refieren especificamente a las variables
ambientales como el pH, la temperatura o la velocidad de agitacion. Se requiere
pocos recursos para su implementacién, garantiza la pureza del producto, Una
desventaja es que casi no hay medios de control que hagan posible operar el
fermentador para optimizar el uso de los microorganismos. También adolece
de una desventaja importante: el suministro inicial de una alta cantidad de
sustrato en general inhibe el crecimiento de microorganismos que lo consumen,
lo que resulta en un retraso.

- Modo semi-continuo (o lote realimentado) En este modelo se agrega varios
elementos nutritivos conforme los necesite el microorganismo. El producto es
extraido en intervalos y se recomienda cuando es peligroso liberar materia
toxica residual, tiene la ventaja que se puede evitar la inhibicion del crecimiento
debido a altas concentraciones de sustrato.

- Modo continuo (o chemostat) Es el méds ampliamente usado en el tratamiento
de aguas, el proceso continuo trabaja en estado estable para las condiciones
de suministro fijos. Generalmente opera en lazo abierto y se puede usar para
estudiar los fenémenos transitorios. Ademas, se pueden obtener producciones
significativas en reactores de tamano pequeno.
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Discontinuo Semi-continuo Continuo

Figura 2.1: Modos de operacion de biorreactores

2.4. Modelado por balance de masa

El modelado de sistemas biolégicos es una tarea delicada porque no hay leyes
que caracterizan la evolucién de los microorganismos. Sin embargo, estos sistemas,
al igual que todos los sistemas fisicos, deben cumplir con normas, tales como la
conservacion de la masa, la electroneutralidad de soluciones, etc.

2.4.1. Esquema de reaccién

A nivel macroscépico, el esquema de reaccion de un proceso bioquimico des-
cribe el conjunto de las principales reacciones bioldgicas y quimicas. Adoptaremos
el formalismo de [5] que es similar a la de la quimica, simplemente definiendo la
transformacién de dos reactivos A y B en un producto C en la forma siguiente:

A+B —C

Por convencién, a diferencia de la quimica, no se consideran los coeficientes es-
tequiométricos en estas reacciones. En general la velocidad de reaccién corresponde
a la tasa de crecimiento de la biomasa implicita.

Las principales reacciones de transformacién de la masa en un bioproceso son los
siguientes:

- crecimiento de los microorganismos y la biosintesis.

Si+ 48— X+P+-+R
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- sintesis de un producto a través de metabolismo primario.
Sl+"'+Sq—>P1+"'+PZ

En este caso, la fabricacién de productos no es dependiente del crecimien-
to bacteriano, sino que generalmente depende de las enzimas producidas por
microorganismo.

- Mortandad.
X — Xy

donde, X, corresponde a una biomasa muerta (mientras que X es la biomasa
viva).

Sin embargo, esta ecuacién solamente puede ser completada por la adicién de la
velocidad de reaccién y coeficientes estequiométricos a ella. Es por ello que se va a
preferir expresar el esquema de reacciéon en una forma més completa:

kaA+ kB 5 keC + X

Donde ¢ es la velocidad de reaccion, en este caso corresponde a la tasa de for-
macién de biomasa. El ritmo de consumo de A es k4, el de B es kg mientras que el
ritmo de produccién de C es kc. Entonces la tasa de produccién de C es K¢, y las
tasas de consumo de A y B son ky, y kp, respectivamente.

La eleccion del nimero de reacciones a tener en cuenta y los componentes que
intervienen en estas reacciones es muy importante para el modelado. Se lleva a
cabo basada en el conocimiento que tenemos sobre el proceso y las mediciones que
podemos realizar. El esquema de reacciéon condicionard la estructura del modelo.
Por lo tanto tienen que ser elegidos con cautela, teniendo en cuenta los objetivos
del modelo y de la precisién que se espera. El nimero requerido de reacciones y el
esquema de reaccion puede ser determinada directamente a partir de un conjunto
de datos experimentales [7, 6]. Se considera que el esquema de reaccién resume la
distribucion de la masa y fluye entre varias reacciones que intervienen en el proceso,
y que los coeficientes de rendimiento son constantes. A continuacién se muestra un
ejemplo de [10] para aterrizar estas ideas.

2.4.2. Ejemplo

Se va a considerar un ejemplo con digestiéon anaerdbica. Este proceso de trata-
miento de aguas residuales utiliza bacterias anaerdbicas para degradar la materia
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orgénica (.S7). De hecho, es un proceso muy complejo, en el que un gran nimero de
poblaciones bacterianas intervienen [26, 11]. Si el objetivo es el control de este ecosis-
tema, necesitaremos un modelo relativamente simple. También vamos a limitarnos
a considerar dos poblaciones bacterianas. Por lo tanto, se supone que la dinamica
del sistema se pueden resumir en dos principales etapas:

- etapa de acidogénesis (velocidad de reaccion rq(-)), durante el cual el sustrato
S1 es degradado por bacterias acidogénicas (X7) y se transforma en acidos
grasos voldtiles (S2) y en COs:

k151 M X1+ kaSs + kyCOq

- etapa de metanogénesis (velocidad de reaccién r5(+)), donde los dcidos grasos
volatiles (VFA por sus siglas en ingles volatile fatty acids) son degradado en
CH, y CO, por bacterias metanogénicas (Xs).

ksSy Y X 4 keCO,y + kgCH,

Las constantes ky, ko v k4 representan los coeficientes estequiométricos asociados
con el consumo del sustrato Sy, la produccion de VFA y C'O, respectivamente en
la etapa de acidogénesis. k3, ks v kg representan los coeficientes estequiométricos
asociados a el consumo de VFA y la produccién de COy y C'H, durante la etapa de
metanogénesis.

Cabe senalar que este esquema de reacciéon no tiene ninguna realidad bioldgica
ya que las biomasas X; y X, representan una flora de diferentes especies. Lo mismo
sucede para los sustratos S7 y Sa que retinen un grupo de compuestos heterogéneos.
Hay muchos modelos para estos procesos que se pueden consultar en [17, 26, 24]
para mas detalles.

2.5. Cinematica

2.5.1. Restricciones matematicas
Positividad de las variables

A priori, sabemos que existen un cierto nimero de limitaciones fisicas que el
modelo debe respetar: las variables deben permanecer positivas y son acotadas si las
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entradas de masa al biorreactor lo son. Estas limitaciones fisicas impondran restric-
ciones a la estructura de r;(-). Algunas cantidades tienen que permanecer entre dos
limites conocidos. A continuacion se presenta una condicién para garantizar que el
modelo conserva esta propiedad.

Propiedad 1

d
Para cada variable de estado &;, el campo d_i en el eje & = 0 debe de apuntar

hacia la parte aceptable del espacio, en otras palabras, la variable £ € [Lypin, Limaz]
debe de cumplir:

d
§
= Limaa — <
§ = 0

Propiedad 2

La segunda limitaciéon importante que tendrd que respetar la cinética de bio-
quimicos se relaciona con el esquema de reaccién. La reaccién no puede tener lugar
si falta uno de los reactivos necesarios para la reaccion considerada. Esto se explica
en la siguiente propiedad

Si & es un reactivo de la reaccién 7, entonces §; puede ser factorizada en r;.

Ti(ga U) = 6]’”2']'(57 U)

Por lo que se puede verificar §; = 0 = r;({,u) = 0.

De la misma manera, para las reacciones asociadas con una biomasa X, tam-
bién vamos a tener la misma propiedad. Por lo tanto, se escribird una reaccién de
crecimiento

ri(§su) = (&, u) X

El termino u; es llamado tasa de crecimiento especifico.
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2.5.2. Tasa de crecimiento especifico

La tasa de crecimiento especifico depende fuertemente de las condiciones de
operacion y el medio reactivo. La expresion mas utilizada es el modelo empirico de
Monod [25]. que, para describir el crecimiento bacteriano, se utiliza la ley introducida
al comienzo del siglo 20 por Michaélis Menten para la cinética enzimatica.

_5
Kg+ S

Esta expresion, donde ji,q, es la tasa de crecimiento especifico maximo (1/h)
y K la constante de saturacién media (g/l), nos permite describir el fenémeno de
crecimiento limitado par la falta de sustrato y la ruptura completa cuando el sus-
trato ya no esta disponible. Tengamos en cuenta que las analogias con la cinética

enzimatica se han utilizado a menudo para determinar un modelo de crecimiento
(12, 30].

H = Umaz

Ademas, los fendmenos de inhibicién debido al exceso de sustrato se modelan
generalmente por la expresion de Haldane, introducido para el caso de las reacciones
enzimaticas, y retomado por Andrews [1] para el caso de reacciones bioldgicas:

S
S Kz

donde Kj es la constante de inhibicién (g/1).

Cabe senalar que se han establecido muchas otras relaciones algebraicas para
describir éstas restricciones o fenémenos de inhibicién, pero su uso sigue siendo
marginal. De igual manera, algunos modelos tienen en cuenta la influencia de la
concentraciéon de microorganismos, co-metabolitos, temperatura, pH.(ver [9, 4, 31]
para més ejemplos).

El caso del oxigeno es un poco diferente. De hecho, en el caso de procesos que
funcionan en un ambiente aerdbico, el oxigeno corresponde a un co-sustrato de la
reaccién, y por lo tanto puede ser tratado como tal, es decir, interviene en la forma
de un término tipo Monod en la expresion de tasa de crecimiento especifico, lo que
conduce a la siguiente expresion:

e (755) (w005 03)
U= Hmaa \ 7075 ) \ Ko, + Os
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Con concentracién de oxigeno disuelto 0y (g/1) y Ko, la constante de saturacién
media para el oxigeno (g/l). Sin embargo, esta expresién se omite a menudo bajo la
suposicion de que el reactor esta suficientemente aireado por lo que Ko, es demasiado
pequeno en comparacion de la concentracion de oxigeno disuelto presente en el
reactor en circunstancias normales.
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Resultados Preliminares

3.1. Observadores de Alta Ganancia

3.1.1. Caso lineal
Considere el sistema lineal (3.1).
T=A%+bu, y=ci (3.1)

El cual se considera observable, por lo que es posible llevarlo a su forma de obser-
vabilidad (3.2).

T = Agpz + bu, Y = Co (3.2)
0 1 0 0 |
0 0 0
A= | 01 e ol e=[10 - 0]
0 0 0 1
—ar —Qz - —Qp-1 —0n

donde a; son los coeficientes del polinomio caracteristico de A, esto es:

det(s] —A) = 8" + a,s" ' + -+ azs + a;
(3.2) Se puede expresar como en (3.3).

& = Aox + byg(x) + bu, Y = Cok (3.3)

13
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[0 1 0 0] [0 ]
0 0 0 0 0
Ag=| ¢t o bt bo= ||, Y@= —01T1—0Ta—"—Up 1Ty 1—AnTy
0 0 0 1 0
[ 00 0 0| 1]

Note que (3.3) es una cadena de integradores con un termino de perturbacién en
la ultima ecuacion. Por este motivo, un caso mas general sera analizado, un sistema
como el (3.3) pero en lugar de g(x) se tendra una perturbacién aditiva acotada v(t)
(ver ecuacién (3.4)).

T = A,x + bou(t) + bu, Y = Co (3.4)

El observador propuesto esta en (3.5).

T = Ayt 4+ O(r)lc, (& — ) + bu (3.5)
[+ 0 0 0 | ]
0 72 0 0 ly
o(r)=1|: + .+ |, =] 1 |, r>0
0 0 =l L1
[0 0 0 | L

El error de observacion e = & — x satisface:

é= (A, +0(r)lc,)e — byu(t) (3.6)
I 0 0]
721y 0 00
Ao +O(r)le, = s A (3.7)
Tnfll(n_l) 0 0 1
M, 0 - 000
Note que el polinomio caracteristico de (A4, + O(r)lc,) es:

det(sI — A, — O(r)lc,) = 8" —rlys" 1 — - — r(”_l)l(n,l)s —7r"l,

Supongase que los valores propios de (4, + lc,) son:
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MA, +1cy) = ag, o, ...

Entonces los valores propios de (A, + O(r)lc¢,) son:

AMA, + ley) = rag, rag, ..., ray,

Un ejemplo de eso se puede ver en (3.8) para el caso n = 3.

(s +ray)(s+rag)(s+ras) =
(s + (o1 + aa)rs + ragas) (s + raz) = (3.8)

§% 4 (o) + g + az)rs® + (ar1an + (a1 + ag)as)r?s + ajapasr®

Si [ es escogida de forma tal que (A, +lc,) sea Hurwitz, entonces (A, + ©(r)lc,)
también sera Hurwitz para toda r > 0. Si se incrementa la ganancia r los valores

propios de una matriz Hurwitz (A4, + lc,) serdan movidos méas hacia el semiplano
izquierdo.

Si realizamos un cambio de variable (con ¢ > 0).

— Qpﬂ -
10 0 "
) 0 r2 0 €2
(=vYO(r)e=v ) . e = 2
o 0 0 ¢ 6
e
. T‘ -
se obtiene:
(= 9O(r) (A + O(r)le,)yy ' O¢ — 1O~ byv(t)
note que:

O(r)'A,0(r) =14,
C,0(r) =rC,
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por lo que:

¢ =1(Ay+ O(r)le,) — YO bu(t)

Dado que (A4, + O(r)lc,) es Hurwitz, entonces para cualquier matriz simétrica
positiva definida @ = Q7 > 0 existe una matriz simétrica definida positiva P =
PT > 0 que es solucién la ecuacién algebraica de Lyapunov (3.9).

(A, +lco)' P+ P(A, +lc,) = —Q (3.9)

Para la funcién candidata de Lyapunov:

V(¢) =¢"Pg,

cuya derivada a lo largo de las soluciones del error de estimacion es:

V(C) = 1¢" [(Ag + 1co)" P + P(Ay + )] ¢ — 20" PO bou(1)
y
V(¢) = —r¢"Q¢ — 2¢T PO "b,u(t)

Se supondra que la perturbacién es acotada, esto es:

[0 < veo, V> 1o

Como resultado (suponiendo r > 1) se obtiene:

Vie) € = Amin( @IS + 20X a0 (P)[IC]r 000

i3
: )\max P -n
Vio < =V + 21#47" Voo v/ Vi)
donde:
7T X (P)

Introduciendo la funciéon W = /V(() se sigue que:
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- / 1 Az (P
Usando el principio de comparacion
! A P) 2 ! (
——ry(t—t -n ——ry(t—t
W=<e 2 ~( O)W(to) +o max( ) (7” )Uoo ) Y(t—to)

Pero recuerde que W = vV = \/¢TPC > \/Apmin(P)|[¢]| como consecuencia de
esto Wiy =/ Vi) < V Amax(P)][Co |, Por lo que:

1

——ry(t—to) 202 .
[C]] < cpe 2 [Ceoll + =27 Voo, VE >t
Ty
A’I"I’LG,I P
donde ¢, = )\—((fm)

Mientras que para la variable de error original, (( = ¥©(r)~'e) se obtienen las
siguientes desigualdades.

1
le® < wegiel

—=ry(t—to

)1 2¢2 .
< e 2 —tleg || + v —Lr "V
r ry

En consecuencia se tiene que:

1

——ry(t—t, 2¢2
lell < cpe 27"

)
el + =2 Voo, VE >ty
Yy

Este resultado implica que la velocidad de convergencia del error de observacién
se incrementa al incrementar r, también el efecto de la perturbacion V(;) es atenuado
al incrementar la ganancia r. Finalmente, la cota del error inicial (cuando t — )
también crece con r, a esto se le conoce como Peaking Phenomenon!.
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3.1.2. Caso No lineal

Ahora considere el sistema no lineal con una sola salida afin a la entrada conocida
expresado de la forma siguiente,

t = f(x)+g(z)u (3.10)

reR"ueRyeR

Suponga que:
= El mapeo de observabilidad de orden n — 1, cuando u =0
[ h(z)

Lih(x)
Ony(z) = | LHh(2)

L}‘_lh(x) |

e es un diffeomorphismo global.

e es globalmente Lipschitz.

» Fl sistema es globalmente observable para cualquier entrada (uniformemente
observable) lo que es una propiedad bastante fuerte para sistemas no lineales.

Gauthier mostré en [14, 15] que la transformacion:
§=T(x) = Opa()
lleva el sistema a la forma

é = Aof—l—@(g?u)

= Cog
Donde:
- ] o1(&1,u)
00 "~ 00 ©2(&1, &, 1)
AO - ) @(57“) = @3(5175‘27637“) ,
00 --- 0 1 :
00 -~ 0 0] L e
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Si (&, u) es globalmente Lipschitz y el sistema (3.10) es uniformemente obser-
vable, entonces el observador (3.11) converge exponencialmente cuando (Ao + lc,)
es Hurwitz, si r es lo suficientemente grande. La velocidad de convergencia es pro-
porcional a r. También, la demostracién de esto es similar a la anterior.

€ = A+ gl u) +O(ic(E — ) (3.11)
o= 0,1
El error de estimacion es:
é= (A, +0(r)lc,)e — v(t) (3.12)

donde
v(t) = p(§ +e,u) — (& u)

Para la variable de error transformada ({ = ¥O(r)e).

(= L(A, +lc,)¢ — O~ u(t)
La derivada de la funcién tipo Lyapunov V(¢) = (T P( es:

V(¢) = —r¢"Q¢ — 20¢TPO — (r) w(t)

Recuerde que se supuso que cada componente del vector p(£, u) es globalmente
Lipschitz, uniformemente observable, esto es, para cada i = 1,2,...,n existe una
constante positiva k;, independiente de (£, u), tal que para toda &, z se cumple:

(61 + 21, &+ 2zi) — i€, &y u))| SkiH[Zl ez 0 O]H

En adicién a esto, los componentes de ¥O(r)  [p(¢ + ¥710(r)¢, u) — o(&,u)]
satisfacen:

i

@(51—’_%7 7§Z+2_7u) _@1(517 761)

Y

hd <
,rl

b
ri

e G o G0 0]

Para r > 1, y con la norma Euclideana se obtiene:
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¥

ri

vrem G e oo o] = 5

2 2
R
< G+ G=lla - GO

Esto significa que:

l6O0) v | < KIC b= méx (ki)

Como consecuencia se obtiene:

V(C) = _TCTQ<_2¢<TP®(;§U(75) < _[T)‘mm(Q>_2k)‘maw(P)] ||C||2 < —<7’7_2k)v(§)

donde:

)\ma:c(P)
Usando el principio de comparacion se obtiene:

V) <e (T%>v(tt0)V(go)

2
Lo que significa que escogiendo r > ry = — garantiza estabilidad asimptotica,

lo cual siempre es posible ya que P, ), y k son independiente de r, de aqui se sigue:

Amin(PICIE < Vigy < =00 (PG

4

— 2 (T‘—T‘()) (t—to

)
€I < e 2 1€l

Al



3.2. OBSERVADOR ADAPTATIVO ESTATICO 21

)\max(P>
Para la variable de error original ¢ = ¢0(r) e se tiene:

donde ¢, =

7 (Tfro)(tfto)

lell < cpe 2 " e |

Como en el resultado anterior, esto implica que la velocidad de convergencia
del error de observacion se incrementa al incrementar la ganancia r, es mas, los
efectos de la perturbacién del sistema (&, u) son superados con una ganancia lo
suficientemente grande (r > r(). Finalmente, los limites del error inicial (cuando
t — tp) también se incrementa con 7, este es conocido como Peaking Phenomenon!.

3.2. Observador Adaptativo Estdtico

Se utiliza el termino estdtico para resalta el hecho de que las ganancias del
observador son constantes, ya que existen metodologias donde estas ganancias varian
con el tiempo.

3.2.1. Caso lineal
Considere el sistema lineal (3.13).
& = Ax + bu + pd, Yy =cx (3.13)

Donde z,b,p € R™ son vectores columna, mientras que y,u,0 son una salida escalar,
entrada escalar y un parametro de perturbacién constante. El par (A, ¢) es detectable
y existe un vector columna de ganancias [ € R” tales que:

A+le

es Hurwitz.
Un observador adaptativo esta dado por la expresion siguiente,

T =[A+1ci+lcx +bu+pp, e:=i—u, (3.14)
¢ = —ce.

Como consecuencia, el error e tiene la dindmica (3.15)

é = [A+lcle + pe, e=¢—20 (3.15)
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Pero recuerde que 0 es constante, por lo que:

é=¢
Note que (3.15) tiene la forma de un sistema lineal, donde € juega el papel de
senal de control, también podemos suponer que existe una senal de salida y. = c,e,
dondec, =[1 --- 0 ]. El vector de ganancias [ se puede elegir de tal forma que la
matriz [A+ lc| sea Hurwitz, pero se requiere verificar que (3.15) sea asintoticamente
estable. Para lo cual se propone la siguiente funcién definida positiva,
1

1
Vi = 562 + 5eTPe (3.16)

Donde P es la solucién de la ecuacion de Lyapunov:

PA+I]+[A+1"P=-Q, P=P">0 & Q=Q">0

Lo que significa que:

d 1
% = <§> el [[A+ZC]TP+P[A+ZC] e + el Ppe + ée

lo anterior implica que

avi

7 < (€7 Pp + é|e = [T Pp + d]e = [T Pp — cele, Ve # 0.

Si Pp = ¢!, entonces la derivada respecto del tiempo de V; seria definida ne-
gativa. En adicién a esto, (3.16) seria una funcién de Lyapunov, por lo que usando
el teorema de LaSalle, se podria mostrar que ¢ — ¢ con forme t — oo de la si-
guiente manera: ¢ = [A 4 lc]e|e—g +pe = pe = e =0=5—¢ =0= ¢ = .
Como consecuencia, las ganancias [ deben ser restringidas de tal forma que (3.17)
se mantenga.

[A+1)"P+ P[A+ic=-Q. Pp=C" (3.17)

Debido al hecho de que solamente P esta restringida, es posible extender la biisqueda
de [ de la siguiente forma:

[A+1c"P+ P[A+1c <0, Pp=CT (3.18)

Esto es una variacion del lema de Kalman Kalman- Yakubovich-Popov.
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Teorema 1 (Kalman-Yakubovich-Popov) Considere una matriz de funcion de
transferencia G(s) = c(sI — A)7™*b + D de dimension p x p, donde el par (A, B)
es controlable y el par (A, c) es observable. Entonces G(s) es estrictamente positiva
real (SPR de sus siglas en ingles) si y solo si existen P = PT >0, L y W, y una
constante positiva & tales que:

PA+ATP=—-L"L —¢P
Pb=c"— LW (3.19)
WIW =D+ D"

Para ver su demostracion consulte [18].

Regresando a (3.15), se puede apreciar que D = 0, por lo que W = 0. Es més,
se puede suponer que existe una matriz Q = Q7 > 0 € R™" > LTL + ¢P de forma
tal que (3.19) se puede reescribir como (3.18).

Por otra parte, un sistema EPR debe satisfacer:
Re{c(jwl — A—1c)"'b} >0, Vw € (—o0,00) (3.20)

R. Marino y P. Tommei en [23] proponen una forma de escoger [ para un tipo espe-
cifico de sistemas de tal forma que la condicién (3.20) se mantiene. Esto se discutira
mas adelante.

Debido al hecho de que ¢(t) es un termino adaptable, (3.14) es un observador
adaptable.

3.2.2. Caso No lineal

Consideraremos sistemas no lineales con una salida con un parametro constante
desconocido (3.21).

i = f(x)—l—g(x,u)—l—Zf:l 0iqi(z, u)
M (3.21)

Donde z € R, u € R™, 0 = [0,...,0,]7 € R?, y € R, f(0) = 0, h(0) = 0,
g(z,0) = 0, Vo € R™. Nos restringiremos a sistemas que son transformables por
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difeomorfismos d-independientes en un sistema observable lineal con términos de
inyeccion de salida dependientes de 9.

Z = Aoz + ’V(y, U,) _'_pﬁT(ya u7 t)e (3 22)
= CyZ '
con:

[0 1 07 (. )

71 yau

00 0 Y(y, u)

Ao = v B I 1y, u) = : ’

0 0 0 1 '

n 7u

00 0 0 Vuly, u)

=10 0]

Donde z € R", u € R™, 6 = [0y,...,0,]" € R?, y € R, 7 es una funcién suave
que mapea R x R™ — R™ | p = [py,...,p,]T € R™ es un vector con p; > 0 tal que
el polinomio b;s" ™' + -+ 4+ b, es Hurwitz, 8 es una funcion continua que mapea
de R x R™ x RT — RP. Para ver que condiciones son necesarias para transformar
un sistema de (3.21) a (3.22), la cual es llamada forma observador adaptable, vea [23].

Dado un sistema de la forma observador adaptable (3.22), si f(y,u,t) es unifor-
memente acotada para toda (y,u) acotada, entonces el sistema (3.23) es un obser-
vador adaptable global para (3.22),donde & € R™, 5 € RP , I' es una matriz definida
positiva y [ = [ly,...,1,]7 esta dado por (3.24) (ver [21]).

o= (Aot leafi +(y,u) + pBT(y,u, )0 — ly (3.2
¢ = Fﬁ(y, U, t)(y — Co)
1
I = —(Aop+ Ap) (3.24)
p1
donde A es un numero arbitrario positivo real.
La ecuacién de error es:
¢ = [Aotlcletp8Tyutle, e=¢-0 3.25)
¢ = _Fﬁ(yau7t)coe .

Debido a la restriccién sobre p y por virtud de (3.24) es posible escribir

pi(s" + k" Ey) = (s A)(pis" A+ )
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lo que significa que

Co(sI — Ay — le))"'b = SZ_”:A (3.26)

Esto por que hay n — 1 cancelaciones de polos y ceros. La matriz [A, + lc,] es
Hurwitz por que A > 0 y por la suposicién de que el polinomio (p;s™ + - -+ p,) es
Hurwitz. Es mas, la tripleta ([A,+1c,], p, ¢,) satisface (3.20) y como consecuencia, se
puede aplicar (3.18). La demostracién de esta proposicién es una aplicacién directa
del teorema B.2.2 de [23, p. 366] con B(y,u,t) considerada como vy I' = A.

3.3. Problematica

Hasta el momento tenemos que un observador de alta ganancia o HG (de sus
siglas en ingles) nos permite atenuar los efectos de perturbaciones en los estados
tales como las dindmicas no modeladas o los términos de alto orden de una lineali-
zacion por series de Taylor, esto nos sugiere que podemos utilizar un observador HG
con un termino de adaptacién para lidiar con una perturbacién constante, ya que
podriamos aplicar una transformacion al sistema de tal modo que obtengamos una
forma observador adaptable, més una perturbacion en los estados. De esta forma
la alta ganancia lidiaria con la perturbacion en los estados mientras que la parte
adaptable lidiaria con la perturbacién constante.

Considere el sistema:

i = Azx+ f(z,u,t) +pb"(y,u,t)o

Yy = T, C,= [ 10 --- 0] (3.27)
0 1 --- 0 07
. 01
00 -~ 0 0 5 n
oo --- 0 1 5 Dn
_O 0o --- 0 O_ q

Donde f(z,u,t) depende de x de una forma triangular estricta o STF de sus
siglas en ingles (Strictly Triangular Form).

Trataremos de unir los conceptos anteriormente mencionados. Primero suponga
que p es tal que p; > 0, y p18" 1+ -+ + pp_15 + p, es un polinomio Hurwitz, lo
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cual es bastante restrictivo para el caso de los sistemas de tratamiento de agua. En
este caso, usando el enfoque de Marino-Tomei, se tiene que existene Q = Q7 >0y
P = PT > 0 tales que escogiendo ganancias

1
l=—(Ap+ \p)

b1

donde A\ es un numero arbitrario positivo real, se cumple
[A+ 1P+ P[A+1d=-Q <0, Pp=c"

El problema crucial es como usar esta propiedad en conjunto con HG, donde se usan
ganancias O(r) con r > 0 grande. Recuerde que O(r) = diag{r,r?, --- ,r"}.
Se utilizara la siguiente notacién:

O(r) = diag{l,rt,--- r"1} A(r) = [A+7rO(r)ld]
P(r) = O(r)1POe(r)™! O(r)'A(r)O(r) = r[A+Iq

De aqui se obtiene:

A(M)TP(r) + P(r)A(r) = A(r)TO(r) 1 PO(r)~t + O(r) 1 PO(r) 1 A(r) =
O(r)HO(r)A(r)O(r) P + PO(r)LA(r)O(r)|0(r)~! =

O(r) Hr[A+ 1T P+ PrlA+1c]]O(r)~t = —rO(r)"1QO(r) !

Esto atenuaria la influencia de los terminos STF, pero la parte adaptable requiere
que la matriz P(r) satisfaga:

P(r)p=c" < PO(r) 'p=0(r)c"

Como ¢ = [ 10 --- 0 } se puede ver que O(r)c! = ¢TI por lo que se necesitaria
que:

PO(r)'p=0()c" < P[p rlpp - p, =10 -+ 0]

Pero recuerde que inicialmente se habia escogido P de forma tal que se cumpliera
Pp = ¢, 1o cual puede ser facilmente contradictorio.
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Se puede tratar de resolver esto de la siguiente manera. Note que p; > 0y
p18" L4 -+ pp_15 + pp es un polinomio Hurwitz si y solo si p; > 0y p1s™ ! +
Pars™ 2 4 - 4 Ppo 17 25 + p,r™ ! es un polinomio Hurwitz para toda r > 0. De
hecho se cumple que

prs" A par T T pp it s T =

[p1(sT)" " 4 pa(rs)" 2 + - + puoa(rs) + por' "

Por lo que las raices del segundo polinomio son las mismas que del primero pero
multiplicadas por r > 0. Ahora considere que escogemos ganancias de la siguiente
manera:

1
"= . (A@(r)_lp + r_lx\@(r)_lp)
1

Donde A es cualquier numero positivo real. Entonces existen matrices simétricas
definidas positivas P, y @), tales que:

[A+1I"d"P, + PJA+ 1) = -Q, <0

PO p=c <P [p rilp - rlfnpn]T:“ 0 ... O}T

Con dicha seleccién se cumple:

pi(s"HUs" T+ ) = (sHrTIA) (s T+ per—18"T 4 prt T

= ((s) + N)(i(rs)" " + pa(rs)" 2+ +pu)r "
Esto significa que:

I=hr ™t I=lLr2. . 00 =0r"

(3.28)
pr(s" 08T e ) = (54 0) (s A 4 )

Esto demuestra que podemos asignar ganancias [ para cualquier r > 0 y la
condiciéon SPR se conserva, pero estas ganancias se vuelven pequenas con r grande, lo
que contrarresta el uso de HG por lo que regresamos a ganancias normales [y, ..., [,.
En otras palabras, no es posible combinar de forma directa alta ganancia con un
observador estdtico adaptable, [8].
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3.4. Precedentes del uso de LMI en Observadores

Varios fundamentos de teoria de control se pueden expresar como una desigual-
dad matricial lineal (ver [3]), Para el caso de observadores también se han desarro-
llado trabajos donde se requiere que una LMI tenga solucién para garantizar que
la dindmica de los errores converja a cero, el ejemplo mas facil de visualizar es la
ecuaciéon de Lyapunov.

Estos procedimientos se han extendido para diversas problematicas, por ejem-
plo, en [16] se diseno un observador robusto para controlar un motor de induccién
sin sensores basado en una ecuacion diferencial linealizada y una LMI. La ecuacion
dindmica del motor esta formulada en una forma muy especial de clases de sistemas
no lineales que son lineales en feed forward y no lineales en feedback. Las condicio-
nes de estabilidad y las ganancias del observador se obtienen resolviendo la LMI
correspondiente. En [32] se usa un observador adaptativo que se basa en la meto-
dologia para la deteccion de fallas y se implementa en el control de posicion de un
satélite. En [29] se propone una técnica de LMI para diseniar un observador para
sistemas no lineales Lipschitz. El disefio ofrece mayor niimero de grados de libertad
en comparaciéon de la estructura clasica de ganancias estaticas. Otro observador di-
sennado en base a LMI s para una clase de sistemas dindmicos no lineales Lipschitz
se puede encontrar en [34]. Donde el teorema de valor medio para derivadas permite
que los errores no lineales de la dindmica sean transformados a un sistema lineal de
parametros variables. Los autores introducen una condicién general tipo Lipschitz
en la matriz Jacobiana para el sistema diferenciable. Para asegurar convergencia
asimptotica del error entre los estados reales y estimados, se expresan condiciones
suficientes en forma de LMI’s. Sin embargo, para valores grandes de la constante
de Lipschitz, las condiciones de estabilidad se pueden volver inviables.

En cuanto a sistemas con perturbaciones podemos encontrar diversos trabajos,
por ejemplo en [28] se consideran perturbaciones tanto en los pardmetros para cierto
tipo de sistemas asi como perturbacién en las ganancias, como resultado se llega que
si es posible resolver una LMI, entonces la dindmica del error es asimptéticamente
estable. Por otra parte, tenemos a [19] donde se proponen sistemas lineales con una
matriz de perturbacién variante en el tiempo que afecta a los estados y un vector
que también es variante en el tiempo pero que afecta a la salida, al igual que en el
articulo anterior se requiere resolver una LMI para encontrar las ganancias del ob-
servador y del control. Otro trabajo donde se tratan sistemas lineales de este tipo es
[33] donde se utiliza un observador para un sistema con entrada desconocida con el
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objetivo de detectar fallas, en este trabajo se consideran perturbaciones externas asi
como internas. Siguiendo con esta clase de observadores (de entrada desconocida),
tenemos a [22] que comienza con el caso lineal donde consideran perturbaciones e in-
certidumbres y posteriormente se extienden a sistemas no lineales donde su funcion
no lineal satisface la condicion de Lipschitz, finalmente se muestran resultados expe-
rimentales aplicando el observador desarrollado a un eslabén de un brazo robdtico.
En cuanto a aplicaciones tenemos a [20] donde se desarrolla un observador para
estimar perfiles de altas temperaturas presentes en los componentes de vehiculos
espaciales, el modelo es cuasi lineal y aunque en realidad es un sistema de parame-
tros distribuidos se considera un numero finito de estados correspondientes a un
numero de puntos finitos donde interesa conocer la temperatura, nuevamente se re-
curre a la suposicién de que existe solucion de una LMI para demostrar convergencia.

Como se pudo apreciar, el uso de LMI es ampliamente usado, sobre todo en
conjunto con una funciéon de Lyapunov ya que ayuda a expresar condiciones de
convergencia, pero recuerde que cualquier condicién obtenida de esta forma se vuelve
solamente suficiente ya que el no encontrar solucion de la LMI no significa que no
exista.
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Capitulo 4
Enfoque usando LMI

En este capitulo se presenta la contribucién principal de este trabajo. La moti-
vacion es encontrar una extension adecuada de observadores adaptables para el caso
de sistemas no lineales donde la ganancia de la ley de adaptacion sea constante.
Como se menciond anteriormente este problema ya ha sido abordado en la literatu-
ra, sin embargo las soluciones encontradas son parciales en el sentido que requieren
condiciones que son dificiles de satisfacer como en el caso de Marino y Tomei. A
continuacion se presenta un resultado que permite disenar observadores adaptables
para una clase de sistemas no lineales de manera que se puede emplear un enfoque
de LMTI’s.

4.1. Observador

La idea principal esta motivada por el hecho de que dada la naturaleza no lineal
del ritmo de crecimiento de cultivos de un microorganismo, nos permite pensar
acerca de un cambio de variables de tal manera que la perturbacion en la entrada
afecte de forma constante. Supongamos que el sistema (4.1)

& o= [flz)+g(x)u (4.1)
y = h(z)

se puede transformar a la forma de (4.2), entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2 Sea un sistema no lineal dindmico como en (4.2).

i = f(z)+ (u+0)p

D (4.2)
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Se dice que (4.3) es un observador estdatico de (4.2) si la LMI presentada en (4.4)
tiene solucion.

z = f(2)+(u+P)p+lc(z —x)

b= e 43)

_ x; st esta disponible
Z; =
! zi en otro caso

[A+ 1P+ P[A+1c < —2Pk—Q <0
(4.4)
Pp=C", P=P'>0, Q=Q">0
Donde A es una linealizacion parcial por medio de series de Tylor de f(z) y k

es una constante de Lipschitz para el caso especial de ||f(z) — f(z) + Az — Az|| <
kllz — x||.

Demostracién 1 Primero note que el sistema (4.2) es equivalente a:

T = Az+ (u+d)p+ f(z) — Ax
y = cx
Recuerde que si f(x) es Lipschitz se debe cumplir || f(x1) — f(x2)|| < k1l|z1 — 22|

en especial || f(2) — f(x)|| < ki||z — z||, por otra parte, Ax también es Lipschitz por
lo que se debe cumplir el caso particular || Az — Az|| < ko||z —z||. Por lo que la suma
de f(z)+ Az cumple || f(z) — f(x) + Az — Az|| < k||z —z|| donde k = ki + ko. Como
Az es una aproximacion de f(z), entonces f(z) — f(x) + Ax — Az =~ 0, esto nos
permite utilizar una k pequena.

La dindmica del error esta dada por:

e=[A+lcle+ f(z)— f(z)+ Ar — Az+ep, e=z—x
(4.5)
E=0—¢p=€é=—ce
Se puede ver que (4.5) es asimptoticamente estable usando la funcion de Lyapu-
nov descrita en (4.6).

1 1
Vi = 562 + ieTPe (4.6)

Su derivada respecto al tiempo es:
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v

dt

Donde O(z) = f(x) — Ax.
De aqui se deduce:

=e'P[A+Ide+e"P[O(2) — O(z)] + €' Ppe + ée

— =z +lc|' P+ +lclle+e z2)—O(x)| + e + €le
Wi _ LT A+ 1P + PlA+ 1d] e + ETPLO(z) - O(@)] + [T Pp+
4
avp _1 g T T T j
o <3¢ [[A+1"P+ P[A+1c]] e+ e" Pke + [e" Pp + ¢e
4

avy 1, T T
— <3¢ [[A+1]"P+ P[A+lc] +2kP] e + [eT Pp + cele
\
Ve < —leTQe + [eT'et — cele
dt 2
4
dvy,

— < [ce — cele = 0, Ve # 0

De aqui se sigue que e — 0 conforme ¢ — oo. Para demostrar que también e con-
verge a cero se usa el teorema de LaSalle. Primero considere la variable aumentada
[e, e]T vemos que tenemos que probar que por el principio de LaSalle que el conjunto
[0, ¢]” es invariante. La dindmica de este conjunto es:

e=pe; e€=0

Por lo que para cualquier € # 0 la condiciéon e = 0 deja de cumplirse, por lo que
el conjunto [0, €]7 es invariante. Es més, ¢ — § conforme ¢ — oo, por lo que (4.3) es
llamado observador adaptativo con un parametro de identificacién desconocido.

Podemos notar que el resultado anteior es valido para una clase relativamente
restringida de sistemas no lineales. Sin embargo, para los modelos de biorreactores es
adecuado por las propiedades invocadas en 2.5.1. De hecho, el calculo de las ganancia
de inyeccién de salida en el observador se puede ver como un paso intermedio de
disenio ya que, como se vera mas adelante, es posible regresar al sistema en las
variables originales. En este sentido, se puede decir que se esta proponiedo una
metodologia novedoas de diseno para sistemas no lineales del tipo 4.1.
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4.2. Cambio de variable

En esta seccion se considera el caso de los sistemas no lineales afines en la entrada,
ya que la dindmica de un biorreactor generalmente corresponde a esta descripcién
que debe ser considerada para propositos del diseno de observadores. La idea de base
es suponer que exite un cambio de variables adecuado tal quel sistema propuesto
pueda ser llevado a la forma particular de sistemas dada en (4.2).

Sea un sistema no lineal como en (4.7)

& o= fz)+g(r)u
. (4.7)

Donde g(z) #0 Vz €D € R™y cumple:

91(951)
o) = 92(?2) (4.8)

gn(Tn)
Es posible definir un cambio de variable de la siguiente manera:
T glw)
Siempre y cuando exista la integral de Z; y que esta sea un isomorfismo ¢(-) en
una region de R. En este caso, utilizamos el termino integral en el sentido de que al

derivar z; obtenemos )
9i(zi)

En general la condicién anterior puede ser bastante restrictiva para sistemas no
lineales, sin embargo, para los modelos de bioprocesos no lo es tanto. La mayor parte
del tiempo las variables de un bioproceso (por ejemplo un biorreactor) se mantienen
positivas, si bien es cierto que se puede obtener un equilibrio con todas las variables
en cero, este en general se evita ya que deja de tener utilidad. Esto hace que nor-
malmente g;(z;) se conserve en la misma regién sin cruzar por el cero.

Recuerde que utilizamos la matriz A como la linealizacion parcial de f(x) para
poder utilizar una k pequena, con el cambio de variables propuesto, es probable que
se requiera de una matriz diferente, esto debido a que la propiedad de observabilidad
del par (A, c) se puede perder. Note que para el caso n = 2y ¢ = [ ¢ O ] esto
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no sucede, primero por que el observador propuesto utiliza el estado x; ya que
su lectura esta disponible por lo que la matriz A consta de ceros en la primera
columna. Por otra parte, si la matriz A del sistema original era observable, entonces
la primera fila tenia dependencia de x5, al realizar el despeje de esta fila no es
posible la cancelacién de dicho termino ya que g;(x1) solo depende de 1, por lo que
la matriz de observabilidad sigue siendo de la forma:

ca 0
0= _
[ 0 can ]
Donde @y es el elemento 22 de la matriz A obtenida de linealizar parcialmente
el sistema transformado, mientras que ¢ es ¢(cy), esto por que la salida del sistema

original era y = cx que después de cambio de variable es y = cp(2)™?, si definimos
una nueva salida como 3 = ¢(y) tenemos que i = ¢(c)p(p(2)7) = cz.

Note que pedimos que g(z) fuera como en (4.8), pero cada fila de g(x) pudiera
tener dependencia de una x diferente a su fila, el problema es que pudiera no existir
solucién analitica para el sistema de ecuaciones obtenido.

4.3. Comentarios

Primero es necesario mencionar que la ecuacién (4.4) es un caso particular del
lemma de Meyer-Kalman-Yacubovich [23, p. 362], que establece que cualquier siste-
ma estricto positivo real satisface dicha igualdad, con la diferencia de que 2kP = qq*
donde ¢ es un vector real. Aqui lo utilizamos como una desigualdad ya que nos in-
teresa que existan P, [, ) y k que satisfagan esto a lo largo del comportamiento
de la planta. La idea es verificar que las ganancias son adecuadas para todos los
puntos donde se podria linealizar la planta. En segundo lugar hay que notar que
la debilidad de utilizar LMI’s es que solo se pueden resolver de forma numérica, es
decir, si no se encuentra solucion no significa que no exista, esto hace que sea una
condicion suficiente mas no necesaria. Finalmente cabe mencionar que otra forma
de mostrar estabilidad de (4.5) es por medio del rediseno de Lyapunov. Utilizando
este método se puede llegar a que la ley de control necesaria para estabilizar la parte
no lineal de (4.5) es una constante (esto por que la planta esta acotada), cosa que
cubrird la parte adaptable de (4.3).
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Capitulo 5

Diseno del Observador

5.1. Transformando un modelo
de tratamiento de agua

Uno de los principales objetivos y resultados de este trabajo es el estudio y la
estimacion de los estados del modelo de planta de tratamiento de aguas residuales
sin conocer de manera exacta el valor constante del factor de dilucién de la entra-
da de sustrato. Después se consideraran algunos factores de dilucién variable en el
tiempo del sustrato de entrada como un control activo. Por lo tanto, la perturbacién
desconocida constante entra en el sistema a través del mismo canal que la entrada
controlada y conocida.

Mas especificamente, un sistema de aguas residuales consisten en un biorreactor
donde se producen reacciones quimicas y bioquimicas entre organismos vivos y sus-
tancias. El proceso puede ser anaerdébico o aerébico y un gran nuimero de procesos
biotecnolégicos estan formados por tales sistemas. Una forma de modelar un proceso
biolégico no estructurado es por balance de masa, donde la regla para la tasa de
crecimiento juega un papel fundamental, [13]. Entre varias formulaciones posibles la
llamada férmula de Monod es una de las més populares debido a su simplicidad y
coherencia con la saturacion de crecimiento debido a la disponibilidad de sustrato.

Para ser mas precisos, vamos a denotar la biomasa x y el sustrato s. Luego el
balance de masa en un cultivo continuo se describe tipicamente por el siguiente
modelo:

37
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= zu(s) —z(u+0) (5.1)
§ = —az'zu(s) + (ag — s)(u+9) '
aqui, la razon de crecimiento de Monod esta dado por:
ais
= 5.2
nls) = 2 (52)

Donde el pardametro a; es la taza de crecimiento maximo, a, representa la cons-
tante de saturacién de Monod, as es el coeficiente de rendimiento y finalmente ay
es la concentracion del sustrato de entrada. La entrada de control es considerada
como la razén de dilucién u(t) que alimenta al biorreactor y el canal de entrada esté
afectado por el factor de dilucién desconocido constante § > 0.

En lo que sigue se supondra que s < ay. Podemos observar que dicha condicién
es invariante, partiendo de dicha condicién no se puede cruzar el valor s = a4. Por
otro lado, si comenzamos con s > a4, después de cierto tiempo se llagara a s < ay,
a menos que r = 0. Es claro que x = 0 se debe de evitar ya que esta condicién no
puede ser modificada de ninguna manera. Resumiendo, es razonable restringir sus
valores al conjunto z >0y 0 < 5 < ay.

Para verificar que este modelo es valido, se debe cumplir las dos propiedades
descritas en la seccion 2.5.1, la segunda no hace falta demostrarla ya que no se con-
sidera ninguin producto que requiera de la biomasa o el sustrato para su formacion,
mientras que para la primera establecemos el siguiente teorema.

Teorema 3 (Invariancia y Cerradura) Considere el sistema en (5.1), las si-
guientes propiedades se cumplen:

(1) El cuadrante positivo OF := {x > 0,s > 0} es invariante en el tiempo con
respecto al sistema (5.1) para cualquier serial de entrada integrable u(t) y per-
turbacion constante 9.

(1) Toda solucién del sistema (5.1) que inicia en el cuadrante positivo O es
acotada para cualquier senal de entrada integrable u(t) y perturbacion §.

Demostracién 2 Para probar (1) es suficiente verificar el lado derecho de la cota
del cuadrante positivo. Note que x = 0 es invariante debido a la primera ecuacion.
Por otra parte, en el conjunto s =0 se tiene § > 0. Para probar (11), se introducen
las nuevas coordenadas:
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T=x+a3s —azdy, S=3S5
Entonces la ecuacion se transforma de la siguiente manera:
T = —(u+9)z

—az ' (7 — a3d + azas)u(3) + (ag — 3)(u + 9)

W
I

1 )
Ahora considere la funcion V = 5552, entonces V = —(u + §)Z%. Esto significa

que cualquier trayectoria que inicie en el punto Tg, Sy en t = 0 se mantiene para
t > 0 dentro del conjunto donde || < Zo para cualquier senal de control integrable y
perturbacion constante. Este ultimo conjunto en coordenadas originales es la franja
formada por dos lineas paralelas con la linea x+ sas = 0. Note que la interseccion de
cualquier franja de esta clase y el cuadrante positivo esta obviamente acotado para
cualquier ag > 0, por lo que la cerradura de la trayectoria se sigue de (1).

Teniendo presente las propiedades establecidas en el teorema anterior, es posible
proponer un cambio de variables x; y x9 definidas como:

21 = log(x), w2 = log(as —s)

De aqui se deduce:

. x . -5
ry = - To =
x ay — 8
x = exp(xy) s = a4 — exp(xs)
por lo que

T a s

= = L _(u+9)

X as + 8

-5 x ais

= T (u+)
ay — S as(ay —s) as+s

sustituyendo x y s podemos reescribir (5.1) como en (5.3)
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5 = a1aq — arexp(zy) (u+0)
as + ay — exp(xs)

(5.3)
exp(z1) aras — arexp(xs)
agexp(xa) as + as — exp(xs)

Se puede apreciar que (5.3) no esta en la forma observador adaptable (3.22).
Es més, se observa que p = [ =1 —1 ]%, por lo que no se cumple p; > 0. Co-
mo consecuencia, no es posible usar el enfoque de Marino-Tomei [23]. Esto se hizo
intencionalmente ya que podiamos satisfacer las condiciones de Marino-Tomei con
las variables z7 = —log(z), x9 = —log(as — s) las cuales fueron obtenidas con el
método de la seccion 4.2.

5.2. Calculo de Ganancias
Primero, note que (5.3) se puede expresar de una forma mas simplificada:
Ty fi(2) —1 }
. = + ) 5.4
[ i } [ filwa) folwr, @) } o [ = o4
donde:

ajay — ajexp(xs)
as + ag — exp(xs)’

exp(ry)
CL3€9UP($2)

fi(ze) = fo(w1,29) =

Ahora considere el observador estatico:

{ 2 ] - { f1(22];}iz(i:)1,22) ] +ute) { :i } + [ 2 ] (21 — 1)

¢ = f(z)ce

(5.5)

Como se menciono anteriormente tenemos que encontrar ganancias tales que la
propiedad EPR se mantenga a lo largo del trabajo de la planta. También se demostré
que sus estados estan acotados en una regién lo que significa que la dinamica del error
también esta acotada, ver teorema 3. Primero, debemos definir el error, e = z — x,
asi como la dindmica del error de observacion, es decir é = Z — . Sustituyendo (4.2)
y (3.23) obtenemos:
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fGE)+ u+d)p+lc(z—2z)— flx)— (u+0)p— Az + Az

I <l

é Az — Az + [f(2) — Az — f(z) + Az] + (¢ — O)p + lce

Donde A es una linealizacién parcial por series de Taylor.

Agrupando términos semejantes llegamos a:

é=[A+lcde+ (p—9)p+ Ole)

Note que A esta formada de las derivadas parciales de f(x) y €(-) corresponde
a[f(z) — Az — f(x) + Az]. La matriz A tiene la siguiente forma:

_ |0 Ji2
a=lo 5]
donde
fo = 2htn)
4]
fay = df1(x2) f2(x1, 2)
2 = O

Esto nos ayudara a encontrar cotas de los elementos de A. Para ello desarrollamos

Ji2 ¥ foo

dfi(x2) —alexp(xz)(az + as — exp(x2)) — (—exp(x2))(a1as — arexp(zs))
0xo (az + ag — exp(xy))?

4

—arexp(xs)(as + ay — exp(xs) — ay — exp(x2))
(as + as — exp(xs))?

4

—ayazexp(zs)
(ag + ag4 — exp(zs))?

Recuerde que z5 = In(as — s) por lo que

dfi(ln(ay — s)) —ayaz(aq — s)
Jdln(ay — s) (ag + ay — ag + 5))?

—ayaz(aq — s)
(ag + s)?
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Por otra parte tenemos

Ofa(x1, z2) _ 0- azexp(xy)(exp(r))
0y . (azexp(xq))?
_ —exp(r1)
asexp(xs)
Como z; = In(x) y x2 = In(ay — s) deducimos que
dfa(In(x),In(as — s)) —x
Oln(ay — s) ~ agzexp(ay — )

Con esto en mente tenemos:

Ofi(ln(ay — s)) fa(In(z),In(ay — s))
dln(as — s)

dfi(ln(ag — s))
Oln(ay — s)

Ofs(In(zx),In(ay — s))
Oln(ay — s)

x fa(In(z),In(ay — s)) +

fi(ln(ay — s))

—ajas(ay — s) T —T as
— 2 +
(ag +5)?  azlag—s) as(ag —s)as+s

ag a4—3))
(12+S a2+s)

o
_ —aq ( as + s) +a2a4—s))
1

—a1xr

a3 (14—8

a3a4—s a2+s

—a1x

95 + 5% + asay — ags))

a3a4—3 CL2+S

B —a T (a2a4 + 52)
~ as(as —s) \ (ag + )2
(5.7)
Ahora se requiere obtener cotas de (5.6) y (5.7). Primero observe que (5.6) depen-
de de s quien puede tomar un valor maximo de a4 y uno minimo de 0, pero recuerde

que el primer valor lo tenemos que evitar, ya que (5.7) entrarfa en singularidad, por
un lado tenemos.
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—ayaz(ay —0)  —ajasay  —ajay
(aa+0)2 a3 ap
Suponga ahora que s < a4 — « para alguna a > 0. Esta es una suposicion natural
yva que s debe de estar por lo menos un pequeno margen « alejado del valor singular
ay. Por esto tenemos que avaluar el limite de fi5 cuando s — a4 — «, esto es:

lim f12 =
s—0

, —ayas(ay — ag + @) — a1 G900
lim fio = 7 = 2
s—ags—o (CL2 + a4 — Oé) ((12 +ay — Oé)

Los dos limites obtenidos son negativos, pero hay que encontrar cual corresponde
a una cota inferior y cual a una superior, para esto hay que tener en mente que
0<s<as—a=a<ay= —ay < —a, de aqui se obtiene:
—a1Qy4 —Qa1a204 —a1020y —a109Q
a; a3 (ag +as — a)? ~ (ag+aq — a)?
Con esto podemos determinar que fi5 se encuentra contenida de la siguiente
manera;

104 ajag
I < g
as ((12 + Ay — Oz)

Continuaremos con los limites de (5.7), quien también depende de z, esta variable
tiene un valor minimo de cero, que debe evitarse ya que no hay manera de cambiarlo
una ves alcanzado pero no causa singularidades, y uno maximo que es intrinseco de
la planta. También observe que que si x — 0 también fy5 — 0 independientemente
de que valor tome s, cuando x — max{z} se obtiene.

—aymaz{z} [asay + s
(ag + s)?
De aqui se tienen dos casos, cuando s — 0 y cuando s — a4 — «, del primero se
tiene

Ii =
x—)ng:}c{x} f22 CL3(CL4 - S)

lim fy = —aymaz{x} (a2(214) _ —aymaz{x}
x — max{z} a3 az 203
s—0

Mientras que del segundo se tiene

lim for =
r — mazx{z}

S—as—

—aymax{r} (a2a4 + (ag — a)2) - —ayagmaz{z} (a2 + a4)

asa (az + ag — «)? asa a’
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Al igual que en el caso anterior, tenemos dos limites negativos pero en este caso
también tenemos uno superior bien definido, que es el cero, aun asi es imperioso
saber cual es mas negativo, para ello se hace lo siguiente

—ayagmaz{z} [as+ ay _ ajagmaz{z}(as + ay) _ araymar{r}  aymax{r}
aso a3 aza4a3 aza3  agag

Por lo tanto, fss esta delimitado de la siguiente forma

—ayagmaz{z} <a2 —|—a4) < fp <0

aso a3

La dindmica del error de la parte lineal esta dada por (5.8).

[ Al

Cll2 fQ(.ﬁCl,t _1 (58)

e=0—¢=¢é=[(2)ce, c= [ 1 O}
Usando toda la teoria previa se sabe que una condicién suficiente para tener un
observador adaptativo es resolver la siguiente LMI:

cily fi2 Tp+p ali iz < —2Pk—-Q <0 (5.9)
Cllg f22 Cllg f22 '

restringida a

a10y4 aa1ay —a144Maxr{x Ao + ay
f12 €4 ) 2 (> f22 € { } 2 ) 0
as  (ag+as —a) aso a3

5.3. Restricciones sobre la matriz P

Como se menciono anteriormente, Pp = ¢! se puede ver como una restriccién
sobre P. Note que para usar el metodo de Marino Tomei era necesario que ¢ =
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[ 10 }, pero usando una LMI esta restriccion se puede relajar a ¢ = [ c 0 ],
donde ¢; # 0 € R. Esto ayuda a extender la zona de busqueda de (5.9), pero
primero veamos la forma de P.

—1 - C1 o Pl P2
p{_l}_[o], P—{pQ Pg] (5.10)
De aqui se obtienen la dos siguientes igualdades:
—P1 — PQ =
—Pg - P3 = O

De aqui se puede encontrar P, y P3 en relacién a P,

P = —-P—-q
Py = =P

Por lo que P tiene la siguiente forma

—P—c P

P= P, —P,

A primera vista se nota que P, tiene que ser negativa para que P sea definida
positiva, también —FP, —¢; > 0 = —FP, > ¢; lo cual parece posible, de acuerdo al
criterio de Silvester, la determinante de P también tiene que ser positiva, esto es:

(=P, —c))(=P2) — P} >0= P} + Pyey — P2 > 0= Pyc; >0

Como P, es negativa, entonces c; también tiene que serlo para que pueda existir
una P definida positiva. Por simplicidad utilizaremos ¢; = —1, pero de no encontrar
solucién para (5.9) podemos utilizar una ¢; diferente y probar nuevamente.

Siguiendo en nuestra busqueda de condiciones para la existencia de solucién de
(5.9), proseguimos con desarrollar la matriz [[A + lc]"P 4+ P[A + Id]].

[—ll —12]{—%—1-1 P, }+{—P2+1 P, }[—ll fu}
fiz fo Py —P Py —P =l fa

=P fio+ fio + fooPa f12P — f22P —L4 P+ 1Py fi2Py — f22P,

[ WPy =1 — P —L P+ P } [ WPy =l =Py —fiaPa+ f12+ PyFo

[ 2Py (lh — o) — 21 Py(ly — 1) + Po(fo2 — fi2 + fi2) ]
Py(ly — 1) 4+ Po(fa2 — fi2 + fi2) 2P5(fi2 — fa2)

|
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Que es definida negativa, por lo tanto

2(Py(ly — 1) + 1) Po(ly — Iy + fi2 — fa2) — fr2 -0 (5.11)
Po(ly — Iy + fi2 — fa2) — fr2 2P5(f22 — fr2) '
De (5.11) se aprecia que se debe cumplir
Ji2 > fao (5.12)
y también
(Pg(lg — l1> -+ ll) >0 (513)

La primera condicién (5.12) es propia de la planta y no tenemos control sobre
ella, la segunda (5.13) nos da una pista de las posibles combinaciones de valores que
pueden tener las ganancias, por ejemplo, si l; > 0y [y < 0 se satisface (5.13), pero
también si l; > 0, Iy > 0y l; > [y cumplen con (5.13). Existen otras posibles solu-
ciones pero ya dependen del valor P, encontrado y las ganancias. Ahora aplicaremos
el criterio de Schur para determinar que (5.11) sea definida positiva, este nos pide
que los elementos de la diagonal principal sean positivos y que también (5.14) sea
positiva,es decir

Constraint =
Py(ly —1 — — 2
APy(ls — ) + 1) — (Po(ly — Iy + fi2 — fa2) — f12)
2P5(f22 — fi2)

Note que la utilidad de esta ultima desigualdad es que toda vez que se determinen
ciertas ganancias del observador, entonces es posible verificar si la condiciéon anterior

se cumple para considerarlas como adecuadas.

o (5.14)




Capitulo 6

Simulacion Numeérica

6.1. Valores obtenidos

Los parametros del modelo nominal fueron tomados del la informacién experi-
mental de un cultivo de Spirulina mazima que es una microalga azul verdosa capas
de remover ciertos contaminantes producidos por actividades domesticas e indus-
triales como fosfatasa y nitratos, ver [2]. Para ser preciso, los pardmetros nominales,
condiciones iniciales, la tasa de dilucién (perturbada) u, estado inicial, los valores
calculados de la LMI y las ganancias del observador son como se muestran a conti-
nuacion:

1) Pardmetros nominales

ap  ap as ay  max(x)
0.027 25 0.2899 205 534.75

2) Condiciones iniciales del sistema.

CC1<O) = 21(0> .1’2(0) 22(0)
3.5953 3.9703 3.6376

3) Resultados de la LMI para oo = 0,1.
— —6 —
A { 0 —1,4x10 ] C p= { 1,000 —0,0001 ]

0 —3985 —0,0001  0,0001
(6.1)
5,5807 —4,6284 x 1075
k=308, Q= { —4,6284 x 1075 0,0001 }
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4) Entrada y perturbaciones

| £:0—400n t:400—800h ¢ :800 — 1200h

u(t) 0.015 0.015 0.015

o(t) 0 0.0015 -0.0015

5) Dindmica del observador

[ 2 } - [ fl(ZQJ;lf%j(Zx)l,Zg) + (u+¢)p +lce

donde

6,7753 -1
e=[-10], 52{2,4401}’ p_[—l}

(6.2)

Para la simulacién numérica realizamos nuevamente el cambio de coordenadas ya
que el célculo de la funcién exp(-) presenta una sensibilidad numérica considerable.
Por otro lado, también se ahorra el costo computacional de regresar los estados
estimados a las coordenadas originales. De (6.2) y sabiendo que & = zi; y § =

—(ay — 8)To tenemos.
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N . a1aq — a1xp(r2) .
TZH = T —Z(u+ o)+ xlici(z1 — x
! as + ay — exp(xs) ( 2 iea(z1 1)

(e —8)i = —(as— 8 exp(ry) ayaq — ayzp(za) L
azexp(x2) ag + as — exp(zs)

o (ag — 8)(u+ @) — (ag — §)laci (21 — 1)

\
A 144 — G104 +a15 . R

- - lieqr(1 —1
) ! az+as—as+ 8 (u+ @) + &lher(log() — log(x))
i o= (a4 - 3) T a1a4—a1a4+a1§+(a ) —

N ! as(ay — 8) ag +ay —ay + 3 4

-+ (a4 — 8)lzcr(log(Z) — log(x))

\ll ~

Po= i — &(u+ @) + &lyc1(log(&) — log(z))
as + § 1=

A _ﬁ a1 . B o
§ = e 9k 0)  beog(d) ~ log(x)

6.2. Resultados de la simulacion

El software usado para la simulacion numérica fue MatLab, se utilizo el solver
odel13 con una tolerancia relativa de 1 x 107¢ y una tolerancia absoluta de 1 x 1074,
mientras que para resolver la LMI fue usado Yalmip como interprete y Sedumi como
solver.

Como se coment6 en el capitulo anterior, necesitamos que se cumplan tres con-
diciones para que pueda existir una matriz P y () tales que cumplan la desigualdad
(4.4), la primera (5.12) es propia de la planta y se puede ver que se cumple en la
Figura (6.1), la segunda (5.13) dependen de los valores de las ganancias y el compor-
tamiento de la planta no influye, en cambio, la tercera condicién (5.14) depende de
los valores calculados en la LMI y el comportamiento de la planta, recuerde que las
ganancias calculadas son adecuadas para un punto de operacion, donde se realizé la



50 CAPITULO 6. SIMULACION NUMERICA

linealizacién. Pero si la desigualdad (5.14) se cumple con estas ganancias calculadas
conforme opera la planta, entonces estas ganancias seran adecuadas durante todo el
funcionamiento de la planta. Afortunadamente cumplen, esto se puede apreciar en
la Figura (5.14).

Por otra parte, se supuso que la funcién f(x) — Ax cumpliera con la condi-
ciéon de Lipschitz, en particular con la diferencia entre el estado observado y los
reales, es decir ||f(z2) — Az — f(z) — Az|| < k||Z — z|| o de manera equivalente
|0 (z) — O(x)|| < k||Z— ||, esta suposicién se puede verificar en la Figura (6.3) don-
de se uso la norma || - ||, pero recuerde que existe una equivalencia de la constante
de Lipschitz bajo diferentes normas, es decir, si cumple con una norma también
cumple bajo otra norma.

El comportamiento normal del biorreactor se puede apreciar en la Figura (6.4),
mientras que el estado observado contra el real se puede ver enla Figura (6.5).
Por otro lado, la perturbacién real y la estimada se muestran en la Figura (6.6).
Finalmente, los errores se muestran en la figura (6.7).

Matrix A

{2
- w22

[T

/

-1}
-1.5

/
f’

200 400 600 800 1000 1200
Hours

Figura 6.1: Parametros de la Matriz A
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Constraint
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n

2 __

0 200 400 600 800 1000
Hours

Figura 6.2: Condicién (5.14)
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0.006
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0 P ——— r\
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Figura 6.3: Condicién de Lipschitz
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Figura 6.5: Substrato
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x 107 Estimated Perturbacion
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6.3. Cddigo

El codigo usado es:

u = 0.015;

deltal = 0.1xu; delta2 = -0.1lxu; % Perturbaciones constantes
x0 = 35; % Biomasa Inicial

s0 = 152; % Sustrato Inicial

tf=1200; tspan=0:0.001:1200; % Tiempo de simulacion

option=odeset ('RelTol',le-4, 'AbsTol',le-6); % Configurando Solver

% Resolviendo Ecuacion Diferencial

fg=@Q (t,x) [al*x(1l)*x(2)/(a2+x(2))-x(1)* (u+tdeltal* ((400<=t) &

(t<800))+deltaz* ((800<=t) & (£t<1200)); % Biomasa Real

—al*x (1) *x(2)/(a3* (a2+x(2)))+(ad4-x(2) ) (u+deltal=* ((400...
<=t) & (£t<800))+deltal2x ((800<=t) & (£<1200)); % Sustrato Real
al*x(3)*x(4)/(a2+x(4))+(Csol (1l)+*Lsol(1l)*(log(x(3))...
—log(x(1l)))—-(u+tx(5)))*»x(3); % Biomasa Observada
—alxx(1)*x(4)/ (a3x(a2+x(4)))+
(x(3))-1log(x(1)))+(utx(5))) *(

(- Csol(l)*Lsol(Z)*(log...
ad-x(4)); % Sustrato Observado
)

1y

-Csol (1) *(log(x(3))-log(x(1)))]; % Phi
[t,x]=0dell3 (fg, tspan, [x0,s0,x0,3.6376,0],0ption);
fl12 = —al*a2x(ad-x(:,2))./(a2+x(:,2))."2;

22 = (x(:,1)./(a3x(ad-x(:,2)))) .x(—-2*a2+«x(:,2)—...
x(:,2).72)./(a2+x(:,2))."2;

Hope = 2.%x(Xso0l(1,2).%(Lsol(2)-Lsol(l))+Lsol(l))-(Xsol(1l,2).x%
(Lsol (1) -Lsol (2)+fl12-£f22)-£f12).72./(2%«Xs0l(1,2) . (£22-£f12));

% Terminos de Orden Superior

= log(x(:,1));

x2 = log(ad-x(:,2));

gx2 = log(ad-x(:,4));

Osupl = (al.*ad-al.xexp(x2))./(a2+ad-exp(x2))-Asol (1,2) .%x2;

o\

i
=

Osup2 = (exp(xl)./(a3.xexp(x2))).*(al.xad-al.rexp(x2))./...
(a2+tad-exp (x2))-Asol (2,2) .xx2;
gOsupl = (al.xad-al.*exp(gx2))./(a2+ad-exp(gx2))-Asol(1l,2).+gx2;

gOsup?2 = (exp(x1l)./(a3.xexp(gx2))).*(al.*ad-al.xexp(gx2))./...
(a2+ad-exp(gx2))-Asol (2,2) .+ gx2;
Osup = [Osupl Osup2];
gOsup = [gOsupl gOsup2];
Normx = x1;
NormOsup = Osupl;
for i=l:1:size(t)
NormOsup (i) = norm(gOsup (i, :)-Osup(i,:),Inf);
Normx (i) = norm([x1 (i) gx2(i)]-[x1(i) x2(i)],Inf);
end




Capitulo 7

Conclusiones y Trabajos futuros

En esta tésis se aborda el problema del diseno de observadores adaptables de
ganancia "fija” para el caso de sistemas no lineales que presetan perturbaciones
constantes en la entrada. La filosofia de trabajo se basa en la posibilidad de trans-
formar un sistema no lineal general en otro que tenga la propiedad de presentar el
efecto de las entradas de control (y perturbaciones) a travez de un vector constante
de manera que se puede extender y potenciar la busqueda de soluciones de ganancia
del observador por medio de las herramientas de LMI’s. Dicho estudio es motivado
por la necesidad de abordar un problema practico de relevancia que consiste en la
observacion de un estado desconocido en un sistema experimental de tratamiento
de aguas residuales junto con el desconocimiento de la razén de dilucion de entrada
del sustrato de alimentacién. Se muestar que el uso de los observadores propuestos
en biorreactores es posible debido a la naturaleza de los modelos de los mismos.
El enfoque basado en LMI s permite la bisqueda de una solucién numeérica en un
conjunto de parametros relativamente amplio. Por otra parte, dado que los métodos
numéricos usados para resolver una LMI permiten maximizar alguna variable, se
puede pensar en redefinir el problema y agregar alta ganancia, el problema seria que
esto quitaria robustez ante las no linealidades, ya que en el presente trabajo se busco
solucion con la consigna de encontrar la k£ mas grande posible, si reescribimos la LMI
agregando el parametro r y pedimos maximizar este termino, pudiera no cumplirse
la condicién (5.14) en todo el funcionamiento de la planta, sino posiblemente solo
en una pequena region de operacion. En este sentido, se hace hincapié en que estas
son solo condiciones suficientes, por lo que se podria pensar en buscar solucién ma-
ximizando el parametro r y que por suerte no afecten demasiado las no linealidades.
En contra partida, el enfoque presentado ofrece la ventaja de poder considerar una
linelizacién o matriz A diferente, siempre y cuando se conserve la propiedad de ob-

35



56 CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

servabilidad del par (A, ¢), esto con el fin de buscar un sistema f(z) — Az con una
constante de Lipschitz més pequena que la obtenida al buscar solucién de la LMI
propuesta. Finalmente, ya que el observador propuesto es adaptativo, significa que
cualquier dindmica no modelada o parametro mal identificado que cumpla con la
matching condition y se pueda expresar como una perturbacion constante, entonces
podra ser identificado con el fin de poder rechazar su influencia en el sistema bajo
estudio.
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