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Resumen

Los circuitos neuromorfos son de gran interés en ingenieria, ya que al replicar com-
portamientos neuronales en circuitos eléctricos es prometedor el desarrollo de nuevas
tecnologias. Actualmente, la comunidad cientifica construye este tipo de circuitos imi-
tando los modelos neuronales existentes, lo que resulta en dispositivos con una gran
cantidad de componentes electrénicos dificiles de sintonizar o poco robustos frente a
perturbaciones o variabilidad en los componentes.

En este documento se presenta una nueva metodologia sistemética para el disefio
y construcciéon de un circuito neuromorfo a partir de las singularidades que organizan
los distintos comportamientos neuronales. Como primer paso de esta construccion, se
construye y analiza un circuito eléctrico organizado por la singularidad histéresis. Co-
mo segundo paso, con ayuda de la teoria geométrica de perturbaciones singulares, se
prueba que, agregando otros componentes al circuito anterior, la salida tiene un com-
portamiento equivalente al spike neuronal. El principal resultado de esta metodologia es
un circuito neuromorfo que presenta un comportamiento neuronal basico minimizando
el nimero de componentes eléctricos utilizados. Se verad que este dispositivo es la base
para construir circuitos cuya respuesta presenta conductas neuronales més complejas

como el bursting.
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Abstract

Neuromorphic circuits are of great interest in engineering because the emulation
of neural behaviors in electrical circuits promises some interesting new technologies.
Nowadays, the scientific community builds these circuits imitating existing neural mo-
dels. This results in devices with many electronic components that drift into tunning
and robustness problems, in presence of disturbances or variability in the components.

In this thesis, we present a new constructive methodology to design and build neu-
romorphic circuits from the singularities organizing distinct neural behaviors. Firstly,
we build and analyze an electronic circuit organized by the histeresis. Secondly, we
prove, using geometric singular perturbation theory, that, by adding more elements to
the above circuit, the output becomes equivalent to neural spiking behavior. The main
result of the metodology is a neuromorphic device exhibiting a simple neural behavior
and minimizing the number of electronic components. This circuit is the basic element

to realize, in neuromophic devices, more complex neuronal behaviors like bursting.
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Introduccion

El avance de la tecnologia en las tultimas décadas, ha permitido realizar tareas de
cémputo muy complicadas en el drea de la ingenieria, por ejemplo: elaborar algoritmos
sofisticados para llevar a cabo tareas de control, sensado, creaciéon de interfaces usuario-
sistema, entre otras. Este progreso ha sido producto de unlargo proceso de investigacion,
principalmente en el desarrollo de microprocesadores eficaces, més eficientes y con una
mayor capacidad de procesamiento utilizando el mismo espacio del chip.

La creacién de microprocesadores con estas caracteristicas, ha sido un reto en temas
de espacio, alimentacién, disipaciéon de energia, etcétera. Asi, estos retos se vuelven una
tarea muy dificil y costosa para las industrias, ya que por ejemplo, desean mantener vali-
dala Ley de Moore que establece que la cantidad de transistores en un microprocesador
se incrementa al doble cada dos afios. Debido a esto, han surgido lineas de investigaciéon
que crean dispositivos de procesamiento que desafian la tecnologia actual.

Una de estas lineas de investigacion es la ingenieria neuromorfa, que tiene como
objetivo construir circuitos eléctricos que realizan tareas complejas (que requieren una
gran cantidad de cémputo con la tecnologia actual) imitando la forma de operacién de
estructuras neuro-biolégicas ubicadas en el sistema nervioso, por ejemplo: el computo
neuronal, procesamiento sensorial, tareas realizadas por el sistema cognitivo, el apren-
dizaje, tareas motrices, entre otras.

Alserlaneurona el elemento principal de un circuito neuromorfo, en este documento
se presenta el disefio y construccién de un circuito eléctrico que tiene un comportamiento
neuronal béasico, conocido como spiking. La idea sobre este circuito es obtener este
comportamiento neuronal utilizando la menor cantidad de componentes electrénicos

y se verd que esto se logra empleando como base la teoria de singularidades y la teoria
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de perturbaciones singulares. Ademads, el lector observara que el circuito presentado en
el documento es la base para crear comportamientos neuronales mas complejos como
el bursting. Antes de iniciar con el desarrollo de la tesis, se presentan algunos conceptos

de los sistemas biol6gicos neuronales.

Antecedentes

La parte mds importante del sistema nervioso es la neurona. En esta seccién prime-
ramente se habla sobre esta célula, de que elementos se compone, como es que logran
comunicarse entre si y que mecanismos tienen para llevar a cabo esta comunicacion.
Posteriormente, se habla sobre los comportamientos neuronales més importantes y

tinalmente, se menciona lo que son de los sistemas neuromorfos.

(Qué es y para qué sirve una neurona?

La neurona es la célula principal que conforma al sistema nervioso, es similar a otras
células del cuerpo humano pero tiene una diferencia peculiar de entre todas, la cual es,
que esta especializada en la transmisién de informacién a través del cuerpo. Las partes
béasicas de una neurona son: las dendritas, el cuerpo celular, el axén y la sinapsis. En la
Figura[I|se muestra la ilustracién de una neurona biolégica y a continuacion se describe

brevemente la funcién de las partes que la conforman.

1. Las dendritas son extensiones que se ramifican desde el inicio de la neurona hasta
el cuerpo celular, y se encargan de transmitir informacién provenientes de otras

neuronas al cuerpo celular.

2. El cuerpo celular o soma, es donde las sefiales provenientes de las dendritas se
unen. El soma y el nticleo de la neurona no juegan papel en la transmisién de la
sefial neuronal, en lugar de eso, son estructuras que sirven para mantener la célula

y llevar a cabo su funcién.

3. El ax6n se encarga de transmitir la sefial neuronal. Se extiende desde el cuerpo

celular hasta las terminales finales del axon.
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4. La sinapsis es la region de comunicacién entre el axén de una neurona y las
dendritas de otra.

Dendritas Terminales Finales
del Axdn

Cuerpo Celular

Nucleo

Figura 1: Estructura general de una Neurona

Existen diferentes tipos de neuronas responsables de varias tareas del cuerpo hu-
mano, por ejemplo: las neuronas sensoriales, son las que llevan informacién de células
receptoras de los sensores al cerebro; las neuronas motoras, son las que transmiten
informacion del cerebro a los musculos del cuerpo; las neuronas internas, son las res-
ponsables de la comunicacion entre los diferentes tipos de neuronas del cuerpo, etcétera.

De las tareas enunciadas anteriormente, destaca la forma en que se comunican
las neuronas ya que surge un comportamiento muy interesante en este proceso: dos
neuronas de la misma especie pueden tener comportamientos muy diferentes y de
igual manera, neuronas diferentes pueden tener el mismo comportamiento. Lo anterior
motiva el estudio de la comunicacién neuronal y ha sido demostrado por teéricos, que
se debe principalmente a los mecanismos de comunicacién que estas tengan. A estos
tipos de mecanismos se les llamard mecanismos de bifurcacion.

Se sabe que las neuronas se comunican por impulsos eléctricos llamados potenciales
de accién. Un potencial de accién es un cambio repentino y transitorio del voltaje de la
membrana neuronal, que se propaga a otras neuronas por medio del axén. La pregunta
principal sobre los potenciales de accién es ;como se generan?. A continuacién, se

explica de manera general como pueden generarse los potenciales de accién:
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Por medio de las dendritas, especificamente en la sinapsis, las neuronas reciben
entradas de miles de neuronas. Cada entrada produce una corriente llamada de trans-
membrana, la cual, cambia el potencial de lamembrana neuronal. Esta corriente también
produce potenciales llamados postsynapticos (PSPs). Pequefias corrientes de entrada
generan pequerios PSPs, que pueden hacer que la neurona permanezca inactiva; y gran-
des corrientes de entrada producen significantes PSPs, que pueden ser amplificados en
los potenciales de accién. Cuando un potencial de accién es generado, el potencial de
la membrana permite el paso del impulso eléctrico hacia el axén. Una clara conclusiéon
del proceso anterior es que las neuronas no se activan por si solas, sino que se accionan

por medio de las entradas ocurridas en las sinapsis.

El comportamiento neuronal es comtinmente divido en dos tipos: exitatorias e inhibi-
torias. El comportamiento excitador es aquel que incrementa la posibilidad de producir
un potencial de accién, y el inhibidor es aquel que reduce la posibilidad de producir
un potencial de accién. Estos comportamientos se observan en los experimentos de
Hodgkin-Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952], en donde, inyectando corriente directa
de amplitud variante se pueden presentar potenciales de accién (espigueos) repetitivos
o inactividad de la neurona. Se dice que las neuronas son excitables, ya que comtinmen-
te se encuentran en reposo, pero pueden presentar potenciales de accion en respuesta a

ciertas formas de estimulacién [Izhikevich, 2010].

Teniendo en mente lo que son los potenciales de accién neuronales, un mecanismo
de bifurcacién de excitabilidad se puede describir de la siguiente manera: cuando la
amplitud de la corriente inyectada es pequefia, la neurona permanece en un estado
inactivo; cuando la amplitud es grande, la neurona produce potenciales de accién
continuos. De esta manera, cuando se cambia la amplitud de la corriente de pequefia a
grande de forma instantdnea aparece una bifurcacién que, desde un punto de vista de
sistemas dindmicos, corresponde al cambio de un punto de equilibrio estable a un ciclo

limite atractor.

De lo anterior, se puede decir que el comportamiento de la neurona dependera del
tipo de bifurcacién que se presente. Asi, en esta tesis se estudian dos mecanismos

de bifurcaciéon que son las histéresis y la winged cusp, y son los que generan dos
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comportamientos neuronales muy importantes: el potencial de accién (comtnmente
llamado spiking) y el bursting. En la Figura 2| se muestra una forma comun del spiking y

el bursting.

Spiking Neuronal Bursting Neuronal

Potencial de membrana
T
Potencial de membrana

)
150

Tiempo

Figura 2: Comportamientos neuronales basicos. En la izquierda el spiking del tipo pe-
riédico, el cual se describe como potenciales de accién sostenidos y generalmente se
obtienen con entradas en un intervalo de corriente a la neurona. El comportamiento
de la derecha es conocido como bursting y se describe como dos o mds spikes segui-
dos de un periodo de inactividad, el mecanismo de bifurcacién con el se obtiene este
comportamiento es méas complejo y se describe brevemente en el capitulo

La ingenieria neuromorfa

A pesar de que ya existian trabajos relacionados a los sistemas neuromorfos [Ro-
senblatt, 1958, [Fukushima et al., 1970], es Carver Mead quien por primera vez maneja

este término en sus articulos, tomando como base el siguiente argumento [Mead, 1990]:

El echo de que se puedan construir dispositivos que implementen algunas
operaciones bdsicas como las que realiza el sistema nervioso, dan la conclu-
sién inevitable de que se pueden fabricar sistemas completos basados en sus

principios organizados.

Asi, es Carved Mead un pionero en la construccién de sistemas neuromorfos. Su
trabajo se enfoc6 principalmente en la construccién de circuitos eléctricos con tareas de

procesamiento de sefiales, basadas en la forma de operacién de la retina del ojo humano.
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Una pregunta que surge naturalmente es, ;jporqué construir circuitos neuromorfos?.
La respuesta a esta cuestion parece ser facil de contestar con la siguiente idea en mente:
al estar basados los circuitos neuromorfos en los sistemas biolégicos, estos heredan
automdticamente una forma de operacién que ha desarrollado la naturaleza por millo-
nes de afios, donde quiza la propiedad mds importante es el funcionamiento eficaz y
eficiente utilizando la menor cantidad de energia posible.

Entonces la filosofia para la construccién de un circuito neuromorfos es, obtener la
representacion matematica (modelo) mas aproximada a los principios de funcionamien-
to del elemento principal del sistema nervioso: la neurona, y de esta manera, obtener
una cimentacion sistemaética y clara para el disefio de los circuitos.

Por lo tanto, la importancia de esta tesis se centra en mostrar una descripcién ma-
temadtica del comportamiento neuronal, que capture conductas neuronales faciles de
obtener al modificar parametros, para posteriormente construir circuitos neuromorfos

basados en estos modelos.

Una panoramica de las soluciones neuromorfas actuales

La construccién de circuitos neuromorfos puede clasificarse dependiendo la tarea
que realizan, como por ejemplo: imitar los comportamientos de la neurona, procesa-
miento neuronal y redes de neuronas. En esta seccion se describe brevemente el estado
de la literatura sobre la construccién de circuitos electrénicos realizando estas tareas.

Los dispositivos que intentan imitar los comportamientos de la neurona, como se
comentd anteriormente, se construyen basdndose en algiin modelo matemaético. Cir-
cuitos que pueden reproducir el comportamiento neuronal spiking, pueden encontrarse
en [Patel and DeWeerth, 1997](utilizando 22 transistores), [Indiveri, 2003] (utilizando 20
transistores), [Nakada et al., 2005] (utilizando entre 20 y 30 transistores); los que pueden
reproducir el comportamiento neuronal bursting se presentan en [Lee et al., 2004] (utili-
zando en su construccién principalmente amplificadores operacionales) y en [Nakada
et al., 2004] (utilizando aproximadamente 20 transistores).

Un dispositivo que utiliza un total de 14 MOSFETs que imita los comportamientos:
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spiking regular, spiking rdpido, chattering y bursting, se muestra en [Wijekoon and Dudek,
2008] y es basado en un modelo neuronal propuesto en [Izhikevich, 2010]; un circuito
neuromorfo con los comportamientos neuronales anteriores, sin el bursting, se puede
encontrar en [Pickett et al., 2013] y es creado con dos elementos llamados memristores

y basado en el modelo propuesto por Hodking-Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952].

En [Jo et al., 2010] se presenta un dispositivo hibrido, compuesto por un memristor a
nanoescala y una neurona CMOS (del inglés complementary metal-oxide-semiconductor),
con una funcién muy interesante ya que puede cambiar el peso (propiedad que tie-
ne una neurona de modificar la prioridad que le da a la entrada de otra neurona) de
la sinapsis neuronal. Y para finalizar con este tipo de dispositivos, en [Cassidy et al.,
2007] y [Cassidy and Andreou, 2008|] se exhibe otra forma de construir circuitos neu-
romorfos, la cual es, programar el modelo de una neurona en un dispositivo digital,
un FPGA. Asi, logran construir un arreglo de 256 neuronas digitales, las cuales, operan

aproximadamente 5000 veces més rdpido que las neuronas biolégicas.

Los sistemas neuromorfos de procesamientos sensorial, son circuitos que utilizan
principios de computo neuronal para interactuar con el ambiente externo. Los primeros
trabajos de Carved Mead [Mead and Mahowald, 1988], [Mead, 1989], [Mead, 1990],
[Douglas et al., 1995], son ejemplos de circuitos de este tipo ya que su funcionamiento
estd basado en algunas capas de procesamiento de sefiales de la retina biolégica. Otro

trabajo similar se presenta en [Vogelstein et al., 2004].

Para finalizar con esta seccién, se presentan algunos trabajos relacionados con los
sistemas de realizan arreglos de neuronas, cuyo objetivo principal es disefiar y cons-
truir circuitos con una gran cantidad de neuronas que tengan la capacidad de realizar
tareas o simulaciones de procesos muy complejos. Por ejemplo, el trabajo presentado
en [Vogelstein et al., 2008] y [Ienore et al., 2004], presenta un arreglo de neuronas co-
municadas entre si, de tal manera que se pueda genera la forma de calculo que realiza
el Sistema Central Generador de Patrones, es decir, imitar la forma de locomocién del
cuerpo humano; un dispositivo similar al anterior, pero que copia el tipo de aprendizaje
del cerebro, se presenta en [Arthur and Boahen, 2004]. Sistemas completos compuestos

de miles de neuronas de silicio se desarrollan en [Merolla and Boahen, 2006, [Vogelstein
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et al., 2007] y [Benjamin et al., 2014].

Problema e Hipétesis de la Tesis

La problematica que se plantea para el desarrollo de la tesis es: ;Pueden disefiarse
y construirse circuitos eléctricos con comportamientos neuronales de manera facil, sis-
tematica y al mismo tiempo utilizar la menor cantidad posible de elementos eléctricos?

Se formula la siguiente hipétesis: el hecho de que los comportamientos neuronales
estén dados por mecanismos de bifurcacién, permite utilizar métodos singulares para
crear un procedimiento sistematico para el andlisis, disefio y construccién de un circuito
neuromorfo con el comportamiento neuronal bésico spiking, el cual se compone tinica-
mente dos transistores, siete resistencias y un condensador. Ademas, este circuito es la
base para la construccién de circuitos con comportamiento neuronales més complejos

como el bursting.

Objetivo general y especificos

Objetivo general: (Tomando el término de centro organizador de la teorfa singu-
lar [Golubitsky and Schaetter, 1985]) Demostrar que el comportamiento estatico de un
circuito eléctrico formado por dos transistores y cinco resistencias, estd organizado por
la singularidad histéresis. Con lo anterior y agregando otros componentes al circuito,

obtener un comportamiento neuronal spiking.

Objetivos especificos:

1. Estudiar como se aplica la teorfa singular a modelos de sistemas que presentan

bifurcaciones en su estructura.

2. Estudiar como se construyen de forma geométrica, las trayectorias de un mode-
lo no lineal cuya estructura presenta diferentes escalas temporales fuertemente

separadas.
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3. Estudiar como a partir de los métodos singulares, es posible obtener una metodo-
logia sistemdtica que permita construir singularidades y sus despliegues univer-
sales a partir de elementos bésicos, para posteriormente construir modelos que

presenten comportamientos neuronales bésicos.

4. Construir circuitos neuromorfos basados en modelos neuronales obtenidos por

los métodos singulares.

Contribucion de la Tesis

La principal contribucién de la tesis es la prueba formal de que un circuito eléctrico
compuesto por dos transistores y cinco resistencias, es equivalente a la singularidad
histéresis y su despliegue universal. Este resultado permite identificar el diagrama de
bifurcacién que es estructura del spiking neuronal.

Asi, algunos de los trabajos mencionados en la literatura pueden llevarse a cabo
utilizando el circuito eléctrico presentado en esta Tesis y como consecuencia directa
se reducira el tamafio del circuito que contenga neuronas o serd posible incluir mas
neuronas en el mismo espacio. De la contribucién principal, se sabe que este circuito
eléctrico sera robusto ante pequefios cambios de valores de las resistencias, de los
pardmetros del transistor, etcétera.

El analisis que se desarrolla para la construcciéon de esta prueba, crea un procedimien-
to para fabricar circuitos equivalentes a singularidades, en particular, singularidades

cuyos diagramas de bifurcacién estan presentes en la neurona.

Metodologia

Las dos herramientas utilizadas para el desarrollo de esta tesis se conocen como
métodos singulares y son: la teorfa de singularidades y la teoria geométrica de pertur-
baciones singulares.

La teoria de singularidades se encarga del anélisis de modelos de sistemas dindmicos

que presentan bifurcaciones. Esta teoria se caracteriza por su fcil aplicacién a pesar del
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arduo desarrollo de las pruebas de sus resultados.

La teorfa geométrica de perturbaciones singulares estudia los sistemas dindmicos
que tiene una estructura especial por la presencia de escalas de tiempo fuertemente
separadas. Esta teoria construye de forma cualitativa las trayectorias del modelo utili-
zando los resultados llamados, Teoremas de Fenichel.

Para el andlisis de los circuitos eléctricos se utiliza la metodologia de mallas, las Ley
de voltajes de Kirchhoff y como leyes constitutivas de los transistores, las ecuaciones de

Ebers-Moll.

Estructura de la Tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo |1} se estudian los métodos singulares necesarios para el desarrollo
de la tesis. El primer método se llama teoria de singularidades, y presenta un enfoque
mas sencillo de estudiar modelos que tienen bifurcaciones. El segundo método es la
teoria geométrica de perturbaciones singulares, y se encarga de construir trayectorias
cualitativas de modelos de sistemas que tienen en su estructura, escalas temporales
fuertemente separadas.

En el Capitulo 2} se estudia una metodologia sistematica para construir comporta-
mientos neuronales como el spiking y el bursting, utilizando métodos singulares. Para
una facil aplicacion, esta construccion se presenta en diagramas de bloques.

Finalmente, en el Capitulo[3]se aplican las técnicas presentadas en el Capitulo[2] para
construir un circuito eléctrico que tenga el comportamiento spiking, ademads, se prueba
que el circuito eléctrico es organizado por la singularidad histéresis y que también es

un despliegue universal de dicha singularidad.



Capitulo 1

Métodos singulares

En este capitulo se presentan dos herramientas importantes para explorar cualitati-
vamente las trayectorias de ciertos tipos de sistemas no lineales. La primera es la teoria
de singularidades, la cual estudia el cambio que sufren los punto fijos de un sistema
al variar uno o mas pardmetros, es decir, los problemas de bifurcacién. La segunda es
la teoria geométrica de perturbaciones singulares, que proporciona una idea sobre el
comportamiento de sistemas dindmicos en presencia de escalas temporales fuertemente

separadas.

1.1. Teoria de singularidades

Desde un punto de vista de sistemas dindmicos, una bifurcacién es un cambio repen-
tino en la estructura del campo vectorial cuando un parametro del sistema es variado,
comunmente llamado pardmetro de bifurcaciéon o de control. Por ejemplo, el ntiimero de
puntos fijos de un modelo puede cambiar drasticamente al modificar el pardmetro de
control.

El estudio de bifurcaciones empleando herramientas clésicas, resulta ser de gran
utilidad cuando el sistema en cuestién es simple, por ejemplo, la bifurcacién tridente
% = x° — Ax. Sin embargo, este analisis se vuelve més arduo a medida que el modelo
de la aplicacién crece, aumenta su complejidad o presenta perturbaciones, por ejemplo,

el modelo neuronal “Iy, + Lex”: CV = I — g.(V = V1) — gnateo(V)(V = V). Para més
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informacion sobre el andlisis de bifurcaciones desde un punto de vista clasico, se puede
consultar [Strogatz, 2001].

Por otro lado, la teoria de singularidades ofrece un enfoque sencillo para abordar
problemas de bifurcacion, utilizando métodos que son faciles de aplicar. En esta primera
parte del capitulo, se tratard de convencer de la sencillez que ofrece este enfoque y se
darén los detalles algebraicos necesarios para aplicarlo a modelos de sistemas reales,
en particular, a la dindmica neuronal.

La seccién estd dividida en 4 subsecciones. En la primera se presenta el Teorema de
la Funcién Implicita, el cual es considerado la columna vertebral de la teoria singular,
y también se define lo que es una singularidad. Y en las siguientes tres subsecciones,
se detallan las herramientas principales de la teoria: el problema de reconocimiento, la
teorfa de despliegues y el teorema de clasificacion, las cuales permiten la conexién con

los problemas de bifurcacion.

1.1.1. Teorema de la Funcién Implicita y las Singularidades

El Teorema de la Funcién Implicita es la principal herramienta utilizada en la teoria
singular, ya que como primer aplicacién, define de manera formal el concepto de sin-
gularidad.

Este teorema se encarga de sistemas de ecuaciones de la forma

filx,a) =0, i=1,...,n, (1.1)

donde x = (xy,...,x,) € R" son las variables desconocidasy a = (A, a3, ..., a) € R 1os
pardmetros. Se asume que el mapeo f : R" x R¥*! — R" es suave, es decir, diferenciable
un ntimero suficiente de veces. Para cualquier par (x, @) € R" xR, sea (df )|x . la matriz

Jacobiana de n X n

%xa) ,j=1,...,n (1.2)
ax] 7 7 4 7 7

Se trabajaré en una vecindad de un punto fijo (xo, &) € R" X R¥*1, es decir, el an4lisis

seréa local.
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Teorema 1.1.1. (Teorema de la Funcién Implicita). Sea f como se definié anteriormente.

Supongase que f(xo, ag) = 0y que

det(df)

[ #0. (1.3)

(x0,a0

Entonces existen vecindades U de xy € R", V de ay € R*! y una funcién X : V. — U tal que
para cada o € V, el sistema de ecuaciones (1.1) tiene una tinica solucion x = X(a) en U, que
satisface

f(X(a),a) =0, con X(ap) = xo. (1.4)

Demostracion. [laylor and Mann, 1983, Capitulo 8]. O

En la teoria de singularidades, se abordan principalmente problemas de bifurcacién
escalares, es decir, ecuaciones de la forma g(x,A) = 0, donde x € R es la variable de
estado y A € R es el pardmetro de bifurcacién o entrada del sistema. Al conjunto
{(x,A) : g(x, A) = 0} se le conoce como diagrama de bifurcacién de g. En los diagramas
de bifurcaciéon que se muestren posteriormente, el eje de las abscisas representa el
pardmetro de bifurcacién y el eje de las ordenadas la variable de estado.

Denotemos por g.(x, A) como la derivada de g(x, A) con respecto a x. Si en un punto
(x0, Ap) la derivada gx(xo, Ag) # 0, por el teorema([I.1.1} g(x, A) puede ser resuelta de forma
tnica en una vecindad de x como funcién de A. Por otro lado si g.(xp, Ag) = 0, el teorema

no aplica y entonces podemos definir:

Definicién 1. Sea g(x, A) = 0 una funcion escalar, es decir, g : R X R — R. Un punto (xo, Ag)
satisfaciendo las siguientes condiciones (comiinmente llamadas de degenerancia para identificar

una singularidad)

g(x0, Ao) = gx(x0, A0) =0, (1.5)
se le llama singularidad de g(x, A).

El Teorema de la Funcién Implicita es una condicién necesaria para que g(x, 1)

posea una bifurcacién en el punto (xp, Ag) (punto de bifurcacién), esta condicién es
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gx(x0, Ap) = 0. Sin embargo, observamos que en un punto de singularidad, el diagrama
de bifurcacién de ¢ no posee necesariamente una bifurcacién en el sentido clésico, por

ejemplo considerar

= la singularidad histerética: g(x, A) = —x® + A, cuya grafica se muestra en la Figura

LTy

Figura 1.1: Conjunto {x, A} de la singularidad histerética

= lasingularidad Winged Cusp: g(x, A) = x>+ A?, cuya gréfica se muestra en la Figura

Figura 1.2: Conjunto {x, A} de la singularidad winged cusp

Ambos diagramas de bifurcacién tienen exactamente una solucién para cualquier A,

pero obviamente tienen una singularidad en el origen.
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Podemos dar una lista de algunas formas normales, denotadas por h(x, A) = 0, para

distintos tipos de singularidades:

1. h(x, A) = ex? + 6A (Silla-Nodo);

N

. h(x, A) = e(x* — A?) (Transcritica);

3. h(x,A) = e(x? + A?) (Centro Isola);

S

. h(x, A) = ex® + 6A (Histéresis);

5. h(x, A) = ex® + 6Ax (Tridente);

(o)

. h(x,A) = ex® + 5A* (Winged Cusp).

El diagrama de bifurcacion de estas formas normales es evidente, dada la sencillez de
la expresion. Sin embargo, una pregunta natural es la siguiente.

Dado un problema de bifurcacién general g(x, A) = 0, ;como se puede determinar
de forma rigurosa y sencilla, que tipo de singularidad posee?. La préxima seccién se
encarga de responder a esta pregunta.

Por cuestiones de simplicidad de escritura de las ecuaciones, la teoria de singulari-
dades es formulada en una vecindad del origen. Es decir, a lo largo del documento el

punto singular (x, 1) = (xp, Ag) = (0, 0) se denotara por (x,A) = (0,0)ox =A =0.

1.1.2. Problema de reconocimiento

El problema de reconocimiento se encarga de responder a la pregunta formulada
al final de la seccién precedente. Su importancia se presenta cuando la funcién g(x, A),
proveniente tal vez de un experimento, no proporciona suficiente informacién sobre
su comportamiento, y en cambio, su equivalencia a una forma normal h(x, A) permite
establecer, al menos localmente, la union con las bifurcaciones.

Antes de presentar la soluciéon del problema de reconocimiento, se enuncian varios
conceptos que sirven para entender un poco las bases sobres las cuales se formaliza la

idea sobre la resolucién de esta problemaética.
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Definicién 2. Se dice que dos mapeos suaves g,h : R X R — R, son equivalentes si estin

relacionados a través de la ecuacion
S(x, M)g(X(x, 1), A(A)) = h(x, A) (1.6)
donde S(x, A) > 0y (X, A) es un difeomorfismo local que preserva la orientacion de x y A.

Puede observarse en la definicién[2} que X es modificado por x y A, pero A solamente
por A, lo cual es justificado por la naturaleza fisica del sistema, en donde A actda como

el pardmetro de control y x como la variable de estado.
Definicién 3. Definimos a ng(-) : R — Z por
ng(A) = el niimero de soluciones de g(x, A) para un A dado. (1.7)

Una consecuencia importante de la equivalencia es la siguiente relacién.

Proposicién 1.1.2. Dos problemas de bifurcacion equivalentes h ~ g, satisfacen
n(A) = my(A). (1.8)
Demostracién. Por un lado supongamos que g(x, A(A)) = 0, entonces
h(% A) =0, con ¥ = X '(x, A). (1.9)
Por el otro lado, h(x, A) = 0, entonces

¢(% A1) = 0, con ¥ = X(x, A). (1.10)

Si un problema de bifurcacién y una singularidad son equivalentes, entonces son

difeomorfas, pero el converso no es cierto, como veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1. Sea ¢(x,A) = x> — A%, h(x,A) = X(x,1)*> — A(x, A)?, donde X(x,A) = x — A
y A(x,A) = x + A. Por el teorema de la funcién inversa, observamos que el mapeo

(x, A) = (X(x, A), A(x, A)) es difeomorfo, pues

1 -1
D(X(x, 1), A(x, 1)) = (1.11)
1 1
es no singular. Sin embargo,
h(x,A) = (x = A)* — (x + A)* = —4xA # g(x, A). (1.12)

Ademas, ng(A) =len A =0yng(A) =2YA #0.Y n,(A) =occen A =0. Porlo tanto, gy

tienen diferente nimero de soluciones en A = 0, es decir, no son equivalente. O

Ahora, el concepto de equivalencia es refinado de tal manera que el problema de re-
conocimiento sea fuerte, es decir, que establezca condiciones bajo las cuales un problema
de bifurcacién suave g(x, 1) es fuertemente equivalente a una singularidad elemental

dada.

Definicién 4. Se dice que dos mapeos suaves g,h : R X R — IR, son fuertemente equivalentes

si existen funciones S(x, ) y X(x, A) que satisfacen

X(0,0)=1(0,0), Xi(x,A)>0, S(x,A)>0, (1.13)

y tales que la relacion

g(x, A) = S(x, A)h(X(x, A), A) (1.14)

se mantiene suficientemente cerca del origen.

Consideramos las siguientes formas normales:



18 CAPITULO 1. METODOS SINGULARES

a) h(x,A) = ex* + 61, k>2, (1.15)
by h(x,A) = ex* + 6Ax, k>3, (1.16)
¢) h(x,A) = & (x* + 5A?), (1.17)
d) h(x, 1) = ex® + 0A>. (1.18)

En donde ¢ o A son iguales a +1. A continuacién, se presenta el problema de reconoci-

miento para estds formas normales.

Proposicién 1.1.3. Un problema de bifurcacion g(x, A) es fuertemente equivalente a h(x, A) =

ex* + A, conk >2,siysélosienx=1=0

k-1
g:%g:...:(%) 2=0, (1.19)
' ZAY 9
€ =sgn (5) g, O6=sgn (ﬁ) g (1.20)
Demostracion. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Pagina 94]. m|

Proposicién 1.1.4. Un problema de bifurcacion g(x, A) es fuertemente equivalente a h(x, 1) =

e+ 0Ax, conk >3,siysélosienx=1=0

P o\t 9
82582'“:(5) §=578=0 (1.21)

J\ J 9
€ =sgn (5) g, O0=sgn (ﬁa) g. (1.22)

Demostracion. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Pagina 95]. o
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Proposicién 1.1.5. Un problema de bifurcacion g(x, A) es fuertemente equivalente a h(x, A) =

e(x* +06A?),siysélosienx=A=0

g§=8=81=0, (1.23)
e=5¢n(gn), O=sgn (det (dzg)), (1.24)

donde d*g es la matriz Hessiana de 2 X 2 de las segundas derivadas de g.

Demostracion. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Pagina 95]. O

Proposicién 1.1.6. Un problema de bifurcacion g(x, A) es fuertemente equivalente a la winged

cusp, h(x, ) = €+ 6A?,siysélosienx =1 =0

§=8 =81 =8 =8 =0, (1.25)

Yy
€ =591 (Qxx), O =sgn(gAA), (1.26)
Demostracion. [Golubitsky and Schaetter, 1985, Pagina 96]. m|

Ejemplo 2. El modelo més sencillo de la dindmica neuronal, presentado y analizado

en [Izhikevich, 2010], es el siguiente

Cx=A-gi(x—=Ep)— gn,Me(x)(x —Ey,) con (1.27)
M) = ——,
1+e*

donde x es el potencial de membrana de la neurona, A es la corriente de entrada, g,
es la conductancia de membrana y C, g1, Er, En,, ky V% son constantes dadas. Sean
C=14 =1 E = -80, Ey, = 60, k = 15, V% = =20y gn, = 0.9941 con unidades
adecuadas, mostrar que el modelo es equivalente a un singularidad histerética en

una vecindad de (xp, Ag) = (=30.3532,19.6467).
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Sea x = 0, entonces el conjunto de puntos fijos estd dado por
g, A) = A = gu(x — Ep) — gn,Meo(x)(x — En,). (1.28)

Aplicando la Proposicion con k = 3 a (1.28) en (x9, Ag) = (—=30.3532,19.6467), se

obtiene

g = Ao — gr(xo — Er) — gn,Meo(x0)(x0 — En,) = 0,

J
8x = —8L~ gNﬂa[mw(xo)(xo —En)] =0,
By
Qux = —gNaﬁ[moo(xo)(xo —En)] =0,

Pt
&= sgn(ﬁg(xo, Ao)) = —1,

%
0= sgn(ﬁg(xo, /\0)) =1.

Por lo tanto el modelo (1.27) es equivalente a una singularidad histerética en una

vecindad de (xg, Ag) = (—30.3532,19.6467). O

1.1.3. Teoria de despliegues

En la subseccién anterior, se mostré que para obtener la equivalencia entre un pro-
blema de bifurcacién g(x, A) y una singularidad h(x, A), basta con calcular tnicamente
un ntmero finito de derivadas de g en el punto singular. Esta equivalencia es el primer
paso para analizar bifurcaciones utilizando el enfoque singular, ya que como se men-
ciond anteriormente, una forma normal es més sencilla de estudiar cualitativamente. El
segundo paso en el estudio de problemas de bifurcacién, se refiere a las bifurcaciones
imperfectas.

Las bifurcaciones imperfectas, sugieren que el diagrama de bifurcacién de una forma
normal, h(x, 1), se rompe o deforma bajo pequefias perturbaciones, por ejemplo, la
bifurcacion tridente perturbada x = x> — Ax + €. En esta subseccion, se busca caracterizar
estas perturbaciones de tal manera que puedan capturarse en un modelo mds general,

del cual, sea posible construir todos los diagramas de bifurcacién.
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De lo anterior, surge la segunda pregunta de la teoria singular: Dado un problema
de bifurcacién g(x,A) = 0, fuertemente equivalente a una singularidad h(x, A) cerca
de x = A = 0, ;es posible caracterizar y predecir todos los diagramas de bifurcacién,
modulo equivalencia, del problema de bifurcacién perturbado g(x, A) + ep(x, A), para
un € pequefio y una funcién p(x, A) suave?. {La respuesta es si!, y la solucién se conoce
como la teoria de despliegues.

La teorfa de despliegues comprende de dos objetivos principales: en el primero se
construye una familia de k pardmetros G(x, A, a) con @ € RR¥, de tal manera que sea
equivalente a cualquier perturbacién de la forma g(x, A) + ep(x, A); el segundo explora
el modelo G(x, A, a) en el espacio de parametros R, con el fin de enumerar todos los
diagramas de bifurcacién que surgen al variar cada parametro. Con el fin de abordar el

primer objetivo, se inicia con algunos conceptos basicos de la teoria de despliegues.

Definicién 5. Un desplieque con k—pardmetros de g(x,A), es una funcion G(x,A,a) con
a=(a,..., ar) € RE, tal que

G(x, A,0) = g(x, A). (1.29)

A los pardmetros a se les conoce como pardmetros de despliegue.

Por ejemplo, a partir de la definicién se dice que G(x, A, e) = g(x, A) + ep(x, A) es
un despliegue de g(x, A) con un pardmetro. Ahora, veamos que relaciones se pueden
establecer cuando se tienen dos o més despliegues de varios pardmetros.

Si se tienen dos despliegues, G(x,A,@) a € Ry H(x, A, B) B € R, de ¢ y se supone

que para toda 8 € IR se puede encontrar un mapeo A : R' — R* tal que
H(x, A, ) ~ G(x, A, A()), (1.30)

se dice que G exhibe todos los comportamientos de H, médulo equivalencia. Esta

relacién se formaliza en la siguiente definicién.

Definicién 6. Sean G(x, A, ) y H(x, A, B) dos despliegues de g(x, A). Decimos que H(x, A, B)
factoriza a través de G(x, A, B) si existen funciones suaves S(x, A, B), X(x, A, B), A(A, B) y A(B),
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que satisfacen

X(x,A,0) =x, A,0) =4, S(x,A,0) =1y A(0) =0, (1.31)

tales que

H(x,1,B) = S(x, 4, B)GX(x, A, ), A, B), A(B)). (132)

Existen casos especiales de despliegues G de g que contienen todas las perturbaciones
g(x, A) +ep(x, A), es decir, cualquier otro despliegue de ¢ puede factorizar a través de G.

Lo que se resume en la siguiente definicién.

Definicién 7. Un despliegue G de g se dice versal, si cualquier otro despliegue de g factoriza
a través de G. Un desplieque versal se dice universal, si depende de un niimero minimo de
pardmetros de despliegue. El niimero minimo de pardmetros de despliegue, k € Z.., por el cual

un despliegue es universal, se llama la codimension de g.

Un despliegue universal de g, es una familia de funciones de k-parametros G(x, A, a)
que satisface G(x, A,0) = g(x, A) y tiene la siguiente propiedad: para cualquier perturba-
cién p(x, A), hay un valor de «a tal que g + ep es equivalente a G(x, A, a).

Una consecuencia importante de lo anterior, es que no ocurririan comportamientos
nuevos al introducir mds pardmetros a un despliegue universal, ya que la codimensién
de g dice el nimero exacto de pardmetros requeridos para describir las perturbaciones
de un problema de bifurcacién. El siguiente lema, da una forma sencilla de calcular la

dimensién de g.

Lema 1.1.7. La codimension de g es igual al niimero de condiciones de degenerancia en el
problema de reconocimiento para § - 2 (sin contar las que se necesitan para identificar una

singularidad, es decir g = g, = 0).

Una lista de despliegues universales para las formas normales de singularidades,

para las cuales se ha dado la solucién del problema de reconocimiento, se muestra en

la tabla
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Forma Normal . Despliegue universal
(e = 1,6 = <1) Nombre Codim. Hex, A, o)
ex? + oA Silla-Nodo 0 -
e(x? + 612) Tranlsm“ca 0 1 e(x? + 612 + 1)
sola
ex® + oA Histéresis 1 ex® + 01 + ax
ex? + oA3 C.usl?ld.e 2 ex? + 0% + o + BA
Asimétrica
ex® + OAx Tridente 2 ex® + OAx + a + px?
ex*t + oA Quartic Fold 2 ex* + OA + ax + px?
ex? + oAt - 3 ex? + OA + a + BA + yA?
ex® + O0A? Winged Cusp 3 ex® + 0A% + o + Px + yAx
ex* + 6Ax - 3 ext + 0Ax + a + BA + yx?
ex® + O6A - 3 €x® + OA + ax + x* + yx®

Cuadro 1.1: Despliegues universales de formas normales de singularidades

La construccién de un despliegue universal es un procedimiento estdndar de la teoria
singularidades. Los detalles sobre el algoritmo de construccién pueden consultarse
en [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Capitulo 3]. Claramente, el despliegue universal
de una singularidad dada no es tinico. Sin embargo, podemos eligir la forma “mas

sencilla”de este despliegue de forma andloga a como elegimos las formas normales.

Hasta este punto, se conocen los despliegues universales de singularidades elemen-
tales o, como puede observarse en la tabla formas normales de codimensién igual
o menor a tres. Surge entonces, la inquietud de cémo saber si un despliegue de un
problema de bifurcacion es universal. Tener esta pregunta es totalmente vélida ya que
en aplicaciones (problemas reales), los modelos se presentan con un gran ntimero de
pardmetros, es decir, se pueden escribir de la forma G(x, A, @). Surge asi otra herra-
mienta util en aplicaciones de la teoria singular, denominada como el problema de
reconocimiento para despliegues universales.

Supongamos que se tiene un despliegue G(x, A, @) de g(x, 1), donde g es fuertemente
equivalente a una forma normal h(x, A). La pregunta del problema de reconocimiento

para despliegues universales es: jel modelo G(x, A, @) es un despliegue universal de
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g(x,A)?. La respuesta a esta pregunta puede encontrarse de manera muy sencilla, en
términos de 4lgebra lineal. A continuacioén se presentan algunos ejemplos de solucién
al problema de reconocimiento para despliegues universales. Recordar que el subindice

representa la derivada parcial con respecto a la variable correspondiente.

Proposicién 1.1.8. Supéngase que g(x, A) es equivalente a h(x, 1) = +x° + A, y sea G(x, A, @)

un despliegue de g de un pardmetro. Entonces G es un desplieque universal de g si y sélo si

det| 8% &% |4, (1.33)
Gy Gax
enx=A=a=0.
Demostracion. [Golubitsky and Schaetter, 1985, Pagina 136]. m|

Proposicién 1.1.9. Sea G(x, A, o, B) un despliegue de dos pardmetros de g(x, A) equivalente a

h(x, A) = £x° + Ax. Entonces G es un desplieque universal de g si y sélo si

0 0 ng gxxx
0 x xx
det S N T} (1.34)
Ga Gax Ga/\ Gaxx

Gy Gp Gp G

enx=A=a=p=0.
Demostracién. [Golubitsky and Schaefter, 1985| Pagina 138]. O

Proposicién 1.1.10. Sea G(x, A, a, B, y) un despliegue de tres pardmetros de g(x, A) equivalente

a h(x, A) = £x* = A3. Entonces G es un despliegue universal de g si y sélo si

0 O 0 Qox &
0 0 gu S &
det| G, Guxr Gar Gaxxr Gaa %0, (1.35)
Gp Gpe Gpr Gpur Gpar
Gy Gy G Guxe Gya

enx=A=a=p=y=0.
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Demostracion. [Golubitsky and Schaetter, 1985, Pagina 139]. m|

Ejemplo 3. Tomando a gn, como pardmetro de despliegue a en el modelo (1.27) de la

dindmica neuronal, mostrar que
G(x, A, a) = A — gr(x — Er) — gn,Moo(X)(x — En;,) (1.36)

es un despliegue universal de la singularidad histéresis en el punto de singularidad
(0, Ao, ) = (=30.3532,19.6467,0.9941).

Del ejemplo]2|recordemos que para gy, = 0.9941, g(x, A) ~ h(x, A) = —x*+ A. Entonces
utilizando la proposicién [1.1.§]se calcula la siguiente expresién

x 0
det S det
Ga Sax _mOO(xO - ENa) _%[mOO(xO)(xO - ENH)]

d
= —g[mm(xo)(xo - ENa)] = 1.0058 # 0,

en (xo, Ao, a) = (=30.3532,19.6467,0.9941). Por lo tanto el modelo (1.36) es un despliegue

universal de la singularidad histerética, con gy, como pardmetro de despliegue. O

El segundo objetivo de la teoria de despliegues, consiste en explorar el espacio
de pardmetros R* del despliegue universal, con el fin de enumerar todos los posibles
diagramas de bifurcacién que se pueden obtener al variar cada pardmetro. Esto es
posible ya que los todos diagramas de bifurcacién de g(x,A) + ep(x, A) son, médulo
equivalencia, los del despliegue universal G(x, A, ), el cual es més f4cil de analizar.

La idea principal sobre esto, es mostrar que ciertos diagramas de bifurcaciéon de G
permanecen sin cambio ante pequefias perturbaciones, es decir, son equivalentes. A un

diagrama de bifurcacién con esta propiedad se le llama diagrama persistente.

Definicién 8. Una bifurcacion es persistente si su diagrama de bifurcaciéon no cambia cuali-
tativamente bajo pequefias perturbaciones, es decir, g(x, A) + ep(x,A) ~ g(x,A) ¥V p(x,A) y €

pequeria.
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En otras palabras, la definicién dice que si un despliegue G(x, A, a") es persistente,

entonces existe una vecindad V de o, tal que Ya € V se cumple lo siguiente

G(x, A, a) ~ G(x, A, a). (1.37)

En realidad, puede ser complicado abordar el problema estudiando los diagramas
persistentes. Entonces el anélisis se enfocard en buscar comportamientos de no persis-
tencia en el espacio de R*. Las fuentes més genéricas de no persistencia son las tres

bifurcaciones de codimensién 1:

= Histéresis: +x° + A. Un ejemplo de la no persistencia se muestra en la Figura

No perturbado Perturbado

L

Figura 1.3: Diagrama de bifurcacién no persistente en la histéresis.

» Transcritica e Isola: +x* + A%. Un ejemplo de la no persistencia se muestra en la

Figura

No perturbado Perturbado

o<

Figura 1.4: Diagrama de bifurcacién no persistente en la transcritica o isola.

También existen comportamientos de no persistencia no locales llamados puntos
doble silla-nodo. Utilizando la solucién del problema de reconocimiento, es posible
definir subconjuntos en el espacio de despliegues donde se encuentran estos fenémenos

no persistentes, lo cual se muestra en la siguiente definicién.
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Definicién 9.

1. B={aeR" : A(x,\)) e Rx R tal que G = G, = G, =0en (x,A,a)}.

2. H={a e R": A(x,A) e RX R tal que G = G, = Gy, = 0 en (x, A, a)}.

3. D={aeR:A(x;,x,A) € RXRXR,x; # xo, tal que G = G, = 0en (x;, A, @),i =
1,2).

4. ¥ = BUH U D=Conjunto de transicion.

Una observacion importante sobre la definicién anterior se muestra a continuacion:

1. Sia® € B, el diagrama de bifurcacién de G(x, A, a*) posee una bifurcacién transcriti-

ca o una isola.
2. Sia* € H, el diagrama debifurcacién de G(x, A, &) posee una bifurcacién histéresis.
3. Sia” € D, el diagrama de bifurcaciéon de G(x, A, a*) posee una doble silla-nodo.

4. Sia* ¢ L, el diagrama de bifurcacién es persistente.

La forma de encontrar los conjuntos B, H y D 6 el conjunto de transicién X, es
resolver dos de las ecuaciones para x y A como funcién de a. Entonces, al sustituir el re-
sultado en la tercer ecuacion, se obtiene una ecuacién simple para a. Este proceso puede
introducir singularidades en las soluciones y ciertas desigualdades para lo valores de
los a’s.

Es también natural esperar que si g(x, 1) y su despliegue universal G(x, A, a) son
mapas polinomiales, entonces el conjunto X también estd definido por igualdades y

desigualdades polinomiales. Asi, se resulta el siguiente teorema.

Teorema 1.1.11. Sea ¢ : R X R — IR un mapeo polinomial de codimension finita y sea
G(x, A, a) un despliegue universal también polinomial. Entonces el conjunto de transicion X es

una variedad semi-algebraica en R de codimension 1.

Se enuncia ahora un lema que sera ttil para encontrar el conjunto de transiciéon de

varios despliegues universales.
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Lema 1.1.12. Si h(x) es un polinomio de grado 3 o menor tal que h = h, = 0 en dos puntos

distintos x; y x,, entonces h = 0.

Demostracion. [Golubitsky and Schaetter, 1985, Pagina 146]. ]

A continuacién se presentan dos ejemplos: la singularidad histéresis y la tridente.
Utilizando el despliegue universal, se encuentra el conjunto de transicién y se dibujan

los diagramas persistentes.

Ejemplo 4. Para el despliegue universal de la histéresis H(x,A,a) = —x° — A + ax,
encontrar el conjunto de transicién y dibujar todos los diagramas persistentes.

Desde que H(x, A, @) tiene grado 3, por el Lema el conjunto O = 0. Por lo que
s6lo basta con calcular By H.

ParaB={a € R":A(x,\) e Rx Rtal que H = H, = H) = 0 en (x, A, a)}.

H=-x-A+ax=0
He=-3*+a=0
Hy=-1=0.

Lo que resulta 8 = 0.
Para H = {o € RF: A(x,A) € RX R tal que H = H, = H,, = 0 en (x, A, a)}.

H=-x*-A+ax=0
H,=-3%+a=0
H, =-6x=0.

Entonces se obtiene que H = {a € R: a = 0}. Porlo tanto 2 = BUH U D = {a €
R : a = 0}. En la Figura[1.5 se muestran los diagramas persistentes de la singularidad

histéresis en el espacio de pardmetros R.
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a=0 \ \ 1
@
a

Figura 1.5: Diagramas persistentes de la histéresis

O

Ejemplo 5. Para el despliegue universal de la tridente H(x, A, a) = x> — Ax + a + Bx,
encontrar el conjunto de transicién y dibujar todos los diagramas persistentes.

Desde que H(x, A, a) tiene grado 3, por el Lema el conjunto O = 0. Por lo que
s6lo basta con calcular By H.

Para B ={(a,f) e R*: d(x, \) e RxRtalque H = H, = H; = 0en (x, A, a, B)}.

H=x-Ax+a+px=0
H,=3x*-A+2Bx=0
HA:—.X:O.

Lo que resulta 8 = {(o,f) € R? : & = 0.
Para H = {(a, ) € R* : A(x, 1) € Rx R tal que H = H, = H,, = 0 en (x, A, a, B)}.

H=x-Ax+a+px=0
H,=3x*-A+2Bx=0

H,, = —6x + 2.

Resolviendo se obtiene que H = {(a,f) e R*: a = g—;}. PorlotantoX = BUHUD =
{a =0 U{a = g—;}. En la Figura se muestran los diagramas persistentes de la

singularidad tridente en el espacio de parametros R?.
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@ @ B

@) (2) ) (4)

/

Figura 1.6: Diagramas persistentes de la tridente

O

Para concluir, se menciona que en [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Pagina 205]
hay una tabla de variedades de transicién y diagramas persistentes para los demaés

despliegues universales de la tabla

1.1.4. Teorema de clasificacion

El propésito de esté seccion es unir las herramientas anteriores con el fin de clasificar
todos los problemas de bifurcacién de codimensién tres o menor. En la subseccién ante-
rior, se mostro en la tabla|l.1jonce singularidades o formas normales cuya codimensién
es menor o igual a tres, a estds se les llamard bifurcaciones elementales. Una lista de
bifurcaciones elementales de codimensién menor o igual a siete, se puede encontrar

en [Keyfitz, 1986].

Teorema 1.1.13. (Teorema de clasificacion) Sea g(x,A) tal que g(x,A) = g«(x,A) = 0 en
(x0, A0) = (0,0) y codimension(g)< 3, entonces g(x, A) es fuertemente equivalente a una de las

bifurcaciones elementales.

La prueba de este teorema es constructiva, y se forma enumerando todas las posibles

combinaciones de las derivadas de ¢ que aparecen para problemas de bifurcacién.
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Demostracion. [Golubitsky and Schaetter, 1985, Pagina 200]. m|

A continuacién se presentan varias consecuencias y observaciones del teorema de
clasificacion, las cuales estan directamente ligadas a problemas de bifurcacién reales.

Este teorema provee mucha informacién sobre los posibles diagramas de bifurcacién
que pueden ser encontrados en la naturaleza con mayor facilidad, es decir, hay una
gran probabilidad de que los diagramas de bifurcacion persistentes de una de las
bifurcaciones elementales, sean observados al tratar con un problema experimental.

De lo anterior se puede deducir, cual es la singularidad que organiza al sistema
que se estd estudiando. Viceversa, si observamos un diagrama de bifurcacién que no se
encuentra en los diagramas de bifurcacién persistentes de las bifurcaciones elementales,
se sabe entonces que el modelo del sistema tendrd una codimensién mas alta.

Si todos los comportamientos experimentales o numéricos de un modelo que se
esté estudiando, presentan todos los diagramas persistentes de una singularidad o
bifurcacién elemental, se dice que estd singularidad es el centro organizador del modelo.

Este término serd muy utilizado en lo que resta del documento.

1.2. Teoria geométrica de perturbaciones singulares

La teoria geométrica de perturbaciones singulares, es un método cualitativo que
aproxima soluciones en el espacio de fase de sistemas no lineales que presentan es-
tructuras con multiples escalas de tiempo. Las escalas de tiempo que se presentan
comuinmente son las lentas y las rapidas.

En esta seccién se presenta una breve introduccién a este método. Por lo que, si
quiere profundizar sobre el tema se puede consultar [Jones, 1995] o el trabajo de Neil
Fenichel [Fenichel, 1972].

Antes de enunciar los teoremas principales o los teoremas de Fenichel de la teoria,
es necesario presentar el contexto matematico sobre el cual funciona la teoria, el cual
es desarrollado en la primer subseccién. En la segunda subseccién se presentan los
teoremas de Fenichel y, finalmente, se muestra un ejemplo donde se analiza un sistema

con esta metodologia.
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1.2.1. Antecendentes matematicos

Se consideran ecuaciones de la forma

X' = f(x,y,€) (138)

Yy =¢€g(x,y,e),
donde (1) = %, x € R", y € Ry € € R. El sistema anterior puede reescribirse utilizando

un cambio de variable T = €t, visto como un cambio en la escala de tiempo, como

ex = f(x,y,¢€) (139)

y =8 y,e),
donde () = 4. Para e pequefios, observese que t actiia como una variable rdpida,
mientras que T como una variable lenta. Ambos sistemas son equivalentes para toda
€ > 0, y se conocen como el sistema répido (1.38)) y el sistema lento (1.39).
Los teoremas que serdn aplicados a este tipo de sistemas, son los enunciados por

Fenichel en [Fenichel, 1972], los cuales requieren ciertas hip6tesis (denotadas por H)

sobre (1.38) y (1.39). La primer hipétesis que se tiene es la siguiente

H 1. Las funciones f, ¢ se asumen C* en un conjunto U X I, donde U c RN es abierto

conN=n+l,y0OcIcR

Tomando € = 0, los sistemas (1.38) y (1.39) pierden su equivalencia, dando dos

sistemas con propiedades estructurales totalmente diferentes. Para (1.38) resulta

x' = f(x,y,0)
y =0,

(1.40)

y se le conoce como la dindmica capa y se observa que mientras x varfa, y permanece
constante, entonces a x se le llama la variable rdpida. De igual manera, tomando € = 0

en (1.39) se obtiene

0= f(x,y,0)
y=g(xy,0),

(1.41)
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al cual se le conoce como la dindmica reducida. Esta dindmica puede entenderse como
el flujo definido en el conjunto {(x, y) : f(x,y,0) = 0} por ¥ = g(x, y,0).

De lo anterior, se tiene el comportamiento de cada sistema. El sistema capa tiene un
continuo de puntos criticos, al cual, por ejemplo si son estables, la solucién converge
rdpidamente; mientras que el sistema reducido, dice como es el flujo lento en este con-
junto de equilibrios. Juntando la informacién anterior obtenemos un comportamiento
global no trivial. En otras palabras, para el flujo sobre f(x, y,0) es trivial, mientras
que para no lo es, pero no estd definido fuera de este conjunto.

El objetivo de la teoria geométrica de perturbaciones singulares es unir ambos com-
portamientos cuando € = 0, y tratar de predecir el comportamiento de 0

cuando € # 0.

Definicién 10. Al conjunto f(x,y,0) = 0 se le conoce como variedad critica y se denota por

So = 1(x, y) : f(x,y,0) = O} (142)

Generalmente (lejos de singularidades), Sy es una variedad suave de dimensién I.
Se toma un conjunto con esta caracteristica My C Sy, tal que las direcciones normales

corresponden a valores propios no neutrales.

Definicién 11. La variedad M, es normalmente hiperbélica con respecto a (1.40) si Y(x,y) €
M, el Jacobiano de (1.40), es decir,

fo Sy ] (1.43)

]:[0 0

posee exactamente | valores propios con parte real cero.

Una consecuencia de la definicién [11]y por el Teorema de la Funcién Implicita, es
que M, puede escribirse como M, = {(x, y) : x = hy(y)}, es decir, M, es dada como la

gréafica de una funcién x en términos de v.
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Definiciéon 12. Un conjunto M es localmente invariante para (1.38) y (1.39) si hay una
vecindad V, tal que las trayectorias no pueden dejar M sin dejar también V. En otras palabras,

Vx € Mexiste una t > 0 tal que

o) =xt € MY t[-1,1]. (1.44)

Con estas definiciones es posible enunciar, las siguientes hip6tesis

H 2. La variedad M, es una variedad compacta, posiblemente con bordes y normal-

mente hiperbdlica con respecto a (1.40).

H 3. La variedad M, es dada como la grafica de una funcién hy(y) € C* para y €
K, donde K es un conjunto compacto simplemente conectado, cuya frontera es una

subvariedad C* (I — 1) dimensional.

1.2.2. Teoremas de Fenichel

El primer Teorema de Fenichel asegura la existencia de una variedad que es una

perturbacién de M. Esta variedad perturbada, serd conectada con el comportamiento

de (1.38) y (1.39) cuando € # 0.

Teorema 1.2.1. (Primer Teorema de Fenichel) Bajo las hipétesis HI|y H2| existe un € > 0 tal
que para todo € € (0, €], existe una variedad M. difeomdrfa a My y O(€)-cerca a M, tal que

» M. es localmente invariante para (1.38).
» M. es C" paratodor € N Ce.
Demostracion. [Jones, 1995]. O

La variedad M. serd llamada la variedad lenta, y debe notarse que por continuidad
también es normalmente hiperbélica y es localmente invariante debido posiblemente,

a la presencia de la frontera y a que las trayectorias de M, pueden salir esta. Es por lo
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anterior, que se puede llevar a cabo la conexién del comportamiento sobre M. con el
del sistema (1.38)).
Utilizando las hipétesis y se puede reformular el Primer Teorema de

Fenichel en término de funciones.

Teorema 1.2.2. Existe un € > 0, tal que para todo € € (0,€] hay una funcién he(y) tal que
M = {(x,y) : x = he(y)} es localmente invariante para (1.38), donde h.(y) es C" para todo

relNCe.
Demostracion. [Jones, 1995]. O

Asi, sustituyendo h.(y) en (1.38)) se observa que las ecuaciones se desacoplan de x,

es decir, se obtiene una ecuacién para la variaciéon de la variable y

y = eg(he(y), y,€). (1.45)

Desde que la variedad M. estd escrita en funcién de vy, la ecuacion (1.45) describe el

flujo sobre esta. De igual manera, esto pasa en el caso reescalado

v = g(x, he(y), €). (1.46)

Tomando el limite € = 0 en (1.46), se observa que naturalmente describe el flujo sobre

la variedad M. Por lo tanto, (1.45) y (1.46) son una pequeiia perturbacién de (1.40) y
(1.41).

El segundo teorema de Fenichel asegura la existencia de las variables estables e
inestables de la variedad lenta, es decir, la variedad M, posee variedades locales estables
y locales inestables, que son perturbaciones de las variedades estables e inestables de
M,. Debido a que M, es normalmente hiperbélica, tiene sentido hablar de las variedades

estables e inestables.

Definicion 13. Sea Vo € My, y sean ‘W, (Vo) y W) (Vo) su variedades estable e inestable

con respecto a la dindmica capa (1.40). Entonces se define a las variedades estables e inestables
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de M,y como

W (Mo) = Uypem, W (Vo). (1.47)

Observese que W*" (M) son variedades suaves e invariantes con respecto a (1.40).

Teorema 1.2.3. (Segundo Teorema de Fenichel) Bajo las hipétesis y existe un é
tal que para todo € € (0,€], existen variedades W, "' (M.) que estin O(e)-cerca de W (M)
respectivamente. Ademds, son localmente invariantes para v ([L39), y (C) en (x,y,¢€)
para toda r € IN.

Demostracion. [Jones, 1995]. O

El comportamiento sobre M. no puede decirse igual al de My, ya que no es un
conjunto de equilibrios. Sin embargo, se puede decir que el flujo sobre W*(M.) decaerd a
M. exponencialmente, con la advertencia de que el decaimiento existird siempre y
cuando el flujo se mantenga en una vecindad D. Lo anterior se detalla en el siguiente

teorema.
Teorema 1.2.4. Sea d(.,.) la distancia Euclidiana, entonces

» Existen ks > 0y as > O reales, tales que si V€ W(M.) y un flujo ¢azg(V,[0,T]) €
W:(M.), T > 0, entonces

d(d(V, 1), Me) < k™', Yt € [0, T]. (1.48)

» Existen k, > 0y a, > O reales, tales que si V. € W"(M.) y un flujo pgazg(V,[0,T]) €
WHM,), T <0, entonces

d(p(V, 1), Me) < ke, vt € [0, T]. (1.49)

Demostracion. [Jones, 1995]. O
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1.2.3. Ejemplo: Modelo de Fitzhugh-Nagumo

Uno de lo modelos més importantes en el estudio de la dindmica neuronal, fué pre-
sentado por Hodgkin-Huxley en [Hodgkin and Huxley, 1952]. Este modelo explica
como se generan los potenciales de accién en el axén de una neurona de un calamar
gigante. Para logar esto, Hodgkin-Huxley propusieron un modelo de cuatro ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales, que describen como las conductacias y las corrientes

dependen del potencial de membrana de la neurona.

Los posibles comportamientos neuronales modelados por estas ecuaciones son: la

excitabilidad y la generacién periddica de potenciales de accion.

Debido al complejo andlisis que requiere el modelo de Hodgkin-Huxley, Richard
Fitzhugh propone en [Fitzhugh, 1961] un modelo reducido que resulta ser mas sencillo.
Sin embargo, este modelo reproduce solamente el comportamiento cualitativo, pero
explica geométricamente todos los comportamientos del modelo de Hodgkin-Huxley,

dejando por un lado los aspectos fisioeléctricos de la neurona.

En su articulo, Fitzhugh lleva acabo el andlisis del modelo utilizando un enfoque de
analisis clasico, pero se mostrard que se puede llegar al mismo resultado e incluso dar
mads informacion, utilizando lo métodos singulares estudiados en este capitulo. Después

de cambios de variables, el modelo propuesto por Fitzhugh puede escribirse como:

/

1. -
X' = 3x +x+b(1 Y) (1.50)

Y =e(x-y), (1.51)

donde I es la corriente aplicada al axén, b >0y 0 <e << 1.

Viendo a x como la variable de estado y a A = I—y como el parametro de bifurcacion,
es claro que el lado derecho de (1.50), es el despliegue universal de la histéresis. Por
lo tanto, podemos reescribir el modelo de Fitzhugh como un caso particular de esta

familia de sistemas
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x" = Gpys(x, A =y, @) (1.52)
Y =elx-y), (1.53)
donde Gpys(x, A — y,a) = —x> + ax + (A — y). Esta escritura es méds conveniente, ya

que podemos caracterizar todos los posibles comportamientos de (1.52)) y (1.53), y en
particular el comportamientos de (1.50) y (1.51).

Tomando € = 0, la dindmica capa resulta

X" = Grys(x, A =y, @)

(1.54)
y' =0,
y la dindmica reducida
0= GHys
(1.55)
y=x-y.

Del ejemplo [ recordamos que la singularidad tienes dos diagramas persistentes
dependiendo del valor de a. Para ambos casos, se estudian las variedades criticas y su
hiperbolicidad para poder dibujar el diagrama de fase singular y el diagrama de fase

del sistema original.

Para a < 0:

En este caso, en la Figura se muestra las nullclinas correspondientes en el plano

de fase.
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Nullclinas del sistema no lineal

- GHys(x,k—y,a)zo
- - —x=y

15 #*  Punto Fijo
L - 0P |

Figura 1.7: Nullclinas del sistema para @ < 0

La variedad critica Sy del sistema capa-reducido es:

So = {(x,y) : Guys(x, A —y,a) = 0}. (1.56)

Para estudiar la hiperbolicidad normal de la variedad critica obtenemos la derivada

con respecto a x

Grysy = —3x> +a <0, (1.57)

entonces Sj es normalmente hiperbélica Ya y atractiva en todos los puntos.
Por lo tanto se puede predecir el comportamiento sobre S, como sigue: cada solucién

del sistema (1.54) converge a Sy, una vez en esta variedad las trayectorias del sistema

(1.55) satisfacen

 |ly<0 siy>x
y:
y>0 siy<ux.

Con la informacién anterior, es posible dibujar el diagrama de fase singular, el cual

es mostrado en la Figura



40 CAPITULO 1. METODOS SINGULARES

Diagrama de fase completo
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Y \
, N
. \
e
-0.5F e
7z
e
4
e
1k I T
Giyys(XA-y.0)=0
——
_15H Sistema Layer
: Sistema Reducido
*  Valor Inicial
*  Punto Fijo
T T Il Il Il Il Il J

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 1.8: Diagrama de fase singular para a < 0. En lineas azules se presenta la
trayectoria del sistema capa y en lineas verdes las del sistema reducido. Las dobles
flechas azules representa que x es la variable rdpida y la flecha verde, que y es la
variable lenta.

Finalmente, en la Figura [1.9 se muestra el diagrama de fase completo para € # 0.
Se observa que para toda A y @ < 0, las trayectorias convergen al punto fijo P (punto
de intersecciéon de las dos nullclinas). Por lo tanto se concluye que el punto fijo es

globalmente asint6ticamente estable.

Diagrama de fase completo

A6, xiya-0 T—

Hys
- = —x=y

= Sistema Layer
Sistema Reducido
Sistema no lineal
*  Valor Inicial
*  Punto Fijo

T

-1.5H

T I I I I I |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 1.9: Diagrama de fase completo para a < 0
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Para a > 0:

En la Figura se muestran las nullclinas del modelo no lineal cuando a > 0.

Nullclinas del sistema no lineal

_ GHys(x,k—y,(x)=0
————"
15F #*  Punto Fijo

Figura 1.10: Nullclinas del sistema para a > 0. Se observa que la nullclina del sistema
Ghys(x, A — y,a) es un diagrama de bifurcacién persistente de la histéresis, presentado
en el Ejemplo 4

La variedad critica Sy es la misma que el caso anterior, pero veamos que sucede con

la hiperbolicidad normal, al derivar con respecto a x obtenemos
Grysy = —3x" + @, (1.58)
se observa que la derivada tiene tres distintos valores dependiendo del valor de x, es

decir,

Ghysx <0 para todo [x| > + /%,
GHys,x = GHys,x >0 para todo |X| < + \/g/

Ghysx =0 parax ==+ \/g

Por lo tanto, la variedad critica no es normalmente hiperbdlica para x = + \/g,

mientras que los conjuntos
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Si=8Sn{x> \/g} (1.59)

Sy =8N {x<-— \/g}, (1.60)

son normalmente hiperbdlicos y atractivos, y la rama

ngSoﬂ{—\/g<x< \/g}, (1.61)

es normalmente hiperbélica y repulsiva.
Entonces, para A = 0y 0 < a < 1 el plano de fase singular es, cualitativamente, el

mostrado en la Figura[I.11]

Diagrama de fase completo

GHys(x,x—y,a)zﬂ

- - —xzy

_15H Sistema Layer ” ——

Sistema Reducido
% Valor Inicial
*  Punto Fijo
T

T L L L L |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 1.11: Diagrama de fase singular para @ > 0. En lineas azules se presenta la
trayectoria del sistema capa y en lineas verdes las del sistema reducido. Las dobles
flechas azules representa que x es la variable rdpida y la flecha verde, que y es la
variable lenta.

Asi, se pueden aplicar los Teoremas de Fenichel para S;", pero no se puede decir
algo cerca de los puntos en donde Sy no es normalmente hiperbélica. En los puntos en

donde ocurre esto, es necesario realizar una desingularizacién o blow-up, de tal manera
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que surgan puntos hiperbdlicos donde si aplica la teoria de Fenichel y asi, sea posible

seguir con la construccién de las trayectorias.

La desingularizacién para sistemas dindmicos singularmente perturbados, en donde
la variedad critica Sy tiene una singularidad transcritica o tridente, es realizada en
[Krupa and Szmolyan, 2001]. Debido a que es un tema muy extenso, la desingularizaciéon
sobre el punto en donde Sy no es normalmente hiperbdlica, no se realizard para el
modelo de Fitzhugh-Nagumo. Sin embargo, es posible predecir la trayectoria, la cual

se muestra en la Figura[[.12]

Diagrama de fase completo

X, A~y 01)=0

Ciysl
- = —x=y
_{ | == Sistema Layer
Sistema Reducido
Sistema no lineal
*  Valor Inicial

-15F %  Punto Fijo B
% Punto donde SD pierde

la hiperbolicidad normal
T T

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 1.12: Diagrama de fase completo para a > 0. La linea de color rojo representa la
solucién numérica del modelo no lineal, donde se observa que cuando no se encuentra
en alguna de las variedades S;~ se converge rdpidamente a una estas, segtin sea el caso.

Se observa en la Figura que para cualquier condicién inicial, las trayectorias
del sistema convergen hacfa un ciclo limite atractor. La respuesta temporal del modelo
se presenta en la Figura donde se pueden observar claramente las oscilaciones no
lineales las cuales son cualitativamente similares a las presentadas en [Fitzhugh, 1961]

y al spiking neuronal.
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Oscilaciones Relajadas

-15
0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Figura 1.13: Respuesta temporal del modelo cuando « > 0.



Capitulo 2

Comportamientos no lineales

organizados por singularidades

Este Capitulo establece una conexién entre los métodos singulares presentados en el
Capitulo(l]y la construccion de modelos reducidos que presenten comportamientos no
lineales. En otras palabras, se desea modelar sistemas con comportamientos complejos
utilizando interconexiones de subsistemas simples basados en singularidades.

La idea detrds de esta construccién, es utilizar la teoria de singularidades para
demostrar que los comportamientos no lineales como: la biestabilidad y los comporta-
mientos neuronales como el spiking y el bursting, estdn organizados por una singulari-
dad, la cual puede formarse por la interconexién de funciones sigmoidales monétonas.
Anadiendo dindmicas de primer orden a las singularidades formadas y utilizando la
teoria geométrica de perturbaciones singulares, nos aseguramos de que tales compor-
tamientos no lineales estén presentes en el modelo.

En particular, la realizacién de modelos més compactos con comportamientos neu-
ronales, nos dirige directamente a pensar en el disefio y construccion de circuitos neuro-
morfos basados en estos modelos, ya que se desea que comportamientos basicos como
el spiking y complejos como el bursting, puedan capturarse facilmente en un circuito
eléctrico utilizando la menor cantidad posible de elementos eléctricos.

Al enfocarse en la construccién de circuitos neuromorfos, dos centros organizadores

son gran importancia: la histéresis y la winged cusp. Por un lado la histéresis, ya que
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es la singularidad presente en los modelos méds comunes que presentan spiking, por
ejemplo el modelo de FitzHugh ( [Fitzhugh, 1961]). Y por otro lado la winged cusp, ya
que es el centro organizador de comportamientos complejos como el bursting [Franci
et al., 2014].

El contenido de este capitulo es presentado en [Franci and Sepulchre, 2014] y se
ordena de la siguiente manera: en la primera seccién, se construyen las singularidades
histéresis y winged cusp como la interconexién de funciones no lineales sigmoidales
mondétonas. En la seccién dos, primeramente se agrega una dindmica lenta de la salida
al despliegue universal de la winged cusp, para asi obtener el comportamiento de
biestabilidad y posteriormente se agrega una dindmica lenta a la misma configuraciéon
para obtener la excitabilidad y las oscilaciones relajadas, cabe mencionar que ambos
comportamientos son equivalentes al spike neuronal. Y finalmente, en la tltima seccién
se agregan dindmicas de primer orden como sigue: una lenta y una rapida al despliegue
universal de la winged cusp, para lograr el comportamiento llamado biestabilidad rest-
spike. A la configuracién anterior, se le afiade una dindmica ultra-lenta de la salida y

asi conseguir el bursting.

2.1. Singularidades construidas por no linealidades sig-

moidales mono6tonas

Esta seccion estd dividida escencialmente en dos partes, las cuales se explicardan
brevemente a continuacion.

En la primera parte se busca construir la singularidad histerética y su despliegue
universal, utilizando una interconexién de una funcién sigmoidal monétona. Prime-
ramente, esta interconexién da como resultado una ecuacién g,,s(x, A), para la cual se
prueba que es fuertemente equivalente a la singularidad histerética y posteriormente se
muestra que al introducir un pardmetro f a la ecuacion, se convierte en un despliegue
universal Gpys(x, A, B).

Enlasegunda parte, se realiza una conexién en serie de una funcién no-monétonay el
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modelo obtenido de la histéresis, de tal manera que se obtenga un segundo modelo gucusp,
que es fuertemente equivalente a la singularidad winged cusp y que introduciendo tres
parametros a la ecuacion, se genera un despliegue universal Gyeusp (X, A, @, B, ).

Antes de comenzar con la construccién de estos circuitos, definamos la funciéon

sigmoidal monétona.

Definicién 14. (No linealidad sigmoidal) Sea S(A) : R — R una funcién suave. El comporta-

miento estdtico sigmoidal estd definido por
—x+S(A) =0, (2.1)

donde x es la salida, A la entrada y S satisface las siquientes propiedades:

a) S(—=A) = =S(A), para todo A € R (S es impar);

b) SW(A) > 0, para todo A € R (S es monédtona);

c) limy . SV(A) = 0 (S es una saturacion);

d) SD(A) € (0,1] VA, con SD(0) = 1;

e) sgn (S@ (1)) = —sgn(A) VA # 0,
donde S™ := =5 paran > 0.

La funciones sigmoidales se encuentran frecuentemente en sistemas ingenieriles,
fisicos y el particular en sistemas biol6gicos neuronales. Las funciones mds comunes de
este tipo son: sigmoides, saturaciones, la tangente hiperbdlica, etcétera. El diagrama de

bloques de esta funcién se muestra en la Figura

— 2450 ——

Figura 2.1: No linealidad sigmoidal
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2.1.1. Histéresis

Recordemos que la forma normal de la histéresis es la siguiente
Hpys(x, A) = €x’ + 64, (2.2)
y su despliegue universal
Hyys(x, A, B) = €x® + OA + px. (2.3)

Con el objetivo de formar la singularidad histéresis, veamos que una retroalimenta-

cién positiva de la no linealidad sigmoidal estd dada por la siguiente ecuacién:
—x+5(x) =0, (24)

cuyo diagrama de bloques se muestra en la Figura

’—> 5() >

Figura 2.2: Retroalimentacién de la no linealidad sigmoidal

La expansién de Taylor alrededor del 0 hasta el grado 3, de la funcién sigmoidal

retroalimentada

x4 S(x) = —x+ (5(0) +SO0)x + %5(2)(0)3(2 + %s<3>(0)x3 4 O(x5))
: 2.5)
= 65(3’)(0)x3 +O0(x%),

sugiere que se puede obtener una equivalencia fuerte con la forma normal (2.2), utilizan-
do una retroalimentacién en la no linealidad monétona més el parametro de bifurcacion.

Por lo que, la forma de una ecuacién con esté caracteristica es

Shys(x, A) = =x + S(x + 1) =0, (2.6)
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cuyo diagrama de bloques es el mostrado en la Figura

—A>@—> () >
f

Figura 2.3: Ecuacion gj,s(x, A) en diagrama de bloques

Para verificar si en efecto, la ecuacién gj,s(x, A) es fuertemente equivalente a la forma
normal de hy,(x, A), se utiliza la proposicién del problema de reconocimiento. De

esta manera, surge la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1. La ecuacion gy,s(x,A) = —x + S(x + A) es fuertemente equivalente a la

singularidad histéresis (2.2)).

Demostracién. Aplicando la Proposicién conk =3 a gus(x,A) = —x + S(x + A), en

(x,A) = (0,0) y utilizando las propiedades de la funcién sigmoidal, se obtiene

gys(0,0) = 5(0) = 0,
Ghys,(0,0) = =1+ S1(0) = 0,
8iys:(0,0) = $P(0) = 0,
& = sgn(iys,1:+(0, 0)) = sgn(§*(0)) = -1,
6 = sgn(gnys1(0,0)) = sgn(SM(0)) = 1.

Por lo tanto la ecuacién gy,,4(x, A) es equivalente a una singularidad histerética en una

vecindad de (x, A) = (0,0). O

El siguiente paso es obtener el despliegue universal de la ecuacion gj,s(x, A). Desde
que la histéresis es de codimensién 1, entonces basta con agregar de forma adecuada

un parametro de despliegue a la ecuacion gy,,s(x, A), resultando lo siguiente:
Ghys(x, A, B) = —x + S(x + A + px). (2.7)

La principal pregunta sobre Gy,s(x, A, B), es si es universal. Utilizando la proposicién
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del problema de reconocimiento para despliegues universales, se verifica si en

efecto es un despliegue universal.

Proposicién 2.1.2. La ecuacion Gyys(x, A, f) = —x + S(x + A + Bx) es un despliegue universal

de la singularidad histéresis (2.2)), con p como pardmetro de despliegue.

Demostracion. Para = 0, se tiene que Gy,s(x, A,0) = g(x, A) es fuertemente equivalente
a h(x,A) = x® + A. Para mostrar que Gnys(x, A, B) es un despliegue universal, basta con

mostrar que el siguiente determinante es diferente de cero en el punto (x, A, ) = (0,0,0),

entonces
gr Qax SO(x + A + Bx) (1+B)SO(x + A + fx)
det = det
Gp G XSO+ A +px) SO(x + A+ px) + x(1 + PSP (x + A + px)

SD0) S?(0) 10
= det = det =1=+#0.
0 S1(0) 01

Por lo tanto el modelo Gys(x, A, B) es un despliegue universal de la singularidad his-

terética y su diagrama de bloques se muestra en la Figura O

VR

(D> 50

<

Figura 2.4: Ecuacion Gy,s(x, A, ) en diagrama de bloques

2.1.2. Winged Cusp

Recordemos que la forma normal de la winged cusp es

Recusp(X, A) = €x° + 6A%, (2.8)
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y su despliegue universal
Hueusp(x, A, o, B,7) = €x° + 0A* + a + x + yxA. (2.9)

Se observa que la singularidad winged cusp, es parecida a la singularidad histéresis
por una diferencia en el pardmetro de bifurcacién, mientras que en la winged cusp
aparece a la potencia dos en la histéresis a la potencia uno. De esta manera, puede
construirse utilizando la retroalimentacién de la funcién sigmoidal (para la parte ctbica)
y una entrada que juegue el papel del pardmetro de bifurcacién al cuadrado. Lo anterior

se logra, introduciendo la no linealidad no monétona llamada bump, a la entrada de

Shys-

Definicién 15. La no linealidad no monétona bump, estd definida como
Bs(A) = S(A + 6) = S(A = 0) = 25(5), con 6 # 0. (2.10)

Por las propiedades de S y para valores de 6 pequefios, se tienen las siguientes propiedades
a) Bs(0)=0;
b) BL(0)=0;
¢) B3(0)=25%() # 0.

El diagrama de bloques de la funcion bump, se muestra en la Figura

~25(6)

—»| S(u + 0)
A T * X
— OD>O—

! S(u — 0)

Figura 2.5: Funcién bump en diagrama de bloques
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Expandiendo en series de Taylor hasta el grado 3 la funcién bump, se obtiene
Bs(A) = 25912 + O(AY), (2.11)

lo que resulta el término que se desea agregar. Por lo tanto, realizando la conexién del

bump con g,y se obtiene la siguiente ecuacién
Suweusp(X, A) = =x + S (Bs(A) + x). (2.12)

Proposicién 2.1.3. Para 6 suficientemente pequefia, la ecuacion gyeusy(x, A) = —x+S (Bs(A) + x)

es fuertemente equivalente a la singularidad winged cusp.

Demostracién. Aplicando la Proposicién|l.1.6a gueusp(X, A) = =x+S (Bs(A) + x), en (x, A) =

(0,0), utilizando las propiedades de la funciéon sigmoidal y de la funciéon bump se obtiene

Sueusp(0,0) = S(B5(0)) =0,
Sueusp(0,0) = =1+ SV (Bs(0)) = 0,
Suweusp(0,0) = SP(Bs(0)) = 0,
Sweusp,1(0,0) = SV(Bs(0)BL(0) = 0,
Sueusp1(0,0) = SP(B,(0))BS(0) = 0,
& = SgN(Sueuspxx(0,0)) = sgn(S(0)) = -1,
6 = 5gN(Gueusp,11(0,0)) = sgn(25@(0)) = —sgn(6) = ~1.

Por lo tanto la ecuacién gueus (X, A) es equivalente a la singularidad winged cusp en una

vecindad de (x, 1) = (0,0) y su diagrama de bloques se muestra en la Figura O

_/'\» Bump —>®—> S(-) >
{

Figura 2.6: Funcién gucusp(X, A) en diagrama de bloques

Desde que la singularidad winged cusp tiene codimensién 3, s6lo se necesita agregar
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3 pardmetros a la ecuacion g,y para formar el despliegue universal. Estos tres pardme-
tros se introducen en guusp(X, A) de la siguiente manera: el parametro de despliegue «,
se obtiene simplemente sumandolo a la entrada de la funcién sigmoidal, el pardmetro 8
se coloca en la retroalimentacion de la funcién sigmoidal y el parametro  multiplicado
por xA se logra realimentando un pardmetro desde la salida hasta la entrada. Asi, resulta

la siguiente ecuacion:

Gucup(, A, 0, B,Y) = =2 + S (Bé(/\ + %yx) o+ (14 ﬁ)x). 2.13)

Proposiciéon 2.1.4. Para 6 suficientemente pequeia, la ecuacion Gyusp(X, A, ¢, B,7) = —x +

S (B(s(/\ +iyx)+a+(1+ ﬁ)x) es un desplieque universal de la singularidad winged cusp.

Demostracion. Para a,f,y = 0, se tiene que Gueusp(x,A4,0,0,0) = Gueusp(x,A) = —x +
S (Bs(A) + x) es fuertemente equivalente a h(x, 1) = x> + A? en (x, A) = (0, 0). Para mostrar
que Gueusp(X, A, @, B, 7) es un despliegue universal en , basta con mostrar que el siguiente

determinante es diferente de cero en el punto (x, A, «, 8,7) = (0,0,0,0,0), entonces

0 0 0 g o 00 0 -1 0

0 0 g Suxr Qi 0 0 259©) 0 -259()
det| Go Gux Gar Gaxx Guxa [=det| 1 0 0 -1 0

Gs Gy Ggi Gpw Gpn 01 0 0 0

G, Gy Gy Gy Gym 00 0 0 -590)

= -253(5) # 0.

Por lo tanto el modelo Gyeusp(x, A, @, B, ) es un despliegue universal de la singulari-

dad winged cusp y su diagrama de bloques se muestra en la Figura |
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Figura 2.7: Despliegue universal de la winged cusp

2.2. Histéresis como estructura de comportamientos no

lineales

Hasta este punto, se han construido dos singularidades a partir de funciones sig-
moidales monétonas: la singularidad histerética y la winged cusp. El comportamiento
de estds singularidades es estdtico, es decir, son funciones que describen el estado
estacionario de alguna ecuacién diferencial.

En esta seccidn, se agregan filtros de primer orden al despliegue universal Gy, ob-
tenido anteriormente, de tal manera que se obtengan comportamientos dindmicos no
lineales. Estos comportamientos dindmicos son obtenidos directamente por las pro-
piedades cualitativas de las singularidades, que son dadas por las relaciones entre el
estado, el parametro de bifurcacion y los pardmetros de despliegue.

La funcién S(-) que sera utilizada a partir de esta seccion serd la tangente hiperbélica,
es decir, S(-) = tanh(-).

La seccion estéd dividida en dos partes. En la primer parte se construye el compor-
tamiento biestable introduciendo una dindmica a la singularidad histerética. Y en la
segunda parte se obtienen las oscilaciones relajadas y la excitabilidad agregando otra
dindmica al sistema que es biestable, lo cual resulta en un sistema con dos escalas de

tiempo.
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2.2.1. Biestabilidad

La biestabilidad es un comportamiento no lineal que se presenta cuando se tiene dos
puntos fijos estables, comtinmente separados por uno inestable. Este comportamiento se
construye agregando un filtro de primer orden a la salida del comportamiento estatico

Gnys(x, A, B) = 0. Asi, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial

X = —x + tanh(x + A + px). (2.14)

En diagrama de bloques, la biestabilidad se observa al agregar la funcion de transferen-

1
efs+1

cia Hy(s) := con 0 < €5 < 1, ala salida del diagrama de bloques de Gj,s(x, A, 8) = 0.

Esta modificacién se muestra en la Figura

—A>@—> tanh() —»| H/()

VR

B+1)

Figura 2.8: Diagrama de bloques de la Biestabilidad

Desde que el conjunto de puntos fijos de (2.14) estd dado por Gp(x,A,B) = 0,
entonces se tienen tres posibles comportamientos dependiendo del valor de §8, los cuales

se detallan a continuacién.

1. Para < 0. El diagrama de bifurcacién tiene un tinico punto fijo, el cual se puede
probar que es globalmente asint6ticamente estable, para toda A. Por lo tanto para
toda condicién inicial, la solucién converge al punto fijo. A este comportamiento

se le llama mono-estabilidad.
2. Para § = 0. Se tiene la bifurcacion histéresis.

3. Para g > 0. Surge un comportamiento mas interesante. Para varios valores de A, el
diagrama de bifurcacién tiene un tinico punto fijo estable, mientras que para otros

valores de A hay tres puntos fijos, dos estables y uno inestable. Para el caso en
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donde hay un tinico punto fijo estable, el comportamiento convergera a este para
toda condicién inicial. Para el caso de los tres puntos fijos, la rama de equilibrios
inestables serd la que separé el comportamiento, si la condicién inicial esta por
abajo de larama inestable, la solucién convergeréd al punto fijo de abajo y viceversa,
ver Figura 2.9 en la parte de arriba. Lo importante de esta configuracién, es que
controlando el valor del pardmetro A es posible moverse de ramas de equilibrios
estables. A este comportamiento se le conoce como biestabilidad y se muestra en

la Figura2.9]en la parte de abajo con g = 0.5.

Senal de salida Senal de entrada
11 . 2 1
X A1
0 0
_1 ]
-1 1 — -2 |

0 500 1,0001,5002,000 0 500 1,0001,5002,000
t t

Figura 2.9: Biestabilidad en un circuito organizado por la histéresis. Arriba se muestra el
comportamiento dindmico para varias condiciones iniciales dadas. Abajo se muestra el
comportamiento biestable (izquierda) cambiando drasticamente el valor de la entrada
A (derecha).
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2.2.2. Excitabilidad y Oscilaciones Relajadas

Utilizando la configuracién presentada en la subseccion anterior, pero realizando
una retroalimentacién negativa de una dindmica lenta de la salida hacia la entrada,
se convierte un comportamiento biestable en excitabilidad o en oscilaciones relajadas.
En otras palabras, oscilaciones no lineales se presentan cuando una retroalimentacién
del estado modula lentamente la entrada del despliegue universal de la histéresis. La

descripcién anterior, se representa con el siguiente modelo en el espacio de estados

€% = —x + tanh(x + (A — y) + px) (2.15)

y=x-y.
Recordando lo estudiado en el Capitulo |1} se sabe que el sistema (2.15) se caracteriza

por tener dos escalas de tiempo. La representacion en diagrama de bloques de (2.15) se

muestra en la Figura donde H,(s) := -

s+1°

(B+1)

VR

Ly tanh(-) —»{ Hf(s)

HS(S) I

Yy
Figura 2.10: Diagrama de bloques del modelo (2.15)

Los puntos fijos de (2.15), estdn dados por las intersecciones de Gpys(x,A,f) = 0y
x = y. Por lo tanto, el comportamiento del sistema estd nuevamente organizado por la
singularidad histéresis.

La pregunta ahora es, jcomo se comporta el sistema para valores del pardmetro
de despliegue f3, del pardmetro de bifurcacién A y del pardmetro €¢?. Para tratar de res-

ponder esta pregunta, se menciona primero que ocurre con el parametro de despliegue

B.
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Como se ha estudiado anteriormente, el despliegue universal de la histéresis tiene
dos diagramas de bifurcacién persistentes dependiendo del valor de 5. A continuacién

se detalla lo que ocurre con el modelo (2.15) al variar .

= Para f§ < 0. Se tiene un tnico punto fijo global y asintéticamente estable.

= Para 0 < < 1. Se tiene un tinico punto fijo para todo A. En este caso surgen dos

comportamientos interesantes.

e Si el punto fijo pertenece a la rama estable, entonces se tiene el comporta-

miento de excitabilidad.

e Si el punto fijo pertenece a la rama inestable, entonces se tienen oscilaciones

relajadas.

= Para f > 1y A pequefios. Se tiene nuevamente bi-estabilidad, donde los puntos

tijos estables se encuentran separados por la rama inestable.

El pardmetro de bifurcacién A, es el pardmetro que se tiene libre desde que acttia
como la entrada al sistema. Entonces, bajo la configuracién de 0 < < 1 el pardmetro
de bifurcacién ayudard a moverse del punto fijo estable al punto fijo inestable.

Y finalmente, se tiene el pardmetro €y > 0. Cuando ¢ = 0, la estructura del sistema
se rompe totalmente y surgen dos nuevos sistemas el capa y el reducido, de los

cuales la variedad critica es
Sig=1{xy) e R? : —x + tanh((A — y) + (1 + p)x)}. (2.16)

La variedad critica S, es un despliegue universal de la histéresis tomando como
parametro de bifurcaciona A = A — .

El comportamiento del sistema dindmico cuando €7 = 0, fue brevemente explicado
en el Capitulo (1| para el modelo de FitzHugh-Nagumo. Y también se observé que el
mismo comportamiento persiste cualitativamente, para € > 0. De esta manera se tiene

el siguiente teorema.
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a) : Diagrama de fase conA = -0.5 Salida del sistema
! ) b) b)
0.5
x x 0
-05 4 o a9 a \ o
-1 . v . . L ,
0 20 40 60 80 100
t
Entrada del sistema
-0.1
-2 b b b
< < 03 ) ) )
e ) lo  alo  alo
a) |[c a) |c aj c
-0.5

0 20 40 60 80 100

— — — x-y=0
—x+tanh((1+B)*x+(A-y))=0
Trayectorias

Salida del sistema
Entrada del sistema

Figura 2.11: Excitabilidad en un circuito organizado por la histéresis.

Teorema 2.2.1. Considere el sistema (2.15). Para toda 0 < < 1, existen € A > 0, tales que,
para todo |A| < A, existe un tinico punto fijo inestable rodeado por un ciclo limite casi global

exponencialmente estable.

Demostracion. Varias versiones de la prueba se pueden encontrar en [Krupa and Szmol-

yan, 2001]], [Grasman, 1987, Capitulo 2] o [Mishchenko, 2013, Capitulo 3]. O

Utilizando el Teorema anterior, en la Figura se presenta una simulacién que
tiene un comportamiento excitatorio. Se utiliza un paratro g = 0.5, €, = 0.01 y una sefial
de entrada A que simula pequefias perturbaciones. En la izquierda de la Figura se
muestran los diferentes comportamientos del plano de fase del sistema (2.15)), en el cual
se muestran en color negro las nullclinas y el color verde las trayectorias del sistema. En
la parte superior derecha de la Figura se muestra la respuesta temporal del sistema
y en la parte central derecha la sefial de entrada. Se puede observar que el sistema pasa
del estado de reposo a un spike para después regresar al estado de reposo, fenémeno

neuronal conocido como la excitabilidad.
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Ahora, se utiliza la misma configuracién utilizada en la excitabilidad, con la diferen-
cia que la sefial de entrada A sea una rampa desde -1 a 1. En la Figura se muestra
que en un intervalo de la sefial de entrada la trayectoria del sistema son oscilaciones

relajadas.

Salida del sistema

.
V ‘

1 1
0 50 100

150 200 250

1 I
R U ,

Entrada del sistema

0 50 100 150 200 250

Figura 2.12: Oscilaciones Relajadas en un circuito organizado por la histéresis

2.3. La Winged Cusp como estructura de comportamien-

tos neuronales

Al igual que en la seccién anterior, se agregan filtros de primer orden pero esta vez
al despliegue universal Gy, de tal manera que se obtengan principalmente compor-
tamientos neuronales como la biestabilidad rest-spike y el bursting.

La seccién esta organizada de la siguiente manera: en la primer parte, se construye
el comportamiento biestable rest-spike introduciendo una dindmica lenta-rdpida a la
singularidad winged cusp. Y en la segunda parte, se obtiene el bursting agregando

adicionalmente una dindmica ultra lenta al sistema lento-répido.
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2.3.1. Biestabilidad rest-spike

Utilizando la misma construccién que la dindmica rdpida-lenta en la seccién anterior,
se modifica el despliegue universal de la histéresis por el de la winged cusp, es decir,

resulta el siguiente modelo

€rX = —x + tanh(x + Bs(A + y + Zx) + px + o)
2 (2.17)

y=x-y.
La representacion en diagrama de bloques de (2.17) se muestra en la Figura donde

Hj(s) y Hf(s) son las funciones de transferencia que se han utilizado anteriormente.

NI=

B+1)

A»@ »| Bump —b@—» S¢) Ll Hs) X
a

Figura 2.13: Diagrama de bloques del modelo (2.17)

Yy

La biestabilidad rest-spike es un comportamiento en donde si el sistema se encuentra
en reposo y al variar de forma transitoria un parametro, el sistema entra en spikes
sostenidos y de igual forma, en estado de spikes sostenidos por otra variacién transitoria
del mismo parametro, el sistema vuelve al reposo (Figura .

El comportamiento biestabilidad rest-spike, se da para un conjunto de parametros
de despliegue «,y, f > 0 y para una sefial de entrada A, para los cuales el modelo
exhibe la coexistencia de un punto fijo estable, un punto silla y un ciclo limite
exponencialmente estable. La regién de atracciéon entre el punto fijo estable y el ciclo

limite estable, se encuentra separada por la variedad estable del punto silla.
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En la Figrua se muestra la simulacion con A = 0.5, =05,06=1,y =05y se
observa que la variacién del pardmetro es sobre a. Las perturbaciones en el parametro
@, inducen un cambio entre el punto fijo estable y el ciclo limite (observar que las
variaciones de a se relacionan con los incisos de la Figura 2.15). En la Figrua se
muestran los diferentes retratos de fase de (2.17), en donde también es posible observar
con detalle lo que ocurre en el espacio de pardmetros de despliegue al variar «. En
particular, se observa la transicién entre dos diagramas persistentes de la winged cusp

para lograr el comportamiento rest-spike bi-estable.

Pardmetro de despliegue
1 4 Sefial de salida

b) 11
a) | o e
[0
d)
=8 ; .1l |
0 250 500 0 250 500
t t

Figura 2.14: Biestabilidad rest-spike en un circuito organizado por la winged cusp. En
la izquierda se muestran variaciones instantdneas en el pardmetro de despliegue a.
Como consecuencia, en la imagen de la derecha se muestra un cambio entre el punto
fijo estable (actividad de reposo) y el ciclo limite (oscilaciones sostenidas).
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*  Valor inicial
—G (x,y,0.5,0.5,-1)=0

wcusp

— — —x-0.5y=0

Trayectoria

Variedad Estable del Punto Silla
@ Punto Fijo Silla

® Punto Fijo Estable

#® Punto Fijo Inestable

Figura 2.15: Diagrama de fase de la biestabildiad rest-spike. En la Figura a) se da una
condicién inicial, de tal manera que la trayectoria del sistema se encuentre en la regién
de atraccién del punto fijo estable. En los demds incisos se muestra lo que ocurre con
esta trayectoria al variar @ y como es que el sistema cambia del punto fijo estable al ciclo
limite.

2.3.2. Bursting

Para concluir con la seccidn, el bursting se genera agregando a la configuracion del
rest-spike una dindmica ultra lenta de la salida del modelo, con la diferencia que esta
dindmica modula al pardmetro de despliegue a y de esta forma, alternar entre el estado

de reposo y spiking continuos. Entonces, resulta el siguiente modelo

€rx = —x + tanh((1 + )x + Bs(A + y + gx) +a-2)
]'/ =x-y (218)

z = (x + Zy)k,€, — z€y,
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donde k,, Z,; y €, > 1 son constantes reales. Al agregar una dindmica ultra lenta al
modelo que presenta rest-spike, el modelo (2.18) resulta tener tres escalas de tiempo.
La representacion en diagrama de bloques de se muestra en la Figura donde
H,(s) = -

€y5+1°

NI=

<

) 4
A» + » Bump —»Gﬁ— S() = Hyls) Yy
Hy(s) |€—

y
<_0(
o L 4 )
H.(s) 4—@4—2

z

Figura 2.16: Diagrama de bloques del modelo (2.18)

En la Figrua se muestra la simulacién de (2.18) con a = 0.22, 8 = 0.5, y = 0.5,
6=1,k, =25, 2, =05, e = 00075, ¢, = 75 y la sefial de entrada A es un rampa

unitaria.
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Parametro de bifurcacion Sefial de salida

1 1

% 0
A
[
O L - _1 U 1 }
250 500 250 500
t t

Figura 2.17: Simulacién de un modelo organizado por la singularidad winged cusp.
En la Figura de la derecha se muestra la salida del sistema correspondiente a la en-
trada (derecha). Se observa que para un rango de valores de la entrada, el sistema
presenta bursting y que al incrementar mas la entrada, el comportamiento cambia del
comportamiento bursting al spiking.

Para més informacién sobre estos comportamientos, consultar [Franci and Sepul-

chre, 2014] y [Franci et al., 2014].
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Capitulo 3

Histéresis en un circuito eléctrico

En el Capitulo 2 se presenté una metodologia sistemadtica para construir compor-
tamientos no lineales, a partir de interconexiones de una funcién sigmoidal. Se de-
mostré ademads, que estos comportamientos son organizados por singularidades.

Como primer paso de esta metodologia, se mostré que la singularidad histéresis y
su despliegue universal, se obtienen con una retroalimentacién positiva de la salida a la
entrada de la funcién sigmoidal. En el segundo paso, al bloque obtenido se le agrega la
funcién bump y otras retroalimentaciones, de tal manera que se obtenga la singularidad
winged cusp y su despliegue universal. Finalmente, se agregan dindmicas de primer
orden a los despliegues universales para asi obtener los comportamientos no lineales
deseados.

Desde un punto de vista de sistemas eléctricos, esta metodologia sugiere que si se
tiene un circuito eléctrico con propiedades semejantes a las de la funcién sigmoidal,
entonces es posible construir circuitos con los comportamientos no lineales presentados
en el Capitulo 2, en particular, surge el interés por construir circuitos neuromorfos con
spiking y bursting.

En este Capitulo se presenta la construccién de un circuito eléctrico, cuya salida tiene
un comportamiento similar a los diagramas de bifurcacién persistentes del despliegue
universal de la singularidad histéresis. Por el Teorema de Clasificacién del Capitulo(l} es
valido intentar demostrar que el circuito eléctrico estd organizado por una singularidad

de codimensién menor o igual a tres. Para esto, se desarrolla un algoritmo basado en
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el problema de reconocimiento que realiza una btisqueda de parametros, de tal manera
que se pruebe que el circuito eléctrico presenta la singularidad histéresis. Se prueba
también, que el modelo del circuito eléctrico es un despliegue universal de la histéresis.
Finalmente, se agrega un condensador eléctrico el cual es similar a agregar una dindmica
de primer orden a la histéresis, de tal manera que se obtenga la excitabilidad y las

oscilaciones relajadas.

El contenido del Capitulo se ordena de la siguiente manera: en la primer seccién se
obtiene el modelo de un circuito eléctrico con un transistor npn, presentando las carac-
teristicas de una funcién sigmoidal. En la segunda seccion se realiza una interconexién
del circuito anterior, resultando un circuito eléctrico con dos transistores cuya salida
tiene un comportamiento persistente del despliegue universal de la histéresis. La sec-
cién tres presenta un algoritmo recursivo basado en el problema de reconocimiento de
la singularidad histéresis, el cual demuestra que el modelo del circuito con dos transis-
tores tiene una respuesta equivalente a la histéresis. Ademas, se prueba que el modelo
del circuito es un despliegue universal de la histéresis. Finalmente, en la tiltima seccién
se muestra la implementacién del circuito eléctrico, el 1a cual se observa la excitabilidad

y las oscilaciones relajadas al agregar un condensador eléctrico de forma adecuada.

3.1. Saturacién basica como no linealidad sigmoidal

El comportamiento de una saturacién basica, puede realizarse con un transistor npn
en una configuracién base emisor como se muestra en la Figura 3.1} donde el voltaje de

salida o voltaje V; presentard este comportamiento.
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Figura 3.1: Modelo eléctrico que presenta un comportamiento de saturacién bésica.

En esta secci6n se presenta el analisis del circuito eléctrico de la Figura[3.1} utilizando
las ecuaciones de Ebers-Moll como relaciones constitutivas del transistor [Sedra and
Smith, 2004, Capitulo 5], la metodologia de corrientes de mallas y la ley de voltajes de
Kirchhoft.

El objetivo principal de este andlisis es, describir el comportamiento del circuito
para un voltaje de entrada dado, V,, y para un conjunto de resistencias fijas: Ry, R, y
R., donde el voltaje de salida V; presenta a simple vista algunas caracteristicas de la no
linealidad sigmoidal. Para lograr esto, basta con encontrar un conjunto de ecuaciones
que relacionen el voltaje de alimentacion, el voltaje de entrada y las resistencias del
circuito con los corrientes del transistor, ya que con estas corrientes es posible especificar
,en cualquier sitio, el comportamiento del circuito eléctrico.

Existen métodos convencionales para realizar la tarea anterior, pero en este docu-
mento se utilizard la metodologia para construir las ecuaciones no lineales de Ebers-
Moll, las cuales dan un modelo mds aproximado de los efectos reales del transistor.
Como primer paso en la construccién de estas ecuaciones, se requiere conocer los vol-
tajes de base-colector y base-emisor.

Los voltajes de base-colector y base-emisor se encuentran con el andlisis de mallas,

los cuales, pueden ser expresados en funcién de voltajes de entrada: V. y V,; de las
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resistencias del circuito: Ry, R. y R,; y de las corrientes del transistor: i, i y i,.

Una vez que se tiene expresiones para los voltajes de base-colector y base-emisor, es
posible construir el modelo de Ebers-Moll, el cual, permitird detallar con precisién el
comportamiento del circuito en cualquier punto, en particular, el voltaje de salida V;.

Para iniciar con la construccién de este conjunto de ecuaciones, primeramente se

realiza el andlisis de mallas correspondiente al circuito de la Figura

3.1.1. Anélisis de mallas

El circuito de la Figura [3.1] es reacomodado en la Figura de tal manera que
puedan observarse més facilmente las mallas presentes. En cada malla resultante, se

definird una corriente en el sentido de las manecillas del reloj.

AAA
Rc
Iy Vi—-—+
Malla, I
Malla I

Figura 3.2: Mallas de corriente del circuito eléctrico.

Una vez identificadas las corrientes de malla, el siguiente paso es indicar las pola-
ridades de todos los voltajes dentro de cada malla. Las polaridades de los voltajes de
las resistencias son determinadas por la direccién de cada corriente de malla, asi, el
signo del voltaje serd positivo en donde la corriente de malla entra a la resistencia y
negativo por donde sale. En la Figura |3.3| se muestran las polaridades de los voltajes
presentes en cada malla, donde se observa que las polaridades de los voltajes de las
fuentes de CD (Corriente Directa) y de los voltajes presentes en el transistor son fijados

automaticamente.
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AAA
+ Re

2
l+

Figura 3.3: Polaridades de los voltajes en cada malla.

Enseguida se aplica la ley de voltajes de Kirchhoff para cada malla, iniciando en el
punto que se desee y continuando por la malla en el sentido especificado por la corriente

de malla correspondiente.

Malla I;

Comenzando en la parte superior izquierda de la malla I; se obtiene la siguiente

ecuacion:

— Ryly = Vi = R(l = L) + V,, = 0. 3.1)

Despejando Vi, de la ecuacion (3.1), se obtiene el voltaje de base-emisor:

Vie = Vy = (Ry + R)I; + R, (3.2)

Malla I,

De manera similar, iniciando en la parte superior izquierda de la malla I, se obtiene
la siguiente ecuacion:
—Rlo = Ve =Rl —11) + Ve = 0. (3.3)

Se puede observar que en la ecuacién (3.3) no aparece el voltaje de base-colector, es

decir, el voltaje V.. Para esto, se aplica la siguiente igualdad:
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Vce = Vbe - Vbc- (34)

Sustituyendo en y ahora si despejando el voltaje V., se obtiene:

Vie = =Vee + Vi + RI; — (Re + R))Do. (3.5)

Es facil ver que en la ecuacién (3.5) aparece el voltaje V4., dado por (3.2), entonces se

sustituye y finalmente resulta:

Ve = =Vee + Vy = Rply = Rl (3.6)

Para efectos de analisis y simplicidad, las ecuaciones (3.2)) y (3.6) se pueden escribir

cOmo un mapeo

fi: R*XR’> - R?
Vy
Ve t+Vy

Ry+R, —-R,
Ry R,

(LO) > V =

I (3.7)
L |

donde I = [11112]/ 0= [Vy/ Rb/ RC/ R€/ VCC] y V= [VhEI Vbc]-

Relacién entre corrientes de transistor y de mallas

Es claro que en (3.7) no aparecen las corrientes del transistor sino las corrientes de
malla, por esta razon, es necesario encontrar una relacion entre las corrientes de malla
y las del transistor. Una forma de encontrar esta relacién, es buscando igualdades entre

estas dos corrientes analizando la Figura
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vWA
Rc

3
(@]
|-

Figura 3.4: Corrientes del circuito eléctrico.

De la Figura[3.4]se tienen las siguientes igualdades:

ip=1I
(3.8)
ic = —12.
Reescribiendo como una funcién
iR > R
{1 o0 (| L (3.9)
Ii= ,
0 -1 || L

donde i = [j, i.]. Para obtener el mapeo que relaciona las corrientes de malla con las

corrientes del transistor, de (3.9) se obtiene la funcién inversa

£ iR > R?

i 1=

1 0 i (3.10)
0 -1 ||il

Finalmente, realizando la composicién entre (3.10) y (3.7) se obtiene:
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fi: R*xR°> - R?
Vy

Ve +V,

Ry+R., R,
Ry -R.

Z:b ] (3.11)

Ie

L (1,0) - V = A(f73),0) =

Una vez teniendo la descripciéon de los voltajes base-colector y base-emisor del
transistor del circuito de la Figura 3.1| como se presenta en (3.11), es posible construir

las ecuaciones de Ebers-Moll, las cuales se describen a continuacion.

3.1.2. Ecuaciones de Ebers-Moll

Las ecuaciones de Ebers-Moll son un modelo general para describir un transistor
BJT en cualquiera de sus modos posibles de operacién. Este modelo relaciona el voltajes
de base-emisor y el voltaje base-colector con las corrientes de emisor, base y colector. En
este documento, se consideran tinicamente las ecuaciones para las corrientes de base y

de colector (de nuestro interés). Estas ecuaciones se pueden expresar como una funcién

f: R*xR* > R?
V€ VC
| | EET D+ e - (3.12)
. (l, V) 1= Ve I Ve s
L(e"r =1) = (e = 1)

donde I, Bf, V1, ar y Br son parametros dados del transistor.

Finalmente se realiza la composiciéon de (3.12) y (3.11)), resultando

f3: R*xR® - R?
2 (i,0) i = f3(i, fi(f2(0), 0)).

Finalmente, se reescribe (3.13) como una ecuacién que serd de utilidad para encontrar

(3.13)

una solucién numérica:

Doar(i, 0) := i = f3(i, f1(f2(0), 0)) = 0. (3.14)
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Figura 3.5: Salida V; del circuito.

Solucién numérica de la ecuacion @, (i, 0) = 0

Para concluir con esta seccidn, se realiza la solucion numérica del sistema de ecua-
ciones (3.14), de tal manera que se pueda calcular el comportamiento en cualquier lugar
del circuito. Asi, el sistema de ecuaciones se resuelve para iy, e i, con la funcién fsolve de

Matlab para un conjunto de pardmetros fijos y un voltaje de entrada entre 0 y 5 volts.

En la Figura 3.5{se muestra la salida del voltaje V; en funcién del voltaje V. En otras
palabras, una vez teniendo la solucién de la ecuacion ®y,(i, 0) se calcula la siguiente

expresion

Vi=Ve-Ve=Ve—iR, (3.15)
para cada valor del voltaje de entrada.

Los pardmetros utilizados en la simulacién son: V.. =5V, [; = 14.34 fA, B = 255.9,
Vr =0.0257 V, ar = 0.859, pr = 6.092, Rb = 2400 O, Rc = 820 Q y Re = 240 (), donde los

pardmetros del transistor corresponden a los de un transistor BJT 2n2222.

Y a manera de comparacion, en la Figura[3.6|se muestra la salida del circuito eléctrico

real utilizando los mismos componentes que en la simulacion.
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Entrada del circuito Diagrama de fase (Entrada - Salida)
55 T T T T

Entrada (Volts)

0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (ms) X107

Salida del circuito

Salida (Volts)
%

. . . .
0 0.5 1 1.5 2 0 1 2 3 4 5
Tiempo (ms) X107 Entrada (Volts)

Figura 3.6: Datos de la implementacién del circuito eléctrico real. Parte superior iz-
quierda: sefial de entrada triangular de amplitud 5 volts y frecuencia 1000 Hertz. Parte
inferior izquierda: Sefial de salida V; en el tiempo. Parte derecha: plano de fase de la
sefal de entrada contra la sefial de salida.

El comportamiento de la Figura[3.5]y de la Figura[3.6]es conocido como saturacién
bésica, y nos sugiere que el circuito de la Figura 3.1 es un buen candidato para formar
la singularidad histéresis, ya que presenta varias caracteristicas que a simple vista tiene

la funcién sigmoidal como son: saturacién y monétonicidad.

3.2. Histéresis en un circuito eléctrico

Teniendo un sistema eléctrico similar a la no linealidad sigmoidal, el siguiente paso
es buscar una configuracién de un circuito eléctrico equivalente a la retroalimentaciéon

positiva, es decir, formar la singularidad histéresis y su despliegue universal.

Un circuito eléctrico con esta caracteristica es analizado en [Castafios and Franci,
2015] y se muestra en la Figura el cual estd formado por dos transistores y cinco

resistencias. El voltaje de entrada es V, el de alimentacién es V. y el de salida V..
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Vcce

?

Rcl Rc2

Rb2
Vx

Vs Rbl

T2

.

Figura 3.7: Modelo Eléctrico presentando Histéresis.

Aligual que en la seccién anterior, aqui se detalla el andlisis del circuito de la Figura
Esto es, construir un conjunto de ecuaciones que describan el comportamiento
del sistema para un voltaje de entrada dado y valores fijos de las resistencias, con
la diferencia de que alguna de las resistencias puede actuar como el pardmetro de

despliegue de la singularidad histéresis.

Para iniciar con la construccién del conjunto de ecuaciones, se obtienen los voltajes
de base-emisor y base-colector presentes en cada transistor, utilizando nuevamente el

andlisis de mallas y la ley de voltajes de Kirchhoff.

Finalmente, utilizando los voltajes anteriores se construyen las ecuaciones de Ebers-
Moll, y asi, poder detallar el comportamiento del circuito en cualquier punto, el parti-

cular, el voltaje de salida V.
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3.2.1. Andlisis de mallas

Para tener una visiéon més clara de las mallas presentes, el circuito de la Figura|3.7|es
reacomodado en la Figura dando como resultado un total de cuatro mallas, donde

a cada una se le define una corriente en el sentido de las manecillas del reloj.

Malla I5

i=

R. Malla 14

Malla I

Figura 3.8: Mallas del circuito eléctrico.

Una vez identificadas las mallas, el siguiente paso es indicar las polaridades de los
voltajes de las resistencias de cada malla, los cuales, serdn determinados de igual forma
que el circuito de la seccién anterior. En la Figura 3.9, se muestran todas las polaridades
de los voltajes de las resistencias, de las fuentes de CD y de los voltajes presentes en los

transistores.

Vs

Figura 3.9: Polaridades de los voltajes de cada malla.



3.2. HISTERESIS EN UN CIRCUITO ELECTRICO 79

Con las mallas y los voltajes correspondientes sefialados, entonces se aplica la ley de
voltajes de Kirchhoff para cada malla, iniciando en el lugar deseado en direccién de la

corriente de malla correspondiente.

Malla Il

Comenzando en la parte inferior izquierda de la malla I;, se obtiene el voltaje base-

emisor del primer transistor:

Vbel = VS — (Rbl + Re)ll + RELL- (316)

Malla I;

Iniciando en la parte inferior izquierda de la malla I3, se obtiene el voltaje base-

colector del segundo transistor:

Vo = =Rppln + (R2 + Re1 + Ryp)ls — Reoly. (3.17)

Malla 14

Iniciando en la parte superior derecha de la malla I; y realizando algunas sustitu-

ciones, se obtiene el voltaje base emisor del transistor dos:

VbeZ = Vcc - Rell - RbZIZ + (Rcl + Rb2)l3 + REI4' (318)

Malla I,

Finalmente, comenzando en la parte superior izquierda de la malla I, se obtiene el

altimo voltaje requerido, es decir, el voltaje base colector del primer transistor

Vbcl = _Vcc + Vs - RblIl - Rc113- (319)

Las ecuaciones (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19) se pueden reescribir como una funcién
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fi:R*xR" - R*

v. | [Rs+R 0 0 R |1
_Vcc + Vs R 0 Rc 0 I
(L) V= ~ b1 1 2 ’
Vcc Re RbZ _(Rcl + sz) _Re 13
o | | O Rpp =(Re+Ra+Rp) Re || L
(3.20)

donde I = [I1, I, I, I4], 0 = [V, Rio, Reo, Rp1, Reo, Re, Veel v V = [Viver, Ve, Vibez, Vine2]-

Relacién entre corrientes de transistor y de mallas

Nuevamente se observa que en (3.20) no aparecen las corrientes deseadas del tran-
sistor, por lo tanto, es necesario encontrar una relacion entre las corrientes de malla y
las corrientes del transistor. Para esto, en la Figura se muestran todas las corrientes

presentes en el circuito, incluidas las corrientes de malla.

Figura 3.10: Corrientes del circuito eléctrico.

De la Figura se tienen las siguientes relaciones:
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i =1
in=-I
(3.21)
p =D —1Is
icz = 13 - 14.
El conjunto de relaciones (3.21), se reescribe como una funcién
£ RS R
(1 0 0o o|[n
o -1 0 0 ||L (3.22)
I i= 7
01 -1 0 I3
0 0 1 -1|[L

donde i = [ip, ic1, ipo, ic2]. Observamos que en (3.22) es posible despejar las corrientes de

malla en funciéon de las corrientes del transistor, es decir, se obtiene la funcién inversa

de[3.22

f2_11]R4—>]R4
(10 0 0 |[in]
e 0 -1 0 0 [[|iq (3.23)
0 -1 -1 0 || in
0 -1 -1 -1 ||ia

Finalmente, realizando la composicién de (3.23)) y (3.20) se obtiene:
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fi:R*xR - R*

Vs
, o Ve +V,
:(1,0) > V= fi(f,(1),0) = v (3.24)
L 0 .
Rbl + Re Re Re Re ibl
Rbl _Rcl _Rcl 0 icl
Re Rcl + Re Rcl + RbZ + Re Re Z‘b2
0 Ra Ra+Rpy  —Rao || i |

Una vez teniendo la descripcién de los voltajes base-colector y base-emisor de los
dos transistores del circuito de la Figura 3.7|como se muestran en la ecuacion (3.24), se

obtienen las ecuaciones de Ebers-Moll.

Ecuaciones de Ebers-Moll

Las ecuaciones Ebers-Moll para el circuito de la Figura[3.7] se pueden expresar como

una funcién

f:R*xR* -» R*

R I Yt 1
FE =1+ e’ -1
, N I R A g (3.25)
GV)ei= e L e :

FEm =1+ e’ -1

Vbe2 ., a2
e = 1)=& -1)

Realizando la composicién de (3.25)) y (3.24), se modifica la funcién f; de la siguiente

manera

fi  R*xR” - R*
:(1,0) > i = f3(, fi(f20), 9)).

(3.26)
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Finalmente, para efectos de analisis del circuito de la Figura[3.7]y de solucién numéri-

ca, se reescribe (3.26) como la siguiente ecuacién

D(i, 0) =i— f3(i, f1(f2(i), 0)) = 0. (3.27)

Soluciéon numérica de la ecuaciéon ©(i, 6) = 0

Para concluir con esta seccién se realiza la solucion numérica de (3.27). El sistema
de ecuaciones (3.27) se resuelve para iy, i, i € icp con la funcién fsolve de Matlab, para

un conjunto de pardmetros fijos y un voltaje de entrada entre 0 y 5 volts.

En la Figura se muestra la salida del voltaje V, en funcién del voltaje de entrada

Vs, donde V, se calcula por la expresion

Vi=Ve=Va=Ve—ln+I11)Ra, (3.28)
para cada valor del voltaje de entrada.
Los pardmetros del transistor utilizados en la simulacién son los mismos que los de

la seccién anterior. El valor de las resistencias utilizadas es: Rb1 = 2400 Q, Rc1 = 820 Q,

Rb2 = 6000 €, Re2 =240 Q y Re = 240 Q.
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Figura 3.11: Salida V, del circuito de la histéresis

De la misma manera que en la saturaciéon bésica, a manera de comparacién, en
la Figura se muestra la salida del circuito eléctrico real utilizando los mismos

componentes que en la simulacién.

Observamos que el comportamiento de la Figura es similar a un diagrama de
bifurcacién persistente para la singularidad histéresis, mostrados en el Capitulo (1} Por
lo tanto, utilizando el Teorema de Clasificacién, en la siguiente seccién se desarrolla un
algoritmo recursivo, basado en el problema de reconocimiento, que demuestra que el
circuito de la Figura[3.7presenta la singularidad histéresis y que tomando a la resistencia
Ry, como pardmetro de despliegue, el circuito es también un despliegue universal de la

histéresis.
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Entrada del circuito Diagrama de fase (Entrada — Salida)
5 ;
5

45

2 ar
;

35
0 ‘ ‘ ‘

0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (ms) x107°

Salida del circuito

Salida (Volts)

w

Salida (Volts)

N

st -

1 L L L
0 0.5 1 1.5 2 -2 0 2 4 6
Tiempo (ms) x107° Entrada (Volts)

-

Figura 3.12: Datos de la implementacion del circuito eléctrico real. Parte superior iz-
quierda: sefial de entrada triangular de amplitud 5 volts y frecuencia 1000 Hertz. Parte
inferior izquierda: Sefial de salida V, en el tiempo. Parte derecha: plano de fase de la
sefal de entrada contra la sefial de salida.

3.3. Teoria de singularidades aplicada al circuito eléctrico

La ecuacién @(i, 0) = 0, serd objeto de estudio durante el desarrollo de esta sec-
cién recordando que i = [iy, ic, i2, ico] €5 €l vector de variables desconocidas y 6 =

[Vs, Rio, Reo, Rii, Reo, Re, Vec] el vector de pardmetros.

En la secciéon anterior se observé que la salida del circuito de la Figura tiene
un diagrama de bifurcacion persistente de la histéresis. Entonces, surge la inquietud
de identificar si algtin pardmetro ®(i, 0) = 0 acttia como pardmetro de despliegue, de
tal manera que al manipularlo obtengamos como salida la histéresis perfecta. En otras
palabras, se busca demostrar que en efecto la singularidad histéresis es centro organi-
zador del comportamiento del circuito eléctrico, aplicando a ®(i, 0) = 0 el problema de

reconocimiento y la teoria de despliegues.

De los capitulos anteriores, recordamos que la teoria singular se ha formulado para
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problemas de bifurcacién escalares, es decir, mapeos ¢ : R X R — R de la forma
g(x, 1) = 0 y mapeos G : Rx RXR" — R de la forma G(x, A, a) = 0. Por lo tanto, a simple
vista las herramientas de esta teoria no se pueden aplicar directamente al conjunto de

ecuaciones (3.27), donde @ : R* x R” — R*.

Por lo anterior, la primer problematica que se presenta al iniciar la secciéon es la
siguiente: dado un mapeo suave @ : R" x R*! — R”, ;c6mo podemos aplicar las
herramientas de la teoria singular formuladas para g(x,A) y G(x, A, a), al conjunto de
ecuaciones @(i, 0) = 0?, donde i son las variables de estado, 6y = A = V; el pardmetro
de bifurcacién, algtn elemento de 0;_ el pardametro de despliegue y los elementos
restantes de 0 son parametros auxiliares.

En los siguientes parrafos se escribird ®(i, 0) = como ®(i, A; 67 ,) = 0, donde 0],
denota que los parametros se matienen fijos.

Para comenzar a abordar el problema formulado anteriormente, a continuacién se
presentan dos suposiciones importantes. Como primer suposicién, se considera que la
funcion @(i, A; 6] ) enunpunto (ip, Ao; 0]_,) esigual a cero, es decir, (o, Ao; 07 ,) = 0.Sea

L =do(, A; 0] una matriz Jacobiana de dimensiones n X n. Si el rango(L) = n,

—k)i(io,)to;eik)
entonces por el teorema de la funcion implicita el conjunto de ecuaciones puede
resolverse de manera tinica para i en funcién de 0, es decir, en este caso no degenerado
no puede ocurrir una bifurcacién. De lo anterior, la segunda suposicién considera el
minimo caso degenerado cuando el rango(L) = n — 1, donde si puede ocurrir una
bifurcacion.

Las dos suposiciones anteriores, permiten solucionar el primer problema planteado
utilizando una herramienta conocida como la reduccién de Lyapunov-Schmidt, la cual
es una aplicacién muy inteligente del Teorema de la Funcién Implicita para reducir el
problema de multiples soluciones como @, en una funcién escalar de k + 1 parametros
P(x,0), donde P : R x R*! — RR. En la seccién 3 de [Golubitsky and Schaeffer, 1985,
Capitulo]], se presenta una introduccién de la reducciéon de Lyapunov-Schmidt aplicada

a un conjunto de ecuaciones con un caso minimo de degenerancia.

La reduccién de Lyapunov-Schidt presenta un inconveniente al momento de tratar

con el modelo de un sistema real, el cual es, que en muchos problemas de aplicacién a
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(a) Ry = 6KQ ~ Figura (b) Ry = 250KQ

Figura 3.13: Salida V, del circuito para valores de Ry,.

veces es imposible obtener una férmula explicita para P(x, 0). Por lo que, en la subseccién
(e) de la seccion 3 de [Golubitsky and Schaetfer, 1985| Capitulo I] se presenta la soluciéon
para poder utilizar la reduccién en un problema de aplicacién, es decir, como se calculan

las derivadas de la funcion reducida P(x, 8) en funcién de derivadas de la funciéon ©.

Asf, se tomardn estas derivadas de la reduccién de Lyapunov-Schmidt para aplicarlo
al siguiente problema: ;el comportamiento del conjunto de ecuaciones @, es organizado

por la singularidad histéresis?. Lo cual serd tema principal de esta seccién.

Antes de proseguir con la solucién a la problematica enunciada, se comenta que
después de llevar a cabo varias simulaciones del circuito eléctrico de la Figura [3.7|en
el programa ngspice (utilizando un transistor npn 2n2222 y las resistencias Rj; = 2.4k(),
R = 8200, Ry = 240Q), Re = 240 (), Ry, =variable), se observé que al variar la resistencia
Ry, fijando los pardmetros restantes y variando el voltaje de entrada entre 0 y 5 volts,
el comportamiento de la salida del circuito, V,, presenta mas facilmente los diagramas

persistentes de la singularidad histéresis (ver Figura[I.5), como puede verse en la Figura

Asi, basandonos en la Figura se puede inferir que la histéresis perfecta se

87
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encuentra entre un valor de resistencia de 6KQ < R;j, < 250K(Q). Entonces, durante el
desarrollo de esta seccién se toma a 01 = f = Ry, como el pardmetro de despliegue
y a 0, , como pardmetros auxiliares fijos. Por lo tanto, en el resto del documento
®(i, 0) = 0 se escribira como D(i, A; B, 0

P(x,A;,05.,) = 0.

5) = 0y la forma reducida P(x, 6) = 0 como

Utilizando nuevamente como referencia a la Figura se observa que la salida del
circuito eléctrico presenta los diagramas de bifurcacién persistentes de la singularidad
histéresis, como consecuencia se recurre a la Proposicién donde las condiciones
que se necesitan para reconocer la histéresis son: g(xo, Aop) = gx(xo0, Ao) = gux(x0, A0) =0,
€ = sgn (gxxr(X0, Ao)) ¥y 6 = sgn (g1(x0, Ap)), donde (xy, Ay) es el punto de singularidad. En
el Capitulo|(ljel punto (xo, A¢) se toma igual a (0, 0) por simplicidad, pero cabe mencionar
que la teoria se aplica a cualquier punto en donde ocurra la singularidad y si se desea

se puede realizar un cambio de coordenadas, de tal manera que este punto sea (0, 0).

De [Golubitsky and Schaefter, 1985], se toman las expresiones de la forma reducida
P en funcién de derivadas de la funcién @, que son equivalentes a las condiciones de

g(x, A) para reconocer la histéresis, estas son:

Para aplicar la reduccién

cD(iO/ /\O/ ﬁ*/ 9;_7) = 0/ (329&)
det(d®(i, A; ', 05_,)| ot ) =0 (3.29b)

Las condiciones anteriores implican que:
P(xo, Ao; B*,0;5_,) =0 (3.30a)

P.(x0, Ao; B7,05_,) =0 (3.30b)
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Y por dltimo las siguientes condiciones:

P (x0, Ao; B, 05_5) =< 03, d* (v, vp) >= 0, (3.31a)
€ = sgn (P (x0, Ao; 7, 05_7))

= sgn (< U}, d>D(vy, vy, Vo) — 3d*D(vy, L' Ed*D(vy, vp)) >),  (3.31b)

0 =sgn (P(xo, Ao; B, 05_,)) = sgn (< vy, P, >), (3.31¢)

donde L es la matriz Jacobiana evaluada en el punto (ip, Ao;*,6;_,), vo € KerL,
vy € (Im L)*, E es la proyeccion de R* en la Im L y (d*®); (01, ..., 00) = 7. aitkCD(i +
k
Zizl tivi, 9)|t1="'=tk=0.
Claramente, observamos que no se pueden evaluar las derivadas de P(x, A; 5, 0;_)

en (3.29),(3.30) y (3.31) ya que se desconoce el punto de singularidad (ip, Ao; 8*, 0 _.).

En btisqueda de una solucién a esto, pongdmonos en contexto: la funciéon @ € R* se
compone cuatro corrientes i desconocidas del transistor, un pardmetro de bifurcacién
A, un pardmetro de despliegue f§ y pardmetros 0;_, fijos, por lo tanto, se tiene un total
de 6 variables desconocidas y 6 variables fijas conocidas.

Entonces, descartando las ecuaciones para € y 6, ya que no aportan informacioén ttil,
se intenta en buscar el punto singular (iy, Ao; 7, 0;_,) a partir de una solucién numérica
delas dos condiciones de y de (3.31a)). Lo cual suena logico desde que son seis ecua-
ciones para seis variables. Sin embargo, observamos que la condicién Py.(x, A; 7, 0;_,)
se encuentra en funcién de vy, el cual se calcula a partir del conocimiento del punto de
singularidad, en otras palabras, la ecuacién < v}, d*®d(vy, vy) > no esta definida explici-

tamente. Finalmente, se llega a la conclusién de que no se puede calcular el punto

(io, Ag; B, 0_,) de forma inmediata a partir de (3.29), y (3.31a)). Por lo tanto, se plantea el

siguiente algoritmo recursivo para resolver este problema:

1. Se inicia con un valor de f = 6KQ. Entonces, de forma numérica se encuentra un

punto (iy, Ao; B, 0;_,) tal que se cumplen las condiciones de (3.29).

2. Sea L = d®(i, A; B, 62_7*)| T Se computa el Ker(L) y Im(L)*, los cuales son

conjuntos no vacios ya que el rango(L)=n — 1.
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3. Se eligen los vectores vy € Ker(L) y v € Im(L)".
4. Se calcula P.(x, A; B, 0,—7*), definida como en (3.31).

5. Finalmente de (3.31), se sabe que P, (iy, Ao; B, 02-7*) debe ser igual a cero, de lo
contrario, se recalcula la resistencia R, y regresa al paso 1 recursivamente hasta

obtener P,, igual a cero.

6. Cuando P,, = 0, detenemos el algoritmo y entonces tomando * como el valor final
de Ry, se puede concluir que el comportamiento modelo del circuito eléctrico es

dado por la singularidad histéresis.

Una forma de visualizar lo que realiza el algoritmo anterior es la siguiente: Al
tijar la resistencia Ry, = 6 KQ nos encontramos en el caso en donde el diagrama de
bifurcacién persistente de la histéresis tiene forma de ”S”, entonces al encontrar un
punto que satisface las condiciones de (3.29), realmente se estd encontrando un punto en
donde ocurre la singularidad nodo-silla, y asi, al evaluar (3.31) en el punto encontrado
se estd imponiendo el problema de reconocimiento de la Histéresis, por lo tanto al
incrementar la resistencia R, estamos forzando a desaparecer las singularidades nodo-
silla para encontrar el punto donde se tiene la histéresis perfecta. Los pasos de este
algoritmo se detallan en el diagrama de flujo de la Figura 3.14]

Este algoritmo fue programado en Matlab, donde las soluciones numéricas necesarias
se realizaron con el comando fsolve. Se utiliz6é un transistor npn 2n2222 con las siguientes
constantes del modelo de Ebers-Moll: I; = 14.34 fA, ; = 255.9, V1 = 0.0257 V, ar = 0.859,
Br = 6.092; y los pardmetros restantes del circuito: V.. = 5V, Rb1 = 2400 Q, Rcl = 820
Q, Rc2 =240 Q 'y Re = 240 Q. En la Figura se muestra que la convergencia de P, a

cero, lo cual era el objetivo. Y finalmente se llega al siguiente resultado.

Proposicién 3.3.1 (Primer resultado principal de la Tesis). Sea P(x,A; ", 0, ;) = 0
una ecuacion reducida, utilizando el método de Lypanov-Smidt, del conjunto de ecuaciones
@i, A; B7,0,_,) = 0 dado por (3.27). La forma reducida P(x,A; 5,0, ) = 0 es fuertemente

equivalente a la singularidad histéresis h(x, 1) = —x3 + A.
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[B:6KQ]

Se encuentra de forma
numérica(ig, Ag) tal que:
(I)(i()y )\07 67 0;—7) =0 y

det(d®(io, Ao; B,05_7)) = 0
)

Se calcula Ker(L) y Im(L)*,
con L = d®(ig, Ao; B,05_-)

A\ J

Se toman los siguientes
Ry = Rb2+5Rb2]gm\} elementos: vy € Ker(L)
y vy € Im(L)t

Finalmente, se calcula:
P, =< vg,vgd2<l>ivo >

|

no

[ P(z,0) ~ histéresis ]

Figura 3.14: Diagrama de flujo del algoritmo.
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Valor de [+
15000

10000 —

5000 —

0 20 40 60 80 100 120
Iteracion

Figura 3.15: Valor de Py, para cada iteraciéon del algoritmo.

140

Demostracion. Aplicandola Proposiciéon conk = 3alaformareducida P(x, A; 57, 0, ),

en el punto de singularidad obtenido por el algoritmo (i, Ag; %, 0,_,), donde iy =

10E - 6[11.15, 2855.16, 5.30, 1371.04] A., Ay = 1.713739 V. y p* = 185.454 K(), se obtiene:

D(io, A; B, 65_,) = 0, (3.32a)

det(dD(i, A; B, 05_,)| (3.32b)

oo ) = O
P (io, Ao; 7, 05_5) =< v, d*D(vg, vp) >= 0, (3.32¢)
€ = sgn (Py(io, Ao; B, 05_7))
= sgn (< v}, d°D(vy, v, Vo) — 3d*P(vy, L™ Ed*D(vg, vg)) >)
=1, (3.32d)

0 =sgn (Pa(io, Ao; B, 05_7)) =sgn(< vy, @ >) =1. (3.32)

Por lo tanto, la forma reducida P(x, A; 7, 0;_) es fuertemente equivalente a la singu-

laridad histéresis h(x, 1) = —x* + A en una vecindad de (iy, Ao; B°, 6;_,). O
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Para finalizar, se realiza el problema de reconocimiento para despliegues universales

para el modelo del circuito eléctrico.

Proposicién 3.3.2 (Segundo resultado principal dela Tesis). La ecuacion reducida P(x, A; B, 0;,_,) =
0 es un despliegque universal de la singularidad histéresis, con p = 01 = Ry, como el pardmetro

de despliegue.

Demostracion. Para f*, se tiene que P(x, A; f*, 0;_) es fuertemente equivalente a (x, 1) =
—x3 + A. Para mostrar que P(x, A; B, 05_,) es un despliegue universal, basta con mostrar
que el siguiente determinante (tomando las equivalencias de P(x, A; 3, 0;_,) como fun-
ciéon @ de [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Capitulo 1]) es diferente de cero en el punto
(io, A; B,0;_,), donde iy = 10E — 6[11.15, 2855.16, 5.30, 1371.04] A., Ay = 1.713739 V. y
B = 185.454 KQ), entonces

P, Py, <vt, @, > <v,dD,v)— d*DP(vy, LIED,) >
detl 0 M| 2 get or Pa 0 AP 00 (vo 1)
P‘B Pﬁx < UB, q)ﬁ > < 7)6, dq)ﬁvo — dzq)(?)(), L_lEq)lg) >
=< v}, Dy >< v}, dDgvy — d*D(vy, L' EDy) >

— < v, Dg >< v, dDyvy — d*P(vy, L' ED,) >= 0.34 # 0.

Por lo tanto la forma reducida P(x, 0) es un despliegue universal de la singularidad

histéresis. O

Al ser la forma reducida P(x, A; 8, 0;_,) un despliegue universal de la singularidad
histéresis, se justifica que aparezcan a la salida del circuido[3.7]los diagramas persistentes
de la histéresis. Es decir, la singularidad histéresis es un centro organizador de la forma

reducida P(x, A; B, 0;_,).

3.4. Comportamientos no lineales en el circuito eléctrico

Una vez que se ha demostrado que el circuito eléctrico de la Figura[3.7)es organizado

por la histéresis, es vélido intentar de reproducir los comportamientos no lineales pre-



94 CAPITULO 3. HISTERESIS EN UN CIRCUITO ELECTRICO

sentados para la histéresis en el Capitulo [2, es decir, la excitabilidad y las oscilaciones
relajadas.

Recordando que la excitabilidad y las oscilaciones relajadas se obtienen al retroali-
mentar la salida del circuito, con una dindmica lenta, a la entrada del circuito presen-
tando la singularidad histéresis, el circuito eléctrico que realiza esta tarea se muestra en
la Figura donde la dindmica lenta de la salida se logra al agregar un circuito RC y
la dindmica rapida se obtiene naturalmente al aprovechar la capacitancia parasita del

condensador.

T2

= 34 nF

b

Figura 3.16: Circuito eléctrico equivalente a afiadir una dindmica lenta y una dindmica
répida al despliegue universal de la singularidad histéresis.

La excitabilidad en el circuito eléctrico, se muestra introduciendo un impulso en
la entrada del circuito, asi, cuando el voltaje de la sefial de entrada esta en cero volts,
el comportamiento debe permanecer en equilibrio (equivalente a estado de reposo en
una neurona) y cuando el voltaje del impulso sobrepasa algtin umbral (simulando
perturbaciones en la neurona) se lanzan oscilaciones relajadas (spikes neuronales). La
misma transicion entre reposo y oscilaciones de relajacién se observa en respuesta a un

sefial de entrada triangular, como se muestra en la Figura 3.18]
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Figura 3.17: Excitabilidad en un circuito eléctrico.
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Figura 3.18: Oscilaciones relajadas en un circuito eléctrico.
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Discusion de los resultados

Los principales resultados de la tesis son las proposiciones y las cuales,
aseguran que la salida del circuito eléctrico de la Figura 3.7 tiene un comportamiento
organizado por la singularidad histéresis, es decir, los diagramas de bifurcacién que
tiene la salida del dispositivo, al variar el pardmetro de despliegue Ry, son equivalentes
a los mostrados en la Figura Entonces, al utilizar estos resultados y la teoria del
Capitulo 2 se consolida la construccién de la singularidad histéresis y su despliegue
universal en un circuito eléctrico, el cual, puede convertirse en un circuito organizado
por la singularidad winged cusp agregando un comportamiento bump a la entrada del
dispositivo.

La importancia del primer resultado es vital para demostrar que efectivamente,
tomando la resistencia R, como parametro de despliegue, el circuito eléctrico es un
despliegue universal de la histéresis en el punto de singularidad obtenido por el algo-
ritmo propuesto en el Capitulo|3| El segundo resultado, nos asegura que al modificar la
resistencia Ry, podemos conseguir los diferentes comportamientos de la histéresis. Por
lo tanto, estas proposiciones nos permiten dar el siguiente paso en la metodologia de
construccion, el cual es, dar una idea de como agregar componentes, como el conden-
sador, para obtener los comportamientos asociados a la histéresis: la excitabilidad y las
oscilaciones relajadas o spiking periédico.

Lo anterior se compara con otras investigaciones al momento de construir circuitos
neuromorfos, ya que por ejemplo, para llevar a cabo la sintonizacién de pardmetros y
obtener los comportamientos neuronales de interés, en esta tesis basta con modificar el
parametro de despliegue mientras que en otros trabajos puede llevarse a cabo de manera

heuristica, no ser tan evidente y en algunos casos muy complicado, donde la principal
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causa de esto se debe a que son dispositivos construidos con muchos componentes.

La principal limitacién de la tesis se observa directamente al obtener tinicamente el
comportamiento neuronal spiking, ya que para conseguir el bursting y otros comporta-
mientos es obligatorio el andlisis y la construccién de la singularidad winged cusp y su
despliegue universal.

Una pregunta que surge directamente de esta investigacion, es explorar si es posible
la construccién de circuitos neuromorfos utilizando transistores MOSFET aplicando la

misma metodologia desarrollada a lo largo de tesis.



Conclusion y trabajo futuro

La forma organizada en la que fue evolucionando la tesis, permiti6 ir por el camino
correcto para cumplir el objetivo general propuesto. En primer lugar, el estudio de las
bifurcaciones desde un enfoque diferente, la teoria de singularidades, result6 una he-
rramienta fé4cil de aplicar. En segundo término, la teoria geométrica de perturbaciones
singulares dio una idea clara del comportamiento de un sistema dindmico que tiene
una estructura con escalas de tiempo fuertemente separadas, a pesar de ser una teoria
dificil de entender. Y finalmente, al seguir una metodologia ordenada de andlisis y cons-
truccion fue que al modelo del circuito final se le pudo aplicar la teoria estudiada, para
demostrar que el comportamiento estatico de la salida es organizado por la histéresis
y que al agregar otros elementos electrénicos se obtuvo un comportamiento similar al
spiking neuronal.

Recordando un poco la hipétesis planteada al inicio, concluimos que en efecto al
analizar los comportamientos neuronales desde un punto de vista de sistemas dindmi-
cos, las bifurcaciones permitieron dar una forma mds sencilla de estudiar la neurona
y construir un circuito utilizando solamente dos transistores, siete resistencias y un
condensador, para reproducir el comportamiento mds sencillo conocido como spiking.

El camino por recorrer atin es muy grande y a veces suele ser confuso y complicado,
pero si se tiene claro a donde se desea llegar tarde o temprano los objetivos planteados
se resolverdn. Es por esto, que se enuncia el trabajo futuro.

El trabajo a corto plazo, es la construccién de un circuito eléctrico que sea organizado
por la winged cusp. Como consecuencia directa de esto, se obtendran comportamientos
neuronales mads sofisticados como el bursting.

Posteriormente, se explorara si es posible llevar a cabo la misma construcciéon de
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circuitos neuromorfos, pero ahora utilizando transistores MOSFETs. Esta idea surge ya
que este tipo de dispositivos suelen ser mas nobles en su forma de operacién y quizd,
esta propiedad reduzca atin més el nimero de elementos del circuito neuromorfo.

Un objetivo a mediano plazo, es el estudio y la experimentacién de tareas especificas
realizadas por el sistema nervioso a partir de conexiones de las neuronas. Estas tareas
se mencionaron muy brevemente en circuitos neuromorfos que se han desarrollado en
la literatura, por ejemplo: dispositivos de vision, de generacién de patrones, de toma

de decisiones, de simulacién, etcétera.



Bibliografia

[Arthur and Boahen, 2004] Arthur, J. V. and Boahen, K. (2004). Recurrently connected
silicon neurons with active dendrites for one-shot learning. In Neural Networks, 2004.
Proceedings. 2004 IEEE International Joint Conference on, volume 3, pages 1699-1704

vol.3.

[Benjamin et al., 2014] Benjamin, B. V., Gao, P, McQuinn, E., Choudhary, S., Chandrase-
karan, A. R., Bussat, J. M., Alvarez-Icaza, R., Arthur, J. V., Merolla, P. A., and Boahen,
K. (2014). Neurogrid: A mixed-analog-digital multichip system for large-scale neural
simulations. Proceedings of the IEEE, 102(5):699-716.

[Cassidy and Andreou, 2008] Cassidy, A. and Andreou, A. G. (2008). Dynamical digital
silicon neurons. In 2008 IEEE Biomedical Circuits and Systems Conference, pages 289—

292.

[Cassidy et al., 2007] Cassidy, A., Denham, S., Kanold, P., and Andreou, A. (2007). Fpga
based silicon spiking neural array. In 2007 IEEE Biomedical Circuits and Systems
Conference, pages 75-78.

[Castafios and Franci, 2015] Castanos, F. and Franci, A. (2015). The transition between
tonic spiking and bursting in a six-transistor neuromorphic device. 12th International
Conference on Electronical Engineering, Computing Science and Automatic Control, pages

28-30.

[Douglas et al., 1995] Douglas, R., Mahowald, M., and Mead, C. (1995). Neuromorphic
analogue vlsi. Annual Review of Neuroscience, 18(1):255-281. PMID: 7605063.



102 BIBLIOGRAFIA

[Fenichel, 1972] Fenichel, N. (1972). Persistence and smoothness of invariant manifolds

for flows. Indiana Univ. Math. J., 21(3):193-226.

[Fitzhugh, 1961] Fitzhugh, R. (1961). Impulses and physiological states in theoretical
models of nerve membrane. Biophysical Journal, 1(6):445-466.

[Franci et al., 2014] Franci, A., Drion, G., and Sepulchre, R. (2014). Modeling the modu-
lation of neuronal bursting: A singularity theory approach. SIAM Journal on Applied
Dynamical Systems, 13(2):798-829.

[Franci and Sepulchre, 2014] Franci, A. and Sepulchre, R. (2014). Realization of nonli-
near behaviors from organizing centers. 53rd IEEE conference on Decision and Control,

pages 56-61.

[Fukushima et al., 1970] Fukushima, K., Yamaguchi, Y., Yasuda, M., and Nagata, S.
(1970). An electronic model of the retina. Proceedings of the IEEE, 58(12):1950-1951.

[Golubitsky and Schaeffer, 1985] Golubitsky, M. and Schaeffer, D. (1985). Singularities
and Groups in Bifurcation Theory, volume 51. Springer-Verlag New York.

[Grasman, 1987] Grasman, J. (1987). Asymptotic Methods for Relaxation Oscillations and
Applications, volume 63. Springer New York, New York.

[Hodgkin and Huxley, 1952] Hodgkin, A. L. and Huxley, A. F. (1952). A quantitative
description of membrane current and its application to conduction and excitation in

nerve. The Journal of Physiology, 117:500-544.

[Indiveri, 2003] Indiveri, G. (2003). A low-power adaptive integrate-and-fire neuron
circuit. In Circuits and Systems, 2003. ISCAS "03. Proceedings of the 2003 International
Symposium on, volume 4, pages IV-820-IV-823 vol 4.

[Izhikevich, 2010] Izhikevich, E. M. (2010). Dynamical systems in neuroscience: the

geometry of excitability and bursting.



BIBLIOGRAFIA 103

[Joetal, 2010] Jo, S. H., Chang, T., Ebong, 1., Bhadviya, B. B.,, Mazumder, P, and Lu,
W. (2010). Nanoscale memristor device as synapse in neuromorphic systems. Nano

Letters, 10(4):1297-1301. PMID: 20192230.

[Jones, 1995] Jones, C. K. (1995). Geometric singular perturbation theory. In Johnson,
R., editor, Dynamical Systems, volume 1609, pages 44-118. Springer Berlin Heidelberg,

Division of Applied Mathematics, Brown University. Lecture Notes in Mathematics.

[Keyfitz, 1986] Keyfitz, B. L. (1986). Classification of one-state-variable bifurcation pro-

blems up to codimension seven. Dynamics and Stability of Systems, 1(1):1-41.

[Krupa and Szmolyan, 2001] Krupa, M. and Szmolyan, P. (2001). Extending slow ma-

nifolds near transcritical and pitchfork singularities. Nonlinearity, 14(6):1473.

[Krupa and Szmolyan, 2001] Krupa, M. and Szmolyan, P. (2001). Relaxation Oscillation
and Canard Explosion. Journal of Differential Equations, 174:312-368.

[Lee et al., 2004] Lee, Y. ]J., Lee, J., Kim, Y. B., Ayers, J., Volkovskii, A., Selverston, A.,
Abarbanel, H., and Rabinovich, M. (2004). Low power real time electronic neuron
vlsi design using subthreshold technique. In Circuits and Systems, 2004. ISCAS "04.
Proceedings of the 2004 International Symposium on, volume 4, pages IV-744-7 Vol 4.

[Mead, 1989] Mead, C. (1989). Adaptive Retina, pages 239-246. Springer US, Boston,
MA.

[Mead, 1990] Mead, C. (1990). Neuromorphic electronic systems. Proceedings of the
IEEE, 78(10):1629-1636.

[Mead and Mahowald, 1988] Mead, C. A. and Mahowald, M. (1988). A silicon model
of early visual processing. Neural Networks, 1(1):91 —97.

[Merolla and Boahen, 2006] Merolla, P. A. and Boahen, K. (2006). Dynamic computation
in a recurrent network of heterogeneous silicon neurons. In 2006 IEEE International

Symposium on Circuits and Systems, pages 4 pp.—4542.



104 BIBLIOGRAFIA

[Mishchenko, 2013] Mishchenko, E. (2013). Differential equations with small parameters

and relaxation oscillations, volume 13. Springer Science & Business Media.

[Nakada et al., 2004] Nakada, K., Asai, T., and Amemiya, Y. (2004). Analog cmos im-
plementation of a bursting oscillator with depressing synapse. In Intelligent Sensors,
Sensor Networks and Information Processing Conference, 2004. Proceedings of the 2004,
pages 503-506.

[Nakada et al., 2005] Nakada, K., Asai, T., and Hayashi, H. (2005). silicon resonate-and-
fire neuron based on the volterra system. In Int. Symp. on Nonlinear Theory and its

Applications, pages 82-85.

[Patel and DeWeerth, 1997] Patel, G. N. and DeWeerth, S. P. (1997). Analogue vlsi

morris-lecar neuron. Electronics Letters, 33(12):997-998.

[Pickett et al., 2013] Pickett, M. D., Medeiros-Ribeiro, G., and Williams, R. S. (2013). A
scalable neuristor built with mott memristors. Nat Mater, 12(2):114-117.

[Rosenblatt, 1958] Rosenblatt, F. (1958). The perceptron: A probabilistic model for in-

formation storage and organization in the brain. Psychological Review, pages 65-386.

[Sedra and Smith, 2004] Sedra, A. S. and Smith, K. C. (2004). Microelectronic circuits.
Oxford University Presss, 5th edition.

[Strogatz, 2001] Strogatz, S. H. (2001). Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications
to Physics, Biology, Chemistry and Engineering, volume 272. Westview Press.

[Taylor and Mann, 1983] Taylor, A. E. and Mann, W. R. (1983). Advanced Calculus. Wiley,
New York, 2 edition.

[Tenore et al., 2004] Tenore, EF.,, Etienne-Cummings, R., and Lewis, M. A. (2004). A
programmable array of silicon neurons for the control of legged locomotion. In
Circuits and Systems, 2004. ISCAS "04. Proceedings of the 2004 International Symposium
on, volume 5, pages V-349-V-352 Vol.5.



BIBLIOGRAFIA 105

[Vogelstein et al., 2004] Vogelstein, R. J., Mallik, U., Culurciello, E., Cauwenberghs, G.,
and Etienne-Cummings, R. (2004). Saliency-driven image acuity modulation on a
reconfigurable array of spiking silicon neurons. In Advances in neural information

processing systems, pages 1457-1464.

[Vogelstein et al., 2007] Vogelstein, R. J., Mallik, U., Vogelstein, J. T., and Cauwen-
berghs, G. (2007). Dynamically reconfigurable silicon array of spiking neurons with

conductance-based synapses. IEEE Transactions on Neural Networks, 18(1):253-265.

[Vogelstein et al., 2008] Vogelstein, R. J., Tenore, F. V. G., Guevremont, L., Etienne-
Cummings, R., and Mushahwar, V. K. (2008). A silicon central pattern generator
controls locomotion in vivo. IEEE Transactions on Biomedical Circuits and Systems,

2(3):212-222.

[Wijekoon and Dudek, 2008] Wijekoon, J. H. and Dudek, P. (2008). Compact silicon
neuron circuit with spiking and bursting behaviour. Neural Networks, 21(2-3):524 —
534. Advances in Neural Networks Research: {IJCNN} ‘072007 International Joint
Conference on Neural Networks {IJCNN} '07.



	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Métodos singulares
	Teoría de singularidades
	Teorema de la Función Implícita y las Singularidades
	Problema de reconocimiento
	Teoría de despliegues
	Teorema de clasificación

	Teoría geométrica de perturbaciones singulares
	Antecendentes matemáticos
	Teoremas de Fenichel
	Ejemplo: Modelo de Fitzhugh-Nagumo


	Comportamientos no lineales organizados por singularidades
	Singularidades construidas por no linealidades sigmoidales monótonas
	Histéresis
	Winged Cusp

	Histéresis como estructura de comportamientos no lineales
	Biestabilidad
	Excitabilidad y Oscilaciones Relajadas

	La Winged Cusp como estructura de comportamientos neuronales
	Biestabilidad rest-spike
	Bursting


	Histéresis en un circuito eléctrico
	Saturación básica como no linealidad sigmoidal
	Análisis de mallas
	Ecuaciones de Ebers-Moll

	Histéresis en un circuito eléctrico
	Análisis de mallas

	Teoría de singularidades aplicada al circuito eléctrico
	Comportamientos no lineales en el circuito eléctrico

	Discusión de los resultados
	Conclusión y trabajo futuro

