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maestrı́a apoyándome y dándome ánimos siempre que los necesitaba.

A mis amigos y seres queridos, quienes siempre me han acompañado y me acom-
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Resumen

Los circuitos neuromorfos son de gran interés en ingenierı́a, ya que al replicar com-

portamientos neuronales en circuitos eléctricos es prometedor el desarrollo de nuevas

tecnologı́as. Actualmente, la comunidad cientı́fica construye este tipo de circuitos imi-

tando los modelos neuronales existentes, lo que resulta en dispositivos con una gran

cantidad de componentes electrónicos difı́ciles de sintonizar o poco robustos frente a

perturbaciones o variabilidad en los componentes.

En este documento se presenta una nueva metodologı́a sistemática para el diseño

y construcción de un circuito neuromorfo a partir de las singularidades que organizan

los distintos comportamientos neuronales. Como primer paso de esta construcción, se

construye y analiza un circuito eléctrico organizado por la singularidad histéresis. Co-

mo segundo paso, con ayuda de la teorı́a geométrica de perturbaciones singulares, se

prueba que, agregando otros componentes al circuito anterior, la salida tiene un com-

portamiento equivalente al spike neuronal. El principal resultado de esta metodologı́a es

un circuito neuromorfo que presenta un comportamiento neuronal básico minimizando

el número de componentes eléctricos utilizados. Se verá que este dispositivo es la base

para construir circuitos cuya respuesta presenta conductas neuronales más complejas

como el bursting.
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Abstract

Neuromorphic circuits are of great interest in engineering because the emulation

of neural behaviors in electrical circuits promises some interesting new technologies.

Nowadays, the scientific community builds these circuits imitating existing neural mo-

dels. This results in devices with many electronic components that drift into tunning

and robustness problems, in presence of disturbances or variability in the components.

In this thesis, we present a new constructive methodology to design and build neu-

romorphic circuits from the singularities organizing distinct neural behaviors. Firstly,

we build and analyze an electronic circuit organized by the histeresis. Secondly, we

prove, using geometric singular perturbation theory, that, by adding more elements to

the above circuit, the output becomes equivalent to neural spiking behavior. The main

result of the metodology is a neuromorphic device exhibiting a simple neural behavior

and minimizing the number of electronic components. This circuit is the basic element

to realize, in neuromophic devices, more complex neuronal behaviors like bursting.
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Índice general

Resumen ix

Abstract xi

Introducción 1

1 Métodos singulares 11

1.1 Teorı́a de singularidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 Teorema de la Función Implı́cita y las Singularidades . . . . . . . 12

1.1.2 Problema de reconocimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1.3 Teorı́a de despliegues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.1.4 Teorema de clasificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.2 Teorı́a geométrica de perturbaciones singulares . . . . . . . . . . . . . . . 31
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xvi ÍNDICE DE FIGURAS

1.11 Diagrama de fase singular para α > 0. En lı́neas azules se presenta la

trayectoria del sistema capa y en lı́neas verdes las del sistema reducido.

Las dobles flechas azules representa que x es la variable rápida y la flecha
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Introducción

El avance de la tecnologı́a en las últimas décadas, ha permitido realizar tareas de

cómputo muy complicadas en el área de la ingenierı́a, por ejemplo: elaborar algoritmos

sofisticados para llevar a cabo tareas de control, sensado, creación de interfaces usuario-

sistema, entre otras. Este progreso ha sido producto de un largo proceso de investigación,

principalmente en el desarrollo de microprocesadores eficaces, más eficientes y con una

mayor capacidad de procesamiento utilizando el mismo espacio del chip.

La creación de microprocesadores con estas caracterı́sticas, ha sido un reto en temas

de espacio, alimentación, disipación de energı́a, etcétera. Ası́, estos retos se vuelven una

tarea muy difı́cil y costosa para las industrias, ya que por ejemplo, desean mantener váli-

da la Ley de Moore que establece que la cantidad de transistores en un microprocesador

se incrementa al doble cada dos años. Debido a esto, han surgido lı́neas de investigación

que crean dispositivos de procesamiento que desafı́an la tecnologı́a actual.

Una de estas lı́neas de investigación es la ingenierı́a neuromorfa, que tiene como

objetivo construir circuitos eléctricos que realizan tareas complejas (que requieren una

gran cantidad de cómputo con la tecnologı́a actual) imitando la forma de operación de

estructuras neuro-biológicas ubicadas en el sistema nervioso, por ejemplo: el cómputo

neuronal, procesamiento sensorial, tareas realizadas por el sistema cognitivo, el apren-

dizaje, tareas motrices, entre otras.

Al ser la neurona el elemento principal de un circuito neuromorfo, en este documento

se presenta el diseño y construcción de un circuito eléctrico que tiene un comportamiento

neuronal básico, conocido como spiking. La idea sobre este circuito es obtener este

comportamiento neuronal utilizando la menor cantidad de componentes electrónicos

y se verá que esto se logra empleando como base la teorı́a de singularidades y la teorı́a
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de perturbaciones singulares. Además, el lector observará que el circuito presentado en

el documento es la base para crear comportamientos neuronales más complejos como

el bursting. Antes de iniciar con el desarrollo de la tesis, se presentan algunos conceptos

de los sistemas biológicos neuronales.

Antecedentes

La parte más importante del sistema nervioso es la neurona. En esta sección prime-

ramente se habla sobre esta célula, de que elementos se compone, como es que logran

comunicarse entre sı́ y que mecanismos tienen para llevar a cabo esta comunicación.

Posteriormente, se habla sobre los comportamientos neuronales más importantes y

finalmente, se menciona lo que son de los sistemas neuromorfos.

¿Qué es y para qué sirve una neurona?

La neurona es la célula principal que conforma al sistema nervioso, es similar a otras

células del cuerpo humano pero tiene una diferencia peculiar de entre todas, la cual es,

que está especializada en la transmisión de información a través del cuerpo. Las partes

básicas de una neurona son: las dendritas, el cuerpo celular, el axón y la sinapsis. En la

Figura 1 se muestra la ilustración de una neurona biológica y a continuación se describe

brevemente la función de las partes que la conforman.

1. Las dendritas son extensiones que se ramifican desde el inicio de la neurona hasta

el cuerpo celular, y se encargan de transmitir información provenientes de otras

neuronas al cuerpo celular.

2. El cuerpo celular o soma, es donde las señales provenientes de las dendritas se

unen. El soma y el núcleo de la neurona no juegan papel en la transmisión de la

señal neuronal, en lugar de eso, son estructuras que sirven para mantener la célula

y llevar a cabo su función.

3. El axón se encarga de transmitir la señal neuronal. Se extiende desde el cuerpo

celular hasta las terminales finales del axón.
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4. La sinapsis es la región de comunicación entre el axón de una neurona y las

dendritas de otra.

Núcleo

Dendritas

Cuerpo Celular

Terminales Finales
del Axón

Axón

Sinapsis

Figura 1: Estructura general de una Neurona

Existen diferentes tipos de neuronas responsables de varias tareas del cuerpo hu-

mano, por ejemplo: las neuronas sensoriales, son las que llevan información de células

receptoras de los sensores al cerebro; las neuronas motoras, son las que transmiten

información del cerebro a los músculos del cuerpo; las neuronas internas, son las res-

ponsables de la comunicación entre los diferentes tipos de neuronas del cuerpo, etcétera.

De las tareas enunciadas anteriormente, destaca la forma en que se comunican

las neuronas ya que surge un comportamiento muy interesante en este proceso: dos

neuronas de la misma especie pueden tener comportamientos muy diferentes y de

igual manera, neuronas diferentes pueden tener el mismo comportamiento. Lo anterior

motiva el estudio de la comunicación neuronal y ha sido demostrado por teóricos, que

se debe principalmente a los mecanismos de comunicación que estas tengan. A estos

tipos de mecanismos se les llamará mecanismos de bifurcación.

Se sabe que las neuronas se comunican por impulsos eléctricos llamados potenciales

de acción. Un potencial de acción es un cambio repentino y transitorio del voltaje de la

membrana neuronal, que se propaga a otras neuronas por medio del axón. La pregunta

principal sobre los potenciales de acción es ¿cómo se generan?. A continuación, se

explica de manera general como pueden generarse los potenciales de acción:
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Por medio de las dendritas, especı́ficamente en la sinapsis, las neuronas reciben

entradas de miles de neuronas. Cada entrada produce una corriente llamada de trans-

membrana, la cual, cambia el potencial de la membrana neuronal. Esta corriente también

produce potenciales llamados postsynápticos (PSPs). Pequeñas corrientes de entrada

generan pequeños PSPs, que pueden hacer que la neurona permanezca inactiva; y gran-

des corrientes de entrada producen significantes PSPs, que pueden ser amplificados en

los potenciales de acción. Cuando un potencial de acción es generado, el potencial de

la membrana permite el paso del impulso eléctrico hacı́a el axón. Una clara conclusión

del proceso anterior es que las neuronas no se activan por sı́ solas, sino que se accionan

por medio de las entradas ocurridas en las sinapsis.

El comportamiento neuronal es comúnmente divido en dos tipos: exitatorias e inhibi-

torias. El comportamiento excitador es aquel que incrementa la posibilidad de producir

un potencial de acción, y el inhibidor es aquel que reduce la posibilidad de producir

un potencial de acción. Estos comportamientos se observan en los experimentos de

Hodgkin-Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952], en donde, inyectando corriente directa

de amplitud variante se pueden presentar potenciales de acción (espigueos) repetitivos

o inactividad de la neurona. Se dice que las neuronas son excitables, ya que comúnmen-

te se encuentran en reposo, pero pueden presentar potenciales de acción en respuesta a

ciertas formas de estimulación [Izhikevich, 2010].

Teniendo en mente lo que son los potenciales de acción neuronales, un mecanismo

de bifurcación de excitabilidad se puede describir de la siguiente manera: cuando la

amplitud de la corriente inyectada es pequeña, la neurona permanece en un estado

inactivo; cuando la amplitud es grande, la neurona produce potenciales de acción

continuos. De esta manera, cuando se cambia la amplitud de la corriente de pequeña a

grande de forma instantánea aparece una bifurcación que, desde un punto de vista de

sistemas dinámicos, corresponde al cambio de un punto de equilibrio estable a un ciclo

lı́mite atractor.

De lo anterior, se puede decir que el comportamiento de la neurona dependerá del

tipo de bifurcación que se presente. Ası́, en esta tesis se estudian dos mecanismos

de bifurcación que son las histéresis y la winged cusp, y son los que generan dos
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comportamientos neuronales muy importantes: el potencial de acción (comúnmente

llamado spiking) y el bursting. En la Figura 2 se muestra una forma común del spiking y

el bursting.
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Figura 2: Comportamientos neuronales básicos. En la izquierda el spiking del tipo pe-
riódico, el cual se describe como potenciales de acción sostenidos y generalmente se
obtienen con entradas en un intervalo de corriente a la neurona. El comportamiento
de la derecha es conocido como bursting y se describe como dos o más spikes segui-
dos de un periodo de inactividad, el mecanismo de bifurcación con el se obtiene este
comportamiento es más complejo y se describe brevemente en el capı́tulo 2.

La ingenierı́a neuromorfa

A pesar de que ya existı́an trabajos relacionados a los sistemas neuromorfos [Ro-

senblatt, 1958], [Fukushima et al., 1970], es Carver Mead quien por primera vez maneja

este término en sus artı́culos, tomando como base el siguiente argumento [Mead, 1990]:

El echo de que se puedan construir dispositivos que implementen algunas

operaciones básicas como las que realiza el sistema nervioso, dan la conclu-

sión inevitable de que se pueden fabricar sistemas completos basados en sus

principios organizados.

Ası́, es Carved Mead un pionero en la construcción de sistemas neuromorfos. Su

trabajo se enfocó principalmente en la construcción de circuitos eléctricos con tareas de

procesamiento de señales, basadas en la forma de operación de la retina del ojo humano.
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Una pregunta que surge naturalmente es, ¿porqué construir circuitos neuromorfos?.

La respuesta a esta cuestión parece ser fácil de contestar con la siguiente idea en mente:

al estar basados los circuitos neuromorfos en los sistemas biológicos, estos heredan

automáticamente una forma de operación que ha desarrollado la naturaleza por millo-

nes de años, donde quizá la propiedad más importante es el funcionamiento eficaz y

eficiente utilizando la menor cantidad de energı́a posible.

Entonces la filosofı́a para la construcción de un circuito neuromorfos es, obtener la

representación matemática (modelo) más aproximada a los principios de funcionamien-

to del elemento principal del sistema nervioso: la neurona, y de esta manera, obtener

una cimentación sistemática y clara para el diseño de los circuitos.

Por lo tanto, la importancia de esta tesis se centra en mostrar una descripción ma-

temática del comportamiento neuronal, que capture conductas neuronales fáciles de

obtener al modificar parámetros, para posteriormente construir circuitos neuromorfos

basados en estos modelos.

Una panorámica de las soluciones neuromorfas actuales

La construcción de circuitos neuromorfos puede clasificarse dependiendo la tarea

que realizan, como por ejemplo: imitar los comportamientos de la neurona, procesa-

miento neuronal y redes de neuronas. En esta sección se describe brevemente el estado

de la literatura sobre la construcción de circuitos electrónicos realizando estas tareas.

Los dispositivos que intentan imitar los comportamientos de la neurona, como se

comentó anteriormente, se construyen basándose en algún modelo matemático. Cir-

cuitos que pueden reproducir el comportamiento neuronal spiking, pueden encontrarse

en [Patel and DeWeerth, 1997](utilizando 22 transistores), [Indiveri, 2003] (utilizando 20

transistores), [Nakada et al., 2005] (utilizando entre 20 y 30 transistores); los que pueden

reproducir el comportamiento neuronal bursting se presentan en [Lee et al., 2004] (utili-

zando en su construcción principalmente amplificadores operacionales) y en [Nakada

et al., 2004] (utilizando aproximadamente 20 transistores).

Un dispositivo que utiliza un total de 14 MOSFETs que imita los comportamientos:
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spiking regular, spiking rápido, chattering y bursting, se muestra en [Wijekoon and Dudek,

2008] y es basado en un modelo neuronal propuesto en [Izhikevich, 2010]; un circuito

neuromorfo con los comportamientos neuronales anteriores, sin el bursting, se puede

encontrar en [Pickett et al., 2013] y es creado con dos elementos llamados memristores

y basado en el modelo propuesto por Hodking-Huxley [Hodgkin and Huxley, 1952].

En [Jo et al., 2010] se presenta un dispositivo hı́brido, compuesto por un memristor a

nanoescala y una neurona CMOS (del inglés complementary metal-oxide-semiconductor),

con una función muy interesante ya que puede cambiar el peso (propiedad que tie-

ne una neurona de modificar la prioridad que le da a la entrada de otra neurona) de

la sinapsis neuronal. Y para finalizar con este tipo de dispositivos, en [Cassidy et al.,

2007] y [Cassidy and Andreou, 2008] se exhibe otra forma de construir circuitos neu-

romorfos, la cual es, programar el modelo de una neurona en un dispositivo digital,

un FPGA. Ası́, logran construir un arreglo de 256 neuronas digitales, las cuales, operan

aproximadamente 5000 veces más rápido que las neuronas biológicas.

Los sistemas neuromorfos de procesamientos sensorial, son circuitos que utilizan

principios de cómputo neuronal para interactuar con el ambiente externo. Los primeros

trabajos de Carved Mead [Mead and Mahowald, 1988], [Mead, 1989], [Mead, 1990],

[Douglas et al., 1995], son ejemplos de circuitos de este tipo ya que su funcionamiento

está basado en algunas capas de procesamiento de señales de la retina biológica. Otro

trabajo similar se presenta en [Vogelstein et al., 2004].

Para finalizar con esta sección, se presentan algunos trabajos relacionados con los

sistemas de realizan arreglos de neuronas, cuyo objetivo principal es diseñar y cons-

truir circuitos con una gran cantidad de neuronas que tengan la capacidad de realizar

tareas o simulaciones de procesos muy complejos. Por ejemplo, el trabajo presentado

en [Vogelstein et al., 2008] y [Tenore et al., 2004], presenta un arreglo de neuronas co-

municadas entre sı́, de tal manera que se pueda genera la forma de cálculo que realiza

el Sistema Central Generador de Patrones, es decir, imitar la forma de locomoción del

cuerpo humano; un dispositivo similar al anterior, pero que copia el tipo de aprendizaje

del cerebro, se presenta en [Arthur and Boahen, 2004]. Sistemas completos compuestos

de miles de neuronas de silicio se desarrollan en [Merolla and Boahen, 2006], [Vogelstein
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et al., 2007] y [Benjamin et al., 2014].

Problema e Hipótesis de la Tesis

La problemática que se plantea para el desarrollo de la tesis es: ¿Pueden diseñarse

y construirse circuitos eléctricos con comportamientos neuronales de manera fácil, sis-

temática y al mismo tiempo utilizar la menor cantidad posible de elementos eléctricos?

Se formula la siguiente hipótesis: el hecho de que los comportamientos neuronales

estén dados por mecanismos de bifurcación, permite utilizar métodos singulares para

crear un procedimiento sistemático para el análisis, diseño y construcción de un circuito

neuromorfo con el comportamiento neuronal básico spiking, el cual se compone única-

mente dos transistores, siete resistencias y un condensador. Además, este circuito es la

base para la construcción de circuitos con comportamiento neuronales más complejos

como el bursting.

Objetivo general y especı́ficos

Objetivo general: (Tomando el término de centro organizador de la teorı́a singu-

lar [Golubitsky and Schaeffer, 1985]) Demostrar que el comportamiento estático de un

circuito eléctrico formado por dos transistores y cinco resistencias, está organizado por

la singularidad histéresis. Con lo anterior y agregando otros componentes al circuito,

obtener un comportamiento neuronal spiking.

Objetivos especı́ficos:

1. Estudiar como se aplica la teorı́a singular a modelos de sistemas que presentan

bifurcaciones en su estructura.

2. Estudiar como se construyen de forma geométrica, las trayectorias de un mode-

lo no lineal cuya estructura presenta diferentes escalas temporales fuertemente

separadas.
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3. Estudiar como a partir de los métodos singulares, es posible obtener una metodo-

logı́a sistemática que permita construir singularidades y sus despliegues univer-

sales a partir de elementos básicos, para posteriormente construir modelos que

presenten comportamientos neuronales básicos.

4. Construir circuitos neuromorfos basados en modelos neuronales obtenidos por

los métodos singulares.

Contribución de la Tesis

La principal contribución de la tesis es la prueba formal de que un circuito eléctrico

compuesto por dos transistores y cinco resistencias, es equivalente a la singularidad

histéresis y su despliegue universal. Este resultado permite identificar el diagrama de

bifurcación que es estructura del spiking neuronal.

Ası́, algunos de los trabajos mencionados en la literatura pueden llevarse a cabo

utilizando el circuito eléctrico presentado en esta Tesis y como consecuencia directa

se reducirá el tamaño del circuito que contenga neuronas o será posible incluir más

neuronas en el mismo espacio. De la contribución principal, se sabe que este circuito

eléctrico será robusto ante pequeños cambios de valores de las resistencias, de los

parámetros del transistor, etcétera.

El análisis que se desarrolla para la construcción de esta prueba, crea un procedimien-

to para fabricar circuitos equivalentes a singularidades, en particular, singularidades

cuyos diagramas de bifurcación están presentes en la neurona.

Metodologı́a

Las dos herramientas utilizadas para el desarrollo de esta tesis se conocen como

métodos singulares y son: la teorı́a de singularidades y la teorı́a geométrica de pertur-

baciones singulares.

La teorı́a de singularidades se encarga del análisis de modelos de sistemas dinámicos

que presentan bifurcaciones. Esta teorı́a se caracteriza por su fácil aplicación a pesar del
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arduo desarrollo de las pruebas de sus resultados.

La teorı́a geométrica de perturbaciones singulares estudia los sistemas dinámicos

que tiene una estructura especial por la presencia de escalas de tiempo fuertemente

separadas. Esta teorı́a construye de forma cualitativa las trayectorias del modelo utili-

zando los resultados llamados, Teoremas de Fenichel.

Para el análisis de los circuitos eléctricos se utiliza la metodologı́a de mallas, las Ley

de voltajes de Kirchhoff y como leyes constitutivas de los transistores, las ecuaciones de

Ebers-Moll.

Estructura de la Tesis

La tesis está organizada de la siguiente manera:

En el Capı́tulo 1, se estudian los métodos singulares necesarios para el desarrollo

de la tesis. El primer método se llama teorı́a de singularidades, y presenta un enfoque

más sencillo de estudiar modelos que tienen bifurcaciones. El segundo método es la

teorı́a geométrica de perturbaciones singulares, y se encarga de construir trayectorias

cualitativas de modelos de sistemas que tienen en su estructura, escalas temporales

fuertemente separadas.

En el Capı́tulo 2, se estudia una metodologı́a sistemática para construir comporta-

mientos neuronales como el spiking y el bursting, utilizando métodos singulares. Para

una fácil aplicación, esta construcción se presenta en diagramas de bloques.

Finalmente, en el Capı́tulo 3 se aplican las técnicas presentadas en el Capı́tulo 2 para

construir un circuito eléctrico que tenga el comportamiento spiking, además, se prueba

que el circuito eléctrico es organizado por la singularidad histéresis y que también es

un despliegue universal de dicha singularidad.



Capı́tulo 1

Métodos singulares

En este capı́tulo se presentan dos herramientas importantes para explorar cualitati-

vamente las trayectorias de ciertos tipos de sistemas no lineales. La primera es la teorı́a

de singularidades, la cual estudia el cambio que sufren los punto fijos de un sistema

al variar uno o más parámetros, es decir, los problemas de bifurcación. La segunda es

la teorı́a geométrica de perturbaciones singulares, que proporciona una idea sobre el

comportamiento de sistemas dinámicos en presencia de escalas temporales fuertemente

separadas.

1.1. Teorı́a de singularidades

Desde un punto de vista de sistemas dinámicos, una bifurcación es un cambio repen-

tino en la estructura del campo vectorial cuando un parámetro del sistema es variado,

comúnmente llamado parámetro de bifurcación o de control. Por ejemplo, el número de

puntos fijos de un modelo puede cambiar drásticamente al modificar el parámetro de

control.

El estudio de bifurcaciones empleando herramientas clásicas, resulta ser de gran

utilidad cuando el sistema en cuestión es simple, por ejemplo, la bifurcación tridente

ẋ = x3
− λx. Sin embargo, este análisis se vuelve más arduo a medida que el modelo

de la aplicación crece, aumenta su complejidad o presenta perturbaciones, por ejemplo,

el modelo neuronal “INa + Ileak”: CV̇ = I − gL(V − VL) − gNam∞(V)(V − VNa). Para más
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información sobre el análisis de bifurcaciones desde un punto de vista clásico, se puede

consultar [Strogatz, 2001].

Por otro lado, la teorı́a de singularidades ofrece un enfoque sencillo para abordar

problemas de bifurcación, utilizando métodos que son fáciles de aplicar. En esta primera

parte del capı́tulo, se tratará de convencer de la sencillez que ofrece este enfoque y se

darán los detalles algebraicos necesarios para aplicarlo a modelos de sistemas reales,

en particular, a la dinámica neuronal.

La sección está dividida en 4 subsecciones. En la primera se presenta el Teorema de

la Función Implı́cita, el cual es considerado la columna vertebral de la teorı́a singular,

y también se define lo que es una singularidad. Y en las siguientes tres subsecciones,

se detallan las herramientas principales de la teorı́a: el problema de reconocimiento, la

teorı́a de despliegues y el teorema de clasificación, las cuales permiten la conexión con

los problemas de bifurcación.

1.1.1. Teorema de la Función Implı́cita y las Singularidades

El Teorema de la Función Implı́cita es la principal herramienta utilizada en la teorı́a

singular, ya que como primer aplicación, define de manera formal el concepto de sin-

gularidad.

Este teorema se encarga de sistemas de ecuaciones de la forma

fi(x, α) = 0, i = 1, . . . ,n, (1.1)

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn son las variables desconocidas y α = (λ, α1, . . . , αk) ∈ Rk+1 los

parámetros. Se asume que el mapeo f : Rn
×Rk+1

→ Rn es suave, es decir, diferenciable

un número suficiente de veces. Para cualquier par (x, α) ∈ Rn
×Rk+1, sea (d f )

∣∣∣
x,α

la matriz

Jacobiana de n × n

(
∂ fi

∂x j
(x, α)

)
, i, j = 1, . . . ,n. (1.2)

Se trabajará en una vecindad de un punto fijo (x0, α0) ∈ Rn
×Rk+1, es decir, el análisis

será local.
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Teorema 1.1.1. (Teorema de la Función Implı́cita). Sea f como se definió anteriormente.

Supóngase que f (x0, α0) = 0 y que

det(d f )
∣∣∣
(x0,α0)

, 0. (1.3)

Entonces existen vecindades U de x0 ∈ Rn, V de α0 ∈ Rk+1 y una función X : V → U tal que

para cada α ∈ V, el sistema de ecuaciones (1.1) tiene una única solución x = X(α) en U, que

satisface

f (X(α), α) = 0, con X(α0) = x0. (1.4)

Demostración. [Taylor and Mann, 1983, Capı́tulo 8]. �

En la teorı́a de singularidades, se abordan principalmente problemas de bifurcación

escalares, es decir, ecuaciones de la forma g(x, λ) = 0, donde x ∈ R es la variable de

estado y λ ∈ R es el parámetro de bifurcación o entrada del sistema. Al conjunto

{(x, λ) : g(x, λ) = 0} se le conoce como diagrama de bifurcación de g. En los diagramas

de bifurcación que se muestren posteriormente, el eje de las abscisas representa el

parámetro de bifurcación y el eje de las ordenadas la variable de estado.

Denotemos por gx(x, λ) como la derivada de g(x, λ) con respecto a x. Si en un punto

(x0, λ0) la derivada gx(x0, λ0) , 0, por el teorema 1.1.1, g(x, λ) puede ser resuelta de forma

única en una vecindad de x como función de λ. Por otro lado si gx(x0, λ0) = 0, el teorema

1.1.1 no aplica y entonces podemos definir:

Definición 1. Sea g(x, λ) = 0 una función escalar, es decir, g : R×R→ R. Un punto (x0, λ0)

satisfaciendo las siguientes condiciones (comúnmente llamadas de degenerancia para identificar

una singularidad)

g(x0, λ0) = gx(x0, λ0) = 0, (1.5)

se le llama singularidad de g(x, λ).

El Teorema de la Función Implı́cita es una condición necesaria para que g(x, λ)

posea una bifurcación en el punto (x0, λ0) (punto de bifurcación), esta condición es
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gx(x0, λ0) = 0. Sin embargo, observamos que en un punto de singularidad, el diagrama

de bifurcación de g no posee necesariamente una bifurcación en el sentido clásico, por

ejemplo considerar

la singularidad histerética: g(x, λ) = −x3 + λ, cuya gráfica se muestra en la Figura

1.1, y

−6 −4 −2 2 4 6

−1

1

λ

x

Figura 1.1: Conjunto {x, λ} de la singularidad histerética

la singularidad Winged Cusp: g(x, λ) = x3+λ2, cuya gráfica se muestra en la Figura

1.2.

−6 −4 −2 2 4 6

−2

2

λ

x

Figura 1.2: Conjunto {x, λ} de la singularidad winged cusp

Ambos diagramas de bifurcación tienen exactamente una solución para cualquier λ,

pero obviamente tienen una singularidad en el origen.
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Podemos dar una lista de algunas formas normales, denotadas por h(x, λ) = 0, para

distintos tipos de singularidades:

1. h(x, λ) = εx2 + δλ (Silla-Nodo);

2. h(x, λ) = ε(x2
− λ2) (Transcrı́tica);

3. h(x, λ) = ε(x2 + λ2) (Centro Isola);

4. h(x, λ) = εx3 + δλ (Histéresis);

5. h(x, λ) = εx3 + δλx (Tridente);

6. h(x, λ) = εx3 + δλ2 (Winged Cusp).

El diagrama de bifurcación de estas formas normales es evidente, dada la sencillez de

la expresión. Sin embargo, una pregunta natural es la siguiente.

Dado un problema de bifurcación general g(x, λ) = 0, ¿cómo se puede determinar

de forma rigurosa y sencilla, que tipo de singularidad posee?. La próxima sección se

encarga de responder a esta pregunta.

Por cuestiones de simplicidad de escritura de las ecuaciones, la teorı́a de singulari-

dades es formulada en una vecindad del origen. Es decir, a lo largo del documento el

punto singular (x, λ) = (x0, λ0) = (0, 0) se denotará por (x, λ) = (0, 0) o x = λ = 0.

1.1.2. Problema de reconocimiento

El problema de reconocimiento se encarga de responder a la pregunta formulada

al final de la sección precedente. Su importancia se presenta cuando la función g(x, λ),

proveniente tal vez de un experimento, no proporciona suficiente información sobre

su comportamiento, y en cambio, su equivalencia a una forma normal h(x, λ) permite

establecer, al menos localmente, la unión con las bifurcaciones.

Antes de presentar la solución del problema de reconocimiento, se enuncian varios

conceptos que sirven para entender un poco las bases sobres las cuales se formaliza la

idea sobre la resolución de esta problemática.
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Definición 2. Se dice que dos mapeos suaves g, h : R × R → R, son equivalentes si están

relacionados a través de la ecuación

S(x, λ)g(X(x, λ),Λ(λ)) = h(x, λ) (1.6)

donde S(x, λ) > 0 y (X,Λ) es un difeomorfismo local que preserva la orientación de x y λ.

Puede observarse en la definición 2, que X es modificado por x yλ , pero Λ solamente

por λ, lo cual es justificado por la naturaleza fı́sica del sistema, en donde λ actúa como

el parámetro de control y x como la variable de estado.

Definición 3. Definimos a ng(· ) : R→ Z por

ng(λ) = el número de soluciones de g(x, λ) para un λ dado. (1.7)

Una consecuencia importante de la equivalencia es la siguiente relación.

Proposición 1.1.2. Dos problemas de bifurcación equivalentes h ∼ g, satisfacen

ng(Λ(λ)) = nh(λ). (1.8)

Demostración. Por un lado supongamos que g(x,Λ(λ)) = 0, entonces

h(x̃, λ) = 0, con x̃ = X−1(x, λ). (1.9)

Por el otro lado, h(x, λ) = 0, entonces

g(x̃,Λ(λ)) = 0, con x̃ = X(x, λ). (1.10)

�

Si un problema de bifurcación y una singularidad son equivalentes, entonces son

difeomorfas, pero el converso no es cierto, como veremos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1. Sea g(x, λ) = x2
− λ2, h(x, λ) = X(x, λ)2

− Λ(x, λ)2, donde X(x, λ) = x − λ

y Λ(x, λ) = x + λ. Por el teorema de la función inversa, observamos que el mapeo

(x, λ) 7→ (X(x, λ),Λ(x, λ)) es difeomorfo, pues

D(X(x, λ),Λ(x, λ)) =

 1 −1

1 1

 (1.11)

es no singular. Sin embargo,

h(x, λ) = (x − λ)2
− (x + λ)2 = −4xλ , g(x, λ). (1.12)

Además, ng(λ) = 1 en λ = 0 y ng(λ) = 2 ∀λ , 0. Y nh(λ) = ∞ en λ = 0. Por lo tanto, g y h

tienen diferente número de soluciones en λ = 0, es decir, no son equivalente. �

Ahora, el concepto de equivalencia es refinado de tal manera que el problema de re-

conocimiento sea fuerte, es decir, que establezca condiciones bajo las cuales un problema

de bifurcación suave g(x, λ) es fuertemente equivalente a una singularidad elemental

dada.

Definición 4. Se dice que dos mapeos suaves g, h : R ×R→ R, son fuertemente equivalentes

si existen funciones S(x, λ) y X(x, λ) que satisfacen

X(0, 0) = (0, 0), Xx(x, λ) > 0, S(x, λ) > 0, (1.13)

y tales que la relación

g(x, λ) = S(x, λ)h(X(x, λ), λ) (1.14)

se mantiene suficientemente cerca del origen.

Consideramos las siguientes formas normales:
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a) h(x, λ) = εxk + δλ, k ≥ 2, (1.15)

b) h(x, λ) = εxk + δλx, k ≥ 3, (1.16)

c) h(x, λ) = ε
(
x2 + δλ2

)
, (1.17)

d) h(x, λ) = εx3 + δλ2. (1.18)

En donde ε o λ son iguales a ±1. A continuación, se presenta el problema de reconoci-

miento para estás formas normales.

Proposición 1.1.3. Un problema de bifurcación g(x, λ) es fuertemente equivalente a h(x, λ) =

εxk + δλ, con k ≥ 2, sı́ y sólo sı́ en x = λ = 0

g =
∂
∂x

g = · · · =

(
∂
∂x

)k−1

g = 0, (1.19)

y

ε = sgn
(
∂
∂x

)k

g, δ = sgn
(
∂
∂λ

)
g. (1.20)

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 94]. �

Proposición 1.1.4. Un problema de bifurcación g(x, λ) es fuertemente equivalente a h(x, λ) =

εk + δλx, con k ≥ 3, sı́ y sólo sı́ en x = λ = 0

g =
∂
∂x

g = · · · =

(
∂
∂x

)k−1

g =
∂
∂λ

g = 0, (1.21)

y

ε = sgn
(
∂
∂x

)k

g, δ = sgn
(
∂
∂λ

∂
∂x

)
g. (1.22)

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 95]. �
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Proposición 1.1.5. Un problema de bifurcación g(x, λ) es fuertemente equivalente a h(x, λ) =

ε
(
x2 + δλ2), sı́ y sólo sı́ en x = λ = 0

g = gx = gλ = 0, (1.23)

y

ε = sgn
(
gxx

)
, δ = sgn

(
det

(
d2g

))
, (1.24)

donde d2g es la matriz Hessiana de 2 × 2 de las segundas derivadas de g.

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 95]. �

Proposición 1.1.6. Un problema de bifurcación g(x, λ) es fuertemente equivalente a la winged

cusp, h(x, λ) = ε3 + δλ2, sı́ y sólo sı́ en x = λ = 0

g = gx = gλ = gxx = gλx = 0, (1.25)

y

ε = sgn
(
gxxx

)
, δ = sgn

(
gλλ

)
, (1.26)

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 96]. �

Ejemplo 2. El modelo más sencillo de la dinámica neuronal, presentado y analizado

en [Izhikevich, 2010], es el siguiente

Cẋ = λ − gL(x − EL) − gNam∞(x)(x − ENa) con (1.27)

m∞(x) =
1

1 + e
V 1

2
−x

k

,

donde x es el potencial de membrana de la neurona, λ es la corriente de entrada, gNa

es la conductancia de membrana y C, gL, EL, ENa , k y V 1
2

son constantes dadas. Sean

C = 1, gL = 1, EL = −80, ENa = 60, k = 15, V 1
2

= −20 y gNa = 0.9941 con unidades

adecuadas, mostrar que el modelo (1.27) es equivalente a un singularidad histerética en

una vecindad de (x0, λ0) = (−30.3532, 19.6467).
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Sea ẋ = 0, entonces el conjunto de puntos fijos está dado por

g(x, λ) = λ − gL(x − EL) − gNam∞(x)(x − ENa). (1.28)

Aplicando la Proposición 1.1.3 con k = 3 a (1.28) en (x0, λ0) = (−30.3532, 19.6467), se

obtiene

g = λ0 − gL(x0 − EL) − gNam∞(x0)(x0 − ENa) = 0,

gx = −gL − gNa

∂
∂x

[m∞(x0)(x0 − ENa)] = 0,

gxx = −gNa

∂2

∂x2 [m∞(x0)(x0 − ENa)] = 0,

ε = sgn
(
∂3

∂x3 g(x0, λ0)
)

= −1,

δ = sgn
(
∂
∂λ

g(x0, λ0)
)

= 1.

Por lo tanto el modelo (1.27) es equivalente a una singularidad histerética en una

vecindad de (x0, λ0) = (−30.3532, 19.6467). �

1.1.3. Teorı́a de despliegues

En la subsección anterior, se mostró que para obtener la equivalencia entre un pro-

blema de bifurcación g(x, λ) y una singularidad h(x, λ), basta con calcular únicamente

un número finito de derivadas de g en el punto singular. Esta equivalencia es el primer

paso para analizar bifurcaciones utilizando el enfoque singular, ya que como se men-

cionó anteriormente, una forma normal es más sencilla de estudiar cualitativamente. El

segundo paso en el estudio de problemas de bifurcación, se refiere a las bifurcaciones

imperfectas.

Las bifurcaciones imperfectas, sugieren que el diagrama de bifurcación de una forma

normal, h(x, λ), se rompe o deforma bajo pequeñas perturbaciones, por ejemplo, la

bifurcación tridente perturbada ẋ = x3
−λx+ε. En esta subsección, se busca caracterizar

estas perturbaciones de tal manera que puedan capturarse en un modelo más general,

del cual, sea posible construir todos los diagramas de bifurcación.
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De lo anterior, surge la segunda pregunta de la teorı́a singular: Dado un problema

de bifurcación g(x, λ) = 0, fuertemente equivalente a una singularidad h(x, λ) cerca

de x = λ = 0, ¿es posible caracterizar y predecir todos los diagramas de bifurcación,

módulo equivalencia, del problema de bifurcación perturbado g(x, λ) + εp(x, λ), para

un ε pequeño y una función p(x, λ) suave?. ¡La respuesta es sı́!, y la solución se conoce

como la teorı́a de despliegues.

La teorı́a de despliegues comprende de dos objetivos principales: en el primero se

construye una familia de k parámetros G(x, λ, α) con α ∈ Rk, de tal manera que sea

equivalente a cualquier perturbación de la forma g(x, λ) + εp(x, λ); el segundo explora

el modelo G(x, λ, α) en el espacio de parámetros Rk, con el fin de enumerar todos los

diagramas de bifurcación que surgen al variar cada parámetro. Con el fin de abordar el

primer objetivo, se inicia con algunos conceptos básicos de la teorı́a de despliegues.

Definición 5. Un despliegue con k−parámetros de g(x, λ), es una función G(x, λ, α) con

α = (α1, . . . , αk) ∈ Rk, tal que

G(x, λ, 0) = g(x, λ). (1.29)

A los parámetros α se les conoce como parámetros de despliegue.

Por ejemplo, a partir de la definición se dice que G(x, λ, ε) = g(x, λ) + εp(x, λ) es

un despliegue de g(x, λ) con un parámetro. Ahora, veamos que relaciones se pueden

establecer cuando se tienen dos o más despliegues de varios parámetros.

Si se tienen dos despliegues, G(x, λ, α) α ∈ Rk y H(x, λ, β) β ∈ Rl, de g y se supone

que para toda β ∈ Rl se puede encontrar un mapeo A : Rl
→ Rk tal que

H(x, λ, β) ∼ G(x, λ,A(β)), (1.30)

se dice que G exhibe todos los comportamientos de H, módulo equivalencia. Esta

relación se formaliza en la siguiente definición.

Definición 6. Sean G(x, λ, α) y H(x, λ, β) dos despliegues de g(x, λ). Decimos que H(x, λ, β)

factoriza a través de G(x, λ, β) si existen funciones suaves S(x, λ, β), X(x, λ, β), Λ(λ, β) y A(β),
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que satisfacen

X(x, λ, 0) = x, Λ(λ, 0) = λ, S(x, λ, 0) = 1 y A(0) = 0, (1.31)

tales que

H(x, λ, β) = S(x, λ, β)G(X(x, λ, β),Λ(λ, β),A(β)). (1.32)

Existen casos especiales de despliegues G de g que contienen todas las perturbaciones

g(x, λ) + εp(x, λ), es decir, cualquier otro despliegue de g puede factorizar a través de G.

Lo que se resume en la siguiente definición.

Definición 7. Un despliegue G de g se dice versal, si cualquier otro despliegue de g factoriza

a través de G. Un despliegue versal se dice universal, si depende de un número mı́nimo de

parámetros de despliegue. El número mı́nimo de parámetros de despliegue, k ∈ Z+, por el cual

un despliegue es universal, se llama la codimensión de g.

Un despliegue universal de g, es una familia de funciones de k-parámetros G(x, λ, α)

que satisface G(x, λ, 0) = g(x, λ) y tiene la siguiente propiedad: para cualquier perturba-

ción p(x, λ), hay un valor de α tal que g + εp es equivalente a G(x, λ, α).

Una consecuencia importante de lo anterior, es que no ocurrirı́an comportamientos

nuevos al introducir más parámetros a un despliegue universal, ya que la codimensión

de g dice el número exacto de parámetros requeridos para describir las perturbaciones

de un problema de bifurcación. El siguiente lema, da una forma sencilla de calcular la

dimensión de g.

Lema 1.1.7. La codimensión de g es igual al número de condiciones de degenerancia en el

problema de reconocimiento para g - 2 (sin contar las que se necesitan para identificar una

singularidad, es decir g = gx = 0).

Una lista de despliegues universales para las formas normales de singularidades,

para las cuales se ha dado la solución del problema de reconocimiento, se muestra en

la tabla 1.1.
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Forma Normal
(ε = ±1, δ = ±1)

Nombre Codim.
Despliegue universal

H(x, λ, α)

εx2 + δλ Silla-Nodo 0 -

ε(x2 + δλ2)
Transcrı́tica ó

Isola 1 ε(x2 + δλ2 + α)

εx3 + δλ Histéresis 1 εx3 + δλ + αx

εx2 + δλ3 Cúspide
Asimétrica 2 εx2 + δλ3 + α + βλ

εx3 + δλx Tridente 2 εx3 + δλx + α + βx2

εx4 + δλ Quartic Fold 2 εx4 + δλ + αx + βx2

εx2 + δλ4 - 3 εx2 + δλ4 + α + βλ + γλ2

εx3 + δλ2 Winged Cusp 3 εx3 + δλ2 + α + βx + γλx
εx4 + δλx - 3 εx4 + δλx + α + βλ + γx2

εx5 + δλ - 3 εx5 + δλ + αx + βx2 + γx3

Cuadro 1.1: Despliegues universales de formas normales de singularidades

La construcción de un despliegue universal es un procedimiento estándar de la teorı́a

singularidades. Los detalles sobre el algoritmo de construcción pueden consultarse

en [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Capı́tulo 3]. Claramente, el despliegue universal

de una singularidad dada no es único. Sin embargo, podemos eligir la forma “más

sencilla”de este despliegue de forma análoga a como elegimos las formas normales.

Hasta este punto, se conocen los despliegues universales de singularidades elemen-

tales o, como puede observarse en la tabla 1.1, formas normales de codimensión igual

o menor a tres. Surge entonces, la inquietud de cómo saber si un despliegue de un

problema de bifurcación es universal. Tener esta pregunta es totalmente válida ya que

en aplicaciones (problemas reales), los modelos se presentan con un gran número de

parámetros, es decir, se pueden escribir de la forma G(x, λ, α). Surge ası́ otra herra-

mienta útil en aplicaciones de la teoria singular, denominada como el problema de

reconocimiento para despliegues universales.

Supongamos que se tiene un despliegue G(x, λ, α) de g(x, λ), donde g es fuertemente

equivalente a una forma normal h(x, λ). La pregunta del problema de reconocimiento

para despliegues universales es: ¿el modelo G(x, λ, α) es un despliegue universal de
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g(x, λ)?. La respuesta a esta pregunta puede encontrarse de manera muy sencilla, en

términos de álgebra lineal. A continuación se presentan algunos ejemplos de solución

al problema de reconocimiento para despliegues universales. Recordar que el subı́ndice

representa la derivada parcial con respecto a la variable correspondiente.

Proposición 1.1.8. Supóngase que g(x, λ) es equivalente a h(x, λ) = ±x3
± λ, y sea G(x, λ, α)

un despliegue de g de un parámetro. Entonces G es un despliegue universal de g sı́ y sólo sı́

det

 gλ gλx

Gα Gαx

 , 0, (1.33)

en x = λ = α = 0.

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 136]. �

Proposición 1.1.9. Sea G(x, λ, α, β) un despliegue de dos parámetros de g(x, λ) equivalente a

h(x, λ) = ±x3
± λx. Entonces G es un despliegue universal de g sı́ y sólo sı́

det



0 0 gxλ gxxx

0 gλx gλλ gλxx

Gα Gαx Gαλ Gαxx

Gβ Gβx Gβλ Gβxx


, 0, (1.34)

en x = λ = α = β = 0.

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 138]. �

Proposición 1.1.10. Sea G(x, λ, α, β, γ) un despliegue de tres parámetros de g(x, λ) equivalente

a h(x, λ) = ±x3
± λ3. Entonces G es un despliegue universal de g sı́ y sólo sı́

det



0 0 0 gxxx gxxλ

0 0 gλλ gλxx gλxλ

Gα Gαx Gαλ Gαxx Gαxλ

Gβ Gβx Gβλ Gβxx Gβxλ

Gγ Gγx Gγλ Gγxx Gγxλ


, 0, (1.35)

en x = λ = α = β = γ = 0.
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Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 139]. �

Ejemplo 3. Tomando a gNa como parámetro de despliegue α en el modelo (1.27) de la

dinámica neuronal, mostrar que

G(x, λ, α) = λ − gL(x − EL) − gNam∞(x)(x − ENa) (1.36)

es un despliegue universal de la singularidad histéresis en el punto de singularidad

(x0, λ0, α) = (−30.3532, 19.6467, 0.9941).

Del ejemplo 2 recordemos que para gNa = 0.9941, g(x, λ) ∼ h(x, λ) = −x3 +λ. Entonces

utilizando la proposición 1.1.8 se calcula la siguiente expresión

det

 gλ gλx

Gα gαx

 = det

 1 0

−m∞(x0 − ENa) −
∂
∂x [m∞(x0)(x0 − ENa)]


= −

∂
∂x

[m∞(x0)(x0 − ENa)] = 1.0058 , 0,

en (x0, λ0, α) = (−30.3532, 19.6467, 0.9941). Por lo tanto el modelo (1.36) es un despliegue

universal de la singularidad histerética, con gNa como parámetro de despliegue. �

El segundo objetivo de la teorı́a de despliegues, consiste en explorar el espacio

de parámetros Rk del despliegue universal, con el fin de enumerar todos los posibles

diagramas de bifurcación que se pueden obtener al variar cada parámetro. Esto es

posible ya que los todos diagramas de bifurcación de g(x, λ) + εp(x, λ) son, módulo

equivalencia, los del despliegue universal G(x, λ, α), el cual es más fácil de analizar.

La idea principal sobre esto, es mostrar que ciertos diagramas de bifurcación de G

permanecen sin cambio ante pequeñas perturbaciones, es decir, son equivalentes. A un

diagrama de bifurcación con esta propiedad se le llama diagrama persistente.

Definición 8. Una bifurcación es persistente si su diagrama de bifurcación no cambia cuali-

tativamente bajo pequeñas perturbaciones, es decir, g(x, λ) + εp(x, λ) ∼ g(x, λ) ∀ p(x, λ) y ε

pequeña.
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En otras palabras, la definición dice que si un despliegue G(x, λ, α∗) es persistente,

entonces existe una vecindad V de α∗, tal que ∀α ∈ V se cumple lo siguiente

G(x, λ, α) ∼ G(x, λ, α∗). (1.37)

En realidad, puede ser complicado abordar el problema estudiando los diagramas

persistentes. Entonces el análisis se enfocará en buscar comportamientos de no persis-

tencia en el espacio de Rk. Las fuentes más genéricas de no persistencia son las tres

bifurcaciones de codimensión 1:

Histéresis: ±x3
± λ. Un ejemplo de la no persistencia se muestra en la Figura 1.3.

No perturbado Perturbado

Figura 1.3: Diagrama de bifurcación no persistente en la histéresis.

Transcrı́tica e Isola: ±x2
± λ2. Un ejemplo de la no persistencia se muestra en la

Figura 1.4.

No perturbado Perturbado

Figura 1.4: Diagrama de bifurcación no persistente en la transcrı́tica o isola.

También existen comportamientos de no persistencia no locales llamados puntos

doble silla-nodo. Utilizando la solución del problema de reconocimiento, es posible

definir subconjuntos en el espacio de despliegues donde se encuentran estos fenómenos

no persistentes, lo cual se muestra en la siguiente definición.
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Definición 9.

1. B = {α ∈ Rk : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que G = Gx = Gλ = 0 en (x, λ, α)}.

2. H = {α ∈ Rk : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que G = Gx = Gxx = 0 en (x, λ, α)}.

3. D = {α ∈ Rk : ∃(x1, x2, λ) ∈ R × R × R, x1 , x2, tal que G = Gx = 0 en (xi, λ, α), i =

1, 2}.

4. Σ = B ∪H ∪D=Conjunto de transición.

Una observación importante sobre la definición anterior se muestra a continuación:

1. Si α∗ ∈ B, el diagrama de bifurcación de G(x, λ, α∗) posee una bifurcación transcrı́ti-

ca o una isola.

2. Siα∗ ∈ H , el diagrama de bifurcación de G(x, λ, α∗) posee una bifurcación histéresis.

3. Si α∗ ∈ D, el diagrama de bifurcación de G(x, λ, α∗) posee una doble silla-nodo.

4. Si α∗ < Σ, el diagrama de bifurcación es persistente.

La forma de encontrar los conjuntos B, H y D ó el conjunto de transición Σ, es

resolver dos de las ecuaciones para x y λ como función de α. Entonces, al sustituir el re-

sultado en la tercer ecuación, se obtiene una ecuación simple para α. Este proceso puede

introducir singularidades en las soluciones y ciertas desigualdades para lo valores de

los α′s.

Es también natural esperar que si g(x, λ) y su despliegue universal G(x, λ, α) son

mapas polinomiales, entonces el conjunto Σ también está definido por igualdades y

desigualdades polinomiales. Ası́, se resulta el siguiente teorema.

Teorema 1.1.11. Sea g : R × R → R un mapeo polinomial de codimensión finita y sea

G(x, λ, α) un despliegue universal también polinomial. Entonces el conjunto de transición Σ es

una variedad semi-algebraica en R de codimensión 1.

Se enuncia ahora un lema que será útil para encontrar el conjunto de transición de

varios despliegues universales.
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Lema 1.1.12. Si h(x) es un polinomio de grado 3 o menor tal que h = hx = 0 en dos puntos

distintos x1 y x2, entonces h ≡ 0.

Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 146]. �

A continuación se presentan dos ejemplos: la singularidad histéresis y la tridente.

Utilizando el despliegue universal, se encuentra el conjunto de transición y se dibujan

los diagramas persistentes.

Ejemplo 4. Para el despliegue universal de la histéresis H(x, λ, α) = −x3
− λ + αx,

encontrar el conjunto de transición y dibujar todos los diagramas persistentes.

Desde que H(x, λ, α) tiene grado 3, por el Lema 1.1.12 el conjuntoD = ∅. Por lo que

sólo basta con calcular B yH .

Para B = {α ∈ Rk : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que H = Hx = Hλ = 0 en (x, λ, α)}.

H = −x3
− λ + αx = 0

Hx = −3x2 + α = 0

Hλ = −1 = 0.

Lo que resulta B = ∅.

ParaH = {α ∈ Rk : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que H = Hx = Hxx = 0 en (x, λ, α)}.

H = −x3
− λ + αx = 0

Hx = −3x2 + α = 0

Hxx = −6x = 0.

Entonces se obtiene que H = {α ∈ R : α = 0}. Por lo tanto Σ = B ∪ H ∪ D = {α ∈

R : α = 0}. En la Figura 1.5 se muestran los diagramas persistentes de la singularidad

histéresis en el espacio de parámetros R.
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α = 0

α

α < 0 α = 0 α > 0

Figura 1.5: Diagramas persistentes de la histéresis

�

Ejemplo 5. Para el despliegue universal de la tridente H(x, λ, α) = x3
− λx + α + βx,

encontrar el conjunto de transición y dibujar todos los diagramas persistentes.

Desde que H(x, λ, α) tiene grado 3, por el Lema 1.1.12 el conjuntoD = ∅. Por lo que

sólo basta con calcular B yH .

Para B = {(α, β) ∈ R2 : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que H = Hx = Hλ = 0 en (x, λ, α, β)}.

H = x3
− λx + α + βx = 0

Hx = 3x2
− λ + 2βx = 0

Hλ = −x = 0.

Lo que resulta B = {(α, β) ∈ R2 : α = 0}.

ParaH = {(α, β) ∈ R2 : ∃(x, λ) ∈ R ×R tal que H = Hx = Hxx = 0 en (x, λ, α, β)}.

H = x3
− λx + α + βx = 0

Hx = 3x2
− λ + 2βx = 0

Hxx = −6x + 2β.

Resolviendo se obtiene queH = {(α, β) ∈ R2 : α =
β3

27 }. Por lo tanto Σ = B∪H ∪D =

{α = 0} ∪ {α =
β3

27 }. En la Figura 1.6 se muestran los diagramas persistentes de la

singularidad tridente en el espacio de parámetros R2.
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(2)

(4)

(1)

(3)

H

B

α

β

(0)

(1) (2) (3) (4)

Figura 1.6: Diagramas persistentes de la tridente

�

Para concluir, se menciona que en [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 205]

hay una tabla de variedades de transición y diagramas persistentes para los demás

despliegues universales de la tabla 1.1.

1.1.4. Teorema de clasificación

El propósito de está sección es unir las herramientas anteriores con el fin de clasificar

todos los problemas de bifurcación de codimensión tres o menor. En la subsección ante-

rior, se mostró en la tabla 1.1 once singularidades o formas normales cuya codimensión

es menor o igual a tres, a estás se les llamará bifurcaciones elementales. Una lista de

bifurcaciones elementales de codimensión menor o igual a siete, se puede encontrar

en [Keyfitz, 1986].

Teorema 1.1.13. (Teorema de clasificación) Sea g(x, λ) tal que g(x, λ) = gx(x, λ) = 0 en

(x0, λ0) = (0, 0) y codimensión(g)≤ 3, entonces g(x, λ) es fuertemente equivalente a una de las

bifurcaciones elementales.

La prueba de este teorema es constructiva, y se forma enumerando todas las posibles

combinaciones de las derivadas de g que aparecen para problemas de bifurcación.
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Demostración. [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Página 200]. �

A continuación se presentan varias consecuencias y observaciones del teorema de

clasificación, las cuales están directamente ligadas a problemas de bifurcación reales.

Este teorema provee mucha información sobre los posibles diagramas de bifurcación

que pueden ser encontrados en la naturaleza con mayor facilidad, es decir, hay una

gran probabilidad de que los diagramas de bifurcación persistentes de una de las

bifurcaciones elementales, sean observados al tratar con un problema experimental.

De lo anterior se puede deducir, cual es la singularidad que organiza al sistema

que se está estudiando. Viceversa, si observamos un diagrama de bifurcación que no se

encuentra en los diagramas de bifurcación persistentes de las bifurcaciones elementales,

se sabe entonces que el modelo del sistema tendrá una codimensión más alta.

Si todos los comportamientos experimentales o numéricos de un modelo que se

esté estudiando, presentan todos los diagramas persistentes de una singularidad o

bifurcación elemental, se dice que está singularidad es el centro organizador del modelo.

Este término será muy utilizado en lo que resta del documento.

1.2. Teorı́a geométrica de perturbaciones singulares

La teorı́a geométrica de perturbaciones singulares, es un método cualitativo que

aproxima soluciones en el espacio de fase de sistemas no lineales que presentan es-

tructuras con múltiples escalas de tiempo. Las escalas de tiempo que se presentan

comúnmente son las lentas y las rápidas.

En esta sección se presenta una breve introducción a este método. Por lo que, si

quiere profundizar sobre el tema se puede consultar [Jones, 1995] o el trabajo de Neil

Fenichel [Fenichel, 1972].

Antes de enunciar los teoremas principales o los teoremas de Fenichel de la teorı́a,

es necesario presentar el contexto matemático sobre el cual funciona la teorı́a, el cual

es desarrollado en la primer subsección. En la segunda subsección se presentan los

teoremas de Fenichel y, finalmente, se muestra un ejemplo donde se analiza un sistema

con esta metodologı́a.
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1.2.1. Antecendentes matemáticos

Se consideran ecuaciones de la forma

x′ = f (x, y, ε)

y′ = εg(x, y, ε),
(1.38)

donde (′) = d
dt , x ∈ Rn, y ∈ Rl y ε ∈ R. El sistema anterior puede reescribirse utilizando

un cambio de variable τ = εt, visto como un cambio en la escala de tiempo, como

εẋ = f (x, y, ε)

ẏ = g(x, y, ε),
(1.39)

donde (·) = d
dτ . Para ε pequeños, observese que t actúa como una variable rápida,

mientras que τ como una variable lenta. Ambos sistemas son equivalentes para toda

ε > 0, y se conocen como el sistema rápido (1.38) y el sistema lento (1.39).

Los teoremas que serán aplicados a este tipo de sistemas, son los enunciados por

Fenichel en [Fenichel, 1972], los cuales requieren ciertas hipótesis (denotadas por H)

sobre (1.38) y (1.39). La primer hipótesis que se tiene es la siguiente

H 1. Las funciones f , g se asumen C∞ en un conjunto U × I, donde U ⊂ RN es abierto

con N = n + l, y 0 ⊂ I ⊂ R.

Tomando ε = 0, los sistemas (1.38) y (1.39) pierden su equivalencia, dando dos

sistemas con propiedades estructurales totalmente diferentes. Para (1.38) resulta

x′ = f (x, y, 0)

y′ = 0,
(1.40)

y se le conoce como la dinámica capa y se observa que mientras x varı́a, y permanece

constante, entonces a x se le llama la variable rápida. De igual manera, tomando ε = 0

en (1.39) se obtiene

0 = f (x, y, 0)

ẏ = g(x, y, 0),
(1.41)
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al cual se le conoce como la dinámica reducida. Esta dinámica puede entenderse como

el flujo definido en el conjunto {(x, y) : f (x, y, 0) = 0} por ẏ = g(x, y, 0).

De lo anterior, se tiene el comportamiento de cada sistema. El sistema capa tiene un

continuo de puntos crı́ticos, al cual, por ejemplo si son estables, la solución converge

rápidamente; mientras que el sistema reducido, dice como es el flujo lento en este con-

junto de equilibrios. Juntando la información anterior obtenemos un comportamiento

global no trivial. En otras palabras, para (1.40) el flujo sobre f (x, y, 0) es trivial, mientras

que para (1.41) no lo es, pero no está definido fuera de este conjunto.

El objetivo de la teorı́a geométrica de perturbaciones singulares es unir ambos com-

portamientos cuando ε = 0, y tratar de predecir el comportamiento de (1.38) o (1.39)

cuando ε , 0.

Definición 10. Al conjunto f (x, y, 0) = 0 se le conoce como variedad crı́tica y se denota por

S0 = {(x, y) : f (x, y, 0) = 0}. (1.42)

Generalmente (lejos de singularidades), S0 es una variedad suave de dimensión l.

Se toma un conjunto con esta caracterı́sticaM0 ⊂ S0, tal que las direcciones normales

corresponden a valores propios no neutrales.

Definición 11. La variedadM0 es normalmente hiperbólica con respecto a (1.40) si ∀(x, y) ∈

M0 el Jacobiano de (1.40), es decir,

J(1.40) =

 fx fy

0 0

 (1.43)

posee exactamente l valores propios con parte real cero.

Una consecuencia de la definición 11 y por el Teorema de la Función Implı́cita, es

queM0 puede escribirse comoM0 = {(x, y) : x = h0(y)}, es decir,M0 es dada como la

gráfica de una función x en términos de y.
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Definición 12. Un conjunto M es localmente invariante para (1.38) y (1.39) si hay una

vecindad V, tal que las trayectorias no pueden dejarM sin dejar también V. En otras palabras,

∀x ∈ M existe una τ > 0 tal que

φ(x, t) = x.t ∈ M∀ t [−τ, τ]. (1.44)

Con estas definiciones es posible enunciar, las siguientes hipótesis

H 2. La variedad M0 es una variedad compacta, posiblemente con bordes y normal-

mente hiperbólica con respecto a (1.40).

H 3. La variedad M0 es dada como la gráfica de una función h0(y) ∈ C∞ para y ∈

K, donde K es un conjunto compacto simplemente conectado, cuya frontera es una

subvariedad C∞ (l − 1) dimensional.

1.2.2. Teoremas de Fenichel

El primer Teorema de Fenichel asegura la existencia de una variedad que es una

perturbación deM0. Esta variedad perturbada, será conectada con el comportamiento

de (1.38) y (1.39) cuando ε , 0.

Teorema 1.2.1. (Primer Teorema de Fenichel) Bajo las hipótesis H1 y H2, existe un ε̄ > 0 tal

que para todo ε ∈ (0, ε̄], existe una variedadMε difeomórfa aM0 y O(ε)-cerca aM0 tal que

Mε es localmente invariante para (1.38).

Mε es Cr para todo r ∈N ⊂ ε.

Demostración. [Jones, 1995]. �

La variedadMε será llamada la variedad lenta, y debe notarse que por continuidad

también es normalmente hiperbólica y es localmente invariante debido posiblemente,

a la presencia de la frontera y a que las trayectorias deMε pueden salir esta. Es por lo
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anterior, que se puede llevar a cabo la conexión del comportamiento sobreMε con el

del sistema (1.38).

Utilizando las hipótesis H1, H2 y H3, se puede reformular el Primer Teorema de

Fenichel en término de funciones.

Teorema 1.2.2. Existe un ε̄ > 0, tal que para todo ε ∈ (0, ε̄] hay una función hε(y) tal que

Mε = {(x, y) : x = hε(y)} es localmente invariante para (1.38), donde hε(y) es Cr para todo

r ∈N ⊂ ε.

Demostración. [Jones, 1995]. �

Ası́, sustituyendo hε(y) en (1.38) se observa que las ecuaciones se desacoplan de x,

es decir, se obtiene una ecuación para la variación de la variable y

y′ = εg(hε(y), y, ε). (1.45)

Desde que la variedadMε está escrita en función de y, la ecuación (1.45) describe el

flujo sobre esta. De igual manera, esto pasa en el caso reescalado

ẏ = g(x, hε(y), ε). (1.46)

Tomando el lı́mite ε = 0 en (1.46), se observa que naturalmente describe el flujo sobre

la variedadM0. Por lo tanto, (1.45) y (1.46) son una pequeña perturbación de (1.40) y

(1.41).

El segundo teorema de Fenichel asegura la existencia de las variables estables e

inestables de la variedad lenta, es decir, la variedadMε posee variedades locales estables

y locales inestables, que son perturbaciones de las variedades estables e inestables de

M0. Debido a queM0 es normalmente hiperbólica, tiene sentido hablar de las variedades

estables e inestables.

Definición 13. Sea V0 ∈ M0, y sean Ws
loc(V0) y Wu

loc(V0) su variedades estable e inestable

con respecto a la dinámica capa (1.40). Entonces se define a las variedades estables e inestables
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deM0 como

W
s,u(M0) = ∪V0∈M0W

s,u(V0). (1.47)

Observese queWs,u(M0) son variedades suaves e invariantes con respecto a (1.40).

Teorema 1.2.3. (Segundo Teorema de Fenichel) Bajo las hipótesis H1, H2 y H3, existe un ε̄

tal que para todo ε ∈ (0, ε̄], existen variedades Ws,u
loc (Mε) que están O(ε)-cerca de Ws,u

loc (M0)

respectivamente. Además, son localmente invariantes para (1.38) y (1.39), y (C)r en (x, y, ε)

para toda r ∈N.

Demostración. [Jones, 1995]. �

El comportamiento sobre Mε no puede decirse igual al de M0, ya que no es un

conjunto de equilibrios. Sin embargo, se puede decir que el flujo sobreWs(Mε) decaerá a

Mε exponencialmente, con la advertencia de que el decaimiento existirá siempre y

cuando el flujo se mantenga en una vecindad D. Lo anterior se detalla en el siguiente

teorema.

Teorema 1.2.4. Sea d(., .) la distancia Euclidiana, entonces

Existen ks > 0 y αs > 0 reales, tales que si V ∈ Ws(Mε) y un flujo φ(1.38)(V, [0,T]) ∈

W
s(Mε), T > 0, entonces

d(φ(V, t),Mε) ≤ kseαst,∀t ∈ [0,T]. (1.48)

Existen ku > 0 y αu > 0 reales, tales que si V ∈ Wu(Mε) y un flujo φ(1.38)(V, [0,T]) ∈

W
u(Mε), T < 0, entonces

d(φ(V, t),Mε) ≤ kueαut,∀t ∈ [0,T]. (1.49)

Demostración. [Jones, 1995]. �
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1.2.3. Ejemplo: Modelo de Fitzhugh-Nagumo

Uno de lo modelos más importantes en el estudio de la dinámica neuronal, fué pre-

sentado por Hodgkin-Huxley en [Hodgkin and Huxley, 1952]. Este modelo explica

como se generan los potenciales de acción en el axón de una neurona de un calamar

gigante. Para logar esto, Hodgkin-Huxley propusieron un modelo de cuatro ecuaciones

diferenciales ordinarias no lineales, que describen como las conductacias y las corrientes

dependen del potencial de membrana de la neurona.

Los posibles comportamientos neuronales modelados por estas ecuaciones son: la

excitabilidad y la generación periódica de potenciales de acción.

Debido al complejo análisis que requiere el modelo de Hodgkin-Huxley, Richard

Fitzhugh propone en [Fitzhugh, 1961] un modelo reducido que resulta ser más sencillo.

Sin embargo, este modelo reproduce solamente el comportamiento cualitativo, pero

explica geométricamente todos los comportamientos del modelo de Hodgkin-Huxley,

dejando por un lado los aspectos fisioeléctricos de la neurona.

En su artı́culo, Fitzhugh lleva acabo el análisis del modelo utilizando un enfoque de

análisis clásico, pero se mostrará que se puede llegar al mismo resultado e incluso dar

más información, utilizando lo métodos singulares estudiados en este capı́tulo. Después

de cambios de variables, el modelo propuesto por Fitzhugh puede escribirse como:

x′ = −
1
3

x3 + x +
1
b

(I − y) (1.50)

y′ = ε(x − y), (1.51)

donde I es la corriente aplicada al axón, b > 0 y 0 < ε << 1.

Viendo a x como la variable de estado y a λ̄ = I− y como el parámetro de bifurcación,

es claro que el lado derecho de (1.50), es el despliegue universal de la histéresis. Por

lo tanto, podemos reescribir el modelo de Fitzhugh como un caso particular de esta

familia de sistemas
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x′ = GHys(x, λ − y, α) (1.52)

y′ = ε(x − y), (1.53)

donde GHys(x, λ − y, α) = −x3 + αx + (λ − y). Esta escritura es más conveniente, ya

que podemos caracterizar todos los posibles comportamientos de (1.52) y (1.53), y en

particular el comportamientos de (1.50) y (1.51).

Tomando ε = 0, la dinámica capa resulta

x′ = GHys(x, λ − y, α)

y′ = 0,
(1.54)

y la dinámica reducida

0 = GHys

ẏ = x − y.
(1.55)

Del ejemplo 4, recordamos que la singularidad tienes dos diagramas persistentes

dependiendo del valor de α. Para ambos casos, se estudian las variedades crı́ticas y su

hiperbolicidad para poder dibujar el diagrama de fase singular y el diagrama de fase

del sistema original.

Para α < 0:

En este caso, en la Figura 1.7 se muestra las nullclinas correspondientes en el plano

de fase.
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Figura 1.7: Nullclinas del sistema para α < 0

La variedad crı́tica S0 del sistema capa-reducido es:

S0 = {(x, y) : GHys(x, λ − y, α) = 0}. (1.56)

Para estudiar la hiperbolicidad normal de la variedad crı́tica obtenemos la derivada

con respecto a x

GHys,x = −3x2 + α < 0, (1.57)

entonces S0 es normalmente hiperbólica ∀α y atractiva en todos los puntos.

Por lo tanto se puede predecir el comportamiento sobreS0 como sigue: cada solución

del sistema (1.54) converge a S0, una vez en esta variedad las trayectorias del sistema

(1.55) satisfacen

ẏ =


ẏ < 0 sı́ y > x

ẏ > 0 sı́ y < x.

Con la información anterior, es posible dibujar el diagrama de fase singular, el cual

es mostrado en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Diagrama de fase singular para α < 0. En lı́neas azules se presenta la
trayectoria del sistema capa y en lı́neas verdes las del sistema reducido. Las dobles
flechas azules representa que x es la variable rápida y la flecha verde, que y es la
variable lenta.

Finalmente, en la Figura 1.9 se muestra el diagrama de fase completo para ε , 0.

Se observa que para toda λ y α < 0, las trayectorias convergen al punto fijo P (punto

de intersección de las dos nullclinas). Por lo tanto se concluye que el punto fijo es

globalmente asintóticamente estable.
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Figura 1.9: Diagrama de fase completo para α < 0
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Para α > 0:

En la Figura 1.10 se muestran las nullclinas del modelo no lineal cuando α > 0.
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Figura 1.10: Nullclinas del sistema para α > 0. Se observa que la nullclina del sistema
GHys(x, λ − y, α) es un diagrama de bifurcación persistente de la histéresis, presentado
en el Ejemplo 4.

La variedad crı́tica S0 es la misma que el caso anterior, pero veamos que sucede con

la hiperbolicidad normal, al derivar con respecto a x obtenemos

GHys,x = −3x2 + α, (1.58)

se observa que la derivada tiene tres distintos valores dependiendo del valor de x, es

decir,

GHys,x =


GHys,x < 0 para todo |x| > ±

√
α
3 ,

GHys,x > 0 para todo |x| < ±
√
α
3 ,

GHys,x = 0 para x = ±
√
α
3 .

Por lo tanto, la variedad crı́tica no es normalmente hiperbólica para x = ±
√
α
3 ,

mientras que los conjuntos



42 CAPÍTULO 1. MÉTODOS SINGULARES

S
+
0 = S0 ∩ {x >

√
α
3
} (1.59)

S
−

0 = S0 ∩ {x < −
√
α
3
}, (1.60)

son normalmente hiperbólicos y atractivos, y la rama

S
u
0 = S0 ∩ {−

√
α
3
< x <

√
α
3
}, (1.61)

es normalmente hiperbólica y repulsiva.

Entonces, para λ = 0 y 0 < α < 1 el plano de fase singular es, cualitativamente, el

mostrado en la Figura 1.11.
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Figura 1.11: Diagrama de fase singular para α > 0. En lı́neas azules se presenta la
trayectoria del sistema capa y en lı́neas verdes las del sistema reducido. Las dobles
flechas azules representa que x es la variable rápida y la flecha verde, que y es la
variable lenta.

Ası́, se pueden aplicar los Teoremas de Fenichel para S+,−,u
0 , pero no se puede decir

algo cerca de los puntos en donde S0 no es normalmente hiperbólica. En los puntos en

donde ocurre esto, es necesario realizar una desingularización o blow-up, de tal manera
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que surgan puntos hiperbólicos donde si aplica la teorı́a de Fenichel y ası́, sea posible

seguir con la construcción de las trayectorias.

La desingularización para sistemas dinámicos singularmente perturbados, en donde

la variedad crı́tica S0 tiene una singularidad transcrı́tica o tridente, es realizada en

[Krupa and Szmolyan, 2001]. Debido a que es un tema muy extenso, la desingularización

sobre el punto en donde S0 no es normalmente hiperbólica, no se realizará para el

modelo de Fitzhugh-Nagumo. Sin embargo, es posible predecir la trayectoria, la cual

se muestra en la Figura 1.12.
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Figura 1.12: Diagrama de fase completo para α > 0. La lı́nea de color rojo representa la
solución numérica del modelo no lineal, donde se observa que cuando no se encuentra
en alguna de las variedadesS+,−

0 se converge rápidamente a una estas, según sea el caso.

Se observa en la Figura 1.12 que para cualquier condición inicial, las trayectorias

del sistema convergen hacı́a un ciclo lı́mite atractor. La respuesta temporal del modelo

se presenta en la Figura 1.13, donde se pueden observar claramente las oscilaciones no

lineales las cuales son cualitativamente similares a las presentadas en [Fitzhugh, 1961]

y al spiking neuronal.
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Figura 1.13: Respuesta temporal del modelo cuando α > 0.



Capı́tulo 2

Comportamientos no lineales

organizados por singularidades

Este Capı́tulo establece una conexión entre los métodos singulares presentados en el

Capı́tulo 1 y la construcción de modelos reducidos que presenten comportamientos no

lineales. En otras palabras, se desea modelar sistemas con comportamientos complejos

utilizando interconexiones de subsistemas simples basados en singularidades.

La idea detrás de esta construcción, es utilizar la teorı́a de singularidades para

demostrar que los comportamientos no lineales como: la biestabilidad y los comporta-

mientos neuronales como el spiking y el bursting, están organizados por una singulari-

dad, la cual puede formarse por la interconexión de funciones sigmoidales monótonas.

Añadiendo dinámicas de primer orden a las singularidades formadas y utilizando la

teorı́a geométrica de perturbaciones singulares, nos aseguramos de que tales compor-

tamientos no lineales estén presentes en el modelo.

En particular, la realización de modelos más compactos con comportamientos neu-

ronales, nos dirige directamente a pensar en el diseño y construcción de circuitos neuro-

morfos basados en estos modelos, ya que se desea que comportamientos básicos como

el spiking y complejos como el bursting, puedan capturarse fácilmente en un circuito

eléctrico utilizando la menor cantidad posible de elementos eléctricos.

Al enfocarse en la construcción de circuitos neuromorfos, dos centros organizadores

son gran importancia: la histéresis y la winged cusp. Por un lado la histéresis, ya que
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es la singularidad presente en los modelos más comunes que presentan spiking, por

ejemplo el modelo de FitzHugh ( [Fitzhugh, 1961]). Y por otro lado la winged cusp, ya

que es el centro organizador de comportamientos complejos como el bursting [Franci

et al., 2014].

El contenido de este capı́tulo es presentado en [Franci and Sepulchre, 2014] y se

ordena de la siguiente manera: en la primera sección, se construyen las singularidades

histéresis y winged cusp como la interconexión de funciones no lineales sigmoidales

monótonas. En la sección dos, primeramente se agrega una dinámica lenta de la salida

al despliegue universal de la winged cusp, para ası́ obtener el comportamiento de

biestabilidad y posteriormente se agrega una dinámica lenta a la misma configuración

para obtener la excitabilidad y las oscilaciones relajadas, cabe mencionar que ambos

comportamientos son equivalentes al spike neuronal. Y finalmente, en la última sección

se agregan dinámicas de primer orden como sigue: una lenta y una rápida al despliegue

universal de la winged cusp, para lograr el comportamiento llamado biestabilidad rest-

spike. A la configuración anterior, se le añade una dinámica ultra-lenta de la salida y

ası́ conseguir el bursting.

2.1. Singularidades construidas por no linealidades sig-

moidales monótonas

Esta sección está dividida escencialmente en dos partes, las cuales se explicarán

brevemente a continuación.

En la primera parte se busca construir la singularidad histerética y su despliegue

universal, utilizando una interconexión de una función sigmoidal monótona. Prime-

ramente, esta interconexión da como resultado una ecuación ghys(x, λ), para la cual se

prueba que es fuertemente equivalente a la singularidad histerética y posteriormente se

muestra que al introducir un parámetro β a la ecuación, se convierte en un despliegue

universal Ghys(x, λ, β).

En la segunda parte, se realiza una conexión en serie de una función no-monótona y el
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modelo obtenido de la histéresis, de tal manera que se obtenga un segundo modelo gwcusp,

que es fuertemente equivalente a la singularidad winged cusp y que introduciendo tres

parámetros a la ecuación, se genera un despliegue universal Gwcusp(x, λ, α, β, γ).

Antes de comenzar con la construcción de estos circuitos, definamos la función

sigmoidal monótona.

Definición 14. (No linealidad sigmoidal) Sea S(λ) : R→ R una función suave. El comporta-

miento estático sigmoidal está definido por

− x + S(λ) = 0, (2.1)

donde x es la salida, λ la entrada y S satisface las siguientes propiedades:

a) S(−λ) = −S(λ), para todo λ ∈ R (S es impar);

b) S(1)(λ) > 0, para todo λ ∈ R (S es monótona);

c) lı́mλ→±∞ S(1)(λ) = 0 (S es una saturación);

d) S(1)(λ) ∈ (0, 1] ∀λ, con S(1)(0) = 1;

e) sgn (S(2)(λ)) = − sgn(λ) ∀λ , 0,

donde S(n) := dnS
dλn , para n ≥ 0.

La funciones sigmoidales se encuentran frecuentemente en sistemas ingenieriles,

fı́sicos y el particular en sistemas biológicos neuronales. Las funciones más comunes de

este tipo son: sigmoides, saturaciones, la tangente hiperbólica, etcétera. El diagrama de

bloques de esta función se muestra en la Figura 2.1.

S(·)
λ x

Figura 2.1: No linealidad sigmoidal
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2.1.1. Histéresis

Recordemos que la forma normal de la histéresis es la siguiente

hhys(x, λ) = εx3 + δλ, (2.2)

y su despliegue universal

Hhys(x, λ, β) = εx3 + δλ + βx. (2.3)

Con el objetivo de formar la singularidad histéresis, veamos que una retroalimenta-

ción positiva de la no linealidad sigmoidal está dada por la siguiente ecuación:

− x + S(x) = 0, (2.4)

cuyo diagrama de bloques se muestra en la Figura 2.2.

S(·)
x

Figura 2.2: Retroalimentación de la no linealidad sigmoidal

La expansión de Taylor alrededor del 0 hasta el grado 3, de la función sigmoidal

retroalimentada

−x + S(x) = −x +
(
S(0) + S(1)(0)x +

1
2

S(2)(0)x2 +
1
6

S(3)(0)x3 + O(x5)
)

=
1
6

S(3)(0)x3 + O(x5),
(2.5)

sugiere que se puede obtener una equivalencia fuerte con la forma normal (2.2), utilizan-

do una retroalimentación en la no linealidad monótona más el parámetro de bifurcación.

Por lo que, la forma de una ecuación con está caracterı́stica es

ghys(x, λ) = −x + S(x + λ) = 0, (2.6)
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MONÓTONAS 49

cuyo diagrama de bloques es el mostrado en la Figura 2.3.

+ S(·)
λ x

Figura 2.3: Ecuación ghys(x, λ) en diagrama de bloques

Para verificar si en efecto, la ecuación ghys(x, λ) es fuertemente equivalente a la forma

normal de hhys(x, λ), se utiliza la proposición 1.1.3 del problema de reconocimiento. De

esta manera, surge la siguiente proposición.

Proposición 2.1.1. La ecuación ghys(x, λ) = −x + S(x + λ) es fuertemente equivalente a la

singularidad histéresis (2.2).

Demostración. Aplicando la Proposición 1.1.3 con k = 3 a ghys(x, λ) = −x + S(x + λ), en

(x, λ) = (0, 0) y utilizando las propiedades de la función sigmoidal, se obtiene

ghys(0, 0) = S(0) = 0,

ghys,x(0, 0) = −1 + S(1)(0) = 0,

ghys,xx(0, 0) = S(2)(0) = 0,

ε = sgn(ghys,xxx(0, 0)) = sgn(S(3)(0)) = −1,

δ = sgn(ghys,λ(0, 0)) = sgn(S(1)(0)) = 1.

Por lo tanto la ecuación ghys(x, λ) es equivalente a una singularidad histerética en una

vecindad de (x, λ) = (0, 0). �

El siguiente paso es obtener el despliegue universal de la ecuación ghys(x, λ). Desde

que la histéresis es de codimensión 1, entonces basta con agregar de forma adecuada

un parámetro de despliegue a la ecuación ghys(x, λ), resultando lo siguiente:

Ghys(x, λ, β) = −x + S(x + λ + βx). (2.7)

La principal pregunta sobre Ghys(x, λ, β), es si es universal. Utilizando la proposición
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1.1.8 del problema de reconocimiento para despliegues universales, se verifica si en

efecto es un despliegue universal.

Proposición 2.1.2. La ecuación Ghys(x, λ, β) = −x + S(x + λ + βx) es un despliegue universal

de la singularidad histéresis (2.2), con β como parámetro de despliegue.

Demostración. Para β = 0, se tiene que Ghys(x, λ, 0) = g(x, λ) es fuertemente equivalente

a h(x, λ) = x3 + λ. Para mostrar que Ghys(x, λ, β) es un despliegue universal, basta con

mostrar que el siguiente determinante es diferente de cero en el punto (x, λ, β) = (0, 0, 0),

entonces

det

 gλ gλx

Gβ Gβx

 = det

 S(1)(x + λ + βx) (1 + β)S(2)(x + λ + βx)

xS(1)(x + λ + βx) S(1)(x + λ + βx) + x(1 + β)S(2)(x + λ + βx)


= det

 S(1)(0) S(2)(0)

0 S(1)(0)

 = det

 1 0

0 1

 = 1 , 0.

Por lo tanto el modelo Ghys(x, λ, β) es un despliegue universal de la singularidad his-

terética y su diagrama de bloques se muestra en la Figura 2.3. �

+ S(·)

(β + 1)

λ x

Figura 2.4: Ecuación Ghys(x, λ, β) en diagrama de bloques

2.1.2. Winged Cusp

Recordemos que la forma normal de la winged cusp es

hwcusp(x, λ) = εx3 + δλ2, (2.8)
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y su despliegue universal

Hwcusp(x, λ, α, β, γ) = εx3 + δλ2 + α + βx + γxλ. (2.9)

Se observa que la singularidad winged cusp, es parecida a la singularidad histéresis

por una diferencia en el parámetro de bifurcación, mientras que en la winged cusp

aparece a la potencia dos en la histéresis a la potencia uno. De esta manera, (2.8) puede

construirse utilizando la retroalimentación de la función sigmoidal (para la parte cúbica)

y una entrada que juegue el papel del parámetro de bifurcación al cuadrado. Lo anterior

se logra, introduciendo la no linealidad no monótona llamada bump, a la entrada de

ghys.

Definición 15. La no linealidad no monótona bump, está definida como

Bδ(λ) = S(λ + δ) − S(λ − δ) − 2S(δ), con δ , 0. (2.10)

Por las propiedades de S y para valores de δ pequeños, se tienen las siguientes propiedades

a) Bδ(0)=0;

b) B1
δ(0)=0;

c) B2
δ(0)=2S2(δ) , 0.

El diagrama de bloques de la función bump, se muestra en la Figura 2.5.

S(u + δ)

S(u − δ)

+ +

−2S(δ)

λ

−

x

Figura 2.5: Función bump en diagrama de bloques
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Expandiendo en series de Taylor hasta el grado 3 la función bump, se obtiene

Bδ(λ) = 2S(2)λ2 + O(λ4), (2.11)

lo que resulta el término que se desea agregar. Por lo tanto, realizando la conexión del

bump con ghys se obtiene la siguiente ecuación

gwcusp(x, λ) = −x + S (Bδ(λ) + x) . (2.12)

Proposición 2.1.3. Para δ suficientemente pequeña, la ecuación gwcusp(x, λ) = −x+S (Bδ(λ) + x)

es fuertemente equivalente a la singularidad winged cusp.

Demostración. Aplicando la Proposición 1.1.6 a gwcusp(x, λ) = −x+S (Bδ(λ) + x), en (x, λ) =

(0, 0), utilizando las propiedades de la función sigmoidal y de la función bump se obtiene

gwcusp(0, 0) = S(Bδ(0)) = 0,

gwcusp,x(0, 0) = −1 + S(1)(Bδ(0)) = 0,

gwcusp,xx(0, 0) = S(2)(Bδ(0)) = 0,

gwcusp,λ(0, 0) = S(1)(Bδ(0))B(1)
δ (0) = 0,

gwcusp,λx(0, 0) = S(2)(Bδ(0))B(1)
δ (0) = 0,

ε = sgn(gwcusp,xxx(0, 0)) = sgn(S(3)(0)) = −1,

δ = sgn(gwcusp,λλ(0, 0)) = sgn(2S(2)(δ)) = − sgn(δ) = −1.

Por lo tanto la ecuación gwcusp(x, λ) es equivalente a la singularidad winged cusp en una

vecindad de (x, λ) = (0, 0) y su diagrama de bloques se muestra en la Figura 2.6. �

Bump + S(·)
λ x

Figura 2.6: Función gwcusp(x, λ) en diagrama de bloques

Desde que la singularidad winged cusp tiene codimensión 3, sólo se necesita agregar
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3 parámetros a la ecuación gwcusp para formar el despliegue universal. Estos tres paráme-

tros se introducen en gwcusp(x, λ) de la siguiente manera: el parámetro de despliegue α,

se obtiene simplemente sumándolo a la entrada de la función sigmoidal, el parámetro β

se coloca en la retroalimentación de la función sigmoidal y el parámetro γmultiplicado

por xλ se logra realimentando un parámetro desde la salida hasta la entrada. Ası́, resulta

la siguiente ecuación:

Gwcusp(x, λ, α, β, γ) = −x + S
(
Bδ(λ +

1
2
γx) + α + (1 + β)x

)
. (2.13)

Proposición 2.1.4. Para δ suficientemente pequeña, la ecuación Gwcusp(x, λ, α, β, γ) = −x +

S
(
Bδ(λ + 1

2γx) + α + (1 + β)x
)

es un despliegue universal de la singularidad winged cusp.

Demostración. Para α, β, γ = 0, se tiene que Gwcusp(x, λ, 0, 0, 0) = gwcusp(x, λ) = −x +

S (Bδ(λ) + x) es fuertemente equivalente a h(x, λ) = x3 +λ2 en (x, λ) = (0, 0). Para mostrar

que Gwcusp(x, λ, α, β, γ) es un despliegue universal en , basta con mostrar que el siguiente

determinante es diferente de cero en el punto (x, λ, α, β, γ) = (0, 0, 0, 0, 0), entonces

det



0 0 0 gxxx gxxλ

0 0 gλλ gλxx gλxλ

Gα Gαx Gαλ Gαxx Gαxλ

Gβ Gβx Gβλ Gβxx Gβxλ

Gγ Gγx Gγλ Gγxx Gγxλ


= det



0 0 0 −1 0

0 0 2S(2)(δ) 0 −2S(2)(δ)

1 0 0 −1 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 −S(2)(δ)


= −2S(2)(δ) , 0.

Por lo tanto el modelo Gwcusp(x, λ, α, β, γ) es un despliegue universal de la singulari-

dad winged cusp y su diagrama de bloques se muestra en la Figura 2.7. �
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+ Bump + S(·)

(β + 1)

γ

λ

α

x

Figura 2.7: Despliegue universal de la winged cusp

2.2. Histéresis como estructura de comportamientos no

lineales

Hasta este punto, se han construido dos singularidades a partir de funciones sig-

moidales monótonas: la singularidad histerética y la winged cusp. El comportamiento

de estás singularidades es estático, es decir, son funciones que describen el estado

estacionario de alguna ecuación diferencial.

En esta sección, se agregan filtros de primer orden al despliegue universal Ghys ob-

tenido anteriormente, de tal manera que se obtengan comportamientos dinámicos no

lineales. Estos comportamientos dinámicos son obtenidos directamente por las pro-

piedades cualitativas de las singularidades, que son dadas por las relaciones entre el

estado, el parámetro de bifurcación y los parámetros de despliegue.

La función S(·) que será utilizada a partir de esta sección será la tangente hiperbólica,

es decir, S(·) = tanh(·).

La sección está dividida en dos partes. En la primer parte se construye el compor-

tamiento biestable introduciendo una dinámica a la singularidad histerética. Y en la

segunda parte se obtienen las oscilaciones relajadas y la excitabilidad agregando otra

dinámica al sistema que es biestable, lo cual resulta en un sistema con dos escalas de

tiempo.
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2.2.1. Biestabilidad

La biestabilidad es un comportamiento no lineal que se presenta cuando se tiene dos

puntos fijos estables, comúnmente separados por uno inestable. Este comportamiento se

construye agregando un filtro de primer orden a la salida del comportamiento estático

Ghys(x, λ, β) = 0. Ası́, se obtiene la siguiente ecuación diferencial

ẋ = −x + tanh(x + λ + βx). (2.14)

En diagrama de bloques, la biestabilidad se observa al agregar la función de transferen-

cia H f (s) := 1
ε f s+1 con 0 < ε f � 1, a la salida del diagrama de bloques de Ghys(x, λ, β) = 0.

Esta modificación se muestra en la Figura 2.8.

+ tanh(·) H f (s)

(β + 1)

λ x

Figura 2.8: Diagrama de bloques de la Biestabilidad

Desde que el conjunto de puntos fijos de (2.14) está dado por Ghys(x, λ, β) = 0,

entonces se tienen tres posibles comportamientos dependiendo del valor de β, los cuales

se detallan a continuación.

1. Para β < 0. El diagrama de bifurcación tiene un único punto fijo, el cual se puede

probar que es globalmente asintóticamente estable, para toda λ. Por lo tanto para

toda condición inicial, la solución converge al punto fijo. A este comportamiento

se le llama mono-estabilidad.

2. Para β = 0. Se tiene la bifurcación histéresis.

3. Para β > 0. Surge un comportamiento más interesante. Para varios valores de λ, el

diagrama de bifurcación tiene un único punto fijo estable, mientras que para otros

valores de λ hay tres puntos fijos, dos estables y uno inestable. Para el caso en
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donde hay un único punto fijo estable, el comportamiento convergerá a este para

toda condición inicial. Para el caso de los tres puntos fijos, la rama de equilibrios

inestables será la que separé el comportamiento, si la condición inicial está por

abajo de la rama inestable, la solución convergerá al punto fijo de abajo y viceversa,

ver Figura 2.9 en la parte de arriba. Lo importante de esta configuración, es que

controlando el valor del parámetro λ es posible moverse de ramas de equilibrios

estables. A este comportamiento se le conoce como biestabilidad y se muestra en

la Figura 2.9 en la parte de abajo con β = 0.5.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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−x+tanh(λ+(1+β)x=0
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0

1

t

x
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0 500 1,000 1,500 2,000
−2

−1
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2

t

λ
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Figura 2.9: Biestabilidad en un circuito organizado por la histéresis. Arriba se muestra el
comportamiento dinámico para varias condiciones iniciales dadas. Abajo se muestra el
comportamiento biestable (izquierda) cambiando drásticamente el valor de la entrada
λ (derecha).
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2.2.2. Excitabilidad y Oscilaciones Relajadas

Utilizando la configuración presentada en la subsección anterior, pero realizando

una retroalimentación negativa de una dinámica lenta de la salida hacı́a la entrada,

se convierte un comportamiento biestable en excitabilidad o en oscilaciones relajadas.

En otras palabras, oscilaciones no lineales se presentan cuando una retroalimentación

del estado modula lentamente la entrada del despliegue universal de la histéresis. La

descripción anterior, se representa con el siguiente modelo en el espacio de estados

ε f ẋ = −x + tanh(x + (λ − y) + βx)

ẏ = x − y.
(2.15)

Recordando lo estudiado en el Capı́tulo 1, se sabe que el sistema (2.15) se caracteriza

por tener dos escalas de tiempo. La representación en diagrama de bloques de (2.15) se

muestra en la Figura 2.10, donde Hs(s) := 1
s+1 .

+ tanh(·)

(β + 1)

H f (s)

Hs(s)

λ x

−

y

Figura 2.10: Diagrama de bloques del modelo (2.15)

Los puntos fijos de (2.15), están dados por las intersecciones de Ghys(x, λ, β) = 0 y

x = y. Por lo tanto, el comportamiento del sistema está nuevamente organizado por la

singularidad histéresis.

La pregunta ahora es, ¿cómo se comporta el sistema (2.15) para valores del parámetro

de despliegue β, del parámetro de bifurcación λ y del parámetro ε f ?. Para tratar de res-

ponder esta pregunta, se menciona primero que ocurre con el parámetro de despliegue

β.
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Como se ha estudiado anteriormente, el despliegue universal de la histéresis tiene

dos diagramas de bifurcación persistentes dependiendo del valor de β. A continuación

se detalla lo que ocurre con el modelo (2.15) al variar β.

Para β < 0. Se tiene un único punto fijo global y asintóticamente estable.

Para 0 < β < 1. Se tiene un único punto fijo para todo λ. En este caso surgen dos

comportamientos interesantes.

• Si el punto fijo pertenece a la rama estable, entonces se tiene el comporta-

miento de excitabilidad.

• Si el punto fijo pertenece a la rama inestable, entonces se tienen oscilaciones

relajadas.

Para β > 1 y λ pequeños. Se tiene nuevamente bi-estabilidad, donde los puntos

fijos estables se encuentran separados por la rama inestable.

El parámetro de bifurcación λ, es el parámetro que se tiene libre desde que actúa

como la entrada al sistema. Entonces, bajo la configuración de 0 < β < 1 el parámetro

de bifurcación ayudará a moverse del punto fijo estable al punto fijo inestable.

Y finalmente, se tiene el parámetro ε f > 0. Cuando ε f = 0, la estructura del sistema

(2.15) se rompe totalmente y surgen dos nuevos sistemas el capa y el reducido, de los

cuales la variedad crı́tica es

Sλ,β = {(x, y) ∈ R2 : −x + tanh((λ − y) + (1 + β)x)}. (2.16)

La variedad crı́tica Sλ,β es un despliegue universal de la histéresis tomando como

parámetro de bifurcación a λ̄ = λ − y.

El comportamiento del sistema dinámico cuando ε f = 0, fue brevemente explicado

en el Capı́tulo 1 para el modelo de FitzHugh-Nagumo. Y también se observó que el

mismo comportamiento persiste cualitativamente, para ε f > 0. De esta manera se tiene

el siguiente teorema.
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Figura 2.11: Excitabilidad en un circuito organizado por la histéresis.

Teorema 2.2.1. Considere el sistema (2.15). Para toda 0 < β < 1, existen ε̄, λ̄ > 0, tales que,

para todo |λ| < λ̄, existe un único punto fijo inestable rodeado por un ciclo lı́mite casi global

exponencialmente estable.

Demostración. Varias versiones de la prueba se pueden encontrar en [Krupa and Szmol-

yan, 2001], [Grasman, 1987, Capı́tulo 2] o [Mishchenko, 2013, Capı́tulo 3]. �

Utilizando el Teorema anterior, en la Figura 2.11 se presenta una simulación que

tiene un comportamiento excitatorio. Se utiliza un parátro β = 0.5, ε f = 0.01 y una señal

de entrada λ que simula pequeñas perturbaciones. En la izquierda de la Figura 2.11 se

muestran los diferentes comportamientos del plano de fase del sistema (2.15), en el cual

se muestran en color negro las nullclı́nas y el color verde las trayectorias del sistema. En

la parte superior derecha de la Figura 2.11 se muestra la respuesta temporal del sistema

y en la parte central derecha la señal de entrada. Se puede observar que el sistema pasa

del estado de reposo a un spike para después regresar al estado de reposo, fenómeno

neuronal conocido como la excitabilidad.
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Ahora, se utiliza la misma configuración utilizada en la excitabilidad, con la diferen-

cia que la señal de entrada λ sea una rampa desde -1 a 1. En la Figura 2.12, se muestra

que en un intervalo de la señal de entrada la trayectoria del sistema son oscilaciones

relajadas.
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Figura 2.12: Oscilaciones Relajadas en un circuito organizado por la histéresis

2.3. La Winged Cusp como estructura de comportamien-

tos neuronales

Al igual que en la sección anterior, se agregan filtros de primer orden pero esta vez

al despliegue universal Gwcusp, de tal manera que se obtengan principalmente compor-

tamientos neuronales como la biestabilidad rest-spike y el bursting.

La sección está organizada de la siguiente manera: en la primer parte, se construye

el comportamiento biestable rest-spike introduciendo una dinámica lenta-rápida a la

singularidad winged cusp. Y en la segunda parte, se obtiene el bursting agregando

adicionalmente una dinámica ultra lenta al sistema lento-rápido.
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2.3.1. Biestabilidad rest-spike

Utilizando la misma construcción que la dinámica rápida-lenta en la sección anterior,

se modifica el despliegue universal de la histéresis por el de la winged cusp, es decir,

resulta el siguiente modelo

ε f ẋ = −x + tanh(x + Bδ(λ + y +
γ

2
x) + βx + α)

ẏ = x − y.
(2.17)

La representación en diagrama de bloques de (2.17) se muestra en la Figura 2.13, donde

Hs(s) y H f (s) son las funciones de transferencia que se han utilizado anteriormente.

+ Bump + S(·) H f (s)

(β + 1)

γ
2

Hs(s)

λ

α

x

y

Figura 2.13: Diagrama de bloques del modelo (2.17)

La biestabilidad rest-spike es un comportamiento en donde si el sistema se encuentra

en reposo y al variar de forma transitoria un parámetro, el sistema entra en spikes

sostenidos y de igual forma, en estado de spikes sostenidos por otra variación transitoria

del mismo parámetro, el sistema vuelve al reposo (Figura 2.14).

El comportamiento biestabilidad rest-spike, se da para un conjunto de parámetros

de despliegue α, γ, β > 0 y para una señal de entrada λ, para los cuales el modelo

(2.17) exhibe la coexistencia de un punto fijo estable, un punto silla y un ciclo lı́mite

exponencialmente estable. La región de atracción entre el punto fijo estable y el ciclo

lı́mite estable, se encuentra separada por la variedad estable del punto silla.
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En la Figrua 2.14, se muestra la simulación con λ = 0.5, β = 0.5, δ = 1, γ = 0.5 y se

observa que la variación del parámetro es sobre α. Las perturbaciones en el parámetro

α, inducen un cambio entre el punto fijo estable y el ciclo lı́mite (observar que las

variaciones de α se relacionan con los incisos de la Figura 2.15). En la Figrua 2.15 se

muestran los diferentes retratos de fase de (2.17), en donde también es posible observar

con detalle lo que ocurre en el espacio de parámetros de despliegue al variar α. En

particular, se observa la transición entre dos diagramas persistentes de la winged cusp

para lograr el comportamiento rest-spike bi-estable.
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Parámetro de despliegue
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x

Señal de salida

Figura 2.14: Biestabilidad rest-spike en un circuito organizado por la winged cusp. En
la izquierda se muestran variaciones instantáneas en el parámetro de despliegue α.
Como consecuencia, en la imagen de la derecha se muestra un cambio entre el punto
fijo estable (actividad de reposo) y el ciclo lı́mite (oscilaciones sostenidas).
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Figura 2.15: Diagrama de fase de la biestabildiad rest-spike. En la Figura a) se da una
condición inicial, de tal manera que la trayectoria del sistema se encuentre en la región
de atracción del punto fijo estable. En los demás incisos se muestra lo que ocurre con
esta trayectoria al variar α y como es que el sistema cambia del punto fijo estable al ciclo
lı́mite.

2.3.2. Bursting

Para concluir con la sección, el bursting se genera agregando a la configuración del

rest-spike una dinámica ultra lenta de la salida del modelo, con la diferencia que esta

dinámica modula al parámetro de despliegue α y de esta forma, alternar entre el estado

de reposo y spiking continuos. Entonces, resulta el siguiente modelo

ε f ẋ = −x + tanh((1 + β)x + Bδ(λ + y +
γ

2
x) + α − z)

ẏ = x − y

ż = (x + z̄us)kuεu − zεu,

(2.18)
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donde ku, z̄us y εu � 1 son constantes reales. Al agregar una dinámica ultra lenta al

modelo que presenta rest-spike, el modelo (2.18) resulta tener tres escalas de tiempo.

La representación en diagrama de bloques de (2.18) se muestra en la Figura 2.16, donde

Hu(s) = ku
εus+1 .

+ Bump +

+

S(·) H f (s)

(β + 1)

γ
2

Hs(s)

Hs(s) +

λ

α

x

y

−

z
z̄us

Figura 2.16: Diagrama de bloques del modelo (2.18)

En la Figrua 2.17, se muestra la simulación de (2.18) con α = 0.22, β = 0.5, γ = 0.5,

δ = 1, ku = 2.5, z̄us = 0.5, ε f = 0.0075, εu = 75 y la señal de entrada λ es un rampa

unitaria.



2.3. LA WINGED CUSP COMO ESTRUCTURA DE COMPORTAMIENTOS
NEURONALES 65

250 500

0

1

t

λ
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Figura 2.17: Simulación de un modelo organizado por la singularidad winged cusp.
En la Figura de la derecha se muestra la salida del sistema correspondiente a la en-
trada (derecha). Se observa que para un rango de valores de la entrada, el sistema
presenta bursting y que al incrementar más la entrada, el comportamiento cambia del
comportamiento bursting al spiking.

Para más información sobre estos comportamientos, consultar [Franci and Sepul-

chre, 2014] y [Franci et al., 2014].
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Capı́tulo 3

Histéresis en un circuito eléctrico

En el Capı́tulo 2 se presentó una metodologı́a sistemática para construir compor-

tamientos no lineales, a partir de interconexiones de una función sigmoidal. Se de-

mostró además, que estos comportamientos son organizados por singularidades.

Como primer paso de esta metodologı́a, se mostró que la singularidad histéresis y

su despliegue universal, se obtienen con una retroalimentación positiva de la salida a la

entrada de la función sigmoidal. En el segundo paso, al bloque obtenido se le agrega la

función bump y otras retroalimentaciones, de tal manera que se obtenga la singularidad

winged cusp y su despliegue universal. Finalmente, se agregan dinámicas de primer

orden a los despliegues universales para ası́ obtener los comportamientos no lineales

deseados.

Desde un punto de vista de sistemas eléctricos, esta metodologı́a sugiere que si se

tiene un circuito eléctrico con propiedades semejantes a las de la función sigmoidal,

entonces es posible construir circuitos con los comportamientos no lineales presentados

en el Capı́tulo 2, en particular, surge el interés por construir circuitos neuromorfos con

spiking y bursting.

En este Capı́tulo se presenta la construcción de un circuito eléctrico, cuya salida tiene

un comportamiento similar a los diagramas de bifurcación persistentes del despliegue

universal de la singularidad histéresis. Por el Teorema de Clasificación del Capı́tulo 1, es

válido intentar demostrar que el circuito eléctrico está organizado por una singularidad

de codimensión menor o igual a tres. Para esto, se desarrolla un algoritmo basado en
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el problema de reconocimiento que realiza una búsqueda de parámetros, de tal manera

que se pruebe que el circuito eléctrico presenta la singularidad histéresis. Se prueba

también, que el modelo del circuito eléctrico es un despliegue universal de la histéresis.

Finalmente, se agrega un condensador eléctrico el cual es similar a agregar una dinámica

de primer orden a la histéresis, de tal manera que se obtenga la excitabilidad y las

oscilaciones relajadas.

El contenido del Capı́tulo se ordena de la siguiente manera: en la primer sección se

obtiene el modelo de un circuito eléctrico con un transistor npn, presentando las carac-

terı́sticas de una función sigmoidal. En la segunda sección se realiza una interconexión

del circuito anterior, resultando un circuito eléctrico con dos transistores cuya salida

tiene un comportamiento persistente del despliegue universal de la histéresis. La sec-

ción tres presenta un algoritmo recursivo basado en el problema de reconocimiento de

la singularidad histéresis, el cual demuestra que el modelo del circuito con dos transis-

tores tiene una respuesta equivalente a la histéresis. Además, se prueba que el modelo

del circuito es un despliegue universal de la histéresis. Finalmente, en la última sección

se muestra la implementación del circuito eléctrico, el la cual se observa la excitabilidad

y las oscilaciones relajadas al agregar un condensador eléctrico de forma adecuada.

3.1. Saturación básica como no linealidad sigmoidal

El comportamiento de una saturación básica, puede realizarse con un transistor npn

en una configuración base emisor como se muestra en la Figura 3.1, donde el voltaje de

salida o voltaje V1 presentará este comportamiento.
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Figura 3.1: Modelo eléctrico que presenta un comportamiento de saturación básica.

En esta sección se presenta el análisis del circuito eléctrico de la Figura 3.1, utilizando

las ecuaciones de Ebers-Moll como relaciones constitutivas del transistor [Sedra and

Smith, 2004, Capı́tulo 5], la metodologı́a de corrientes de mallas y la ley de voltajes de

Kirchhoff.

El objetivo principal de este análisis es, describir el comportamiento del circuito

para un voltaje de entrada dado, Vy, y para un conjunto de resistencias fijas: Rb, Rc y

Re, donde el voltaje de salida V1 presenta a simple vista algunas caracterı́sticas de la no

linealidad sigmoidal. Para lograr esto, basta con encontrar un conjunto de ecuaciones

que relacionen el voltaje de alimentación, el voltaje de entrada y las resistencias del

circuito con los corrientes del transistor, ya que con estas corrientes es posible especificar

,en cualquier sitio, el comportamiento del circuito eléctrico.

Existen métodos convencionales para realizar la tarea anterior, pero en este docu-

mento se utilizará la metodologı́a para construir las ecuaciones no lineales de Ebers-

Moll, las cuales dan un modelo más aproximado de los efectos reales del transistor.

Como primer paso en la construcción de estas ecuaciones, se requiere conocer los vol-

tajes de base-colector y base-emisor.

Los voltajes de base-colector y base-emisor se encuentran con el análisis de mallas,

los cuales, pueden ser expresados en función de voltajes de entrada: Vcc y Vy; de las



70 CAPÍTULO 3. HISTÉRESIS EN UN CIRCUITO ELÉCTRICO

resistencias del circuito: Rb, Rc y Re; y de las corrientes del transistor: ib, ic y ie.

Una vez que se tiene expresiones para los voltajes de base-colector y base-emisor, es

posible construir el modelo de Ebers-Moll, el cual, permitirá detallar con precisión el

comportamiento del circuito en cualquier punto, en particular, el voltaje de salida V1.

Para iniciar con la construcción de este conjunto de ecuaciones, primeramente se

realiza el análisis de mallas correspondiente al circuito de la Figura 3.1.

3.1.1. Análisis de mallas

El circuito de la Figura 3.1 es reacomodado en la Figura 3.2, de tal manera que

puedan observarse más fácilmente las mallas presentes. En cada malla resultante, se

definirá una corriente en el sentido de las manecillas del reloj.

Vcc

Vy

Rc

Re

Rb

V�

Figura 3.2: Mallas de corriente del circuito eléctrico.

Una vez identificadas las corrientes de malla, el siguiente paso es indicar las pola-

ridades de todos los voltajes dentro de cada malla. Las polaridades de los voltajes de

las resistencias son determinadas por la dirección de cada corriente de malla, ası́, el

signo del voltaje será positivo en donde la corriente de malla entra a la resistencia y

negativo por donde sale. En la Figura 3.3 se muestran las polaridades de los voltajes

presentes en cada malla, donde se observa que las polaridades de los voltajes de las

fuentes de CD (Corriente Directa) y de los voltajes presentes en el transistor son fijados

automáticamente.
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Figura 3.3: Polaridades de los voltajes en cada malla.

Enseguida se aplica la ley de voltajes de Kirchhoff para cada malla, iniciando en el

punto que se desee y continuando por la malla en el sentido especificado por la corriente

de malla correspondiente.

Malla I1

Comenzando en la parte superior izquierda de la malla I1 se obtiene la siguiente

ecuación:

− RbI1 − Vbe − Re(I1 − I2) + Vy = 0. (3.1)

Despejando Vbe de la ecuación (3.1), se obtiene el voltaje de base-emisor:

Vbe = Vy − (Rb + Re)I1 + ReI2. (3.2)

Malla I2

De manera similar, iniciando en la parte superior izquierda de la malla I2 se obtiene

la siguiente ecuación:

− RcI2 − Vcc − Re(I2 − I1) + Vce = 0. (3.3)

Se puede observar que en la ecuación (3.3) no aparece el voltaje de base-colector, es

decir, el voltaje Vbc. Para esto, se aplica la siguiente igualdad:
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Vce = Vbe − Vbc. (3.4)

Sustituyendo (3.4) en (3.3) y ahora sı́ despejando el voltaje Vbc, se obtiene:

Vbc = −Vcc + Vbe + ReI1 − (Rc + Re)I2. (3.5)

Es fácil ver que en la ecuación (3.5) aparece el voltaje Vbe, dado por (3.2), entonces se

sustituye y finalmente resulta:

Vbc = −Vcc + Vy − RbI1 − RcI2. (3.6)

Para efectos de análisis y simplicidad, las ecuaciones (3.2) y (3.6) se pueden escribir

como un mapeo

f1 : R2
×R5

→ R2

: (I, θ) 7→ V =

 Vy

−Vcc + Vy

 −
 Rb + Re −Re

Rb Rc


 I1

I2

 , (3.7)

donde I = [I1, I2], θ = [Vy,Rb,Rc,Re,Vcc] y V = [Vbe,Vbc].

Relación entre corrientes de transistor y de mallas

Es claro que en (3.7) no aparecen las corrientes del transistor sino las corrientes de

malla, por esta razón, es necesario encontrar una relación entre las corrientes de malla

y las del transistor. Una forma de encontrar esta relación, es buscando igualdades entre

estas dos corrientes analizando la Figura 3.4.
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Vcc

Vy

Rc

Re

Rb

V�

Figura 3.4: Corrientes del circuito eléctrico.

De la Figura 3.4 se tienen las siguientes igualdades:

ib = I1

ic = −I2.
(3.8)

Reescribiendo (3.8) como una función

f2 : R2
→ R2

: I 7→ i =

 1 0

0 −1


 I1

I2

 , (3.9)

donde i = [ib, ic]. Para obtener el mapeo que relaciona las corrientes de malla con las

corrientes del transistor, de (3.9) se obtiene la función inversa

f −1
2 : R2

→ R2

: i 7→ I =

 1 0

0 −1


 ib

ic

 . (3.10)

Finalmente, realizando la composición entre (3.10) y (3.7) se obtiene:
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f1 : R2
×R5

→ R2

: (i, θ) 7→ V = f1( f −1
2 (i), θ) =

 Vy

−Vcc + Vy

 −
 Rb + Re Re

Rb −Rc


 ib

ic

 . (3.11)

Una vez teniendo la descripción de los voltajes base-colector y base-emisor del

transistor del circuito de la Figura 3.1 como se presenta en (3.11), es posible construir

las ecuaciones de Ebers-Moll, las cuales se describen a continuación.

3.1.2. Ecuaciones de Ebers-Moll

Las ecuaciones de Ebers-Moll son un modelo general para describir un transistor

BJT en cualquiera de sus modos posibles de operación. Este modelo relaciona el voltajes

de base-emisor y el voltaje base-colector con las corrientes de emisor, base y colector. En

este documento, se consideran únicamente las ecuaciones para las corrientes de base y

de colector (de nuestro interés). Estas ecuaciones se pueden expresar como una función

f3 : R2
×R2

→ R2

: (i,V) 7→ i =


Is
β f

(e
Vbe
VT − 1) + Is

βR
(e

Vbc
VT − 1)

Is(e
Vbe
VT − 1) − Is

αR
(e

Vbc
VT − 1)

 , (3.12)

donde Is, β f , VT, αR y βR son parámetros dados del transistor.

Finalmente se realiza la composición de (3.12) y (3.11), resultando

f3 : R2
×R5

→ R2

: (i, θ) 7→ i = f3(i, f1( f2(i), θ)).
(3.13)

Finalmente, se reescribe (3.13) como una ecuación que será de utilidad para encontrar

una solución numérica:

Φsat(i, θ) := i − f3(i, f1( f2(i), θ)) = 0. (3.14)
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Figura 3.5: Salida V1 del circuito.

Solución numérica de la ecuación Φsat(i, θ) = 0

Para concluir con esta sección, se realiza la solución numérica del sistema de ecua-

ciones (3.14), de tal manera que se pueda calcular el comportamiento en cualquier lugar

del circuito. Ası́, el sistema de ecuaciones se resuelve para ib e ic con la función fsolve de

Matlab para un conjunto de parámetros fijos y un voltaje de entrada entre 0 y 5 volts.

En la Figura 3.5 se muestra la salida del voltaje V1 en función del voltaje Vy. En otras

palabras, una vez teniendo la solución de la ecuación Φsat(i, θ) se calcula la siguiente

expresión

V1 = Vcc − Vc = Vcc − icRc, (3.15)

para cada valor del voltaje de entrada.

Los parámetros utilizados en la simulación son: Vcc = 5 V, Is = 14.34 fA, β f = 255.9,

VT = 0.0257 V, αR = 0.859, βR = 6.092, Rb = 2400 Ω, Rc = 820 Ω y Re = 240 Ω, donde los

parámetros del transistor corresponden a los de un transistor BJT 2n2222.

Y a manera de comparación, en la Figura 3.6 se muestra la salida del circuito eléctrico

real utilizando los mismos componentes que en la simulación.
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Figura 3.6: Datos de la implementación del circuito eléctrico real. Parte superior iz-
quierda: señal de entrada triangular de amplitud 5 volts y frecuencia 1000 Hertz. Parte
inferior izquierda: Señal de salida V1 en el tiempo. Parte derecha: plano de fase de la
señal de entrada contra la señal de salida.

El comportamiento de la Figura 3.5 y de la Figura 3.6 es conocido como saturación

básica, y nos sugiere que el circuito de la Figura 3.1 es un buen candidato para formar

la singularidad histéresis, ya que presenta varias caracterı́sticas que a simple vista tiene

la función sigmoidal como son: saturación y monótonicidad.

3.2. Histéresis en un circuito eléctrico

Teniendo un sistema eléctrico similar a la no linealidad sigmoidal, el siguiente paso

es buscar una configuración de un circuito eléctrico equivalente a la retroalimentación

positiva, es decir, formar la singularidad histéresis y su despliegue universal.

Un circuito eléctrico con esta caracterı́stica es analizado en [Castaños and Franci,

2015] y se muestra en la Figura 3.7, el cual está formado por dos transistores y cinco

resistencias. El voltaje de entrada es Vs, el de alimentación es Vcc y el de salida Vx.
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Figura 3.7: Modelo Eléctrico presentando Histéresis.

Al igual que en la sección anterior, aquı́ se detalla el análisis del circuito de la Figura

3.7. Esto es, construir un conjunto de ecuaciones que describan el comportamiento

del sistema para un voltaje de entrada dado y valores fijos de las resistencias, con

la diferencia de que alguna de las resistencias puede actuar como el parámetro de

despliegue de la singularidad histéresis.

Para iniciar con la construcción del conjunto de ecuaciones, se obtienen los voltajes

de base-emisor y base-colector presentes en cada transistor, utilizando nuevamente el

análisis de mallas y la ley de voltajes de Kirchhoff.

Finalmente, utilizando los voltajes anteriores se construyen las ecuaciones de Ebers-

Moll, y ası́, poder detallar el comportamiento del circuito en cualquier punto, el parti-

cular, el voltaje de salida Vx.
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3.2.1. Análisis de mallas

Para tener una visión más clara de las mallas presentes, el circuito de la Figura 3.7 es

reacomodado en la Figura 3.8, dando como resultado un total de cuatro mallas, donde

a cada una se le define una corriente en el sentido de las manecillas del reloj.

T2

T1

Figura 3.8: Mallas del circuito eléctrico.

Una vez identificadas las mallas, el siguiente paso es indicar las polaridades de los

voltajes de las resistencias de cada malla, los cuales, serán determinados de igual forma

que el circuito de la sección anterior. En la Figura 3.9, se muestran todas las polaridades

de los voltajes de las resistencias, de las fuentes de CD y de los voltajes presentes en los

transistores.
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Figura 3.9: Polaridades de los voltajes de cada malla.
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Con las mallas y los voltajes correspondientes señalados, entonces se aplica la ley de

voltajes de Kirchhoff para cada malla, iniciando en el lugar deseado en dirección de la

corriente de malla correspondiente.

Malla I1

Comenzando en la parte inferior izquierda de la malla I1, se obtiene el voltaje base-

emisor del primer transistor:

Vbe1 = Vs − (Rb1 + Re)I1 + ReI4. (3.16)

Malla I3

Iniciando en la parte inferior izquierda de la malla I3, se obtiene el voltaje base-

colector del segundo transistor:

Vbc2 = −Rb2I2 + (Rc2 + Rc1 + Rb2)I3 − Rc2I4. (3.17)

Malla I4

Iniciando en la parte superior derecha de la malla I4 y realizando algunas sustitu-

ciones, se obtiene el voltaje base emisor del transistor dos:

Vbe2 = Vcc − ReI1 − Rb2I2 + (Rc1 + Rb2)I3 + ReI4. (3.18)

Malla I2

Finalmente, comenzando en la parte superior izquierda de la malla I2 se obtiene el

último voltaje requerido, es decir, el voltaje base colector del primer transistor

Vbc1 = −Vcc + Vs − Rb1I1 − Rc1I3. (3.19)

Las ecuaciones (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19) se pueden reescribir como una función
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f1 : R4
×R7

→ R4

: (I, θ) 7→ V =



Vs

−Vcc + Vs

Vcc

0


−



Rb1 + Re 0 0 −Re

Rb1 0 Rc1 0

Re Rb2 −(Rc1 + Rb2) −Re

0 Rb2 −(Rc2 + Rc1 + Rb2) Rc2





I1

I2

I3

I4


,

(3.20)

donde I = [I1, I2, I3, I4], θ = [Vs,Rb2,Rc2,Rb1,Rc2,Re,Vcc] y V = [Vbe1,Vbc1,Vbe2,Vbc2].

Relación entre corrientes de transistor y de mallas

Nuevamente se observa que en (3.20) no aparecen las corrientes deseadas del tran-

sistor, por lo tanto, es necesario encontrar una relación entre las corrientes de malla y

las corrientes del transistor. Para esto, en la Figura 3.10 se muestran todas las corrientes

presentes en el circuito, incluidas las corrientes de malla.

T2

T1

Figura 3.10: Corrientes del circuito eléctrico.

De la Figura 3.10 se tienen las siguientes relaciones:
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ib1 = I1

ic1 = −I2

ib2 = I2 − I3

ic2 = I3 − I4.

(3.21)

El conjunto de relaciones (3.21), se reescribe como una función

f2 : R4
→ R4

: I 7→ i =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1





I1

I2

I3

I4


,

(3.22)

donde i = [ib1, ic1, ib2, ic2]. Observamos que en (3.22) es posible despejar las corrientes de

malla en función de las corrientes del transistor, es decir, se obtiene la función inversa

de 3.22:

f −1
2 : R4

→ R4

: i 7→ I =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 −1 −1 0

0 −1 −1 −1





ib1

ic1

ib2

ic2


.

(3.23)

Finalmente, realizando la composición de (3.23) y (3.20) se obtiene:
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f1 : R4
×R7

→ R4

: (i, θ) 7→ V = f1( f −1
2 (i), θ) =



Vs

−Vcc + Vs

Vcc

0


(3.24)

−



Rb1 + Re Re Re Re

Rb1 −Rc1 −Rc1 0

Re Rc1 + Re Rc1 + Rb2 + Re Re

0 Rc1 Rc1 + Rb2 −Rc2





ib1

ic1

ib2

ic2


.

Una vez teniendo la descripción de los voltajes base-colector y base-emisor de los

dos transistores del circuito de la Figura 3.7 como se muestran en la ecuación (3.24), se

obtienen las ecuaciones de Ebers-Moll.

Ecuaciones de Ebers-Moll

Las ecuaciones Ebers-Moll para el circuito de la Figura 3.7, se pueden expresar como

una función

f3 : R4
×R4

→ R4

: (i,V) 7→ i =



Is
β f

(e
Vbe1
VT − 1) + Is

βR
(e

Vbc1
VT − 1)

Is(e
Vbe1
VT − 1) − Is

αR
(e

Vbc1
VT − 1)

Is
β f

(e
Vbe2
VT − 1) + Is

βR
(e

Vbc2
VT − 1)

Is(e
Vbe2
VT − 1) − Is

αR
(e

Vbc2
VT − 1)


.

(3.25)

Realizando la composición de (3.25) y (3.24), se modifica la función f3 de la siguiente

manera

f3 : R4
×R7

→ R4

: (i, θ) 7→ i = f3(i, f1( f2(i), θ)).
(3.26)
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Finalmente, para efectos de análisis del circuito de la Figura 3.7 y de solución numéri-

ca, se reescribe (3.26) como la siguiente ecuación

Φ(i, θ) = i − f3(i, f1( f2(i), θ)) = 0. (3.27)

Solución numérica de la ecuación Φ(i, θ) = 0

Para concluir con esta sección se realiza la solución numérica de (3.27). El sistema

de ecuaciones (3.27) se resuelve para ib1, ib2, ic1 e ic2 con la función fsolve de Matlab, para

un conjunto de parámetros fijos y un voltaje de entrada entre 0 y 5 volts.

En la Figura 3.11 se muestra la salida del voltaje Vx en función del voltaje de entrada

Vs, donde Vx se calcula por la expresión

Vx = Vcc − Vc1 = Vcc − (Ib2 + Ic1)Rc1, (3.28)

para cada valor del voltaje de entrada.

Los parámetros del transistor utilizados en la simulación son los mismos que los de

la sección anterior. El valor de las resistencias utilizadas es: Rb1 = 2400 Ω, Rc1 = 820 Ω,

Rb2 = 6000 Ω, Rc2 = 240 Ω y Re = 240 Ω.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

V
s

V
x

Figura 3.11: Salida Vx del circuito de la histéresis

De la misma manera que en la saturación básica, a manera de comparación, en

la Figura 3.12 se muestra la salida del circuito eléctrico real utilizando los mismos

componentes que en la simulación.

Observamos que el comportamiento de la Figura 3.11 es similar a un diagrama de

bifurcación persistente para la singularidad histéresis, mostrados en el Capı́tulo 1. Por

lo tanto, utilizando el Teorema de Clasificación, en la siguiente sección se desarrolla un

algoritmo recursivo, basado en el problema de reconocimiento, que demuestra que el

circuito de la Figura 3.7 presenta la singularidad histéresis y que tomando a la resistencia

Rb2 como parámetro de despliegue, el circuito es también un despliegue universal de la

histéresis.
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Figura 3.12: Datos de la implementación del circuito eléctrico real. Parte superior iz-
quierda: señal de entrada triangular de amplitud 5 volts y frecuencia 1000 Hertz. Parte
inferior izquierda: Señal de salida Vx en el tiempo. Parte derecha: plano de fase de la
señal de entrada contra la señal de salida.

3.3. Teorı́a de singularidades aplicada al circuito eléctrico

La ecuación Φ(i, θ) = 0, será objeto de estudio durante el desarrollo de esta sec-

ción recordando que i = [ib1, ic1, ib2, ic2] es el vector de variables desconocidas y θ =

[Vs,Rb2,Rc2,Rb1,Rc2,Re,Vcc] el vector de parámetros.

En la sección anterior se observó que la salida del circuito de la Figura 3.7, tiene

un diagrama de bifurcación persistente de la histéresis. Entonces, surge la inquietud

de identificar si algún parámetro Φ(i, θ) = 0 actúa como parámetro de despliegue, de

tal manera que al manipularlo obtengamos como salida la histéresis perfecta. En otras

palabras, se busca demostrar que en efecto la singularidad histéresis es centro organi-

zador del comportamiento del circuito eléctrico, aplicando a Φ(i, θ) = 0 el problema de

reconocimiento y la teorı́a de despliegues.

De los capı́tulos anteriores, recordamos que la teorı́a singular se ha formulado para
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problemas de bifurcación escalares, es decir, mapeos g : R × R → R de la forma

g(x, λ) = 0 y mapeos G : R×R×Rk
→ R de la forma G(x, λ, α) = 0. Por lo tanto, a simple

vista las herramientas de esta teorı́a no se pueden aplicar directamente al conjunto de

ecuaciones (3.27), donde Φ : R4
×R7

→ R4.

Por lo anterior, la primer problemática que se presenta al iniciar la sección es la

siguiente: dado un mapeo suave Φ : Rn
× Rk+1

→ Rn, ¿cómo podemos aplicar las

herramientas de la teorı́a singular formuladas para g(x, λ) y G(x, λ, α), al conjunto de

ecuaciones Φ(i, θ) = 0?, donde i son las variables de estado, θ0 = λ = Vs el parámetro

de bifurcación, algún elemento de θ1−k el parámetro de despliegue y los elementos

restantes de θ son parámetros auxiliares.

En los siguientes párrafos se escribirá Φ(i, θ) = como Φ(i, λ;θ∗1−k) = 0, donde θ∗1−k

denota que los parámetros se matienen fijos.

Para comenzar a abordar el problema formulado anteriormente, a continuación se

presentan dos suposiciones importantes. Como primer suposición, se considera que la

función Φ(i, λ;θ∗1−k) en un punto (i0, λ0;θ∗1−k) es igual a cero, es decir, Φ(i0, λ0;θ∗1−k) = 0. Sea

L = dΦ(i, λ;θ∗1−k)
∣∣∣
(i0,λ0;θ∗1−k)

una matriz Jacobiana de dimensiones n× n. Si el rango(L) = n,

entonces por el teorema de la función implı́cita el conjunto de ecuaciones 3.27 puede

resolverse de manera única para i en función de θ, es decir, en este caso no degenerado

no puede ocurrir una bifurcación. De lo anterior, la segunda suposición considera el

mı́nimo caso degenerado cuando el rango(L) = n − 1, donde si puede ocurrir una

bifurcación.

Las dos suposiciones anteriores, permiten solucionar el primer problema planteado

utilizando una herramienta conocida como la reducción de Lyapunov-Schmidt, la cual

es una aplicación muy inteligente del Teorema de la Función Implı́cita para reducir el

problema de múltiples soluciones como Φ, en una función escalar de k + 1 parámetros

P(x, θ), donde P : R × Rk+1
→ R. En la sección 3 de [Golubitsky and Schaeffer, 1985,

Capı́tulo I], se presenta una introducción de la reducción de Lyapunov-Schmidt aplicada

a un conjunto de ecuaciones con un caso mı́nimo de degenerancia.

La reducción de Lyapunov-Schidt presenta un inconveniente al momento de tratar

con el modelo de un sistema real, el cual es, que en muchos problemas de aplicación a
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(a) Rb2 = 6KΩ ∼ Figura 3.11.

vin

vout

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

V

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

V v(2)

(b) Rb2 = 250KΩ

Figura 3.13: Salida Vx del circuito para valores de Rb2.

veces es imposible obtener una fórmula explı́cita para P(x, θ). Por lo que, en la subsección

(e) de la sección 3 de [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Capı́tulo I] se presenta la solución

para poder utilizar la reducción en un problema de aplicación, es decir, como se calculan

las derivadas de la función reducida P(x, θ) en función de derivadas de la función Φ.

Ası́, se tomarán estas derivadas de la reducción de Lyapunov-Schmidt para aplicarlo

al siguiente problema: ¿el comportamiento del conjunto de ecuaciones Φ, es organizado

por la singularidad histéresis?. Lo cual será tema principal de esta sección.

Antes de proseguir con la solución a la problemática enunciada, se comenta que

después de llevar a cabo varias simulaciones del circuito eléctrico de la Figura 3.7 en

el programa ngspice (utilizando un transistor npn 2n2222 y las resistencias Rb1 = 2.4kΩ,

Rc1 = 820Ω, Rc1 = 240Ω, Re = 240 Ω, Rb2 =variable), se observó que al variar la resistencia

Rb2, fijando los parámetros restantes y variando el voltaje de entrada entre 0 y 5 volts,

el comportamiento de la salida del circuito, Vx, presenta más fácilmente los diagramas

persistentes de la singularidad histéresis (ver Figura 1.5), como puede verse en la Figura

3.13.

Ası́, basándonos en la Figura 3.13, se puede inferir que la histéresis perfecta se
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encuentra entre un valor de resistencia de 6KΩ < R∗b2 < 250KΩ. Entonces, durante el

desarrollo de esta sección se toma a θ1 = β = Rb2 como el parámetro de despliegue

y a θ∗2−7 como parámetros auxiliares fijos. Por lo tanto, en el resto del documento

Φ(i, θ) = 0 se escribirá como Φ(i, λ; β, θ∗2−k) = 0 y la forma reducida P(x, θ) = 0 como

P(x, λ; β, θ∗2−k) = 0.

Utilizando nuevamente como referencia a la Figura 3.13, se observa que la salida del

circuito eléctrico presenta los diagramas de bifurcación persistentes de la singularidad

histéresis, como consecuencia se recurre a la Proposición 1.1.3 donde las condiciones

que se necesitan para reconocer la histéresis son: g(x0, λ0) = gx(x0, λ0) = gxx(x0, λ0) = 0,

ε = sgn (gxxx(x0, λ0)) y δ = sgn (gλ(x0, λ0)), donde (x0, λ0) es el punto de singularidad. En

el Capı́tulo 1 el punto (x0, λ0) se toma igual a (0, 0) por simplicidad, pero cabe mencionar

que la teorı́a se aplica a cualquier punto en donde ocurra la singularidad y si se desea

se puede realizar un cambio de coordenadas, de tal manera que este punto sea (0, 0).

De [Golubitsky and Schaeffer, 1985], se toman las expresiones de la forma reducida

P en función de derivadas de la función Φ, que son equivalentes a las condiciones de

g(x, λ) para reconocer la histéresis, estás son:

Para aplicar la reducción

Φ(i0, λ0; β∗, θ∗2−7) = 0, (3.29a)

det(dΦ(i, λ; β∗, θ∗2−7)
∣∣∣
(i0,λ0;β∗,θ∗2−7)

) = 0. (3.29b)

Las condiciones anteriores implican que:

P(x0, λ0; β∗, θ∗2−7) = 0 (3.30a)

Px(x0, λ0; β∗, θ∗2−7) = 0 (3.30b)
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Y por último las siguientes condiciones:

Pxx(x0, λ0; β∗, θ∗2−7) =< v∗0, d
2Φ(v0, v0) >= 0, (3.31a)

ε = sgn (Pxxx(x0, λ0; β∗, θ∗2−7))

= sgn (< v∗0, d
3Φ(v0, v0, v0) − 3d2Φ(v0,L−1Ed2Φ(v0, v0)) >), (3.31b)

δ = sgn (Pλ(x0, λ0; β∗, θ∗2−7)) = sgn (< v∗0,Φλ >), (3.31c)

donde L es la matriz Jacobiana evaluada en el punto (i0, λ0; β∗, θ∗2−7), v0 ∈ Ker L,

v∗0 ∈ (Im L)⊥, E es la proyección de R4 en la Im L y (dkΦ)i,θ(v1, . . . , vk) = ∂
∂t1
. . . ∂

∂tk
Φ(i +∑k

i=1 tivi, θ)
∣∣∣
t1=···=tk=0

.

Claramente, observamos que no se pueden evaluar las derivadas de P(x, λ; β, θ∗2−7)

en (3.29),(3.30) y (3.31) ya que se desconoce el punto de singularidad (i0, λ0; β∗, θ∗2−7).

En búsqueda de una solución a esto, pongámonos en contexto: la función Φ ∈ R4 se

compone cuatro corrientes i desconocidas del transistor, un parámetro de bifurcación

λ, un parámetro de despliegue β y parámetros θ∗2−7 fijos, por lo tanto, se tiene un total

de 6 variables desconocidas y 6 variables fijas conocidas.

Entonces, descartando las ecuaciones para ε y δ, ya que no aportan información útil,

se intenta en buscar el punto singular (i0, λ0; β∗, θ∗2−7) a partir de una solución numérica

de las dos condiciones de (3.29) y de (3.31a). Lo cual suena lógico desde que son seis ecua-

ciones para seis variables. Sin embargo, observamos que la condición Pxx(x, λ; β∗, θ∗2−7)

se encuentra en función de v0, el cual se calcula a partir del conocimiento del punto de

singularidad, en otras palabras, la ecuación < v∗0, d
2Φ(v0, v0) > no está definida explı́ci-

tamente. Finalmente, se llega a la conclusión de que no se puede calcular el punto

(i0, λ0; β∗, θ∗2−7) de forma inmediata a partir de (3.29), y (3.31a). Por lo tanto, se plantea el

siguiente algoritmo recursivo para resolver este problema:

1. Se inicia con un valor de β = 6KΩ. Entonces, de forma numérica se encuentra un

punto (i0, λ0; β, θ∗2−7) tal que se cumplen las condiciones de (3.29).

2. Sea L = dΦ(i, λ; β, θ2−7∗)
∣∣∣
(i0,λ0;β,θ∗2−7)

. Se computa el Ker(L) y Im(L)⊥, los cuales son

conjuntos no vacı́os ya que el rango(L)= n − 1.
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3. Se eligen los vectores v0 ∈ Ker(L) y v∗0 ∈ Im(L)⊥.

4. Se calcula Pxx(x, λ; β, θ2−7∗), definida como en (3.31).

5. Finalmente de (3.31), se sabe que Pxx(i0, λ0; β, θ2−7∗) debe ser igual a cero, de lo

contrario, se recalcula la resistencia Rb2 y regresa al paso 1 recursivamente hasta

obtener Pxx igual a cero.

6. Cuando Pxx = 0, detenemos el algoritmo y entonces tomando β∗ como el valor final

de Rb2, se puede concluir que el comportamiento modelo del circuito eléctrico es

dado por la singularidad histéresis.

Una forma de visualizar lo que realiza el algoritmo anterior es la siguiente: Al

fijar la resistencia Rb2 = 6 KΩ nos encontramos en el caso en donde el diagrama de

bifurcación persistente de la histéresis tiene forma de ”S”, entonces al encontrar un

punto que satisface las condiciones de (3.29), realmente se está encontrando un punto en

donde ocurre la singularidad nodo-silla, y ası́, al evaluar (3.31) en el punto encontrado

se está imponiendo el problema de reconocimiento de la Histéresis, por lo tanto al

incrementar la resistencia Rb2 estamos forzando a desaparecer las singularidades nodo-

silla para encontrar el punto donde se tiene la histéresis perfecta. Los pasos de este

algoritmo se detallan en el diagrama de flujo de la Figura 3.14.

Este algoritmo fue programado en Matlab, donde las soluciones numéricas necesarias

se realizaron con el comando fsolve. Se utilizó un transistor npn 2n2222 con las siguientes

constantes del modelo de Ebers-Moll: Is = 14.34 fA, β f = 255.9, VT = 0.0257 V,αR = 0.859,

βR = 6.092; y los parámetros restantes del circuito: Vcc = 5 V, Rb1 = 2400 Ω, Rc1 = 820

Ω, Rc2 = 240 Ω y Re = 240 Ω. En la Figura 3.15 se muestra que la convergencia de Pxx a

cero, lo cual era el objetivo. Y finalmente se llega al siguiente resultado.

Proposición 3.3.1 (Primer resultado principal de la Tesis). Sea P(x, λ; β∗, θ∗2−7) = 0

una ecuación reducida, utilizando el método de Lypanov-Smidt, del conjunto de ecuaciones

Φ(i, λ; β∗, θ∗2−7) = 0 dado por (3.27). La forma reducida P(x, λ; β∗, θ∗2−7) = 0 es fuertemente

equivalente a la singularidad histéresis h(x, λ) = −x3 + λ.
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β = 6K Ω

Se encuentra de forma

numérica(i0, λ0) tal que:

Φ(i0, λ0;β, θ
∗
2−7) = 0 y

det(dΦ(i0, λ0;β, θ
∗
2−7)) = 0

Se calcula Ker(L) y Im(L)⊥,
con L = dΦ(i0, λ0;β, θ

∗
2−7)

Se toman los siguientes

elementos: v0 ∈ Ker(L)

y v∗0 ∈ Im(L)⊥

Finalmente, se calcula:

Pxx =< v∗0, v
T
0 d

2Φiv0 >

Es Pxx

igual a
cero?

Rb2 = Rb2+δRb2|gxx|

P (x, θ) ∼ histéresis

no

si

Figura 3.14: Diagrama de flujo del algoritmo.
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0 20 40 60 80 100 120 140

0

5000

10000

15000

Valor de g
xx

g
x
x

Iteraciòn

Figura 3.15: Valor de Pxx para cada iteración del algoritmo.

Demostración. Aplicando la Proposición 1.1.3 con k = 3 a la forma reducida P(x, λ; β∗, θ∗2−7),

en el punto de singularidad obtenido por el algoritmo (i0, λ0; β∗, θ∗2−7), donde i0 =

10E− 6[11.15, 2855.16, 5.30, 1371.04] A., λ0 = 1.713739 V. y β∗ = 185.454 KΩ, se obtiene:

Φ(i0, λ0; β∗, θ∗2−7) = 0, (3.32a)

det(dΦ(i, λ; β, θ∗2−7)
∣∣∣
(i0,λ0;β∗,θ∗2−7)

) = 0, (3.32b)

Pxx(i0, λ0; β∗, θ∗2−7) =< v∗0, d
2Φ(v0, v0) >= 0, (3.32c)

ε = sgn (Pxxx(i0, λ0; β∗, θ∗2−7))

= sgn (< v∗0, d
3Φ(v0, v0, v0) − 3d2Φ(v0,L−1Ed2Φ(v0, v0)) >)

= −1, (3.32d)

δ = sgn (Pλ(i0, λ0; β∗, θ∗2−7)) = sgn (< v∗0,Φλ >) = 1. (3.32e)

Por lo tanto, la forma reducida P(x, λ; β∗, θ∗2−7) es fuertemente equivalente a la singu-

laridad histéresis h(x, λ) = −x3 + λ en una vecindad de (i0, λ0; β∗, θ∗2−7). �
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Para finalizar, se realiza el problema de reconocimiento para despliegues universales

para el modelo del circuito eléctrico.

Proposición 3.3.2 (Segundo resultado principal de la Tesis). La ecuación reducida P(x, λ; β, θ∗2−7) =

0 es un despliegue universal de la singularidad histéresis, con β = θ1 = Rb2 como el parámetro

de despliegue.

Demostración. Para β∗, se tiene que P(x, λ; β∗, θ∗2−7) es fuertemente equivalente a h(x, λ) =

−x3 + λ. Para mostrar que P(x, λ; β, θ∗2−7) es un despliegue universal, basta con mostrar

que el siguiente determinante (tomando las equivalencias de P(x, λ; β, θ∗2−7) como fun-

ción Φ de [Golubitsky and Schaeffer, 1985, Capı́tulo 1]) es diferente de cero en el punto

(i0, λ; β, θ∗2−7), donde i0 = 10E − 6[11.15, 2855.16, 5.30, 1371.04] A., λ0 = 1.713739 V. y

β∗ = 185.454 KΩ, entonces

det

 Pλ Pλx

Pβ Pβx

 = det

 < v∗0,Φλ > < v∗0, dΦλv0 − d2Φ(v0,L−1EΦλ) >

< v∗0,Φβ > < v∗0, dΦβv0 − d2Φ(v0,L−1EΦβ) >


=< v∗0,Φλ >< v∗0, dΦβv0 − d2Φ(v0,L−1EΦβ) >

− < v∗0,Φβ >< v∗0, dΦλv0 − d2Φ(v0,L−1EΦλ) >= 0.34 , 0.

Por lo tanto la forma reducida P(x, θ) es un despliegue universal de la singularidad

histéresis. �

Al ser la forma reducida P(x, λ; β, θ∗2−7) un despliegue universal de la singularidad

histéresis, se justifica que aparezcan a la salida del circuido 3.7 los diagramas persistentes

de la histéresis. Es decir, la singularidad histéresis es un centro organizador de la forma

reducida P(x, λ; β, θ∗2−7).

3.4. Comportamientos no lineales en el circuito eléctrico

Una vez que se ha demostrado que el circuito eléctrico de la Figura 3.7 es organizado

por la histéresis, es válido intentar de reproducir los comportamientos no lineales pre-
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sentados para la histéresis en el Capı́tulo 2, es decir, la excitabilidad y las oscilaciones

relajadas.

Recordando que la excitabilidad y las oscilaciones relajadas se obtienen al retroali-

mentar la salida del circuito, con una dinámica lenta, a la entrada del circuito presen-

tando la singularidad histéresis, el circuito eléctrico que realiza esta tarea se muestra en

la Figura 3.16, donde la dinámica lenta de la salida se logra al agregar un circuito RC y

la dinámica rápida se obtiene naturalmente al aprovechar la capacitancia parásita del

condensador.

Vs

Vx

T2

T1

Figura 3.16: Circuito eléctrico equivalente a añadir una dinámica lenta y una dinámica
rápida al despliegue universal de la singularidad histéresis.

La excitabilidad en el circuito eléctrico, se muestra introduciendo un impulso en

la entrada del circuito, ası́, cuando el voltaje de la señal de entrada está en cero volts,

el comportamiento debe permanecer en equilibrio (equivalente a estado de reposo en

una neurona) y cuando el voltaje del impulso sobrepasa algún umbral (simulando

perturbaciones en la neurona) se lanzan oscilaciones relajadas (spikes neuronales). La

misma transición entre reposo y oscilaciones de relajación se observa en respuesta a un

señal de entrada triangular, como se muestra en la Figura 3.18.
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Figura 3.17: Excitabilidad en un circuito eléctrico.
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Figura 3.18: Oscilaciones relajadas en un circuito eléctrico.
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Discusión de los resultados

Los principales resultados de la tesis son las proposiciones 3.3.1 y 3.3.2, las cuales,

aseguran que la salida del circuito eléctrico de la Figura 3.7 tiene un comportamiento

organizado por la singularidad histéresis, es decir, los diagramas de bifurcación que

tiene la salida del dispositivo, al variar el parámetro de despliegue Rb2, son equivalentes

a los mostrados en la Figura 1.5. Entonces, al utilizar estos resultados y la teorı́a del

Capı́tulo 2, se consolida la construcción de la singularidad histéresis y su despliegue

universal en un circuito eléctrico, el cual, puede convertirse en un circuito organizado

por la singularidad winged cusp agregando un comportamiento bump a la entrada del

dispositivo.

La importancia del primer resultado es vital para demostrar que efectivamente,

tomando la resistencia Rb2 como parámetro de despliegue, el circuito eléctrico es un

despliegue universal de la histéresis en el punto de singularidad obtenido por el algo-

ritmo propuesto en el Capı́tulo 3. El segundo resultado, nos asegura que al modificar la

resistencia Rb2 podemos conseguir los diferentes comportamientos de la histéresis. Por

lo tanto, estas proposiciones nos permiten dar el siguiente paso en la metodologı́a de

construcción, el cual es, dar una idea de como agregar componentes, como el conden-

sador, para obtener los comportamientos asociados a la histéresis: la excitabilidad y las

oscilaciones relajadas o spiking periódico.

Lo anterior se compara con otras investigaciones al momento de construir circuitos

neuromorfos, ya que por ejemplo, para llevar a cabo la sintonización de parámetros y

obtener los comportamientos neuronales de interés, en esta tesis basta con modificar el

parámetro de despliegue mientras que en otros trabajos puede llevarse a cabo de manera

heurı́stica, no ser tan evidente y en algunos casos muy complicado, donde la principal
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causa de esto se debe a que son dispositivos construidos con muchos componentes.

La principal limitación de la tesis se observa directamente al obtener únicamente el

comportamiento neuronal spiking, ya que para conseguir el bursting y otros comporta-

mientos es obligatorio el análisis y la construcción de la singularidad winged cusp y su

despliegue universal.

Una pregunta que surge directamente de esta investigación, es explorar si es posible

la construcción de circuitos neuromorfos utilizando transistores MOSFET aplicando la

misma metodologı́a desarrollada a lo largo de tesis.



Conclusión y trabajo futuro

La forma organizada en la que fue evolucionando la tesis, permitió ir por el camino

correcto para cumplir el objetivo general propuesto. En primer lugar, el estudio de las

bifurcaciones desde un enfoque diferente, la teorı́a de singularidades, resultó una he-

rramienta fácil de aplicar. En segundo término, la teorı́a geométrica de perturbaciones

singulares dio una idea clara del comportamiento de un sistema dinámico que tiene

una estructura con escalas de tiempo fuertemente separadas, a pesar de ser una teorı́a

difı́cil de entender. Y finalmente, al seguir una metodologı́a ordenada de análisis y cons-

trucción fue que al modelo del circuito final se le pudo aplicar la teorı́a estudiada, para

demostrar que el comportamiento estático de la salida es organizado por la histéresis

y que al agregar otros elementos electrónicos se obtuvo un comportamiento similar al

spiking neuronal.

Recordando un poco la hipótesis planteada al inicio, concluimos que en efecto al

analizar los comportamientos neuronales desde un punto de vista de sistemas dinámi-

cos, las bifurcaciones permitieron dar una forma más sencilla de estudiar la neurona

y construir un circuito utilizando solamente dos transistores, siete resistencias y un

condensador, para reproducir el comportamiento más sencillo conocido como spiking.

El camino por recorrer aún es muy grande y a veces suele ser confuso y complicado,

pero si se tiene claro a donde se desea llegar tarde o temprano los objetivos planteados

se resolverán. Es por esto, que se enuncia el trabajo futuro.

El trabajo a corto plazo, es la construcción de un circuito eléctrico que sea organizado

por la winged cusp. Como consecuencia directa de esto, se obtendrán comportamientos

neuronales más sofisticados como el bursting.

Posteriormente, se explorará si es posible llevar a cabo la misma construcción de
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circuitos neuromorfos, pero ahora utilizando transistores MOSFETs. Esta idea surge ya

que este tipo de dispositivos suelen ser más nobles en su forma de operación y quizá,

esta propiedad reduzca aún más el número de elementos del circuito neuromorfo.

Un objetivo a mediano plazo, es el estudio y la experimentación de tareas especı́ficas

realizadas por el sistema nervioso a partir de conexiones de las neuronas. Estás tareas

se mencionaron muy brevemente en circuitos neuromorfos que se han desarrollado en

la literatura, por ejemplo: dispositivos de visión, de generación de patrones, de toma

de decisiones, de simulación, etcétera.
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