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Abstract

We extend the notion of Linear Hamiltonian Systems to Linear Hamiltonian Systems with
Dissipation. In order to express this new class of systems, we define and find some properties of
Y-Hamiltonian matrices and we develop the properties of p-Symplectic matrices, for instance, the
symmetry which allows simplifying many computations. With the last extension, we analyze the
vectorial damped Hill’s equation as a Linear Periodic Hamiltonian System with Dissipation,
hence new conditions of stability are given for a system with two degrees of freedom. With this
new machinery, we develop a method to attenuate vibrations in a mechanical system. We apply
parametric excitation in a mechanical system with small dissipation and showed that an increase
of dissipation of the system may be achieved, then with the inclusion of a change periodically
a parameter may increase the dissipation in the system which is modeled by the vectorial Hill’s
equation, as a result of the above, the response of the system is attenuated.
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Resumen

En el trabajo se extiende el concepto de un Sistema Hamiltoniano Lineal a un sistema Ha-
miltoniano Lineal con Disipacion. Para poder explicar esta nueva clase de sistemas definimos las
matrices y-Hamiltonianas y -Simplécticas, y desarrollamos sus propiedades, en particular, la pro-
piedad de simetria que presentan sus valores caracteristicos. Esta extension la usamos para analizar
la ecuacion vectorial de Hill amortiguada, como resultado de este andlisis presentamos nuevas
condiciones de estabilidad para la ecuacion de vectorial Hill amortiguada con dos grados de li-
bertad. Con esta teorfa proponemos un método para atenuar vibraciones en un sistema mecanico.
En un sistema mecdnico con una pequeiia disipacion, introducimos la excitacion paramétrica en un
elemento del sistema y mostramos que la disipacién aumenta, es decir la excitacién paramétrica
aumenta la disipacion en el sistema, como consecuencia las respuestas del sistema son atenuadas.
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Notacion

R Campo de los ndmeros reales

C Campo de los nimeros complejos

Z Conjunto de los nimeros enteros

R” Conjunto de todos los vectores columna con n elementos reales

Rm>m Conjunto de todas las matrices de n filas y m columnas con elementos reales
L, Matriz identidad

O0,5m Matriz de ceros

0 Cero del espacio vectorial o vector de ceros

Dada la matriz cuadrada A

AT Matriz transpuesta

A7l Matriz inversa

AT Matriz inversa transpuesta

tr(A) Traza de la matriz A

det(A) Determinante de la matriz A

c(A) Conjunto de los valores caracteristicos de la matriz A, 0 (A) = {41, 42, ... 4, }
A>0 Matriz positiva definida es decir, simétrica y x” Ax > 0, Vx # 0

AS Parte simétrica de una matriz AS = § (A +AT), (A5) T_as

AA Parte anti-simétrica de una matriz A4 = % (A —AT) , (AA) r_ —AA

A = Diag{-} Matriz Diagonal, es decir una matriz solo con
elementos en la diagonal principal A = Diag{ai,a2,..,anm}

X



Parte real de z € C
Parte imaginaria de z € C
Modulo de z € C
Derivada con respecto al tiempo
Norma euclidiana de un vector ||x|| = VxTx = , | il x?

i=
Norma (inducida) de la matriz cuadrada A: ||A|| = Hr)ﬂléxl | Ax||
Matriz de transicion de estados
Conjunto de funciones continuas y diferenciables en [f, o)
Conjunto de matrices cuadradas con entradas continuas en [fg, )
y diferenciables en [, o)
Periodo minimo
Matriz de monodromia M = & (Q,0) = R
Valores caracteristicos de la matriz de monodromia
o multiplicadores caracteristicos 6(M)
Exponentes caracteristicos o exponentes de Floquet o(R)
Polinomio caracteristico de una matriz p-Simpléctica M
Polinomio auxiliar de una matriz p-Simpléctica M
Polinomio caracteristico de una matriz y-Hamiltoniana A
Polinomio auxiliar de una matriz y-Hamiltoniana A






Introduccion

En diversos sistemas de ingenieria eléctricos y mecdnicos las oscilaciones o vibraciones de al-
gln parametro puede causar dafios o mal funcionamiento del sistema, debido a esto el estudio de
los sistemas que oscilan es de interés en diversas ramas de la ingenieria [1, 2, 3]. Para el disefio
de maquinas, estructuras de edificios, motores, rotores, turbinas y sistemas de control es deseable
encontrar parimetros para los cuales las vibraciones sean eliminadas, sin embargo en general no es
posible eliminarlas por completo por lo que existen diversas técnicas para atenuar estas vibracio-
nes [4, 5, 6, 3, 7]. En este trabajo proponemos la atenuacion de vibraciones mediante excitacion
paramétrica, es decir variar periddicamente con respecto al tiempo algin pardmetro del sistema
[8, 9], para un sistema de dos grados de libertad (DOF"). En este sentido este trabajo estd dedicado
al estudio de los sistemas periddicos y en particular a la ecuacion de Hill.

Al introducir excitacién paramétrica en algin elemento que pueda almacenar energia en un
sistema de al menos 2-DOF, es posible encontrar algunos parametros y frecuencias, llamadas fre-
cuencias de anti-resonancia, donde el amortiguamiento existente se incrementa, en otras palabras,
el efecto de la excitacion paramétrica es amplificar la disipacién que existe en el sistema sin ex-
citacion. Este fenémeno fue descubierto y reportado por A. Tondl al cual llamé anti-resonancia
paramétrica [10, 11]. Afios mds tarde a través de métodos asintéticos, teoria de perturbaciones y
promediacién [12, 13, 14, 15], F. Donhal desarroll6 un método para la atenuacién o eliminacién
de vibraciones mediante la construccién de un resorte con elasticidad variable periédicamente con
respecto al tiempo, es decir, mediante excitacion paramétrica [16].

Debido a que es posible aproximar algunas soluciones, el uso de métodos asintéticos ha sido
una gran herramienta en el estudio de los sistemas dindmicos. Sin embargo, este andlisis solo es va-
lido para parametros pequefios, ademds que solo es posible caracterizar soluciones asintoticamente
estables, por lo que si se desea excitar el sistema con una sefal con amplitud grande es imposible
usar estas técnicas. Por esta razdn, a diferencia de los textos publicados, en este trabajo proponemos
un andlisis del fendmeno usando Teoria Floquet para sistemas descritos por la ecuacion vectorial

"Por sus siglas en inglés, degrees of freedom DOF



de Hill amortiguada vista como un sistema Hamiltoniano lineal con disipacion.

Existen una gran cantidad de publicaciones sobre los sistemas Hamiltonianos, a lo largo del
trabajo mencionaremos principalmente a K. Mayer [17] y Yakubovich [18] este dltimo libro esta
especializado en los sistemas Hamiltonianos lineales con coeficientes periédicos. La mayoria
de la literatura acerca de los sistemas Hamiltonianos no aborda el caso cuando existe disipacion o
amortiguamiento en el sistema, sin embargo, en la mayoria de aplicaciones o sistemas mecanicos
existe indudablemente al menos una cantidad pequena de disipacién, por lo que uno de los prin-
cipales aportes de la presente tesis es extender la definicion y algunas propiedades de un sistema
lineal Hamiltoniano a un sistema Hamiltoniano con cierta clase de disipacién al cual llamaremos
Y-Hamiltoniano. En el escrito enunciamos un teorema con el cual demostramos que la matriz de
transicion de estados de cualquier sistema y-Hamiltoniano es p-Simpléctica. Con este resultado
reportamos las propiedades de simetria que presentan las matrices y-Simplécticas, esta simetria
serd la clave de nuestra investigacion.

Dado que la matriz de monodromia de un sistema y-Hamiltoniano periédico es p-Simpléctica
usamos la propiedad de simetria en los valores caracteristicos de estas matrices para obtener nue-
vas condiciones de estabilidad para la ecuacién vectorial de Hill amortiguada con 2-DOF. Estas
condiciones brindan mayor informacién sobre las regiones de inestabilidad, llamadas lengua de
Arnold [19], de la ecuacion vectorial de Hill amortiguada, ademas gracias a estas nuevas condi-
ciones de estabilidad el computo de los diagramas de estabilidad se facilita considerablemente y se
hace més eficiente.

Con estas nuevas herramientas proponemos un nuevo método para la atenuacion de vibracio-
nes con excitacion paramétrica, nuevamente usando la simetria del resultado anterior es posible
calcular el conjunto de pardmetros para los cuales podemos atenuar el sistema [20, 21]. En térmi-
nos de la teoria de control, se trata de control en lazo abierto, podemos decir que esta técnica de
control pertenece al llamado control con vibraciones o control vibracional el cual tiene como
ventaja que no es necesario medir el estado del sistema [22, 23].

El trabajo estd organizado de la siguiente manera, en los preliminares damos un breve repaso
de los sistemas periddicos y algunos resultados de la ecuaciéon de Hill. El capitulo 3 estd dedica-
do a los sistemas y-Hamiltonianos, hacemos especial énfasis en las propiedades de las matrices
Y-Hamiltonianas y p-Simplécticas. El capitulo 4 de forma muy breve describimos la ecuacion
vectorial de Hill amortiguada con 2 y 3 DOF y sus diferencias con la ecuacién de Hill, propo-
nemos un nuevo algoritmo para el computo de las regiones de estabilidad [24] y utilizamos los
resultados del capitulo anterior para obtener nuevas condiciones de estabilidad para la ecuacién
vectorial de Hill amortiguada. Finalmente como aplicacion del anélisis hecho en los capitulos 3
y 4 en el capitulo 5 se presenta un método de para la atenuacioén de vibraciones usando excitacion
paramétrica.



Preliminares

Una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes periddicos se le conoce
como ecuacion de Hill debido a la publicacién de G.W. Hill en 1886 sobre la 6rbita de la luna
alrededor de la tierra [25], a la par en 1983 G. Floquet establecio los fundamentos de la teoria sobre
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes periddicos. Afios mds
tarde Lyapunov dedico parte de su estudio a los sistemas periddicos, los cuales se vieron reflejados
en la tercera parte de su famoso tratado ''the general problem of stability of motion'', donde se
establecen las condiciones de estabilidad para los sistemas lineales periddicos [26].

Con el estudio de la mecdnica cudntica la ecuacion de Hill gan6 importancia debido a su relacion
con la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo, para una dimension esta ecuaciéon de
Schrodinger con un potencial periddico es una ecuacion del tipo Hill, los intervalos de estabilidad e
inestabilidad de la ecuacién de Hill corresponden a las regiones permitidas y prohibidas de energia
de una particula; por esta razén en este periodo la mayoria de contribuciones estdn relacionadas
con el estudio espectral de la ecuacion de Hill [27, 28, 29]. Posteriormente en 1951, a través de
la teoria de perturbaciones Kapitsa encontré las condiciones para estabilizar un péndulo invertido
sobre un soporte que oscila de forma periddica, este péndulo linealizado alrededor de un punto
de equilibro esta descrito por la ecuacién de Hill, debido al soporte vibrante, el punto de equilibro
superior se vuelve estable y el punto de equilibrio inferior inestable [30, 31]; este ejemplo puede ser
considerado como un ejemplo del control con vibraciones [4, 3], en esta rama del control aparece
de forma comun la ecuacién de Hill y por supuesto de forma mas general los sistemas periddicos.

Este capitulo es un breve resumen de los sistemas lineales periddicos y en particular sobre la
ecuacion de Hill, en su mayoria estos resultados estdn en enunciados en [32, 18, 29, 27], los teore-
mas, definiciones y resultados que se mencionan durante este capitulo se usan a lo largo del trabajo
y son la base sobre la cual estd basado nuestro andlisis. En particular se enuncian: la factorizacion
de Floquet y la transformacion de Lyapunov Floquet con lo que podemos transformar un sis-
tema lineal periddico en un sistema invariante en el tiempo. Ademds describimos las principales
caracteristicas de las ecuaciones de Mathieu y Meissner.



4 2.1. SISTEMAS LINEALES

2.1. Sistemas Lineales

Sea

x(t) =A(t)x(t)  A(t) e R x e R"
x(to) = %o (2.1)

donde todos los elementos de la matriz A(r) = a;;(r) son continuos a trozos y acotados |a;j(¢)| < e
i,j=0,1...n para todo t € [ty,*0). El sistema (2.1) al ser lineal (con respecto a x) cumple con las
condiciones de Lipschitz por lo tanto tiene solucidn tnica.

Definiciéon 2.1. Una matriz fundamental de (2.1) se define como una matriz N(t) = [¢; ¢2 ...,
tal que sus columnas son soluciones linealmente independientes ¢;(z) € R” de (2.1), es claro que
det(N(1)) A0Vt y N(t) = A(t)N(t).

Definicion 2.2. La matriz de transicion de estados del sistema (2.1) se define como:
®(1,19) = N(t)N " (to)

De la definicion es facil probar que ®(t,1y) es tinica!, ademds la solucién de (2.1) se puede
escribir como:

x(t) = ®(t,10)x(t9)
y cuenta con las siguientes propiedades [33]:
i) P(t,tr)=1
i) @7 1(t,19) = P(to,1)
iii) 2-®(1,10) = A(1)®(t,10)
iv) £d(1,7) = —P(t,T)A(T)
v) ®(12,00) = P(t2,11)P(t1,00)  Via,11,00

2.1.1. Estabilidad

Consideremos el sistema no autéonomo

i = f(t,) (2.2)

con f: [tp,o0) X D — R" continua y diferenciable en ¢, localmente Lipschitz en el dominio D C R”
que contiene al origen x = 0. El origen es un punto de equilibrio de (2.2) si f (z,0) = 0, para todo
t> 1.

'Sea N (¢) y N (t) dos matrices fundamentales arbitrarias, las columnas de N (¢) son una base del espacio vectorial
de soluciones de (2.1), entonces N () es una combinacion lineal de las columnas de N (¢): N (t) = N (t) C .. det [C] # 0.
Si®(1,10) =N (1)N~" (t9) = [N (1) C] [N (10) C] ™ = N ())N~" (t0) = ® (1. 10)
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Definicion 2.3. Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.2), entonces se dice que x = 0 es:

i) Estable o Lyapunov estable si para cualquier € > 0 existe un 6 = 8§ (&,1y) > 0 tal que ||xo|| <
0 = ||x(1)|| < € parat > 1.

ii) Asintéticamente estable si es estable, y existe una constante positiva k = k(zy) tal que
x (1) — 0 cuando ¢ — oo para todo ||x(z)|| < k

iii) Inestable si no es estable

En la definicion se establece el concepto de estabilidad en el sentido de Lyapunov para cualquier
sistema (2.2) no auténomo, no necesariamente lineal. De la definicién podemos decir que un punto
de equilibrio es Lyapunov estable si las soluciones que se inicien en una vecindad del punto de
equilibrio permanecen en la vecindad para todo ¢ > ty, de otro modo el punto de equilibrio es
inestable. Sin embargo, en nuestro estudio trataremos con sistemas lineales no auténomos, por lo
que es necesario explicar el concepto de estabilidad para los sistemas lineales. Para el sistema (2.2)
la estabilidad es una propiedad local que no tiene relacién con el hecho que sus soluciones sean
acotadas para todo tiempo? ¢ > 1o, sin embargo, para los sistemas lineales (2.1) podemos relacionar
el hecho que las soluciones sean acotadas con la estabilidad. El siguiente teorema nos garantiza que
si una solucién de (2.1) es acotada para todo 7 en un intervalo [fy, <o) la solucidn es estable.

Teorema 2.1. El sistema (2.1) (x = A(t)x) es estable si 'y solo si cada una de sus soluciones ¢;(t)
es acotada ¥t > 1.

Prueba: (=) Suponemos que existe una solucion cualquiera z(¢) de (2.1) no acotada y la

solucidn trivial ¢ (z) = 0 estable, sea € > 0 y buscamos un & > 0 (que siempre existe por la

estabilidad de la soluciodn trivial), escribimos una solucidn:

_ ) 8
I2(10)[] 2

dado 1la estabilidad de ¢ (t) =0 = ||x(¢)|| < € lo que contradice que z(¢) sea no acotada.

x(1)

0
= x(to) | = 5 < 8

(<) Sea ®(t,#)) la matriz de transicion de estados de (2.1) con todas sus columnas acotadas,
entonces podemos escribir 3 ||®(z,#))|| < ¢ entonces:

x(t) = d(t,t9)x0
IX@OI < 1 0)Hlxoll < eflxol]

ahorae >0y |[x(t)|| <dcond =%

c

[x(D)]] < cllxoll <cd <&

por lo que la solucion trivial ¢(¢) = 0 es estable.ll

2Ver ejemplos en [34] [12] [35]

3La norma ||A|| la definimos como [|A|| £ HmHélx [lAx]|
x||=1
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El teorema anterior establece que para los sistemas lineales la estabilidad es equivalente a que
su solucidn sea acotada en [fy, o). Por otro lado el siguiente teorema establece que la solucién de
(2.1) solo puede ser no acotada cuando ¢ — oo, 0 dicho en otras palabras los sistemas lineales (2.1)
no tienen tiempo de escape finitos *.

Teorema 2.2. Sea el sistema (2.1) y ¢(t) cualquier solucion, entonces Nt < oo — |@(t)| < oo es
decir para cualquier tiempo finito la solucion de (2.1) estd acotada.

Prueba: Definimos ||¢||* = ¢7 ¢ luego

A(t)T+A(t)] s

d 2_d T _ AT T i T T _ T
101 = 5 (670) = 670-+.076 AT -+ 07 a0 207 |2

T T
definiendo Ui (1) = Amin [7()} y W (t) = Amix [’M}, cond €co (‘M), por
la desigualdad de Raylegh

¢ <2w|¢|

T
S

d
2ullolP < pr 1917 < 2u2|9]I?

Integrando
[60)ll %o % < 19(1)]| < 19 ()| 0"

por lo tanto ¢ (¢) estd acotado para cualquier ¢ >ty con ¢t < co.ll
Por supuesto este teorema no es ttil como prueba de estabilidad, pero si muestra una propie-
dad de los sistemas lineales: x (f) — o0 <=t — oo. Por lo tanto podemos refinar el concepto de
estabilidad para los sistemas lineales.

Definicion 2.4. El sistema (2.1) (x = A (¢) x) se dice:
i) Estable si V¢ > 1y 3y < oo tal que [|x(2)]| < 7]|x(2)|| 0 bien Vi > 19 Tp < oo || D (2,20)|| < p
ii) Exponencialmente Estable si es estable y 3y > 0, > 0: V¢ > g se cumple que ||x(¢)]| <
ye~ =) ||x(£y)|| 0 bien V1 > 19 3p >0, B > 0: ||® (1,10)|| pe BI—10)

Para nuestro estudio no es necesario tener mds definiciones de estabilidad, pues se puede probar
que si (2.1) es estable (exponencialmente estable) entonces es globalmente estable (globalmente
exponencialmente estable) respectivamente, ademds, mds adelante mostraremos que para los siste-
mas lineales peridédicos exponencialmente estable es equivalente a asintéticamente estable [32].

Observacion 2.1. El sistema (2.1) es exponencialmente estable si y sAslo si todas sus soluciones
tienden a cero cuando 7 — e es decir lim llx(2)]| =
t—

4La ecuacién no lineal ¥ = —x?

con x(0) = —0.5, tiene solucién x(¢) = ;—¢3- obviamente cuando hr%x( )= —co,
es decir la solucién del sistema se va a inﬁnito en un tiempo finito. En general, x = f(x) con xo =x(fp) tiene un tiempo

de escape finito si se cumple que f ds < oo, esta condicidn es una consecuencia del Criterio de Osgood [36, 37]
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2.1.2. Reducibilidad

Consideremos el sistema (2.1) (x(¢) = A(t)x) y la transformacién:

x(6)=L({1)y(r) 2.3)

con L(t) € C[lto o) UNA matriz cuadrada de dimensiones n X n no singular y diferenciable Vt > t
entonces podemos reescribir el sistema (2.1) como:

y(0) = [LTH AW L) L7 () L(0)] y (1) = F(1)y (1) (2.4)
Definicion 2.5. La transformacion (2.3) es llamada transformacion de Lyapunov si L (1) € C[lto )
L(t), L~'(¢) y L(t) estén acotadas para todo ¢ > 1.

Lema 2.1. Sea L(t) una transformacion de Lyapunov, entonces el sistema (2.1) es:
i) Estable si y solo si (2.4) es estable
ii) Exponencialmente Estable si y solo si (2.4) exponencialmente estable

Prueba: i) (=) Sea @4 (t,19) y Pr (¢,19) la matriz de transicion de estados de (2.1) y (2.4) res-
pectivamente. Ahora proponemos una matriz Q (1) = L' (t) ®4 (¢,19) L (t9) derivando® Q (¢)

Q1) = —L7 ()L L™ (1) @a (1,70) L(10) + L' (1) A (1) ®a (1,10) L t0)
= [LTOA@L@O)~L () L] L (1) @a(1,00) L(1o) = F (1) Q (1)

es decir Q (¢) es una matriz fundamental de (2.4) ademas Q! (¢y) = I, por lo tanto
O (t,10) = L~ (1) Py (t,10) L(10) (2.5)
si (2.1) estable ||®4 (¢,10)|| < vy dado que L(t), L~!(¢), L(t) estdn acotadas
[ (o))l < [ (1) 10 (100 | L o) | <

por lo tanto (2.4) es estable. (<) De (2.5) escribimos @, (t,t) = L(t)®r (t,t0) L™ (to) si
(2.4) es estable se cumple que || P4 (7,70) || < ||L (1)]] || Dr (¢,10)]] ||L 7 (tO)H < 7. La prueba de
ii) es similar a i) l.

Definicion 2.6. Un sistema

x(t) = A(t)x
se dice reducible a
y(t)=F(t)y ()
si existe una transformacién de Lyapunov x (t) = L(t)y (¢) tal que
F(t)=L"" (1A ()L(t) “H0)L()

SSabemos que L1 (t)L(t) =0— L1 (t)L(t)+L " (t)L(t) = 0 por lo tanto L=! () = —L~ 1 (t) L(r)L~" (1)
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El problema de reducibilidad ha sido estudiado por muchos afios, por supuesto seria deseable
encontrar una transformacion en la cual podamos reducir un sistema lineal variante en el tiempo
x(t) = A(f)x a un sistema lineal invariante en el tiempo y () = Fy(t), en 1946 Erugin estableci6
que un sistema x(¢) = A(¢)x es reducible a un sistema invariante en el tiempo y (1) = Fy(¢) si y solo
si su matriz fundamental Q (¢) tiene la forma Q (t) = L(t) %’ con L(t) transformacién de Lyapunov
y R una matriz constante [32]. Afios antes en 1883 G. Floquet encontré esta transformacion para
los sistemas lineales periddicos.

2.2. Sistemas Lineales Periodicos

2.2.1. Teoria de Floquet

Sea el sistema (2.1) con propiedad que la matriz A(r + Q) = A(Q) es periddica, es decir un
sistema lineal peridédico:

x(t)=A(t)x A@+Q)=A(Q) eR™" xcR"

2.6
x(l‘o) = Xp 2.6)

donde Q € R es el periodo fundamental. A pesar de la propiedad de periodicidad (2.6) en general
no se puede calcular una solucidn analitica salvo en algunos casos particulares [38], y por supuesto
la solucién de (2.6) no necesariamente es periédica®. Sin embargo, que el sistema sea periédico
permite obtener muchas propiedades sobre su comportamiento.

Proposicion 2.1. Sea N(t) € R"™" una matriz fundamental de (2.6) y C,B € R"*" entonces se
cumple que:

i) N(t + Q) también es una matriz fundamental

ii) N(t +Q) = N(1)C

iii) Si N(t; + Q) = N(1;)C y N(t2 + Q) = N(t2) B entonces C es similar a B

iv) N(t +kQ) = N(t)C

Prueba: i) SN (14 Q) = A(t + Q)N(t + Q) = A(t)N(t + Q). ii) Dado que N(t +Q) y N(t) son
matrices fundamentales de (2.6) existe una combinacién lineal entre sus columnas por lo tanto
N(t+ Q) = N(t)C, por supuesto C es no singular. iii) Nuevamente como N(f;) y N (f2) son
matrices fundamentales — N (1) = N (f2) D con D € R"*" no singular — N(t; + Q) = N(2 +
Q)D = N(t,)BD = N(t)DD~'BD = N (t;) D~ 'BD = N(t;)C por lo tanto ¢ (C) = & (B) iv)

SPor ejemplo sea y(¢) = (p +cost)y con y(0) = 1 entonces y(t) = eP’**I"" por lo tanto solamente es periédica
— p =0[35].
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SiN(t+Q)=N(1)C —

N(t+2Q) = N(t+Q)C=N()CC
N(t+3Q) = N({t+2Q)C=N(+Q)C*=N(1)C°

N(t+kQ) = N(r)C*

Definicién 2.7. La matriz de transicién de estados de (2.6) ®(z,1y) evaluada en un periodo se define
como la matriz de monodromia

Mt1 = (I)(Q—f—ll,ll)
si t; = 0 entonces

M2 My = R = d(Q,0) (2.7)

Observacion 2.2. Los valores caracteristicos de M no dependen del tiempo t;, es decir
o (P(Q+1,t)) =0 (P(Q+1,)). M es una matriz fundamental por el inciso iii) de la pro-
posicion anterior, por lo tanto concluimos que ®(Q +171,71) es similar a ®(Q +1,,1,). La matriz
M € R™" es no singular, por lo tanto, la matriz R estd bien definida’ [39].

Teorema 2.3 (Factorizacion de Floquet). La matriz de transicion de estados de (2.6) se puede

factorizar como:
@ (t,10) = P~ (1)eRI=0) P(1)

con
P 1) =®(1,0)e ™

una matriz de dimensiones n x n periédica P~'(t) = P~'(t + Q). Si tg = 0 entonces:
®(r,0) = P (1) (2.8)

Prueba: De la definicién de P~!(t) — P(t) = eX®(0,1) por supuesto P~1(¢) y P(t) son
periédicas®, usando las propiedades de @ (¢,#) podemos escribir:

D (t,10) = D(t,0)e K el e R0 R0 D(0,10) = P (1) RU10) P(10)
P-1(t) P(19)

Sitg=0— P~1(0) = ®(0, O)e’R(O) = I, entonces podemos reescribir el teorema anterior

7La matriz R es real si la matriz M no tiene divisores elementales correspondientes valores caracteristicos negativos
(32]
Pt +Q) =@ (t+Q,0)e R =@ (1 4+ Q,Q) @ (Q,0)e e M =D (1 +Q,Q)e ¥ =D (1,0)e ¥ =P 1 (1)
Pt+Q) = L9 0,:+Q) = KL @1r+Q,0)]" = LR r+Q0Q)d(Q,0)]" =
R eReD (0,Q) P (0,1) = XD (0,¢) = P (1)
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Corolario 2.1 (Floquet). La matriz de transicion de estados de (2.6) con ty = 0 se puede factorizar
como:
®(1,0) =P (1)l (2.9)

Observacion 2.3 (Transformacion Lyapunov-Floquet). La importancia de la Factorizacién de
Floquet radica en la siguiente transformacién®, si definimos

z(t) = P(t)x(t) (2.10)
P(1) = R ®(0,1) (2.11)

entonces para el sistema periddico (2.6) podemos escribir:

) = P@O)x(t)+P@)i(t) = [P(t)P~'(t) + P()A(t)P(1)] z(t)
= { {Re“d)(o,t) +eR’%(I>(O,t) Pl +P()A()P! (t)}z(t)
= {[R"®(0,1) — M D(0,1)A(r)] P(t,0)e ™ + M D(0,)A(r)D(t,0)e ™} z(t)

= {ReM®(0,1)®@(t,0)e ™} z(t) = Rz(t)

#(t) = Rz(r) (2.12)

es decir el sistema periddico (2.6) puede transformase en un sistema invariante en el tiempo (2.12).

Observacion 2.4. Por supuesto que la transformacién de Lyapunov-Floquet es una transformacion
de Lyapunov por lo tanto el analizar la estabilidad y las propiedades dindmicas del sistema variante
periddico (2.6) es similar a analizar el sistema invariante en el tiempo (2.12), por lo tanto todo
sistema periddico (2.6) es reducible a un sistema invariante en el tiempo.

La factorizacion de Floquet es un herramienta til para cualquier andlisis si consideramos que
es mds facil trabajar con un sistema lineal invariante en el tiempo (2.12), sin embargo, para calcular
la matriz R es necesario conocer la soluciéon de (2.6), lo cual en general no es posible. Por lo
que es necesario el uso de métodos numéricos para construir la matriz de monodromia M = eR<,
por esta razén podemos decir que nuestro enfoque en este trabajo es semi-analitico, pues a partir
de construir M numéricamente, realizamos un andlisis sobre las propiedades de M y R como lo

mostraremos en el desarrollo de la tesis.

9Est4 transformacién fue introducida por Lyapunov en [26]
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Definicion 2.8. Los valores caracteristicos de la matriz de monodromia 6 (M) = {A;,4;...4,}
son llamados multiplicadores caracteristicos y a los valores caracteristicos la matriz R, 6(R) =
{p1,P2,---Ppn} se les conoce como exponentes caracteristicos o exponentes de Floquet.

De la definicién de la matriz de monodromia es claro que:
A = ePi¢
parai=1,...,n.

Corolario 2.2 (Floquet). Sea la matriz de monodromia M del sistema (2.6) con ty = 0, entonces A

es un valor caracteristico de M si'y solo si existe una solucion no trivial x (t) tal que:
x(t+Q)=Ax(t)

Prueba: (=) Sea V un vector caracteristico de M asociado a A entonces una solucién de (2.6),
correspondiente a las condiciones iniciales x (0) =V, se puede escribir como x () = ® (¢,0) V,
sigue que x(1+ Q) =P (r+Q,0)V=>(1,00 MV =P (t,0) AV = AP (1,0)V = Ax(¢). (=)
Sea x (t) solucién no trivial de (2.6) x (0) # 0 — Mx (0) = P (Q2,0)x(0) = x(Q) = Ax(0) por
lo tanto x (0) es un vector caracteristico de M.l

2.2.2. Estabilidad de los Sistemas Periodicos

Teorema 2.4 (Lyapunov-Floquet). Sea M = eR® la matriz de monodromia de (2.6) (x(t) = A(t)x
A(t+Q) =A(Q)), entonces (2.6) es:

i) Asintéticamente Estable < 6(M) C D= {z € C: |z| < 1}

ii) Estable < 6(M) C D ={ze€ C:|z] <1}, y si |&i| = 1 es una raiz simple del polinomio
minimo de M

iii) Inestable < 3 4; € (M) : |A;| > 10 o(M) C D & 3 || = 1 raiz miltiple del polinomio
minimo de M

De forma similar la estabilidad de un sistema periddico (2.6) puede enunciarse en términos de
la estabilidad del sistema invariante en el tiempo (2.12) y sus valores caracteristicos, los exponentes
caracteristicos.

Corolario 2.3 (Lyapunov-Floquet). Sea (2.12) (z(t) = Rz(t)), entonces el sistema periddico (2.6)
(x(t)=A(t)x A@t+Q)=A(Q)) es:

i) Asintéticamente Estable < c(R) C Z = {z € C: Re(z) < 0}

ii) Estable < o(R) C Z={z € C: Re(z) < 0},y si Re(p;) = 0 es una raiz simple del polinomio
minimo de R

iii) Inestable < 3 p; € 6(R) : Re(p) > 00 6(R) C Z & Ji: Re(p;) = 0 una raiz miiltiple del
polinomio minimo de R
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Prueba: Siempre se puede escribir ¢ de la forma r = kQ+ 7 con k € Ny 7 € [0,Q), usando
las propiedades de la matriz de transicién de estados, la solucién de (2.6) se escribe como:

x(t) = D(1,0)x0 = P(kQ+7,0)x0
= PkQ+1,kQ)DP(kQ, (k—1)Q)P((k—1)Q, (k—2)Q)...2(Q,0)xo
= CI)(T,O) [Q(Qvo)]kxo = ¢(T7O)ka0
el término ®(7,0) es acotado pues T es un numero finito, por el teorema 2.2 (para (2.6) se
cumple que x(f) — oo <t — o0). Y dado que las condiciones iniciales x( estdn acotadas, el

unico termino que podria causar que el sistema no sea acotado es la matriz de monodromia
M, la estabilidad de la solucién

x(t) = ®(1,0)M*x,

se puede ver como la de un sistema lineal invariante discreto por lo que los valores caracte-
risticos de M tiene que estar dentro del circulo unitario en el plano complejo [40], o bien sobre
el circulo unitario sin ser raices multiples de su polinomio minimo. La prueba del colorario
es simplemente las condiciones de estabilidad de un sistema lineal invariante en el tiempo.

2.3. Ecuacion de Hill

La ecuacidén
i+[a+Bp)]x=0 p(t+Q)=p(t) (2.13)

con &, B € R es conocida como la ecuacién de Hill'?, 1a cual ha sido estudiado con gran detalle en
[27, 29]. Definiendo y; = x, y» = x podemos escribir a (2.13) en la forma de (2.6)

' 1
o= | o . (2.14)
y2 pt) 0| |y
Teorema 2.5 (Jacobi-Liouville). Sea N(t) una matriz fundamental de (2.1) entonces
det(N(1)) = det(N(1g))e o A"

donde tr(A) es la traza de la matriz cuadrada A(t) [41]

Aplicando el teorema de Jacobi-Liouville a la ecuacion (2.14) con condiciones iniciales nor-
malizadas N(tp) = I, notamos que el determinante de cualquier matriz fundamental asociado a

1013 ecuacién —f—i—b()
donde y =410 () = 2 4() = 340152 ) 1.1 0)

+r(t) z = 0 siempre se puede escribir como una ecuacién del tipo H111 F+q(t)y=0,

E&\*‘“
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la ecuacién de Hill es igual a uno, det(N(¢)) = 1 debido a que tr(A(r)) = 0. Sea M la matriz de
monodromia asociada a (2.14) entonces su polinomio caracteristico esta dado por:

Py(A) =12 —tr(M)A +1 (2.15)

por lo tanto la estabilidad de la ecuacién de Hill solo depende de la traza de M, a esta funcion se
conoce como discriminante de la ecuacion de Hill:

Dy=tr(M)=A+1,

Dy £ /D3, —4
2
por el teorema de Lyapunov-Floquet la estabilidad estd determinada por los valores caracteristicos

por lo tanto

Ap =

de M pero dado que
MAy =1

la ecuacion de Hill solo puede ser estable si sus dos multiplicadores caracteristicos son |4, | = || =
1, por otro lado
M= &P A= e 0

dado que M es real y LA, = 1, A1, A, son reales del mismo signo o son complejas conjugadas.
Entonces si podemos decir que (2.14) es:

Estable < |Dy| <2
Inestable < |[Dy| >2

y no puede ser asintéticamente estable, los multiplicadores caracteristicos para una region estable
siempre estin sobre el circulo unitario y pueden abandonar el circulo unitario solo en los puntos +1
y —1. En la frontera de estabilidad, cuando Dy; = 2 o Dy; = —2 existen al menos una solucién
periddica por el colorario 2.1, ademds:

)SiDy=2=A4=Ah=1=A~yp;=p,=0=p =27kiQ para k € Z entonces existe
un valor caracteristico de M repetido, en general la solucion es inestable debido a la raiz repetida,
pero si la multiplicidad geométrica de A es 2 entonces la matriz M es diagonalizable y por la
factorizacién Floquet @ (¢,0) = P~ (t)M (con P~!(¢t) = P~ (t+ Q) ) tenemos dos soluciones
periddicas linealmente independientes estables, a este caso se le conoce como coexistencia [42].

i))SiDy=-2=>A=4h=—1=Ayp| =pr=mi+2rkiQ para k € Z por lo que el andlisis
es similar al caso anterior.

Para el caso de la ecuacién de Hill (2.13) su discriminante depende de dos pardmetros o y
B por lo tanto podemos ver al discriminante como una funcién de dos variables Dy (e, B). Para
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=1.49

trace for 3

Figura 2.1: Diagrama de estabilidad para la ecuacién de Meissner y la grafica de la traza Dy (@, Bo)

B = Bo constante, Dy (@, By) es una funcién entera de orden 1/2 [43, 44], como consecuencia la
funcién Dy (a, Bp) +2 = 0 tiene un nimero infinito de raices {fo, 1,72, 13,74 ...} y la funcién
Dy (@, By) — 2 = 0 también tiene un ndmero infinito de raices {1g,M1,N2,M3,N4---} y lo mds
importante estas raices se entrelazan de la siguiente manera:

{7_70,770»771,77]1,7_72;772;77377747775~~} (216)

es decir para un 8 = fB fijo siempre existen intervalos de estabilidad e inestabilidad [44], cuando
Ni = Ni+1 0 bien M; = M;;1 tenemos un punto de coexistencia. En la Fig. 2.1 se puede observar
un diagrama de estabilidad para la ecuacion de Meissner X + (o + Bsign (cos(t)))x = 0, las zonas
azules son regiones inestables, las zonas blancas son zonas estables, en la parte inferior de la Fig. 2.1
se presenta una grafica de la traza Dy (o, By) de la ecuacion de Meissner para By = 1.49 donde se
puede observar los cruces por los puntos +2 y —2, que se describen por la linea en color verde, es
decir las raices de la funcién Dy (e, Bo) £2 = 0: {70, Mo, N1, M1, T2, N2, N3, N4y 75 - - - -
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Figura 2.2: Diagrama de estabilidad para la ecuacion de Meissner

Cuando Dy (o, Bp) € (—2,2) estamos en un intervalo estable, en este intervalo Dy (¢, By) es
mondtona. Si |Dy (@, By)| > 2 estamos en un intervalo inestable y debido a que Dy (¢, o) es de
orden un 1/2!"siempre cuenta con un maximo o un minimo en el intervalo donde |Dy; (at, Bo)| > 2,
en la frontera |Dys(a,Bo)| = 2 de acuerdo al inciso i) y ii) en general es un punto inestable, y
en algunos casos podemos tener un punto de coexistencia como se muestra en la Fig. 2.1 para
oa=25pB=1.5.

Observacion 2.5. Podemos concluir que para un  constante, los multiplicadores caracteristicos
estan sobre el circulo unitario para un intervalo estable, abandonan el circulo unitario en los puntos
+10 —1, ydebido a 1A, = 1 existen un valor caracteristico dentro y otro fuera del circulo unitario
para un intervalo inestable.

2.3.1. Ecuacion de Meissner

Un caso particular de la ecuacién de Hill (2.13) es la ecuacion de Meissner [45]:

i+ (ot + Bsign(sin(r)))x =0 (2.17)

11Si f(x) es una funcién entera de orden menor a 2 con raices reales, entonces las raices de f’ (x) también son reales
y cada una estd separada por una raiz de f (x)
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para esta ecuacion podemos calcular la matriz de monodromia de forma analitica [46, 47]. Rees-
cribiendo (2.17) como:

i+(a+B)x = 0 0<1<Q/2 (2.18)
i+(a—B)x = 0 QR2<t<Q

entonces tenemos dos ecuaciones diferenciales invariantes en el tiempo, y usando las propiedades
de la matriz de transicién de estados M = ®(Q,0) = ®(Q, %)CI)(%, 0), definiendo @; := /o + B;
@, :=+/a — B. Se calcula CID(%,O) enintervalo 0 <7 <Q/2y ®(Q, %) cuando Q/2 <t < Q,siel
periodo es Q = 27 la matriz de monodromia es:

para o0 > 3

®(27,0) =

COSTTW| COS TTM) — %sinﬂ:wl sin T, 1

oy COSTTM sinTtw; + é COS TTW] SIn T,
— @ COSTMH SINTTW] — (D COSTW] SINTW)  COSTW] COS T — % Sin T sin TW»

para o < fB
P(2m,0) =
cos T coshww, — % sin T sinh T, w%

sin Tw; cosh ww, + é Ccos T sinh n@]

— @ SInTW; coshmw, — wycosTw; sinhww, cosm®;coshmrw, — %1 sin T@; sinh T,

para o = f3

COSTTM| — TW] SN TW; wil SIn T | + 7T Cos T

d(27,0) =
( ) [ — @ SinTW; COS T

Evaluando la matriz de monodromia para cada par (a, ) y aplicando el criterio de estabilidad a
cada par, obtenemos un diagrama de estabilidad como el mostrado en la Fig. 2.2, las zonas moradas
son respuestas inestables de la ecuacion (2.17) y la zonas blancas estables. La ecuacién de Meissner
es interesante pues es facil ver el fenémeno de coexistencia, para diversos pares (a, ) hay distintos
puntos de coexistencia como se pueden ver en la Fig. 2.2. A las zonas inestables de este diagrama de
estabilidad (Fig. 2.2 ) en ocasiones se le llama como las lenguas de Arnold en honor al matematico
ruso Vladimir Arnold [19].

Si consideramos la matriz de monodromia de la ecuacion de Meissner para o > 3 y

Q=2m
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entonces, podemos ver donde nacen las lenguas de Arnold sobre el eje &, si B =0
w=0=m=Va

entonces es necesario que se cumpla la condicion Dy (o, ) = £2 (que es la frontera de estabilidad)

2

2 (cos2 TO—sin®Tw) = +2—cos(Tw+7ww)==+1— cos(2rw) = £1

2

k k
2TW = kn—>w:§—>azz ke N

por lo tanto las lenguas de Arnold nacen sobre el eje o en

kZ
o = Z
para k € N,.
2.3.2. Ecuacion de Mathieu
La ecuacién
A+ (&+Bcos(cof))x:0 (2.19)

(donde x” es la segunda derivada con respecto al tiempo ), se le conoce como la ecuacién de
Mathieu la cual ha sido estudiada en diversos textos, con ella se han modelado distintos sistemas
en diferentes areas [48, 49]. Uno de ellos es un péndulo invertido con un soporte que vibra a
frecuencia ®, la linealizacion de este péndulo da como consecuencia la ecuacion de Mathieu (2.19).
Si reescalamos el tiempo:

t=of

(& B

X+ <E+Fc0s(z‘)> x=0
podemos reescribir a (2.19) como:

i+ (a+PBcos(t)x=0 (2.20)
cona=2% B = ﬁz Por lo tanto los diagramas de estabilidad se pueden presentar tanto en los
(O] (O]
a

parametros (o, ) o bien (®,f3), en general es mds comun ver estos diagramas con parametros
(w,B) pues @ es la frecuencia de excitacion del sistema. Para la ecuacién (2.20) las lenguas de

Arnold nacen sobre el eje «, al igual que para la ecuacién de Meissner (2.17), con la relacion:

k2

o
4
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Figura 2.3: Lenguas de Arnold para la ecuacion de Mathieu

para las ecuaciones (2.17) y (2.20) @ = 1 y si deseamos ver en que puntos nacen las lenguas de

_ ko

Arnold sobre el eje @ entonces o es constante, por lo tanto /o 5

2o
w:i

p 2.21)

con k € NT nuevamente /o = @; entonces las lenguas de Arnold nacen sobre el eje @ en

©=7

para o = 1. En la Fig. 2.3 se pueden ver las lenguas de Arnold para la ecuacion de Mathieu (2.20)
y para la ecuacién

i+ (14 Bcos(wt))x=0

2.3.3. Resonancia Paramétrica

En la ecuacién de Hill (2.13) a la funcion p(¢) se le conoce como excitacion paramétrica,
pues se estd variando de forma periédica un pardmetro de la ecuacién diferencial. Dependiendo de
los pardmetros (o, ) esta sefial de excitacion puede causar inestabilidad en la solucién de (2.13),
a este efecto se le conoce como resonancia paramétrica, es decir, el efecto del crecimiento no
acotado de la respuesta.

En la ecuacién

i+ wfx = Acos (o) (2.22)
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donde la sefial forzante oscila con una frecuencia , las respuestas de (2.22) para cualquier @y # @
son estables sin embargo cuando @ = @y la solucién de (2.22) es inestable, a este fendmeno se le
conoce como resonancia, en este caso la respuesta crece de forma lineal con respecto al tiempo,
si agregamos una disipacién d a la ecuacion X + dx + a)gx = f(t) es posible estabilizar cuando
o = ay. En el caso de la resonancia paramétrica, esta no depende de una fuerza externa, si no de la
excitacion de uno de los pardmetros, la inestabilidad se presenta por intervalos, y solo en un punto
a diferencia de la resonancia, ademds en general no podemos estabilizar la ecuacion agregando di-
sipacion, aun en presencia de disipacion una respuesta inestable de (2.22) crece exponencialmente.

Resonancia Resonancia Paramétrica
X+di+ odx=f(t) ¥+di+[a+Bp(t)]x=0
p(t) =p(t+2m)
Es inestable en un tnico punto Existen Intervalos de

Estabilidad e Inestabilidad que nacen en:

n2

La respuesta en resonancia crece La respuesta inestable crece
de forma lineal con respecto al tiempo exponencialmente
Sid > 0 la respuesta es acotada Si d > 0 J respuestas no acotadas

Por esta razon los efectos de la resonancia paramétrica son mas dafiinos al sistema que los de la
resonancia por una sefial forzada, la mayoria de trabajos estdn enfocados a estabilizar o evitar los
efectos de la resonancia paramétrica [9, 8] en el sistema. Sin embargo en esta tesis proponemos un
uso positivo para la excitacion paramétrica, es decir, incrementar la disipacion en sistemas de al
menos 2-DOFs.

En los siguientes capitulos ampliaremos los resultados presentados en este capitulo para la
ecuacion de Hill con més de 1 grado de libertad o dicho de otra forma n ecuaciones de Hill aco-
pladas. Ademds presentamos un método para la atenuacion de vibraciones en un sistema mecénico
mediante la excitacion paramétrica en un sistema de 2 grados de libertad.



Sistemas y-Hamiltonianos

Existen una gran cantidad de publicaciones sobre los sistemas Hamiltonianos, por ejemplo
[17, 18]. La mayoria de la literatura acerca de los sistemas Hamiltonianos no aborda el caso cuando
existe disipacién o amortiguamiento en el sistema, sin embargo, en la mayoria de aplicaciones o
sistemas mecanicos existe una cantidad pequefia de disipacion, en este capitulo definimos una nueva
clase de sistemas Hamiltonianos con cierta clase de disipacion. A grandes rasgos podemos decir que
la importancia del estudio del dlgebra de matrices Hamiltonianas y Simplécticas radica en el hecho
que la dindmica de los sistemas Hamiltonianos produce trayectorias o mapas Simplécticos, estos
mapas Simplécticos estan caracterizados por las matrices Simplécticas, ademds una transformacion
simpléctica preserva la estructura Hamiltoniana de las ecuaciones dindmicas, por lo cual el estudio
del édlgebra y geometria simpléctica, particularmente las matrices Simplécticas y Hamiltonianas
ha sido de interés en la comunidad de sistemas dindmicos. Sin embargo, como mencionamos atn
no hay un formulacién clara para sistemas Hamiltonianos con disipacidn, en este capitulo intenta
redefinir un nuevo tipo de matrices Hamiltonianas a las cuales llamaremos y-Hamiltonianas y sus
mapas asociados, que llamaremos p-Simplécticos. En el capitulo se presentan estas definiciones y
se desarrollan algunas de sus propiedades. Enunciamos un teorema con el cual demostramos que la
matriz de transicion de estados de cualquier sistema y-Hamiltoniano es pu-Simpléctica. Dado que
la matriz de monodromia de un sistema lineal gamma Hamiltoniano periddico es u-Simpléctica
usamos la simetria de estas matrices para obtener nuevas condiciones de estabilidad.

3.1. Sistemas Hamiltonianos Lineales

Un sistema Hamiltoniano es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

dgi __ 94 . )
dT%:?(I,Q;P) o bien q:jf;7 o)
G=-%C(1,q,p) obien p=-
coni=1,...,n, donde el Hamiltoniano o funcion Hamiltoniana ¢ = 7€ (t,q,p), es una funciéon

suave valuada realmente definida para (¢,q, p) € &, un conjunto abierto en R x R” x R", en general

20
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T T
¢ representa la energia en el sistema. Los vectores g = [611 oo qn| YDP= [pl pn]

son llamados vectores de posiciones y momentos respectivamente, también se les denomina como

-1, 0

una matriz real 2n x 2n dimensional, ortogonal y anti-simétrica, es claro que J! =J ! = —J,
J? = —by,, det(J) = 1.

variables adjuntas, p es adjunta de q.

Definicion 3.1. Sea la matriz

] se puede reescribir (3.1) como:
P

Introduciendo el vector z = [q

;=JVIH(t,z)

T
_ |9 9 oA
con V%(I,Z)— [3_21 o aZzn] .

Si 77 es una funcién cuadrética entonces, de forma similar podemos definir un sistema lineal
Hamiltoniano. Por lo tanto a un sistema de 2n ecuaciones diferenciales que satisfacen:

y =25 — JH (1)y = A(t)y (3.2)

cony € R y HT (t) = H(t), lo llamamos sistema lineal Hamiltoniano, donde .7 (t,y) es el
Hamiltoniano o funcion Hamiltoniana:

1
H = (t,y) = EyTH(f)y

es decir el Hamiltoniano es una forma cuadratica.

3.1.1. Matrices Hamiltonianas

Definiciéon 3.2. L € R?"*2" es una matriz Hamiltoniana si satisface la ecuacion:
JL+LTJ=0 (3.3)

Si L es una matriz Hamiltoniana entonces L también lo es, L siempre se puede factorizar
como L =JE con E = E”, y la matriz JL es simétrica es decir (JL) = (JL)", ademds si L; y L, son
matrices Hamiltonianas la matriz L; 4= L, es Hamiltoniana. Es claro que la matriz A en la ecuacién
(3.2) es una matriz Hamiltoniana.
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Sea P (A) el polinomio caracteristico de L, de la definicién (3.3), L = —JLTJ1 entonces:

P(A) = det(L—Al)=det(—JLTJ™ 1 — A1) = (—1)*"det (J) det(L" — (~A)Idet (J ")
= det(L" — (—A)I) = P.(—A)

por lo tanto
Aeo(l)<—= —Aeao(l) (3.4)

ademds P (1) solo tiene términos pares, o sea
PL(;L) = Azn—l—azn_z)tzniz—i—... —|—a212—|—a0 3.5

de manera que la traza de L es cero tr(L) = 0, es decir Pr(A) depende de n coeficientes y siempre
se puede hacer un cambio de variable 1 = A2, en ese caso:

Or(n) =n"+ay-on"'+..+an+ag (3.6)

asi que para encontrar las raices de P (A) podemos hacer uso del polinomio auxiliar Q. (7).

A causa de (3.4) si A es un valor caracteristico —A también lo es y debido a que L es una matriz
real 1, —A también son valores caracteristicos de L. Por esta razén los valores caracteristicos
de L en el plano complejo son simétricos con respecto a los ejes real e imaginario, aparecen en
cuddruples A = +o + i, pares reales A = o o bien pares puramente imaginarios A = +@i como
se muestran en la Fig. 3.1.

Por consiguiente un sistema lineal Hamiltoniano invariante en el tiempo, esto es:

y=JHy = Ay (3.7)

para H = H' y A € R??" matriz Hamiltoniana, solo puede ser estable si y solo si los valores
caracteristicos de A son puramente imaginarios y son raices simples del polinomio minimo de
Al[46].

3.1.2. Matrices Simplécticas

Definicién 3.3. La matriz § € R?"*?" se dice Simpléctica si:
STIS=J (3.8)
El determinante de una matriz Simpléctica es uno [17]:

det(S) =1
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Im
+
¢
¢
1% *—
) Re
O
+

Im
++
——
Re
++

— Circulo unitario |

Figura 3.1: Simetria de los valores caracteristicos de las matrices Hamiltonianas y Simplécticas

si S1, S» € R son matrices Simplécticas, igualmente b, Sfl y $152 son Simplécticas, asi que

el conjunto de las matrices Simplécticas forman un grupo [17]. Adicionalmente:

Ps(A)

de modo que

det(AI —ST) = det(AI —JTS71J) = det(JT) det(AI — S~1) det(J)

det(AS —1) = det (l (% )

Leo(S) = A1teo(s)

)=l o

Ps(A) = A2"Pg <1

7)

(3.9

(3.10)

a causa de la ecuacion (3.9) el polinomio caracteristico de S es un polinomio reciproco, dicho de

otra manera los coeficientes de Ps(A) son a; = ay,_, en tal caso:

Ps(A) = A -i-azn,llzn_l +azn,212n_2 + . Fap A+ +a2n,212 + a1 A+1

(3.11)

de tal forma que sus coeficientes son simétricos con respecto al término a,, desde luego ay, = ag =
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det(S) = 1. Es posible reacomodar los coeficientes en la siguiente producto de matrices:

00 -0 - 0 1
[ ap ] 00 -0 -+ 10]|[ aq |
aj S aj
=100 1 00
an—1 O a2n—1
| dm | o1 -0 - 00| an |
10 -0 - 00|

Observacion 3.1. De la relacion (3.10) es claro que los valores caracteristicos de una matriz Sim-
pléctica S son simétricos con respecto al circulo unitario en el plano complejo, ademas dado
que S es real el o(S) es simétrico con respecto al eje real por lo tanto si A € o(S) entonces
A1 A y A1 también son valores caracteristicos de S ver Fig. 3.1, de manera que det S)=1=

(A1) (A2) (A3) ... (A2,,), entonces
A1) A2] [A3] ... [A2n] = 1

paran = 1,si|A;| > 1 = |A2]| < 1 en la relacién

1
A= —

Gracias a la simetria en los coeficientes del polinomio caracteristico (3.11) en [50] se propone
una transformacion:

1
321-1—% (3.12)

mediante la cual siempre es posible escribir el polinomio caracteristico de una matriz Simpléctica
(3.11) como un polinomio auxiliar de grado n

0s(8)=8"+gu 18" ' +...+q18 +qo

donde los coeficientes g; dependen de los coeficientes a;, por ejemplo si n = 2

Ps(A) =2+ a3 +ad®> +asA+1 «— §=A+1 — 05(8)=8>+a3d6+ay—2

3.1.3. Sistemas Hamiltonianos Lineales

La trascendencia de las definiciones anteriores radica en el siguiente teorema [17]:

Teorema 3.1. Sea un sistema Hamiltoniano lineal, i.e.,
y=A(t)y=JH(t)y conH" (t)=H /(1)

entonces su matriz de transicion de estados es Simpléctica
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Prueba: Sea ® = ®(r,0) la matriz de transicion de estados de (3.2) con condiciones iniciales
normalizadas:
b =JHD

por otro lado

d . .
EcI:TJcp =o' o4 2" Jd

se sigue que 4&7JP = (PTHTJT)J® + PJ(JHP) = PTHTJJT® + DT JJHD = PTHD —
®TH® = 0. Por lo tanto la matriz P es constante con respecto al tiempo, sit =0, ®(0,0) = b,

ST JOM |,—o= bpby =T u

Por lo tanto para cualquier sistema Hamiltoniano lineal su matriz de transicién de estados es
Simpléctica, es decir, las trayectorias de la solucién estdn descritas por un mapa Simpléctico. Por
esta razon el estudio de las matrices Simplécticas y Hamiltonianas toma relevancia en distintas
areas de los sistemas dindmicos.

3.2. Matrices u-Simplécticas

Las siguientes definiciones y propiedades son una extensiAgsn, propuestas por nosotros con el
objetivo de caracterizar cierta clase de sistemas Hamiltonianos con disipaciAsn.

Definicién 3.4. M € R?"*?" es una matriz u-Simpléctica si satisface:
MTIM = uJ (3.13)
con u € (0,1].
De la definicion det (M7 JM) = det (M)* = det (pJ) por lo tanto':
det (M) = u"

desde luego si 1 = 1 obtendremos la definicién y propiedades de las matrices Simplécticas. Si M,
M, € R?™2" son matrices p1-Simplécticas, entonces, la matriz MM, es una matriz p2-Simpléctica,
por ello el conjunto de las matrices p-Simplécticas no forman un grupo.

Teorema 3.2. Si M € R**?" es u-Simpléctica, entonces:

AeoM)= (%) e (M) (3.14)

La prueba de Det (M) = u" es similar a la de las matrices Simplécticas
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Prueba: De la definicion M7 = yJM~1J-!
Py(A) = det(Ah,—pIMJ™")
= det(J)det(Ah, —uM ") det(J ")

= det (21\4 — 12,,> det (uM )

- det[(_2;) (;IZH_M)] < 5(2;’1)>
< () sl (50)

S ONE

Observacién 3.2. Del teorema anterior si A € 6 (M) = (5) € 6(M), en ese caso, el producto de

T o

=

dos valores caracteristicos es A; (%) = Wy hay n pares siendo asi 4, (%) Ao <%> A (%) =

det(M) = u". Si todos los valores caracteristicos A; tienen la misma magnitud A; = re% —
1, A =17, re® = r?" = det (M) = u" =

r= Vi

por lo tanto, los valores caracteristicos de una matriz p-Simpléctica M son simétricos con respecto
al circulo de radio r, ademés nétese que el radio r es independe de n.

Observacion 3.3. A diferencia de las matrices Simplécticas, cuyos valores caracteristicos son si-
métricos con respecto al circulo unitario, las matrices p-Simplécticas tienen su espectro simétrico
con respecto al circulo de radio r = /11, esto es, si A es un valor caracteristico entonces % tam-
bién lo es, ademds dado que M esreal, A y u / A también son valores caracteristicos. En la Fig. 3.2
se observa la posicion de los valores caracteristicos de una matriz p-Simpléctica.

3.2.1. Polinomio Caracteristico de una matriz (-Simpléctica

De la prueba del teorema anterior tenemos que:

Py (4) = 15Pu (1) (3.15)

esta relacién muestra nuevamente la simetria en los coeficientes de su polinomio caracteristico:

Py (),) = aznlzn —l—azn_llznil +a2n_212n72 + ... -{—6122,2 +aA+ag (3.16)
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X Im |  x
i
()] i
o) i
e Homm o o I o Rt S S B
0} | Re Re
N
— i
% Y ! x —Circulo unitario
! —Circulo de radio r

N—P(M = 12" (@A™ + a1 A% a2y oA 2+ A +ar A +ap)

= azn,u”—f—CIZn—l <‘LLT) +a2n—2 (%) +...+a2 <):lj 2) _|_ ai (Anu’ ) +a0‘u,

en tal caso si ap = det(M) = u”

u = ao
[T Y = a
[T 24y = @
ey = ag
u= Ve = ay,

,uina() = d
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reacomodando los términos en la siguiente matriz:

[0 0O -0 -- 0 T
i ao T 0 0O - 0 .- ul 0 i a0 T
ai : R : : ai
=1 0 0 - 1 - 0 0 :
azn—1 : : oo . : : azn—1
| am | o u! ... 0 - 0 0 | am |
um 0 e 0 e 0 0 |

Observacion 3.4. De manera que el polinomio de grado 2n depende Gnicamente de n coeficientes
y desde luego si 4t = 1 obtenemos las mismas propiedades de una matriz Simpléctica.

3.2.1.1. Polinomio Auxiliar de una Matriz p-Simpléctica

Proponemos una transformacién

§=a+h (3.17)

y gracias a la simetria en los coeficientes del polinomio caracteristico (3.16) es posible reescribir

a Py (1) como un polinomio auxiliar de grado n.

Py (),) = aznlzn —l—azn_llzn_l —i—azn_zlzn_z +... —{—az?LZ +a A +ag
7
§=1+1%
I

Ou(6) = 5"—|—qn,15”*1 +...+q10+qo
donde los coeficientes g; dependen de los coeficientes a;, si 4 = 1 obtenemos la transformacion
(3.12) propuesta por Howard [50]. Aplicando la transformacion (3.17) al polinomio caracteristico
Py (A) de una matriz p-Simpléctica para algunos valores de n obtenemos:

(

Py (L) = A* +a3A> + apA? +azpud + u?
n=2
L QM(S) = 52—|—a35 +a;—2uU
[ Py (A) = A +asAS + ayA* + azA3 + pagA? + plasA + p?
n=3
Om (8) = 8% +as58% + (as —31) 8 + a3 —2asu

\
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Py () = A8+ a747 + agA® + asA® + agA* + pasA> + uagA? + plas A + pu*

Om (8) = 8* +a78% + (ag — 41) 8% + (as — 3a71u) 8 + a4 — 2agp +21°

Py (L) = A0 4 aglg +a3),8 + a77L7 + a67L6 +Cl5)»5 + ,ua67L4 + ,Ll2617/13+
+u’agh? 4+ utagh 4y’
Oum (8) = 6° +agd*+ (ag —5u) 8 + (a7 —daogp) 8% + (ag — 3agp +5u*) &

+as —2pa7 + 2a9p’*

Py (A) = A2 +ap A +ajor !0 +agd® +agAd 4+ a747 +aghb + was A’
+ulagA* + pdagd + utaigA? + wap A + ub

Om (8) = 8°+a118° + (aro— 6) 8* + (ag — Spany) 53+

+ (ag —4uag+ 9[42) 5%+ (a7 —3lag +5/,L2a11) o+

+ag — 2agpt +2ajou® —2u3

Py (A,) =1 +a13)~13 +a12),12 —|-61117LH +a10110+a919 +agﬂ,8 +a77L7

+uasA® + pragh’ + pajoAt + ptan A3 + plapA? + plaizA + p’

Om (8) =87 +a136%+ (ajn —7u) 8° + (a1 —6paz) 84+
+ (a10— Span +14p?) 8% + + (ag — 4pay, +9u’ai3) 62+

+ (as —3paio +5p%ar, — 1u%) 8 + a7 — 2aop + 2ay 1* — 2a3°
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Py (A) =210+ a1sA B +apud* +a3A B +apAd 2+ ap A 4 a0 10+
+agA® + agA® + pagA’ + p2aioA® + pdan A3 + ptap At + pdazA’
+uaisA? + plajsA +

Owm (8) = 8%+ a1587 + (arg — 81) 8 + (a13 — Tpans) 8

+ (@12 — 6pais +20u%) 8* + (a1 — Spaiz + 14p2ass) 8°

+ (a10 —4uar; —f—9,uza14 — 16,LL3) 8%+ (ag —3uay; +5,LL26113 —7,u3a15) o+

| tas —2ajou+ 2a11* —2arap +2u*

Colocando en una matriz los coeficientes del polinomio auxiliar Qs (0) podemos, determinar

una forma recursiva para obtener los coeficientes g; del polinomio Qs (8), que dependen de los

coeficientes a;, sin necesidad de hacer los cédlculos correspondientes, esto es:

1 0 0] |1
0 1 0| |a3

—2u 0 1| |a

1 0 0 o] 1

0 1 0 0| |as

34 0 1 0| |a4

0 —2u 0 1| |a3

1 0 0 0 0] 1]
0 1 0 0 0| |ay
—4u 0 1 0 0| |as
0 —3u 0 1 0|]as
2u> 0 —2u 0 1] |a4]
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ain

ait
aio
a9
as

ar

aio

5u?

—6U
—5u
—4u
—3u

0
ou?
0

0
14p?
0

0
5u?

_7“3

0 —2u 0 1]

2u?

_2“3

q2
q1

q3
qi

q4
q3
q2
q1
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n==,8

I 0 0 o o0 0 0 00][1]

q7 0 1 0 0 0 0 0 0 0| |ass

g6 —8u 0 1 0 0 0 0 0 0| |au

gs 0 —7u 0 1 0 0 0 0 0| |ans

gs| = | 20u? 0 —6u O 1 0 0 0 0| |an

93 0 14u> 0  —5u 0 1 0 0 0| |au

9 —16u® 0 ou> 0 —4u 0 1 0 0| |a

q1 o —7u¥ 0 5u> 0 3u 0 1 0| |a

90 2ut 0 —2u®> 0 2u> 0 —2u 0 1| |ag

n=9

(0] [ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0] [1]
g3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0| |apy
a7 —ou 0 1 0 0 0 0 0 0 0| |ap
g6 0 —8u 0 1 0 0 0 0 0 0| |ass
gs| | 27u? 0 —Tu 0 1 0 0 0 0 0| |aw
gs| | O 2012 0 —6u O 1 0 0 0 0f |aiz
e —30u® 0 14p> 0 —5u 0 1 0 0 0f |an
7 0 —l6u® 0 ou> 0 —4u 0 1 0 0| |an
q1 ou* 0 —7u> 0 5u> 0 3Bu 0 1 0| |aw
a0 | O 2ut 0 =2 0 2 0 —2u 0 1] |ao]

D

Se observa que la matriz D es triangular inferior, y que en la diagonal principal tenemos una suce-
siéon de unos, en las sub-diagonales pares observamos que los coeficientes se pueden determinar
por una sucesion de numeros en orden descendente, si definimos a las siguientes diagonales en
orden ascendente como:

u’p® = p®{1,1,1,..}
u'D* = p'{2,345..}
u*D* = u?{2,59,14,..}
uD® = p3{2,7,16,30,...}
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podemos determinar los coeficientes del polinomio auxiliar con las siguientes ecuaciones recursi-

vas:

Di,=Di+1 D=2 i={0,12....,n—1}

D! | =D? ,+Df Di=0 i={0,12.....,n—3}

DS, =D} +D¢ D=0 i={0,12.....,n—5}

(3.18)

DY  =D¢  +D} D}=0 i={0,12.....n—7}

DY, =Di 1+ Dk D=0  i={0,12.....,n—(k—1)}

para k = {2,4,6,...}

donde el stper indice denota el niimero de la sub diagonal y el sub indice el elemento de la sucesion
en la sub diagonal.

Observacion 3.5. Por lo tanto, para calcular el polinomio auxiliar Qps(6) del polinomio ca-
racteristico Py (A) de una matriz pu-Simpléctica M, solo es necesario conocer n coeficientes
{agn—1,a21-2,-..,a,} de Py (A), y después con las formulas recursivas (3.18) se puede conocer
los coeficientes del polinomio auxiliar Qs (0) sin necesidad de realizar los célculos con la trans-
formacion (3.17). Desde luego, si L = 1 se obtiene un polinomio auxiliar de una matriz Simpléctica.

Observacion 3.6. El resultado anterior toma relevancia, puesto que, se demostré que el polinomio
caracteristico de una matriz pu-Simpléctica Py (A) de orden 2n se puede transformar a un polinomio
auxiliar Qy (0) de grado n. Para el cémputo de valores caracteristicos de una matriz ©-Simpléctica
M, la reduccién orden de Py (A) a Qp () también es significativa pues en vez de resolver un
polinomio de orden 2n resolvemos un polinomio orden n.

3.3. Matrices y-Hamiltonianas

Definicion 3.5. La matriz A € R¥"*?" se dice y-Hamiltoniana si
JA+AT] = —2yJ (3.19)
para algiin y > 0

Lema 3.1. La matriz A es y-Hamiltoniana si y solo si la matriz A+ Yl es Hamiltoniana



34 3.3. MATRICES y-HAMILTONIANAS

Prueba: (=-)De la definicién (3.19)
JA+y)+A+y)TT=0

(A + yI) satisface la condicién de una matriz Hamiltoniana (3.3) (<) JA +ATJ = —2vJ =
JA+yD)+A+y)"J=0.

Teorema 3.3. Sea A una matriz y-Hamiltoniana entonces si s+ Y es un valor caracteristico de A
entonces Y — s también lo es:

sty €ec(A) e (y—s)€o(4) | (3.20)

Prueba: Sea s+ ¥ valor caracteristico de A es decir (s+7) € 6 (A), por lo tanto® s €
0 (A+17I), del lema anterior A 4 yI es Hamiltoniana, en consecuencia —s € 6 (A+yl) =
y—s€o(A). R

Observacion 3.7. Del teorema anterior si todos los valores caracteristicos de la matriz Hamiltonia-
na A + Yl tienen parte real cero, entonces los valores caracteristicos de la matriz y-Hamiltoniana A
tienen parte real 7. A causa de que A es real tienen su espectro simétrico con respecto al eje real y
ademads debido a (3.20) tienen su espectro simétrico a la linea vertical y. Notemos que las matri-
ces Hamiltonianas tienen su espectro simétrico con respecto a los ejes real e imaginario, mientras
que las matrices y-Hamiltonianas tienen sus valores caracteristicos simétricos con respecto al eje
real y la linea vertical y. Ver la Fig. 3.2.

3.3.1. Polinomio Caracteristico de una Matriz y-Hamiltoniana

Del teorema anterior, relacion (3.20), si P4 es el polinomio de una matriz y-Hamiltoniana, en-

tonces:
(Pi(s+y)=Pa(y—s) |
asi pues
Py(y—s)= ()/—s)zn +an,—1 (}/—s)zn*1 +...4ai(y—s)+ao (3.21)
Py(s+7y) = (s+}/)2"+a2n,1 (s—k}/)zn_1 +...+ai(s+7)+ag (3.22)

gracias a esta simetria en el espectro de una matriz y-Hamiltoniana A, el polinomio caracteristico
P4 depende de 2n coeficientes pero dado que conocemos el valor de 7y, podemos notar con que
basta con calcular los n coeficientes pares a»,_»; mientras que coeficientes impares ar,_;, para

2Recuerde que si C € R™! 6 (C) = {c1,¢2,...,01y => 6 (C+YI) = {c1 +7,ca+Y,...c;+ 7}
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i =1,2,3....dependen de los coeficientes pares. Este hecho lo podemos probar por construccidn, en
otras palabras, igualando los polinomios (3.21) y (3.22). Por ejemplo para n = 1:

Pi(s+y) = (s+y)°4ai(s+y)+ao=(y—s)>+ai(y—s)+ay=Py(y—s)
= s2—|—2sy+a1s—|—y2+a1}/+ao:s2—2sy—a1s+}/2+a1y+ao

igualando los coeficientes se obtiene que:

a) = —2’)/
ap = Qo
por lo tanto
Py(s) =s* —2ys+ao (3.23)

si hacemos el computo anterior para diferentes valores de n obtenemos:

n=1

Py (s) = s> —2ys+ag

n=2

Py (s) = s* — 4ys® +aps® + (8}/3 — 2}/a2) +ag

n=3

Py (s) = 55— 6ys° +ags* + (4()}/3 —4yay) s +ans® + (—96}/5 +8Y2ay — 2yay) + ag

n=4
Py (s) = 58— 8ys” +ags® + (1 1293 — 6Ya) s> +ags* + (—896}/5 +40p3ag — 4yay) s+

+ars® + (2176}/7 —967°ag + 8y as — 2}/a2) +ap

n=>5

Py (s) = s10— 10ys” + ags® + (240y° — 8yag) s” + aes®
+ (—4032y° + 11293ag — 6yag) s>+

+aus* + (326407 — 896asy° +40aey® — 4asy) s>+

+ars® + (793607 — 2176agy’ +96aey’ — 8asy’ +2ary) s+aq
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n==~6

Py (s) = s12 — 1295+ apps10 + (440’)/3 — IOyalo) s? +ags®+

(—126729° +240a10Y° — 8agy) s’ + aes® + (215424y" — 4032410y’ + 112agy’* — 6agy) s°
+ays* + (—17459209° + 32640a10y’ — 896asy’ +40aey® — 4asy) s+

+ (42455049 —79360a10y’ +2176asy’ — 96aey’ + 8asy® — 2axy) s +ag

Observacion 3.8. Evidentemente, si Y = 0, P4 (s) se reduce a un polinomio tinicamente con coefi-
cientes pares, es decir, un polinomio de una matriz Hamiltoniana.

3.3.1.1. Polinomio auxiliar de una matriz y-Hamiltoniana

Al igual que las matrices pu-Simplécticas, observamos que el polinomio caracteristico de una
matriz y-Hamiltoniana P4 (s) presenta cierta simetria en sus coeficientes, por lo tanto podemos
hacer un cambio de variable

o=s—7 (3.24)

de tal manera que el polinomio de una matriz y-Hamiltoniana A dependa tnicamente de coeficientes
pares, por ejemplo paran = 1

2

Py(s)=s"=2ys+ao=[s—y| +ao— VY =0*+a— 7
)

04(9) =9¢>+ao—7

donde Q4 (¢) solo cuenta con coeficientes pares, gracias a la simetria en los coeficientes del poli-
nomio caracteristico Py (s) es posible reescribirlo como otro polinomio auxiliar Q4 (¢) de grado 2n
pero con solo con coeficientes pares:

Py (s) = 52" +ag, 187"+ az, 2sP" 2 4. Faxs* Fais+ag
I
o=s—7
I

04 (9) = 0¥+ g2 20" 2+ ...+ 20> +qo
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donde los coeficientes g; dependen de los coeficientes a;, desde luego, si Y = 0 obtenemos el polino-
mio caracteristico P4 (s) de una Hamiltoniana, haciendo el cambio de variable (3.24) para algunos
valores de n obtenemos:

n=>2

04(9) = 9%+ (a2 - 67) 92+ 57 —ar ¥’ +ap

n=3

04 (9) = 9%+ (a1 — 159%) * + (a2 — 6as > +757*) $> — 6190 + 5a47* — ar V> +ag
n=14

04 (9) = 0%+ (a6 —287%) 90+ (as — 15a¢y* +3507*) ¢*+
+ (a2 — 6asy* +75a6Y* — 17087°) 9>+

+1385Y% —6lag)® + Sasy* — ary* +ao

n=>5

04 (9) = 010+ (ag —457%) ¢® + (as — 28agy* + 10507*) 5+
+ (a4 +350agy* — 15a6y* — 128107°) ¢4+

+ (a2 — 1708agy° + 75a6Y* — 6asy* 4+ 62325¢%) ¢2

—50521y'0 4 1385a3y® — 61ag¥° + Sasy* — aryy* + ag

3.4. Sistemas y-Hamiltonianos
Definicién 3.6. A todo sistema lineal que se pueda escribir de la siguiente manera:
x=JH@)+y]|x=A(t)x (3.25)

conx € R?, HT (t) = H (), A (t) matriz y- Hamiltoniana, lo llamaremos sistema lineal y- Hamil-
toniano para y > 0.



38 3.4. SISTEMAS y-HAMILTONIANOS

Teorema 3.4. La matriz de transicion de estados de un sistema Y-Hamiltoniano (3.25) es U-
Simpléctica, con

p=e 2"

Prueba: Sea N cualquier matriz fundamental de (3.25) entonces se satisface:

por otro lado

%NT(t)JN(t) = NT(t)JN(t) +N" (1) JN (1)

= (A@ON@) IN@)+NT (1)J(At)N(1))
= N (1) (AT (1)J+JA (1)) N (1)
d

EN(z)TJN(r) = —2yNT(t)JN (1)
siG(t)=NT (t)JN (1)
%G(t) = —2vG (1) (3.26)

G(NG() = G(1)G(r)
(iN%)JN(z))NT(t)JN(t) = NT(1)JN(1) (thT(t)JN(t))
(=2yNT (t)JN (t))NT (t)IN(t) = N"(t)JN(t) (=2yN" (t)JN (1))
—2yNT (t)JN(t)NT (1)JN(t) = —2yNT (t)JN(t)NT ()JN (1)

integrando (3.26)
G(t)=e2"G(0)

G(0)=NT(0)JN(0)=J

por consiguiente
NT ()N (t) =e 27
por lo tanto N es p-simpléctica

NT (t)JN (t) = uJ

con

p=em
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3.4.1. Sistemas Lineales y-Hamiltoniano Periddicos

Definicién 3.7. Si la matriz A (¢) en la definicién (3.25) es periddica, esto es, A(r) = A (1 + Q)
o bien la matriz H (1) = H (1 + Q) entonces podemos definir un sistema lineal y-Hamiltoniano
periddico como:

x=JH({t)+y]|x=A(t)x (3.27)
conx ERY™ H(t)=H(t+Q), H (t) =H (t) y A(t) = A(t + Q) una matriz y-Hamiltoniana pe-
riddica.

Por el teorema anterior la matriz de transicion de estados de (3.27) es u-Simpléctica, recordando
la matriz de monodromia de (3.27) se define como:

M =®(Q,0) = (3.28)
con R una matriz constante no siempre real.
2yQ

Observacion 3.9. Por lo tanto la matriz de monodromia de (3.27) es u-Simpléctica con (= e**.

Lema 3.2. Sea M = ®? la matriz de monodromia de (3.27), entonces, R es una matriz Y-
Hamiltoniana

Prueba: Dado que M es p-simpléctica se cumple que

(") 7 (52) = s (3.29)
S ‘ujefRQ‘Ifl
RRQ?> RRRQ® RRRRQ* RFQ* .
= W bn =R+ —— - et ]

_ ue—mrlg — o 2R, IR

T —1
por lo tanto e @ = ¢ 272-/R/TQ

RTQ = —2yQbL,—JRI'Q
RTJ+JR = —2yJ |

3.4.1.1. Transformacion de Lyapunov-Floquet

El teorema de Floquet establece que es posible factorizar la matriz de transicion de estados del
sistema (3.27) como: ®(¢,0) = P~1(¢)e® conty =0y P(t) = X' ®(0,¢). Ademds es posible definir
la siguiente transformacion:

z(t) = P(t)x(t) (3.30)
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circulo unitario
X A=

® =1

1 ©  Colision de Krein

o
o

J

L\ |

Figura 3.3: Multiplicadores caracteristicos en el circulo unitario

entonces el sistema y-Hamiltoniano periddico (3.27) se transforma en
2(1) = Re(7) (3.31)

un sistema lineal invariante en tiempo, debido a que R es una matriz y-Hamiltoniana, el sistema
(3.31) es y-Hamiltoniano.

3.4.1.2. Estabilidad

Del teorema de Lyapunov-Floquet sabemos que el sistema (3.27) es estable si los multipli-
cadores caracteristicos (o (M)) estan sobre el circulo unitario en el plano complejo y no existen
multiplicadores miltiples. Es asint6ticamente estable si los multiplicadores caracteristicos estin
dentro del circulo unitario, o bien el sistema (3.27) es estable si los exponentes caracteristicos
(o (R)) estén sobre el eje imaginario y asintéticamente estable si los exponentes caracteristicos
tienen parte real negativa. Ademds sabemos que la matriz de monodromia M es u-Simpléctica, asi
que, la matriz R es y-Hamiltoniana.

3.4.1.2.1. Con un Grado de Libertad Sea
Py(A)=A%4al+u

el polinomio caracteristico de la matriz de monodromia M del sistema lineal y-Hamiltoniano pe-
riddico para n = 1. Existen dos multiplicadores caracteristicos, simétricos con respecto al circulo
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de radio r y simétricos con respecto al eje real, por lo tanto las fronteras de estabilidad suceden
cuando los multiplicadores abandonan el circulo unitario en el punto (1,0) o el punto (—1,0). Ver
Fig. 3.3.

Notemos que el término a = —tr(M) y de la transformacién (3.17)
u
O=A+=
A

en este caso a = 0.

Teorema 3.5. El sistema lineal y-Hamiltoniano periodico (3.27) con un grado de libertad (n = 1)
es asintoticamente estable si y solo si se cumple la siguiente desigualdad

jal < (1+p)

donde a es el coeficiente del polinomio caracteristico de la matriz de monodromia asociada a

(3.27).

Prueba: Dado que las fronteras de estabilidad se dan inicamente cuando los multiplicadores
estan en los puntos (1,0) y (—1,0), entonces

Pu(l) = (1) 4+a()+p=a+Wu+1)
Py(=1) = (=1 +a(=D)+p=—a+(u+1)
en consecuencia, se debe satisfacer
a+u+1) >
—a+(u+1) > 0

por lo tanto |a| < (1+p). H

3.4.1.2.2. Con dos Grados de Libertad Sea

Py (L) = A*+ad® +bA% +aud +p? (3.32)

3

el polinomio caracteristico de la matriz de monodromia’ asociada a (3.27) con n = 2 y su polinomio

auxiliar
Om(8)=8%+ad+b—-2u (3.33)

3Vale la pena decir que estos resultados son de gran ayuda computacionalmente pues no es necesario calcular los
valores caracteristicos de M, que siempre es un proceso lento y que ocupa gran cantidad de recursos computacionales.
Los términos del polinomio caracteristico se pueden calcular como:
a = —tr(M)
b = [tr(M))—tr(M?)
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existen cuatro multiplicadores caracteristicos, simétricos con respecto al circulo de radio r y simé-
tricos con respecto al eje real:

A o= x+iy:>lzz%
1

A3 = y—iy= M=

nuevamente las fronteras de estabilidad suceden cuando los multiplicadores abandonan el circulo
unitario en el punto (1,0) o el punto (—1,0), ademas cuando un valor caracteristico abandona el
circulo unitario en un punto diferente a A = +1 es decir cuando el argumento de A es diferente
de km para k = {0,1,2,...} tenemos otra frontera de estabilidad, a este punto se le conoce como:
"colision de Krein'' ver Fig. 3.3, sin embargo, ahora los multiplicadores estan sobre el circulo de
radio r = /1t < 1 no sobre el circulo unitario, por lo que aunque los multiplicadores abandonen el
circulo de radio r no es una frontera de estabilidad, la estabilidad estd dada con respecto al circulo
unitario.
Es importante notar que

a:—tr(M):/h+£+/13+ﬁ=5l+52
A A3

Teorema 3.6. Sea (3.32) el polinomio caracteristico de la matriz de monodromia M del sistema
lineal y-Hamiltoniano periodico (3.27) para n =2 entonces (3.27) es estable si y solo si se cumplen
las siguientes desigualdades.

> —a(l+p)—(1+u?)
> a(l+p)—(1+u?)

b < 2wl +2u? +dPu 4 2u 41
B (1+n)?

Prueba: Una forma de probar las desigualdades es utilizando el criterio de Jury [51] al poli-

s+l
s—1

+1\* +1\° +1\? +1
Ru(s)= (o) +a ) +b( ) +ap (=) +u>=0
s—1 s—1 s—1 s—1

Ry(s) = s* (au+1+b+u2—|—a)—{—s3 (—4/.12+2a—|—4—2au) +
s> (6u* —2b+6) +s(4—4p* —2a+2ap) + (b—a—ap+p* +1)

nomio (3.32) o bien usando la transformacién bilineal*: A =

“4La transformacién es un mapeo del plano A al plano de s, todos los puntos que se encuentran dentro del circulo
unitario en el plano A, son mapeados en el semiplano izquierdo en el plano s, los puntos sobre el circulo unitario son
mapeados en el eje imaginario del plano s, y los puntos fuera del circulo unitario son mapeados en el semiplano derecho
del plano s.
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Figura 3.4: Curvas de transicién para un sistema y-Hamiltoniano periddico con dos grados de li-

bertad

por lo tanto (3.27) estable si las raices de Ry(s) tienen parte real negativa, de modo que, apli-
cando el Criterio de Routh-Hurwitz obtenemos las desigualdades del teorema. Sin embargo,
es posible extraer mds informacién sobre la posicidn de los valores caracteristicos resolviendo
el polinomio (3.32) usando el polinomio auxiliar (3.33). En consecuencia, buscamos las cur-
vas de transicion o fronteras de estabilidad, el caso més simple es cuando A =1 (6 = 1+ )
y A =—1(6 = —1—p) sustituyendo en (3.32) o en (3.33).

A=1 S=1+upu — b=—a(l+p)—(1+p?)
A=—1 §=—(1+u) — b=a(l+p)—(1+u?
b=—a(l+p)—(1+p?) (3.34)
b=a(l+p)—(1+u?) (3.35)
Ahora consideremos el caso cuando A € C, dada la simetria de los valores caracteristicos:
A,l = X+iy:>7Lz: E
M
13 = y—iy:>7t4:£
A3

y recordado que en la frontera |A| = 1 — \/x* 4+ y* = 1, entonces:
Moo= xtiy=dy=p(x—iy)
A = y—iy= A =u(x+iy)
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de la transformacioén (3.17)

sumado &1 y &:

por otra parte de (3.33)

U

6 = 7L]+T]:x(1+u)+iy(l—u)
5 = ls+;%=x(l+u)—iy(l—u)

O1+6 =2x(1+u)

_ m
51’2:7‘1:&“—“

2 2

notemos que J; y & son reales si:

a’+8u
4

b<

sumando 8; y &, de (3.37)

01 +86=-a

por consiguiente igualando (3.36) y (3.39)

la parte real x de los valores caracteristicos la podemos obtener de la transformacién (3.17)

entonces

2x(14+pu)=—a

A2 —A8+u=0

a = d++/6%2—4u
=——

sustituyendo (3.37) en (3.41)

A :% (—a+i\/—(a2+8u)+4b) +\/<—a+i\/—(a2+8,u)+4b>2— 16u

simplificando

=1 (—a—i— \/w—4,u—2b+a2> +£ <\/w—|—4,u+2b—a2+\/—(a2+8u)+4b>

4

donde w = 2\/—4612,LL +(b+ 2[.1)2, de manera que la parte real de A; es:

sustituyendo x en (3.40)

1

2

x:%(—a+\/w—4,u—2b+a2>

(—a—i— \/w—4‘u—2b—|—a2> (I+u)=-a

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

3.41)
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ahora despejando b

w—1
—4u—2b+a*> = a——:
\/w u +a a“+1
Wb —2b+d = 2(N—1)2
(H+1)°
_1)?
w—2b = azgﬁ+1;2a2+4ﬂ

ap (a4 (ur17)\

4(—4a2u+(b—|—2u)2) — | 2n+ . =0
(L+1)
—168—H (2u—b—2bu+2u? 123+ pt +u—but+1) = 0
(H+1)
2U—b—=2bu+2u>+2u3 +ut+adPu—but+1 = 0
—b(1+u) +2u+2u’> +2p> +p* +Pu+1 = 0
2 2 2 2 3 4 2 1
b u+2u°+ /.l+[,2L +a u+ (3.42)
(1+u)
por ultimo hallamos la interseccidén entre las lineas (3.34) (3.35) y la linea (3.42):
1
b:ﬁ(u4+u3+2u2+u+1) (3.43)
b=p*+4u+1 (3.44)
como se observa en la Fig.3.4 la curva (3.43) en color azul es una condicidn necesaria (b <
ﬁ (,u4 U 2ul+u+ 1)) pero no suficiente, por lo tanto las condiciones de estabilidad, es
decir, |A| < 1, son:
b>—(1+p)a—(1+p?) (3.45)
b>(1+p)a—(1+u?) (3.46)
fropd2ut FaPuF2u 1l
b§u+u+u+au+u+ (3.47)

(1+n)?
|
Por tdltimo gracias a la prueba del teorema anterior podemos conocer la posicion de los mul-
tiplicadores caracteristicos para cada region descrita por las desigualdades (3.45), (3.46), (3.47) y
(3.44). Las fronteras de estabilidad o curvas de transicion estan descritas por las curvas en linea
continua en la Fig.3.5. La linea punteada color magenta
- a®+8u

b= ) (3.48)
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determina la frontera cuando los multiplicadores abandonan el circulo de radio r = |/ en punto
diferente a A = +r, laregion entre la linea color negro (3.42) y linea punteada color magenta (3.48)
describe una zona asintéticamente estable con los multiplicadores en la relacién: A; = x + iy,
A= %‘, B=Ayls= % con |4;| < 1 parat = {1,2,3,4}. Lalinea en color negro es la curva de
transicion que determina cuando los multiplicadores abandonan el circulo unitario en algin punto
diferente a A = +1 por lo tanto en la regién:

. pt 23+ 2u? P+ 2u 41

’ (1+p)°

los multiplicadores son imaginarios en la relacion A} = x+iy, A, = /%, M= yl= )‘Lﬁ con |A| >
1

1. La linea en color cian representa la curva de transicion cuando un multiplicador abandona el

circulo unitario en A = 1, por lo tanto, en la regién

b<—(1+p)a—(1+p?) yb>(1+p)a— (1+p?)

hay un par de multiplicadores reales A; = x; > 0, A, = u/x; y dos multiplicadores sobre el circulo
deradior, A3 =xp+iy, y A4 = 13. La linea color café describe la curva de transicion cuando un
multiplicador abandona el circulo unitario en A = —1, por consiguiente en la region

b<(l+wa—(1+p?) yb>—(1+u)a—(1+p?)

hay un par de multiplicadores reales A; = x; < 0, A, = u/x; y dos multiplicadores sobre el circulo
de radio r, A3 = x» +iy» y A4 = A3. Luego en la regién

b<(I+pya—(1+u?) yb<—(1+p)a—(1+p?

hay dos pares de multiplicadores reales A} =x; >0, A, = u/x; y A3 =x, <0, A4 = /x;. En el
regién
4 3 2,2
U207 +2u° +au+-2u+1
(1+p)°
entre las lineas color negro y cian hay dos pares de multiplicadores reales fuera del circulo unitario

b< yb>—(1+p)a—(1+u?)

con Aj =x; >0, =u/x; y A3 =x3 >0, A4 = i /x,. La region entre las curvas de color café
y negro nos dice que hay dos pares de multiplicadores A} = x; <0, A, = u/x; y A3 =x <0,
14 = LL/)Q.
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Figura 3.5: Fronteras de estabilidad o curvas de transicidn para un sistema y-Hamiltoniano peri6-

dico con dos grados de libertad y posiciéon multiplicadores caracteristicos



Ecuacion Vectorial de Hill

Diversos sistemas mecanicos son modelados por la ecuacion vectorial de Hill, particularmente
los sistemas con rotores, motores, tornos, turbinas, cuando tienen un soporte eldstico, cuando los
rotores son no isotrépicos (es decir, que su eje de rotacion no coincide con el centro de masa) o
bien el rotor esta en una superficie viscosa [16, 52, 53, 54, 55]. La ecuacién vectorial de Hill
ha sido estudiada monumentalmente en [18], ademds podemos citar dos trabajos notables cuando
la ecuacién de Hill cuenta con dos grados de libertad [56, 57, 58]. En este capitulo hacemos un
andlisis de la ecuacion vectorial de Hill con disipacion, la primera diferencia fundamental entre
la ecuaciéon de Hill con uno y dos grados de libertad es que no existen algoritmos espectrales
para el cédlculo de los diagramas de estabilidad [59], por lo tanto, en general es necesario integrar
numéricamente lo cual requiere gran cantidad de recursos computacionales y bastante tiempo de
computo. Por esta razén, en primer lugar presentamos: un nuevo método para obtener diagramas
de estabilidad confiables para sistemas periddicos con mds de un grado de libertad y en particular
para la ecuacion vectorial de Hill. Con ayuda de una unidad de procesamiento de grificos (GPU) y
la programacion en paralelo hemos reducido el tiempo de computo de los diagramas de estabilidad
a uno cuantos segundos. Ademas si consideramos a la ecuacion Vectorial de Hill con dos grados de
libertad como un sistema y-Hamiltoniano, podemos reducir atin mds el tiempo y la precision de los
diagramas de estabilidad, esto es gracias a las condiciones de estabilidad obtenidas en el capitulo
pasado, en consecuencia, en este capitulo presentamos una descripcion de las ecuacion vectorial de
Hill con disipacidn, presentamos la solucidn a la ecuacion de Meissner con dos grados de libertad.
Mostramos los diagramas de estabilidad para la ecuacién vectorial de Hill con disipacion descrita
como un sistema y-Hamiltoniano.

4.1. Calculo de las Zonas de Estabilidad

Al conjunto de n ecuaciones de Hill acopladas le llamaremos: ecuacion vectorial de Hill.
Parametrizando las n ecuaciones de Hill en 2 pardmetros (@, ) podemos escribir a la ecuacién

48
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vectorial de Hill como:

j+Dy+ (aA+BBp(t))y=0 (4.1)
conyc R" A=AT, B=B",D=D" ¢ R"”"y p(t) = p(t + Q). Un problema importante a resolver
durante la realizacién de este trabajo es encontrar métodos o algoritmos que puedan calcular las
regiones de estabilidad e inestabilidad de la ecuacion (4.1). La simetria de las matrices A, B,C y D
es debido a garantizar la estructura Hamiltoniana (para D = 0).

Para el calculo de las lenguas de Arnold para la ecuacién de Hill, existen diversos métodos,
sin embargo, para la ecuacion vectorial de Hill hay pocos ejemplos, uno de ellos se muestra en
[56] donde se desarrollan los determinantes infinitos para un ejemplo particular de la ecuacion de
Mathieu con dos grados de libertad, se puede implementar el método de perturbaciones regulares
[12] sin embargo, este método solo es vélido para 3 muy pequeiias, y para las primeras lenguas de
Anold es decir @ pequeiias. A continuacion presentamos un método numérico el cual permite el
computo de las lenguas de Arnold para el sistema (4.1).

T T
Entonces, para (4.1) hacemos el cambio de variable x = [Xl xz} = [y y‘} obtenemos un
sistema de la forma:
X=R(t)x 4.2)

donde
OI’ZXI’l I}’ZXI’Z

R(t) — OI’le’l II’an
P(t) -D

—(a0A+BBp(t)) —D

con
P(t)=— (aA+BBp(r))
Por supuesto siempre se puede integrar la ecuacion (4.2) con cualquier método numérico, en
particular el método de Runge-Kutta [60]:

1
Xiyl =X+ gh (k] + 2ky + 2k3 +k4) 4.3)

donde

ki = R(t;,x;) kzzR(ti—l—%h,xi—l—%kl)

ks =R (t;+3hxi+3k)) ks =R(t;+h,x;+k3)
este algoritmo es implementado en computo paralelo para construir la matriz de monodromia para
cualquier sistema lineal periddico [24].

4.1.1. Discretizacion

Dado que (4.1) tiene solucidn tnica y continua entonces podemos aproximar y y ¥ como:

y(t+3)—y(t=3)
h

y =



50 4.1. CALCULO DE LAS ZONAS DE ESTABILIDAD

§(1) ~ y(t+h)—2yhgt)+y(t—h)

con h pequeia, esta aproximacion es conocida como diferencias centradas [60]. Sustituyendo (4.4)

(4.4)

en (4.1) obtenemos:

o Y +h) =2y()+y(E—h) Vi1 — 20+t
y<tk) ~ W2 - h2

-2 _ — Vi
Vk+1 — 2Yk + Yk ' D Vi+1 — YVk—1
h? 2h

> +P(tx)yx =0
Vsl = (1+ gD> B [(Q—th(tk))yk+ (gD—1> ykl]

h\7! h
Vi+2 = <I+ §D> [(2—h2P (1)) Yis1 + (ED_I) yk] (4.5)

por lo tanto se obtiene una ecuacion en diferencias variante en el tiempo de forma periddica,
P(ty) = P(tx + Q) siempre que 3 k € N, : Q = kh. El discretizar mediante diferencias centradas
(4.4) se le conoce como una aproximacion de segundo orden. Una mejor aproximacion o discreti-
zacion, es posible, si usamos el método de Runge-Kutta (4.3) que es un método de cuarto orden, o
bien

2 3 4
Yert = e+ hRe+ SR+ 1R} + 4R} (4.6)

la serie de Taylor de cuarto orden! para discretizar la ecuacién (4.2). Durante el trabajo utilizamos
la aproximacion (4.6) para discretizar la ecuacion vectorial de Hill.

4.1.1.1. Técnica de Lifting

Abhora usando la técnica que se conoce como lifting [61] de sistema discreto (4.5) obtendremos
un sistema discreto invariante. Sea cualquier sistema lineal discreto periédico

Zk+1 = Ak 4.7)

con
A =AnN

donde N es el periodo minimo que se obtiene de la discretizacién para k = 0,1,2..N — 1, si Q es
el periodo minimo en tiempo continuo entonces h = % Resolviendo paso a paso para el primer

I'Serie de Taylor de cuarto orden que es equivalente al método de Runge-Kutta [60]
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periodo:
271 = Ao
2 = A1z1 = A1A020
3 = Axz =AA1A020
%k = Ap—12%k—1 = Ak—1Ax—2---A1A020

para el siguiente periodo

Zr1 = (AoAr—14k—2---A2A1) 20

G2 = (A1AoAr- 1Ak -A2)z1
N = (A 1Ar2Ak-3.-A0) Zn-1
T
definiendo el vector xy = |zyg+1  Znvkt2 - sz+N] obtenemos el siguiente sistema lineal shift-
invariant:
X1 = A7, (4.8)
donde
AoAk—1Ak—2 A 0 0
0 AjApA_1-+Ay 0
o — . 140 k. 1 2 .
0 0 o Ap_1Ap—2..Ap

El sistema (4.8) es un sistema discreto invariante por lo tanto es asintoticamente estable si y solo si
c()CcD={AeC|A<1}

dado que &7 es diagonal

0()=0(AoAr_1--A2A|) UG (A1ApAi_1---Ax)U---U0O (Af_1Ak_2..Ap)
si A;,Aj son no singulares es claro que

o(AiA)) = o (AjA)

entonces

0 () =0(AoAr_1--A2A|) =0 (A1ApAf_1 -+ A2) = ... = 0 (Ax_1Ak_2..Ap)

de tal forma que, para concluir sobre la estabilidad de (4.8) es suficiente calcular
O (ApAx—1Ar—2---A2A1).
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Observacion 4.1. Por consiguiente, el primer algoritmo para calcular regiones de estabilidad de
(4.2) se reduce a evaluar los valores caracteristicos de la matriz AgA;_1Ax_>---ApA del sistema
discreto (4.8).

4.1.2. Power Method

En general, todos los algoritmos para el cdlculo de los valores caracteristicos consumen bas-
tantes recursos computacionalmente y tiempo. Dado que, para nuestro andlisis de estabilidad es
suficiente conocer el valor del médulo maximo de los valores caracteristicos, proponemos el si-
guiente método [24].

Sea A € R™” una matriz con valores caracteristicos A; para i = 1,..n, tal que [A;| >
|lj| para j = 2,...n, es decir, existe un valor caracteristico mds grande que el resto. Por simpli-
cidad asumimos que los valores caracteristicos de A son diferentes. Sea xop = ;x| + ... + QX un
vector inicial donde x; son los vectores caracteristicos de A (Ax; = A;x;) y o # 0 entonces:

Axg = A(OC])C] “+ ... +a,,xn) = 0jAx] + ... + 04, Axy,

= oqAix; +... + o Ax,
pre multiplicando A

AAxg = A (ocl/hxl + ...+ (annxn) = A Ax) + ..+ oA AX,
= 061112)(1 +...+ Otnﬂ«,%xn

repitiendo k veces el paso anterior

Akxo = 0617L{<X1 + ...+ (Xn/ﬂt,l;xn

Ak
Afxg = Af (a1x1 + .oty (/1_") xn> (4.9)
1
dado que [A;| > |4
Ak
lim | -L | = j=2,.n
k—o0 1
por lo tanto cuando k — oo
Afxg = oy Afx) = oy Ay, (4.10)

observamos que para k suficientemente grande AXx se alinea con x1, el vector caracteristico aso-
ciado a A;, el valor caracteristico mds grande en valor absoluto, entonces:

[#50] ~ e fat] i

[ ] = et
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por lo tanto
IA* ol

S

4.11)

esta es la idea principal de algunos algoritmos para calcular los valores y vectores caracteristicos
llamado Power Method y QR methods [62, 63].

4.1.2.1. Modificacion del Power Method

Sin embargo si se quiere utilizar el Power Method para un sistema estable no podemos asegurar
la convergencia de (4.10), si no hay términos disipativos en (4.1),el sistema es estable o inestable
no puede ser asintéticamente estable. Recordando los valores caracteristicos de la matriz de mo-
nodromia M de (4.2) con D = diag{0,0,...,0} estdn sobre el circulo unitario debido a que M es
simpléctica por lo tanto la condicién |A;] > M j| no se cumple, el sistema es estable si todos sus va-
lores caracteristicos tienen modulo igual a uno. Entonces de (4.9) y seleccionando un vector inicial

normalizado
X0 = 0qx1 + ... + Ouxy,
[lxoll, =1
tenemos
ﬂ,k
HMkXOH < W’ '(am Yot a (A—) xn) ' 4.12)
1
dado que M es simpléctica el sistema (4.2) es estable se cumple que
n ﬁ,k
H|7L,~| =1—||=1
i=1 M
para k = 1,2... se sigue que:
HkaOH < ’/l{“ (01 + .+ O | 4.13)
pero
[Ixoll, =1
por lo tanto si (4.2) es stable:
HM"on <1 (4.14)

la desigualdad (4.14) se satisface.

Observacion 4.2. Este método nos ayudé debido a que su tiempo de computo es mucho menor
que calcular los valores caracteristicos. Claro que para la programar el algoritmo no se puede hacer
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k — oo es necesario fijar un valor de k ademds debido a errores numéricos es conveniente tener
como condicién de estabilidad
HkaOH < P=1.0001

si |A| = 1.00001 después de K iteraciones este valor es (|A| = 1.00001)* por Io tanto es conveniente
usar como cota de estabilidad:
p=pF

para la implementacion del algoritmo para programacion en paralelo se puede consular [24].

4.2. Ecuacion de Hill con dos grados de libertad

4.2.1. Solucion Analitica de la Ecuacion de Meissner con dos grados de li-
bertad

Al parecer no hay ejemplos en la literatura donde se presentan la solucion analitica de la ecua-
cién de Meissner con dos grados de libertad. Sea la ecuacién

i+ D%+ [0A + BBsign (sin(r))]x =0 (4.15)

con A=AT ¢ R>*2, B =BT ¢ R?*? y D = diag{d,d} ala que llamaremos ecuacién vectorial
de Meissner, entonces al igual que en el caso de un grado de libertad se puede separar en dos
ecuaciones lineales invariantes en el tiempo, similar al caso de la ecuacién de Meissner, dado que
los célculos algebraicos son complicados para el cédlculo de @ (27, ) y @ (7,0) usaremos la ayuda
de las herramientas computacionales?. Entonces la matriz de monodromia estd dada por

M =®(27,0) = @ (27, 7) D (7,0) = ¢ DD, (4.16)
donde
3 (K11811 —K12812)  3c11 (Keiy —dKsiy) K3 c11Ksi
®, — 1Ky +dKsyy 5 (Kis8i — Ki4612) c11Ks11 K6
K7 c11K1g I (Ki9811 —K11812)  %ci1 (Keyy —dKsiy)
c11Kis Ki seui (Keyy —rKsit) 5 (K011 — Ki9612)

N = \/4 (aaz+Bbr)* + (05 (a1 —aq)+ P (b1 — b4)2)

W = \/d2—2’}/1 —2a(a;+aq) —2P (by + ba)
@ = +\/d>+2y — 20 (ay +as) — 2P (by +by)
Ot =Y +a(ar —as)+ B (b1 —ba)

>Mathematica tiene una instruccion para el cdlculo de la matriz exponencial
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(a) Sin disipacién

(b) Con disipacién

Figura 4.1: Diagrama de Estabilidad para la ecuacion de Meissner con dos grados de libertad
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012 =Y+ o (ay —as)+ B (by —by)

013 =Y+ (ar+as)+ P (b1 +by)

ou=-yN+a (a1 —i—a4) +B (bl +b4>

c11 = 0ay + Bby, c1o = oay + Bby, c13 = 0as + Bby
Ay =2¢2 +c12é12

A1p =2¢3, +c1281

A3 =23, —c136811

Ay =2c}, —c13612

Chg, = cosh (E), Chg, = cosh (%32)

She, = sinh (T), She, = sinh (752)

Sh Sh
KC]IZCha)l Cha)z, KSl]—&—Tab,
Shml Sha;2
K11—Chw1—|—d Klz—Chwz—i—d
Shwl o11 Shm2 o612 Shw

, K4 = d— + Cha)l
Shl,()z 5]1 Sh(ul 8[2
() Q]

Ki3 = —5,

Kis :Chw2 —|—d (Dz , K6 =
She, Aty Shey A She, 814 Shey, 8
_ ShoyAni _ Shoj A _ Shoy014  She, 013
K17 o o Kis o o
Sha, Sha,

Shep A Sh A
_ ShoyAiz She Aly
K =—4 o)

y para calcular ®; se debe cambiar B = —f3 en el célculo de P;.

Con este resultado no es necesario usar métodos numéricos para construir la matriz de mono-
dromia M lo que nos permite ahorrar tiempo y recursos en cémputo. A continuacién mostramos
dos graficas la primera Fig. 4.1 (a) se muestran de las lenguas de Arnold para (4.15) con

1 0 11 00
A — , B= yD= 4.17)
0 2 1 1 00
y en la segunda Fig. 4.1 (b) se muestran las lenguas para
1 0 11 0.1 O
A= , B= D= 4.18
0 2] [1 1] 4 [0 0.1] (+-18)

la diferencia entre (a) y (b) en la Fig. 4.1, es el factor de disipacion D. Una caracteristica importante
cuando hay presencia del término disipante, la matriz D, entonces solo algunos puntos inestables
en (4.17) se vuelven estables en (4.18), es decir que a diferencia de una ecuacion lineal invariante
en el tiempo en presencia de un factor disipante no es suficiente para estabilizar la ecuacién de Hill.
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Figura 4.2: Diagrama de Estabilidad para dos ecuaciones de Mathieu con dos grados de libertad
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4.2.2. Ecuacion de Mathieu con dos grados de libertad

Sea
i+ (A+PBBcos(wt))x=0 4.19)

con AT = A, B =BT € R*>*?. Note que los paridmetros son ahora (@, 8). Si calculamos las lenguas
de Arnold con los pardmetros (o, ) para (4.19) con

1 0 1 0
e

01
observamos que en realidad tenemos dos ecuaciones de una dimension

14+ (14+Bcos(t))x; =0 4.21)
X2+ (2+Bcos(t))xp =0 (4.22)
por la relacion, enunciada en los preliminares:

w=""= (4.23)

con k € NT donde nacen las lenguas sobre el eje @, entonces las lenguas de Arnold asociadas a

(4.21) nacen (se observaque ¢ =1 )eneleje wen o = 2,1, %, é, %, é, y para (4.22) nacen en
(se observaque ot =2 ) o = 2\/5, \/i, 2‘3[, ‘2[, 2‘[, ‘[ .., entonces cuando tanto A como B son

diagonales no hay interaccion entre (4.21) y (4.22) o decnnos que estan desacopladas, si definimos
a a)12 =a=1ya a)22 = a = 2 entonces podemos entonces en la Fig. 4.2 a) podemos ver las lenguas
de Arnold para (4.19) con (4.20), es decir tenemos unas lenguas asociadas a (4.21) y otras a (4.22).

Podemos observar que las zonas de inestabilidad se sobreponen o se traslapan unas con otras,
sin embargo, para el caso de una dimensién nunca se sobreponen, siempre se presentan en intervalos
de estabilidad e inestabilidad para cualquier valor de f fijo B = Bo.

Si A o B no son diagonales, entonces existe interaccion entre los subsistemas, es decir estan
acoplados, nuevamente el valor donde nace las lenguas de Arnold dependen de los valores de la
matriz A, definiendo

o(A) = {w%,wzz}

20
entonces las lenguas nacen sobre el eje @ en =, j = 1,2; las cuales corresponden a cada uno de
los subsistemas, ademas debido al acoplamiento aparecen sobre el eje @ en

w+

. (4.24)
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o bien en
@1 — @
k
para k € NT, las cuales llamaremos lenguas de combinacién de suma (4.24) o de resta (4.25)

[18, 56]. Sea (4.19) con
A 1 0 B 1 1
0 2 11

entonces en la Fig. 4.2 b) se puede apreciar como aparecen las leguas de combinacion en la relaciéon

2 o={14+v2, 152 152 4

(4.25)

4.2.3. Ecuacion de Mathieu con tres grados de libertad

El método numérico presentado anteriormente puede ser aplicado para el célculo de las zonas
de estabilidad de la ecuacion

00O 1 0 O I 11
i+1]10 0 O|x+|oa|0 21 O |+ |1 1 1|cos(t)|x=0 (4.26)
0 0O 0 0 53 1 11

es decir, una ecuaciéon de Mathieu con tres grados de libertad o tres ecuaciones de Mathieu aco-
pladas, en la Fig. 4.3 a) podemos observar las lenguas de Arnold para (4.26) y en Fig. 4.3 b) se
muestra el diagrama de estabilidad de la ecuacién:

001 O 0 1 0 O 1 11
i+ 0 005 0 |x+]|a]0 21 O |+ |1 1 1fcos(t)|x=0 (4.27)
0 0 0.01 0 0 53 I 11

esto es, una ecuacion de Mathieu con disipacion.

4.3. La ecuacion Vectorial de Hill como un sistema 7Y-
Hamiltoniano

Sea la ecuacién vectorial de Hill

¥+ Dxi+[aKo+BBp(t)]x=0 pt)=p(t+Q) (4.28)

(. J

S—s7
conx € R", D=D" ¢ R™" D =diag{dy,...d,} yd; >0, Ky = KOT, B = BT, haciendo el cambio
T T
de variable x = [yl yz] = [x x} , entonces:

Y1 o 0 I,
2| | =S(t) -D

2

Y 1] (4.29)
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4.3. LA ECUACION VECTORIAL DE HILL COMO UN SISTEMA y-HAMILTONIANO

(a) Sin disipacion

(b) Con disipacioén

Figura 4.3: Diagrama de Estabilidad para la ecuacion de Mathieu con tres grados de libertad
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escribiendo la ecuacién (4.29) como:
)'i 1 —J S (t ) On><n
)"2 On><n In

’}/:

_|_

D Ouxn J Y1 (4.30)
Onxn Opxn 2

d;
1

si
n

S| =

1

entonces (4.29) se puede escribir como un sistema y-Hamiltoniano
y=JH () +v]y

en consecuencia, todo el andlisis hecho en el capitulo anterior es vdlido, fundamentalmente el hecho
que la matriz de monodromia M de (4.29), es una matriz p-Simpléctica.

4.3.1. Ecuacion vectorial de Hill con dos grados de libertad

Sea la ecuacion (4.28) con dos grados de libertad:

.. |4 0 ay a3 by b3
o t =0 4.31
r 0 d + as 02]+[b3 bz]p() * ( )
A=AT B=BT

d > 0, entonces, calculamos su matriz de monodromia con los métodos numéricos presentados
anteriormente, después construirnos su polinomio caracteristico

Py (A) = A*+aA3 +bA% +aud + u? (4.32)
con las siguientes formulas:
a=—tr(M)
4.33
b=a*—tr(M) (4.33)

y recordando que t lo podemos calcular conociendo el valor de y
u=e" (4.34)

donde Yy = —2d, o bien:
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Color Zona

Blanco Estable i Q !

Inestable: en la frontera los mul- /
Cyan tiplicadores abandonan el circulo ¥ i +
unitario en +1 o —1.

Inestable: en la frontera un multipli-

Ro cador abandona el circulo unitario ! n
©Jo en +1. Lenguas de correspondien- I\‘
tes a un subsistema nacen en 2%

Inestable: en la frontera un multi-
plicador abandona el circulo unita- / \
Azul rio en —1. Lenguas de correspon- +
dientes a un subsistema nacen en
2w, . v
==

Cuadro 4.1: Posicién de los multiplicadores.
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Verde

Inestable: en la frontera los mul-
tiplicadores abandonan el circulo
unitario en puntos diferentes a +1
o —1. Lengua de combinacién en-

tre los dos subsistemas nacen en
(=)
==

Amarillo

Inestable: en la frontera dos mul-
tiplicadores abandonan el circulo
unitario en —1.

Magenta

Inestable: en la frontera dos mul-
tiplicadores abandonan el circulo
unitario en +1.

Cuadro 4.2: Posicion de los multiplicadores (Continuacidn).
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Observacion 4.3. Por el teorema (3.6), del capitulo anterior, la ecuacién (4.31) es estable si se
satisfacen las desigualdades:

b>—(1+p)a—(1+p?) (4.35)
b>(1+p)a—(1+p?) (4.36)
4 3 2 2
bg“ +2u° +2u +azu+2,u+1 437)
(I+u)

por lo tanto, para determinar la estabilidad de la ecuacion (4.31) no es necesario calcular los valo-
res caracteristicos, esto es de suma importancia para reducir el tiempo de computo y la precisién
en el cilculo de las lenguas de Arnold®. Ademds, podemos saber la posicién de los multiplica-
dores respecto al circulo unitario, con lo cual es posible conocer el tipo de region inestable, ya
sea una lengua de Arnold asociada a una frecuencia de un subsistema (4.23) o alguna lengua de
combinacion o acoplamiento: (4.24) o (4.25), ver Fig.4.5.

Gracias a las desigualdades es posible conocer la posicidn de los multiplicadores caracteristicos
en cada region inestable, como lo describimos en el capitulo anterior, en la Fig.4.4 la zona en color
blanco corresponde a regiones asintoticamente estables y las zonas de colores a regiones inestables.
En la frontera de la region en color rojo (4.35), existe un multiplicador A = 1, y una solucién Q-
periddica, en la frontera de la region de color azul (4.36) hay un multiplicador con A = —1, por
tanto, una solucién 2Q-periddica; en estos dos casos corresponden a las frecuencias (4.23) de cada
subsistema cuando 8 = 0, y podemos asociarlos a las lenguas de Arnold de color rojo y azul
respectivamente en la Fig.4.5. En la region descrita por la desigualdad

- pt+2opd+op? +atu+2u+1
(1+n)?

color verde en la Fig.4.4, en la frontera dos multiplicadores abandonan el circulo unitario en algin

b

punto diferente a A = £1 (hay dos pares complejos conjugados), y estdn asociadas a las lenguas de

color verde en la Fig.4.5 y corresponden a las lenguas de combinacion, “’lf“’z cuando B =0. Si
1 0 2 =2
A= , B= (4.38)
0 2 -2 3

entonces en la Fig.4.5 se muestran dos diagramas de estabilidad con disipacion, uno para la ecua-
cién de Meissner y otra la ecuacién de Mathieu. Lo anterior se puede resumir en el cuadro 4.1.

3Pues como se menciond, el cémputo o el cilculo de los valores caracteristicos de una matriz consume gran cantidad
de recursos computacionales, atin con el algoritmo presentado, la modificacion del power method, siempre serd mas
eficiente hacer el cdlculo de los coeficientes (4.33) y evaluar las desigualdades (4.35), (4.36), (4.37) que cualquier
otro método, aunque por supuesto sigue siendo necesario construir la matriz de monodromia ya sea discretizando o
integrando la ecuacion.
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- = =Circulo unitario

_1o]—Circulo de radio r

+ Multiplicadores caracteristicos

10 5 a o 5 10

Figura 4.4: Posicion de los multiplicadores caracteristicos, la region en color blanco corresponde
una configuracion estable, las regiones de colores a una inestable

Con lo mencionado anteriormente y observando los diagramas de estabilidad podemos concluir
algunas diferencias entre la ecuacion de Hill y la ecuacidn vectorial de Hill (4.31):

1) En la ecuacién de Hill los multiplicadores solo pueden abandonar el circulo unitario cuando
A = =1, con dos grados de libertad existen otros puntos donde los multiplicadores abandonan el
circulo unitario.

ii) Como consecuencia de i), en las fronteras de estabilidad en la ecuacién de Hill tenemos
al menos una solucién € periddica o 2Q-periddica. En la ecuacién (4.31) en las fronteras de es-
tabilidad puede haber soluciones: a) Q periddicas, b) 2Q periddicas, ¢) Q y 2Q periddicas y d)
soluciones periddicas no conmensurables con Q.

iii) En la ecuacion de Hill las lenguas de Arnold nunca se traslapan, para cualquier f = B fija
siempre existen intervalos de estabilidad e inestabilidad sucesivamente*. En la ecuacién de Hill con
dos grados de libertad (4.31), las lenguas de Arnold se sobreponen o se traslapan.

4Por el teorema de Hochstadt mencionado en los preliminares [44, 29]
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(a) Mathieu, p(t) = cos(t) y d = 0.01

L l

0.5 1 o 15 2 25 3

(b) Meissner, p(t) = sign(cos(t)) y d =0.01

Figura 4.5: Lenguas de Arnold para la ecuacién vectorial de Hill (4.31) y (4.38)



Atenuacion de Vibraciones

Como se menciond en el capitulo 4 diversos sistemas son modelados con la ecuacién vectorial
de Hill con dos grados de libertad, por lo tanto, estos sistemas presentan resonancia paramétrica,
zonas de inestabilidad, es por ello que parte de la literatura relacionada con esta clase de sistemas,
en general, hacen un andlisis sobre su estabilidad [52, 53, 55] y de como evitarla.

Por otro lado, la excitacion paramétrica puede ser usada como una sefial de control en lazo
abierto para esta clase de sistemas [11, 64]. Ademds, en un sistema lineal de al menos dos grados
de libertad asintéticamente estable es posible encontrar algunos pardmetros donde su respuesta es
atenuada mediante el uso de una sefial periddica como control en lazo abierto. Este fenémeno fue
descubierto y reportado por primera vez por A. Tondl, a través de métodos asintéticos, perturbacio-
nes y promediacion, A. Tondl mostré que cerca de las frecuencias

O —

0=—2 (5.1)
n

paran =1,2,3,..., es posible suprimir o atenuar las vibraciones [10]. Dicho de otro modo, se da
un uso positivo a la excitacion paramétrica, de forma mds general podemos decir, que al introducir
excitacion paramétrica en algin elemento que pueda almacenar energia en un sistema de al menos
dos grados libertad es posible encontrar algunos pardmetros y frecuencias, llamadas frecuencias
de anti-resonancia (5.1), donde el amortiguamiento existente se incrementa, en otras palabras, el
efecto de la excitacion paramétrica es amplificar la disipacion que existe en el sistema sin excitacion
[10, 65]

Afios mas tarde F. Donhal desarroll6 un método para la atenuacion o eliminacién de vibracio-
nes en un sistema mecanico [16], mediante la construccidén de un resorte con elasticidad variable
periddicamente con respecto al tiempo, es decir, la excitacién paramétrica es introducida en al-
gun resorte del sistema [66, 67, 68, 69]. Por supuesto que la primera pregunta que surge, €s, si es
posible construir este actuador, un resorte con elasticidad variable, la respuesta es si. La primera
propuesta esta reportada en [70], el efecto piezoeléctrico de ciertos materiales pueden inducir pa-
rdmetros que cambien periddicamente [71], por lo tanto no es despreciable considerar construir un

67
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actuador con este material. Mds recientemente se construyd un actuador con estas caracteristicas
[72, 73], ademads, en principio hay sistemas donde se puede variar la masa de forma periddica [65].
Por lo tanto, es posible construir un actuador con estas caracteristicas.

Los resultados obtenidos en [66, 67, 68, 69] fueron obtenidos a través de la promediacion y
perturbaciones, por lo tanto solo son vélidos para pardmetros pequeiios, a diferencia de los trabajos
anteriores, en este capitulo a través la teoria de Floquet y usando las propiedades p-Simplécticas
de la matriz de monodromia, mostramos un método para atenuar vibraciones, estos resultados son
validos para pardmetros pequefios o grandes. Por supuesto para usar la Teoria de Floquet es nece-
sario conocer la solucién del sistema, que siempre lo podemos hacer por métodos numéricos, por
lo que el método presentado podemos decir que es un método semi-analitico.

5.1. Introduccion

Figura 5.1: Sistema Mecénico

En un sistema mecanico modelado por:
Mi+Dx+Kx=0 (5.2)

sus respuestas son siempre asintéticamente estable si D > 0, ver Fig. 5.1, por otro lado si podemos
implementar un actuador tal que:

Mi+Di+K(t)x=0

conK(t) =K (t+Q) estoes:
ki(t) = ki, +ki,p(t)

conkj, >0, |k;,| > |k;,| parai=1,2,3.donde p (t) = p(t+ ) [73, 71, 72]. Por ejemplo, si m; = 0.5,
my =1,k =2,k =0.1, k3(t) = 2+cos(t), es decir k3, =2y k3, = 1, entonces (5.2) se puede
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escribir como una ecuacion vectorial de Hill amortiguada:

k_l _k 0
¥+Di+ o | ™ kagrhs h ﬁ cos(t) |x=0 (5.3)
—-2 0 ks,
mo mo
~ ~— ~—_———
A B
1 —=0.1 .01
|3 0 _ |00 _ 001 0 (5.4)
—0.05 1.05 0 1 0 0.05

por supuesto si B = 0 la ecuacién (5.3) describe el sistema lineal invariante en el tiempo (5.2).
Calculando el diagrama de estabilidad para la ecuacion (5.3) con (5.4) se puede observar en la
Fig. 5.2 a). Aqui debemos hacer una mencién importante ;para qué agregar a un sistema lineal
invariante en el tiempo asintéticamente estable pardmetros que pueden causar inestabilidad?

Observacion 5.1. Al agregar excitacion paramétrica a (5.2) introducimos puntos de operacion
inestables (o, o), pero atenuamos la respuesta para algunos (¢, 1) sin medir el estado lo cual
siempre es costoso, es decir tenemos un control en lazo abierto.

Si se realiza una simulacién en el punto (o, By) = (2,3) con condiciones iniciales x (0) =

T
[1 O} podemos observar en la figura Fig. 5.2 b) como la respuesta del sistema con excitacién
paramétrica (5.3) esta mds atenuada que el sistema sin excitacion (5.2). Para mostrar cunto se
atenua la sefial podemos suponer que la respuesta en general es quasi-periddica de la forma

x(t) =Ae M sin(wt + @1 ) + Be T sin(wat + ¢)|
si consideramos el término mds . "ergético"[74], es decir, el correspondiente
méx {|A[, B}
entonces la respuesta serd de la forma:
x(t) = e Msin(wr + ¢) (5.5)
de la simulacion Fig. 5.2 b) podemos estimar mediante una regresion lineal:
i(t)=eT

el factor de atenuacion 1, es decir solo estimamos a la parte envolvente de las respuesta (5.5), en

tal caso
n =0.0058 con resonancia

n =0.0048 sin resonancia
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por lo tanto es posible aumentar el factor de atenuacion en un 18 % gracias a la excitacion pa-
ramétrica, como se observa en al Fig. 5.2 ¢). Entonces, nuestro objetivo es encontrar todos los
parametros (0, By) donde la respuesta del sistema sea atenuada con excitaciéon paramétrica.
Proponemos dos soluciones al problema de estimar pardmetros (g, By) donde podemos atenuar
la respuesta del sistema, la primera es mediante el computo de los exponentes de Lyapunov y la
segunda es ubicando la posicion multiplicadores caracteristicos dentro del circulo unitario, para
facilitar este ultimo cédlculo usamos la simetria de los multiplicadores caracteristicos de la matriz
de monodromia por lo que es necesario poder escribir el sistema como un sistema y-Hamiltoniano.

5.2. Transformaciones de Sistemas y-Hamiltonianos
Recordando, un sistema lineal, es y-Hamiltoniano periddico si lo podemos escribir como:
x=J[H(t)+y]]|x (5.6)

conx ER™ H(t)=H(t+Q),H (t)=H(t).

5.2.1. Sistema 1

Sea
Mj+Dy+K(t)y=0 (5.7)

y € R", M\D.K € R™", con M = M" > 0 una matriz constante y diagonal M =
diag{mi,my,...my}, D = diag{dy,d,,...} y K(t) = K' (t), en ese caso (5.7) siempre se puede
escribir como un sistema y-Hamiltoniano periddico (5.6). Haciendo el cambio de variable

Xp=y = X1 =y
=My — Xp=Mj=—-Dy—K(t)y
podemos reescribir (5.7), como un sistema de primer orden:

Lo )

0 M1
—K(t) —DM™!

0 M!
—K(t) —DM™!

N

y factorizando:
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(a) Diagrama de Estabilidad

250

1 1
i —Sin Resonancia |
' ——Con Resonancia
0.6 [ —
0.4 1 —
0.2 H
X
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02
04 “1 —
06 —
08 —
4 \ | | |
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(b) Seiiales de Respuesta
;
09— —
osl ——Sin Resonancia r=0.0048 i
——Con Resonancia 5 = 0.0058
07 —
X1 06 —

03

02 | |
0 50 100 t 150 200

(c) Senal envolvente

Figura 5.2: Simulacién de la ecuacién (5.3)(5.4) conax =2y 3 =3

250
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dado que D y M son diagonales A = DM~! = diag{8,,5,,...,5,} es diagonal, donde §; = %, en

tal caso
X1 K(t) 0 X1
=J +vJ
[Xz] 0o M} ¥ X2
—_—
H(t)
con

| L
=Lk
finalmente dado que M = MT y K () = K (t) entonces H (t) = H' (t), por lo tanto, el sistema (5.7)
es posible escribirlo como un sistema y-Hamiltoniano periddico (5.6).

5.2.2. Sistema 2

Sea
d

dy
— |M(t)—| +2Dy+K(t)y=0 5.8
dt{()dt]+ y+K(t)y (5.8)
con y(t) € R", M(t) = MT () > 0 € R™", matrix diagonal M (t) = {m (t),ma (¢t),...m,(t)},
K(t) =KT(t) e R™", si
D = D5+ D" = Diag(d,,...d,) + D"
cond; >0y donde
T
(DA) —_p
en ese caso particular (5.8) siempre se puede escribir como un sistema y-Hamiltoniano periédico
(5.6), ademas notamos que la parte anti-simétrica D no contribuye a la disipacién del sistema,
tinicamente la parte simétrica D® contribuye a disipar energfa en el sistema. Haciendo el cambio de
variable

x| =y — x=M"'()x,—M'(t)(D*+D%)x
xo=M(@{t)y+ (DA+D%)y — ir=L[M(t)y]+ (D*+D5)y

x2:%[M(I)y]+ (DA +D5)y': - (DA -I-DS>)>—K(t)y

podemos reescribir (5.8), como un sistema de primer orden:

ol | —M~L(1) (DA + D5) M) y
o - (DA—i-DS (1) (DA+D5) (DA+DS)M~\(1)| |M(t)y+ (D*+D5)y

_ 1) )(DA+DS) M7 (r) ] H

(DA—i-D) (t) (D*+D%) —(D*4+D M '(1)]| |x
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X1
X2

D’M~'(t) D’M~'(t)DS
0 M~'(t)D’

y factorizando:
q| _ o ([KO = (04D M7 o) (DA +D%) (DA D5 M)
) —M~Y(t) (DA +D%) M~1(1)

_ :K(t)—DAM*I(t)DA DAM~(1)
~M~1(¢r)D? M~(r)

0 1 X1
-1, 0O B%)

dado que D% y M son diagonales entonces DM ~!, DSM~1 (t) DS, M~ (t) DS son diagonales tam-
bién. En este caso es posible escribirlo como un sistema y-Hamiltoniano siempre y cuando se haga

una aproximacion, un promedio de las matrices DSM~!, DSM~! (1) DS, M1 (1) DS, diagonales.

X2

finalmente dado que M = M7 , K(t) =K' (1) y (DA)T = —D?, entonces H (t) = H (¢), por lo
tanto, el sistema (5.8) es posible escribirlo como un sistema y-Hamiltoniano periddico (5.6).

K(it)-D*M~'(t)D* DM~ (1)
~M~(+)DA M~(1)

. J
g

H(1)

Observacion 5.2. Importante notar que la suposicién de DS diagonal es atin muy restrictiva y por
supuesto la aproximacion de y también es un condicion restrictiva, por lo tanto seria deseable es
encontrar alguna transformaciéon como lo indica la siguiente seccion.

5.2.3. Sistema 3

5.2.3.1. Diagonalizacion simultanea

Teorema 5.1. Sea M = M” > 0y D = DT matrices constantes M, D € R"™", entonces existe una

transformacion T tal que:
TTMT =1,
TT'DT = D = Diag{d,,d,,...,d,}
o (M~'D) ={dy,d>,...d,}
Un esbozo de prueba es construyendo la transformacion, escribiendo

Dv = AMv (5.9)

|
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con v € R", entonces decimos que A y v son un valor y vector caracteristico respectivamente de
la ecuacién (5.9). Por otro lado dado que M > 0 — M~! > 0 por lo tanto, siempre existe la
descomposicién de Cholesky

M '=LLT =070

donde L es una matriz triangular inferior, siendo asi
M— Qfl QfT

por otro lado si premultiplicamos (5.9) por O

QODv = AQMv
si
AT
v=0"w (5.10)
entonces
ODQ"w=20MQ"w=20(Q'0°T)Q"w=Aw (5.11)
si normalizamos a v
viMy =1 (5.12)
en tal caso
vIiMy = (QTW)TMQTW = WTQMQTW =wiw=1
de (5.11)

(ODQ"T —AI)w=0 (5.13)
por lo tanto, calculando los vectores caracteristicos w; y normalizando, es decir, w; = Hx_ll\ y susti-
tuyendo en (5.10) v; = QTw;, si

T = [vl V) oo vn}
se puede reescribir la ecuacién Dv; = A;Mv;, para i = {1,...,n}, como
DT =MTD

premultiplicando por 77
TDT = T'MTD
y dado (5.12)

por lo tanto

con D matriz diagonal.
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5.2.3.2. Sistema 3
Sea
Mj+Dy+K(t)y=0 (5.14)

cony(t) ER", K(t) =K' (t) eR”*, M =M" >0y D =D" y 6(D) € R, matrices constantes M,
D € R™". Aplicando la transformacion anterior M y D:

T"TmMT = 1,

T'DT = D
si

y=Tx

entonces
TTMTi+T'DTx+T K (1) Tx=0

¥+Di+TTK(1)Tx=0 (5.15)
haciendo el cambio de variable

Xp=x — X] =X

Xo=X — Xp=i=-Di—TTK(t)Tx

podemos reescribir (5.15), como un sistema de primer orden:

X1 _ 0nxn I, X1
% ~TTK()T —D]| |x
y factorizando:
i _, TTK()T Opxn D o|| 0 I|)|x
Xo 0,xn I, 0 0||-1, O X2
dado que D = Diag{d;,d>,...,d,} es diagonal, en tal caso
@ _; TTK()T Opxn oy X
X2 Onxn I, X2
H(1)

con
1

1
P M

i=1

~

finalmente dado que (77K (t) T)T =TTK(t)T, entonces H (t) = H' (t), por lo tanto, el sistema
(5.15) es posible escribirlo como un sistema y-Hamiltoniano periédico (5.6).
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5.3. Atenuacion de Vibraciones

Para explicar como contribuye la sefial de excitacion paramétrica a la atenuacion de las vibra-
ciones, necesitamos recordar que la respuesta de un sistema peridédico

F=A(f)x (5.16)
A(t) = A (1 + Q) se puede escribir como:
x(t) = ®(1,0)M*x, (5.17)
cont =kQ+71,keNy1e[0,Q)donde
M = R

es la matriz de monodromia', de la ecuacién (5.17) notamos que la respuesta de (5.16) es similar a
la de un sistema discreto invariante en el tiempo.

Observacion 5.3. El efecto de la excitacion paramétrica se puede observar al ver la posicién de los
multiplicadores caracteristicos dentro del circulo unitario. Entonces para un sistema asintéticamen-
te estable, los multiplicadores estdan dentro del circulo unitario, digamos estdn sobre o cercanos a
un circulo de radio ry, tal que ry < 1y la excitacion paramétrica deberia mover a los multiplicadores
caracteristicos a un circulo de menor radio es decir r. < ;.

Este efecto lo podemos ver en el siguiente ejemplo.

5.3.1. Modulacion

Sea el sistema mostrado en la Fig. 5.1:
Mi+Dx+Kx=0 (5.18)

con D = diag{0.5,0.5}, (que satisface las condiciones de los sistemas 1-3 descritos en la seccién
5), entonces, sus respuestas son siempre asintéticamente estable, insertando la sefial de excitacion
paramétrica en k3:

k3(t) = k3, + k3, cos(t),con k3, >0,

k3a’>|k3b{

por lo tanto (5.18) con la sefial de control en lazo abierto se escribe como:

¥+Dx+(xA+BBp(t)x=0 (5.19)

I'Nota: No confundir con la matriz M del modelado mecdnico de la seccién anterior
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—Circulo unitario
—Circulo de radio r
X Multiplicadores caracteristicos

0 01 02 03 04 05 06 07 08 DBa 1 11 12 13 14 15 16 17 13 19

(a) Diagrama de Estabilidad (b) Multiplicadores con p(t) = cos
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Figura 5.3: Diagrama de Estabilidad de (5.19) y Posicién de los Multiplicadores para con & = 1.5
yB =35
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simy=1,my=0.5,d; =0.05,d, =0.025, k;y =3, k3 =2,k =1, t) = cos(t), en ese caso
1 2 1 , a2 1a 34 2b YP() ()

. 1 =01
0.05 O A= 3 0 B— 00 (5.20)
0 0.05 —-02 42 0 2

haciendo el andlisis de estabilidad para (5.19) con (5.20) obtendremos el diagrama mostrado en la

D=

Fig. 5.3 a). Tomando algin par de pardmetros (a, ) = (1.5,3.5), y realizando una simulacion de
sus respuestas para el estado x1, podemos observar en la Fig. 5.4 a) que la respuesta del sistema con
excitacion paramétrica (5.19) decae mas rdpido que el sistema sin excitacion paramétrica (5.18).
De simple vista podemos ver en este ejemplo que la respuesta del sistema no la podemos suponer
como la respuesta de un sistema de segundo orden como (5.5), observamos que la respuesta del sis-
tema excitado (5.19) con (5.20) presenta beating, esto es como si se tratara de una sefial modulada.
Podemos suponer que si desactivamos el efecto de la excitacion paramétrica cuando la sefial envol-
vente aumenta entonces se mejora la atenuacion. Por ejemplo si cambiamos las sefial de excitacion

p(t) = % [sign (cos (2772)) + 1} cos () (5.21)

dicho de otra forma, una sefial de excitacion modulada? por una funcién

r(t) = % [sign (cos <27”r)) + 1}
r(t) = % :sign (Cos (27”;)) 4 1: —1

el sistema es periddico y cuando

1] 2 1
r(t) = 5 sign (cos (%rt)) +1|=0

se puede ver como sistema invariante en el tiempo, ver Fig. 5.4 b).

por

cuando

El efecto de modular la sefial de excitacion se puede observar si calculamos los multiplicadores
caracteristicos del sistema periédico (5.19) con la sefial de excitacién p(z) = cos(z) y los valores
multiplicadores con la sefial de excitacion p(t) = % [sign (cos (2£t)) + 1] cos (t), en la Fig. 5.3 a)
b) se puede ver que los multiplicadores se encuentran sobre un circulo de radio r y después de apli-
car la sefial modulada este circulo se contrae como se observa en la Fig. 5.3 ¢). Si asumimos que
el comportamiento de un sistema periddico es similar al de un sistema linear invariante discreto,
entonces, es claro ver que debido a que los multiplicadores con la sefial de excitacién es més ate-
nuada. Realizando una simulacién con p(t) =  [sign (cos (2£t)) 4 1] cos (t) en la ecuacién (5.19)
con T = 240 obtenemos una mejor atenuacion como se puede ver en la Fig. 5.4 b).

%Es importante notar que ahora la sefial de excitacién ya no es 27 periédica ahora es T periédica
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(b) Sefiales de Respuesta y de Excitacién con p(t) = % (sign (cos (2£¢)) 4 1) cos (t) con T = 240

Figura 5.4: Senales de Respuesta para (5.19) cona = 1.5y 8 =3.5
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5.3.2. Reduccion de orden

X o (R) con excitacion ' X 251 I : —
LI X o (A) sin excitacion | of X ¢ (R) con excitacion
x 15t X o (A) sin excitacion
i b 1
§ 0.5 4
Eot § y Eof X % -
At | 05 i
X 1
2r 7 15
x -2
7;53DDD3 -5 D‘DDS -5. DIDDZ -5. DIDDZ -5 D‘DD'I -5. DIDD‘I fiﬁ -4 9'999 -4.9999 25 X L i L 1 1

Re %1073 -0.026 -0.024 -0.022 Re -0.02 -0.018 -0.016 -0.014
(a) b)

Figura 5.5: Valores caracteristicos con y sin excitacion paramétrica

Un problema a resolver es ;cémo saber el factor de atenuacién de forma analitica? o ;como
saber cudnto podemos atenuar la respuesta del sistema? Gracias a la factorizacion de Lyapunov-
Floquet, el sistema (5.16), se puede transformar en un sistema invariante en el tiempo

=Rz (5.22)

recordando R proviene de la definicién de la matriz de monodromia M = R, Si construimos M
con métodos numéricos podemos conocer el espectro de o (R) = {p1,...pn}

pi= g In()

donde 4; € 6(M).
Por otro lado sabemos que Mx + Dx + Kx = 0 se puede escribir como

y=Ay (5.23)

O2x2 hx2
—-K —-D
Entonces vale la pena comparar los valores caracteristicos de A y R es decir el sistema con

conA e R4 A=

excitacion paramétrica y sin excitacion. Tanto (5.22) como (5.23) son sistemas lineales invariantes
en el tiempo. Haciendo la suposicion de que el factor de atenuacion 1 es la parte real de cada valor
caracteristico como si tratase de un sistema de segundo orden, entonces podemos tener un criterio
de comparacidn entre el sistema con y sin excitacién paramétrica.
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Para el ejemplo mostrado en la introduccién de este capitulo calculamos ¢ (A) y 0(R), en
la Fig. 5.5 a) podemos observar que el sistema con excitacion paramétrica (5.22) cuenta con mds
amortiguamiento que sin excitacion (5.23), pues los valores caracteristicos de R estdn a la izquierda
de los de A. Con esto podemos concluir que el factor de atenuacién es aumentado pero ;cémo
podemos estimar el 1 ? lo que proponemos es tratar de realizar una reduccién de orden de un
sistema de cuarto orden a un sistema de segundo orden.

Existen diversos métodos para reducir el orden de los sistemas, [75, 76], por ahora solo busca-
mos reducir de un sistema de orden 4 a uno de orden 2, en particular nos interesan los dos valores
caracteristicos que aporten mas amortiguamiento al sistema. Lo que proponemos es seleccionar el
par de valores caracterismos mas energéticos (polos) o los que aportan mds energia a la respuesta
del sistema, [77].

Sea

(5)

S

_Q

h(s) =

(5.24)

~—

S

una funcién de transferencia estable, donde ¢ (s), p(s) son polinomios de grado m,n respectiva-

=

mente sabemos

ht)=2""{h(s)} = 2—;] / cj;wh(s)e‘“ds (5.25)

dado que A(s) es estable se cumple que ¢ = 0. Por otro lado la energia asociada al sistema estd dada
por

E= /Ooohz(t)dt

sustituyendo en (5.25)

E — /Omh(t){l 0 h(s)e“ds} d

21 J-jo
! /jw h( )/mh(t) dtd
= — S e S
21j —jo 0
pero
h(—s) = / h(t)e'dr
0
entonces .
Ee_ / " h(s)h(=s)d (5.26)
= — S —5)as .
27[_] —jo

aplicando el teorema de Cauchy:

E— % (2mj Y. Fes{h(s)h(—s)})

E= Z%es {h(s)h(—s)} (5.27)
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luego

- st
(s+zn)(S+2z0-1) - (s+20) - (s—20) (s—20—1) ... (s—20)
(s+pn)(S+pu-1)--(s+po) ... (s—pn) (s+ pu-1)...(§— po)

por lo tanto existen 2n polos simples o complejos, expandiendo en fracciones parciales

A, Ag By _Bo
) = ) T or T e T )

por supuesto los coeficientes A, B, coinciden con el residuo ® de cada polo en (5.27)
E=Y Ai+) B, (5.28)

entonces sabemos con cuanta energia contribuye cada polo al sistema (por supuesto los polos esta-
bles) entonces seleccionamos los polos con mds energia y reescribimos el sistema reducido como

donde r es el orden del sistema reducido. Resumiendo el método, primero calculamos el producto
h(s)h(—s), posteriormente calculamos sus residuos para todos los polos estables, y seleccionamos
los r polos que proporcionan mds energia al sistema, es decir seleccionamos los polos que tengan
el residuo més grande.

Para nuestro caso r = 2, si calculamos los valores de caracteristicos de R y A para el (5.19) y
(5.20) podemos observar en la Fig. 5.5 b) el par de valores caracteristicos con mas energia estan
encerrados, y nuevamente los polos mas energéticos de R aparecen a la izquierda de los polos
mds energéticos de A. Para este ejemplo el amortiguamiento sin excitacién es 1) = 0.025 y para el
sistema con excitacién paramétrica 11 = 0.0306 (con p (¢) = cos (¢)) por lo tanto atenuamos la sefial
enun22% .

5.3.3. Exponentes de Lyapunov

Definicién 5.1. Sea la funcién f(¢) definida en un intervalo [fp,o) entonces el exponente de Lya-
punov 6 se define como:

5~ tin { 1n(r0) |

f—o0

3Recordando la definicién del residuo Ze(h(s)h(—s), p;) = lim,_p, 1 kak {(s + pi)* h(s)h(—s)| donde k es el or-

den del polo
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0 ™ | | | | | | | |
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o max damping

(a) Para el sistema (5.18)(5.19) con p(t) = cos(t) (b) Para el sistema (5.31)(5.32) con p(t) = sign(sin(t))

Figura 5.6: Diagrama de Estabilidad y Zonas de atenuacion

0 determina el crecimiento (o decrecimiento) de la funcién | f(¢)| con respecto a una funcién expo-
nencial €% [35].

Por supuesto es nuestro interés conocer 6 con el objetivo de medir la atenuacion de la respuestas
de un sistema con excitacion paramétrica. En distintos textos se analizan a detalle los exponentes
de Lyapunov, para nuestro estudio solo nos interesan dos casos particulares que se enuncian en los
siguientes lemas [32].

Lema 5.1. Sea x = Ax con A € R"™" entonces, sus exponentes de Lyapunov §; son la parte real de

los valores caracteristicos de A

Lema 5.2. Sea x = A (t)x con A(t) = A(t + Q) entonces, sus exponentes de Lyapunov §; son la
parte real de los exponentes caracteristicos p;.

0; = Re(p;).

Observacion 5.4. Definiendo
1 = max () (5.29)
1 = max (&)

es decir 1 es el méximo exponente de Lyapunov en un sistema lineal invariante en el tiempo y 1] el
exponente de un sistema periddico, podemos plantear un criterio para saber cudndo (5.18) se atenta
con excitacion paramétrica si:

n>n (5.30)
el sistema (5.18) puede ser atenuado con excitacién paramétrica.

Para el (5.19)(5.20) con p(¢) = cos(z) calculamos todos los puntos donde se cumpla la con-
dicién (5.30) y obtenemos el siguiente diagrama Fig. 5.6 a) pardmetros donde la respuesta de
(5.19)(5.20) puede ser atenuada con excitacion paramétrica.
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5.3.3.1. Atenuacion con la ecuacion de Meissner

Como hemos mencionado la desventaja de usar la teoria de Floquet es que es se requiere usar
métodos numéricos, sin embargo hemos podido resolver la ecuacién de Meissner con dos grados
de libertad [20]. Si la senal de excitacién es p(f) = sign(sin(z)) entonces, el sistema (5.19) se
transforma en:

Mi+ Dx+ (A + BBsign(cos(t)))x =0 (5.31)

proponiendo algunos valores de M, D, Ay B

|1 o _ [o.01 0]

0 1 0 0.01

3.1 0.1 01 (532)
A=|"" 7| B=

—0.1 2.1] 1 0]

calculamos las condiciones de estabilidad y las zonas de atenuacién (n > 1)), en Fig. 5.6 b) se
muestra en azul las zonas inestables del sistema, las zonas rojas es el lugar donde se alcanza la
méxima atenuacion, y los otros colores son estables pero la sefial no se atenua.

5.3.4. Lugar de los multiplicadores caracteristicos

5.3.4.1. Primera Region

Ahora tomamos como pardmetros a la frecuencia de la sefial de excitacién* (@, B) entonces:

1 0 005 0 31 —0.1 00
¢ : o) |x=0 5.33
[0 0.5]”[ 0 o.os]” [—0.1 1.1]+B[0 1] cos (1) | x (5.33)

—_—
Ko

y usando la factorizacién de Floquet podemos reescribir (5.33) como:
=Rz
para el sistema anterior ahora buscaremos la mejor posicion de los multiplicadores caracteristicos

en el circulo de radio r = /i ,notemos que (5.33) es un sistema y-Hamiltoniano con y = 0.025,
por lo tanto la matriz de monodromia es p-Simpléctica ademds y la matriz R es y-Hamiltoniana.
Por lo tanto la simetria descrita en el capitulo anterior es valida para (5.33),esto es, los exponentes

“Recordemos que es equivalente analizar al sistema con los parametros (@, 8) que con los parametros (¢, ). Como
se explica en el capitulo 1.
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caracteristicos son simétricos con respecto al eje real y la linea vertical ¥, por lo tanto es necesario
que la atenuacién suceda cuando los exponentes estén sobre la linea ¥ lo que corresponde a que
los multiplicadores estén sobre el circulo de radio r, por lo tanto los exponentes se mueven a lo
largo de la linea 7, por lo tanto debemos encontrar la posicién donde los exponentes estén cerca
del eje real lo que es equivalente a que los multiplicadores se encuentren en la regiéon 6; < 6 < 6,
como lo muestra la Fig. 5.7 b). Por lo tanto podemos buscar numéricamente todos los pardmetros
que cumplan con esta condicién como se muestra en la Fig. 5.7 a), las regiones en color rojo
corresponde a los pardmetros donde se puede atenuar el sistema. En la Fig. 5.7 c¢) se muestra una
simulacién para un punto dentro de la zona de atenuacién, y mostramos los multiplicadores y
exponentes caracteristicos para (®, ) = (0.3095,0.705).

5.3.4.2. Segunda Region

Nuevamente suponiendo que las respuestas de un sistema periddico son similares a la de un
sistema discreto entonces podemos hallar las curvas de amortiguamiento dentro del circulo unitario,
similar a las curvas de amortiguamiento de unos sistemas de segundo orden, ver Fig. 5.8 b). Esto es,
si algtin las rafces estan dadas por s = —@,{ £ iw,\/1 — {2 sabemos que el factor de atenuacion
estd dado por 6 = @, y en un sistema discreto

z1p = €12

entonces en la Fig. 5.8 a) se pueden ver las curvas de amortiguamiento para un sistema de segundo
orden. En la Fig. 5.8 ¢) se muestran las curvas de amortiguamiento para un sistema de cuarto orden

con S = —(Dnlclzi:i(x)nﬁ/l—CIZYSM: —wnzgziiwnﬂ/l—cj%y

2 = £t125238
y calculando la frecuencias el sistema sin excitacién esto es 6 (K, ) = {wlz, a)zz} esta curva se puede
ver en color rojo en la Fig. 5.8 ¢). Por lo tanto debemos buscar los parametros (®, ) que hagan que
los multiplicadores esten en la region mostrada en la Fig. 5.8 d) que corresponde con el maximo
amorguamiento posible para el sistema (5.33). En la Fig. 5.8 a) se pueden ver las zonas de mdxima
atenuacion y una simulacién para los pardmetros (o, ) = (0.35,0.5).
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Conclusiones y Trabajo Futuro

Se definié una clase particular de sistemas Hamiltonianos con disipacion, a la cual llama-
mos Y-Hamiltoniano, para describir su comportamiento definimos las matrices p-Simplécticas y
Y-Hamiltonianas, de las cuales se puede concluir:

= Las matrices pu-Simplécticas y y-Hamiltonianas presentan simetria similar a las matrices
Simplécticas y Hamiltonianas respectivamente.

= [a matriz de transicién de estados de un sistema y-Hamiltoniano es p-Simpléctica.

Este andlisis se utilizé para el estudio sistemas y-Hamiltonianos periddicos en particular de la
ecuacion vectorial de Hill amortiguada con lo que se obtuvieron nuevas condiciones de estabili-
dad para un sistema con dos grados de libertad. Con lo que podemos conlcuir:

= Los multiplicadores caracteristicos son simétricos con respecto al circulo de radio r = /.
= Los exponentes caracteristicos son simétricos con la linea vertical 7.

= Las condiciones de estabilidad para la ecuacién vectorial de Hill con dos grados de liber-
tad, son tres desigualdades que dependen de los coeficientes del polinomio caracteristico de
la matriz de monodromia, por lo tanto, no es necesario el computo de los multiplicadores
caracteristicos.

= Se presentd un método para a obtener los diagramas de estabilidad (Fig. 4.5) que relacionan
cada lengua de Arnold con la posicién de sus multiplicadores en relacién con el circulo
unitario y el circulo de radio r

Con las nuevas condiciones de estabilidad se desarrollé un algoritmo para el computo de las
lenguas de Arnold para la ecuacion de Hill amortiguada con dos grados de libertad. Finalmente
como resultado del andlisis tedrico anterior se presenté un método para la atenuacién de vibraciones
con resonancia paramétrica.

88



6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 89

6.1. Trabajo futuro

6.1.1. Generalizacion para tres o mas grados de libertad

Para continuar con esta linea de investigacion el paso inmediato es encontrar las condiciones de
estabilidad para un sistema y- Hamiltoniano periédico con tres o més grados de libertad usando las
propiedades de simetria en la matriz de monodromia, que es (-Simpléctica.

6.1.1.1. Aplicacion

Con esta generalizacion seria posible desarrollar un método para la atenuacion de vibraciones
para un sistema con tres o mds grados de libertad. Quizds a largo plazo sea posible construir un
actuador que se coloque en algun edificio y se puedan atenuar las vibraciones durante algin sismo
en control en lazo abierto.

6.1.2. Optimizacion de la atenuacion

Sobre la atenuacion de vibraciones una gran aportacion seria encontrar parametros (o, ) donde
sea atenuado el sistema mecdnico tal que el cambio en la elasticidad en actuador variante en el
tiempo sea minima, es decir, si la elasticidad de actuador estd dada por

ki(r) =k, +k,p (1)

entonces se buscaria optimizar la atenuacién en el sentido de encontrar la sefial de excitacion de am-
plitud minima, esto es, los pardmetros (a, ) donde se atenué las respuestas del sistema mecdnico
tal que

k, >>k,

6.1.3. Relaciones entre la energia de la seial de excitacion y la disipacion del
sistema

La energia de la sefial de excitacion estd dada por

E:/Otpz(t)dt

con p (t+ Q) = p(t) periddica, parar > 0. Basados en el hecho que de la seccién 5.3.1. Modulacion,
notamos que tenemos un mejor desempefio para la atenuacién con la sefial

pt) = % [sign (cos (2772)) + 1} cos (1)
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sin embargo, la energia de p(¢) es menor a la de p (¢) en el intervalo [0, 7]. Por lo tanto un estudié de
la energia en la sefial de excitacion con la energia disipada del sistema podria dar nueva condiciones
0 mejoras para la atenuacion.
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