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Resumen

En la primera parte de la tesis obtenemos el campo de géneros extendido de un campo global.
Primero describimos, via la teoria de campos de clases, el campo de géneros extendido de un
campo numérico arbitrario. Segundo, definimos el campo de géneros extendido de un campo de
funciones global y obtenemos, también a través de la teoria de campos de clases, la descripcion
del campo de géneros extendido de un campo de funciones global arbitrario. En la dltima parte de
la tesis consideramos extensiones abelianas imaginarias de un campo de funciones racionales con

numero de clases de ideales igual a uno.
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Abstract

In the first part of the thesis we obtain the extended genus field of a global field. First we
describe, via class field theory, the extended genus field of an arbitrary number field. Second, we
define the extended genus field of a global function field and we obtain, also via class field theory,
the description of the extended genus field of an arbitrary global function field. In the last part of
the thesis we consider imaginary abelian function field extensions of a rational function field with

ideal class number equal to one.
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Introduccion

El estudio de campos de géneros extendidos se remonta a C.F. Gauss [15], quien introdujo
el concepto de género en el contexto de formas cuadréticas. Durante la primera mitad del siglo
pasado, el concepto fue importado a campos de numeros cuadriticos. H. Hasse [16] estudi6 la
teoria de géneros de los campos numéricos cuadriticos. Por medio de la teoria de campos de
clases, H. W. Leopoldt [27] generaliz6 el trabajo de Hasse introduciendo el concepto de campo
de géneros para una extension abeliana finita del campo de nimeros racionales. Leopoldt estudio
los campos de géneros extendidos usando la aritmética de los campos abelianos por medio de
caracteres de Dirichlet. El primero en introducir el concepto de campo de géneros y de campo
de géneros extendido de una extension finita no abeliana del campo de los nimeros racionales
fue A. Frohlich quien defini6 el concepto de campo de géneros de una extension finita arbitraria
de Q [11, 12]. Para un campo numérico K, €l defini6 el campo de géneros K (con respecto al
campo racional Q) como K, := Kw donde w/Q es la mdxima extensién abeliana tal que Kw/K
es no ramificada en todos los primos. Del mismo modo, el campo de géneros extendido es K+ =
KQ donde Q/Q es la maxima extension abeliana tal que KQ/K es no ramificada en los primos
finitos. Numerosos autores han estudiado campos de géneros y campos de géneros extendidos para

extensiones finitas K/Q sobre Q.

En el caso de los campos numéricos, los conceptos de campo de clases de Hilbert'y de campo de
clases de Hilbert extendido estan definidos sin ninguna ambigiiedad. El campo de clases de Hilbert
Ky y el campo de clases de Hilbert extendido K+ de un campo numérico K/Q se definen como la
méxima extension abeliana no ramificada y como la méxima extension abeliana no ramificada en
los primos finitos de K, respectivamente. De esta manera, los conceptos de campo de géneros y de
campo de géneros extendido se definen dependiendo del concepto de campo de clases de Hilbert
y de campo de clases de Hilbert extendido, respectivamente. Es decir, tenemos K € K; C Ky y
el grupo de Galois Gal(Ky/K) es isomorfo al grupo de clases Clx de K. El campo de géneros K,
corresponde a un subgrupo G de Clg y tenemos Gal(K,/K) = Clx/Gk. El grado [K| : K] se llama

XIIT
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el nimero de géneros de K y Gal(K,/K) se llama el grupo de géneros de K. De manera similar,
K C K+ € Ky+ y K+ corresponde a un subgrupo Gg+ de Gal(Ky+/K) = Clg+/Gk-+.

Para campos de funciones globales, la situacién es diferente debido al hecho de que hay varios
conceptos de campo de clases Hilbert y de campo de clases de Hilbert extendido, dependiendo de
en qué aspecto estd uno interesado. La definicion directa del campo de clases de Hilbert Ky de
un campo de funciones global K sobre F, como la médxima extensién abeliana no ramificada de K
tiene la desventaja de ser grado de grado infinito sobre K debido a las extensiones de constantes.
En las extensiones de constantes, cada primo es eventualmente inerte, entonces, si estamos intere-
sados en una definicién de un campo de clases de Hilbert de grado finito sobre el campo de base,
debemos imponer algunas condiciones sobre las extensiones de constantes. Parece que la primera
que consider6 el campo de géneros extendido en el caso de campos de funciones fue R. Clement
en [8], donde ella estudio el caso de una extension ciclica moderadamente ramificada K/F,(T) de
Kummer de grado primo ¢ diferente de la caracteristica p de F,. Ella desarroll6 la teoria a lo largo
de las lineas del caso estudiado por Hasse en [16]. Después, S. Bae y J.K. Koo [4] generalizaron
los resultados de Clement siguiendo el desarrollo dado por Frohlich. Ellos definieron el campo de
géneros extendido para extensiones de un campo de funciones global arbitrario K definiendo un
andlogo a las extensiones de campos de funciones ciclotomicos de F,(T) dadas por el médulo de
Carlitz.

M. Rosen defini6 en [47] el campo de clases de Hilbert de un campo de funciones global K
como la mdxima extension abeliana no ramificada de K tal que un conjunto finito no vacio fijo de
divisores primos de K se descomponen totalmente. Usando esta definicion de campo de clases de
Hilbert, G. Peng [41] encontr6 el campo de géneros de una extension de Kummer de grado primo
sobre el campo de funciones racionales k = F,(T'). Su método utilizo el andlogo para campos de
funciones del hexdgono exacto de Conner - Hurrelbrink en los campos numéricos. El caso de una
extension salvaje de grado primo fue presentado por S. Hu e Y. Li en [17] donde ellos describieron
explicitamente el campo de géneros de una extension de Artin - Schreier del campo de funciones
racionales. En [35, 30, 32] se desarroll6 una teoria de campos de géneros usando el mismo concepto
de campo de clases de Hilbert. En estos articulos, se usaron las ideas de Leopoldt usando caracteres
de Dirichlet.

En el primer capitulo de esta tesis describimos, utilizando la teoria de campos de clases, el
campo de géneros extendido de un campo numérico. Por el Teorema de Kronecker-Weber, cual-
quier extension abeliana de Q es ciclotomica, es decir, estd contenida en un campo de ndmeros

ciclotomico. En este caso, se encontraron las “p - componentes” explicitamente para p > 3 de-
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pendiendo sélo de su grado sobre Q. El caso p = 2 no depende sélo de su grado sobre Q ya
que, para n > 3, el campo ciclotémico Q ({,») no es ciclico. Damos un criterio para describir la
2-componente de K+. Un resultado similar fue obtenido por M. Bhaskaran en [6] y por X. Zhang
[64]. Finalmente, presentamos algunos resultados sobre el comportamiento del campo de géneros

de una composicion.

Resulta que el mismo enfoque funciona para las extensiones finitas y separables de k = F (7).
En efecto, en el caso del campo numérico, el problema es mds simple porque cualquier extension
abeliana finita de Q es ciclotomica. En el caso de campos de funciones, la mdxima extension
abeliana de k consiste de tres componentes: una ciclotdmica, una de constantes y una, también
ciclotémica, donde el primo infinito es totalmente y salvajemente ramificado y es el Gnico primo
ramificado. En el segundo capitulo de esta tesis nos interesa describir, también utilizando la teoria
de campos de clases, el campo de géneros extendido de una extension separable finita de k. B.
Angles y J.-F. Jaulent en [1] establecieron la teoria general de campos de géneros extendidos de
campos globales, tanto de funciones como numéricos. Nosotros usamos un concepto de campos de
géneros extendido para campos de funciones diferente del definido por Angles y Jaulent. Con este
concepto, cuando describimos las extensiones abelianas finitas Q de k, donde K+ = KQ, podemos
escribir 2 como la composicion de ciertas P-componentes, donde P corre a través de los primos
finitos de k. Consideramos la P-componente Q) como la composicién de E®, la P-componente
de la proyeccion E de Q en un campo de funciones ciclotémico dado por el médulo de Carlitz,
y un campo S que codifica el comportamiento del primo infinito. Mdas precisamente, S codifica
la ramificacion salvaje y la inercia del primo infinito de k. Para este fin necesitamos considerar el

grupo de ideles correspondiente a un campo de funciones ciclotémico arbitrario.

En el tercer capitulo se buscan las extensiones abelianas imaginarias de un campo de funciones
racionales con nimero de clases de ideales igual a uno. El concepto de ndmero de clases de ideales
para campos numéricos también tiene su origen en las Disquisitiones Arithmeticae [15] de Gauss
(1801), quien lo estudié desde el punto de vista de formas cuadraticas. Este concepto tiene un
andlogo para extensiones de campos de funciones K/k, donde k = F,(x) con x trascendente sobre
[F,. Una expresion que relaciona el nimero de clases de ideales con el niimero de clases de divisores
es la férmula de Schmidt hgrg = hgds, donde S es el conjunto de primos de K que estan arriba del
primo infinito p.,, Ag es el nimero de clases de ideales, /g es el numero de clases de divisores, d

es el maximo comiin divisor de los grados de los primos en S y rg es el regulador.

En el caso de una extension cuadrética, R. E. MacRae [28], mostré que bajo isomorfismo hay

cuatro extensiones algebraicas con niimero de clases de divisores uno, género no cero y donde hay
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un primo de grado uno.

J. R. Leitzel, M. Madan y C. Queen [26] obtuvieron que hay siete campos de funciones de
género no cero con nimero de clases de divisores uno, clasificaron los campos de funciones con-
gruentes con nimero de clases de divisores 2 y probaron que hay ocho campos de funciones cua-
driticos imaginarios K para los que la cerradura entera de k[x] en K tiene nimero de clases de

divisores 2.

En 1974 D. R. Hayes construyé la mdxima extension abeliana de k desarrollando una idea
de L. Carlitz para definir campos de funciones ciclotomicos. M. Kida y N. Murabayashi [21]
determinaron los campos de funciones ciclotomicos y los subcampos reales maximales con niimero

de clases de divisores uno.

S. Bae y P.-L. Kang [3] determinaron todos los campos de funciones ciclotomicos con nimero

de clases de divisores relativo igual a uno para ¢ impar.

El problema del nimero de clases de ideales uno para campos de nimeros ciclotémicos fue
resuelto por J. M. Masley y H. L. Montgomery [33] y K. Yamamura [61] determiné todas las
extensiones abelianas imaginarias de campos numéricos con nimero de clases de ideales uno; hay

172 campos de nimeros abelianos imaginarios con nimero de clases uno.

S. Sémirat [53] determind todas las extensiones imaginarias finitas separables K/k cuyo orden
maximo es un dominio de ideales principales en el caso de que K/k sea una extension ciclica de
género no cero y de grado la potencia de un primo. Hay 42 de tales extensiones. En [54] determin6
todos los campos de funciones ciclotémicos con nimero de clases de ideales uno. Aparte de las de
género cero, hay 17 soluciones bajo F,(x)-isomorfismo, 13 de ellas estan definidas sobre F5 y las

4 restantes estan definidas sobre Fj.

D. Le Brigand [25] clasificé todos los campos de funciones algebraicas con nimero de clases
de divisores dos y dio todas las soluciones no cuadraticas. El resultado es que hay ocho campos
de funciones algebraicas no cuadraticos de una variable con nimero de clases de divisores dos.
En [24] ella dio todas las extensiones cuadréticas reales del campo de funciones racionales en
caracteristica dos. También presentd una aproximacién geométrica del algoritmo de expansion de

fracciones continuas para calcular el regulador.

H. Jung y J. Ahn [19] determinaron todas las extensiones abelianas de campos de funciones
racionales que tienen niimero de clases de divisores uno y también todas las extensiones abelianas
imaginarias con nimero de clases de divisores relativo uno. En este articulo se sugiere determinar

todas las extensiones abelianas imaginarias con ndmero de clases de ideales uno.
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A. Picone [42] determind todos los campos de funciones para los que el nimero de clases de
divisores es tres y mostré que bajo isomorfismo hay s6lo 8 de tales campos de funciones. Para g = 2

el problema se resolvid bajo la hipétesis adicional de que el campo de funciones es cuadratico.

M. Bilhan, D. Buyruk y F. Ozbudak [7] dieron la lista completa de todos los campos de funcio-

nes sobre un campo finito con ndmero de clases tres, salvo isomorfismo.

P. Mercuri y C. Stirpe [34] probaron que hay exactamente ocho campos de funciones sobre
campos finitos, salvo isomorfismo, con nimero de clases de divisores uno y género mayor que

CEro.

Una extension abeliana imaginaria se define como una extension finita K/k que estd contenida
en algdn campo de funciones ciclotémico, digamos con conductor N, y tal que si K* = KNk (Ay)*

es su maximo subcampo real maximal, entonces Gal (K/K™) es no trivial.

Teniendo como base el trabajo de Le Brigand se esperaba encontrar una expresion para el
regulador con el fin de encontrar las extensiones abelianas imaginarias con nimero de clases de
ideales hg = 1. Para una extension abeliana imaginaria se tiene que el grado de los primos en S
es 1, luego hgrg = hg. Asi, si el nimero de clases de divisores hk es 1, entonces el nimero de
clases de ideales hg es 1. El reciproco no es cierto, esto es, si hg = 1, entonces no necesariamente
hg = 1. Con la idea de usar hg conocido y aplicar la férmula de Schmidt, usamos [34, 7, 42], pero
al querer usar las férmulas del regulador relativo rg, notamos que €ste puede ser muy grande, pues
por ejemplo para el ciclotémico Fs (A 241), ry = 2'2. Asi que no se pudo encontrar una férmula que
nos diera el valor del regulador. Por ello se decidi6 analizar diferentes tipos de extensiones usando

otros criterios para tratar de encontrar el valor de hg.

Un resultado general que se tiene es que si g > 2, entonces toda extension ciclotomica es una
extension abeliana imaginaria. De [54], tenemos la clasificacion de todas las extensiones cicloto-

micas con hg = 1.

Respecto a las p-extensiones abelianas, se tiene que ninguna es una extension abeliana imagi-
naria. Se obtuvo que si K/k es una extension abeliana imaginaria, su campo de géneros K+ también

lo es.

Con ayuda de los resultados de [41, 30, 31] referentes a cudl es el campo de géneros de una
extension de Kummer, presentamos extensiones de Kummer de grado primo ¢ y grado {". Para
las primeras, por [28, 34] hay s6lo dos extensiones que son abelianas imaginarias. Para el caso
particular de las extensiones cuadraticas, si el género es 1, s6lo hay una extension que es abeliana
imaginaria, y si el género es 0, hay muchas extensiones. Para las extensiones de Kummer de grado

{", la solucién se puede encontrar en [53].
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Finalmente, es importante mencionar que en el estudio de algunos ejemplos concretos, como

el de la Observacion 1.2.11, resultaron de gran ayuda las plataformas SAGE y MAGMA.



Capitulo 1

Campos de géneros de campos numéricos

En este capitulo se estudian grupos prociclicos, conjugaciéon compleja, campos numéricos ci-
clotémicos (para los que se estudian los subcampos de Q ({,«+2) de grado 2"), caracteres de Diri-
chlet, campos locales y teoria de campos de clases local y global (se obtienen los grupos de ideles
correspondientes a Q (£,,) y k (Ay) en los Teoremas 1.1.60 y 1.1.62, respectivamente. Se estudian
diversas relaciones entre los campos de clases de Hilbert y de Hilbert extendido y de campos de
géneros y de géneros extendido. Todo esto con el fin de presentar el campo de géneros extendido

de un campo numérico (Teorema 1.3.2).

1.1. Preliminares

1.1.1. Grupos finitos
Denotaremos por C, al grupo ciclico con n elementos. Observamos C, = Z/nZ.

Lema 1.1.1. Sean G un grupo abeliano finito y Gy, G,, H subgrupos de G con |H| = 2. Entonces
[GiH N G,H : (Gi N Gy)H] | 2.

Demostracion. Observemos primero que (G; N G,)H € G1H N G,H. Tenemos

[G1llH] GolH] |G IIG-IHI*

GyH 0 G, H| = |G\ H||G>H| _ iGinHliGH _ iGinHIGnH |G N G| |GG, N H| ]
! T TG,GH T GGH T GG H T |G, N H||G, N H|
|G1G2NH| |G1NG2| |G1G2NH]|

YI(G1 N G)H| = (20 | yego
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_ . _ IGIHNGyH| _ |G1NG2IG1G2nH|IH| |GiNG2NH| _ |G1G2NH|IG NG NH|
a=[GiHNGH : (G NGy)H] = GING)H| — ~ IGInHIGNHI  IGINGoIHl —  [GinHIIG2NH]

Como |H| = 2, los 6rdenes de los grupos en la expresion anterior son 1 o 2 y puesto que @ € N,

necesariamente « | 2.

Lema 1.1.2. Sea G un grupo ciclico finito.

1. Si H < G, entonces H es ciclico.
2. Para cada divisor t de |G|, existe un tinico subgrupo de orden t.

3. Sean H,, H, subgrupos de G. Entonces H, < H, si y solo si |H| | |H>| siy solo si
[G : H,]|[G : Hl.

4. Sean H,, H, subgrupos de G. Entonces Hy = H, si 'y solo si |H,| = |H,| si y solo si |G : Hy] =
(G : Hi].

Demostracion. Para 1y 2 ver [9, Proposicién 5, (1) y (3), pag. 57].

Sean n = |G|, n; = |H| y np = |H,|. Entonces [G : H,] = % ylG:H]= r’:—l

Tenemos |H;| | |H;| siy s6losing | nysiysolosin, =n;-t,conteNsiysolosi :—2 = ﬁ, con
teNsiysolosi[G: Hy] -t = [G:Hl],conteNsiysélosi[G:H2]|[G:H1].

Por el Teorema de Lagrange H, < H, implica que |H,| | |H;|. Supongamos ahora que G = (o).
Entonces H; = <0'"li>, coni € {1,2}. Tenemos que si |H,| | |H,|, entonces n; | n,, es decir, n, = n; - t,
con t € N. Luego oM = omi € <0£>, lo cual implica que H, € H,. Por lo tanto H, < H, siy solo
si [H, || 1Hal.

El punto 4 se sigue del 2 o del 3. O

Lema 1.1.3. Sean G un grupo ciclico finito y H,, H, subgrupos de G. Entonces
(G:H NHl =mem([G: H{],|G: H)) y |[G: HH;] =mcd([G : H],[G: Hy)).

Demostracion. Seann = |G|y G = (o) = <0'0, o', ... ,0'”“>. Seaa; =min{x|1 < x<n,0* € H}.

Entonces H; = (o) = 300, 0%, . .. ,0'(”%_1)”" ,cona; |ny|H;| = aﬂ y[G: H;] =a;parai € {1,2}.
Sean a = mem[a,a0] y H = (o). Entonces |H| = 2 y [G : H] = a. Como q; | a, por el Lema
1.1.2, H C H;,coni € {1,2}. Luego H € H; N H,. Tenemos H; N H, = <o"’>, donde b es minimo.
Entonces [G : Hy N H;] = b. Como Hy N H, C H;, parai € {1,2}, por el Lema 1.1.2, a; | b. Por lo
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tanto a | b y nuevamente por el Lema 1.1.2, H N H, € H. Concluimos que H = H; N H,, de donde
[G:H NnH;] =a=mem([G : H],[G : H,]). Luego

a _ Gl _ Gl (G| |Hy N Hy

|H\H,|  |H\||H2|/|H N"Hy|  |Hi||Hy| |Gl

C[G:H]IG:H]  [G:H]1[G:Hy] _ _

TG HnH]  mem(G H.G: B~ meddo LG D).

(G : H H,] =

Por induccién obtenemos el siguiente resultado.

Lema 1.1.4. Sean G un grupo ciclico finito y H,, . .., H, subgrupos de G. Entonces

[G:H---H,] =mcd([G: H]).

1<i<n

Lema 1.1.5. Tenemos

Z/(p—1ZXZ|p™'Z sip>?2

7/ p"Z)" =
(ZIp'Z) {Zmmeﬂﬂz sip=2,

donde p es un niimero primo.

Demostracion. Véase [18, Ejercicio 7]. O

1.1.2. Grupos prociclicos

Las siguientes definiciones y propiedades fueron tomadas de [35] y [45].

Definicion 1.1.6. Un grupo profinito es un grupo topolégico G que es Hausdorff y compacto y

tiene una base de vecindades abiertas de la identidad de G que consiste de subgrupos normales.
Ejemplo 1.1.7. Los grupos finitos con la topologia discreta son grupos profinitos.

Definicion 1.1.8.

1. Un conjunto dirigido es un conjunto ordenado / con la propiedad de que para cada i,i" €

existe i € I coni, i’ <i”.

2. Un sistema proyectivo de conjuntos (grupos, anillos, etc.) sobre / es una familia {G;, fi; | i, j €
I,i < j} de conjuntos (grupos, anillos, etc.), G; y mapeos (homomorfismos) f;; : G; — G;

tales que ﬁk = ﬁj o,fjlu coni < ] <k
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3. El limite proyectivo (inverso), G = @Gi del sistema proyectivo {G;, f;; | i, j € 1,1 < j} se
iel

define como el conjunto (grupo, anillo, etc.)

G = {1_[0,- e[ [Gilfiop :o-isiisj}.
i€l iel
Observacién 1.1.9. Si los G; son espacios topoldgicos y los f;; son mapeos continuos, entonces G

es un subespacio cerrado del espacio topolédgico [ G;.
i€l

Proposicion 1.1.10. Si G es un grupo profinito y si N corre sobre todos los subgrupos norma-

les, entonces (topologicamente y algebraicamente) G = lim G/N. Inversamente, si {Gi, fi j} es un
&
N

sistema proyectivo de grupos finitos G;, entonces G = 11’r_n G, es un grupo profinito.

Demostracion. Véase [35]. O

Definicion 1.1.11. Un grupo prociclico es un limite inverso de grupos ciclicos finitos.

Observacion 1.1.12. Equivalentemente, un grupo prociclico es un grupo profinito G que es ge-
nerado topolégicamente por un elemento o € G, es decir, G es la cerradura del subgrupo (o) =
[ Ik ezl.

Ejemplo 1.1.13. Si p es un nimero primo, los anillos Z/p"Z, con n € N, forman un sistema
proyectivo con respecto a las proyecciones canénicas Z/p"Z — Z/p™Z, con n > m. El limite

INVerso
Z, = l(r_nZ/p Z

es el anillo de enteros p-ddicos y es un grupo prociclico.

Dotamos a cada Z/p"Z con la topologia discreta y [[(Z/p"Z) por la topologia producto. Por

n
el Teorema de Tychonoff este producto es compacto; bajo la restriccién Z, es compacto, pues Z,,

es cerrado en [[(Z/p"Z). El homomorfismo de anillos Z — [[(Z/p"Z) que lleva a cada elemento

n n
a su reduccion médulo p"Z nos permite ver a Z, como la cerradura de Z = (1) en el producto

[1(Z/p"2).

Proposicion 1.1.14. Los subgrupos abiertos de un grupo prociclico G son los grupos nG, con
n € N (puede ser que nG = mG para n # m, por ejemplo, nZ, = 7, para (n, p) = 1). De hecho nG

es cerrado de indice finito.
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Demostracion. Véase [35, Ejemplo 4, pag. 6]. O
Proposicion 1.1.15. Sean p un niimero primo y n un niimero natural.

1. El grupo Z,, tiene un tinico subgrupo cerrado H de indice p". Ademads,

H=p'Z,=7,

2. Cada grupo prociclico de orden p" aparece como un cociente de Z, en una forma unica.

3. Z, no puede escribirse como producto directo de subgrupos no triviales.

Demostracion. Véase [45, Proposicion 2.7.1] O

Proposicion 1.1.16. Tenemos

D

7 _ Z/(p—1ZXZ, sip>?2
227 X Zs sip=2.

Demostracion. Usando el Lema 1.1.5, tenemos

2 _ n—1 :
121(2/(19 DZXZ[p"'Z) sip>2

7: =1
1im (Z/2Z x Z./2"Z) sip=2
%

P :El(ZPnZ)*:
- n—1 .
Z{(p = DZXUmZ,/p""Z p>2 |Z/(p-1ZXZ, sip>2

Z/2Z X imZ/2"*Z p=2 |2/2Z2%x2, sip=2

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.1.17. Para p un niimero primo:

1. Z, = C,y XZp, sipesimpar.

2. Z; = Cy X Zy = {1} X Z,.

Lema 1.1.18. Sean p un niimero primo impar, H\ y H, subgrupos cerrados de Z,, con [Z;‘, : Hi] <
o parai = 1,2. Entonces |Z;, : HiH,| = med (|Z; : H,|.|Z; : Hb|).
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Demostracion. Tenemos que Z,, = Cj_1 X Z),, Cp-y = (o), H; = (o) X p"Z,, conn; € NU {0} y
ailp-1.

Sea A = p"'Z, + p™Z, = {p”‘a/l + pPay | ay,a; € Zp}. Observemos que si m = min {n, n,},
entonces p" € A, luego p"Z, C A. Por otro lado, si £ € A, entonces & = p"a; + pa, =
pr(p" "y + p™"ay) € p"Z,. Luego A = p"Z,. Tenemos que [Z;‘, : H,-] = a;p". Entonces por el
Lema 1.1.3, [Z; : H1H2] =mcd (a1, a) p™ = mcd (a1 p™, ap™) = mcd([Z; : Hl] , [Z;‘, : Hz]).

O

Observacion 1.1.19. Como consecuencia del lema, tenemos que para p primo impary n € N, Z;,

tiene un Unico subgrupo cerrado de indice p”.

En el siguiente ejemplo se muestra que para p = 2 no se cumple el lema anterior.

Ejemplo 1.1.20. En G = C; X Z, = Z] tenemos los subgrupos H, = 2Z, y H, = C, X 4Z, tales
que G/H, = Cx4 — C,xC,yG/H, = CoxZy _ Cy, porlo que [G : H] = [G : H,] = 4, pero

27y Cyx4Zy
H\H, = C3 X 2Z, por lo que G/(H Hp) = 252 = Cy, luego [G : HiHy] =2 < 4 = med [G : H,].

Sean € NyseaG :={+1} xZ, = Z]. Consideremos —1 € {1}y 1 € Z,, aqui 1 es generador
topolégico del grupo aditivo Z,, es decir Z, = (I). Sean a = (-1,0) y b = (1,1) € G. Entonces
G = {(a,b). A continuacién estudiamos los subgrupos cerrados de indice 2" de G. Sean A, :=
{£1} X 2"Zy; B, := 2" 'Z, y €, := {+1}2""'Z,. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.21. Con la notacion anterior, los subgrupos cerrados de indice 2" de G son A, =
(a,b”"), B, = <b2"71> y &, = H, donde H = <a . b2”71> es el grupo prociclico con generador

. n-1 . .
topolégico a - b*" . Los grupos cocientes correspondientes son

G _ b _ <3 p2"\ ~

AT Ty <b mod b > = Con.

G _ {£1}XZy _ ~ 2n—l ~

B_n - 2n—122 - <Cl, b mOd b > = C2 X Czn—l.
& =D = (b méd Hy = Cy.

()

Demostracion. Basta verificar que G/&, es ciclico de orden 2". Los demds casos son claros. Sean
ay b las clases de a y b médulo H, respectivamente. @ = a mdd H, b = b méd H. Se tiene
G/E, = <E,Z>. Puesto que ab* ' € H,b* =a'ya' =a,a = b* . Luego G/&, = @ y
asi G/¢&, es ciclico. Notemos que b*" ¢ H pues si b € H, entonces a € H, lo cual no es
posible pues a es de torsién y H no tiene elementos de torsién. Luego p*"' ¢ H. Por otro lado,
p¥ = b B = ¢ 'p¥ = ab?' méd H, luego b¥' € H y asi o (b) = 2". Obtenemos que G/&,

es ciclico de orden 2". m|
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Observacion 1.1.22. Notemos que —1 € A, mientras que —1 ¢ B,y —1 ¢ &,.

1.1.3. Conjugacion compleja

Sea L/Q una extension finita de Galois. Entonces para todo o € G = Gal(L/Q), o(L) = L.
Luego L es totalmente real (o(L) € R para todo o encaje de L en Q) o totalmente imaginario
(0(L) ¢ R para todo o encaje de L en Q).

Sea J : C — C la conjugaciéon compleja, es decir, a + bi — a — bi con a,b € R. Tenemos

J|. € G. Tenemos o(J|;) € {1,2}. Consideremos L’ el campo fijo bajo J|;. Se tiene
Gal(L/L') = (JI;) y |Gal(L/L")||2.

Observacion 1.1.23.
Tenemos L’ C R, de hecho L/ = LNR. Si L/Q es abeliana 'y L C Q(Z,), entonces L’ = L* =
LNQ)".

Sean F y L extensiones de Galois de Q con F C L. Entonces F/ C L’.

Ejemplo 1.1.24. Sea L = Q(&, \3/5). Tenemos que L/Q es de Galois con Gal(L/Q) = (a,B) =
C, < C3 = S3 y notemos que L es totalmente imaginario. Sin embargo, L’ = Q(\S/i) no es de

Galois y no es ni totalmente real ni totalmente imaginaria.

L' =Q(V2) ——q(a.V2) =1L

(@)

B C3
Q . QW)
Los encajes de L’ estan dados por
\3/5
B Wi
w2,

donde w = &.

Si L/Q es abeliana, entonces (J|;) < G y por tanto L’/Q también es de Galois, de hecho es

abeliana y ademads es totalmente real.
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Observacion 1.1.25.

1. Si L/Q es una extension abeliana y L’ C L, entonces en L/L’ se ramifican los primos infini-

tos.

2. Si L/Q es una extension de Galois, F C L, F/Q también es de Galois y en L/F se ramifican
los primos infinitos, entonces F C L’. En efecto, como hay ramificacién de los primos
infinitos, se tiene F C R, luego F CRNL =L’.

1.1.4. Campos numéricos ciclotomicos
Consideramos [50] y [62] para el desarrollo de campos numéricos ciclotomicos.
Definicion 1.1.26. Se define ¢, por ¢, = exp (%)

Definicion 1.1.27. [50, Definicién 3.2.1] Un campo ciclotomico Q((,) es la extensién del campo
de los nimeros racionales Q que contiene a todas las raices primitivas n-ésimas del polinomio
x"—1,donde n € N.

Observacion 1.1.28. = Laextension Q (¢,) /Q es una extension finita de Galois.

» Sea G, := Gal(Q(&,) /Q). Sio € G, entonces 0({,) = ¢ paraalgina € N con med (a,n) =
1. El grupo de unidades de Z/nZ es U, = {t méd n € Z/nZ | t € Z'y mcd (t,n) = 1}. La fun-
cion ¢ : G, —» U,, ¢(0,) = a méd n es un monomorfismo de grupos. En particular G, es un

grupo abeliano. De hecho ¢ es un isomorfismo.

an—1
Definicion 1.1.29. Sea x" — 1 € Q[x]. Las raices del polinomio x” — 1 = 0 estan dadas por {{,{}j_o,
donde ¢, = ¢*™/". El polinomio minimo de ¢, es el polinomio ciclotémico

n—1
®,(x) = ]—[ (x- ) e zLx).

i=1
mcd(i,n)=1
Se tienen los siguientes resultados para campos ciclotomicos.

Proposicion 1.1.30. Para n € N se tiene

X —1= ]_[ D).

din
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Demostracion. [50, Proposicion 3.2.3] O

Definicion 1.1.31. El subcampo real maximal es Q (£,)" = Q(£,) NR. Si K € Q(Z,), definimos el
subcampo real maximal de K por
K" =KnQ()".

Sea p un nimero primo. Estudiemos las subextensiones del campo ciclotémico Q ({ pm) .
= Caso p # 2.

La extensién Q (( pm) /Q es ciclica de orden ¢ (p™) = p"'(p — 1).

Proposicion 1.1.32. Con la condicion p # 2 supongamos Ly, ...,L, CQ ({ pm). Entonces

ﬁLi :Q
i=1

Demostracion. Sean L = [ L;,G := Gal (., L; : Q) y H; = Gal (L/L;) para 1 < i < n. Entonces
i=1

= I{IsliCSC}L([Li :QD.

[1H; = Gal(L/ N, L;). Luego, por Teoria de Galois y el Lema 1.1.4, tenemos [, L; : Q] =
i=1

_ owwe| o _
|Gal(L/ﬁ;'=1Li)| |an|

|Gal (N, Li/Q) |

[G 3y Hi] =med (G : H) = med (L: Q). O
i=1 <isn <i<n

Como la extension Q ({ pm) /Q es ciclica de orden ¢ (p™) = p™'(p—1), por el Lema 1.1.2, para
cada divisor ¢ de ¢(p™) existe un tnico subcampo L, de Q ({ pm) de grado ¢ sobre Q.

Como p es totalmente ramificado en Q (( pm) /Q, e, (Lp,,/ Q) = [Lp,, : Q] =t

Seat = p“-b,con0<a,<m-1yb,|p—1.EntoncesL,, =T,,-M,,conQCT,,, My, CLy,.
|70, : Q| = p™ y|M,, : Q| = b,

La extension L,,/Q estd caracterizada totalmente por su grado sobre Q; L, es la iinica exten-

sion ciclica de Q en la que p se ramifica totalmente y es el tnico primo ramificado. El conductor
de L,, es p**'. Con esto se tiene que L,, € Q (gpa,,+1), peroL,, £ Q (gpa,,).

m Casop=2

En este caso la extension Q ({»++2) /Q en general no es ciclica, de hecho Gal (Q ({u+2) /Q) =
Cy X Cyparan 2 1y [Q(f) : Q] = ¢ (272) = 21,
Sin = 0se tiene Q(4y) = Q) y Gal(Q(1)/Q) = C» y [Q() : Q] = 2.
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Observacion 1.1.33. Para p = 2 no se cumple la Proposicién 1.1.32. Por ejemplo, sean L; =
Q(V2).L: = Q() € Q(&). Tenemos 2 = [L; : Q1 = [L; : Q1 = med ([L; : Q1 [L; : Q1) mientras
que, como L; N L, = Q, tenemos [L; N L, : Q] = 1.

Cuando n > 1 hay 3 subcampos de Q ({n+2) /Q de grado 2", el cual es igual al indice de

ramificacion de 2.

Q 552"+2)+ Q (fznf)
/ Q (évznﬂ) \
/ \
. '/ + / \‘ i
‘\ Q (&) Q (&) I’
\ K
\ on-l o1,
"Q Q)

1

Estos subcampos son Q ({,+2)" = Q ({2n+z + {;}ﬂ), QL) y QL) :=Q (§2n+2 - g’z‘,ﬁz).

Observacion 1.1.34. Con la notacién de la Proposicién 1.1.21, G = {1} X Z, = Z] y tomamos

—1 € {£1}. Identificando la conjugacién compleja J con —1, tenemos:
» Gal(Q(&r+2)" /Q) = G/ A, = Can que es ciclicoy con —1 € A,.
» Gal (Q({+1) /Q) = G/ B, = Cy X Cou-1 que no es ciclicoy con —1 ¢ B,,.
= Gal (Q(&y+2)” /Q) = G/E, = Con que es ciclicoy con —1 ¢ E,,.

Por otro lado, puesto que J € Gal (Q ({2n+2) /Q ({on+2)"), tenemos que la extension Q (£n2)* /Q
es totalmente real. Como J ¢ Gal (Q ({on+2) /Q(Lrn+1) tenemos que la extension Q ({y+1) /Q no es
real. Finalmente, como J ¢ Gal (Q ({2+2) /Q ({p2)7), la extension Q (&on+2)” /Q tampoco es real.

Podemos visualizar esta informacion en la tabla 1.1.

Notemos que Irr ({on2, X, Q ((on1)) = X2 — Loner, It (Gone, X, Q ((on2)*) = x* — ax + 1, donde
@ = + @Lz e Irr ({2, X, Q ({n2)7) = x* = fx — 1, donde B = L — fz_nlw
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ciclica | real | conductor
Q(&m)* si s 2n+2
Q&) no no 2l
Q&)™ si no 22

Tabla 1.1: Andlisis de los subcampos de Q ({»+2) /Q de grado 2"

1.1.5. Caracteres de Dirichlet para campos numéricos

Presentamos las definiciones y los resultados basicos referentes a caracteres de Dirichlet. Las

demostraciones pueden verse en [60, Capitulo 2].

Definicion 1.1.35. Un caracter de Dirichlet es un homomorfismo multiplicativo y : (Z/nZ)" — C*.

Si n | m, entonces y induce un homomorfismo y : (Z/mZ)* — C* mediante la composicion con
el mapeo natural ¢,,, : (Z/mZ)" — (Z/nZ)*. Observamos que y y y son practicamente lo mismo.

Asi podemos considerar y médulo n o médulo m.

Definicion 1.1.36. El conductor de y es el minimo n tal que y estd definido médulo n. Se denota

S

Observacion 1.1.37. Los caracteres de Dirichlet se pueden pensar como caracteres de
Gal(Q (&) /Q) = (Z/nZ)

y se llaman caracteres de Galois.

Definicion 1.1.38. Si y(—1) = 1 decimos que y es pary si y(—1) = —1, entonces y es impar.

Definicion 1.1.39. Sean X un grupo finito de caracteres de Dirichlet, n := mem{f, | x € X},
H =, xnucy y K := Q(,)". Decimos que K es el campo asociado a X y si X = {x), decimos

que K es el campo asociado a y.

Proposicion 1.1.40. Sean X, X, grupos de caracteres de Dirichlet correspondientes a los campos
K, i =1,2. Entonces

» X| CX,siysolosi K CK,.

» El grupo generado por X, y X, corresponde a la composicion K, K,.
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Demostracion. Véase [50, Proposicion 6.2.41]. O

De [30] tenemos la construccién de caracteres de Dirichlet. Dada n = p{'--- p{” una fac-
torizacién de n como producto de potencias de primos. Entonces para cualquier caracter y sea
r

Xp = x o, donde p; = ¢! o g,,cong : U, > [] Upw,«, dado por a méd n — (a mod pj’)j y
=1 P

Xpi i Uy > [ Upn,-, dado por a méd p! + (1,...,amoéd p}’,..., 1).
i j=1 j

U, as C

Pi
Xpi

U P

Sea n = [] p®, consideremos la descomposicion (Z/nZ)* = [](Z/p*Z)*. Podemos escribir
entonces un caracter de Dirichlet y definido médulo n como y = [] x,, donde y, es un caracter

definido méd p“. Si X es un grupo de caracteres de Dirichlet, definimos

X, ::{)(pl)(eX}.

Teorema 1.1.41. Sean X un grupo de caracteres de Dirichlet y K el campo asociado. Sea p un

niimero primo con indice de ramificacion e sobre K. Entonces e = # (Xp).

1.1.6. Campos locales

Sea K un campo local, esto es, K es, o bien un campo completo con respecto a una valuacion
discreta y con campo residual finito, o bien R o C. Consideremos primero un campo local K
que sea completo respecto a una valuacién discreta y con campo residual finito. Denotamos por
Ok al anillo de enteros de K. Entonces Og es un anillo local con ideal maximal ¢ = () con
vo(mr) = 1. Sea A € Ok un conjunto de representantes de Og/¢. Entonces para cada o € K*,
tenemos @ = Y,°y a;w', donde a; € A para todo i > Ny ay # 0 para algin N € Z. Sean U, el grupo
de unidades de Ok y u;” ={lelU,|{-1e@)}=1+n0g =1+ g el grupo de 1-unidades. En
general, paran > 1, ug’) =1+p"

Proposicion 1.1.42. Tenemos U, = F; X u;)”, donde F, es el campo residual.
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o
Demostracion. Sea @ € U,, @ = Y2 an', ay € F:, luego a = aq [1 + Zaiaalﬂ’] = aof, con
i=1

B
a€F,ype U;,l). El isomorfismo estd dado por p : U, — F, X ugj), a — (ap, B). O
Entonces
K* = U, x (1) = F;, x U x (7).

Ejemplo 1.1.43. Si K = Q, es el campo de los nimeros p-ddicos, entonces tenemos g = p,
F,=Cp1 22Z/(p-1)2,0k =2, = {Zfﬁo ap'la;€{0,1,....,p— 1}} es el anillo de los enteros
p-adicos y U, = Z;, = (¥ aip’ € Z,. aq # 0.

Observacion 1.1.44.
= Sip>2,U,=2,=C) XZ,como grupos.

» Para p =2, tenemos 1 +27Z, = {1} X (1 +4Z,)y 1 + 4Z, = Z,. En particular, u;” =U, =
25 =1+27Z, = {x1} X (1 +4Z) = {x1} X Z,.

Convenimos en que para el campo local R, el grupo de unidades sea R* y el grupo de 1-unidades

sea R*.

1.1.7. Teoria de campos de clases local

Teorema 1.1.45. (Teorema Fundamental y Mapeo de Artin Local) Sea E | F una extension abeliana

finita de campos locales. Tenemos el mapeo de Artin local
wE/F CF* —»Gal(E/F)
es un epimorfismo con niicleo

nucYg/r = Ng/p(EY)

por lo que
F*INgjr(E") = Gal(E/F),

donde Ng,r es el mapeo norma.

Observacion 1.1.46. Sea K/Q una extension abeliana finita. Sea ¢ un ideal primo en K y sea p

primo tal que (p) = p N Q. Consideramos las completaciones K, y Q,,. Por el Teorema 1.1.45

Gal (K,/Q,) = Q;/Nk, 0, K;,
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De [50, Proposicion 17.2.15] tenemos el siguiente diagrama conmutativo correspondiente a

una extension finita arbitraria de campos locales E/F.

1 Uy ——E*—~>7 0
‘PjNE/F Y | Ng/F jf
1 Uy — F* Z 0

1 VF

donde las filas son exactas y el grado de los campos residuales es f = [E : F].

Por el Lema de la Serpiente y, como nuc f = {0} y conuc f = Z/fZ, tenemos la siguiente

sucesion exacta.

nuc ¢ nuc ¥ nuc f = {0} —— conuc ¢ —— conucyy ——conuc [ = Z/ fZ — {0}

Luego

lﬁuF/NE/FuEﬁF*/NE/FE* ﬁ'Cfﬁ' 1

es exacta. Por lo tanto [F* : Ng;rE*] = [Ur : Ng;rUg] - f. Observemos que si f = 1, entonces

F*/NE/FE* = uF/NE/FuE. (11)

Lema 1.1.47. Si E/F es una extension abeliana finita de campos locales, entonces el indice de

ramificacion es
e = [UF . NE/FUE] .

Demostracion. Como E/F es abeliana, por el Teorema Fundamental de la Teoria de Campos de

Clases Local (Teorema 1.1.45), tenemos ef = [E : F] = [F*: Ng;rE*], donde e es el indice de
[F*ZNE/FE*] _ gf _
— = =e

ramificacién de E/F. Por el argumento anterior tenemos [Ur : Ng/rUg]| = 7 = O

Lema 1.1.48. Sea E/F una extension abeliana finita de campos locales. Entonces

UF ﬂNE/FE* = NE/FUE.
Demostracion. Como Uy C E*, se tiene NgjrUg C NgpE*. Ademds NgrUr € Up. Luego
NE/FUE - UF mNE/FE*-

Sea ahora x € Up () Ng/rE*. Entonces x = Ng/py para algin y € E*. Como x € Up, tenemos

yEUEyasiszE/pyeNE/FuE. O
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Lema 1.1.49. Sean E/F extension finita de campos locales y M| F una extension abeliana finita.

Se tiene que EM/E es no ramificada si'y sélo si yeye (Ug) = {1}.

Demostracion. Tenemos EM/E es no ramificada siy s6lo si, por el Lema 1.1.47, Uz = NeyeUgm
si y s6lo si el ndcleo de w|u5 : Ug — Y(Ug), que por el Lema 1.1.48, es Ug N Neyye(EM)* =
NEM/EUEM, €S igual a uE si y sblo si l//EM/E (UE) = {1}

O

Lema 1.1.50. Sea E/F una extension abeliana finita de campos locales totalmente ramificada.
Entonces [E : F] = [Ur : NgjpUg| = [F* : Ng/pE*|. Ademds Gal(E/F) = Ur/Ng,;rUg.

Demostracion. Como f = 1, por la Ecuacién 1.1 y el Lema 1.1.47, tenemos
[E:Fl=ef =e=|Ur: NgpUg| =[F": NgrE™].
Tenemos también por la Ecuacién 1.1 y por el Teorema 1.1.45
Gal(E/F) = F*[Ng/rE* = Up/Ng/rUg.
m]

Teorema 1.1.51. Sea F un campo local. Sean E| y E, extensiones abelianas finitas de F. Entonces
E, C E; siy solo si Ng,jrE} 2 Ng,/rE3.

Demostracion. Véase [60, Apéndice 3, Teorema 9]. O

Lema 1.1.52. Sean L/K y L'/ K’ extensiones abelianas finitas de campos locales con K C K’ y

L C L. Entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

K — K Gal(1/ /K
NK’/K res
K — Gal(L/K)

Demostracion. Ver [35, Proposicion 2.7, paginas 25-26]. m|
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Teorema 1.1.53. Sean F un campo local, E/F una extension abeliana finita y A el subgrupo de
F* correspondiente, esto es A = Ng,;p(E*). Sea L/F una extension finita y separable. Entonces
LE/L es una extension abeliana finita y el grupo de normas correspondiente es NZ/IF(A), (esto es,
Nigi (LEY') = Np[e(A)).

-1
N (@)

F—F

Demostracion. Sea g, : L' — Gal(LE/L) el mapeo de Artin. Por el Teorema Fundamental de
la Teoria de Campos de Clases Local (Teorema 1.1.45), el grupo de normas correspondiente a E/F

es precisamente nuc g/ y el de LE/L es precisamente nuc ¥, g/y..

Por el Lema 1.1.52, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

VLE/L

L'— = Gal(LE/L)
Ni/F res
F* Gal(E/F)
VEIF

Luego res oy g/ = Y/ © Niyr. Tenemos que res : Gal(LE/L) — Gal(E/F) es inyectivo pues
si o € nucres, entonces o |g= Idg, luego o |g=1dg y o |,=Id, y por lo tanto o = Id¢.
Asi x € nucy g/ siy s6lo si Yg/(x) = 1siy sélo siresoypg(x) = 1siy soélosiygro

Npr(x) =151y solo si Npp(x) € nucygp = Asiy sélosix e NL‘/IF(A).

1.1.8. Teoria de campos de clases global

Sea K un campo global. Esto es, sea K un campo numérico o un campo de funciones en una
variable con campo de constantes finito. Denotamos por P al conjunto de lugares primos de K,
incluyendo a los primos infinitos, y por K, a la completacién de K con respecto al primo ¢. Si

¢ corresponde a una valuacién no arquimediana, denotamos por O,, al correspondiente anillo de
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enteros y por U, = O al grupo de unidades. Si ¢ corresponde a una valuacién arquimediana,
—_ *
U, = Kj,.

Definicion 1.1.54. [20] El anillo de adeéles (o reparticiones) Ag se define como el subanillo de
[1 K, dado por:

pEPk

Ag = {(a%,)&, € 1—[ K, ‘ a, € O, para casi todo g finito }

pEPk

y el grupo de ideles se define como

Ik = {(ago)gJ € n K, ‘ a, € O, para casi todo g finito }

pePk
Ejemplo 1.1.55. Tenemos
Jo C n Q, xR".
p finito
Observamos que Ak forma un anillo con la suma y multiplicacion entrada por entrada y que

Jk = A} es el grupo de las unidades de Ag.

Se encaja K*——Jg de manera diagonal y la imagen se llama los ideles principales. De
esta forma K™ consiste de los ideles principales. Similarmente se encaja K;—Jx con 1 en las

demads componentes.
El grupo cociente Cx := Jx /K" se llama el grupo de clases de ideles.

De [38], tenemos la topologia de ideles como se describe a continuacion. El grupo de ideles Jx

de un campo global K es la unién de los grupos Jy = ]—[S KS I;IS U,,, donde S corre sobre todos
9e 9

los conjuntos finitos de primos de K. Los factores K, y U, estdn equipados con sus respectivas
topologias provenientes de la valuacién. Estas inducen la topologia de Tychonoff en el producto

directo J3, = Hs K3 X r!g Uy, asi que J3 se vuelve un grupo topolégico.
S P

SiS € S, entonces J3 C I3 y la topologia de Tychonoff en J3, induce la topologfa de Tychonoff

en Jf(. Por lo tanto se tiene una topologia candnica en el grupo de ideles Jx = LSJ Jf( y se llama
topologia de ideles.
También es posible definir la topologia de ideles directamente considerando el sistema funda-

mental de vecindades de la identidad dado por los subconjuntos

HWWXHUWQJK,

peSs ©es
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donde los W,, C K, corren sobre un sistema fundamental de vecindades de la identidad de K, y S

sobre todos los conjuntos finitos de primos de K.

Observacion 1.1.56. La extensiéon E/K de campos globales es no ramificada en el primo p si y

solo si E, /K, es no ramificada para todo ¢ | p.

Teorema 1.1.57. (Teorema Fundamental de la Teoria de Campos de Clases, Mapeo de Artin) Sea

L/K una extension abeliana finita de campos globales. Tenemos el mapeo de Artin global
Yk @ Ik — Gal(L/K)

es un epimorfismo con niicleo

nuc Y x = K"Npjx(Jr)

por lo que
Jk/K"Npk(Jp) = Gal(L/K),

donde la norma de ideles Ny : J;, — Ik estd dada por

Npk(y)per, = (l_[ NL~B/pr‘13) .
pePk

B/p
Tenemos también el mapeo inducido por
\PL/K . GK —> Gal(L/K)

y los isomorfismos
Ck/NixCr = Jx /K Nyk(J) = Gal(L/K),

donde Nk : C, — Ck es la norma inducida por la norma de los idéles.
Demostracion. Véase [60, Apéndice 3, Teorema 11]. O

Teorema 1.1.58. (Teorema de Existencia) Si A es un subgrupo abierto de Ck de indice finito,
entonces hay una tinica extension abeliana L/K tal que N xCp = A. Equivalentemente, si A es
abierto de indice finito en Jx y K* C A, entonces existe una unica extension abeliana L/K tal que
K*Npkl = A

Demostracion. Véase [60, Apéndice 3, Teorema 12]. O
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Observacion 1.1.59. El primo g (finito o infinito) es no ramificado en L/K si y sélo si U, C
K*Np/kJ; (recordemos que U, se encaja en Jx por medio de u, — (..., 1,...,uy,...,1,...), ver
[50, Corolario 17.6.47 (2)]).

(03]

Teorema 1.1.60. Sean € N, n = p{'--- p}" con py,..., p, primos distintos. Entonces el grupo de

ideles correspondiente a Q ((,) es

Xn = ﬁu;‘f” X l_[ U, x R*.
i=1 q

primo
qE{p1.-Dr)

Demostracion. Sean G, := Gal (Q(£,) /Q yW = [] U, xR".

¢ primo

Probaremos primero que existe un epimorfismo ¢ : W — G, con nuc¢ = y,. Luego U /y, =
G,.
Por otro lado, mostraremos que existe un epimorfismo y : U — Jg/x,Q" con nucu = x,,. Asi
W /xn = Jo/x»Q". De donde
Jo/x.Q" = Gy,

luego el grupo de ideles correspondiente a Q (£,) €s x.

Primero sea 5 € W. Entonces &,, € U, = {Z‘;‘;O ajp{ la;€ Z/(p,-)}, 1 < i < r.Puesto que Q
es denso en el campo local Q,,, existe ¢; € Z tal que g; = £,, méd p;". Por el Teorema Chino del
Residuo, existe ¢ € Z tal que ¢ = ¢; méd pi*, 1 <i < r,luegoc =&, mod pi’,1 <i<r.

Ahora, si ¢ € Zes tal que ¢; = £, méd pi', 1 < i < r, tenemos p{’ | c —c;paral <i <.
Se sigue que n | ¢ — ¢; y asi el entero ¢ es tnico médulo n. Por otro lado, v, (.fpl.) = 0, por lo que

pi 1 &, y por tanto obtenemos mcd (¢, n) = 1. Por lo tanto tenemos que ¢ mdd n define un elemento
de G, = Gal (Q (&) /Q).

Dado o € G, existe ¢ € Z tal que 0({,) = ;. Sea g? € Weoné, =c,1 <i<ry
&, = 1 = &, para todo p € Z\{pi,...,p,}. Por lo tanto 5 — cmoddn y ¢ es suprayectiva.
Finalmente nuc ¢ = {56 W&y, =1médpi,1<i< r} = Xn-

Para la segunda parte tenemos la composicion

ESGEEl
u
conimu = UWQ*/x, Q" ynucu =W N y,Qx.

Veamos que U N x,Q* = x,. En efecto, y, € W, luego y, € W N x,Q*. Reciprocamente, si

5 e U N x,Q%, las componentes de f son
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(&, = a-BpparapeZ
é:oo = a'ﬁooa

conﬁ € xpya € Q. Como &,,6, € U,, tenemos v,(£,) = v,(B,) = 0 para todo p € Z. Se sigue
que v,(a) = 0 para todo p € Z. Luego a € {1, 1}. Como &, B~ € R", necesariamente a = 1. Se
sigue que 5 € xn. Por lo tanto nuc u = y,, y se tiene un monomorfismo U’/ Xn;t Jo/xnQ" . Resta
probar que 6 es suprayectiva.

Veamos que Jg = UW'Q". En efecto, U’ corresponde a la mdxima extension abeliana no ramifi-
cada de Q, luego Cgp = U’'. Se sigue que Jo/Q* = U y entonces Jg = WQ". Asi W /x, = Jo/x,Q".

O

Corolario 1.1.61. Sean € N, n = p{'---p" con pi,...,p, primos distintos. Para un campo

ciclotomico k € w € Q(&y), el grupo de ideles correspondiente a w es de la forma R, x [ U, X
q primo

r r
R*, con R,, un grupo que satisface || uﬁ,‘f'" CR, C[IU,.
i=1 i=1

Demostracion. Por la teoria de campos de clases, se sigue del Teorema 1.1.60. O

Teorema 1.1.62. Sea N € Ry con N = P{'---P”, con Py,...,P, € R}. Sea R}, := R;\(P\,...,P,}.
Entonces el grupo de idéles correspondiente a k (Ay) es

r

o= U < | ] we x| xud],

i=1 PeR,,

donde m = 1/T es un uniformizador para 9.

Demostracion. Anéloga a la del Teorema 1.1.60. O
Corolario 1.1.63. Sea N como en el Teorema 1.1.62. Para un campo ciclotomico k C w C k (Ay),

el grupo de idéles correspondiente a w es de la forma R, x [] Uy X [(ﬂ) X uf,})], con R, un grupo

Q€R’,

r r
que satisface [] u(;ff) CR,C[]Up.
=1 i=1
Demostracion. Nuevamente por la teoria de campos de clases, se sigue del Teorema 1.1.62. O

Teorema 1.1.64. Sean L, y L, extensiones abelianas finitas del campo global K. Entonces

L] c Lz Siy solo si I(k]\le/K;U'L1 2 K*NLZ/K‘]]-LQ'
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Demostracion. Véase [60, Apéndice 3, Teorema 13]. m]

Lema 1.1.65. Sean L/K y L' /K’ extensiones abelianas finitas de campos globales con K C K’ y

L C L. Entonces los siguientes diagramas son conmutativos.

Crr —— X Gal(L' /K"
NK//K res
Ck Gal(L/K)

L/K

Ykt

Jgr ——Gal(L'/K")

NK’/K res
Ik - Gal(L/K)
Demostracion. Ver [35, Proposicion 2.7, paginas 25-26]. O

Teorema 1.1.66. Sea E/F una extension abeliana finita de campos globales correspondiente al
subgrupo abierto de indice finito A de Cp, esto es A = Ngr (Cg). Sea L/ F una extension finita y
separable. Entonces LE|L es una extension abeliana finita y el grupo de normas correspondiente
es NZ/IF(A), (esto es, Nig; (Crg) = NL‘/IF(A)).

®

F—F

>

Demostracion. Similar a la del Teorema 1.1.53.

Andlogamente, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.1.67. Sean F un campo global, E/F una extension abeliana finita y A el grupo de
ideles que le corresponde a la extension E|F. Sea L]/ F una extension finita y separable. Entonces

la extension abeliana finita LE /L es el campo de clases correspondiente a NZ/IF(A).

Nir® LE

F—E

Demostracion. Similar a la del Teorema 1.1.53. O

1.2. Campos de clases de Hilbert y de géneros de campos nu-

méricos
Definicion 1.2.1. Sea K un campo numérico.

1. El campo de clases de Hilbert Ky de K es la mdxima extension abeliana de K no ramificada.

2. El campo de clases de Hilbert extendido o campo de clases de Hilbert en el sentido estricto

Kpy+ de K es la maxima extension abeliana de K no ramificada en los primos finitos.

3. El campo de géneros K, de K es la mdxima extension abeliana de K no ramificada, de manera

que K; = Kw con w/Q abeliana.

4. El campo de géneros extendido o campo de géneros en el sentido estricto K+ de K es la
mdxima extension abeliana de K no ramificada en los primos finitos, de manera que K+ =
KQ con Q/Q abeliana.

Proposicion 1.2.2. Sea K/Q extension de Galois. Entonces Ky+/Q y Ky /Q son de Galois. También
K+ /Qy K,/Q son de Galois.

Demostracion. Sea o : Ky — Q un encaje. Entonces oy € Gal(K/Q). Luego o(K) = K. Se
tiene que 0 (Ky)/K es abeliana no ramificada. Por lo tanto Ko (Ky)/K es abeliana no ramificada.
Luego o(Ky) € Kyo(Ky) € Ky. Por lo tanto 0(Ky) = Ky y asi Ky /Q es de Galois. Similarmente
para Ky-.
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Puesto que K y w son de Galois sobre Q, K, = Kw es de Galois, andlogamente para K.

Observacion 1.2.3. Sea K un campo numérico. Se tiene
1. K, € Kyy Ky € Kpe.
2. Ky C Ky y K, C K-
3. Ku/K, K;/K, Ky+/K 'y K4+ /K son extensiones abelianas finitas.

4. Gal(Ky/K) es isomorfo al grupo de clases T /Py, donde Tk es el grupo de ideales fraccio-
narios de Ky Px = {(@) | @ € K*} y Gal(Ky+/K) es isomorfo al grupo de clases en el sentido
estricto Fg/ ﬂ’g), donde P} = {(@) | @ € K*, a es totalmente positivo} (un elemento « de K
es totalmente positivo si o(a’) > 0 para todos los encajes reales o de K en Q, donde Q es una

cerradura algebraica de Q).

Notemos que puede haber varias w y varias Q que cumplan la Definicién 1.2.1, como podemos

observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Sea K = Q(\/7_9) Entonces K, = K = Q ( \/ﬁ) y Ky = Q(\/7_9, i). En este caso
w puede ser Q y puede ser K, mientras que Q puede ser Q(i), Q ( V—79) yQ ( V79, i) mismo.
Elegimos tomar w y € maximos respecto a las propiedades que los definen. En el ejemplo

elegimos w =Ky Q=Q ( V79, i). Veamos que esto es posible en general.

Proposicion 1.2.5. En las condiciones de arriba se pueden tomar w y Q mdximos respecto a las

propiedades que los definen.

Demostracion. Haremos la demostracion para €, la demostracion para w es andloga. Puesto que
Q C Ky € Kp+, [Q 1 Q] < oo. Supongamos que las extensiones abelianas sobre Q, Q; y €,
cumplen K+ = KQ, = KQ,. Entonces K+ = K;+Ky+ = KQKQ,. Luego Q = Q;Q, también

satisface las condiciones.
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Observacion 1.2.6. En adelante tomaremos w y © maximos. En este caso, w es la maxima exten-
sion abeliana de Q contenida en Ky y Q es la mdxima extension abeliana de Q contenida en Kj+.
Como consecuencia tenemos

w C Q.

Proposicion 1.2.7. En las condiciones de arriba tenemos
1. wy=w.
2. Qp = Q.
3. wgr C Q.

Demostracion. Probaremos solamente el caso 2, el caso 1 es andlogo y el caso 3 se sigue de 2.

Kg+ Qg+ = KQQ+

/

Kg+ = KQ

Qg+
K no ramificada en primos finitos

Q
Ai

Q
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Tenemos Q C Qg+ y Qg+/Q es abeliana ya que Qg+ /Q lo es. Como €,+/Q es abeliana no

ramificada en primos finitos, también KQ,/KCQ es abeliana y no ramificada en primos finitos.
Puesto que €.+/Q es abeliana, K.+ /K es abeliana y ademas es no ramificada en primos finitos.
Luego KQg+ € K+ = KQ C KQg+. Por lo tanto KQ = KQ,+, de donde Q = Q.

O

Teorema 1.2.8. Sea K una extension abeliana de Q y sea X el grupo de caracteres de Dirichlet
asociado a K. Sea J la mdxima extension abeliana de Q que contiene a K tal que la extension J/K
es no ramificada en cada primo racional finito. Sea Y el grupo de caracteres de Dirichlet asociado

a J. Entonces Y = ] X, donde p recorre el conjunto de primos racionales P.
peP

Demostracion. Véase [30, Teorema 2.1]. O

Lema 1.2.9. Sea K/Q una extension abeliana. Entonces

1. K Cw =K, luego K, es la mdxima extension abeliana de Q contenida en Kp.

2. K CQ =Ky, luego Ky+ es la mdaxima extension abeliana de Q contenida en Ky-.

Demostracion. Lo probaremos sélo para €, el otro caso es andlogo. Como K/Q es abeliana, por
la Observacién 1.2.6, K € Q. Luego K+ = KQ = Q. O

Proposicion 1.2.10. Sean K/Q extension de Galois y J la conjugacion compleja. Entonces
1. [KH+ :KH] |2

2. Si Jlg =1d, tenemos Klfﬁ = Ky.

Demostracion. Como K/Q es de Galois, Ky+/Q y Ky/Q son de Galois. Luego Jlk,, € Gal(Ky+/Q)
y Jlk € Gal(K/Q).

Si J|x # 1d, entonces K es totalmente imaginario (K € R), luego los primos infinitos no se
ramifican en Ky+ /K y asi Ky+ = K.

Si J|x = Id entonces Jlg,. € Gal(Ky+/K). Si Ky = Ky+, entonces K,J{+ = Ky. Si Ky #+
C Kj,.. Como Ky C K, CR,

necesariamente Ky = K, y asi [Ky+ : Kyl |2 O

Kpy+, entonces en Ky+/Ky se ramifican los primos infinitos, Ky
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Observacion 1.2.11. Sea K/Q extension finita. Entonces Gal(Ky+/Ky) = C,", con r < ry, donde
r; es el nimero de encajes reales de K (ver [50, comentario después de la Definicién 17.7.15]).
Es posible que r sea mayor que 1. Por ejemplo, sea K = Q(a), donde « es una raiz del polinomio
x° —2x* — 6x3 + 8x% + 8x + 1. El grupo de clases de Hilbert es trivial, mientras que el grupo de

clases de Hilbert extendido es isomorfo a C, X C, (ver [10]).

Sea K/Q extension finita y consideremos w y {2 como antes.

Observacion 1.2.12. Tenemos w y Q son extensiones abelianas de Q. Como Q’/Q es abeliana y

totalmente real, KQ’/K es abeliana no ramificada. Por tanto Q’ C w. Asi pues
Q' cwc.

Puesto que [Q : Q7] | 2, tenemos
[Q:w]]2.

Proposicion 1.2.13. Sea K una extension finita de Q. Entonces
[Ky 2 K] ] 2.

Demostracion. Tenemos [Ky+ : K] = [KQ : Kw] | [Q: w] | 2.

O

Ejemplos 1.2.14. En el caso de que K = Q(V79), K+ = Q(V79, i), mientras que K, = K por lo
que [Ky : K] =2.Si K =Q(i), K+ = Ky = K tenemos [Ky+ : K] = 1.

Lema 1.2.15. Sean K, L campos numéricos con K C L. Entonces

1. Ky C Ly.
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2. Kg+ C Ly-.

Demostracion. (1) y (2): Ky/K es una extension abeliana no ramificada, entonces LKy /L es una
extension abeliana no ramificada. Como LKy C Ly, se tiene Ky C Ly. De igual forma, como
LKy+ C Ly+, tenemos Ky+ C Ly-+.
(3)y (“):
LK, = LQ

T
K———KQ=K,

Q O

Tenemos que la extensién K,/K es abeliana no ramificada. Luego LQ = LKQ = LK, es una
extension de L abeliana no ramificada. Como Q es abeliana sobre Q, K, € LK, = LQ C L,.

Analogamente, K+ C Lg+.

Del Lema 1.2.15 se sigue el siguiente resultado.

Lema 1.2.16. Sean K, y K, campos numéricos y K = K, K,. Entonces

1. (K)u(K>)u € Kpg.
2. (Ki)g+(K2)g+ € Ky
3. (K1)4(K2)4 € K.

4. (K1)g+(K2)g+ C Ky
Proposicion 1.2.17. Sean K| y K, extensiones abelianas de Q y K = K, K,. Entonces

Kg+ = (K])g+(K2)g+.
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Demostracion. Sea Q (¢,) campo ciclotémico tal que K € Q(Z,). Sean X;, X, y X los grupos de
caracteres de Dirichlet asociados a K, K, y K, respectivamente. Entonces X = X, X; = (X;X5). Se
tiene X, = (X1),(X3), = ((X1),(X2),). Obtenemos

[T %=11]@x=]] &), ]| *),

p primo p primo p primo p primo

Concluimos

Ko+ = (K))g+(K2)g-

Observacion 1.2.18. No necesariamente se tiene que K, = (K;),(K>),, aln si K; y K, son exten-

siones abelianas de Q.

Ejemplo 1.2.19. (Ver [32, Remark 3.7]) Sean py, g1, p2, ¢> primos impares distintos. Sean K; :=
Q ({p,q,)+ yK, =Q (§p2q2)+. Tenemos por [27] o [30, Teoremas 2.1 y 3.6] que (K;), € Q(gml) y
ademads, como p; # ¢q;, Q ({ plql) /Q ({ o q1)+ es ramificada dnicamente en los primos infinitos, (ver
[50, Teorema 5.3.2]).

Luego (K), = K. Lo mismo para K>, (K3), = K.

Q (§P1m)
Q (£P141)+

Q() Q(&)

7

Q

Sea K := K, K,. Tenemos K = Q({qul)Jr Q({quz)Jr < Q(é/PIQI)Q(gPZqZ) = Q(é/PIQIPZQZ)' Luego
K, < Q(fpnqmzqz)
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Q(&pagn) Q(Lpiaisaz)
2
: Q(éplqlpm)/
/
Q) = Ko K = K|k,
R (Ga) = K0 ; Qéa)

La extension Q({ o pm)+ /K es no ramificada ya que p; no es ramificado, pues tenemos
+ .
€p (Q (fplqmzqz) /Q) =p-1l=e¢ (Q (§P1q1) /Q) y lo mismo para g1, p> y ¢>.
+
Por o tanto (K1 K2)g = Q (£pq,pa,) - Tenemos [(Kle)g ; (KI)Q(KZ)Q] =2>1.

Lema 1.2.20. Sea K/Q una extension de Galois finita. Entonces

K, = K/K.
Demostracion. Examinemos los diferentes casos:
1. K+ CR,luego K, = K+ y K+ = K,. Entonces K. = K. Asi K, = K/.K.
2. Ky Ry K C R, entonces K, C R. Asf K, = K., y por lo tanto K, = K/ K.

3. K £ R, se tiene K+ = K,, luego K/, K = K;K = K, pues K £ K.
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O

Lema 1.2.21. Sean L, y L, extensiones abelianas finitas de Q y L = L,L,. Entonces [LJ : L{ Lé] |2.

Demostracion. Tenemos que L también es una extension abeliana de Q. Sea n tal que L € Q (¢,).

Gy - == _
-~ -7 Q(gn)
P \
v 7 g / \l
L2 L |
I
/ '
I
L’ !
/ “
/
/
L—r'r’ ’
2 12 /
/
‘ y
/
L’ L g
Q 1 1

Sean § = Gal(Q(&,) /L) y H = (J). Entonces L’ = Q(£,)°". Sean G; = Gal(Q(&,) /L)
para i = 1,2. Entonces Ll.J = Q((n)G"H. Como L = L|L,, tenemos S = G; N G,. Puesto que

QM = Q)M Q@)™ = Ly < L) = Q&)™ tenemos que Gal (L'/L{L]) =

Gal(QU/L{Ly) . GHNG,H
Gal(Q)/L') ~ (GiNG)H

Porel Lema 1.1.1, |L’ : L{L}| = [G\H 0 GoH : (G1 N G)H] | 2.

O

Observacién 1.2.22. El Ejemplo 1.2.19 nos ilustra que es posible que L’ # L{L], donde L, =
Q (épl‘Zl) yL=Q (gpzrn)

Teorema 1.2.23. Sean K, y K, extensiones abelianas finitas de Q y sea K = K, K,. Entonces

[K, @ (K1)g(K2)g] |2.

Demostracion. Por la Proposicion 1.2.17, K+ = (Kj)4+(K3)4+. Por el Lema 1.2.20, K, = KgﬁK,
(K1)g = (KD K1y (K2)g = (K2). K> Luego (K1)o(Ka)g = (K1)J Ki(K2)L Ka = (K1)J (K2l K1 Ky =
(KD (K23 K € (KD (K2)g) K = KK = K,

Por el Lema 1.2.21, [((Kl)g+(1<2)g+)’ : (Kl)g+(K2)g+]

2, tenemos [K; : (K)q(K2),] |2.
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1.3. Campos de géneros extendidos de campos numéricos

Con el objetivo de describir para un campo numérico K su campo de géneros K+ = KQ, basta
conocer el campo Q, el cual es una extension abeliana de Q y por tanto estd contenida en un campo

ciclotomico.

Sea X el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a Q. Entonces el grupo de caracteres de €4+

r= ] x.

p primo finito

€S

Por la Proposicion 1.2.7, tenemos Q = Q.+, luego X =Y.

Sea QP el campo asociado a X,,. Tenemos Q = Qg+ = [ Q). Ahora, para describir K+, se ha
p

reducido el problema a considerar QP). Notemos que si p es no ramificado en K/k, entonces X,, es
trivial y Q¥ = Q.
El conductor de X, es p™ para algin m, € N U {0}, luego Q" C Q({ ,,mp). Estudiemos las

subextensiones del campo ciclotémico Q ({ pmp) .
= Caso p # 2.

Recordemos que en este caso QP /Q es una extensién ciclica. Consideremos ahora [Q(p) : Q] =
t=p*-b,cona € NU{0}ymed (b,,,p) = 1y sea QP c QP con [Q(”)' : Q] = b,. Tenemos
que p es moderadamente ramificado en Q®’/Q y salvajemente ramificado en Q®/Q®’. Sean

congx p =97 -9 e, =mcd(ey,...,e) =p?-d,conc, e NU{0}y (d,,,p) =1.
Proposicion 1.3.1. En las condiciones de antes
[Q(p)’ . Q] = mcd(dp,p - 1) = mcd(e;,p - l) =mcd(ey,...,e,p—1).

Demostracion. Sea L C Q({ pm) con [L : Q] =dy(d,p) = 1. Entonces en la extensién L/Q el
primo p es moderadamente ramificado. Sea *} un primo de KL con PN K = g;. Entonces PN Q =

(p). Sea Q = P N L. Por el Lema de Abhyankar e (¥/p) = mcm [e (9;/p),e(Q, p)] = mcm [¢;, d].

e®B/p) _ e®B/p)
e(pi/p) e

Luego P es no ramificado en KL/K siy s6lo si e (*P/gp;) = 1 siy sélosie(P/p) =e; siy solo

También se tiene e (P /p,) =

sid | e;.
Por lo tanto, KL/K es no ramificada en ningtin primo finito siy sélosid | ¢; paral <i < rsi

ys6losid | mcd(ey,...,e,)siysOlosid|mcd(ey,...,e,,p—1)(porqued | p—1).
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Aplicamos lo anterior a L = Q" y d = b,; como KQP’/K es no ramificada en primos finitos,

tenemos b, | med (ey, ..., e, p—1).

Por otro lado, como mcd (ey,...,e,,p— 1) | t y mcd (med (ey,...,e,,p— 1), p) = 1, tenemos

que med (e, ...,e,,p—1) | b,. Luego b, = mcd (ey, ... e, p—1).

» Casop=2

Supongamos [Q® : Q] = 2". Entonces Q ({,+1)* € QP C Q ({»n+2). En la extensién Q?/Q, el

primo 2 es total y salvajemente ramificado.

Tenemos las siguientes posibilidades para Q®. El campo Q® es uno de Q ({5n2)*, Q (o),

Q(Lon2)".

Q(Lon)* / Q(Lo2)
/Q((w )"
Qo))" Q(Lo1)
Q Q(&4)

Las extensiones Q ({n+2)" y Q (£n+2)~ son ciclicas y, por el contrario, Q (£,.+1) no es ciclica. El
conductor de Q ({yn2)* y Q (£me2)” €s 22, mientras que el de Q ({ne1) es 2+,

El siguiente teorema es nuestro resultado principal para campos numéricos. En €l se describen
los campos Q”), lo que permite determinar el campo de géneros extendido K+ del campo numérico
K.

Teorema 1.3.2. Sea K/Q una extension finita. Entonces el campo de géneros extendido de K

es Ky+ = KQ, donde Q = []|QWP), donde p recorre el conjunto de primos finitos ramificados
p

en K/Q, Q € QW ¢ Q(gpmp), para algiin m, € N. Tenemos que Q) es el campo de clases

,
correspondiente a [] Nk, jo,Us,, donde congx p = 9" - - - ;. Mds precisamente QV, es el campo
. 1 1

=
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de clases correspondiente al grupo de clases de ideles de Q
{d’) mod Q* € GQ | a, S l_[Nle_/qu@} .
i=1

Si p = 3, QWP estd univocamente determinado por la condicion

[QP : Q] = med (Up : NKW/quKOi)'

1<i<r
La parte moderada del indice de ramificacion de p en [QP : Q] es ey(p) = mcd(ey, ..., e, p— 1).

Para p = 2, si [Q(z) : Q] = 2" para determinar Q® tenemos:

1. Q% = Q (L) siy solo si U,/ ré Nk, j0,Uy es ciclicoy —1 € (g Nk, /0, Us.
9

2. QP = Q (L) siy solo si U,/ Mo Nk, /0, Up no es ciclicoy =1 & (Mo Nk, ja, Up.

3. QP = Q (L) siy solo siUp/ Ny Nk, 0, Uy es ciclicoy =1 ¢ (g Nk, /0, Us.
Demostracion. Sea K+ = KQ con Q la méxima extension abeliana de Q tal que K;+/K es no
ramificada en primos finitos.

Luego

Q= ng(p): l_[ Q)

p primo p primo
ram en K/k

Se tiene Q¥ € Q (fpmp) y pOg = 80? ---p,". El indice de ramificacion es e; = ek/q (9;/p). La
extension QP /Q es totalmente ramificada.

Seaie€{l,...,r}. Denotemos a g; por 9 y a Uk, por U,. Tenemos
|27 : Q| = [Q” : Q] = exnlo/p).

Consideremos ahora M/Q,, M € Q, ({ pmp) tal que K,M/K,, sea no ramificada.
Por el Lema 1.1.49, sabemos que K,M/K,, es no ramificada si y s6lo si g ayx, (Uy) = {1}y

por el Lema 1.1.52, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

l// % 9
K; M . Gal (K,M/K,)
Nky /0, res
Q; e Gal (M/Qp)
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Luego, K,M/K,, es no ramificada si y solamente si res oyrx uyk, (U,) = 1 si y solamente si
Yumyq, (NKV) /qu@) = 1 si y solamente si Nx,/q, U, € nuc g, = Ny, M”

Como siempre se cumple Ny q,U, S U,, tenemos K,M/K, es no ramificada si y sélo si
Nk, /0, U, €U, (M Nagyg,M™.

Por el Lema 1.1.48, U, (N Nagyg,M™ = Nuyg,Un, luego K,M/K,, es no ramificada si y solo si
Nk,i0,Up S Nuyg, Un-

Volvemos a los campos globales. Consideramos la extensiéon £/Q con E C Q ({ ,,mp). Entonces
por la Observacion 1.1.56, KE/K es no ramificada si y sélo si (KE)g/K,, es no ramificada para
todo % | g si y s6lo si [T Ny, o, Uy = qNK 10, Uy, € Nig,jo, U

olp
La extensién KQ® /K es abeliana y no ramificada en primos finitos y Q es la maxima exten-

., . (p) L . . L .
sién de K con esta propiedad. Luego para tener 2, /Q,, méximo, requerimos N, udpp) minimo,

7 1Q,
lo cual corresponde a

,
l_[ NKW:’/quF@i = Q(pl’) /quQ(Pp).
i=1

Regresamos al estudio de Q) para un primo p en general. La extensién Q/Q corresponde a
un subgrupo abierto de fndice finito A, del grupo de ideles Jo. Tenemos A, = Ngo» /0,Can, donde
A, = A,Q"/Q" y Gal(Q"»/Q) = Cq/A, = Ig/A,Q".

Como en Q) es ramificado Gnicamente el primo p y posiblemente p.,, por el Corolario 1.1.61

se tiene

A,=H,X Huqu+,

q#p
¢ finito

donde UY” € H,, C U,

Por el Teorema 1.1.67, KQ”'/K es el campo de clases correspondiente a Nyjo(A).

Nijo(®p)

KQWw

Q S— e 1)

Tenemos
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KQP /K > Ngl(A,) C ( M U x T R*) C Ix.

q finito q real

Q(p)/QHAPQNK/Q( [T U;x [1 R*)QJQ.

q finito q real

Seade [] [[U,x [] R, @=(a,),- Entonces

q finito ¢lq q real
= —
NK/QQ’ = [ | | HNK“/QQQQ](I—[ NR/RCUQ]
q finito qlg q real
=[ [Me@| [ ] [Meee (1_1 NR/R““]
»lp q#p g q real
~—~—  ——  \4finito —_——
en H, en R*
en [lgzp Uq
¢ finito

mp
Tenemos H1 Nk, 10,%p, € Hy. En efecto, sean S; = Ng
=

Uy, x [T UyxR* CU,x[TU,;xR*

+

primo
y H, := ]S, S, donde congx p = 97" --- 9"

i=1
Ahora, §; corresponde a un campo R; € Q ({ p"’p) y A, =[] S; corresponde al campo (_; R;,
i=1

(véase [50, Teorema 17.6.49]). Mds precisamente, A, = H, X [] U, X R* es el que le corresponde

q#p
r
a ﬂizl Ri-

Luego
Gal(Q”/Q) = Jo/A,Q" y Naw/q,Can = A,.
Upx [T UgxR*
Por lo tanto Gal(Q?/Q) = Jo/A,Q" = —Zo—— =, /H,.
P q

q#p

Luego Gal(R;/Q) = U,/S;. En consecuencia [R; : Q] = [(R,-)pi : QI,] = [u,, : NKw,-/quK«”i] y
QP : Q] = [NL,R:Q] =[U, : H)ysip >3, ademds [QP : Q] = rlrlcd[Ri : Q] =
med (Up : NKW,-/quw)'

1<i<r
Por la Proposicién 1.3.1, para p > 3, si p es moderadamente ramificado precisamente en
QP QP entonces el indice de ramificacién es [Q(l’)' : Q] =mcd(e,...,e,p—1).

Finalmente, puesto que Gal (Q(z) / Q) = Uy / [] Nk, joUy, identificando la conjugacién compleja
o

J con —1 € U,, tenemos por la Observacién 1.1.34:
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Q® = Q(L)" siy sélo si Gal (Q?/Q) es ciclico y J € Gal (Q ({y2) /Q({y2)") i y s6lo si
U/ I1 Nk, 0, Uy, es ciclicoy —1 € [] Nk, g, Us,.
912 o2

Q® = Q({ym) siy sélo si Gal (Q®/Q) no es ciclico y J ¢ Gal (Q ({y2) /Q ({y1)) si y s6lo si
Uz / T1 Nk, j0,Uy noes ciclicoy —1 ¢ [] Nk, /q,Us.
o

912

Q® = Q({ya) siy sélo si Gal (Q?/Q) es ciclico y J ¢ Gal (Q ({y2) /Q ({y2)7) si y s6lo si
U/ 11 NKW/Qzup esciclicoy =1 ¢ [] NKW/QZUP‘
912 o



Capitulo 2
Campos de géneros de campos de funciones

En este capitulo se presentan campos de funciones ciclotomicos y caracteres de Dirichlet para
campos de funciones. Se ofrece una definicién de campo de géneros extendido para campos de
funciones (Definiciones 2.2.4, 2.2.7 y 2.2.9). Finalmente, se obtiene el campo de géneros extendido
para campos de funciones (2.2.14), en términos de diversos campos auxiliares. Sean k = F,(T)
un campo de funciones racionales con g = p™, p primo, Ry = F,[T] el anillo de polinomios,
Ry = {P € Ry | P es un polinomio ménico irreducible} y p, el polo del divisor T en k, el primo

infinito de k.

2.1. Preliminares

2.1.1. Campos de funciones ciclotomicos

Lo que sigue fue tomado de [54] y [59].

Sea k = F,(T) el campo de funciones racionales sobre el campo finito F, con g elementos y sea

Ry = F,[T] el anillo de polinomios. Sea k una cerradura algebraica de k.
Sea A = End]pq(l_c) = {go k= k| @(a+b)=g(a)+ (b), p(aa) = ap(a) Va € F,yVa,b e l_c}.
Entonces A es una F,-dlgebra que consiste de los F, endomorfismos del grupo aditivo de k. Se

consideran los siguientes elementos.

1. Sea ¢ el automorfismo de Frobenius de k sobre IF,, es decir ¢ : k — k estd dado por u > u.

2. Sea ur la multiplicacién por 7T, esto es, uy : k — k estd dado por u +— Tu.

37
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Notacién 2.1.1. Siu € ky N € Ry, entonces

u" = N(p + pr)(w).

Definicion 2.1.2. Sea Ay el conjunto de elementos en k correspondientes a los elementos de N
torsién de k, es decir, Ay = {u ek|u = 0}: conjunto de ceros del polinomio u" en u, Ay es

llamado el modulo de Carlitz-Hayes de N.

Proposicion 2.1.3. u" es un polinomio separable en u de grado q“, donde N € Ry es de grado d.

Por tanto Ay es un Fy-espacio vectorial de dimension d.

Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.2.11]. O

Proposicion 2.1.4. Si N = P", con P € Ry irreducible y n € N. Entonces Ay es un Ry-mdédulo

ciclico.

Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.2.14]. O

Teorema 2.1.5. Para cada N € Ry \ {0}, el Ry-mdédulo Ay es canonicamente isomorfo a Ry /(N).

En particular Ay es un Ry-modulo ciclico.

Demostracion. Véase [59, Teorema 12.2.17]. a

Definicion 2.1.6. Para N € R;y\{0}, se define ®(N) = |(R7/(N))*|. Es decir,
O(N) =|{M eRr | (N.M) =1, gr M < gr N}|
es la cardinalidad del grupo de unidades de Ry / (N).

Proposicion 2.1.7. El Ry-maodulo ciclico Ay contiene precisamente ¢(N) generadores. De hecho,

si A es algiin generador de Ay, entonces para A € Ry, A es un generador si y sélo si (A, N) = 1.

Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.2.21]. |

Observacion 2.1.8. Si N € R\ {0}, entonces para A = a € IF; C (Ry/ (N))" tenemos o 4(Ad) =

0o(d) = 1% = ad, donde A = Ay es un generador de Ay.

Definicion 2.1.9. Sea N € R;y\{0}. Al campo Ky = k(Ay) = k(dy) generado sobre k = F,(T) al
adjuntarle la N-torsién del médulo de Carlitz-Hayes Ay = {u eK|uV = 0} se le llama el campo

de funciones ciclotomico determinado por Ay sobre k.
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Proposicion 2.1.10. k (Ay) /k es una extension de Galois.

Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.3.3] O
Definicion 2.1.11. Para N € Ry \{0} sea Gy := Gal (k(Ay) /k) el grupo de Galois de k (Ay) /k.

Proposicion 2.1.12. Gy es un subgrupo de (R /(N))*. En particular k (Ay) [k es una extension
abeliana y [ (Ay) : k] < ©(N).

Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.3.7]. |

Proposicion 2.1.13. Sean N = P", P polinomio ménico irreducible con d = gr P y p el divisor de
k asociado a P. Entonces todo divisor primo de k diferente de p y v, es no ramificado en k (Apn)
y el indice de ramificacion de v en k(Ap) [k es e(p) = O (P") = g™ — g D4 = gn=Dd(gd — 1) =
[k (Ay) : k]

Véase [59, Proposicion 12.3.14] y [21].
Teorema 2.1.14. Sea N € Rr\{0} monico. Entonces

1. Gy = Gal(k(Ay) /k) = (Rr/(N))".

2. [k(Ay) : k] = O(N).

3. Si N = P, para algiin polinomio irreducible Py p es el divisor de k asociado a P, entonces

p es totalmente ramificado en k (Ay) /k.

Demostracion. Véase [59, Teorema 12.3.6]. O

Definicion 2.1.15. El subcampo real maximal K, = K;l\j; es el maximo subcampo de Ky en el que

P S€ descompone totalmente. Si k C K C k (Ay), definimos el subcampo real maximal de K por
K* =Kn k(AN)+ .

Proposicion 2.1.16. En un campo ciclotomico hay ®(N)/(q — 1) lugares de k(Ay) sobre el lugar
infinito v, de k, cada uno de grado uno y su indice de ramificacion es e, = 1. Es decir, el
subcampo real maximal k (Ay)" de k (Ay), fijo por el grupo de inercia de cualquier divisor primo
P de k(Ay) sobre po, es tal que [k(Ay) : k(AN)"] = g — 1 y P se descompone totalmente en
®(N)/(q — 1) divisores primos en k(Ay)" /k.
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Demostracion. Véase [59, Proposicion 12.4.5 y Proposicion 12.5.4]. O

En este punto consideramos que seria deseable determinar explicitamente condiciones necesa-
rias y suficientes para que el grupo de Galois del campo ciclotomico k(A ) /k sea ciclico, para asi

tener resultados andlogos a los encontrados para campos numéricos.

2.1.2. Caracteres de Dirichlet para campos de funciones

De [59] tenemos las siguientes definiciones y propiedades referentes a caracteres de Dirichlet

para campos de funciones.

Definicion 2.1.17. Sea N € Ry\{0} un polinomio ménico. Un caracter de Dirichlet méd N es un
homomorfismo
X (Rr/(N)" — C".

Teorema 2.1.18. Dado un caracter de Dirichlet y, existe un tinico polinomio monico F de Ry de

grado minimo que divide a N tal que y puede ser definido modulo F.

((Rr/(N)))"

N

((Rr/(F)))’
Definicion 2.1.19. Dado un caracter de Dirichlet y méd N el conductor de y es F si F € Ry es un
polinomio moénico de grado minimo que divide N tal que y puede ser definido mod F. Se denota

por F,.
Definicién 2.1.20. Sea G un grupo finito. El grupo de caracteres de G es G = hom(G, C*).
Proposicion 2.1.21. Cualquier grupo abeliano finito G es isomorfo a su grupo de caracteres G.

Definicion 2.1.22. Sea N € Ry\ {0} y sea y € (RmV))* ~ Gy = Gal (K/(A\N)/K) un caracter de
Dirichlet mod N. Se tiene ), € Gy. Decimos que x es par si x(@) = 1 para todo « € F, e impar

en otro caso.

Definicion 2.1.23. Sean X un grupo finito de caracteres de Dirichlet, N := mem{F, | x € X},
H := Nxnucy y K := k(Ay)". Decimos que K es el campo asociado a X y si X = (y), decimos

que K es el campo asociado a y.
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Proposicion 2.1.24. Sean X, X, dos grupos de caracteres de Dirichlet y sean K; = Ky, (i = 1,2)

los campos asociados a X;. Entonces
» X; CX,siysolosi K, CK,,

L] K(Xl,Xz) = K]Kz.

Sea N € Ry\ {0} y sea N = [] P} su descomposicién como producto de polinomios irreduci-
i=1
bles. Entonces (R7/(N))" = ] (RT/PEY")*.

i=1

.
Si y es un caracter de Dirichlet m6d N, entonces tenemos y = [] xp,, donde yp, €s un caracter
i=1

méd P’ Es decir, x (A méd N) = [ xp, (A méd P{").
i=1

Definicion 2.1.25. Sea X un grupo finito de caracteres de Dirichlet. Entonces para un polinomio

monico irreducible P € Ry definimos Xp = {yp | ¥ € X}.

Teorema 2.1.26. Sea X un grupo finito de caracteres de Dirichlet y Kx su campo asociado. Sea

P € R\ A0} un polinomio irreducible y consideremos (P)x = p’ip. Sea B un divisor primo de Kx

g
0o

que estd sobre py sea e = e (P | p). Entonces e = |Xp|.

2.2. Campos de géneros de campos de funciones

Definicion 2.2.1. Sea K una extensién finita de k y sea S un conjunto finito no vacio de divisores
primos de K. El campo de clases de Hilbert de K relativo a S, Kys, es la mdxima extension

abeliana no ramificada de K, donde cada elemento de S se descompone totalmente. (véase [47])

En lo que sigue, para cualquier extension finita K de k, consideraremos S como el conjunto de

divisores primos de K que dividen a p, y escribiremos Ky en vez de Ky s.

Definicion 2.2.2. Sea K una extension finita separable de k. El campo de géneros K, de K con
respecto a k es la maxima extension de K contenida en Ky que es la composicién de K y una
extension abeliana de k. Equivalentemente, K, = Kw, donde w es la mdxima extension abeliana de

k contenida en K.

Observacion 2.2.3. Como en el caso numérico, existe w maximo con esta propiedad y asi lo
tomaremos. También como en el caso numérico, si K/k es abeliana, K; = w. Ademds como en el

caso numérico, para K/k finita y separable, w, = w.
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Definicion 2.2.4. Sea E un campo tal que k C E C k(Ay) para algin N € Ry. Sean X el grupo de

caracteres asociado a Ey Y = [] Xp. Por analogia con el caso de campos numéricos, definimos
PeRy

el campo de géneros extendido E+ de E con respecto a k como el campo asociado a Y.

Observacion 2.2.5. Tenemos que E :/E es la maxima extension abeliana no ramificada en los
primos finitos contenida en k(Ay). El campo de géneros de E es E; = EE_,, donde E, = Eg+ N
k(An)*.

Notacion 2.2.6. Sea K una extension finita separable de k. Para n € NU {0}, denotamos ,K := KL,

donde L, es el mas grande subcampo del campo ciclotémico k (A . ), donde p,, es puramente sal-
Tl‘l+

-
vaje y totalmente ramificado, de hecho, L, = k(Al /Tm) "y [L, : k] = ¢". Param € N, escribimos
Km = Kqu.

Sea K/k una extension abeliana finita. Entonces, por el Teorema de Kronecker-Weber, (véase
[50, Teorema 13.2.1]) K € ,k (Ay),,, para algunos n € N U {0}, N € Ry y m € N. Entonces por [5,
Teorema 2.2], K, = KE;’, donde E = KM Nk(Ay), M = L,k,, y H es larestriccién a E, del grupo

de descomposicion de los primos infinitos en KE,/K. Notemos que E C k (Ay).

Definicion 2.2.7. Sea K una extension abeliana finita de k. Con la notacion anterior, definimos el

campo de géneros extendido de K con respecto a k por
Ky = KE,-.
Proposicion 2.2.8. Sea K una extension abeliana finita. Con la notacion anterior, tenemos K+ | K

es no ramificada en los primos finitos y es moderadamente ramificada en pe, y [Ky @ K] | g — 1.

Demostracion. Tenemos Eg+/E es no ramificada en los primos finitos, luego K+ /KE es no rami-

ficada en los primos finitos.
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Ey —————KEq = Ky

I
no ramificada en primos finitos | | no ramificada en primos finitos

| no ramificada en primos finitos

k
Veamos que KE/K es no ramificada en los primos finitos. Por [5, demostracion del teorema

2.2], tenemos KM = EM. Puesto que en M/k el tnico primo posiblemente ramificado es p.,

KM = EM/E es no ramificada en los primos finitos.

k(Aw)
E KE KM = EM
K/
k / M = Lok,

Lo mismo para KM/K.

K—— KM

7

KnM—M

k
Como K C KE C KM = EM, la extensiéon KE/K también es no ramificada en primos finitos.

Concluimos que K;+/K es no ramificada en primos finitos.
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Se tiene Eg+/k es moderadamente ramificada en p, luego KE+ /K lo es. Como K+ = KE,

tenemos K,+/K es moderadamente ramificada en p..

Tenemos e, (Ey+/E) | q—1y H C I.(E/k), el grupo de inercia de p., en la extension E,/k,
ya que fo(Ey/k) = 1. Asi pues, tenemos que p., es totalmente ramificado en Eg+/E§I . Por lo
que [Eg+ : Egl] = eo (Eg+/E_f) | e (k(Ay)/k) = g — 1. Entonces [Eg+ : Egl] |q — 1y por lo tanto
[Kg+:Kg]|q—l. o

Por analogia a la Definién 1.2.1 (4), en el caso de campos numéricos, proponemos la siguiente

definicion.

Definicion 2.2.9. Sea K/k una extension finita separable. Definimos el campo de géneros extendido

de K con respecto a k como K+ := Kwg+. Si denotamos € := w,+, entonces
Kg+ = KQ

Observacion 2.2.10. Notemos que la extension Q/k es abeliana y maxima con respecto a esta

propiedad.
En adelante, a menos que se diga lo contrario, consideraremos
Q c nk (AN)m

con n, N, m minimos, es decir, paran € NU {0}, N € R}, m € N, m es el conductor de constantes.
Llamamos a (m, N, n) el conductor de Q.

Sean M := L.k, y E := QM N k(Ay). Entonces EM = QM. Luego Q, = Q = QFE.. Por
lo tanto E+ € Qy asi E = Eg. En efecto, Eg+ € Q € QM = EM, entonces EgM C EM, por

correspondencia de Galois Ey+ C E y por lo tanto Ey+ = E.

Q—OM

E:Eg+

k S M

Sea S := QN M. Tenemos S € M = L,k,. Como n,m son minimos S € L, 1k, y S € L.k,

conr|myr<m,puessiS C L, k,,,entonces Q =SE C , k(Ay)m,, luegom | m; y n < ny.
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Ahora bien, sea X = Y = [] Xp el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a E,+ = E.

PeR;,
Entonces si E® es el campo asociado a Xp, con P € Ry, E = [] E¥, donde E") = k para
PeR;.
casi todo Py si Py,..., P, son los primos finitos ramificados en E/k, Xp, # {1}, E®) # k, E®) N
[ME® =k, 1<i<ryE=E® . EP Gal(E/k)=X=Y = [] Xp = [] Gal(EP/k) =
J# PER}, PeRY.

[1Gal (/E(\Pt‘) /k). Por lo tanto
i=1

Gal (E/k) = ﬂ Gal (E(P"> /k) :

i=1

Para calcular Q necesitamos conocer S, es decir, el comportamiento de p., y también cada E¥
para P € R;. Primero tenemos que si P € R} es no ramificado en K/k, entonces P es no ramificado

en E/k y por lo tanto en /k. En efecto, si P es ramificado en /k, entonces se tiene
ep (KQ/K) = ep (KQ/K) ep (K/k) = ep (KQ/k) = ep (KQ/Q) ep (Q/k) > 1,

asi que ep (KQ/K) > 1 contrario a la definicion de Q.

K KQ
k—Q
Por lo tanto es suficiente conocer E?, 1 < i < r, donde Pj,..., P, son los primos finitos

ramificados en K/k y por lo tanto esos son los Unicos primos finitos ramificados en E/k y en
Q/k. Ahora, en E¥)/k el tnico primo finito ramificado es P y p., es moderadamente ramificado.
Notemos que el indice de ramificacion moderada de p,, en E/k y en Q/k es el mismo. Esto es

consecuencia de que Q = ES.

Para cualquier subconjunto finito no vacio A C R?, definimos E¥Y := [T E¥”. Podemos
PeA

considerar E®¥ como la P-componente de E.
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E=[ EP=E, ———Q=ES QM = EM
PeR;.
E® QP =P PN =EPM
k S=QNnM M

Definimos QP := E®M N Q. Tenemos que E¥ ¢ E € Qy E® ¢ E®M. Por lo que

E® c QP De la correspondencia de Galois se tiene
QP = EPS.

Para cualquier subconjunto finito no vacio A C R}, tenemos QY := EYYM N Q. De la corres-

pondencia de Galois obtenemos QW = ES  En particular
oW = ( E(P)] s=[1(E"s)=[]a".

Proposicion 2.2.11. Para A, B € R\ {0}, sea QW := EMM N Q, donde EW = [] ED, esto es
PlA
PeR;.

EW = EW y QW = QW donde A = {P ER| P A}. Tenemos
1. QWUB) — QUWQOB)
2. Simcd(A, B) = 1, tenemos QW N Q® =S =Qn M.
3. QW DS paratodo A € Ry y QW =S siy sélo si P; { Aparatodo1 <i<n.

Demostracion. 1. Se sigue de la discusion anterior.

2. Tenemos E® = 11 E® E® = 1 E? y|{PeR;|P|An{PeR;|P|B}=0.Porlotanto

EYNE® =kykQNM =QNM = S. Por correspondencia de Galois tenemos el resultado.

3. ParaP e R, QY = EPMNQ2MNnQ=SyQP # Ssiysdlosi P € {Py,...,P,}.
En efecto, Q) = EPM N Q # S siy sélosi EPM # M siy sélo si EP # ksiy sélo si
Pel{P,...,P}.
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Teorema 2.2.12. Con la notacion anterior se tiene

Q= HQ(P) HQ(P)

PeR+
Demostracion.

Tenemos

Q=EMNQ= [ﬁE(P")]MmQ: ﬁ(E(P")MmQ)

i=1 i=1

_ ﬁg(m - ﬁgm), 1_[ S _ l_[ QP
i=1 i=1

Pg{Py,..., PER},

Por lo tanto,
Q= Hg(m - n QP
PeR‘r

O

Proposicion 2.2.13. Sea K una extension finita separable de k. Sean P € R', dp = grP y
ep(Q/k) = (O)e;,s), donde mcd(p, (0)) = 1yeY = p* para algin ap > 0y supongamos

©)

congx = Pi' - Py . Entonces e,’ = med (el, R 1),

Demostracion. Puesto que Q/k es abeliana, e(O) | g% — 1, (véase [50, Proposicién 10.4.8]). Con-
sideremos k(o)/ k de manera que P es el unico primo finito ramificado, k(O) CQy [k(o) k] = eg)).
Entonces Kkg)) C Ky y Kkg)) /K es no ramificada. Sea f un primo en Kkg)) sobre P. Entonces
B N K = p; para algin i. Luego, por el Lema de Abhyankar, tenemos

ey (KK /k) = mem [e,, (K/k) ,€})'| = mem|e;, €] .

©)

Por lo tanto, e P) | e; paratodoi = 1,...,mp. Puesto que e,” es maximo tenemos

ef) = mcd(el, ... ,emP,qd” — 1).

Finalmente, nuestro teorema principal para campos de funciones globales es el siguiente.
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Teorema 2.2.14. Sea K/k una extension finita y separable, donde k = F,(T). Sea K+ = KQ.

Entonces
a=[]a”,

PeR;,

donde QP = EPS, S =QNMyk CEP Ck(Apr) corresponde a HP NKPj/kPtu. En particular
j=1

mp
uP . l—[ NKp/kPupj

J=1

(B k] =

)

donde congx P =1 ... por.

La parte moderadamente ramificada de QP |k estd dada por
eg?) = mcd(el,.. .,emP,qd” - 1),
condp = gr; P.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 1.1.67 al siguiente diagrama

NI_(/lk(AP) KE(P)

- EW®
k ~ E

esto es, KEP) es el campo de clases de N,‘(/lk (Ap).

Como E” es maximo en el sentido de que P es el tnico primo finito ramificado en E® /k y

KE® /K es no ramificado en cada primo finito, tenemos que Ap satisface
—1 *
QeR: 9|0 PoolPoo

o equivalentemente,

s e[ [Tt [ K;;m].

QeR: pl0 Poolpoo

Seade [] [TU,x I Ky, @ = (ay),. Entonces
Q€R. vIQ BoolPeo

NK/kCi’) = l_[ [l_[ NKp/kQa/pJ X l_[ NK%/kmaABm.

0cry \ 10 PeolPoo
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Para Q # P, Q es no ramificado en Q" /k, por lo tanto, para Q | O, Ka/kg es no ramificado y

en particular es una extension ciclica. Entonces por [50, Teorema 17.2.17], Nk i,Ua = Up.

Para Q = P tenemos

mp

l—[ NKp/kPap = n NKpj/kPapj’

plP J=1

emp

donde cong/x P = p{' ... Py, .

mp
Se sigue que [] Nk, j,p, € Hp. En otras palabras, si
=1

S = Ny iUy % | | U x [ x UL Upx [ ] Ug x [0 x UL,

Q€R%, Q€R,
Q#P Q#P

Ap = ﬁSijp = ﬁNKpj/kp-
j=1

Jl=1

tenemos

Ahora, si S estd en el grupo de normas del campo R; C ,k(Ap;),, para algin n € N U {0},

mp
m € Ny c; € N, entonces H1 S j es la norma del grupo ﬂTz”l R;.
J:

Se sigue que [Ck : k*Sj] = [Up : N,(p]_/k,,upj] y Gal (Rj/k) = C/k*S ;. Por lo tanto, [Rj : k] =
[Gk k'S j] = [up : NKp,- /kpup/.]. Finalmente tenemos

ﬁRJ ik
j=1

Para la ultima parte, por la Proposicién 2.2.13 tenemos que la parte moderadamente ramificada
de QP /kes ey =med ey, ... emn g% — 1).

mp
Up : l_[ N, /ip Wy,

J=1

E? = ﬁR,, |[E® : k| =
j=1
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Capitulo 3
Extensiones abelianas imaginarias

En este capitulo se estudian algunas familias de extensiones abelianas imaginarias de k = F,(T)
con numero de clases de ideales uno. Para ello se hace uso de la férmula de Schmidt. Se observa
que si K/k es abeliana imaginaria, necesariamente ¢ > 2. Se obtiene que si p es la caracteristica
de k, entonces las p-extensiones de k no son abelianas imaginarias (Proposicién 3.3.5) y que si
K es una extension abeliana imaginaria de k, entonces su campo de géneros K, también lo es
(Proposicion 3.3.29).

3.1. Preliminares

3.1.1. Divisores

Sea k = F,(T) el campo de funciones racionales. Considérese K/k una extension separable con
campo de constantes F,. Sea gx el género de K. Los lugares de k son p.., el polo de Ty los lugares
finitos son los que estdn en correspondencia biyectiva con los polinomios ménicos irreducibles P
de F,[T] y se denotan por (P).

Definicion 3.1.1. Sea D el grupo abeliano libre generado por todos los lugares en K. A D se le

llama grupo de divisores de K y a los lugares se les llama divisores primos de K.

Tenemos que D es un grupo aditivo.
Consideremos la funcién grado:

gr:D—7Z

51
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Entonces Dy = nuc gr es el grupo de divisores de grado ceroy P = {(w)x | w € K*} es el grupo de

divisores principales . Tenemos P < D, y la siguiente sucesion exacta:

1 Dy D27 0

Como D/Dy = D/nucgr = Im gr = gr(D) = Zy como Z es libre,

D=Dy®Z

Definicion 3.1.2. Decimos que C = % es el grupo de clases de divisores de K, Cy = % es el grupo

.. D, . ..
de clases de divisores de grado cero de K'y hy := |F§J| es el niimero de clases de divisores de K .

La siguiente sucesion es exacta para algun m € N.

1 Co c L mz 0

Aqui mZ = Z y es libre de torsién. Por lo tanto C = C( & Z. En particular C nunca es finito.

3.1.2. La formula de Schmidt

Sea K un campo de funciones. Sea X el conjunto de lugares de K yseaS € X, S # 0, S
finito. Sea O(S) = NpgsOp = {x € K | vp(x) = 0 para todo P ¢ S}. Entonces O(S) es un dominio
de Dedekind y por tanto tiene un grupo de clases de ideales €. El grupo %5 es finito y su orden
hs es el niimero de clases de ideales . Sea Jg el grupo de ideales fraccionarios de O(S). Entonces
hay un epimorfismo de D en Jg que se obtiene al eliminar los primos que estdn en S.

Sea D(S) el grupo abeliano libre generado por los elementos de S y considérese la siguiente

sucesion exacta:

1 D(S) D Ts 1

Sea F el grupo de ideales fraccionarios principales de O(S ). La preimagen de s en D es el grupo

PD(S). Se tiene entonces que la siguiente sucesion

PD(S) D Is
1 P P Fy 1

€s exacta.
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Aplicando el segundo teorema de isomorfismos, se tiene la sucesion exacta

1 D(S) D s 1
PND(S) P Ty ’

Sean Dy(S) = D(S)N Doy P(S) = D(S) NP = Dy(S) NP. Entonces la sucesién

1 Do(S) Do Is
P(S) P Dy

€s exacta.

El morfismo del lado derecho no necesariamente es suprayectivo. Para corregir la falla, sea
gr(D(S)) = 0sZ, 6s = mcdpes gr(P). Tenemos que gr(D) = Z. En consecuencia [D : DyD(S)] =
0s. Entonces [Jg/Fs : imagen(Dy/P)] = 5. En particular hg = [Js/TFs : 1] es finito. Ademads
[Do(S)/P(S) : 1] = rg es finito por ser isomorfo a un subgrupo del grupo finito D /P.

Con esto se ha probado el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Sean K/k una extension separable del campo de funciones racionales k = F,(T),
hy su niimero de clases de divisores, hg su niimero de clases de ideales, 65 = mcdpes gr(P) y
rs = [Do(S)/P(S) : 1] el regulador . Entonces la formula de Schmidt da la relacion entre hg y hg
y es la siguiente:

hsrs = hgds.

Una definicion de regulador para campos de funciones dada en [47] es la siguiente:

Sea Ry el anillo de todas las funciones en K cuyos unicos polos estdinen S = {Py, ..., P}, sean

{e1, e, ..., e, 1} un conjunto fundamental de unidades para R} y considere la matriz M,_;)., cuya

i, j-ésima entrada es In ||e j| i donde || ||, denota la valuacion normalizada en P;.

Definicion 3.1.4. El regulador rg, de Ry = k[T'] esta definido como el valor absoluto del determi-

nante de cualquier s — 1 X s — 1 menor de esta matriz.

Observacion 3.1.5. Como la suma de las columnas de la matriz anterior es la columna cero,

entonces rg, estd bien definido.

Lo que sigue se hara para ver la relacion entre rg y rg,.

Corolario 3.1.6. Se tiene que dshx = [Do(S) : P(S)]hg,, donde hi es el niimero de clases de

divisores del campo K.

Demostracion. Véase [47]. O
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Se define el mapeo regulador A : D(S) — Z* definido por A(Q) = (...,—ordp,QgrP;,...).
Entonces A es un homomorfismo y [Z° : A(D(S))] = [] gr P;.

i=1
Si P € R} y (P) es su divisor, entonces A((P)) = ( .. ,logq IPllp, , .- ) Sea ahora R;fr) el g-
regulador definido exactamente como se ha definido rg,, pero reemplazando el logaritmo natural

por el logaritmo en base ¢. Se tiene rg, = RE?T)(In g5

6rRT

Lema 3.1.7. [Dy(S) : P(S)] = ——L—
(H gr?)(lnq)‘ !
Demostracion. Ver [47, Lema 4.2]. O

El siguiente corolario establece la relacion que hay entre la definicién del regulador de la Defi-

nicion 3.1.4 y la de la férmula de Schmidt.

Corolario 3.1.8. Sigr®; = 1, parai = 1,2,...,s, entonces [Dy(S) : P(S)] = ri.

Demostracion. Ver [47]. m|

3.1.3. Formula del género

Sea N € Ry\.{0}, N ménico y no constante, esto es N ¢ IF(’;. Sean k = F(T) y Ky = k(An)
el campo de funciones ciclotémico determinado por N. Sea K}, el subcampo real maximal de Ky.

Sea Dk, /k el diferente de la extension Ky /K y sea gy el género de Ky.

Teorema 3.1.9. (Férmulas del diferente) Sean N = H P? la factorizacion de N € Ry en potencias

de irreducibles’y d; = gr P;. Los diferentes Dk, /x y D ky/K;, estdn dados por las siguientes formulas:

r

EKN/K = l_[ cong n,/KN$ n BL (3.1)
i=1 BoolPoo
Dy =B | | 8L sir=1, (32)
BoolPeo
Dy = | | B sirz2, (3.3)
Boo|Poo

donde B, es el uinico divisor primo de K sobre v;, el divisor primo asociado a P; y B, corre
1

sobre los ®(N)/(q — 1) divisores primos de Ky que estdn sobre p, y s; = n,-(D(P:"') — gD,
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Demostracion. Véase [43, Teorema 3.3.1].

Corolario 3.1.10. (Férmulas del género)
Sea N =[], P?", donde Py, ..., P, son polinomios monicos irreducibles, n; € N, d; = grP; y
r € N. Sean gy y gy, los géneros de los campos Ky y K}, respectivamente. Entonces los géneros

estdan dados por las siguientes formulas:

O(N) CD(N)
2gy — 2 = -2O(N ; 2 34
an ( )+qu)(P) +@-2-— (3.4)
O(N din-1) _ 1
2t =2 = (dn—-2 2™ _ 44 —dsir=1, (3.5)
qg-—1 qg-1
1 O(N
2¢v -2 = {(ZgN -2)— L(q 2)} sir>2. (3.6)
q - q -
En la ecuacion (3.5)d = d, yn = n;.
Demostracion. Véase [43, Corolario 3.3.2]. |

3.1.4. Campos de géneros

Recordemos que dados K un campo de funciones con campo de constantes F, y S un conjunto
finito no vacio de divisores primos de K. El campo de funciones de clases de Hilbert de K relativo
a S, Kygs, es la maxima extensiéon abeliana no ramificada de K, donde cada elemento de S se
descompone totalmente. En lo que sigue, para cualquier extension finita K de k, consideraremos S
como el conjunto de divisores primos que dividen a p.,, €l polo del divisor T en k y escribimos Ky

envezde Kys.

También recordamos que dada K una extension separable finita de k, el campo de géneros K,
de K con respecto a k es la mdxima extension abeliana de K contenida en K que es la composicion
de K y una extension abeliana de k. Equivalentemente, K, = K€, donde Q es la médxima extension

abeliana de k contenida en K.

Cuando K/k es una extension abeliana, K, es la mdxima extension abeliana de k contenida en
Ky.

Tenemos las siguientes propiedades para el campo de géneros de extensiones de Kummer de

grado primo.
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Proposicion 3.1.11. Sea ¢ primo tal que € | g — 1. Consideramos k = F,(T), D un polinomio
monico, D = P{'--- Py, con 1 < e; < € — 1. Entonces K = k({/(—l)ng . D) C k(Ap).

Demostracion. Véase [50, Corolario 9.5.12]. |

Teorema 3.1.12. Sea D = P{' --- P}’ un polinomio ménico libre de {-potencias, donde P; € R},
1<e<t-1,1<i<r.Sea0<s<rtalquel|grPiparal <i<syltgrPjparas+1<j<r.
Sea K :=k (\[/yD), donde vy € F. Entonces el campo de géneros K, estd dado por:

1. k({/yD, \[/(—l)grPIPl, el {/(—l)grP"P,) sitfgrDosil|grP;paratodal <i<r,

2.k (\"/)/D, NP, NP NP PR L \[/P,_le"‘), donde el exponente a; satisface gr P; +

ajgrP,=0méd ¢, s+1<j<r—1,sil|grDyt{grP.
Demostracion. Véase [50, Teorema 14.6.7]. O

Otra version del mismo resultado es la siguiente.

Teorema 3.1.13. (Teorema de Peng). Sea D = P{'---P;" € Ry un polinomio monico libre de (-
potencias, donde P; € R;, 1 < e; < {—1,1<i<r SeaO < s < rtal que { | grP; para
l<i<sylt{grPjparas+1< j<r SeaK := k(\?}/_D), dondey € F y sea a := (=1)&Pyy
Agits ..., 0,1 € Z que satisface gr P,, + a,, grP, =0 mod ¢, s+ 1 <m < r— 1. Entonces K, estd
dado por:

(a) k z( DePip, . f/(_l)grPrP,) sia € (]F;y yl{grD.

(VED=rpy
(b) k(f(Pl, AP APt PO (/P,_lpfr—l)siae(F;)f,mgrDngrP,.
(

(c) k(<. VIPr.....\[P,)si | grP,.

(d) k(VfYD, VP, NP A Pat P Pt P )szan yé”(grP

Demostracion. Véase [30, 31, Teorema 5.2]. O
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3.2. Algunas propiedades de extensiones abelianas imaginarias

En esta seccion se desarrollan algunas propiedades de las extensiones abelianas imaginarias

teniendo como base los articulos [19] y [54].

Sean k = F,(T) un campo de funciones racionales sobre el campo finito IF, con g elementos,

Ry =F,[T] el anillo de polinomios y p. €l divisor primo de k asociado a (%)

Para cada N € Ry se consideran el campo de funciones ciclotomico Ky y su subcampo real

maximal K}, es decir, el subcampo maximal de Ky en el que p., se descompone totalmente.

En lo que sigue de esta seccion se supone que la extension finita K de k esta contenida en algun

campo de funciones ciclotémico.

Definicion 3.2.1. El conductor de K es el polinomio ménico N € Ry tal que Ky es el minimo

campo de funciones ciclotémico, en el sentido de contencién, que contiene a K.

Definicion 3.2.2. Sea k = F,(T'). Sea K una extension abeliana finita de k y sean N el conductor
de K, K™ = K N K}, el subcampo real maximal de K'y Jx = Gal(K/K™).

= La extension K/k es abeliana real si Ji es trivial.
= La extension K/k es abeliana imaginaria si Jx # {1}.
= Una extension abeliana imaginaria K/k es totalmente imaginaria si Gal(K/k) = Jg.

El siguiente diagrama esquematiza la definicién de extension abeliana imaginaria.

KN
KK+
Kﬂ K+
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Vamos a reformular la férmula de Schmidt para el caso abeliano imaginario. Para ello conside-

remos lo siguiente:

Sean K/k una extension de campos de funciones, Ok la cerradura entera de Ry en K'y O}
su grupo de unidades. Sea .# el conjunto de ideales fraccionarios y & el conjunto de ideales
fraccionarios principales. Entonces ¢ = .% /< es el grupo de clases de ideales y hs = |# /| es

el nimero de clases de ideales.
SeaS; ={Po} VS =Sk ={P €Px | P estdarribade p.}. El niimero de clases de ideales hg
asociado con (K, S) se define como el nimero de clases del anillo de Dedekind
Os = Npgs Oy,
donde Oy = {z € K | vp(z) > 0} es el anillo local asociado con la valuacién vy en P. Notemos que
Ogs = O(S) que vimos en la Seccién 3.1.2.
Los enteros hg y hg estan relacionados por la férmula de Schmidt
Oshkx = rshs,
donde 65 = mecd{grP | P e S}y rs es el regulador de (K, S), es decir, el indice del grupo de
divisores principales con soporte en S en el grupo de divisores de grado cero con soporte en S .

En nuestro caso, dada K/k una extension abeliana imaginaria, se tiene K C Ky, po, €s el primo
infinito y S es el conjunto de primos de K que dividen a p.,, entonces el grado de los primos

infinitos es 1 y por lo tanto 65 = 1. As{ la férmula de Schmidt se reduce a:
hK = rshs. (37)

Nota 3.2.3. Usando la ecuacion anterior podemos concluir que si hy = 1, entonces necesaria-

mente hg = 1.

Sean k = F,(T') campo de funciones racionales y K/k una extension abeliana imaginaria. Sea
S el conjunto de lugares de K sobre p.. Sea Jg el grupo de inercia de p.,. Entonces K" es el

subcampo real maximal de K. Ajustando S = {P N K* | P € §} se obtiene el siguiente diagrama:

[K:K*] [K:K*] [K:K*]
I‘( g131 SI32 e gB[1<+:1<] S
K* 91 2 PIK+K] St

A
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Observacion 3.2.4. Del diagrama se tiene que si una extension K/k es abeliana imaginaria, enton-
ces g > 2, yaque cuando g = 2, Ky, = Ky, de donde K™ = K Nk(Ay)" = KNk(Ay) =K

Proposicion 3.2.5. Sea K/k una extension abeliana totalmente imaginaria y sea hi = hg+ el

niimero de clases de ideales asociado con (K*,S™). Entonces hg+ divide a hg.

Demostracion. Se considera el siguiente diagrama:

KN

X
L/

k
Como Ky/Kj, es totalmente ramificada, tenemos KK}, /K, también es totalmente ramificada.
Puesto que K es una extension abeliana imaginaria, en la extensiéon K/K™ los primos infinitos son
totalmente ramificados.
Por [58, Teorema 3.38], tenemos que Gal (K/K*) = Gal (KK;,/K;\;). Con esto tenemos que
€ = eg/k+ = €Kk} /K; Y POr lotantoe | g — 1.

Se considera el mapeo norma

N : %@K —— (golﬁ

‘KOK
> nuc N

R

el cual es suprayectivo por [47, Teorema 3.1]. Ahora, por un teorema de isomorfismos

6o, - Tomando cardinalidad tenemos |<(Q”OK+ [nuc N| = |(50 K| y por lo tanto se tiene el resultado. O

Definicién 3.2.6. Sea h{ = hg- el nimero de clases de ideales asociado con (K*,S*). Como K/K*

es totalmente imaginaria, se tiene hg divide hg. El niimero de clases de ideales relativo es

hy = hs /h3.
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Proposicion 3.2.7. Sea K/k una extension abeliana totalmente imaginaria, es decir, Gal(K/k) =
Jk. Entonces dados rs y r§ los reguladores de K[k y K* [k respectivamente y rg := rs [r. El indice

. . +HISI-1
de unidades es Q = [0} : IF;O;]. Entonces rg = [K.KQ] — e N.

Demostracion. Véase [13, Lema 1.15].

O

Proposicion 3.2.8. Con la notacion de la Proposicion 3.2.7, tenemos que el indice de unidades Q

es 1 si N es potencia de un primo y q — 1 en otro caso. Por lo tanto se tiene:

~ { (g — DBY i N es potencia de un primo,

(g — D2 en otro caso.

Demostracion. Véase [54, (2a)].

Nota 3.2.9. Tenemos

x =Tshs.

Observacion 3.2.10. Una condicién necesaria y suficiente para que en una extension abeliana

imaginaria hs = 1 es que hy = hg = 1.

Proposicion 3.2.11. Sean Ky y K, dos extensiones ciclotomicas tales que Ky C Ky Entonces

hs, | hs,,, donde hg, y hs,, son los niimeros de clases de ideales de N y M respectivamente.

Esta proposicion se sigue de los siguientes resultados.

Proposicion 3.2.12. Sea Ky € K C Ky y K/Ky no ramificada en todos los primos. Entonces
K = KN.

Demostracion. Sea X el grupo de caracteres asociado a K. Se tiene X = [] » Xp pues Galflav /k) =
(Rr/N)" es el grupo de todos los caracteres médulo N. Sea Y el grupo de caracteres asociado a
K. Se tiene X € Yy Xp C Yp. Como K/Ky es no ramificado, Xp = Yp para todo P. Luego

[1pYr=1]pXp=X.Ademds Y C [[pYp = X. Porlotanto X = Y y asi K = Kjy. O

Proposicion 3.2.13. Sea L/K una extension finita y separable de campos de funciones tal que no
existe una subextension abeliana no trivial F|K no ramificada en todos los primos y para la que
los primos infinitos sean totalmente descompuestos. Denotamos por S| al conjunto de divisores

primos de L que estdn encima de po.. Entonces hg | hg,.
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Demostracion. Recordemos que S es el conjunto finito no vacio de primos de K que estdn encima
de p.. Sean Ky la mdxima extension abeliana no ramificada de K y tal que los primos en S
son totalmente descompuestos y sea Ly, la maxima extension abeliana no ramificada de L y tal
que los primos en S, son totalmente descompuestos. Por teoria de campos de clases, el grupo
Gal(Ky s /K) es isomorfo al grupo de clases de ideales de K. (Véase [60, Apéndice 3, Teorema
4]). Como no existe una subextension abeliana no trivial no ramificada en todos los primos y para
la que los primos infinitos sean totalmente descompuestos, tenemos Kys N L = K. Con esto se
tiene que Gal(LKy s /L) = Gal(Kps/K), via restriccion. Como LKy s /L es una extension abeliana
no ramificada y es tal que los primos en S, son totalmente descompuestos, tenemos LKy s estd

contenidoen Ly, .
Por lo tanto

Gal(Lygs,/L) — Gal(Kys/K)

es suprayectivo via restriccion. Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo, donde %, es

el grupo de clases de ideales de K, %, es el grupo de clases de ideales de L.

- - .
Cgol‘ mapeo de Anig al(LH’S L / L)
Niik l rest

Gop ————= Gal(Kpys /K)

mapeo de Artin

Por el argumento anterior, la flecha de la derecha es suprayectiva, entonces la norma también
es suprayectiva. Con esto se tiene que la funcién del grupo de clases de ideales de L al grupo de
clases de ideales de K es suprayectiva y el nimero de clases de ideales /g divide al nimero de

clases de ideales hg, . O

3.3. Estudio de extensiones

En lo que sigue consideramos k = F,(x) cuando la extension K/k se define a través de una

ecuacion en las variables x, y.

3.3.1. Extensiones ciclotomicas

Observacion 3.3.1. Recordemos que los campos ciclotémicos son extensiones abelianas imagina-

rias si ¢ > 2, ya que Ky = K, siy s6lo si ¢ = 2 y también que los subcampos reales maximales
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K, no son extensiones abelianas imaginarias ya que K* = K;, N K, = K}, y entonces Jgx = {1},
donde Jx = Gal(K/K™).

De los trabajos de Kida-Murabayashi [21] y de Sémirat [54] se tienen los siguientes resultados:

Teorema 3.3.2. Las soluciones del problema de niimero de clases de ideales uno para extensiones

ciclotomicas imaginarias k (Ay) [k con M € Ry y gg = 0 estdn dadas en la tabla 3.1.

M(x) q | ¢M) | hg | hs
x—a,a€F, [ 23|g-1]1 |1
x(x+1) 3 4 1|1
x(x—1) 3 4 1|1
x-Dx+1)| 3 4 1|1

Tabla 3.1: Caso gx = 0

Teorema 3.3.3. Las soluciones del problema de niimero de clases de ideales uno para extensiones
ciclotomicas imaginarias k(Ay) [k con M € Ry y gx > 1 estdn dadas en la tabla 3.2, donde
(w) =TF,.

M(x) q | oM) | gk hk hs
x? 3/ 6 1 4 1
x+1 3 8 2 8 1
x(x+1D(x+2)|3 8 1 4 1
x(x —1)° 3 6 4 | 24x7 | 1
x(xX> +2x+2) | 3] 16 7 12"x17 | 1
x(x+w) 4 1 3 1
x(x + w?) 4 1 3 1

Tabla 3.2: Caso gg > 1

Nota 3.3.4. Del teorema anterior destacamos el caso en que ¢ = 3 y M(x) = x*> + 1, el niimero de
clases de ideales es hs = 1 pero hx = 8. Este es un ejemplo en el que se tiene hg = 1 pero hgx # 1.
Por la férmula de Schmidt, r¢ = 8.
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3.3.2. p-extensiones

Proposicion 3.3.5. Las p-extensiones abelianas finitas no son extensiones abelianas imaginarias.

Demostracion. Sean K/k una extension de Galois, k = F,(x), g = p" y la caracteristica de k es p.
Sea G = Gal(K/k). Se considera G un p-grupo abeliano. Entonces G = C,n X Cpyy X -+ X Cps y
|G| — pn1+n2+---+ns'

Supdngase que K/k es una extension abeliana imaginaria tal que su grupo de Galois es un

p-grupo abeliano G de orden p™. Se tiene el siguiente diagrama:

Entonces [K : K*] = p™, con m; € N. Por teoria de Galois se tiene que p™ | (g — 1). Esto
es una contradiccién. Con esto se concluye que las p-extensiones no son extensiones abelianas

imaginarias. O

Corolario 3.3.6. Las extensiones de Artin-Schreier, las extensiones elementales abelianas y las

extensiones de Witt no son extensiones abelianas imaginarias.

3.3.3. Extensiones de Kummer

La siguiente definicion fue tomada de [22]:

Definicion 3.3.7. Sea K/F una extension de Galois de grado n y supdngase que F contiene las
n-ésimas raices de unidad y que la caracteristica de F no es un divisor de n. Entonces K/F es una

extension de Kummer.
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Observacion 3.3.8. Al trabajar en campos de funciones con campo de constantes finito F,, en las
extensiones de Kummer, las n-ésimas raices de unidad estdn en el campo de constantes, por lo que
n|g—1.Dada K/k una extensién de Kummer, K = k(\"/D_ o \/5,) donde Dy,...,D, € Ry.En
el presente trabajo nos restringimos a un radical, luego K = k (\/5) en este caso la extension es

ciclica.

Lo que sigue establece las condiciones para que una extension de Kummer sea abeliana imagi-

naria.

Sea K/k una extension de Kummer contenida en un campo ciclotémico k(Ap), donde D es un

polinomio ménico. Entonces por la Proposicion 3.1.11,

K = k(\”/(—l)ng - D) C k(Ap).

Ademds, requerimos que K # K*. Abordaremos primero el caso en que n = £ es primo.

Extensiones de Kummer de grado primo ¢

Sea K una extension de Kummer de grado primo ¢. Entonces K = k( {/(—DTDD), donde ¢ |
qg-1,y¢€ }FZ y D € k[T], D es libre de {-potencias, es decir, D = yP‘l’” ..., P}, P; es un polinomio
monico irreducible, 0 < @; < €. Tenemos que K/k es una extension ciclica de grado £y K C k(Ap).
Recordemos que K* = K Nk(Ap)*. Entonces Jx = Gal(K/K") # {1} siy s6losi K # K™, es decir,

K ¢ k(Ap)*. Para que K sea abeliana imaginaria es necesario que K" = k.

Proposicion 3.3.9. Sea K/k una extension de Kummer de grado €. El comportamiento de p., en

K/k es el siguiente:

(a) Si € { gr D, entonces p., es ramificado.
(b) Sit|grDyye€ (FZ)‘Z entonces P, se descompone.
(c) Sit|grDyy¢ (IF;)[, entonces P, es inerte.
Demostracion. Véase [30, Proposicion 5.1]. O

Nota 3.3.10. Observemos que en una extension K = k(/(=1)¢2D) de Kummer de grado primo €
sobre k y abeliana imaginaria debe cumplirse € 1 gr D y v, se ramifica en K/k. Esto se debe a que
K estd contenido en un campo ciclotomico y en estos campos el primo infinito p., no tiene inercia

y ademds, como K* = k, el primo infinito no se descompone en K/k.
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Nota 3.3.11. Por [28] y [34], tenemos que hay ocho campos de funciones no isomorfos con niimero

de clases de divisores hy = 1y género gx > 1. Estas ecuaciones fueron dadas inicialmente por

MacRae. En nuestro caso solo consideramos dos, pues en ellos q # 2.

(a)

(b)

Sea K el campo determinado por la ecuacién y* + 2x* + x + 1 = 0 con ¢ = 3. Usando el

cambio de variable x = -T:

V=-T-2T+2=—(T*+2T -2)=—(T* +2T + 1)

Luego y = \/—(T3 +2T +1).Sea P = T3 + 2T + 1. Tenemos k(m) C k(Ap), con
k =F3(T),t =2ygrP = 3. Asi, k(y) € k(Ap). Como ¢ = 2 ¥ 3 = gr P, entonces por
la Proposicién 3.3.9, p,, se ramifica. Asi K # K* y por lo tanto, la extensiéon K/k es una
extension de Kummer abeliana imaginaria. Como hgx = 1, por la ecuacién 3.7, tenemos
hs = 1.

Sea ahora K el campo determinado por la ecuacién y* +y = x> + @, con ¢ = 4 y donde «
es un generador del grupo multiplicativo IF;. Considerando k = FF4(x), tenemos K = k(y), la
extension K/k es una extension de Artin-Schreier y por [30], p., se ramifica salvajemente.
Asi pues, si se considera la extension K/k de esta manera, no se trata de una extension
abeliana imaginaria. De cualquier modo, como hg = 1, tenemos hg = 1. Notemos que si en
la definicién de extension abeliana imaginaria permitimos ramificacion salvaje, éste seria un

ejemplo.

Pero si consideramos k = F,(y), entonces K = k(x) y tendremos una extension de Kummer
de grado 3, donde x = \y2+y+a, P =y*+y+a, { = 3y grP = 2. Por la Proposicién
3.3.9, como 3 ¢ 2, p,, se ramifica. Notemos que en K*/k, p., se descompone, asi que K* = k.
Por lo tanto K/k es una extension abeliana imaginaria. Como k (\3/1_0) C k(Ap), tenemos, K/k

es una extension de Kummer abeliana imaginaria. Como antes, de g = 1 se sigue hg = 1.

Ahora hemos de determinar bajo que condiciones una extension de Kummer de grado ¢ abe-

liana imaginaria tiene nimero de clases de ideales g = 1. Para esto, nos auxiliamos del campo de
géneros K, de K/k. En nuestro casoy = (-1)& Py @ = (-1)&Py = (-1)FL(-1)&P = (-1)?&P = 1.

Por lo tanto a € F;f. Por el Teorema de Peng 3.1.13, tenemos

Ky = k(NEDEP P NEDERP).

Analizando tenemos las siguientes observaciones:
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= Sir>2,como K ¢ K; C Ky y el grado de la extensiéon Ky /K es hg, concluimos hg > 1.

= Sir =1, entonces K, = k({/(—l)g”’l . Pl). Por lo que K = K, y entonces no sabemos cudl

es el valor de hy.

En general, dado D = P°,con 1 < e < {— 1y P polinomio ménico irreducible, se tiene

K =K, = k(D" - P).

Podemos suponer que e = 1. Luego D = Py K = k({/(—l)grp . P).

Ahora debemos encontrar el valor de Ag.

Lema 3.3.12. Si gr P = 1 entonces hg = 1.

Demostracion. Supongamos grP =1y K = k(\/f —P) C k(Ap), entonces se tiene (P)y,) = pi =

gor P
=Y 3py = P. AQuf p se ramifica en K/k por 3.3.10. Luego comyy = By Dy = ettt
Asigr(Dgp) =grP(l—1)+€—-1=(—-1)(grP+1).

Por la formula de Riemann-Hurwitz:

28k —2=0(2gr — 2) + gr Dy
={0(-2)+(grP+1)£-1)
=-20+grPl—grP+{({-1
=—{+grPl—grP-1

Se tiene:
29k =grPl—C—grP+1=grP((-1)—({—-1)=(-1)(grP-1).
Entonces

1
8x = 5(C=DgrP-1) (3.8)

y como gr P = 1, se tiene que gx = 0y asi g = 1. Por la férmula de Schmidt, zg = 1.

Veamos ahora el caso en que gr P > 1:
Sea K =k (\f/(—l)g”’ P) una extension abeliana imaginaria, donde P es un polinomio moénico
irreducible, gr P > 1, £ primo, talque £ |g— 1y g > 2, g = p“.

Notemos que gx # 0 por la ecuacion 3.8 y por el Lema 3.3.12, tenemos que esto pasa si y solo
sigrP=1.
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Usando [54, Férmulas (1d), (3a) y (4b)] se tiene: iy = 1 ya que gx+ = 0. Por lo tanto hg = hy
y también /g = 1. Por lo tanto hs = hg.
Ademds tenemos que hy = 1 porque gz = 0. Por lo tanto hg = hy. También hg = 1y por lo
tanto hx = hy.
[K:K*+]S1-1

Por otro lado, por [53] tenemos ry = =5 — € N , donde |S| = 1 porque p., es totalmente

ramificado y la extension es totalmente imaginaria. Entonces rg = 1. Luego hy = hg y hg = hy.
Asi hg = hg, hi = 1. Por lo tanto hg = hg = hg y en consecuencia hg = 1 siy sélo si hg = 1.

Luego como gx # Oy gr P > 1, los casos en que hg = 1 son los casos (a) y (b) de lanota 3.3.11,
esdecirrg=3,g=1,T>+2X°+X+1=0yqg=4,g=1,T*+T =X>+a,cona € F, - {0,1}.

Teorema 3.3.13. Dada una extension de tipo Kummer de la forma K = \/(=1)¢P - D, donde D es

un polinomio monico de la forma D = P{' --- Py, se tiene:

w Sir>2 hg > 1.
m Sir=1ygrP=1,hg = 1.
wm Sir=1ygrP > 1, hg > 1, excepto los casos (a) y (b) de la nota 3.3.11.

Demostracion. = Por el Teorema de Peng, K € K; y K, C Ky, entonces el grado de la exten-
sién Ky /K es hg y por lo tanto hg > 1.

= Sigr P =1, entonces K es un campo de funciones racionales y gx = 0, por lo que hg = 1.

= SigrP > 1, entonces hxy = hg y hg = 1 siy s6lo si K es el caso (a) o el caso (b) de la Nota
3.3.11.

Extensiones cuadraticas abelianas imaginarias

Las extensiones cuadraticas son un caso particular de las extensiones de Kummer. Asi consi-
deramos K C k(Ay). Recordemos que una extension cuadratica es imaginaria si P, se ramifica o
es inerte. En particular una extension cuadratica es abeliana imaginaria si p., se ramifica en K/k,

pues en los campos ciclotémicos no hay primos infinitos inertes.

Considerando la notacién para extensiones de Kummer, en nuestro caso ¢ = 2, D es un polino-
mio moénico de grado impary K = k ( \/(—l)ngD)
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Asi si K/k es una extension cuadrética abeliana imaginaria, entonces se tienen las siguientes

propiedades:

.q>2.

. Do se ramifica en K/k.

. KN k(Ayn)" =k, es decir la extensidon K/k es totalmente imaginaria.
. El grupo de unidades de K es Ux = F,.

. Dado K = k( \/f(T)), donde f(T) € Ry = IF,[T] es libre de cuadrados, d = gr f(T) y aq es

el coeficiente lider de f(T). Si d es impar, entonces p., es ramificado en K. Si d es par y ay
es libre de cuadrados en F/, entonces p., se descompone en K. Sid es par y a, no es libre de

cuadrados en IF"Z, entonces P, €s primo en K.

Demostracion. Véase [48, Proposicion 14.6]. O

. hs = hg si ps es ramificado, hy = 2hg si p, es inerte y hg logq le| Boo = hg si P se

descompone (e es una unidad fundamental en Og y B, es el primo sobre p,, en que e tiene

orden negativo). Por lo tanto en nuestro caso rg = 1.

Demostracion. Véase [48, Proposicion 14.7]. O

Observacion 3.3.14. Si K/k es una extension cuadratica imaginaria, como g, se ramifica, por [48,

Proposicion 14.7], hg = hg y rg = 1.

Proposicion 3.3.15. Sea K una extension cuadrdtica. Entonces K es abeliana imaginaria en los

siguientes casos:

1. Si gk =1, entonces hay una extension.

2. Si gk =0, entonces hay muchas extensiones.

Demostracion. 1. Sigx =1,como hg = hg y hx = 1 s6lo en el caso (a) de la Nota 3.3.11.

2. Sigg =0,como K C k(Ay), entonces K es un campo de funciones racionales y hx = hg = 1.

O
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Nota 3.3.16. Por la formula de Schmidt, en las extensiones cuadrdticas que son abelianas imagi-
narias, se tiene hx = hg. Por lo que la uinica extension cuadrdtica con hs =1y gx = 1 es la dada
por la Nota 3.3.11 (a).

De la Proposicién 3.3.15 y la Nota 3.3.16 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.17. Sea k = F,(T), K/k una extension cuadrdtica abeliana imaginaria. Se tiene
hx = hg. Entonces hg = 1 si y solo si hxy = 1 siysolosigg = 00gxk =1, qg=3yK =
k(V-(T3+2T + 1)).

Extensiones de Kummer de grado n

Observacion 3.3.18. Lo siguiente se tiene por [53].

= Para el caso de extensiones totalmente imaginarias, aparte de las soluciones de lanota 3.3.11,
todos los campos de funciones con nimero de clases de divisores uno, no tienen lugar racio-

nal y por lo tanto tienen nimero de clases de ideales mayor que uno.

» Para una extensién abeliana imaginaria, no hay solucién cuando [K : K*] = £ y en general,

no habra solucién cuando [K : K] = ¢/, j > 3.

Sea K una extension de Kummer de grado n, k = F, (T). Pedimos que n | g — 1. Sea D
polinomio ménico, D = P‘l” ... P¥. Consideramos K = k(y), donde y" = (=1)¥?D. En nuestro

caso necesitamos que K C k(Ap). Se tiene que [K : k] = n. Entonces K/k es una extension de

n

Kummer ciclica de grado n. Aqui G := Gal(K/k) = (o). El indice de ramificacion es e, = G’

_ n
€oo = (n,gr D) :
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k(Ap)

‘ 1

Kk(Ap)* -

AN

K(Ap)*

K" =KnNK(Ap)*

k

Queremos ver si se puede dar el caso en que se tengan dos extensiones ciclicas, pero que su

compuesto no sea ciclico.

Proposicion 3.3.19. Sea K = k(\/" P*) una extension ciclica de grado n, donde P* = (-1)¥°FP
y gr P = 1. Entonces K es una extension abeliana imaginaria si K es un campo de funciones

racionales y hg = 1.

Demostracion.
k(Ap)

k = k(3/P*) k(Ap)*

k+

k

Sea y" = f(x) con f(x) libre de n-potencias y caracteristica que no divida a n. Sea f(x) = P,
grP=1.
(PO = L = % y 3rw = p. Como la extension es abeliana imaginaria, entonces po, S€

e
P

ramifica en K/k. Con esto, congyx(p) = By Dguwy = PP
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gD =grPn—-1)+mn-1)=2n-1).

Por la formula de Riemann-Hurwitz

28k —2=nQg—2)+ gr Dk =n(=2)+(grP-1(n-1)
=-2n+grPn)—grP+n—-1=-n+grP(n)—grP-1
26k =grPn)—n—-grP+1=grPn-1)—-(n-1)=m-1)(grP-1)
1
gk = E(n — 1)(gr P — 1) sustituyendo gr P = 1
8k =0

Con esto concluimos que K es un campo de funciones racionales y por lo tanto hg = 1. O

Proposicion 3.3.20. Sea K = k(\/ﬁ) una extension ciclica de grado n, donde P* = (—=1)¥FP y
gr P > 2. Entonces hg > 1.

Demostracion. Usamos el siguiente resultado del articulo [30]:

K = K1K2 g Kngzg - Kg.
SigrP,>1ygrP,>1,entonces K;, 2 K;, coni = 1,2. Entonces hg > 1. O

Observacion 3.3.21. Si el nimero de primos es mayor o igual que 2 y al menos uno de los primos

tiene grado mayor que 1, entonces K, 2 K y por lo tanto hg > 1.

Ahora veremos el caso en que s > 2 pero todos los primos son de grado 1.

Seak =F/(T),conn|g—1yP" = (=1)&PP. Notemos que

a b
(PT)“(P;)I? — ((_l)grPl Pl) ((_1)grP2P2) — (_1)(agrP])+(bgrP2)PizP127

Luego K = k(,”/(—l)“+bP‘l‘P’2’).

Se tiene entonces el siguiente diagrama:

K

N
Ky = k(3/=1yP)) K. = k(m)
\ /

k
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K, /ky K;,/k son campos de funciones racionales.

Observacion 3.3.22. Si s > 2 y todos los primos son de grado 1, entonces K es un campo de

funciones racionales, gx =0y hg = 1.

En general, si K = k(\”/P’f e P;‘,), con gr P; = 1, entonces K es un campo de funciones racio-
nales, gx =0y hg = 1.

Teorema 3.3.23. Sea K = K| K,, con K; = ((—l)grPfPi) y grP; > 2, entonces hg > 1.
La prueba se sigue del siguiente resultado:
Lema 3.3.24. Si K, € (K)), 0 K> € (K3),, entonces K C Ky y por lo tanto hg > 1.
Demostracion. (K;)q(K>)s € (K K5), = K. Luego K C K,y asi hg > 1. O
Observacion 3.3.25. Sis =1y grP = 1,entonces gg =0y hg = 1.

Observacion 3.3.26. Si s = 1y grP > 2, por [54], hs = hg = 1 sélo en los casos (a) y (b) de la
nota 3.3.11.

Los siguientes resultados se prueban en [54].

Teorema 3.3.27. Sea K/k una extension ciclica de grado {". Las extensiones abelianas imagina-

rias con niimero de clases de ideales uno y gx # 0 estdn en la Tabla 3.3.

M(x)
V+22+x+1=0

gk Bajo isomorfismo hk

x> x+a,aeF;, oy

Y+ +x0)+x72+1=0 x> ax+bacF;, bel;

Y+y+x+w=0,(w)=F; x> x+a,ack,

y=x*+3
v =4(x* +2)

x> ax+b,a€F;,beF;s

DN bW Wi
p—t | | = DN | =
N[N = |00 | —

x> ax+b,a€F,beF;s

Tabla 3.3: Extensiones ciclicas abelianas imaginarias

Teorema 3.3.28. Sea K/k una extension ciclica de grado {". Las soluciones isomorfas a las ecua-
ciones de MacRae que son abelianas imaginarias y cumplen hy = hg = 1y gx # 0 estdn en la
Tabla 3.4.
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M(x) q |8k | hk | hs
V-xX+x+1=01[3]1|1]1
V4+y+x+w=0[4]1|1]1

Tabla 3.4: Extensiones ciclicas isomorfas a soluciones de MacRae

3.3.4. Campos de géneros

Proposicion 3.3.29. Sean K una extension abeliana imaginaria y K, su campo de géneros . En-

tonces K, también es una extension abeliana imaginaria.

Demostracion. Puesto que K es una extension abeliana imaginaria, K € Ky para algiin N € Ry.

Por [30], tenemos que K, € Ky.

Consideremos el siguiente diagrama:

Ky
K !
g
K K; K;\r,
., //
K+
k

En general se tiene K™ = K N Ky € K; N Ky = K. Para que K, sea una extension abeliana
imaginaria es necesario que K, # K. En caso de que K, = K, tendriamos K C K, C K} y puesto
que K # K™, se tiene K € K, lo cual es absurdo. Por lo tanto K # K.

Se concluye que K, es una extension abeliana imaginaria de K.

O

Ejemplo 3.3.30. Sean( =2, g =3, a=1,P,=T,P, =T + 1, P; =T — 1. Con referencia al
Teorema 3.1.13, D = yP P,P;. Entonces K = k( VD) y [Kp : k] = ®(D) = ®(T)®(T + )D(T —

1) =2-2-2 = 8. Tenemos KN K}, = k, es decir, K es una extension abeliana imaginaria y el campo

de géneros es K, = k ( V=P, V-P, \/—P3). De donde se tiene el siguiente diagrama:
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Conclusiones y perspectivas

En el primer capitulo se obtuvieron los grupos de ideles correspondientes a Q (£,,) y Kk (Ay) en
los Teoremas 1.1.60 y 1.1.62, respectivamente y se estudiaron, para el caso de campos numéricos,
diversas relaciones entre los campos de clases de Hilbert y de Hilbert extendido y de campos de
géneros y de géneros extendido. Finalmente, se presentd el campo de géneros extendido de un

campo numérico (Teorema 1.3.2).

En el Capitulo 2 se ofrecié una definicién de campo de géneros extendido para campos de fun-
ciones (Definiciones 2.2.4, 2.2.7 y 2.2.9) y se obtuvo el campo de géneros extendido para campos
de funciones (2.2.14), en términos de diversos campos auxiliares. Seria deseable determinar preci-
samente qué campos ciclotomicos tienen grupo de Galois ciclico con el fin de obtener resultados
andlogos a los encontrados para campos numéricos. Asimismo seria interesante un estudio compa-
rativo de los distintos conceptos que hay para campos de géneros extendidos en el caso de campos

de funciones.

En el tercer capitulo, en la definicién de extension abeliana imaginaria K/k, donde k = F,(T),
se requirié que K C k(Ay) y que el primo al infinito p,, sea totalmente descompuesto. Otra forma
de analizarlas es ver qué es lo que pasa si permitimos que p., sea inerte o ramificado salvajemente.
Por ejemplo, si K/k es una extension abeliana en la que p., tiene ramificacién salvaje, entonces si
hx = 1 no necesariamente g = 1. Con esto se esperaria poder encontrar mas soluciones que las
que se han mencionado en este trabajo, pues se podria trabajar con extensiones de Artin-Schreier
por ejemplo (ver Nota 3.3.11 (b)).

Se obtuvo que si p es la caracteristica de k, entonces las p-extensiones de k no son abelianas

imaginarias (Proposicion 3.3.5) y que si K es una extension abeliana imaginaria de k, entonces su

campo de géneros K, también lo es (Proposicion 3.3.29).

Para las extensiones ciclicas de grado ¢? y las bicuadriticas, se esperaba poder dar el compor-
tamiento del primo al infinito en el nivel superior con base en los niveles intermedios, pero por una

de las soluciones de Sémirat (ver Tabla 3.3) y* = x> + 3 y considerando z2 = x> + 3y y*> = z, se
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tiene lo siguiente:
K = k(y) gk =1

2

Ky = k( Va2 +3) gk, =0

2

k = Fs(x)
La extension K/K; tiene hg = 2, mientras que la extension K/k tiene hg = 1. Asi el valor de hg
depende del campo de funciones racionales sobre el que estamos considerando al campo K y en
consecuencia el comportamiento de p., varia dependiendo del nivel en el que se encuentre. Esto es

a diferencia del nimero de clases de divisores /g que es un invariante de K, en este caso hx = 2.



Notacion

A anillo de adeles

C grupo de clases de divisores

Cy grupo de clases de divisores de grado 0
C, grupo ciclico de n elementos

Ck grupo de clases de ideles

%5 grupo de clases de ideales

D grupo de divisores

Dk diferente de la extension L/K.

D, grupo de divisores de grado 0

ep indice de ramificacion del lugar P

IF, campo finito de g elementos

JFs grupo de ideales fraccionarios

gk género de K

gr grado o funcién grado

Gal(K/k) grupo de Galois de la extension K/k
hg numero de clases de divisores de K

hg nimero de clases de ideales

hg numero de clases de ideales asociado con (K*, S ™)
hy nimero de clases de ideales relativos
Im ¢ imagen de ¢

J conjugacién compleja

ds grupo de ideales fraccionarios
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NOTACION

Jx grupo de ideles

K* subcampo real maximal de K

k = F,(T) campo de funciones racionales

Ky s campo de funciones de clases de Hilbert de K
Ky campo de clases de Hilbert

K}, campo de clases de Hilbert extendido.

K, campo de géneros

K+ campo de géneros extendido

Ky = k(Ay) campo de funciones ciclotémico asociado con el polinomio M(T)
K =KL,

K, := KE

Nkj, norma de K/L

nuc ¢ nicleo de ¢

Op anillo local asociado con la valuacién vp en P

)

P grupo de divisores principales

Pe €l divisor primo de k asociado a (

=l

Q(&,) campo ciclotémico numérico

rs regulador

rg regulador relativo

Ry = F,[T] anillo de polinomios con coeficientes en T’

x caracter de Dirichlet
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