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tomático del Cinvestav y al Conacyt por todas las facilidades otorgadas para poder
continuar con mis estudios de maestŕıa.
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Resumen

En este trabajo se estudian las técnicas expuestas en el art́ıculo Genus fields of abe-
lian extensions of congruence rational function fields (ver [21]) para el cálculo del
campo de géneros de campos de funciones congruentes. En dicho art́ıculo se da una
construcción del campo de géneros para los campos de funciones congruentes conside-
rando primero el caso dentro de campos de funciones ciclotómicos siguiendo las ideas
de Leopoldt (Teorema 4.2) y se continúa al caso general. Como aplicación se calcu-
lan expĺıcitamente el campo de géneros de extensiones de Kummer, extensiones de
Artin-Schreier y p-extensiones ćıclicas de campos de funciones racionales. El campo
de géneros para las extensiones de Kummer fue obtenido por G. Peng [26] y para las
extensiones de Artin-Schreier fue obtenido por S. Hu y Y. Li [13].
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Abstract

In this work we study the techniques presented in the article Genus fields of abelian
extensions of congruence rational function fields (see [21]) for the calculation of the
genus field of congruence function fields. This article gives a construction of the genus
field for congruence function fields considering first the case within cyclotomic function
fields following the ideas of Leopoldt (Teorema 4.2) and then the general case. As
applications it is calculated explicitly the genus fields of Kummer, Artin–Schreier and
cyclic p–extensions. The genus field for Kummer extensions was obtained previously
by G. Peng [26] and for Artin–Schreier extensions was obtained by S. Hu and Y.
Li [13].
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Introducción

El concepto de campo de géneros se remonta a Gauss [9] en el contexto de for-
mas cuadráticas binarias. Para cualquier extensión finita K/Q, el campo de géneros
está definido como la máxima extensión no ramificada Kge de K tal que Kge es la
composición de K y una extensión abeliana k∗ of Q, Kge = Kk∗. Esta definición
se debe a Fröhlich [6]. Si KH denota el campo de clases de Hilbert de K, se tiene
K ⊆ Kge ⊆ KH . Originalmente la definición del campo de géneros fue dada para
extensiones cuadráticas de Q.

H. W. Leopoldt [20] determinó el campo de géneros Kge de una extensión abeliana K
de Q usando caracteres de Dirichlet, generalizando el trabajo de H. Hasse [11] quien
introduce la teoŕıa de géneros para extensiones cuadráticas en campos numéricos.

M. Ishida describió el campo de géneros Kge para cualquier extensión finita de Q [14].
X. Zhang [38] dio una expresión simple de Kge para cualquier extensión finita K de
Q usando teoŕıa de ramificación de Hilbert.

Para campos de funciones, la noción de campo de clases de Hilbert como la máxima
extensión abeliana de un campo de funciones congruente K/Fq no es apropiada, pues
esta última contiene a Km := KFqm para todo número natural m y por tanto la
máxima extensión abeliana no ramificada de K es de grado infinito sobre K.

M. Rosen [27] dio una definición de un análogo del campo de clases de Hilbert de K
fijando un conjunto finito no vaćıo S de divisores primos de K. Usando esta definición,
se puede dar un concepto adecuado del campo de géneros en términos del caso clásico.

R. Clement [4] consideró una extensión ćıclica de k := Fq(T ) de grado un número
primo l divisor de q − 1 y halló el campo de géneros usando teoŕıa de campos de
clases.

Más adelante, S. Bae y J. K. Koo [2] generalizaron los resultados de Clement siguiendo
los métodos de Fröhlich [6].

G. Peng [26] describió expĺıcitamente la teoŕıa de géneros para extensiones de Kummer
de grado primo de campos de funciones racionales. Recientemente S. Hu y Y. Li [13]
describieron expĺıcitamente las clases de ideales ambiguas y el campo de géneros de
una extensión de Artin–Schreier de un campo de funciones racionales congruente.

El objetivo de esta tesis es entender la metodoloǵıa y técnicas desarrolladas en
el art́ıculo Genus fields of abelian extensions of congruence rational function fields
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(ver [21]) para el cálculo del campo de géneros de extensiones abelianas de un campo
de funciones racionales congruente de grado finito.

En el Caṕıtulo 1 encontramos conceptos y resultados básicos de álgebra y de la teoŕıa
de Galois, la cual resulta fundamental en el estudio de los campos de funciones con-
gruentes como se verá en el resultado principal del presente trabajo. También pre-
sentamos la teoŕıa de ramificación en campos numéricos, aśı como las definiciones de
los grupos de inercia, de descomposición y de ramificación, las cuales se describen de
forma bastante general y cuyos resultados se pueden copiar al contexto de los campos
de funciones. En el Caṕıtulo 2 encontramos los campos ciclotómicos en el contexto de
campos de funciones, aśı como un teorema análogo al Teorema de Kronecker-Weber
para el cálculo de la máxima extensión abeliana A de un campo de funciones racio-
nales k. Introducimos los caracteres de Dirichlet en campos de funciones, los cuales
jugarán un papel fundamental en nuestro estudio. En este mismo caṕıtulo estudia-
mos el cómputo de los ı́ndices de ramificación v́ıa caracteres de Dirichlet para campos
de funciones, culminando con el estudio del campo de clases de Hilbert en campos
de funciones. En el Caṕıtulo 3 encontramos la teoŕıa de las p–extensiones ćıclicas
en caracteŕıstica p, en donde estudiamos los campos de funciones congruentes, las
extensiones de Artin-Schreier y los vectores de Witt, de los cuales nos serviremos
para estudiar las extensiones ćıclicas de grado pn en caracteŕıstica p. Todo esto con
la finalidad de entender las aplicaciones dadas al final del trabajo. Finalmente, en
el Caṕıtulo 4 primero hacemos el cálculo del campo de géneros para un campo de
funciones congruente contenido en una extensión ciclotómica de campos de funcio-
nes. Después presentamos el teorema principal de este trabajo, el cual da el cálculo
del campo de géneros de extensiones abelianas finitas de un campo de funciones ra-
cionales congruente. Finalmente tenemos la aplicación de nuestro teorema principal
para el cálculo del campo de géneros de extensiones de Kummer, de extensiones de
Artin-Schreier y de p–extensiones ćıclicas usando los vectores de Witt.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Teoŕıa de Galois

Definición 1.1. Una extensión de campos L/K se dice de Galois cuando es normal
y separable.

Definición 1.2. Dada una extensión de Galois L/K definimos su grupo de Galois,
escrito Gal(L/K), como el grupo de los K-automorfismos de L.

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental de la Teoŕıa de Galois). Sea F/K una extensión
finita de Galois con G = Gal(F/K). Entonces:

a) La función que a un campo intermedio E de F/K le asocia el grupo H de los
E-automorfismos de F , es una biyección del conjunto de los campos intermedios
de F/K, al conjunto de los subgrupos de G, cuyo inverso env́ıa cada subgrupo
de G al conjunto de puntos fijos de F .

b) La extensión F/E es de Galois para todo campo intermedio E.

c) La extensión E/K es de Galois si y sólo si el subgrupo asociado a E es nor-
mal en G. Cuando esto sucede, ϕ : G → Gal(E/K) dado por ϕ(σ) = σ|E
es un morfismo suprayectivo de grupos con núcleo Gal(F/E), de manera que
Gal(E/K) ∼= G/Gal(F/E).

d) Si el campo intermedio E está asociado al subgrupo H de G y σ ∈ G, entonces
σE es un campo intermedio asociado al subgrupo σHσ−1 de G.

e) [F : K] = |G|.

Demostración. Ver [33, página 110].

Teorema 1.4. Sean L/K y F/K extensiones finitas tal que L/K es una extensión
de Galois.
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a) La extensión LF/F es de Galois y Gal(LF/F ) ∼= Gal(L/L∩F ) por restricción.
En particular,

[LF : F ] = [L : L ∩ F ] y [LF : K] =
[L : K][F : K]

[L ∩ F : K]
.

Entonces [LF : K] = [L : K][F : K] si y sólo si L ∩ F = K.

b) El conjunto de campos intermedios {M |F ⊆ M ⊆ LF} y {M ′ |L ∩ F ⊆ M ′ ⊆
L} son biyectivos, con biyección M → L ∩M , cuya inversa es M ′ →M ′F . En
particular, todo campo entre F y LF tiene la forma F (α) con α ∈ L, y si M
y M ′ están en correspondencia por la biyección, entonces M/F es de Galois si
y sólo si M ′/L ∩ F es de Galois, en dicho caso Gal(M/F ) ∼= Gal(M ′/L ∩ F )
dado por restricción.

Demostración. Ver [3, page 5].

Teorema 1.5 (Teorema de Artin). Sea G un grupo finito de automorfismos de un
campo F y sea K = F G. Entonces F/K es una extensión finita de Galois con
Gal(F/K) = G.

Demostración. Ver [33, página 112].

1.2. Ramificación en campos numéricos

Uno de los problemas centrales que se presentan en la Teoŕıa de Números es el de la
ramificación. Recordaremos a continuación algunos resultados generales que aplica-
remos a nuestro caso particular de los campos ciclotómicos.

El diferente inverso D−1
L/K de una extensión de campos numéricos está dado como el

módulo complementario del anillo de enteros OL mediante la traza. Más precisamente

D−1
L/K := {x ∈ L | TrL/K(xOL) ⊂ OK} =: O′L

Se tiene que D−1
L/K ⊇ OL y es un ideal fraccionario.

Si p es un ideal primo no cero de OK , entonces el ideal extendido en OL es pOL =
Pe1

1 · · ·P
eg
g donde

[L : K] =

g∑
i=1

eifi y fi = [OL/Pi : OK/p].

Si ei > 1, decimos que Pi es ramificado y que p es ramificado. Además tenemos
que NL/KPi = pfi .
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Definición 1.6. El discriminante dL/K de la extensión L/K se define por dL/K :=
NL/K(DL/K).

La conexión entre el diferente y la ramificación está dada expĺıcitamente por el si-
guiente resultado.

Teorema 1.7. Si p es un ideal no primo de OK y si pOL = Pe1
1 · · ·P

eg
g , enton-

ces Pei−1
i |DL/K , 1 < i < g. Más aún, Pei

i |DL/K si y sólo si p | ei donde p es la
caracteŕıstica del campo residual OK/p.

Demostración. Ver [34, Caṕıtulo 6].

Corolario 1.8. Se tiene que P |DL/K si y sólo si P es ramificado.

Demostración. Ver [28, Theorem 7.11].

Corolario 1.9. El número de primos de OL ramificados en L/K es finito y los primos
ramificados son exactamente los divisores de DL/K .

Demostración. Ver [28, Theorem 7.12].

Definición 1.10. Con las notaciones anteriores, decimos que p (o que Pi, 1 ≤ i ≤ g)
es salvajemente ramificado si p | ei y moderadamente ramificado si p - ei.

Con respecto al discriminante, tenemos:

Corolario 1.11. El número de primos de OK ramificados en L es finito y son exac-
tamente los divisores de dL/K .

Demostración. Se sigue del Corolario 1.8 aplicando la norma NL/K .

Observación 1.12. Cuando K = Q, ponemos simplemente dL := dL/Q y DL :=
DL/Q.

1.3. Grupos de inercia, de descomposición y de ramifi-
cación

Para estudiar la ramificación en extensiones de Galois tenemos a nuestra disposición
los grupos de inercia, de descomposición y de ramificación. Más precisamente, sea
L/K una extensión de Galois de campos numéricos. Sea p un ideal primo en OK y
sea P un ideal primo en OL que divide a p, esto es, pOL = Pa con a un ideal de OL.
Sea G := Gal(L/K).
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Definición 1.13. El grupo de descomposición D(P | p) se define por

D(P | p) := {σ ∈ G |σP = P}.

Notemos que si σ ∈ D(P | p), puesto que σ(OL) = OL y por tanto σ induce un
automorfismo σ̃ : OL/P → OL/P tal que σ̃|OK/p = IdOK/p. En otras palabras σ̃ ∈
Gal(OL/P/OK/p). El mapeo

θ : G→ Gal(OL/P/OK/p)

σ 7→ σ̃

es un epimorfismo. El núcleo de θ es el grupo de inercia de P sobre p. Más precisamente

Definición 1.14. El grupo de inercia I(P | p) de P sobre p se define por

I(P | p) := {σ ∈ D(P | p) | σ̃ = IdOL/P} = {σ ∈ G | σx− x ∈ P para todo x ∈ OL}.

Se tiene que D(P | p)
I(P | p)

∼= Gal(OL/P/OK/p). En particular tenemos que el grado rela-

tivo o grado de inercia es f(P | p) := [OL/P : OK/p] = |D(P | p)|
|I(P | p)| .

Más aún, el ı́ndice de ramificación e(P | p) = e de P sobre p, es decir pOL = Pea
con a ∈ OL, P y a primos relativos, es igual a la cardinalidad de I(P | p), es decir
e(P | p) = |I(P | p)|.
En consecuencia se tiene que |D(P | p)| = e(P | p)f(P | p).
Como L/K es de Galois, tenemos que e(P | p) = e(σP | p) y f(P | p) = f(σP | p) para
todo σ ∈ G y si ponemos e := e(P | p) y f := f(P | p), entonces [L : K] = efg donde
g es el número de ideales primos de OL que dividen a p, se tiene

pOL = (P1 · · ·Pg)
e con f = [OL/Pi : OK/p], para todo 1 ≤ i ≤ g.

Notemos que como OK/p es un campo finito, digamos que OK/p ∼= Fq, luego OL/P ∼=
Fqf , entonces Gal(OL/P/OK/p) es un grupo ćıclico de orden f generado por el au-
tomorfismo de Frobenius, ϕp : Fqf → Fqf dado por ϕp(x) = xq. Cuando p no es
ramificado se tiene que I(P | p) = {Id} y por lo tanto existe un único θ ∈ G tal que

θ̃ = ϕp. Es el automorfismo de Frobenius y se denota por θ =
[
L/K
P

]
. Se tiene que[

L/K
σP

]
= σθσ−1 = σ

[
L/K
P

]
σ−1. Notemos que

D(σP | p) = σD(P | p)σ−1 y I(σP | p) = σI(P | p)σ−1.

Definición 1.15. El śımbolo de Artin
(
L/K
p

)
está definido por la clase de conju-

gación (
L/K

p

)
=

{
σ

[
L/K

P

]
σ−1 | σ ∈ G

}
.

Cuando L/K es una extensión abeliana y p es no ramificado se tiene que el śımbolo de

Artin consta de un elemento, esto es,
(
L/K
p

)
∈ G y satisface

(
L/K
p

)
(x) ≡ xq mód P,

para todo x ∈ OL.
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1.3.1. Grupos de ramificación

Con la notación anterior, podemos definir lo siguiente.

Definición 1.16. Sea G−2 := G, G−1 := D(P | p), G0 := I(P | p) y en general para
i ≥ −1, i ∈ Z, se define el i–ésimo grupo de ramificación Gi por:

Gi := {σ ∈ G−1 |σa− a ∈ Pi+1 para todo a ∈ OL}.

Proposición 1.17. Las siguientes condiciones son equivalentes

(I) σ ∈ Gi, i ≥ −1, es decir, σa− a ∈ Pi+1 para todo a ∈ OL.

(II) σπ − π ∈ Pi+1 para un elemento π ∈ OL tal que νP(π) = 1.

Demostración. Ver [29, página 8].

Se tiene que Gi es un subgrupo normal de G−1 = D(P | p), Gi+1 ⊆ Gi. Además, para
i suficientemente grande tenemos que Gi = {Id}.

Para σ ∈ G−1, σ 6= Id, existe i tal que σ ∈ Gi \Gi+1. Se define iG−1(σ) := i.
Si σ = Id definimos iG−1 =∞. Notemos que iG−1 ≥ i+ 1 si y sólo si σ ∈ Gi. Además,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.18. Sean P y p como antes. Sea s ≥ 0 la potencia de P que aparece en

DL/K . Entonces s =
∑
σ 6=Id

iG−1(σ) =
∞∑
i=0

(|Gi| − 1).

Demostración. Ver [34, Proposición VI.6.14].

Corolario 1.19. Se tiene que P es salvajemente ramificado si y sólo si G1 6= {Id}.

Demostración. Ver [34, Proposición VI.6.16].

Sea K un campo numérico, [K : Q] = n = r1 + 2r2. Sean σ1,. . . , σr1 los r1 encajes
reales de K y σr1+1,. . . , σr1+r2 , σr1+1,. . . , σr1+r2 los 2r2 encajes complejos, es decir

σi : K −→ R, 1 ≤ i ≤ r1,

σr1+j : K −→ C, 1 ≤ j ≤ r2, σr1+j(K) * R.

Sea | | el valor absoluto usual de C. Definimos los siguientes valores absolutos sobre
K como sigue |x|σi := |σix|, 1 ≤ i ≤ r1 + r2, donde |σr1+jx| = |σr1+jx|.

Definición 1.20. Los valores absolutos {| |σi}1≤i≤r1+r2
son los primos infinitos de

K. Los valores absolutos {| |σi}1≤i≤r1 son los primos infinitos reales y {| |σr1+j

}1≤j≤r2 son los primos infinitos complejos.
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En Q únicamente existe un primo infinito, el cual corresponde al valor absoluto usual.
Para [K : Q] = n = r1 +2r2 se tienen r1 +r2 primos infinitos, r1 reales y r2 complejos.

Ahora consideremos L/K una extensión de campos numéricos. Sea ω : L → C un
encaje de L y sea σ = ω|K , σ : K → C es un encaje de K. Notemos que si ω es real,
σ necesariamente es real, pero si ω es complejo, entonces σ puede ser real o complejo.

Definición 1.21. Con la notación anterior, decimos que ω (o σ) es ramificado si σ
es real y ω es complejo, definimos el ı́ndice de ramificación como 2: e(ω |σ) = 2. Esto
se hace pensando en que [C : R] = 2 o en que ω|K = ω|K = σ.

En el caso de que ω y σ sean ambos reales o ambos complejos, entonces definimos el
ı́ndice de ramificación como 1: e(ω |σ) = 1.

En cualquier caso, el grado de inercia lo definimos como 1: f(ω|σ) = 1 siempre.

Se tiene que e(ω |σ)f(ω |σ) =

{
2 si ω es complejo y σ es real,
1 otro caso.

En particular, si fijamos σ : K → C un encaje. Se tiene que σ tiene [L : K] extensiones
a encajes ω : L→ C. Si ω y ω son dos encajes complejos conjugados de éstos, ω y ω
los consideramos el mismo. Si ω es una extensión de σ, escribimos ω |σ.
Entonces ∑

ω |σ

e(ω |σ)f(ω |σ) = [L : K].

Esta fórmula es exactamente la misma que para los primos finitos:∑
P | p

e(P | p)f(P | p) = [L : K]

donde p es un primo de OK y P recorre los primos de OL sobre p.

Teorema 1.22 (Campo de clases de Hilbert). Sea K un campo numérico y sea Cl(K)
su grupo de clases de ideales de K. Sea KH la máxima extensión abeliana de K no
ramificada en ningún primo, finito o infinito. Entonces KH es una extensión finita y
de Galois de K con grupo de Galois isomorfo a Cl(K):

Gal(HK/K) ∼= Cl(K).

KH recibe el nombre de campo de clases de Hilbert.

Demostración. Ver [25, Proposition 6.8, page 399].

Definición 1.23. Sea K un campo numérico. Sea KH el campo de clases de Hilbert
de K. Entonces el campo de géneros Kge de K es la máxima extensión de K
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contenida en KH que es la composición de K y una extensión abeliana k∗ de Q.
Equivalentemente, Kge = Kk∗ ⊆ KH con k∗ la máxima extensión abeliana de Q
contenida en KH .
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Caṕıtulo 2

Campos de funciones
ciclotómicos

Sea Fq el campo finito de q elementos, q = pr, donde p es un número primo. Sea
k el campo de funciones racionales sobre Fq, k = Fq(T ) y sea RT = Fq[T ]. Aqúı k
“jugará” un papel análogo a Q y RT el papel de Z con la diferencia de que hay “varios
Z” (k = Fq(aT+b

cT+d), a, b, c, d ∈ Fq, ad−bc 6= 0 y si T ′ = aT+b
cT+d , k = Fq(T ′), RT ′ = Fq[T ′]

será “otro Z”).
Sea n ∈ N. Entonces Fq(T 1/n) y Fq(Tn) son campos de funciones racionales y si n > 1,
Fq(Tn) ( Fq(T ) ( Fq(T 1/n). De hecho [Fq(T 1/n) : Fq(T )] = [Fq(T ) : Fq(Tn)] = n.
Sea A un campo. Si A ⊆ Q, entonces A = Q y si Q ( A, entonces Q � A.
Sea kca una cerradura algebraica de k. Sea A = EndFq(k

ca), esto es A = {ϕ : kca →
kca |ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) y ϕ(αa) = αϕ(a) para todo α ∈ Fq y para todos a, b ∈
kca}.
Se tiene que A es la Fq-álgebra (Fq-módulo + anillo) de los Fq-endomorfismos del
grupo aditivo de kca. Vamos a considerar dos elementos de A:

1. Sea ϕ el automorfismo de Frobenius de kca sobre Fq, es decir ϕ : kca → kca

donde ϕ(u) = uq.

2. Sea µT la multiplicación por T , µT : kca → kca donde µT (u) = Tu.

Ahora, si f(T ) ∈ RT = Fq[T ], entonces la sustitución T 7→ ϕ + µT en f(T ) nos da
un elemento de A, esto es f(ϕ + µT ) : kca → kca, si f(T ) = anT

n + · · · + a1T + a0,
entonces

f(ϕ+ µT )(u) = an(ϕ+ µT )n(u) + · · ·+ a1(ϕ+ µT )(u) + a0(u),

pues (ϕ+ µT )0 = Idkca (ϕ+ µT )0(u) = u. Por tanto obtenemos un homomorfismo de
anillos y de hecho de Fq-álgebras ξ : RT → A, ξ(T ) = ϕ + µT , ξ(f(T )) = f(ξ(T )) =
f(ϕ+µT ). Observemos que (ϕ ◦µT )(u) = ϕ(Tu) = T quq, mientras que (µT ◦ϕ)(u) =
µT (uq) = Tuq y (µqT ◦ϕ)(u) = T quq, luego ϕ◦µT = µqT ◦ϕ. En particular ϕ◦µT 6= µT ◦ϕ.
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Aśı se tiene que kca obtiene una estructura de RT -módulo v́ıa ξ. Es decir, si u ∈ kca
y M ∈ RT ponemos M ◦ u = ξ(M)(u) = M(ϕ+ µT )(u), también usamos la notación

uM := M(ϕ+ µT )(u).

Si M,N ∈ RT , entonces uM+N = uM + uN , uMN = uNM , uMN = (uM )N y uMN 6=
uMuN . Si α ∈ Fq, uα = α(ϕ+ µT )0(u) = α(u) = αu, por lo tanto, esta estructura de
RT -módulo representa la estructura de Fq-álgebra de kca.

En adelante al tomar un polinomio en RT supondremos que éste es no cero, a menos
que se indique lo contrario.

Proposición 2.1. Si M = adT
d + · · · + a1T + a0 ∈ RT , ad 6= 0, entonces uM =

d∑
i=0

[
M
i

]
uq

i
, donde

[
M
i

]
es un polinomio en RT de grado (d−i)qi. Además

[
M
0

]
= M ,[

M
d

]
= ad. Finalmente

[
M
i

]
= ai +

d∑
n=i+1

anhn(i, T ) donde

hn(i, T ) =
∑

0≤j1≤···≤jn−i≤i
T q

j1+···+qjn−i

(el grado de hn(i, T ) se obtiene con j1 = · · · = jn−i = i y es igual a (n−i)qi, (j0 = 0)).

Demostración. Ver [16, página 3].

Por ΛM denotaremos el conjunto de elementos de kca que corresponden a la M -torsión
de kca. Esto es, ΛM = {u ∈ kca|uM = 0} es el conjunto de ceros del polinomio en la
variable u, uM ∈ RT [u].

Puesto que RT es conmutativo, si u ∈ ΛM y N ∈ RT , entonces N ◦ u = uN ∈ ΛM ,
pues: M ◦ uN = (uN )M = uNM = uMN = (uM )N = 0N = 0, por lo tanto ΛM es un
RT -submódulo de kca. Si α ∈ Fq \{0}, ΛM = ΛαM , pues: uαM = (uM )α = α(uM ) = 0
si y sólo si uM = 0.

Proposición 2.2. Como polinomio en u sobre k, uM es separable de grado qd donde
d = grTM . Por tanto ΛM es finito con qd elementos y es por tanto un espacio vectorial
de dimensión d sobre Fq.

Demostración. Sabemos que uM =
d∑
i=o

[
M
i

]
uq

i
. Derivando con respecto a u tenemos

(uM )′ =

[
M
0

]
= M 6= 0. Por tanto uM es separable de grado qd. Además ΛM es

Fq-módulo y |ΛM | = gruu
M = qd, por tanto dimFqΛM = d.

Proposición 2.3. Si M =
h∏
i=1

Pαii , entonces ΛM ∼=
h⊕
i=1

ΛPαii
como RT -módulo.
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Demostración. Como ΛM es RT -módulo y RT es un dominio de ideales principales
(D.I.P), todo módulo de torsión A se descompone como: A =

⊕
P

A(P ) donde A(P )

es la unión de las Pn-torsiones, variando n ∈ N y P recorre los elementos primos de
RT . Para A = ΛM

A(P ) =

{
ΛPαii

si P = Pi

0 si P /∈ {P1, . . . , Ph}

por lo tanto ΛM ∼=
h⊕
i=1

ΛPαii
.

Proposición 2.4. Si M = Pn, P irreducible, entonces ΛM es un RT -módulo ćıclico.

Demostración. Ver [29, página 157].

Teorema 2.5. Para M ∈ RT , ΛM ∼= RT /(M) como RT -módulo. En particular, ΛM
es RT -ćıclico.

Demostración. Se tiene que ΛM ∼=
h⊕
i=1

ΛPαii
, donde M =

h∏
i=1

Pαii . Cada ΛPαii
es RT -

ćıclico y además ΛPαii
es la Pi-componente primaria de ΛM por lo tanto ΛM es ćıclico

(de hecho, si λi es generador de ΛPαii
, λ = λ1 + · · ·+ λh es generador de ΛM ).

Ahora, sea λ un generador de ΛM . Si θ : RT → ΛM , donde θ(A) = λA, entonces
θ es un epimorfismo y ΛM ∼= RT /(núc θ), núc θ = ann(λ) := {A ∈ RT |λA = 0} =
ann(ΛM ). Observamos M ∈ núc θ pues λM = 0, luego (M) ⊆ núc θ. Por otro lado
|RT /(M)| = qd, d = grM , |ΛM | = qd implica núc θ = M y RT /(M) ∼= ΛM .

Definición 2.6. Para M ∈ RT , se define Φ(M) = |(RT /(M))∗|.

Proposición 2.7. Si N , M son primos relativos, entonces

(RT /(MN))∗ ∼= (RT /(M))∗ × (RT /(N))∗.

Demostración. Como M y N son primos relativos, tenemos que (MN) = (M)(N) =
(M)∩ (N). Luego por el Teorema Chino del Residuo RT /(M)×RT /(N) ∼= RT /(M ∩
N) = RT /(MN), por lo tanto RT /(MN) ∼= RT /(M)×RT /(N). De donde

(RT /(MN))∗ ∼= (RT /(M))∗ × (RT /(N))∗.

Proposición 2.8. Se tienen los siguientes resultados

i) Si (M,N) = 1, entonces Φ(MN) = Φ(M)Φ(N).

ii) Si P es irreducible, Φ(P ) = qd − 1, donde d = grP .
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iii) Si P es irreducible, Φ(Pn) = |RT /(Pn−1)|Φ(P ) = qdn − qd(n−1).

Demostración. i) Por definición Φ(MN) = |(RT /(MN))∗|, puesto que M y N son
primos relativos, por la Proposición 2.7 se tiene que (RT /(MN))∗ ∼= (RT /(M))∗×
(RT /(N))∗. Tomando las cardinalidades, tenemos

|(RT /(MN))∗| = |(RT /(M))∗||(RT /(N))∗|,

por tanto Φ = |(RT /(MN))∗| = |(RT /(M))∗||(RT /(N))∗| = Φ(M)Φ(N).

ii) Tenemos RT = Fq[T ], luego RT /(P ) = Fq[T ]/ 〈P (T )〉 ∼= Fq(α), con α alguna
ráız de P (T ) el cual es un polinomio irreducible. Tenemos que |Fq(α)| = qd,
donde d es el grado de P (T ), luego |RT /(P )| = qd. Ahora tenemos que Φ(P ) =
|(RT /(P ))∗| donde (RT /(P ))∗ = RT /(P ) \ {0} (pues RT /(P ) es campo), por lo
tanto Φ(P ) = |(RT /(P ))∗| = qd − 1.

iii) Sea θ : (RT /(P
n))∗ → (RT /(P

n−1))∗ la proyección natural (A mód Pn 7→
A mód Pn−1, A ∈ RT ), entonces núc θ = {A mód (Pn)|1 ≡ A mód (Pn−1)}.
Dado A ∈ núc θ, se tiene Pn−1|A − 1, es decir, A = 1 + BPn−1 para algún
B ∈ RT , por tanto A mód Pn = 1 + BPn−1 mód Pn, B ∈ RT , observemos que
si P |B, entonces 0 ≡ BPn−1 mód Pn, aśı núc θ = {1+Pn−1B mód Pn|B ∈ RT }.

Veamos que núc θ ∼= RT /(P ). Sea γ : RT /(P )→ núc θ, donde B mód P 7→ 1 +
Pn−1B mód Pn, luego A ≡ B mód P si y sólo si A = B+HP , algún H ∈ RT si
y sólo si 1+Pn−1A mód Pn = 1+Pn−1(B+HP ) mód Pn = 1+Pn−1B mód Pn,
por tanto γ está bien definida y es monomorfismo. Por otro lado, γ es sobre, pues
para B ∈ RT , γ(B mód P ) = 1 + Pn−1 mód Pn. Se sigue que núc θ ∼= RT /(P ).
Luego la sucesión

0 // RT /(P )
γ // (RT /(P

n))∗
θ // (RT /(P

n−1))∗ // 1

es exacta, se sigue que (RT /(P
n−1))∗ ∼= (RT /(P

n))∗/(RT /(P )), por tanto Φ(Pn)
= |(RT /(Pn−1))∗||RT /(P )| = Φ(Pn−1)qd.

Ahora, por inducción veamos que Φ(Pn) = qdn − qd(n−1).
Por el resultado anterior, para n = 2 se sigue Φ(P 2) = |(RT /(P 2−1))∗||RT /(P )|
= |(RT /(P ))∗||RT /(P )| = (qd − 1)qd = q2d − qd. Ahora suponiendo válido
Φ(Pn) = qdn − qd(n−1), se tiene

Φ(Pn+1) = Φ(Pn)qd = (qdn − qd(n−1))qd = qd(n+1) − qdn.

Por tanto Φ(Pn) = qdn − qd(n−1).

Proposición 2.9. El RT -módulo ćıclico ΛM tiene exactamente Φ(M) generadores.
De hecho, si λ es cualquier generador y A ∈ RT , entonces λA es generador si y sólo
si (A,M) = 1.
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Demostración. Se tiene ΛM ∼= RT /(M). Sea λ un generador de ΛM . Sean (A,M) = 1
y ξ ∈ ΛM . Se tiene ξ = λB para algún B ∈ RT . Existen S, U ∈ RT tal que 1 =
SA + UM , luego B = BSA + BUM , ξ = λB = λBSA+BUM = λBSA + λBUM =
(λA)BS + (λM )BU = (λA)BS por lo tanto λA es generador. Rećıprocamente, si λA

es generador, entonces existe B ∈ RT tal que (λA)B = λ, es decir, λAB−1 = 0.
Pero λ es generador de ΛM y ann(ΛM ) = (M), lo cual implica M |AB − 1, entonces
AB ≡ 1 mód M , por lo tanto (A,M) = 1.

Definición 2.10. El polo de T , p∞, será de ahora en adelante el “primo infinito”,

(T )k =
P0

p∞
.

Definición 2.11. Sea M ∈ RT . El campo k(ΛM ), que es el campo generado por
k = Fq(T ) al adjuntarle ΛM = {u ∈ kca|uM = 0}, se le llamará el campo de fun-
ciones ciclotómico determinado por M sobre k.

Puesto que ΛM ∼= RT /(M) es RT -ćıclico, digamos generado por λM = λ, entonces

ΛM = {λA|A ∈ RT }
y tenemos k(ΛM ) = k(λ). En efecto, si ξ ∈ ΛM , entonces ξ = λA para algún A ∈ RT ,
luego

ξ = A(ϕ+ µT )(λ) ∈ k(λq, {TSλ}) = k(λ).

Ahora bien, como k(ΛM ) es el campo de descomposición del polinomio separable
F (u) = uM ∈ k[u], se sigue que k(ΛM )/k es Galois. Más aún, si M(T ) = adT

d+ · · ·+
a1 + a0,

uM =

[
M
d

]
uq

d
+

[
M
d− 1

]
uq

d−1
+ · · ·+

[
M
1

]
uq +Mu ∈ RT ,

por lo tanto los elementos de ΛM son enteros sobre RT (notemos que ΛM = Λa−1
d M y

que a−1
d M es mónico). Sea GM = Gal(k(ΛM )/k).

Proposición 2.12. La acción de GM sobre k(ΛM ) conmuta con la acción de RT ,
esto es, si u ∈ k(ΛM ), σ ∈ GM , N ∈ RT , tenemos σ(uN ) = (σ(u))N .

Demostración. Sea u ∈ k(ΛM ). Primero veamos que uN ∈ ΛM , en efecto, u =
h∑
i=1

aiui,

ai ∈ k, ui ∈ ΛM , uN =
h∑
i=1

aiu
N
i , ai ∈ k, uNi ∈ ΛM . Por último

σ(uN ) = σ

(
grN∑
i=0

[
N
i

]
uq

i

)
=

grN∑
i=0

[
N
i

]
(σ(u))q

i
= (σ(u))N .
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Proposición 2.13. El grupo GM es un subgrupo de (RT /(M))∗. En particular k(ΛM )/k
es una extensión abeliana y [k(ΛM ) : k] ≤ Φ(M) = |(RT /(M))∗|.

Demostración. Ver [35, page 423].

Definición 2.14. Sea S ∈ RT un polinomio mónico. Definimos el polinomio S-
ciclotómico por

ΨS(u) :=
∏

(B,S)=1
gr B<gr S

(u− λBS )

donde λS es un generador de ΛS . Se tiene ΨS(u) ∈ k(ΛS)[u]. Más aún, se tiene que
ΨS(u) ∈ k[u], pues, dado σA ∈ GS = Gal(k(ΛS)/k). Entonces σA(λS) = λAS y si
(B,S) = 1, σA(λBS ) = λBAS , con (AB,S) = 1. Por tanto

σA(ΨS(u)) =
∏

(B,S)=1
gr B<gr S

(u− λABS )

Tomando AB módulo S y puesto que multiplicación por A es un automorfismo de
(RT /(S))∗, se sigue que σA(ΨS(u)) = ΨS(u), σA ∈ GM de donde ΨS(u) ∈ k[u],
gr ΨS(u) = Φ(S). Para R,S ∈ RT escogemos los generadores de ΛR, ΛS y ΛRS por
λR, λS y λRS , sujetos a λSRS = λR, λRRS = λS . Más precisamente, tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 2.15. Existe un sistema {λM} M∈RT
M mónico

, tal que λM genera a ΛM como

RT -módulo y para todos M , N ∈ RT si N |M , entonces λNM = λM/N .

Demostración. Ver [35, page 424].

Proposición 2.16. Si M ∈ RT , d = gr M , entonces
∑
N |M

Φ(N) = qd.

Demostración. Supongamos primero que M = Pn para algún P ∈ RT irreducible, tal
que d = gr P . Entonces M = n gr P = gr Pn = nd. Luego

∑
N |M

Φ(N) =
n∑
i=0

Φ(P i) = 1 +
n∑
i=1

Φ(P i) = 1 +
n∑
i=1

(qid − q(i−1)d)

= 1 + ((qd − 1) + (q2d − qd) + · · ·+ (q(n−1)d − q(n−2)d) + (qnd − q(n−1)d))

= 1 + (qnd − 1) = qnd = qgrM .
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Ahora supongamos M = Pα1
1 . . . Pαrr con d = M , es decir d =

r∑
i=1

gr Pαii , entonces de

la ecuación anterior se sigue∑
N |M

Φ(N) =

αi∑
βi=0

Φ(P β1
1 ) · · ·Φ(P βrr ) =

r∏
i=1

(Φ(P 0
i ) + · · ·+ Φ(Pαii )) =

r∏
i=1

(

αi∑
βi=0

Φ(P βii ))

=

r∏
i=1

qgr P
αi
i = q

r∑
i=1

gr P
αi
i

= qgr M = qd.

Proposición 2.17. Sean M , N ∈ RT , mónicos.

1. Si N 6= M , entonces (ΨM (u),ΨN (u)) = 1.

2. uM =
∏
N |M

Ψ(u).

3. ΨM (u) =
∏
N |M

(uN )µ(M/N), donde

µ(D) =


1 si D = 1,

(−1)s si D = P1 . . . Ps,

los Pi
′s son irreducibles distintos.

0 otro caso.

4. ΨM (u) es irreducible.

Demostración. 1. Sea D(u) := (ΨM (u),ΨN (u)). Si D(u) 6= 1 (es decir, D es
un polinomio no constante), entonces, existiŕıa λ ∈ k ráız de D(u), y ya que
D(u)|ΨM (u) y D(u)|ΨN (u), se sigue que ΨM (λ) = ΨN (λ) = 0, es decir λ =
λAM = λBN , para algunos (A,M) = (B,N) = 1, con grA < grM y grB < grN .
Se sigue que λ = λANMN = λBMMN , y por tanto AN = BM , por lo que A|B y B|A,
es decir A = B. Por tanto M = N , lo cual es una contradicción. Por tanto,
D(u) = 1, es decir, (ΨM (u),ΨN (u)) = 1.

2. Dado λ ∈ K con ΨD(λ) = 0, entonces λ = λAD para algún (A,M) = 1.
Si D|M , se sigue que M = DB para algún B ∈ RT , luego λM = (λAD)DB =
(λDD)AB = 0. Puesto que se tomó λ arbitrario, se sigue que ΨD(u)|uM . Por tanto∏
D |M

ΨD(u) = uM .

Por otro lado, por la Proposición 2.16

gr (
∏
D|M

ΨD(u)) =
∑
D|M

Φ(D) = qgr M = gr uM ,
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es decir, gr uM = gr(
∏
D|M

ΨD(u)), por lo tanto uM =
∏
N |M

Ψ(u).

3. y 4. Ver [35, Chapter 12].

Proposición 2.18. Sea M = Pn, P ∈ RT mónico e irreducible, d = gr P . Entonces
todo divisor primo de k diferente de P y p∞ es no ramificado en k(ΛPn)/k. P es
ramificado en k(ΛPn)/k y su ı́ndice de ramificación es Φ(M) = Φ(Pn) = qnd−q(n−1)d.

Demostración. Consideremos el diagrama

OM k(ΛM )

RT k

Donde OM = OPn es la cerradura entera de RT = Fq[T ] en k(ΛM ). Como RT es
Dedekind, tenemos OM es Dedekind. Los primos ramificados diferentes a p∞ son los
que aparecen en el discriminante de OM/RT . Sea λ un generador de ΛM . Entonces
RT [ΛM ] ⊆ OM . Sean g(u) = Irr(u, λ, k) ∈ RT [u] ⊆ k[u] y f(u) = uM . Puesto que
f(λ) = 0, g(u)|f(u), luego f(u) = g(u)h(u) para algún h(u) ∈ k[u]. Se tiene:

M = f ′(u) = h′(u)g(u) + h(u)g′(u),

y evaluando esta última igualdad en u = λ se tiene

M = f ′(λ) = h′(λ)g(λ) + h(λ)g′(λ)

= 0 + h(λ)g′(λ).

Se sigue que (g′(λ))OM | (M)OM = Pn. Puesto que el diferente

DOM/RT = {F ′(α) |α es entero y k(ΛM ) = k(α), F (u) = Irr(α, u, k)},

se tiene DOM/RT | (g
′(λ))OM y a su vez (g′(λ))OM |Pn con Pn = (P1 · · · Ph)en, donde

POM = (P1 · · · Ph)e. (2.1)

Por tanto los únicos posibles primos ramificados son P y p∞. Ahora, calculamos
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e = ek(ΛM )/k(Pi|P ). Se tiene

uP
n

= (uP
n−1

)P =
d∑
i=0

[
P
i

]
(uP

n−1
)q
i

= uPn−1

(
gr P∑
i=0

[
P
i

]
(uP

n−1
)q
i−1

)

= uP
n−1

t(u),

donde

t(u) =

d∑
i=0

[
P
i

]
(uP

n−1
)q
i−1 =

uP
n

uPn−1 ∈ RT .

Notemos que

t(u) =
uP

n

uPn−1 =

∏
D|Pn

ΨD(u)∏
D|Pn−1

ΨD(u)
=

∏
α∈ΛPn\ΛPn−1

(u− α)

=
∏

α generador de ΛPn

(u− α) =
∏

(A,Pn)=1
gr A≤gr Pn

(u− λA)

= ΨPn(u),

por lo tanto

t(u) = ΨPn(u) =
∏

(A,M)=1
gr A≤gr M

(u− λA) = P +

d∑
i=1

[
P
i

]
(uP

n−1
)q
i−1.

Para u = 0

t(0) = ±
∏

(A,M)=1

λA = P. (2.2)

Ahora, uA = u(F (u)) para algún F (u) ∈ RT [u], luego λA = λ(F (λ)), entonces λ|λA
en OM , para (A,M) = 1, λA también es generador. Por simetŕıa λA |λ, por lo tanto

λ = βAλ
A, (2.3)
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con βA ∈ O∗M .

Usando la Ecuación (2.2) obtenemos ±P = β0λ
Φ(M), para algún β0 ∈ O∗M . Por lo

tanto (2.1) nos da (P1 · · · Ph)e = (P )OM = (λΦ(M))OM = (λ)
Φ(M)
OM . Puesto que se

tiene que la valuación νPi(λ) ≥ 1 se sigue νPi(λ
Φ(M)) ≥ Φ(M). Entonces e ≥ Φ(M).

Luego e ≥ Φ(M) = |(RT /(M))∗| ≥ |GM | = [k(ΛM ) : k] ≥ e. Por tanto e = Φ(M) =
[k(ΛM ) : k] = qnd − q(n−1)d.

En particular, de la demostración tenemos

t(u) =
uP

n

uPn−1 =

∏
D|Pn

ΨD(u)∏
D|Pn−1

ΨD(u)
= ΨPn(u) =

∏
(A,M)=1

gr A≤gr M

(u− λA)

Es decir, el polinomio t(u) encontrado en la Proposición 2.18 no es otro que el Pn-
polinomio ciclotómico.

Teorema 2.19. Sea M ∈ RT \ {0}, mónico. Entonces:

i) Ψ(u) = Irr(λ, u, k) (en particular Ψ(u) es irreducible).

ii) GM = Gal(k(ΛM )/k) ∼= (RT /(M))∗.

iii) [k(ΛM ) : k] = Φ(M).

iv) Si M = Pn para algún polinomio irreducible P , entonces p es totalmente rami-
ficado en k(ΛM )/k, donde (P )K = p

pgr P
∞

.

Demostración. Ver [35, page 427].

Corolario 2.20. k(ΛM )/k es una extensión geométrica, es decir, el campo de cons-
tantes de k(ΛM ) es Fq (el mismo que el de k).

Demostración. Sea M = Pα1
1 · · ·P

αh
h ,

k(ΛM ) =

r∏
i=1

k(ΛPαii
).

Para cada 1 ≤ i ≤ r, sea Ei := k(ΛM/P
αi
i ) = k(Λ

P
αi
i ···P

αi−1
i−1 P

αi+1
i+1 ···P

αr
r

)

k k(ΛPiαi )/

Ei k(ΛM )/Ei

k

k(ΛM )

k(ΛPiαi )
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Se tiene Gal(k(ΛM )/Ei) ∼= Gal(k(ΛPαii
)/k). Sea R la máxima extensión de k no

ramificada y contenida en k(ΛM ),

k ⊆ R ⊆ k(ΛM ).

Ahora k(ΛM )/Ei es totalmente ramificada en Pi y EiR/Ei es no ramificada. Esto

implica que EiR = Ei, entonces R ⊆ Ei. Por lo tanto R ⊆
r⋂
i=1

Ei = k, de donde

k = R.
Por tanto, toda extensión S/k, S 6= k, S ⊆ k(ΛM ), es ramificada. Sea Fqs el campo
de constantes de k(ΛM ). Se tiene que k ⊆ Fqs(T ) ⊆ k(ΛM ) es no ramificada por ser
una extensión de constantes. Entonces Fqs ⊆ k, por lo tanto s = 1.

Proposición 2.21. Sea M = Pn, con P ∈ RT mónico e irreducible. Entonces

ΨPn(u) = uP
n

uPn−1 es un polinomio de Eiseinstein en P . En otras palabras, si

ΦPn(u) = ud + ad−1u
d−1 + · · ·+ a0 ∈ RT [u],

entonces P divide ai para todo 0 ≤ i ≤ d− 1, y P 2 no divide a a0.

Demostración. Ver [35, page 429].

Corolario 2.22. El polinomio ΨPn(u) es irreducible.

Demostración. Se sigue del criterio de Eisenstein.

Definición 2.23. Consideremos una extensión de Galois L/K de campos globales (es
decir, L/K son campos numéricos o campos de funciones con campos de constantes
finitos). Si P es un primo de k no ramificado y P un primo en L tal que P divide a
P y L(P)/k(P ) es la extensión de campos residuales (ver [34, página 41]), entonces[

L/k

P

]
: L(P)→ L(P)

denota el automorfismo de Frobenius. Si Pσ es un conjugado de P,[
L/k

Pσ

]
= σ

[
L/k

P

]
σ−1.

En el caso de que L/k sea abeliana,
[
L/k
P

]
no depende de P, solamente de P (es

decir, del primo en k). En este caso ponemos:
(
L/k
P

)
el cual se llama el śımbolo

de Artin en P y
(
L/k
P

)
está determinado por:

(
L/k
P

)
(x) ≡ xq

d
mód P, para todo

x ∈ OP donde P = {ξ ∈ L | νP(ξ) ≥ 0}, νP es la valuación asociada al primo P
(ver [34, página 28]), d = grP y qd = |k(P)|.
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Corolario 2.24. Sea P un primo que no divide a M . Entonces ϕ ∈ GM dado por

ϕP (λ) = λP , λ ∈ ΛM corresponde al śımbolo de Artin
(
k(ΛM )/k

P

)
.

Demostración. Se tiene k(P ) ∼= RT /(P ) ∼= Fqd donde d = grP . Entonces si P es
primo en k(ΛM ), tal que P divide a P ,(

k(ΛM )/k

P

)
(λ) ≡ λqd mód P,

para λ ∈ OP , λ ∈ ΛM . Como uP = uΨP (u) = u(uq
d−1 + · · ·+ β1u+ β0) y P divide a

βi para todo i, tenemos

λP ≡ λqd mód P,

λ ∈ ΛM . Ahora: uM
∏

A mód M
grA≤grM

(u− λA). Tomando la derivada de uM con respecto a u,

tenemos M =
∑

A mód M

∏
B mód M
B 6=A

(u− λB), constante en u. Tomemos u = λC ,

M =
∏
C 6=B

(λC − λB).

Puesto que P no divide a M , tenemos

λC 6≡ λB mód P,

para todo C 6≡ B mód M . Lo cual implica
(
k(ΛM )/k

P

)
(λ) = λP = ϕP (λ).

2.1. Ramificación en p∞

Se desea probar lo siguiente:

Sea M ∈ RT \ {0}. Entonces p∞ se descompone en Φ(M)/(q− 1) divisores primos de
k(ΛM ). Además e∞ = q − 1 y el grado de cada primo encima de p∞ es f∞ = 1.

Para probar este resultado desarrollaremos el Método de Newton y probaremos el
Lema de Abhyankar.
Primero, sea F un campo completo con respecto a una valuación discreta ν con lugar
P. Sea Ω una cerradura algebraica de F . Sea

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

a0, ai 6= 0. A cada sumando de f(x) le asociamos un punto en R× R de la siguiente
forma: si aix

i 6= 0, (es decir, ai 6= 0) tomamos (i, ν(ai)) y si aix
i = 0, (es decir,
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ai = 0) tomamos el punto inexistente (i,∞) = (i, ν(ai)), (es decir, no escogemos
ningún punto). Formamos la cubierta convexa inferior del conjunto de puntos

{(i, ν(ai))|i = 0, 1, . . . , n},

la cual llamamos poĺıgono de Newton.

Más precisamente, los vértices de la cubierta son:

{(0 = i0, ν(a0)), (i1, ν(ai1)), . . . , (im = n, ν(an))}

donde primero consideramos S = {i > 0 | ai 6= 0} y sea i1 el máximo ı́ndice tal que

ν(ai)− ν(a0)

i− 0
= mı́n

{
ν(aj)− ν(a0)

j − 0
| j ∈ S

}
,

i2 es el máximo ı́ndice tal que

ν(ai)− ν(ai1)

i− i1
= mı́n

{
ν(aj)− ν(ai1)

j − i1
| j ∈ S, j > i1

}
,

etc.

Proposición 2.25. Supongamos que (r, ν(ar)) ↔ (s, ν(as)) con r < s es cual-

quier segmento del poĺıgono de Newton de f(x) la cual tiene pendiente ν(as)−ν(ar)
s−r =

−m. Entonces f(x) tiene exactamente s − r ráıces α1, . . . , αs−r con ν(α1) = · · · =

ν(αs−r) = m. Más aún fm(x) =
s−r∏
i=1

(x− αi) ∈ F [x] y fm(x) | f(x).

Demostración. Ver [35, page 431].

Regresando a nuestro estudio de los campos de funciones, tenemos:

Proposición 2.26. Sea M = Pn, P mónico e irreducible en RT , d = grP . Enton-
ces p∞ se descompone en Φ(M)/(q − 1) divisores primos en K(ΛM ). El ı́ndice de
ramificación es e∞ = q−1 y cada uno de estos primos tiene grado de inercia f∞ = 1.
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Demostración. Sea B un divisor en K(ΛM ) sobre p∞. Puesto que la extensión es
de Galois, es suficiente probar que eB = q − 1 y fB = 1. Sea p el divisor primo de
k(ΛP ) ⊆ k(ΛM ) bajo B es decir

B ∩ k(ΛM ) = p.

Primero probemos que eB = q−1 y fB = 1 y después que p se descompone totalmente
en k(ΛM )/k(ΛP ). Sea g(u) = uP

u = ΨP (u) y k(ΛP ) se obtiene de k al adjuntarle las
ráıces de g(u). Ahora,

g(u) =

d∑
i=0

[
P
i

]
uq

i−1 = h(uq−1),

donde

h(u) =
d∑
i=0

[
P
i

]
u
qi−1
q−1 , grT

[
P
i

]
= (d− i)qi.

Sea k∞ la completación de k en p∞ y sea ν∞ la valuación correspondiente. Entonces

ν∞

([
P
i

])
= −(d− i)qi = −grT

([
P
i

])
.

Pongamos h(u) =

qd−1
q−1∑
j=0

fj(T )uj , tenemos fj(T ) 6= 0 si y sólo si j = qi−1
q−1 .

Tomando todos los vértices

(j, ν∞(fi(T ))) =

(
qi − 1

q − 1
,−(d− i)qi

)
= βi.

La pendiente entre βi y βi+1 es:

Si =
−(d− (i+ 1))qi+1 + (d− i)qi

qi+1−1
q−1 −

qi−1
q−1

= · · · = −d(q − 1) + q + i(q − 1) < Si+1,

por otro lado, las pendientes se incrementan con i, luego β0, β1, . . . , βd es:

S0 = −d(q − 1) + q.

Como
q1 − 1

q − 1
− 0 = 1− 0 = 1,

h(u) tiene una ráız θ en k∞ con ν∞(θ) = d(q−1)−q. Ahora, puesto que g(u) = h(uq−1),
k(ΛP )p = k∞(λ) donde λ es ráız de uq−1− θ, esto es λq−1 = θ. Sea νp la valuación en
k(ΛP ) sobre ν∞ y ep = e(p | p∞). Se tiene
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(q − 1)νp(λ) = νp(λ
q−1) = νp(θ) = epν∞(θ) = ep(d(q − 1)− q).

Puesto que (d(q − 1) − q, q − 1) = 1, tenemos q − 1 | ep = q − 1, es decir k(ΛP )p/k∞
es totalmente ramificada (ep = q − 1, fp = 1).

Ahora veamos que p se descompone totalmente en k(ΛM )/k(ΛP ). Sea λ ráız de g(u),
νp(λ) = d(q − 1)− q,

uP
n

uPn−1 = ΨPn(u) = ΨP (uP
n−1

) = g(uP
n−1

),

k(ΛM ) se obtiene de k(ΛP ) adjuntándole cualquier ráız de g(uP
n−1

). Aśı k(ΛM ) se
obtiene de k(ΛP ) adjuntándole una ráız de uP

n−1 − λ (pues λ ∈ ΛP es generador, si
λPn es generador de ΛM , λP

n−1

P = λPn/Pn−1 = λP es generador de ΛP ). Calculemos

el poĺıgono de Newton de uP
n−1 − λ. Se tiene:

uP
n−1 − λ =

(n−1)d∑
i=0

[
Pn−1

i

]
uq

i − λ,

sean γ−1 = (0, νp(−λ)) = (0, d(q − 1)− q) y

γi =

(
qi, νp

([
Pn−1

i

]))
= (qi, e(p | p∞))ν∞

([
Pn−1

i

])
= (qi,−(q − 1)(d(n− 1)− i)qi),

0 ≤ i ≤ (n− 1)d. La pendiente de γ−1 a γ0 es:

−(q − 1)(d(n− 1))q0 − (d(q − 1)− q)
1− 0

= −dn(q − 1) + q = t−1.

La pendiente de γi a γi+1 es:

−(q − 1)(d(n− 1)− (i+ 1))qi+1 + (q − 1)(d(n− 1)− i)qi

qi+1 − qi

= −(q − 1)d(n− 1) + i(q − 1) + q = ti < ti+1,

t−1 = −dn(q−1)+ q < −(q−1)d(n−1)+ q = t0, por lo tanto γ−1, γ0, . . . , γ(n−1)d son

los vértices del poĺıgono de Newton. El segmento de γ−1 a γ0 muestra que uP
n−1 − λ

tiene una ráız en k(ΛP )p. Puesto que la extensión es de Galois, k(ΛM )B = k(ΛP )p,
luego f(B | p) = e(B | p) = 1.

Para probar el resultado anterior pero en el caso general, será necesario el Lema de
Abhyankar. Para ello necesitamos primero el siguiente resultado:
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Lema 2.27. Supongamos que G es un grupo finito y U es un subgrupo normal de G,
|U | = pn (con p = 1 o p un primo) y supongamos G/U es un grupo ćıclico de orden
primo relativo a p. Sea H1 < G con pn | |H1|. Entonces para todo H2 < G se tiene
que H1 ∩H2 = (|H1|, |H2|).

Demostración. Ver [35, page 433].

Teorema 2.28 (Lema de Abhyankar). Sea E/F una extensión finita y separable de
campos de funciones, E = F1F2 con F ⊆ Fi ⊆ E, i = 1, 2. Sea p un divisor primo de
F , P primo en E tal que P | p y Pi = P∩Fi la restricción de P a Fi, para i = 1, 2. Si
al menos una de las extensiones P1 | p o P2 | p tiene ramificación moderada, entonces
e(P | p) = [e(P1 | p), e(P2 | p)].

Demostración. Sea Ẽ tal que Ẽ/F es una extensión finita y de Galois, E ⊆ Ẽ y sea B
primo en Ẽ tal que P es la restricción de B en E. Sean g = I(B | p), Hi = i(B |Pi),
i = 1, 2. Sea p = carF , si carF 6= 0 y sea p = 1, si carF = 0. Se tiene que alguno de los
primos Pi divide a p. Entonces e(P1 | p) = 1. Ahora, si U es el p-subgrupo de Sylow de
G, entonces U es subgrupo normal de G (ya que U es el primer grupo de ramificación,
que es subgrupo normal del grupo de inercia G). Tenemos U ⊆ H1 pues la ramificación
salvaje está concentrada en B/P1 y G/U es ćıclico de orden primo relativo a p, luego
satisface las hipótesis del Lema 2.27, por lo tanto |H1 ∩H2| = (|H1|, |H2|).
Ahora, E = F1F2 implica que Gal(Ẽ/E) = Gal(Ẽ/F1) ∩ Gal(Ẽ/F2) y I(B |P) =
I(B |P1) ∩ I(B |P2) = H1 ∩H2, luego

e(B |P) = |I(B |P)| = |H1 ∩H2| = (|H1|, |H2|)
= (e(B |P1), e(B |P2))

= (e(B |P)e(P |P1), e(B |P)e(P |P2))

= e(B |P) (e(P |P1), e(P |P2))

lo que implica que (e(B |P1), e(B |P2)) = 1.
Por otro lado e(B |P) = e(B |P1)e(P1 | p) = e(B |P2)e(P2 | p). Se tiene que ax = by
con (x, y) = 1, a, b, x, y ∈ Z \ {0} implica [a, b] = ax = by. Entonces

e(P | p) = [e(P1 | p), e(P2 | p)].

Teorema 2.29. Sea M ∈ RT , M 6= 0. Entonces p∞ es moderadamente ramificado
en k(ΛM )/k. De hecho e∞ = q − 1, f∞ = 1 y g∞ = Φ(M)/(q − 1).

Demostración. Si M = Pα1
1 · · ·Pαrr , k(ΛM ) =

r∏
i=1

k(ΛPαii
) y e(Pi | p∞) = q − 1, la

ramificación es moderada, pues (p, q − 1) = 1. Por el Lema de Abhyankar, e∞ =
[q − 1, . . . , q − 1] = q − 1. Además, todos los grados de inercia relevantes son 1,
entonces f∞ = 1.
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Proposición 2.30. Sean M ∈ RT no cero y P irreducible, P 6= p∞ tal que P - M .
Entonces en k(ΛM )/k, eP = 1, fP = ◦(P mód M) y gP = Φ(M)/fP .

Demostración. Sea λ = λM generador de ΛM . Entonces k(ΛM ) = k(λ). Sea P divisor
primo de k(ΛM ) tal que P | p. Sean

OP = {ξ ∈ k(ΛM ) | νP(ξ) ≥ 0}

y

fP = [OP : (RT )P /P (RT )P ] = [(OM )P/P(OM ) : RT /P ].

= [OM/POM : RT /P ].

Se tiene que P no es ramificado en k(ΛM )/k y ϕP (que corresponde al śımbolo de
Artin), está dado por ϕP (λ) = λP . Tenemos ◦(ϕP ) = fP . Es decir, fP es el mı́nimo

tal que ϕfPP = Id ∈ GM , donde GM = Gal(k(ΛM ))/k). Luego ϕfP = Id si y sólo si

ϕfP (λ) = λ si y sólo si λP
f−1 = 0 si y sólo si M |P f − 1 si y sólo si P f ≡ 1 mód M

por lo que fP = ◦(P mód M).

Por lo tanto tenemos el teorema general:

Teorema 2.31. Sea M = Pα1
1 · · ·P

αh
h y consideramos k(ΛM )/k. Si P 6= P1, . . . , Ph,

p∞, entonces eP = 1, fP = ◦(P mód M), gP = Φ(M)/fP . Si P = Pi, i ≤ i ≤ h,

entonces ePi = Φ(Pαii ), fPi = ◦
(
Pi mód M

P
αi
i

)
, gPi = Φ(M)

Φ(P
αi
i )fP

=
Φ(M/P

αi
i )

◦
(
Pi mód M

P
αi
i

) . Si

P = p∞, e∞ = q − 1, f∞ = 1, g∞ = Φ(M)/(q − 1).

Demostración. Ver [35, Chapter 12].

Observación 2.32. Sea M ∈ RT , M 6= 0. Si A = α ∈ F∗q ⊆ (RT /(M))∗, entonces
σA(λ) = σα(λ) = λα = αλ.

Proposición 2.33. Se tiene que F∗q es isomorfo al grupo de inercia de cualquier
divisor primo de k(ΛM ) sobre p∞.

Demostración. Ver [7, page 161].

Definición 2.34. Sean M ∈ RT , M 6= 0, y G0 el grupo de inercia de cualquier divi-
sor primo de k(ΛM ) sobre p∞. El campo k(ΛM )+ = k(ΛM )G0 , se llama el máximo
subcampo real de k(ΛM ).

Se tiene [k(ΛM ) : k(ΛM )+] = q − 1 y p∞ se descompone totalmente en k(ΛM )+/k en
Φ(M)/(q − 1) divisores primos.

Para cualquier M ∈ RT , recordemos que OM denota la cerradura entera de RT en
k(ΛM ).
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Proposición 2.35. Supongamos que M = Pn para algún polinomio irreducible P .
Entonces OM = RT [λM ] donde λM es un generador de ΛM .

Demostración. Sea λ = λM . Como λ es entero, tenemos RT [λ] ⊆ OM .

Sea α ∈ OM . Notemos que {1, λ, . . . , λΦ(M)−1} es una base de k(ΛM )/k, luego existen
a0, a1, . . . , ah ∈ k tales que α = a0 +a1λ+ · · ·+ahλ

h donde h = Φ(M)−1. Queremos
mostrar que ai ∈ RT para i = 0, . . . , h. Por la demostración de la Proposición 2.18
tenemos que νP(λ) = 1 donde P es el (único) divisor primo de k(ΛM ) sobre p y
(P )k = p

pgr P
∞

. Claramente, νP(αiλ
i) = i + Φ(M)νp(ai) ≡ i mód Φ(M). Aśı, cuando

i 6= j, ai 6= 0 y aj 6= 0, tenemos νP(aiλ
i) 6= νP(ajλ

j). De esto se sigue que 0 ≤ νP =
mı́n
ai 6=0
{νP(aiλ

i)} = mı́n
ai 6=0
{i+ Φ(M)νp(ai)}. Por lo tanto, νp(ai) ≥ 0 para todo i. Ahora,

para cualquier σA ∈ GM tal que σA(λ) = λA, tenemos

αA = σA(α) = a0 + a1λ
A + · · ·+ ah(λA)h, (2.4)

donde A mód M ∈ (RT /(M))∗. Si {A1, . . . AΦ(M)} es un conjunto de representantes

de (RT /(M))∗ obtenemos de (2.4), denotando αi = αAi , λi = λAi , que α1
...

αΦ(M)

 =

1 λ1 λ2
1 · · · λh1

...
...

...
...

...
1 λh+1 λ2

h+1 · · · λhh+1


a0

...
ah

 .

El determinante de la matriz
[
λji

]
1≤i≤h+1

0≤j≤h
es un determinante de Vandermonde, aśı

que det
[
λji

] ∏
1≤t<l≤h+1

(λl − λt) = ∆. Luego

ai =

det

1 λ1 · · · λi−1
1 α1 λi+1

1 · · · λh1
...

...
...

...
...

...
...

...

1 λh+1 · · · λi−1
h+1 αh+1 λi+1

h+1 · · · λhh+1


det

1 λ1 λ2
1 · · · λh1

...
...

...
...

...
1 λh+1 λ2

h+1 · · · λhh+1


=
bi
∆

donde bi ∈ OM . Por la demostración de la Proposición 2.18, para todo A mód
(RT /(M))∗, tenemos λ = βAλ

A y P = β0λ
Φ(M) para algunos βA, β0 ∈ O∗M . En-

tonces para cualquier divisor primo q en k(λM ) que no divida a p ni a p∞, tenemos
νq(λ) = νq(λ

A) = 0. De esto se sigue que el soporte del divisor de polos de ai puede
consistir únicamente de p y de p∞. Puesto que νp(ai) ≥ 0, tenemos que ai ∈ RT . Aśı
OM = RT [λM ].

Proposición 2.36. Sean M,N ∈ RT \{0} dos polinomios primos relativos. Entonces
OMON = OMN .
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Demostración. Ver [35, page 444].

Teorema 2.37. Para cualquier M ∈ RT \ {0}, sea λ = λM un generador del RT -
módulo ćıclico ΛM . Entonces OM = RT [λ].

Demostración. Sea M = αPα1
1 · · ·P

λh
h , donde P1, . . . , Ph son polinomios mónicos irre-

ducibles distintos en RT . Usando las Proposiciones 2.35 y 2.36 obtenemos

OM =
h∏
i=1

OPαii =
∏

RT [λPαii
] = RT [λ].

2.2. Máxima extensión abeliana A de k

El siguiente resultado es análogo al Teorema de Kronecker-Weber, en campos de fun-
ciones. Sea A la máxima extensión abeliana de k.

El campo A consistirá de la composición de tres extensiones: E/k, KT /k y L∞/k.

i) E/k es la unión de todas las extensiones de constantes de k. Más precisamente,

como k = Fq(T ), tenemos E =
∞⋃
n=1
Fqn(T ),

GE = Gal(E/k) = Gal

( ∞⋃
n=1

Fqn(T )/Fq(T )

)
= Gal(ĺım

→
Fqn(T )/Fq(T ))

= ĺım
←

Gal(Fqn(T )Fq(T )) = ĺım
←
Z/nZ = Ẑ,

ii) KT /k se define por KT =
⋃

M∈RT
k(ΛM ), Gal(k(ΛM )/k) ∼= (RT /(M))∗ y

GT = Gal(KT /k) = Gal( ĺım→
M∈RT

k(ΛM )/k) ∼=

∼= ĺım
←

Gal(k(ΛM )/k) ∼= ĺım
←

(RT /(M))∗.

Ahora bien, EKT no puede ser la máxima extensión abeliana de k pues p∞ es
moderadamente ramificado en EKT /k. Entonces necesitamos ciertas extensio-
nes donde p∞ sea salvajemente ramificado.

iii) Consideremos T ′ = 1
T . Entonces k = Fq(T ′). Sea Fn = k(ΛT−n−1), n ≥ 1. Se

tiene que [Fn : k] = qn(q−1). Sea Ln el campo fijo por F∗q contenido en Fn y sea
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λ 1
Tn+1

un generador de R 1
T

= Fq
[

1
T

]
-módulo λT−n−1 . El único primo ramificado

en Ln/k es p∞ y es total y salvajemente ramificado. Entonces, si

L∞ =
∞⋃
n=1

Ln = ĺım
→
Ln,

tenemos G∞ = Gal(L∞/k) = ĺım
←

Gal(Ln/k) ∼= {f
(

1
T

)
∈ Fq

[[
1
T

]]
|f(0) = 1}.

Teorema 2.38. La máxima extensión abeliana de k es A = EKTL∞, su grupo
de Galois es Gal(A/k) ∼= GE × GT × G∞, donde GE ∼= Ẑ ∼=

∏
p primo

Zp, GT ∼=

ĺım←
m∈RT

(RT /(M))∗, G∞ ∼= {f
(

1
T

)
∈ Fq

[[
1
T

]]
| f(0) = 1}.

Demostración. Ver [16, página 25] o [34, página 281].

2.2.1. Extensiones geométricas moderadamente ramificadas

En esta subsección probaremos el Teorema 2.38 para el caso particular de una ex-
tensión moderadamente ramificada. Sea L/k una extensión abeliana. Sea P ∈ RT ,
d := grP .

Teorema 2.39. Sea P moderadamente ramificado en L/k. Si e denota el ı́ndice de
ramificación de P en L, tenemos que e | qd − 1.

Demostración. Ver [29, página 271].

Ahora consideremos una extensión abeliana finita moderadamente ramificada L/k,
donde P1, . . . , Pr son los primos finitos ramificados. Sean P ∈ {P1, . . . , Pr} y e el
ı́ndice de ramificación de P en L. Entonces, como consecuencia del Teorema 2.39,
tenemos que e | qd−1. Ahora bien, P es totalmente ramificado en k(ΛP )/k con ı́ndice
de ramificación qd−1. En esta extensión p∞ tiene ı́ndice de ramificación igual a q−1.

Sea k ⊆ E ⊆ k(ΛP ), con [E : k] = e. Pongamos P̃ un divisor primo en LE que divide
a P . Sean q := P̃|E y P := P̃|L.
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P P̃

L LE

M
H

k e E k(ΛP )

P q

Tenemos que e = eL/k(P|P ) = eE/k(q|P ). Como consecuencia del Lema de Abhyankar
2.28, se obtiene que

eLE/k(P̃|P ) = [eL/k(P|P ), eE/k(q|P )] = [e, e] = e.

Sea H ⊆ Gal(LE/k) el grupo de inercia de P̃/P . Pongamos M := (LE)H . Entonces
P es no ramificado en la extensión M/k. Queremos probar que L ⊆ Mk(ΛP ). De
hecho se tiene que [LE : M ] = e y E ∩M = k puesto que P es totalmente ramificado
en E/k y no ramificado en M/k. Se sigue que [ME : k] = [M : k][E : k]. Luego

[LE : k] = [LE : M ][M : k] = e
[ME : k]

[E : k]
= e

[ME : k]

e
= [ME : k].

Puesto que ME ⊆ LE se sigue que LE = ME ⊆ Mk(ΛP ). Por tanto L ⊆ Mk(ΛP ).
En M/k los primos finitos ramificados son {P2, . . . , Pr}. En caso de que r − 1 ≥ 1
podemos aplicar el argumento anterior a M/k obteniendo de esta forma una extensión
M2/k de tal manera que a lo más r− 2 primos finitos de k son ramificados en M2k y
se tiene que M ⊆M2k(ΛP2), por lo que L ⊆Mk(ΛP1) ⊆M2k(ΛP1)k(ΛP2). Llevando
a cabo el proceso anterior a lo más r veces, obtenemos

L ⊆M0k(ΛP1P2···Pr) (2.5)

en donde en la extensión M0/k el único posible primo ramificado es p∞. El siguiente
resultado nos describe el campo M0.

Proposición 2.40. Sea L/k una extensión abeliana donde a lo más un divisor primo
p de grado 1 es ramificado y la extensión es moderadamente ramificada. Entonces L/k
es una extensión de constantes.

Demostración. Por la Proposición 2.39 tenemos que e := eL/k(p) | q − 1. Sea H el

grupo de inercia de p. Entonces |H| = e y p es no ramificado en E := LH/k. Por
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tanto E/k es una extensión no ramificada de donde se sigue que E/k es una extensión
de constantes. Sea [E : k] = m, E = kFqm . Entonces si P es un divisor primo en E
que divide a p se tiene que el grado relativo dE/k(P | p) es igual a m, el número de
divisores primos en E/k sobre p es uno y el grado de P es uno (ver [35, Theorem
6.2.1]). Por lo tanto P es el único divisor primo ramificado en L/E y es de grado uno
y totalmente ramificado. Más aún [L : E] = e | qm − 1 = |F∗qm |.
Las (qm − 1)–ésimas ráıces de la unidad pertenecen a Fqm ⊆ E. De aqúı se tiene
que E contiene las e–ésimas ráıces de la unidad y L/E es una extensión de Kummer,
digamos L = E(y) con ye = α ∈ E = Fqmk = Fqm(T ). Escribimos α en la forma
normal prescrita por Hasse ( [10] y [29, Observación 11.8.28]): (α)E = pαa

b , 0 < a < e.
Ahora bien, puesto que gr (α)E = 0 se sigue que grEa o grEb no es un múltiplo de e.
Esto contradice que p es el único primo ramificado. Por lo tanto L = E y L/k es una
extensión de constantes.

Como un corolario a la contención (2.5) y de la Proposición 2.40 obtenemos el Teorema
2.38 para el caso moderadamente ramificado.

Corolario 2.41. Si L/k es una extensión finita abeliana moderadamente ramificada
donde los divisores primos finitos ramificados son P1, . . . , Pr, entonces

L ⊆ Fqmk(ΛP1···Pr).

para algún m ∈ N.

2.3. Caracteres de Dirichlet en campos de funciones

En esta parte, desarrollaremos una teoŕıa de caracteres de Dirichlet en campos de
funciones y su aplicación a los campos de funciones ciclotómicos.

Definición 2.42. Un caracter de Dirichlet en campos de funciones es un
homomorfismo

χ : (RT /(N))∗ → C∗,

con N ∈ RT \ {0} mónico. Decimos que χ está definido módulo N . Ahora, si N |M
con N,M ∈ RT \ {0} mónicos,

ΦM,N : (RT /(M))∗ → (RT /(N))∗,

donde A+ (M) 7→ A+ (N). Si χ : (RT /(M))∗ → C∗, y N |M , tenemos χ ◦ ΦM,N es
un caracter módulo M y “casi” es el mismo que χ. Por lo tanto χ puede considerarse
módulo N o módulo M . El mı́nimo N (en tanto a grado) módulo el cual χ puede
definirse se llama el conductor de χ y se denota Fχ.
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Ejemplo 2.43. 1) Sean q = 2,

χ : (RT /(T
3))∗ → C∗

1 7→ 1

T + 1 7→ −1

T 2 + 1 7→ 1

T 2 + T + 1 7→ −1.

Puesto que χ(T 2 + A) = χ(A) para todo A ∈ (RT /(T
3))∗, χ puede definirse

módulo T 2,

χ̃ : (RT /(T
2))∗ → C∗

1 7→ 1

T + 1 7→ −1,

(RT /(T
3))∗

χ //

ΦT3,T2

��

{±1}

(RT /(T
2))∗

χ̃

??

claramente Fχ = T 2.

2) Sean q = 2, N = T 2 + T + 1, M = NT y ω = e2πi/3,

χ : (RT /(M))∗ → C∗

1 7→ 1

T 2 + 1 7→ ω

T + 1 7→ ω2.

Como tenemos el isomorfismo (RT /(NT ))∗ ∼= (RT /(N))∗, se puede definir
χ : (RT /(N))∗ → C∗, χ(1) = 1, χ(T ) = χ(T 2 + 1) = ω y χ(T + 1) = ω2

por lo tanto Fχ = T 2 + T + 1.

Observación 2.44. 1) Si χ : (RT /(N))∗ → C∗, es un caracter de Dirichlet en
campos de funciones, el conductor Fχ de χ, se definió como el mı́nimo Fχ tal
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que

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

(RT /(Fχ))∗

χ̃

AA

χ = χ̃ ◦Π, donde Π es el epimorfismo natural, es decir, Fχ |N y

Π : (RT /(N))∗ → (RT /(Fχ))∗,

donde A mód N 7→ A mód Fχ. Esto es, el conductor Fχ de χ necesariamente
divide a N .

2) Si N ∈ RT \ {0} mónico, entonces χ : (RT /(N))∗ → C∗, A 7→ 1 es el único
caracter que se puede definir módulo 1 y χ es el caracter trivial. Además este
caracter es el único que tiene conductor 1.

(RT /(N))∗
χ //

��

C∗ A � //
_

��

1

(RT /(1))∗

χ̃

AA

dado por 1
A

@@ .

3) Recordemos que si (M,N) = 1, entonces (RT /(NM))∗ ∼= (RT /(N))∗×(RT /(M))∗.

4) Con q = 2 no puede haber caracter de conductor T o T + 1.

En efecto, supongamos que hay un caracter de Dirichlet χ cuyo conductor Fχ
es T , entonces tenemos el siguiente diagrama

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

(RT /(T ))∗

χ̃

AA ,

donde Π es la proyección natural. Pero sabemos que (RT /(T ))∗ ∼= F∗2. Es decir,
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tendŕıamos

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

F∗2

χ̃

AA

de donde χ es el caracter trivial por lo que Fχ = 1 lo cual no puede ser. Luego,
no puede hacer un caracter de Dirichlet cuyo conductor sea T . El argumento es
análogo para T + 1.

5) Sean q = 2 y M ∈ RT no cero mónico tal que (M,T ) = 1. Entonces no existe
ningún caracter χ de tal forma que su conductor sea Fχ = TM . Análogamente,
si en lugar de T se considera T + 1.

En efecto, nuevamente por contradicción, supongamos existe χ un caracter de
Dirichlet cuyo conductor Fχ es TM , con (M,T ) = 1 entonces tenemos el dia-
grama

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

(RT /(TM))∗

χ̃

@@ ,

donde Π es la proyección natural. Pero sabemos que, en este caso, (RT /(TM))∗ ∼=
(RT /(M))∗ para (M,T ) = 1. Luego tendŕıamos

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

(RT /(M))∗

χ̃

AA

lo cual implica que Fχ = M , lo cual no puede ser. Luego, no puede haber un
caracter de Dirichlet cuyo conductor sea TM con (M,T ) = 1. El argumento es
análogo si se toma T + 1 en lugar de T .

6) Sean χ y Φ dos caracteres de Dirichlet de conductores Fχ y FΦ respectivamente.
Supongamos que existe un N tal que Fχ |N y FΦ |N , χ,Φ : (RT /(N))∗ → C∗
son iguales módulo N (es decir, χ(A mód N) = Φ(A mód N), para todo A,
(A,N) = 1). Entonces χ ≡ Φ (es decir, Fχ = FΦ y Φ = χ mód Fχ).
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En efecto, consideremos

(RT /(N))∗
χ //

Π

��

C∗

(RT /(Fχ))∗

χ̃

AA .

Tenemos χ̃ ◦ Π = χ = Φ, Φ̃ ◦ Π = Φ = χ, es decir, Φ se puede definir módulo
Fχ, lo cual implica FΦ |Fχ, y por simetŕıa Fχ |FΦ, por tanto FΦ = Fχ.

Definición 2.45. Entenderemos que un caracter χ es par si χ(a) = 1 para todo
a ∈ F∗q .
Tenemos que existen Φ(N)/(q− 1)− 1 caracteres pares no triviales sobre (RT /(N))∗.
A veces es conveniente considerar un caracter χ : RT → C si definimos χ(A) = 0
para A ∈ RT , (A,Fχ) 6= 1 (χ aśı definido no es homomorfismo). Por tanto es impor-
tante hacer la convención con respecto al módulo de definición de χ, se considerará
χ definido módulo su conductor. Tales caracteres (definidos módulo Fχ) se llaman
primitivos (es decir, hacer χ(A) = 0 tan poco como sea posible) y notemos que χ es
periódico de peŕıodo Fχ, es decir χ(A+ Fχ) = χ(A) para todo A ∈ RT .

2.3.1. Existencia del conductor

Sea χ : (RT /(N))∗ → C un caracter de Dirichlet y sean A |N y B |N tales que
χ = χA ◦ ΦN,A = χB ◦ ΦN,B,

(RT /(N))∗
χ //

ΦN,A

��

C∗ (RT /(N))∗
χ //

φN,B

��

C∗

(RT /(A))∗

χA

AA

(RT /(B))∗

χB

AA .

Sea C = (A,B), sea D el producto de todos los P que dividen a N pero que no
dividen a B, por lo tanto C = (DA,B).

Sean X, Y ∈ RT , (X,N) = (Y,N) = 1 y X ≡ Y mód C. Existe α ∈ RT , α ≡
X mód DA, α ≡ Y mód B. Se verifica que (α,N) = 1, χ(α) = χA ◦ΦN,A(α) = χDA ◦
ΦN,DA(α) = χDA◦ΦN,DA(X) = χ(X), χ(α) = χB ◦ΦN,B(α) = χB ◦ΦN,B(Y ) = χ(Y ),
por lo tanto χ(X) = χ(α) = χ(Y ), lo cual implica χ(X) = χ(Y ), luego χ(X) se puede
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definir módulo C.

(RT /(N))∗
χ //

ΦN,C

��

C∗

(RT /(C))∗

χC

AA .

Observación 2.46. En 2) del Ejemplo 2.43, M = T 3 + T 2 + T :

χ : (RT /(M))∗ → C∗

1 7→ 1

T 2 + 1 7→ ω

T + 1 7→ ω2,

pero no tiene peŕıodo T 2 + T + 1 (y su conductor es T 2 + T + 1), pues χ(1) = 1 6=
0 = χ(T 3) = χ(T 2 + T ) = χ(1 + T 2 + T + 1) módulo M .

Cuando se hable de caracteres de (RT /(N))∗ o de caracteres módulo N se incluirán
los caracteres de conductores que dividen a N .

El caracter trivial es el caracter de conductor 1 y éste es χ : RT → C, χ(A) = 1 para
todo A ∈ RT .

Sean χ, Ψ dos caracteres de conductores Fχ, FΨ. Sea Γ : (RT /([Fχ,FΨ]))∗ → C∗
donde Γ(A) = χ(A)Ψ(A). Entonces χΨ es el caracter primitivo asociado a Γ (Γ no
tiene porque ser primitivo).

Ejemplo 2.47. 3) Si (Fχ, FΨ) = 1, entonces FχΨ = FχFΨ.

En efecto, sean χ y Ψ dos caracteres, con N = Fχ, M = FΨ sus respectivos
conductores. Sea

γ : (RT /[N,M ])∗ → C∗

dado por

γ(A mód [N,M ]) = χ(mód [N,M ])Ψ(mód [N,M ]).

Definimos

Ψ1 : (RT /[N,M ])∗ → C∗

por Ψ1(A mód [N,M ])γ(A mód [N,M ])χ−1(A mód [N,M ]) esto es Ψ1 = γχ−1

y (RT /[[N,M ], N ])∗ = (RT /[N,M ])∗ y
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γ(A mód [N,M ])χ−1(mód [N,M ]) = Ψ(mód [N,M ])

por lo tanto Ψ1 = Ψ(mód [N,M ]) lo que implica FΨ1 = FΨ. Observamos que
en general

FχΨ | [Fχ, FΨ].

Luego

M = FΨ1 = Fγχ−1 | [Fγ , Fχ−1 ],

por tanto

M | [Fγ , Fχ−1 ] = [Fγ , Fχ] =
FγN

(Fγ , N)
= FγN1,

donde N1 = N
(Fγ ,N) .

Supongamos (M,N) = 1. Entonces (M,N1) = 1, luego M |Fγ . Análogamente
N |Fγ . Por lo tanto, como (M,N) = 1, se tiene NM |Fγ . Como Fγ = FχΨ y
[N,M ] = NM , tenemos Fγ |NM . Con lo que concluimos Fγ = NM . Por lo
tanto FχΨ = FχFΨ.

Los caracteres de Dirichlet en campos de funciones también se pueden pensar como
caracteres de grupos de Galois de campos de funciones ciclotómicos pues

Gal(k(ΛN )/k) ∼= (RT /(N))∗

y se llaman, en este caso, caracteres de Galois.

En general, sea χ un caracter módulo N , χ es un caracter de Gal(k(ΛN )/k). Sea
K = k(ΛN )núc χ ⊆ k(ΛN ). Tenemos K sólo depende de χ y se llama el campo
perteneciente a χ. Si N es minimal, N = Fχ. Más generalmente, si X es un grupo
de caracteres de Dirichlet, sea N := {Fχ |χ ∈ X}. Aśı X es un subconjunto de los
caracteres de Gal(k(ΛN )/k). Sean

H :=
⋂
χ∈X

núc χ ⊆ (RT /(N))∗

y K = k(ΛN )H . Se dice que K es el campo perteneciente o correspondiente a
X. Entonces X es el conjunto de homomorfismos Gal(K/K) → C∗ y [K : k] = |X|.
De hecho

X ∼= Gal(K/k).

Si X es ćıclico generado por χ, entonces K es el campo perteneciente a χ.



2.3. Caracteres de Dirichlet en campos de funciones 39

Recordemos que si G es un grupo abeliano finito y Ĝ = {f : G→ C∗ | f es caracter},
entonces Ĝ ∼= G (isomorfismo no canónico) pero lo que se tiene es

̂̂
G ∼= G (isomorfis-

mo canónico, si ĝ ∈ G, ĝ : Ĝ → C∗ está dado por ĝ(χ) := χ(g)). De hecho tenemos
un pareo ϕ : G × Ĝ → C∗ donde (g, χ) 7→ 〈g, χ〉 = χ(g). Si 〈g, χ〉 = 1 para todo
χ, entonces χ(g) = 1 para todo χ ∈ Ĝ. Sea H = 〈g〉. Entonces Ĝ actúa como un
conjunto de caracteres distintos de G/H pero hay a lo más |G/H| caracteres, por lo
tanto |G/H| ≥ |Ĝ| = |G|, luego |H| = 1, entonces g = 1. Si 〈g, χ〉 = 1 para todo
g ∈ G, entonces χ(g) = 1 para todo g ∈ G, lo cual implica χ = 1, por lo tanto ϕ es
no degenerado.

Sea H < G y sea H⊥ = {χ ∈ Ĝ |χ(h) = 1 para todo h ∈ H}. Se tiene: H⊥ ∼= (̂G/H)
pues todo χ ∈ H⊥

G
χ //

π

��

C∗

G/H

χ̃

== .

se factoriza, como en el diagrama de manera única y viceversa. También, si H < Ĝ,
definimos H⊥ = {g ∈ G |χ(q) = 1 para todo χ ∈ H}.

Proposición 2.48. Ĥ ∼= Ĝ/H⊥.

Demostración. Sea res : Ĝ→ Ĥ dada por χ 7→ χ|H , núc (res) = Ĥ. Entonces Ĝ/H⊥

es isomorfo a un subgrupo de Ĥ. Por otro lado,

|Ĝ/H⊥| = |Ĝ|
|H⊥|

=
|G|

|(̂G/H)|
=
|G|
|G/H|

= |H| = |Ĥ|,

lo cual implica que Ĝ/H⊥ ∼= Ĥ.

Proposición 2.49. Con la identificación
̂̂
G ∼= G, se tiene (H⊥)⊥ = H.

Demostración. Si h ∈ H, ĥ : Ĝ → C∗ dada por χ 7→ χ(h), satisface h(H⊥) = 1.
Luego, si χ ∈ H⊥, 〈h, χ〉 = χ(h) = 1, entonces h ∈ (H⊥)⊥, lo cual implica h ⊆ (H⊥)⊥.
Ahora,

|(H⊥)⊥| = | ̂(Ĝ/H⊥)| = |Ĝ/H⊥| = |Ĝ|
|H⊥|

=
|G|

|(̂G/H)|
=
|G|
|G/H|

= |H|,

concluimos (H⊥)⊥ = H.
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Sea X el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a un campo K, es decir K =
k(ΛN )H , H =

⋂
χ∈X

núcχ. Sea ϕ : Gal(K/k) × X → C∗ dado por (σ, χ) → χ(σ),

σ ∈ Gal(K/k) ∼= (RT /(N))∗/H.

Si χ : (RT /(N))∗ → C∗, entonces H ⊆ núcχ, por lo tanto χ(H) = 1, luego χ se
factoriza:

(RT /(N))∗
χ //

π

��

C∗

(RT /(N))∗/H

χ̃

?? .

Proposición 2.50. El mapeo ϕ es no degenerado, es decir, χ(σ) = 1 para todo χ ∈ X
implica σ = IdK y si χ(σ) = 1 para todo σ ∈ Gal(K/k), entonces χ = 1.

Demostración. Si χ(σ) = 1 para todo χ ∈ X, σ ∈
⋂
χ∈X

núcχ = H, σ|K = IdK . Si

χ(σ) = 1 para todo σ ∈ G ∼= (RT /(N))∗/H, entonces χ : (RT /(N))∗ → C∗, es trivial,
es decir χ = 1.

Corolario 2.51. Tenemos X ∼= Ĝ = ̂Gal(K/k) y |X| = [K : k].

Demostración. Sea Φ : X → Ĝ, Φ(χ) = 〈 , χ〉 : G→ C∗,

Φ(χ)(g) = 〈g, χ〉 = χ(g).

Entonces, núc Φ = {χ ∈ X |χ(g) = 1 para todo g ∈ G} = {1}, por lo tanto Φ es
inyectiva. Ahora bien, sea ψ : G→ X̂ con ψ(g) = 〈g, 〉, análogamente ψ es inyectiva,
luego |G| ≤ |X̂| = |X| ≤ |Ĝ| = |G|, por tanto Φ es un isomorfismo.

Ahora, sean L ⊆ K, ϕ : Gal(K/k) × X → C∗ donde ϕ((σ, χ)) = 〈σ, χ〉 = χ(σ).
Si Y = {χ ∈ X |χ(g) = 1 para todo g ∈ Gal(K/L)}, entonces Y ∼= Gal(K/L)⊥ ∼=

̂(G/Gal(K/L)) ∼= ̂Gal(L/k). Rećıprocamente, si Y < X, sea L = KY ⊥ , donde

Y ⊥ = {g ∈ G |χ(g) = 1 para todo χ ∈ Y },

luego Gal(K/L) ∼= Gal(K/KY ⊥) ∼= Y ⊥, por lo tanto

Y = Y ⊥⊥ = Gal(K/L)⊥ ∼= ̂Gal(L/k).

Se tiene también Y ∼= ̂Gal(L/k) ∼= Gal(L/k). El primer isomorfismo se expresa a
través del pareo Gal(L/k)× Y → C∗ donde (g, χ) 7→ χ(g).
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Proposición 2.52. Existe una biyección entre los subgrupos de X y los subcampos

de K que contienen a k, dada por:


Subgrupos de X Subcampos de K

Gal(K/L)⊥ ←p L

Y 7→ KY ⊥ .

Demostración. Sea U = {Y |Y < X}, B = {L | k ⊆ L ⊆ K}, θ : U → B dada por

Y 7→ KY ⊥ y δ : B→ U dada por L→ Gal(K/L)⊥,

(θ ◦ δ)(L) = θ(Gal(K/L)⊥) = K(Gal(K/L)⊥)⊥ = K(Gal(K/L)) = L,

(δ ◦ θ)(Y ) = δ(KY ⊥) =
(

Gal(K/KY ⊥)⊥
)

=
(
Y ⊥
)⊥

= Y,

por lo tanto θ y δ son biyecciones inversas.

Lema 2.53. Sean G1, G2 < G. Si G1 ⊆ G2, entonces G⊥2 ⊆ G⊥1 .

Demostración. Dado χ ∈ G⊥2 implica χ(g) = 1 para todo g ∈ G2, en particular para
todo g ∈ G1 ⊆ G2, luego χ ∈ G⊥1 .

Proposición 2.54. Sea Xi correspondiente a Ki, i = 1, 2. Entonces:

i) X1 ⊆ X2 si y sólo si K1 ⊆ K2.

ii) 〈X1, X2〉 corresponde a K1K2.

Demostración. i) Primero supongamos X1 ⊆ X2, aplicando el Lema 2.53, tenemos
que X⊥2 ⊆ X⊥1 , luego

K1 = KX⊥1 ⊆ KX⊥2 = K2.

Rećıprocamente, supongamosK1 ⊆ K2, esto implica que Gal(K/K2) ⊆ Gal(K/K1),
luego Gal(K/K1)⊥ ⊆ Gal(K/K2)⊥, por lo tanto

X1 ⊆ X2.

ii) Sea Y = 〈X1, X2〉. Entonces KY ⊥ = K1K2. En efecto, sean

Y = 〈X1, X2〉 = X1X2 y L = K1K2.

Como X1 ⊆ Y y X2 ⊆ Y , tenemos K1 ⊆ KY ⊥ , K2 ⊆ KY ⊥ , luego L = K1K2 ⊆
KY ⊥ . Ahora, como K1 ⊆ L y K2 ⊆ L, se tiene X1 ⊆ Gal(K/L)⊥ y X2 ⊆
Gal(K/L)⊥, por lo tanto X1X2 ⊆ Gal(K/L)⊥, luego KY ⊥ ⊆ L.
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2.3.2. Cómputo de los ı́ndices de ramificación v́ıa caracteres

Sea N = Pα1
1 · · ·P

αh
h . Tenemos (RT /(N))∗ ∼=

h∏
i=1

(RT /(P
αi
i ))∗, por lo tanto, si χ :

(RT /(N))∗ → C∗, entonces χ =
h∏
i=1

χPi , donde χPi : (RT /(P
αi
i ))∗ → C∗, χPi =

χ ◦ Φ−1 ◦Gi, Φ : (RT /(N))∗ →
h∏
i=1

(RT /(P
α1
i ))∗ y

Gi : (RT /(P
αi
i ))∗ →

h∏
i=1

(RT /(P
αi
i ))∗,

con A 7→ (1, . . . , 1, A, 1, . . . , 1). En efecto, si A ∈ RT , (A,N) = 1, entonces

χPi(A) = χ(Φ−1(A mód N)) = χΦ−1((1, . . . , 1, A, 1, . . . , 1)) = χ(Bi)

donde Bi ≡ 1 mód P
αj
j , j 6= i, Bi ≡ A mód Pαii , luego (

h∏
i=1

χPi)(A) =
h∏
i=1

χPi(A) =

h∏
i=1

χ(Bi) = χ(
h∏
i=1

Bi) = χ(A).

Para X un conjunto de caracteres de Dirichlet en campos de funciones y P un poli-
nomio irreducible, se denota: XP = {χP |χ ∈ X}.

Teorema 2.55. Sea X un grupo de caracteres de Dirichlet en campos de funciones y
sea K el campo perteneciente a X. Sea P un polinomio irreducible y sea e su ı́ndice
de ramificación en K/k. Entonces e = |XP |.

Demostración. Sea N = {Fχ |χ ∈ X}, luego K ⊆ k(ΛN ). Sea N = P aM , (M,P ) = 1.
Consideremos

L = K(ΛM ) = Kk(ΛM ) = k(ΛN )Y
⊥
,

donde Y , el grupo de caracteres de L, está generado por X y por los caracteres de
k(ΛN ) cuyo conductor divide a M (pues k(ΛM )) es el campo perteneciente a los
caracteres de (RT /(M))∗ y L es el compuesto de K y k(ΛM ). Si Φ ∈ Y , Φ = χΨ,

χ ∈ X, Ψ ∈ ̂(RT /(M))
∗
, poniendo

χ = ΘPχ
′

con χ′ =
∏
Q |M

χQ ∈ ̂(RT /(M))
∗
, se tiene Φ = χP (χ′Ψ) ∈ XP × ̂(RT /(M))

∗
, lo cual

implica Y ⊆ XP × ̂(RT /(M))
∗
.
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Rećıprocamente, si χPΦ ∈ XP × ̂(RT /(M))
∗
, como χP ∈ XP , existe χ ∈ X tal que

χ = χP
∏
Q |M

χQ = χPχ
′, χPΦ = χPχ

′((χ′)−1Φ) = χ((χ′)−1Φ) ∈
〈
X, ̂(RT /(M))

∗〉
=

Y . Por lo que

Y = XP × ̂(RT /(M))
∗
.

De Y = XP × ̂(RT /(M))
∗

se sigue que L = Fk(ΛM ), donde F ⊆ k(ΛPa) es el campo
perteneciente a XP . Tenemos

e = eP (K/k) = eP (L/k) = eP (F/k) = [F : k] = |XP |.

Proposición 2.56. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces existen campos de fun-
ciones Ey K sobre k = Fq(T ) tales que

a) Gal(E/K) ∼= G.

b) E/K es no ramificado en todos los divisores primos.

c) E/k es una extensión abeliana y K/k es una extensión ćıclica.

d) El campo de constantes tanto de E como K es Fq.

Demostración. Ver [29, página 186].

Definición 2.57. Sea P ∈ RT mónico e irreducible de grado d. Entonces RT /(P )
es el campo finito de qd elementos. Si Q ∈ RT es mónico e irreducible, Q 6= P ,
Q mód P ∈ F∗qd y en particular Qq

d−1
mód P ≡ 1 mód P .

Se define el śımbolo de Legendre
(
Q
P

)
=
(
Q
P

)
q−1

como el único elemento α ∈ F∗qd

tal que Q
qd−1
q−1 mód P = α.

Ejemplo 2.58. Sea P un polinomio irreducible de grado d. Se tiene que k(ΛP )/k es
una extensión ćıclica de grado qd − 1. Por tanto existe un único subcampo de k(ΛP )
de grado q − 1 sobre k, [L : k] = q − 1. Ahora bien, puesto que F∗q ⊆ k, se tiene que
las q − 1 ráıces de unidad están en k y por tanto L/k es una extensión de Kummer.
Sea L = k(α) donde αq−1 = β ∈ k. Ahora puesto que los primos ramificados en L/k
son p y p∞, donde (P )k = p

pgrP
∞

y son totalmente ramificados como consecuencia de

los Teoremas 2.19 y 2.29, se tiene β ∈ RT y β = γP i con γ ∈ F∗q y (i, q − 1) = 1. Por
la Teoŕıa de Kummer (ver [29, página 205]), tomando i = 1, se tiene αq−1 = γP . Si ζ
es un generador de F∗q , equivalentemente, ζ es una q − 1 ráız primitiva de 1, se tiene
que si G = Gal(L/k), entonces σα = ζα para algún generador σ de G, G = 〈σ〉.

Proposición 2.59. Para D ∈ RT , k( l
√

(−1)grDD) ⊆ k(ΛD), donde l es cualquier
divisor de q − 1.
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Demostración. Ver [29, página 188].

Ejemplo 2.60. Sea P un polinomio irreducible en RT y d = grP . Entonces

K = k

(
q−1

√
(−1)dP

)
⊆ k(ΛP ).

Sea χ : (RT /(P ))∗ → C∗ el caracter asociado a K. Puesto que X = 〈χ〉 es de
orden [K : k] = |X| = q − 1, tenemos χq−1 = 1, es decir χ 6= Id, Fχ = P y
χ((RT /(P ))∗) coincide con el conjunto de ráıces (q−1)-ésimas de la unidad. Tenemos
K = k(ΛP )núcχ, donde

núcχ = {σ ∈ Gal(k(ΛP )/k) |χ(σ) = 1}.

Sea Q un polinomio irreducible tal que Q 6= P . Se tiene que Q se descompone total-
mente en K/k si y sólo si |{χ ∈ X |χ(P ) = 1}| = q−1, por lo tanto Q se descompone
en K/k si y sólo si χ(Q) = 1.

Ahora, si Q ≡ Bq−1 mód P para algún B, χ(Q) = χ(Bq−1) = (χ(B))q−1 = 1, por lo
que Q ∈ núcχ. Puesto que

|núcχ| = |(RT /(P ))∗|
q − 1

=
qd − 1

q − 1
= |((RT /(P ))∗)q−1|,

tenemos núcχ = ((RT /(P ))∗)q−1, luego χ(Q) = 1 si y sólo si Q ≡ Bq−1 mód P si y

sólo si
(
Q
P

)
= 1, por lo tanto núcχ =

(
P

)
.

Entonces K = k( q−1
√

(−1)dP ) corresponde al caracter
(
P

)
.

2.4. Campo de clases de Hilbert en campos de funciones

Para el caso de campos de funciones sobre campos finitos, la definición de campo de
clases de Hilbert usual no es muy adecuada ya que si K es un campo de funciones
sobre un campo finito, entonces la máxima extensión abeliana no ramificada de K es
de dimensión infinita sobre K.

Consideremos p∞ el primo infinito de k. Observemos que RT consiste precisamente
de los elementos de k cuyo único polo es p∞. Sean K una extensión finita y separable
de k, OK la cerradura entera de RT en K y S = {P primo en K | P está sobre p∞}.

Notemos que RT es precisamente el conjunto de elementos de K cuyos polos son
elementos de S. Tenemos que OK es un dominio Dedekind y su grupo de clases, que
llamamos grupo de clases de K respecto a S y denotamos por Cl(K)S es finito.
La definición de Rosen para un campo de clase de Hilbert relativo de un campo de
funciones congruente K, es la siguiente.
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Definición 2.61. Sea K un campo de funciones con campo de constantes Fq. Sea S
cualquier conjunto finito no vaćıo de divisores primos de K. El campo de clases de
Hilbert de K respecto a S, KH,S , es la máxima extensión abeliana no ramificada
de K donde todo elemento de S se descompone completamente.

Teorema 2.62. Con las condiciones anteriores, KH,S/K es una extensión de Galois
finita y Gal(KH,S/K) ∼= Cl(K)S.

Demostración. Ver [27, page 368].

Lema 2.63. Si A es un grupo abeliano finito B < A, entonces A contiene un subgrupo
isomorfo a A/B.

Demostración. Directamente de la estructura de los grupos abelianos finitamente ge-

nerados o bien A/B ∼= Â/B ∼= B⊥ ⊆ Â ∼= A.

Teorema 2.64. Dado cualquier grupo abeliano finito G, existe una extensión ćıclica
K de k tal que el grupo de clases de K contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostración. De la Proposición 2.56, existen campos de funciones E y K sobre
k tales que Gal(E/K) ∼= G. Sea S = {P primo en K | P está sobre p∞}. Por la
demostración de la citada proposición, los primos en S se descomponen totalmente
en K/k. Sea KH,S el campo de clases de Hilbert con respecto a S y Cl(K)S el grupo de
K con respecto a S. Luego E ⊆ KH,S . Por el Teorema 2.62, tenemos Gal(KH,S/K) ∼=
Cl(K)S . Por lo tanto, G es isomorfo a un cociente de Cl(K)S y por el Lema 2.63, G
es isomorfo a un subgrupo de Cl(K)S . Por otro lado, como d = {gr P |P ∈ S} = 1,
tenemos, por la Proposición 14.1 de [28] que la siguiente sucesión es exacta:

0→ D(S)0/P (S)→ Cl(K)0 → Cl(K)S → 0

donde D(S) es el grupo de divisores de K generado por S, D(S)0 es el grupo de
divisores en D(S) de grado cero, P (S) es el grupo de divisores principales en D(S)
y Cl(K)S es el grupo de clases de divisores de grado cero de K. Aśı, Cl(K)S es un
cociente de Cl(K)0. Nuevamente por el Lema 2.63, Cl(K)S es isomorfo a un subgrupo
de Cl(K)0, que a su vez es un subgrupo de Cl(K), el grupo de clases de divisores de
K. Por lo que concluimos que G es isomorfo a un subgrupo de Cl(K).

Por último consideremos el discriminante dOK/RT = NK/k(DOK/RT ) donde OK es la
cerradura entera de RT en K.

Teorema 2.65. Sea K el campo de funciones asociado al grupo de caracteres de
Dirichlet X. Entonces el discriminante de K está dado por :

dOK/RT =
∏
χ∈X

Fχ.

Demostración. Ver [32, page 104].
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Caṕıtulo 3

p–extensiones ćıclicas en
caracteŕıstica p

3.1. Campos de funciones congruentes

Se tiene que hay muchas similitudes entre los campos numéricos y los campos de
funciones. Cuando en estos últimos el campo de constantes es finito, los campos
residuales también son finitos y nos permiten avanzar en esta analoǵıa. Sin embargo,
de entrada, hay diferencias fundamentales. Si K es un campo numérico y p es un
ideal primo en OK , se tiene que OK/p es finito y en particular de caracteŕıstica finita
siendo que el campo K es de caracteŕıstica 0, esto es K y OK/p tienen caracteŕısticas
diferentes.

Definición 3.1. Un campo de funciones K/k se llama congruente si k es finito, es
decir |k| = q, k ∼= Fq.

Nota 3.2. En el Caṕıtulo 2, hab́ıamos usado k para denotar el campo Fq(T ). En este
caṕıtulo únicamente, k denotará el campo de constantes.

Teorema 3.3. Si K/k es un campo de funciones congruente, l es una extensión finita
de k y L := Kl, entonces el campo de constantes de L es l.

Demostración. Escribamos l = k(ξ) con [l : k] = f . Entonces l ∼= Fqf e Irr(ξ, x, k) |xqf−
x =

∏
α∈l

(x−α). Ahora bien, L = Kl = Kk(ξ) = K(ξ) con Irr(ξ, x,K) | Irr(ξ, x, k). En

particular Irr(ξ, x,K) ∈ K[x] ∩ l[x] = k[x]. Por lo tanto

Irr(ξ, x,K) = Irr(ξ, x, k) y

[L : K] = gr Irr(ξ, x,K) = gr Irr(ξ, x, k) = [l : k].

Sea l′ el campo de constantes de L, l ⊆ l′. Por tanto L = Kl′. Imitando el paso que
acabamos de realizar, tendŕıamos que [l′ : k] = [L : K] = [l : k] = f lo cual implica
que l′ = l.
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Definición 3.4. Sea L/K una extensión de campos de funciones. Sean p y P ideales
primos principales en K y L respectivamente, tal que P está sobre p. Se define el
grado relativo por

dL/K(P | p) = [l(p) : k(p)],

con l(p) y k(p) campos residuales de L y K respectivamente. Notemos que puesto que
se tiene el diagrama

k(p) l(p)

k l

y dK(p) = [k(p) : k], dL(P) = [l(P) : l], se sigue dL/K(P | p)dK(p) = dL(P)[l : k]
(finito o infinito). Puesto que dK(p) y dL(P) son finitos, se tiene que dL/K(P | p) <∞
si y sólo si [l : k] <∞. Se tiene lo siguiente.

Teorema 3.5. Si p es un lugar de K, P1, . . . ,Ph son los lugares de L = Kl sobre p
y [l : k] = f , entonces

(1) dL/K(Pi | p) = f
(dK(p),f) ,

(2) h = (dK(p), f),

(3) dL(Pi) = dK(p)
(dK(p),f) .

Demostración. Ver [29, página 152].

El principal objetivo de este caṕıtulo es presentar la teoŕıa elemental de los vectores
de Witt como generadores de extensiones ćıclicas de grado pn y la aritmética de estos
campos obtenida por Schmid.

En este caṕıtulo todos los campos considerados serán de caracteŕıstica p.

3.2. Extensiones de Artin-Schreier

Los siguientes resultados aqúı presentados pueden ser consultados en [29, Caṕıtulo
11]. Empezamos por recordar la teoŕıa de las extensiones ćıclicas de grado p.

Teorema 3.6 (E. Artin y O. Schreier [1]). Sea f(x) = xp − x− a ∈ k[x] irreducible.
Sea K = k(α), donde α es una ráız de f(x). Entonces K/k es una extensión ćıclica
de grado p. Rećıprocamente, si K/k es una extensión ćıclica de grado p, existe α ∈ K
tal que Irr(α, x, k) = xp − x− a para algún a ∈ k.
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Corolario 3.7. Si K/k es una extensión ćıclica de grado p, con K = k(α) = k(β),
Irr(α, x, k) = xp−x−a e Irr(β, x, k) = xp−x−b, entonces existen j ∈ {1, 2, . . . , p−1}
y c ∈ k tal que α = jβ + c y a = jb+ cp− c y rećıprocamente.

Notación. Sea k un campo de caracteŕıstica p. Si a ∈ k, denotamos ℘(a) := ap − a.

Veamos como podemos construir extensiones ćıclicas de grado pn en caracteŕıstica
p. Sea G un grupo ćıclico de orden pn. Sea K/k una extensión ćıclica de grado pn−1.
Sean 〈ϕ〉 = Gal(K/k), ◦(ϕ) = pn−1, χ ∈ F∗p = {1, . . . , p − 1} y L = K(θ) una
extensión ćıclica de grado p tal que L/k es una extensión ćıclica de grado pn. Sea
〈σ〉 = Gal(L/k), ◦(σ) = pn tal que ϕ = σ mód Gal(L/K), es decir, ϕ = σ|K . Sea
σp

n−1
= ψ , 〈ψ〉 = Gal(L/K).

Ahora, L/K es una extensión ćıclica de grado p, es decir, una extensión de Ar-
tin–Schreier. Aśı, podemos escoger θ tal que ℘(θ) = θp − θ = γ ∈ K y tal que
ψθ = θ + χ o, equivalentemente, (ψ − 1)θ = χ. Se tiene que

(ψ − 1)(σ − 1)θ = (σ − 1)(ψ − 1)θ = (σ − 1)χ = 0,

es decir, δ := (σ − 1)θ ∈ K. Además

(ϕ− 1)γ = (ϕ− 1)(℘θ) = (σ − 1)(℘θ) = ℘((σ − 1)θ) = ℘δ,

y se tiene

TrK/kδ =

pn−1−1∑
i=0

ϕiδ =
ϕp

n−1−1 − 1

ϕ− 1
δ =

σp
n−1 − 1

σ − 1
(σ − 1)θ

= (σp
n−1−1)θ = (ψ − 1)θ = χ.

En resumen, si L/k es una extensión ćıclica de grado pn que contiene a K, entonces
existen θ ∈ L, γ ∈ K, χ ∈ {1, 2, . . . , p − 1} y δ ∈ K tal que si σ|K = ϕ, σpn−1 = ψ,
entonces

(a) ℘θ = γ,

(b) (ψ − 1)θ = χ,

(c) (σ − 1)θ = δ,

(d) (ϕ− 1)γ = ℘δ,

(e) TrK/kδ = χ.

Rećıprocamente, sea K/k una extensión ćıclica de grado pn − 1. Como K/k es una
extensión separable, existe δ ∈ K con TrK/kδ = χ, χ ∈ F∗q . En particular,
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TrK/k℘(δ) = ℘(TrK/kδ) = ℘(χ) = χp − χ = χ− χ = 0.

Por el Teorema 90 de Hilbert, existe γ ∈ K tal que (ϕ − 1)γ = ℘δ, donde 〈ϕ〉 =
Gal(K/k). Si δ′ es cualquier otro elemento tal que TrK/kδ

′ = χ, entonces TrK/k(δ
′ −

δ) = 0. Nuevamente por el Teorema 90 de Hilbert, existe α ∈ K tal que δ′ − δ =
(ϕ− 1)α. Se tiene δ′ = δ + (ϕ− 1)α. Al sustituir δ por δ′ = δ + (ϕ− 1)α, tenemos

(ϕ− 1)(γ + ℘α) = (ϕ− 1)γ + ℘((ϕ− 1)α) = ℘δ + ℘((ϕ− 1)α)

= ℘(δ + (ϕ− 1)α) = ℘δ′.

Es decir, la sustitución δ ↔ δ + (ϕ − 1)α corresponde a la sustitución γ ↔ γ + ℘α,
α ∈ K.

Veamos que γ 6= ℘β para β ∈ K. En caso contrario, si γ = ℘β para algún β ∈ K,
cambiando γ por γ′ = γ − ℘β = 0, se tendŕıa (ϕ − 1)γ′ = 0 = ℘δ, esto es, δ′ ∈ F∗p y
TrK/kδ

′ = 0 = χ lo cual es absurdo. Esto prueba que γ /∈ ℘(K).

Sea θ una solución de la ecuación xp − x − γ ∈ K[x], es decir, ℘θ = γ, θ /∈ K. Sea
L = K(θ). Se tiene [L : k] = pn. Ahora, ℘(θ+ δ) = ℘θ+℘δ = γ + (ϕ− 1)γ = ϕγ. Sea

σ : L→ L definida por σθ = θ + δ y σ|K = ϕ.

Se tiene que

σp
n−1

θ − θ = (σp
n−1 − 1)θ =

pn−1−1∑
i=0

σi

 (σ − 1)θ

=

pn−1−1∑
i=0

σi

 δ =

pn−1−1∑
i=0

ϕiδ = TrK/kδ = χ.

Esto es, σp
n−1

θ = θ+ χ 6= θ por lo que σ tiene orden pn. Aśı, L/k es ćıclica generada
por σ. En resumen, tenemos

Teorema 3.8 (Witt [37]). Sea K/k una extensión ćıclica de grado pn−1, n ≥ 2.
Entonces para construir cualquier extensión ćıclica L/k de grado pn que contenga a
K, se eligen de manera arbitraria lo siguiente:

(I) Un generador ϕ de Gal(K/k).

(II) Un elemento χ 6= 0 en F∗p, es decir, χ ∈ {1, 2, . . . , p− 1}.

(III) Una solución δ ∈ K de la ecuación TrK/kδ = χ.

(IV) Una solución γ ∈ K de la ecuación (ϕ− 1)γ = ℘δ.
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La extensión L se obtiene como L = K(θ) donde ℘θ = γ. Cualquier otra extensión
de este tipo se obtiene sustituyendo γ por γ + c con c ∈ k.

Este es el resultado clave usado por Schmid para generar extensiones ćıclicas de grado
pn en caracteŕıstica p.

3.3. Vectores de Witt

Sea p un número primo fijo. Para un vector x = (x1, x2, . . . ) con una cantidad a lo
más numerable de componentes xn, en caracteŕıstica 0, se definen las componentes
fantasmas de x por

x(t) = xp
t−1

1 + pxp
t−2

2 + · · ·+ pt−1xt =

t∑
i=1

pi−1xp
t−i

i , t = 1, 2, . . . (3.1)

Rećıprocamente, xt puede ser calculado recursivamente como un polinomio en x(1),
x(2), . . . , x(t) a partir de (3.1). Esta correspondencia puede ser expresada como

x = (x1, x2, x3, . . . |x(1), x(2), x(3), . . . ).

La suma
•
+, la diferencia

•
− y el producto

•· de Witt se definen por

x

•
+
–
·

y = (?, ?, . . . |x(1) +
–
·
y(1), x(2) +

–
·
y(2), . . . ). (3.2)

Esto es, las componentes fantasmas se operan término a término y las componentes
usuales se calculan a partir de los resultados que se obtengan en las componentes
fantasmas.
Notemos que (x)(n) y x(n) denotan lo mismo, a saber, la n-componente fantasma del
vector x. Similarmente (x)n y xn denotan lo mismo, la n-componente de x.
Lo anterior puede precisarse de la siguiente forma. Consideremos tres familias {xi}Ni=1,
{yj}Nj=1 y {zl}Nl=1 donde N ∈ N ∪ {∞}, de variables independientes sobre Q y consi-

deramos el anillo R = Q[xi, yj , zl]i,j,l. Sea RN el producto R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸
N

. Por abuso del

lenguaje, denotamos por RN al anillo que como conjunto base tiene al mismo conjunto
RN y cuyas operaciones son término a término (esto corresponde a las componentes
fantasmas) y sea RN el anillo que como conjunto sigue siendo RN pero con las ope-
raciones de Witt: sea ϕ : RN → RN dado por ϕ(a1, a2, . . . , aN ) =

(
a(1), . . . , a(N)

)
donde

a(m) := ap
m−1

1 + pap
m−2

2 + · · ·+ pm−1am, m = 1, . . . , N.

Se tiene que ϕ es un mapeo biyectivo y el inverso ψ : RN → RN dado por

ψ
(
a(1), . . . , a(N)

)
= (a1, . . . , aN )
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donde

am =
1

pm−1

(
a(m) − ap

m−1

1 − pap
m−2

2 − · · · − pm−2apm−1

)
, m = 1, . . . , N.

Entonces la operaciones
•
+,

•
−,

•· sobre RN se definen por

a

•
+
–
·

b =
(
aϕ

+
–
·
bϕ
)ϕ−1

=
(
aϕ

+
–
·
bϕ
)ψ
. (3.3)

En otras palabras, dados dos vectores en RN , los trasladamos a RN y ah́ı los operamos
de la manera usual, es decir, componente por componente y al resultado lo volvemos
a RN . Como RN es conmutativo con unidad, RN también es conmutativo con unidad.
Por ejemplo si N = 2, entonces dados x, y

x = (x1, x2 |x(1), x(2)) = (x1, x2 |x1, x
p
1 + px2),

y = (y1, y2 | y(1), y(2)) = (y1, y2 | y1, y
p
1 + py2),

se tiene que

z = x
•
+ y = (z1, z2 | z(1), z(2)) = (z1, z2 | z1, z

p
1 + pz2)

= (?, ? |x1 + y1, x
p + px2 + yp1 + py2).

Esto es z1 = x1 + y1, z2 = xp + px2 + yp1 + py2. Por lo tanto

z2 =
1

p
(xp1 + px2 + yp1 + py2 − (x1 + y1)p)

=
1

p
(px2 + py2 −

p−1∑
i=2

1

p

(
p

i

)
xi1y

p−i
1 ) = x2 + y2 −

p−1∑
i=2

1

p

(
p

i

)
xi1y

p−i
1 .

Por lo tanto

z = x
•
+ y = (x1 + y1, x2 + y2 −

p−1∑
i=2

1

p

(
p

i

)
xi1y

p−i
1 |x1 + y1, x

p
1 + px2 + yp1 + py2).

A continuación introducimos las siguientes operaciones en los vectores de Witt que
son de gran utilidad para obtener información acerca de la naturaleza del anillo RN .

Definición 3.9. Se define el operador de corrimiento V : R∞ → R∞ por

V (x1, . . . , xn, . . . ) = (0, x1, . . . , xn, . . . ),

V i(x1, . . . , xn, . . . ) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, x1, . . . , xn, . . . ), i ∈ N,
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y se define la función componente {} : R→ R∞,

{u} := (u, 0, . . . ) = (u, 0, . . . |u, up, up2
, . . . ),

{u}(n) = up
n−1

, n ≥ 1, y u1 = u, un = 0, n ≥ 2.

Se tiene V i({u}) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i

, u, 0, . . . ).

Observación 3.10. Se tiene

(V x)(n) = px(n−1), n = 1, 2, . . . , donde x(0) = 0. (3.4)

En efecto, (V x)(n) = (0, x1, x2, . . . )
(n) = 0pn−1pxp

n−2

1 + · · · + pn−1xn−1 y x(n−1) =

xp
n−2

1 + pxp
n−3

2 + · · ·+ pn−2xn−1, de donde se sigue la igualdad:

V x = (0, x1, x2, . . . | 0, px(1), px(2), . . . ). (3.5)

Para s = 0, 1, 2, . . . se tiene

V sx = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, x1, x2, . . . | 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s

, psx(1), psx(2), . . . ). (3.6)

donde V 0 = Id, es decir, V 0x = x para todo x ∈ R∞. Entonces

(V sx)(n) =

{
0 si s ≥ n
psx(n−s) si n ≥ s+ 1

= psx(n−s)

donde x(1−s) = · · · = x(−1) = x(0) = 0. Esta última igualdad puede ser verificada por
inducción en s:

(V sx)(n) = (V (V s−1x))(n) = p(V s−1x)(n−1)

= p(ps−1x(n−1−(s−1))) = psx(n−s), para n ≥ s+ 1 y

(V sx)(n) = x(1−s) = x(2−s) = · · · = x(−1) = x(0) = 0, para n ≤ s.

Aplicado lo anterior a {u} se tiene la igualdad

(V s{u})(n) = ps{u}(n−s) =

{
psup

(n−s−1)
si n ≥ s+ 1,

0 si n ≤ s.

Proposición 3.11. Para x,y ∈ R∞, u ∈ R, se tiene

V (x
•
+ y) = V x

•
+ V y, (3.7)

x = (x1, x2, . . . ) =

r•∑
j=0

V j({xj+1})
•
+ V r+1(xr+2, xr+3, . . . ) (3.8)

{u}(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (ux1, u
px2, . . . , u

pn−1
xn−1, . . . ). (3.9)
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Demostración. Puesto que x = y si y sólo si x(n) = y(n) para todo n ∈ N, basta
verificar que las n-componentes fantasmas coinciden.

(I) (V (x
•
+ y))(n) = p(x + y)(n−1) = p(x(n−1) + y(n−1)) = px(n−1) + py(n−1) =

(V x)(n) + (V y)(n) de donde V (x
•
+ y) = V x

•
+ V y.

(II) Se tiene  r•∑
j=0

V j({xj+1}) + V r+1(xr+2, xr+3, . . . )

(n)

=
r∑
j=0

(V j({xj+1}))(n) + (V r+1(xr+2, xr+3, . . . ))
(n)

=
r∑
j=0

(V j({xj+1}))(n) + pr+1(xr+2, xr+3, . . . )
(n−(r+1)) = A.

Para n = 1, 2, . . . , r + 1, 0 ≤ j ≤ r,

(V j({xj+1}))(n) = (pj({xj+1}))(n−j) =

{
pjxp

n−j−1

j+1 si n ≥ j + 1

0 si n ≤ j,

y pr+1(xr+2, xr+3, . . . )
(n−(r+1)) = 0.

Por tanto, para n = 1, 2, . . . , r+ 1, se tiene A =
n−1∑
j=0

pjxp
n−j−1

j+1 =
n∑
j=1

pj−1xn−jj =

x(n).
Ahora bien, para n ≥ r + 2, (V j({xj+1}))(n) = pjxp

n−j−1

j+1 , j = 0, 1, . . . , r y

pr+1(xr+2, xr+3, . . . )
(n−(r+1)) = pr+1(xr+2, xr+3, . . . )

(n−r−1)

= pr+1

(
n−r−1∑
i=1

pi−1xp
n−r−1−i

r+1+i

)

=

n−r−1∑
i=1

pr+ixp
n−r−1−i

r+1+i , i↔ r + 1 + i

=

n−r−1∑
i=1

pi−1xp
n−i

i .

Por tanto

A =
r∑
j=0

pjxp
n−j−1

j+1 +

n∑
j=r+2

pj−1xp
n−j

j =
r+1∑
j=1

pj−1xp
n−j

j +
n∑

j=r+2

pj−1xp
n−j

j

=
n∑
j=1

pj−1xp
n−j

j = x(n).
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Se sigue (3.8)

(III) Se tiene que ({u}(x1, x2, . . . , xn, . . . ))
(n) = {u}(n)(x1, x2, . . . )

(n) = up
n−1

x(n).
Por otro lado

(ux1, u
px2, . . . , u

pn−1
xn−1, . . . )

(n) =
n∑
j=1

pj−1(up
j−1
xj)

pn−j

= up
n−1

n∑
j=1

pj−1xp
n−j

j = up
n−1

x(n).

Se sigue (3.9).

Notación.Para m ∈ N ∪ {0}, se denota

0 := (0, 0, . . . ), 1 := (1, 0, 0, . . . ), m = m1 := 1
•
+ . . .

•
+ 1︸ ︷︷ ︸

m

.

Sea p un número primo, x = (x1, . . . , xn, . . . ). Se define

F (x) = xp := (xp1, . . . , x
p
n, . . . ). (3.10)

Observemos que xp no es la p-potencia de la multiplicación de Witt, es decir
xp 6= x

•· · · · •· x︸ ︷︷ ︸
p

.

Definición 3.12. Al homomorfismo F se le llama el automorfismo de Frobenius
en RN .

Observemos que

x(n) =

n∑
j=1

pj−1xp
n−j

j =
n−1∑
j=1

pj−1
(
xpj

)pn−1−j

+ pn−1xn = (xp)(n−1) + pn−1xn.

Esto es
x(n) = (xp)(n−1) + pn−1xn, n = 1, 2, . . . , (xp)(0) . (3.11)

Observemos que (xp)(n−1) denota la (n − 1)–componente fantasma de xp y no la
p(n− 1) potencia de x. De (3.3) obtenemos que si I = Z[xi, yj , zk], entonces

pn−1(x+ y)n ≡ (x+ y)(n) mód I ≡ (x(n) + y(n)) ≡ pn−1xn + pn−1yn mód I.

Por tanto existe f ∈ I, tal que

(x+ y)n = xn + yn + f(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1). (3.12)
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3.3.1. Aritmética de los vectores de Witt

Sea F un dominio entero de caracteŕıstica 0, de tal forma que Z ⊆ F. Sea p ∈ Z un
número primo.

Lema 3.13. Sean x, y vectores cuyas componentes usuales están en F. Entonces para
r > 0, se tiene que las congruencias

xn ≡ yn mód prF y x(n) ≡ y(n) mód pr+n−1F

son equivalentes.

Demostración. Procedemos por inducción en n. Si para n−1 se tiene la equivalencia,
entonces si xn ≡ yn mód prF, entonces (xp)n = xpn ≡ ypn = (yp)n mód pr+1F por lo
que (xp)(n−1) ≡ (yp)(n−1) mód pr+n−1F.
Ahora, por (3.11), tenemos que x(n) = (xp)(n−1) + pn−1xn, entonces

(x(n) − y(n))− (pn−1xn − pn−1yn) = (xp)(n−1) − (yp)(n−1) mód pr+n−1F.

Por lo tanto x(n) ≡ y(n) mód pr+n−1F si y sólo si pn−1xn − pn−1yn ≡ 0 mód pr+n−1F
si y sólo si xn ≡ yn mód prF.

Como consecuencia inmediata del Lema 3.13 tenemos:

Teorema 3.14. Se tiene que

(x

•
+
–
·

y) ∈ Z[x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, xn, yn], n = 1, 2, . . . .

Demostración. Ver [29, página 248].

Teorema 3.15. Se tiene que, por componentes,

px ≡ V xp mód pZ[x1, x2, . . . ],

es decir (px)n ≡ (V xp)n mód pZ[x1, x2, . . . ].

Demostración. Por (3.11), (3.4) y (3.2) se tiene que las componentes fantasmas sa-
tisfacen

(px)(n) = px(n) ≡ p(xp)(n−1) + pnxn ≡ (V xp)(n) mód pnZ[x1, x2, . . . ].

Por el Lema 3.13, con r = 1, se obtiene

(px)n ≡ (V xp)n mód pZ[x1, x2, . . . ].
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3.3.2. Vectores de Witt en caracteŕıstica p

Hasta ahora hemos considerado las operaciones de Witt en caracteŕıstica 0 pues al
pasar de las componentes fantasmas a las componentes de Witt, se está dividiendo
entre una potencia de p. Esto es, con la notación de (3.3)

a

•
+
–
·

b =
(
aϕ

+
–
·
bϕ
)ϕ−1

=
(
aϕ

+
–
·
bϕ
)ψ
. (3.13)

lo cual hace de RN un anillo pues todas las reglas se cumplen en RN y son transfor-
madas a RN bajo ϕ−1.

Por el Teorema 3.15 las operaciones de Witt pueden hacerse módulo p y de esta forma
obtenemos

Teorema 3.16. Sea k un campo de caracteŕıstica p y sea WN (k) el anillo de Witt

WN (k) := {(x1, . . . , xn, . . . ) |xi ∈ k}, N ∈ N ∪ {∞}.
Entonces WN (k) es un anillo conmutativo con unidad y se tiene para x, y ∈WN (k)(

x
+
–
·
y
)p

= xp
+
–
·
yp. (3.14)

p
•· x = px = V xp = (V x)p. (3.15)

(V ix)
•· (V jx) = V i+j(xp

j •· ypi). (3.16)

Demostración. Ver [29, Teorema 11.6.1, página 250].

Teorema 3.17. En el anillo WN (k), donde k es un campo de caracteŕıstica p, se
tiene que el vector a = (a1, . . . , an, . . . ) ∈WN (k) es invertible si y sólo si a1 6= 0.

Demostración. Se tiene que {a−1
1 }

•· a = (1, y1, . . . ). Por tanto 1
•
− a

•· {a−1
1 } = V y

para algún y ∈ W (k). Sea (V y)i la i-ésima potencia de V y en WN (k), es decir,
(V y)i = V y

•· . . . •· V y︸ ︷︷ ︸
i

. Entonces

a
•· {a−1

1 }
•·

∞•∑
j=0

(V y)j = (1
•
− V y)

•·

∞•∑
j=0

(V y)j

=

∞•∑
j=0

(V y)j
•
−

∞•∑
j=0

(V y)j = (V y)0 = 1

y por tanto a es invertible con inversa a−1 = {a−1
1 }

•·
∞•∑
j=0

(V y)j .

El rećıproco es inmediato pues existe b ∈ WN (k) tal que a
•· b = (a1b1, . . . ) = 1 =

(1, 0, . . . ), esto es, a1b1 = 1 y en particular a1 6= 0.
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De la demostración del Teorema 3.16, obtenemos

pj
•· 1 = V j(1p) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j

, 1, 0, . . . ), j ∈ N. (3.17)

Proposición 3.18. Sea k un campo de caracteŕıstica p. Entonces WN (k) es de ca-
racteŕıstica pn si N = n ∈ N y es de caracteŕıstica 0 si N =∞.

Demostración. Consideremos N = n ∈ N y Wn(Fp). Notemos que 1 ∈ Wn(Fp) y se
tiene de (3.17) que pn = pn

•· 1 = 0 pero pn−1 = pn−1 •· 1 6= 0. Además se tiene
que |Wn(Fp)| = pn, lo cual implica que, como grupo con la adición de Witt, Wn(Fp)
es ćıclico de orden pn. Más aún, ϕ : Z → Wn(Fp), 1 7→ 1, es un epimorfismo de
anillos con núcϕ = (pn), se sigue que Wn(Fp) ∼= Z/pnZ como anillos. En particular
tenemos que Wn(Fp) es de caracteŕıstica pn. Por otro lado, las unidades de Wn(Fp)
son precisamente {i | 1 ≤ i ≤ pn − 1, (i, p) = 1}.

En el caso N = ∞ se tiene que WN (Fp) es un anillo de caracteŕıstica 0 pues para
todo n, pn = pn

•· 1 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, 0, . . . ) 6= 0 y si (i, p) = 1, i ∈ N, i es unidad pues

i =
m∑
j=0

ajp
j , aj ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y a1 6= 0.

De hecho se tiene que W∞(Fp) = Zp, donde Zp es el anillo de los enteros p–ádicos.

3.4. Extensiones ćıclicas de grado pn en caracteŕıstica p

Usando los vectores de Witt, se tiene una teoŕıa para p–extensiones ćıclicas finitas
paralela a la Teoŕıa de Artin–Schreier para extensiones ćıclicas de grado p en carac-
teŕıstica p y siendo esta última a su vez una teoŕıa paralela a la Teoŕıa de Kummer.
Esta teoŕıa recibe con frecuencia el nombre de Teoŕıa Aditiva de Kummer.
En el caso de una extensión ćıclica L/K en caracteŕıstica p de grado pn con n = 1,
Artin y Schreier probaron que toda tal extensión está dada por una ecuación del tipo
℘y = x, donde ℘y := yp − y y x ∈ K, x /∈ ℘(K) = {ap − a | a ∈ K} (Teorema
3.6). La demostración se basa en que si un elemento z ∈ L satisface TrL/Kz =
0, entonces existe w ∈ L tal que (σ − 1)w = z donde 〈σ〉 = Gal(L/K), aunque
la demostración original de Artin–Schreier, no se hizo de esta forma. Esto mismo
se cumple prácticamente palabra por palabra para extensiones ćıclicas de grado pn

usando el lenguaje de los vectores de Witt.
SeaK un campo arbitrario de caracteŕıstica p y consideremosWn(K) = {(x1, . . . , xn) |
xi ∈ K} el anillo de los vectores de Witt de longitud n con coeficientes en K. Sea
L/K una extensión finita de Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K).

Definición 3.19. Si y ∈Wn(L), y = (y1, . . . , yn), se define para σ ∈ G,

σy := (σy1, . . . , σyn) = yσ
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y la traza TrL/K : Wn(L)→Wn(K) se define por

TrL/Ky =

•∑
σ∈G

σy = (TrL/K y1, ?, . . . , ?) ∈Wn(K).

Si y1 ∈ L es tal que TrL/Ky1 6= 0, TrL/Ky es invertible (Teorema 3.17). Además

tenemos que σ(y
•
+ z) = σy

•
+ σz y σ(y

•· z) = σy
•· σz pues si a = (a1, . . . , an)

entonces σa = (σa1, . . . , σan), con (σa)(t) =
t∑
i=1

pi−1(σai)
pt−i = σ

(
t∑
i=1

pi−1ap
t−i

i

)
=

σa(t).
El siguiente resultado nos prueba que el primer grupo de cohomoloǵıa H1(Wn(L), G)
es igual a {0}. Más precisamente

Teorema 3.20. Sea ϕ : G → Wn(L), con ϕ(σ) = aσ. Si se tiene aσ
•
+ σaτ = aστ

para cualesquiera σ, τ ∈ G, entonces existe b ∈ Wn(L) tal que aσ = (1
•
− σ)b para

todo σ ∈ G.

Demostración. Ver [29, página 253].

Definición 3.21. Para y ∈Wn(L), se define

℘y := yp
•
− y = (yp1 , . . . , y

p
n)

•
− (y1, . . . , yn).

Se tiene que ℘(y
•
+ z) = ℘y

•
+ ℘z para cualesquiera y, z ∈Wn(L).

Proposición 3.22. Se tiene que ℘x = 0 si y sólo si x ∈Wn(Fp).

Demostración. Se tienen las equivalencias: ℘x = 0 si y sólo si xp = x si y sólo si
(xp1, . . . , x

p
n) = (x1, . . . , xn) si y sólo si xpi = xi, 1 ≤ i ≤ n si y sólo si xi ∈ Fp,

1 ≤ i ≤ n si y sólo si x ∈Wn(Fp).

Definición 3.23. Un vector x ∈ ℘(K) se llama descompuesto si existe y ∈Wn(K)
tal que ℘y = x. En este caso ponemos x ∼ 0, es decir, x ∼ 0 es la notación para decir
que x ∈ ℘(K).

Proposición 3.24. Se tiene que (0, x2, . . . , xn) ∈ Wn(K) es descompuesto si y sólo
si (x2, . . . , xn) ∈Wn−1(K) es descompuesto.

Demostración. Si (0, x2, . . . , xn) = ℘y = (℘y1, . . . ) se tiene que ℘y1 = 0 y por tanto
y1 ∈ Fp. Por tanto (y1, 0, . . . , 0) ∈ Wn(Fp) por lo que ℘(y1, 0, . . . , 0) = 0. Por otro
lado, de (3.8) se tiene

(y1, y2, . . . , yn) = {y1}
•
+ V (y2, . . . , yn) = (y1, 0, . . . , 0)

•
+ (0, y2, . . . , yn).

Por tanto ℘y = ℘({y1})
•
+ ℘((0, y2, . . . , yn)) = 0

•
+ ℘((0, y2, . . . , yn)) = (0, x2, . . . , xn).

Por lo tanto
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℘((y2, . . . , yn)) = (x2, . . . , xn) si y sólo si ℘((0, y2, . . . , yn)) = (0, x2, . . . , xn).

Teorema 3.25. Sea K un campo arbitrario de caracteŕıstica p. Entonces dado x ∈
Wn(K), existe y ∈Wn(K) tal que ℘y = x donde K denota una cerradura algebraica
de K.

Demostración. Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Wn(K). Ahora bien, como x1 ∈ K existe
y1 ∈ K tal que yp1 − y1 = x1, es decir, ℘y1 = x1. Se tiene

(℘y1, x2, . . . , xn) = ℘((y1, 0, . . . , 0))
•
+ (0, x′2, . . . , x

′
n).

Por inducción en n, existe (y2, . . . , yn) tal que ℘((y2, . . . , yn)) = (x′2, . . . , x
′
n).

Por lo tanto

℘({y1}
•
+ (0, y2, . . . , yn)) = ℘(y1, 0, . . . , 0)

•
+ ℘(0, y2, . . . , yn)

= ℘(y1, y2, . . . , yn)

= (℘y1, x2, . . . , xn)
•
− (0, x′2, . . . , x

′
n)

•
+ ℘(0, y2, . . . , yn)

= (℘y1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xn)

Notación 3.26. El campo de descomposición de la ecuación ℘y = x, donde x =
(x1, . . . , xn) ∈Wn(K), se denota por K(y) = K(y1, . . . , yn) donde y = (y1, . . . , yn) ∈
Wn(K). Este campo también se denota por K(y) = K(℘−1x).

Proposición 3.27. Sea y0 una solución de la ecuación ℘y = x. Entonces todas las

soluciones son y0
•
+ m con m ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}.

Demostración. Si y, y′ ∈Wn(K) son tales que ℘y = ℘y′, entonces ℘(y
•
− y′) = 0 de

donde se sigue que y
•
− y′ ∈Wn(Fp).

Ahora consideremosK cualquier campo de caracteŕıstica p, n ∈ N y x = (x1, . . . , xn) ∈
Wn(K). Consideremos y = (y1, . . . , yn) solución a la ecuación ℘y = x y

L = K(℘−1x) = K(y) = K(y1, . . . , yn).

Puesto que todas las soluciones de la ecuación ℘y = x son {y0
•
+ m}0≤m≤pn−1 con

y0 una solución fija, L/K es una extensión normal y separable pues m ∈ Wn(Fp) ⊆
Wn(K). Por lo tanto L/K es una extensión de Galois. Más aún, consideremos la
función ϕ : G := Gal(L/K) → Wn(Fp) ∼= Z/pnZ = Cpn dada de la siguiente forma:

si σ ∈ G, σy0 = y0
•
+ mσ para algún mσ ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}, entonces ϕ(σ) = mσ.
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Se tiene que ϕ es un monomorfismo de grupos y en particular G ∼= Cpt para algún
t ≤ n. Puesto que los subgrupos de Cpn están generados por pi, 0 ≤ i ≤ n, se tiene

que G = 〈σm〉 para algún 0 ≤ m ≤ n donde σm(y0) = y0
•
+ pm, ◦(G) = pn−m.

Ahora bien, por la Ecuación (3.15) se tiene que

p = p
•· 1 = V (1p) = V (1)

p2 = p2 •· 1 = p
•· (p

•· 1) = p
•· V (1) = V (V (1)p) = V 21,

y en general
pm = V m(1), 0 ≤ m ≤ n, pn = 0.

Se tiene

σm(y0) = (σmy1, . . . , σmyn) = y0
•
+ pm = (y1, . . . , yn) + V m(1)

= (y1, . . . , ym, ym+1, . . . , yn)
•
+ (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m

, 1, 0, ..., 0)

= (y1, . . . , ym, y
′
m+1, . . . , y

′
n),

por lo que σmyj = yj para 1 ≤ j ≤ m (para m = 0 no hay tal yj). Esto es, y1,. . . ,ym ∈
K. En particular ℘y1 = x1 ∈ ℘(K).
En la otra dirección, si x1 /∈ ℘(K), como ℘y = x, se sigue que ℘y1 = x1 y por
lo tanto y1 /∈ K. Observemos que existe σ ∈ G tal que y1 = y1 + 1. Digamos que

σ(y0) = y0
•
+ m, por tanto m = (1, α2, . . . , αn) es invertible en Wn(Fp). Sea t ∈ N

tal que t
•· m = 1, σt(y0) = y0

•
+ t

•· m = y0
•
+ 1 y ◦(σ) = pn. En particular G ∼= Cpn

si y sólo si x1 /∈ ℘(K).
Hemos obtenido

Teorema 3.28. Sean K un campo de caracteŕıstica p, n ∈ N y x ∈Wn(K). Entonces
la ecuación ℘y = x define una extensión de Galois ćıclica de K:

L = K(y) = K(y1, . . . , yn) = K(℘−1x).

Además Gal(L/K) ∼= Cpn−m donde y1,. . . ,ym ∈ K, ym+1 /∈ K. Finalmente L/K es
ćıclica de grado pn si y sólo si x1 /∈ ℘(K) donde x = (x1, . . . , xn). En este último

caso, G = Gal(L/K) está generado por σ(y) = y
•
+ 1. Rećıprocamente, si L/K es

una extensión ćıclica de grado pn, existe x ∈ Wn(K) tal que L = K(℘−1x), esto
es, toda extensión ćıclica de grado pn se obtiene por medio de una ecuación del tipo
℘y = x.

Demostración. Únicamente falta demostrar que si L/K es ćıclica de grado pn, enton-
ces existe y ∈Wn(K) tal que L = K(y) y donde ℘y = x.
Sea G = Gal(L/K) = 〈σ〉, ◦(σ) = pn. Se tiene que 1 ∈ Wn(L) satisface TrL/K1 =
•∑

σ∈G
σ1 = pn

•· 1 = pn = 0. Por el Teorema 3.20, existe y ∈ Wn(L) tal que (σ
•
−

1)y = 1, esto es, σ(y) = y
•
+ 1. Sea ℘y = x. Entonces
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σ(℘y) = ℘(σy) = ℘(y
•
+ 1) = ℘(y)

•
+ ℘(1) = ℘(y),

es decir, ℘y = x ∈ Wn(K). Puesto que σy = y
•
+ 1, K(y) ⊆ L y K(y)/K es una

extensión ćıclica de orden pn, de donde se sigue que L = K(y) = K(℘−1x).

Corolario 3.29. Sea L = K(y1) = K(y2), y1, y2 ∈Wn(L) una extensión ćıclica de
grado pn con ℘yi = xi ∈ Wn(K), i = 1, 2. Entonces existen j ∈ Wn(Fp) invertible y

z ∈Wn(K) tal que y1 = j
•· y2

•
+ z y x1 = j

•· x2
•
+ ℘z y rećıprocamente.

Demostración. Ver [29, página 257].

Consideramos L = K(y1, . . . , yn)/K una extensión ćıclica de grado pn con ℘y = x.
Puesto que yn /∈ K(y1, . . . , yn−1) (pues de lo contrario tendŕıamos [L : K] ≤ pn−1),
se sigue que L = K(yn). Ahora bien si Kn−1 = K(y1, . . . , yn−1), se tiene que

℘y = ℘


n−1
•∑
i=0

V i({yi+1})

 = ℘


n−2
•∑
i=0

V i({yi+1})

 •
+ ℘(V n−1({yn}))

= ℘((y1, . . . , yn−1, 0))
•
+ ℘((0, . . . , 0, yn)) = x,

con ℘((0, . . . , 0, yn)) = (0, ..., 0, ypn−yn). Por tanto, tomando la componente fantasma
n, se sigue que ypn − yn = zn−1 + xn con zn−1 ∈ Kn−1.
Por el Teorema 3.8 se tiene que si 〈σ〉 = Gal(L/K), ϕ|Kn−1 , entonces ℘yn = ypn−yn =
zn−1 + xn, (σ − 1)yn = δ con (ϕ− 1)zn−1 = ℘δ.
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Caṕıtulo 4

Campos de géneros de campos
de funciones congruentes

Usaremos la siguiente notación. Sea R+
T el conjunto de polinomios mónicos e irredu-

cibles en RT . Para cualquier campo de funciones K/Fq, Km := KFqm denota a la
extensión de constantes. Para m ∈ N, Cm denota un grupo ćıclico de orden m.

Para cualquier extensión finita K/k usaremos el śımbolo S∞(K) para denotar ya sea
un primo o todos los primos en K sobre p∞, el divisor de polos de T en k. Recordemos
que los primos que se ramifican en k(ΛN )/k son p∞ (q 6= 2) y los polinomios P ∈ R+

T

tal que P |N , con la excepción de que q = 2 y N ∈ {T, T + 1, T (T + 1)} en cuyo caso
k(ΛN ) = k.

Establecemos Ln como el máximo subcampo de K(Λ1/Tn+1) donde p∞ es total y salva-
jemente ramificado, n ∈ N. Para cualquier campo K, nK denota la composición KLn.

En lo siguiente, para cualquier extensión finita K de k consideraremos S como el
conjunto de divisores primos en K que dividen a p∞, y escribiremos simplemente KH

en lugar de KH,S .

Definición 4.1. Sea K una extensión geométrica finita de k. El campo de géneros
Kge de K es la máxima extensión de K contenida en KH que es la composición de K
y una extensión abeliana de k. Equivalentemente, Kge = Kk∗ donde k∗ es la máxima
extensión abeliana de k contenida en KH .

Cuando K/k es una extensión abeliana, Kge es la máxima extensión abeliana de k
contenida en KH . El principal objetivo es encontrar Kge donde K es un subcampo
de un campo de funciones ciclotómico. En lo que sigue, K siempre denotará una
extensión finita geométrica de k. De esta forma podemos enunciar de manera análoga
el teorema de campo de géneros de Leopoldt (ver [20]) de campos numéricos pero en
el contexto de los campos de funciones como sigue.
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Proposición 4.2. Si K ⊆ k(ΛN ) y el grupo de caracteres asociado a K es X,entonces
la máxima extensión abeliana J de K no ramificada en ningún primo finito P ∈ R+

T ,
contenida en una extensión ciclotómica, es el campo asociado a

Y =
∏
P∈R+

T

XP =
∏
P |N

XP .

Demostración. Primero notemos que para todo P |N , YP = XP y por tanto |YP | =
|XP |. Sea eP el ı́ndice de ramificación de P en J/K. Por el Teorema 2.55 se sigue que
|XP | = eP , pero eP = 1, pues J/K es no ramificada en ningún primo finito. Ahora,
sea E/K una extensión no ramificada en ningún primo finito y E/k abeliana. Sea Z
el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a E. Entonces |XP | = |ZP | y Z ⊇ X. Por
lo tanto ZP = XP y se sigue que Z ⊆

∏
P

ZP =
∏
P

XP = Y y por lo tanto E ⊆ J .

Antes de continuar nuestro estudio en campos de funciones, hagamos un paréntesis
para ver el Teorema de géneros de Gauss. Pero antes tenemos una observación en
campos numéricos respecto al teorema de Leopoldt (ver [20]).
Con una definición análoga a la definición 2.42 de los caracteres de Dirichlet pero en
campos numéricos (ver [36, Chapter 3]) tenemos que:

Observación 4.3. Sea K un campo numérico. Cuando los primos infinitos son no
ramificados en J/K tenemos que Kge = J . En otro caso, si K es real y J imaginario.
Entonces Kge = J+ donde J+ := J ∩R y el grupo de caracteres de Dirichlet asociado
a J+ es Y + := {χ ∈ Y | χ(−1) = 1}. Finalmente [J : J+] = [Y : Y +] = 2.

Ejemplo 4.4 (Teorema de género de Gauss). SeaK = Q(
√
d) una extensión cuadráti-

ca de Q, con d ∈ Z libre de cuadrados. Sea m el número de factores primos distintos
de dK , el discriminante de K. Si p1, . . . , pm son dichos factores, escogemos p1 = 2 si
2 | dK .

Sea χ el caracter cuadrático asociado a K. Entonces χpi 6= 1, 1 ≤ i ≤ m y χq = 1
para todo q ∈ P \{p1, . . . , pm}. Para pi 6= 2, χpi es único y χpi(−1) = (−1)(pi−1)/2. En

este caso el campo asociado a χpi es Q
(√

(−1)(pi−1)/2pi
)
. Si p1 = 2, entonces hay tres

caracteres cuadráticos χp1 = χ2; dos de ellos con conductor 8, uno real y otro imagi-
nario, y el otro de conductor 4. Si χ2 es real, χ(−1) = 1 y el campo asociado es Q(

√
2).

Si χ2 es imaginario de conductor 8, χ(−1) = −1 y el campo asociado es Q(
√
−2).

Finalmente, si χ2 es de conductor 4, χ(−1) = −1 y el campo asociado a χ2 es Q(ζ4) =
Q(i) = Q(

√
−1). De esto se sigue que la máxima extensión abeliana de Q no ramifica-

da en todos los primos finitos es J = Q
(√
ε,
√

(−1)(p2−1)/2p2, . . . ,
√

(−1)(pm−1)/2pm
)

donde ε = (−1)(p1−1)/2p1 si p1 6= 2 y ε = 2,−2 o −1 si p1 = 2.

Aśı obtenemos que [J : Q] = 2m y [J : K] = 2m−1. Luego Kge = J excepto cuando K
es real y J es imaginario, este caso ocurre cuando dK > 0 (d > 0) y existe pi ≡ 3 mód 4.
En ese caso, [J+ : K] = 2m−2. Para la extensión cuadrática K = Q(

√
−14) de Q,

tenemos que Kge = Q(
√

2,
√
−7) y para K = Q(

√
79) obtenemos que J = Q(

√
−79, i)



65

y Kge = J+ = J ∩ R = Q(
√

79) = K.

Regresando a nuestro estudio de los campos de funciones, tenemos los siguientes
resultados.

Proposición 4.5. Si E/k es una extensión abeliana tal que p∞ es moderadamente
ramificado, entonces existen N ∈ RT y m ∈ N tales que E ⊆ k(ΛN )Fqm.

Demostración. Por el Teorema de Kronecker–Weber, tenemos E ⊆ k(ΛN )FqmLn =

nk(ΛN )m para algunos N ∈ RT y n,m ∈ N.

F FLn
V

E R

k Ln

Sea F := k(ΛN )Fqm = k(ΛN )m y sea V el primer grupo de ramificación de p∞
en FLn/k. Entonces R := (FLn)V es la máxima extensión de k contenida en FLn
donde p∞ es moderadamente ramificado y como consecuencia tenemos que S∞(R) es
salvajemente ramificado en FLn/R.
Puesto que p∞ es moderadamente ramificado en E/k, se sigue que E ⊆ R. Ahora, p∞
es moderadamente ramificado en F/k y S∞(F ) es total y salvajemente ramificado en
FLn/F . Luego FLn/F es de grado |V |. Por tanto R = F y E ⊆ F .

Proposición 4.6. Con las hipótesis de la Proposición 4.2, en el caso de que ep∞(K|k) =
q − 1, se tiene Kge = J .

Demostración. Puesto que ep∞(J |K) =
ep∞ (J |k)
ep∞ (K|k) = q−1

q−1 = 1, p∞ se descompone

totalmente en J/K y por tanto J ⊆ Kge.
Ahora bien, el campo de constantes de Kge es Fq (ver [27] o simplemente si Fqm es el
campo de constantes de Kge, K ⊆ Km ⊆ Kge y p∞ es totalmente inerte en Km, es
decir f∞ = [Km : K] = m; puesto que p∞ y los primos en S∞(K) no tienen inercia
en ninguno de K/k o J/K, m = 1).
Puesto que p∞ se descompone totalmente en Kge/K y p∞ es moderadamente rami-
ficado en K/k, por la Proposición 4.5 tenemos que Kge ⊆ k(ΛN )Fqm para algunos
N ∈ RT y m ∈ N.
En todas las extensiones km/k, Km/K, Jm/J , k(ΛN )m/k(ΛN ) los primos infinitos
son totalmente inertes ya que todos tienen grado 1 (ver [35, Theorem 6.2.1]). En las
extensiones Km/km y K/k el ı́ndice de ramificación de los primos infinitos es q − 1,
esto es, el máximo posible. Se sigue que en Jm/Km, J/K, k(ΛN )/J y k(ΛN )m/Jm,
S∞(Km), S∞(K), S∞(J) y S∞(Jm) son totalmente descompuestos. Finalmente, en
k(ΛN )m/J (y por tanto en k(ΛN )m/Kge), S∞(J) es no ramificado.



66 Caṕıtulo 4. Campos de géneros de campos de funciones congruentes

Sea G := Gal(k(ΛN )m/J). Para S∞(J) tenemos que en esta extensión el ı́ndice de
ramificación e, el grado de inercia f y el número de descomposición h son e = 1,
f = m y h = |G|

m . Por lo tanto el grupo de descomposición D de p∞ es de orden m y
es ćıclico. Debemos tener D = Gal(k(ΛN )m/k(ΛN )) ya que S∞(k(ΛN )) es totalmente
inerte de grado m en k(ΛN )m/k(ΛN ). Puesto que los primos en S∞(J) tienen grado
de inercia 1 en Kge/J , se sigue que Kge ⊆ k(ΛN ). Por tanto Kge = J .

Finalmente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Supongamos que k ⊆ K ⊆ k(ΛN ) para algún polinomio N . Sea X el
grupo de caracteres de Dirichlet asociado a K, Y =

∏
P |N

XP , Y1 = {χ ∈ Y | χ(a) =

1 para todo a ∈ F∗q} y J (1) el campo asociado a Y1 (J (1) = J ∩ k(ΛN )+). Entonces el

campo de géneros Kge de K satisface Kge ⊆ k(ΛN ) y Kge = KJ (1).

Demostración. Ahora ep∞(K|k) no necesariamente es igual a q−1. Usaremos la nota-
ción de la Proposición 4.2. En este caso S∞(K) puede ser ramificado en J/K. Tenemos
que J (1) ⊆ J puesto que Y1 ⊆ Y , aunque no necesariamente J (1) ⊆ K o K ⊆ J (1).
Sea J (2) := KJ (1).

Entonces J (2) es el campo asociado al grupo de caracteres XY1. Puesto que p∞ se
descompone totalmente en J (1)/k, S∞(K) se descompone totalmente en J (2). Más
aún S∞(J (1)) es totalmente ramificado en J/J (1). Por tanto S∞(J (2)) es totalmente
ramificado en J/J (2).

k(ΛN ) k(ΛN )m

Kge

J Jm

K Km

k km

J

J (2)

J (1)

Y1

K

X

k

Obtenemos que J (2)/K es una extensión abeliana no ramificada con J (2) ⊆ k(ΛN ) y
S∞(K) se descompone totalmente en J (2)/K. Se sigue que J (2) = JD donde D es el
grupo de descomposición de S∞(J) con respecto al grupo Gal(J/K).

Ahora consideremos cualquier extensión abeliana no ramificada F/K tal que S∞(K)
se descompone totalmente en F . Por la Proposición 4.5, F ⊆ k(ΛN )Fqm para algunos
N ∈ RT y m ∈ N. En el caso de que F ⊆ k(ΛN ), sea Z el grupo de caracteres de
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Dirichlet asociado a F . Puesto que F/K es no ramificada, se sigue que X ⊆ Z ⊆ Y
debido a la Proposición 4.2 y por tanto F ⊆ J . Puesto que J (2) = JD, obtenemos que
F ⊆ J (2).

k(ΛN )

I

k(ΛN )m

F

B Bm

K Km

k km

Para el caso k ⊆ F ⊆ k(ΛN )Fqm , esto es, F no necesariamente está contenido en un
campo de funciones ciclotómico, sea I el grupo de inercia de S∞(K) en k(ΛN )/K
y sea B := k(ΛN )I. Entonces los primos en S∞(B) son totalmente inertes en Bm
debido a que tienen grado 1 y son totalmente ramificados en k(ΛN )/B. Como S∞(K)
se descomponen totalmente en B, B es el campo de descomposición de S∞(K) en
k(ΛN )m/K entonces F ⊆ B ⊆ k(ΛN ).
De la primera parte, obtenemos que F ⊆ J (2).

4.1. Campos de funciones congruentes con tipo de rami-
ficación general de p∞

Primero se probará el siguiente resultado.

Lema 4.8. Si K/k es una extensión abeliana y el grado de cualquier divisor primo
en S∞(K) es t, entonces el campo de constantes de Kge es Fqt.

Demostración. Considere la extensión de constantes Kr := KFqr de K. Entonces el
número de primos enKr encima de cualquier primo en S∞(K) es h = (dK(S∞(K)), r) =
(t, r) (Teorema 3.5(2)). Por lo tanto S∞(K) se descompone totalmente en Kr/K si
y sólo si h = r y esto es equivalente a r | dK(S∞(K)) = t. Se sigue que la máxima
extensión de constantes de K donde S∞(K) se descompone totalmente es Kt = KFqt .
Aśı el campo de constantes de Kge es Fqt .

El Teorema 4.9 es el teorema principal de este trabajo.
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Teorema 4.9. Sea K/k una extensión abeliana finita con K ⊆ k(ΛN )FqmLn. Sean
F = KLn ∩ k(ΛN )Fqm y E = k(ΛN )∩FFqm ⊆ k(ΛN ). Entonces el campo de géneros
de K es

Kge = EH1
ge FK

donde Ege es el campo de géneros de E, H es el grupo de descomposición de S∞(F )
en EgeF/F y H1 = H|Ege. Además EgeFK/Kge es una extensión de constantes de
grado d = |H| y d divide a q − 1. Finalmente

EgeFK = KgeFqtd

donde t es el grado de S∞(K).

Demostración. Consideremos M := Kk(ΛN )m ∩ Ln y F = KLn ∩ k(ΛN )Fqm . Sean
G := Gal(nk(ΛN )m/k(ΛN )m), H := Gal(nk(ΛN )m/Kk(ΛN )m) y H1 := H|Ln . Sean
G := Gal(nk(ΛN )m/Ln), H := Gal(nk(ΛN )m/nK), H1 := H|k(ΛN )m

. Veamos que

M = LH1
n . Ya que G ∼= Gal(Ln/k) se sigue que |H1| = |H|, luego LH1

n = Kk(ΛN )m ∩
Ln = M . De forma análoga tenemos que F = k(ΛN )H1

m pues del isomorfismo G ∼=
Gal(k(ΛN )m/k) se obtiene que |H1| = |H|. Luego k(ΛN )H1

m = nK ∩ k(ΛN )m = F .

k(ΛN )m

G

H1

Kk(ΛN )m

H

nk(ΛN )m

H

GF = k(ΛN )H1
m nK

k M = LH1
n

H1

Ln

(4.1)

Ahora, como F ⊆ nK tenemos que nF ⊆ nK, por otro lado [nk(ΛN )m : nF ] =

[k(ΛN )m : F ] = [k(ΛN )m : k(ΛN )H1
m ] = |H1| = |H| = [nk(ΛN )m : nK]. Se sigue que

nF = nK. Similarmente como M ⊆ Kk(ΛN )m tenemos Mk(ΛN )m ⊆ Kk(ΛN )m. Por
otro lado [nk(ΛN )m : Mk(ΛN )m] = [Ln : M ] = [Ln : LH1

n ] = |H1| = |H| = [nk(ΛN )m :
Kk(ΛN )m]. Se sigue que Mk(ΛN )m = Kk(ΛN )m.

Sea A ⊆ G × G tal que K = nk(ΛN )Am. De lo visto en el diagrama (4.1), por las

respectivas correspondencias de los grupos de Galois se tiene que F = nk(ΛN )G×Hm y
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M = nk(ΛN )H×Gm . Entonces, si denotamos R = nk(ΛN )m, tenemos

RA∩(G×1) = RARG×1 = Kk(ΛN )m = Mk(ΛN )m

= RH×GRG×1 = R(H×G)∩(G×1) = RH×1.

Se sigue que A∩ (G × 1) = H× 1. De forma análoga se obtiene A∩ (1×G) = 1×H.
Por lo tanto

FM = RG×HRH×G = R(G×H)∩(H×G) = RH×H ,

KM = RARH×G = RA∩(H×G),

FK = RG×HRA = R(G×H)∩A.

Veamos que (G × H) ∩ A = A ∩ (H × G) = H × H. Sea (h, g) ∈ H × H ⊆ H × G.
Entonces (1, g) ∈ 1×H = A ∩ (1×G). En particular obtenemos que (1, g) ∈ A. Por
otro lado, (h, 1) ∈ H× 1 = A ∩ (G × 1), en particular (h, 1) ∈ A, aśı (h, g) ∈ A, luego
(h, g) ∈ A∩ (H×G). Al tomarse (h, g) arbitrario, se sigue que H×H ⊆ A∩ (H×G).
Ahora, sea (h, g) ∈ A ∩ (H × G). Como (h, 1) ∈ H × 1 = A ∩ (G × 1), en particular
(h, 1) ∈ A y (h, 1) ∈ H×G, se sigue que (h, 1) ∈ A ∩ (H×G). Se tiene (h, 1)(1, g) =
(h, g) ∈ A ∩ (H×G). Luego (1, g) ∈ A ∩ (H×G). En particular (1, g) ∈ A y puesto
que (1, g) ∈ 1 × G se tiene que (1, g) ∈ A ∩ (1 × G) = 1 × H, es decir, g ∈ H. Por
tanto (h, g) ∈ H ×H, luego H×H = A ∩ (H×G).
Análogamente obtenemos que H×H = A∩(G×H). Por tanto se sigue FM = KM =
FK. En resumen tenemos el siguiente diagrama

k(ΛN )m

G

Mk(ΛN )m = Kk(ΛN )m

H

nk(ΛN )m

H

GF FM = KM = FK nF = nK

K

k M Ln

Dado que Fge/F es no ramificada y S∞(F ) se descompone totalmente en Fge/F , ob-
tenemos que nFge/nF = nFFge/nF = nKFge/nK es no ramificada y que S∞(nF ) se
descompone totalmente. Ahora, en nK/K, los únicos primos posiblemente ramifica-
dos son aquellos en S∞(K) y si es aśı, se ramifican salvajemente. Se sigue que en



70 Caṕıtulo 4. Campos de géneros de campos de funciones congruentes

nKFge/K los únicos primos posiblemente ramificados son los elementos de S∞(K)
y de serlo, se ramifican salvajemente. En particular, como K ⊆ KFge ⊆ nKFge, en
FgeK/K los únicos primos posiblemente ramificados son aquellos en S∞(K) y si son
ramificados, se ramifican salvajemente.

Nuevamente, dado que la extensión Fge/F es no ramificada y S∞(F ) se descompone
totalmente, FgeK/FK es no ramificada y S∞(FK) se descompone totalmente en
FgeK/FK. Ya que k ⊆ F ∩K ⊆ F ⊆ k(ΛN )m y en la extensión F/(F ∩K), S∞(F ∩K)
es moderadamente ramificado. Como

I(S∞(FK) |S∞(K))|F ⊆ I(S∞(F ) |S∞(F ∩K)),

se tiene en particular para los ı́ndices de ramificación

e(S∞(FK) |S∞(K)) | e(S∞(F ) |S∞(F ∩K)).

Por tanto S∞(K) es moderadamente ramificado en FK/K. Es decir, de los razona-
mientos previos resulta que en FK/K, S∞(K) es moderada y salvajemente ramificado
a la vez. Por lo tanto S∞(K) se descompone totalmente en FK/K. En resumen, te-
nemos FgeK ⊆ Kge. Puesto que FM = FK, se tiene FgeM = FgeK ⊆ Kge.

Sea V el primer grupo de ramificación de p∞ en Kge/k. Sea Z := KV
ge. Entonces p∞

es moderadamente ramificado en Z/k y por lo tanto Z ⊆ k(ΛN )m.

Como p∞ es total y salvajemente ramificado en M/k, M ∩ Z = k. Ahora, siendo V
el primer grupo de ramificación de p∞ en la extensión Kge/k y entonces V1 = V |Ln
lo es en M/k. Ya que k ⊆M ⊆ FgeM ⊆ Kge y p∞ es total y salvajemente ramificado
precisamente en la extensión M/k de dicha torre de campos, se tiene |V1| = |V |, por
lo que se sigue que p∞ y S∞(M) son moderadamente ramificados en Z/k y en Kge/M
respectivamente. Además S∞(F ) es total y salvajemente ramificado en la extensión
FK = FM/F . Finalmente, como Kge/K es no ramificada, se sigue que Kge/KM es
no ramificada, es decir Kge/FM es no ramificada.

Z
V

Kge

Fge FgeM = FgeK

F

p∞ es moderadamente
ramificado

FM = KM = FK

S∞(M) es moderadamente
ramificado

K

k
V1

M
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Ahora [Kge : k] = [Kge : Z][Z : k] = |V |[Z : k] = |V1|[Z : k] = [M : k][Z : k] =
[ZM : k]. Se sigue que Kge = ZM . Como F ⊆ k(ΛN )m y Fge/F es moderadamente
ramificada se sigue que

Fge ⊆ KV
ge = Z.

Puesto que p∞ es el único primo ramificado en M/k, los únicos primos ramificados
en FK = FM/F son aquellos en S∞(F ) y justo como lo hemos mencionado, éstos
son salvajemente ramificados. Entonces tenemos lo siguiente con respecto a p∞:

Kge

V

es no
ramificado

k(ΛN ) FM = KM
es moderadamente

ramificado

Z M

F

es salvajemente
ramificado

k

es moderadamente
ramificado

es moderadamente
ramificado

V1

Ahora bien, se tiene que S∞(F ) no se ramifica en Z/F ya que de ramificarse tendŕıa
que ser moderadamente ramificado pero como se vio antes, FM = KM/F es salvaje-
mente ramificado y Kge/KM = FM es no ramificado. Además Z/F es no ramificada
en todos los demás primos pues Kge/F es ramificado a lo más en los divisores primos
de S∞(F ). Se sigue que

Z ⊆ Fge y por lo tanto Z = Fge.

Aśı

Kge = ZM = FgeM = FgeK. (4.2)

Para terminar, necesitamos calcular Fge.

Puesto que k(ΛN )/k es una extensión geométrica y km/k es una extensión de cons-
tantes, dichas extensiones de k son linealmente disjuntas. Por tanto k(ΛN )∩ km = k.
Puesto que p∞ es moderadamente ramificado en Fge/k, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Fge ⊆ k(ΛN )m.

Definamos E := Fm ∩ k(ΛN ) ⊆ Fm. Como km ⊆ Fm se tiene que Em = Ekm ⊆ Fm.
Además, como F ⊆ k(ΛN )m se tiene que Fm ⊆ k(ΛN )m. Aśı Fm ⊆ Fm ∩ k(ΛN )m =
Em. Por lo tanto Em = Fm.
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Por otro lado m[F : k] = [Fm : km][km : k] = [Em : km][km : k] = [Em : km]m = [E :
k]m. Aśı [E : k] = [F : k]. Por lo tanto,

Em = Fm y [E : k] = [F : k]. (4.3)

En otras palabras, E juega un papel similar al de F pero éste está contenido en una
extensión ciclotómica.
Puesto que E = Fm∩k(ΛN ), tenemos E∩F = (Fm∩k(ΛN ))∩F = k(ΛN )∩F . Como
en particular E ⊆ k(ΛN ) se tiene que Ege ⊆ k(ΛN ). Se sigue que E ∩ F ⊆ Ege ∩ F ⊆
k(ΛN ) ∩ F = E ∩ F . Por lo tanto E ∩ F = Ege ∩ F = k(ΛN ) ∩ F .
Ya que Fm/F es no ramificada y EF ⊆ Em = Fm, tenemos que EF/F es no rami-
ficada y como Ege/E es no ramificada, obtenemos que EgeF/EF es no ramificada,
en consecuencia, la extensión EgeF/F es no ramificada. También, como S∞(E) se
descompone totalmente en Ege, S∞(EF ) se descompone totalmente en EgeF .

Sean D(S∞(F )) el grupo de descomposición de cualquier primo de S∞(F ) en EF/F
y D(S∞(E ∩ F )) el grupo de descomposición de cualquier primo de S∞(E ∩ F ) en
E/(E ∩F ). Sabemos que D(S∞(F ))|E ⊆ D(S∞(E ∩F )). Se tiene que |D(S∞(F ))| =
e′∞f

′
∞ y |D(S∞(E ∩ F ))| = e∞f∞, donde e′∞ y f ′∞ indican los respectivos ı́ndices de

ramificación e inercia de S∞(F ) en EF/F , e∞ y f∞ indican los respectivos ı́ndices
ramificación e inercia de S∞(E ∩ F ) en E/(E ∩ F ), además e′∞f

′
∞ | e∞f∞.

k(ΛN ) EF

E
e∞f∞

F

e′∞f
′
∞

E ∩ F

k

Ya que EF/F es no ramificada, e′∞ = 1. Puesto que k ⊆ E ∩ F ⊆ E ⊆ k(ΛN ) y p∞
tiene ı́ndice de ramificación q−1 y grado de inercia igual a 1 en k(ΛN )/k, se sigue que
e∞ | q − 1 y f∞ = 1. Definiendo d := f ′∞ se tiene que d | q − 1 y como I(S∞(E ∩ F )),
el grupo de inercia de S∞(E ∩ F ) en E/(E ∩ F ), es subgrupo de D(S∞(E ∩ F ))
y |I(S∞(E ∩ F ))| = e∞, se sigue que D(S∞(E ∩ F )) = I(S∞(E ∩ F )). Si deno-
tamos por I(p∞) el grupo de inercia de p∞ en k(ΛN )/k, se tiene que D(S∞(F )) es
un subgrupo de orden d de I(S∞(E∩F ))) que a su vez es subgrupo de I(p∞) ∼= Cq−1.

Sea H el grupo de descomposición de S∞(F ) en EgeF/F , puesto que EgeF/EF es no
ramificada, tenemos que H coincide con D(S∞(F )), por tanto

|H| = |D(S∞(F ))| = d = f ′∞.
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Aśı tenemos que H es un grupo ćıclico de orden d que corresponde a la inercia de
S∞(F ) en EgeF/F . Si H1 := H|Ege , puesto que Gal(Ege/(Ege ∩ F )) ∼= Gal(EgeF/F ),
por la correspondencia de Galois.

EgeF

Ege (EgeF )H

EH1
ge F

(Ege ∩ F )

obtenemos que (EgeF )H = EH1
ge F .

Ahora, como S∞(E) es totalmente descompuesto en Ege/E y S∞(EH1
ge ) es totalmente

ramificado en Ege/E
H1
ge , resulta que

Ege

S∞(E)
es totalmente

ramificado
EEH1

ge

E

p∞
totalmente

descompuesto

EH1
ge

S∞(EEH1
ge ) es totalmente descompuesto y totalmente ramificado en Ege/EE

H1
ge , por

lo tanto Ege = EEH1
ge .

En resumen
(EgeF )H = EH1

ge F ⊆ Fge y EEH1
ge = Ege (4.4)

Finalmente, sea C := Fge,m ∩ k(ΛN ). De (4.3) tenemos E ⊆ Em = Fm ⊆ Fge,m y
E ⊆ k(ΛN ). Por lo tanto E ⊆ C. De (4.4) obtenemos EH1

ge ⊆ EH1
ge F ⊆ Fge ⊆ Fge,m,

además Ege
H1 ⊆ Ege ⊆ k(ΛN ). Por lo tanto EH1

ge ⊆ Fge,m ∩ k(ΛN ) = C. También

tenemos que Ege = EEH1
ge ⊆ C.

Por definición Fge/F es no ramificada. Luego Fge,m/Fm es no ramificada. Puesto que
Fm = Em = (EF )m, se sigue que la extensión Fm/E es una extensión de cons-
tantes, por tanto es no ramificada. Luego Fge,m/E es no ramificada. Ahora, como
E ⊆ C ⊆ Fge,m, tenemos que C/E es no ramificada, tal que C ⊆ k(ΛN ). Se sigue que
S∞(E) se descompone totalmente en C/E. Aśı C ⊆ Ege. Por lo tanto Ege = C.
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Como k(ΛN )m = k(ΛN )km y k(ΛN ) ∩ km = k, por la correspondencia de Galois,
obtenemos que Ege,m = Egekm = CEm = (Fge,m∩k(ΛN ))km = Fge,m∩k(ΛN )m = Fge,m

pues Fge ⊆ k(ΛN ). En resumen

C = Ege y Ege,m = Ckm = Fge,m. (4.5)

k(ΛN ) k(ΛN )m

C

C=Ege

Fge,m

Fge,m=Ege,m

Ege

H1=H|Ege

EgeF

H

Ege,m

E
H1
ge E

H1
ge F = (EgeF )H Fge

E EF Em = Fm

E ∩ F F

k km

De (4.4) tenemos EH1
ge F ⊆ Fge ⊆ Fge,m y

(EH1
ge F )m = EH1

ge Fm = EH1
ge Em = (EH1

ge E)m = Ege,m = Fge,m.

Aśı Fge,m = (EH1
ge F )m/E

H1
ge F es una extensión de constantes. Del Lema 4.8, el campo

de constantes de Fge es Fqt , por lo que Fge = (EH1
ge F )t. Si probamos que Fqt ⊆ EH1

ge F ,

se seguirá que Fge = EH1
ge F .

Sea I el grupo de inercia de cualquier elemento de S∞(F ) en la extensión F/k, |I| =
e(S∞(F ) | p∞) = e, y sea D′ el grupo de descomposición de S∞(F ) en F/k. Como t =
dF (S∞(F )), tenemos que |D′| = et puesto que D′/I ∼= Gal(F (S∞(F ))/k(p∞)) ∼= Ct.
En el siguiente diagrama el tipo de descomposición es con referencia a los divisores
primos infinitos.
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F
totalmente

descompuesto

I

D′

Ft

I

F1
totalmente

descompuesto

t=|D′/I| inerte

F1,t

t

inerte

L

F2
t

inerte

totalmente
descompuesto

F2,t

totalmente
descompuesto

F
t

inerte
kt

Aqúı F1 := F I, F2 := FD′ y L es el campo fijo del grupo de descomposición de
p∞ en F1,t/k. Se sigue que p∞ es totalmente descompuesto en L/k. Por lo tanto
L ⊆ k(ΛN ). Nuevamente, como t es el grado de inercia de cualquier elemento de
S∞(F ) en F/k, se tiene que el grado de inercia de S∞(F2) en F1/F2 es t. Además
tenemos que Gal(F1,t/F2) ∼= Ct×Ct. Se sigue que S∞(L) es totalmente descompuesto
e inerte en F1,t/LF1, por lo tanto F1,t = LF1 (o también, se sigue de que LF1 ⊆ F1,t

con [LF1 : F2] = t2). Aśı L ∩ F1 = F2 y LF1/F2 es una extensión de Galois de grado
t2 con grupo de Galois Ct × Ct.
Puesto que L ⊆ Ft ⊆ Fm y L ⊆ k(ΛN ) se sigue que L ⊆ Fm ∩ k(ΛN ) = E. Ya que p∞
se descompone totalmente en L/k, se sigue en particular que L ⊆ Ege

H1 . Por tanto
Fqt ⊆ ktF1 = F1,t = LF1 ⊆ LF ⊆ EH1

ge F . Luego

Fge = EH1
ge F. (4.6)

Por lo tanto de (4.2) y (4.6) concluimos que

Kge = EH1
ge FM = EH1

ge FK. (4.7)

Ahora, de (4.4) obtenemos que EH1
ge F = Fge ⊆ EgeF ⊆ (EgeF )m = EgeFm =

Ege
H1EFm = Ege

H1EEm = Ege
H1Em = Ege

H1Fm = (Ege
H1F )m. En particular,

EgeF/Fge es una extensión de constantes. Ya que Ege ∩ F = E ∩ F , de la corres-
pondencia de Galois tenemos

[EgeF : Fge] = [EgeF : EH1
ge F ] = [Ege : EH1

ge ] = |H1| = |H| = d

(recordemos que d corresponde a la inercia de S∞(F ) en EgeF/F ) y como el campo
de constantes de Fge es Fqt , se sigue que el campo de constantes de EgeF es Fqtd . Aśı
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EgeF = FgeFqtd . (4.8)

En particular, si (t, d) = 1 entonces EgeF = FgeFqd .

Finalmente, de (4.5) tenemos que, al ser Fge,m/Fge una extensión de constantes, en
particular es ćıclica, y como Fqt es el campo de constantes de Fge, dicha extensión
es de orden m

t . Si D denota el grupo de descomposición de los divisores primos en
S∞(F ) en Ege,m = Fge,m/F , se sigue que Fge = ED

ge,m = FD
ge,m. Observe además que

|D| = [Fge,m : FD
ge,m] = [Ege,m : Fge] = [Fge,m : Fge] = m

t donde t es el grado de
cualquier primo en S∞(F ).

Observación 4.10. Sea 〈σ〉 = Gal(k(ΛN )m/k(ΛN )) ∼= Gal(km/k). Entonces, con las
notaciones anteriores, se tiene D ∼= 〈σt〉 y

[Fge : F ] =
[Fge,m : F ]

[Fge,m : Fge]
=

[Ege,m : Fm][Fm : F ]

|D|
=

[Ege,m : Em]m

m/t
= [Ege : E]t, (4.9)

donde t es el grado de cualquier primo en S∞(F ).

4.1.1. Campos de funciones congruentes donde p∞ es moderadamen-
te ramificado

Ahora consideremos alguna extensión geométrica abeliana K/Fq de k tal que p∞ es
moderadamente ramificado. Entonces tenemos que K ⊆ k(ΛN )Fqm = k(ΛN )m para
algunos N ∈ RT y m ∈ N. Bajo estas condiciones del Teorema 4.9 se tiene que F = K
y el siguiente resultado, el cual es consecuencia inmediata del Teorema 4.9.

Teorema 4.11. Sea K/Fq una extensión abeliana finita geométrica de k donde p∞
es moderadamente ramificado. Sean N ∈ RT y m ∈ N tal que Kge ⊆ k(ΛN )Fqm. Sea
Ege el campo de géneros de E := k(ΛN ) ∩ KFqm y sea Ege,m = EgeFqm. Sea H el
grupo de descomposición de S∞(K) en EgeK/K. Sea H1 = H|Ege. Sea D el grupo
de descomposición de los divisores primos en S∞(K) en Ege,m. Entonces el campo de
géneros de K es

Kge = (EgeK)H = EH1
ge K = ED

ge,m.

4.2. Aplicaciones

En esta sección se mostrará como pueden ser aplicados los resultados antes vistos para
algunas extensiones abelianas generales: las extensiones de Kummer, las extensiones
de Artin–Schreier y las p–extensiones ćıclicas.
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4.2.1. Extensiones de Kummer

Aqúı supondremos que q ≥ 3. Sea P ∈ R+
T . Entonces k( q−1

√
(−1)grPP ) ⊆ k(ΛP )

(ver Proposición 2.59). Aśı para l un número primo tal que l | q − 1, tenemos
k( l
√

(−1)grPP ) ⊆ k(ΛP ). Por tanto para cualquier polinomio mónico D ∈ RT , obte-
nemos k( l

√
(−1)grDD) ⊆ k(ΛD).

Note que para α, β ∈ F∗q , tenemos k( l
√
αD) = k( l

√
βD) si y sólo si α ≡ β mód (F∗q)l.

En particular k( l
√
γD) ⊆ k(ΛD) si y sólo si γ ≡ (−1)grD mód (F∗q)l. Se sigue que si

l | grD entonces k( l
√
D) ⊆ k(ΛD).

En esta subsección usaremos la notación de la Sección 4.1. Sea K := k( l
√
γD) con

D ∈ RT un polinomio mónico libre de l–potencias, γ ∈ F∗q y D = P e11 · · ·P err donde

Pi ∈ R+
T , 1 ≤ ei ≤ l − 1, 1 ≤ i ≤ r. Además arreglamos el producto de manera que

l | grPi para 1 ≤ i ≤ s y l - grPj para s+ 1 ≤ j ≤ r, 0 ≤ s ≤ r. En general, se tiene

siempre que E = k( l
√

(−1)grDD), y F∗q ⊆ (F∗
ql

)l. Ahora

K = E si y sólo si (−1)grD ≡ γ mód (F∗q)l si y sólo si (−1)grDγ ∈ (F∗q)l.

Proposición 4.12. El comportamiento de p∞ en K/k es el siguiente:

(a) Si l - grD, p∞ es ramificado.

(b) Si l | grD y γ ∈ (F∗q)l, p∞ se descompone.

(c) Si l | grD y γ 6∈ (F∗q)l, p∞ es inerte.

Demostración. Ver [26, Lemma 3].

Note que en general

EK = k
(
l

√
(−1)grDD, l

√
γD
)

= K
(
l

√
(−1)grDγ

)
= KFq

(
l

√
(−1)grDγ

)
.

Tenemos Fq
(
l
√

(−1)grDγ
)

= Fq si y sólo si (−1)grDγ ∈ (F∗q)l( si y sólo si E =

K). Consecuentemente Fq
(
l
√

(−1)grDγ
)

= Fql si y sólo si (−1)grDγ /∈ (F∗q)l. En
cualquier caso tenemos EK = E o EK = El = Kl.

Ahora por la Observación 4.10 y la Proposición 4.12 tenemos [Kge : K] = [Ege : E]t,
donde

t = grS∞(K) =

{
1 si p∞ no es inerte en K/k,

l si p∞ es inerte en K/k.

Cuando K = E, es decir, cuando K ⊆ k(ΛD), si χ es el caracter de orden l asociado
a K, χ = χP1 · · ·χPr , consideramos Y = 〈χPi | 1 ≤ i ≤ r〉. El campo asociado a Y es

F = k
(
l

√
(−1)grP1P1, . . . ,

l

√
(−1)grPrPr

)
,
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y Kge = F si l - grD o si l | grPi para todo i (es decir, s = r). Esto es aśı puesto que
en el primer caso p∞ es ya ramificado en K y en el segundo p∞ es no ramificado en
F/k (Proposición 4.12).
Cuando l | grD y l - grPr, p∞ se ramifica en F/k y es no ramificado en E/k. En
este caso [F : Ege] = l. Sean as+1, . . . , ar−1 ∈ Z tal que l | gr (PmP

am
r ), esto es,

grPm + amgrPr ≡ 0 mód l, s+ 1 ≤ m ≤ r − 1. Sea

F1 := k
(
l
√
P1, . . . ,

l
√
Ps,

l

√
Ps+1P

as+1
r , . . . ,

l

√
Pr−1P

ar−1
r

)
⊆ k(ΛP1P2···Pr).

Entonces S∞(E) se descompone en F1/E, K ⊆ F1 ⊆ Ege y puesto que

F = F1

(
l

√
(−1)grPrPr

)
,

tenemos [F : F1] = l. Se sigue que Ege = F1. Aśı tenemos

Ege =

{
F si l - grD o si l | grPr,

F1 si l | grD y l - grPr.
(4.10)

Sea α := (−1)grDγ. Tenemos E = K si y sólo si α ∈ (F∗q)l y E 6= K si y sólo si α /∈
(F∗q)l. En particular, cuando α ∈ (F∗q)l tenemos Ege = Kge.

Cuando α /∈ (F∗q)l, tenemos

EK = k( l

√
(−1)grDD, l

√
γD) = K( l

√
α) = Kl 6= K.

Por el Teorema 4.11 obtenemos que si S∞(K) no es inerte en EK/K, entonces Kge =
EgeK. Cuando S∞(K) es inerte en EK/K, tenemos Kge = EH1

ge K, donde H1 es el
grupo de inercia de p∞ en Ege/k. Este último caso se tiene cuando E 6= K, es decir,
α /∈ (F∗q)l y p∞ es ramificado en E/k, es decir, l - grD. Puesto que p∞ es no ramificado

en F1/k, se sigue que EH1
ge = F1. Combinando esta situación con (4.10), obtenemos

que Kge es igual a uno de los siguientes seis casos:

F1 si α ∈ (F∗q)l, l | grD y l - grPr (esto implica γ ∈ (F∗q)l),
F si α ∈ (F∗q)l y l | grPr (esto implica l | grD y γ ∈ (F∗q)l),
F si α ∈ (F∗q)l y l - grD,

F1K si α /∈ (F∗q)l, l | grD y l - grPr (esto implica γ /∈ (F∗q)l),
FK si α /∈ (F∗q)l y l | grPr (esto implica l | grD y γ /∈ (F∗q)l),
F1K si α /∈ (F∗q)l y l - grD (esto implica l - grPr).

Por lo tanto tenemos

Teorema 4.13 (G. Peng [26]). Sea D = P e11 · · ·P err ∈ RT un polinomio mónico libre
de l–potencias, donde Pi ∈ R+

T , 1 ≤ ei ≤ l − 1, 1 ≤ i ≤ r. Sea 0 ≤ s ≤ r tal que
l | grPi para 1 ≤ i ≤ s y l - grPj para s+1 ≤ j ≤ r. Sea K := k( l

√
γD) donde γ ∈ F∗q.

Sean α := (−1)grDγ y as+1, . . . , ar−1 ∈ Z que satisfacen grPm + amgrPr ≡ 0 mód l,
s+ 1 ≤ m ≤ r − 1. Entonces Kge está dado por:
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(a) k
(
l
√

(−1)grP1P1, . . . ,
l
√

(−1)grPrPr
)

si α ∈ (F∗q)l y l - grD.

(b) k
(
l
√
P1, . . . ,

l
√
Ps,

l
√
Ps+1P

as+1
r , . . . , l

√
Pr−1P

ar−1
r

)
si α ∈ (F∗q)l, l | grD, y l -

grPr.

(c) k
(
l
√
γ, l
√
P1, . . . ,

l
√
Pr) si l | grPr.

(d) k
(
l
√
γD, l
√
P1, . . . ,

l
√
Ps,

l
√
Ps+1P

as+1
r , . . . , l

√
Pr−1P

ar−1
r

)
si α /∈ (F∗q)l y l - grPr.

4.2.2. Extensiones de Artin–Schreier

Considere K := k(y) donde yp− y = α ∈ k. La ecuación puede ser normalizada como
sigue:

yp − y = α =
r∑
i=1

Qi
P eii

+ f(T ), (4.11)

donde Pi ∈ R+
T , Qi ∈ RT , (Pi, Qi) = 1, ei > 0, p - ei, grQi < grP eii , 1 ≤ i ≤ r,

f(T ) ∈ RT , con p - gr f cuando f(T ) 6∈ Fq.
Tenemos que los primos finitos ramificados en K/k son precisamente P1, . . . , Pr. Con
respecto a p∞ tenemos

Proposición 4.14. El primo p∞ es

(a) descompuesto si f(T ) = 0,

(b) inerte si f(T ) ∈ Fq y f(T ) 6∈ ℘(Fq) := {ap − a | a ∈ Fq},

(c) ramificado si f(T ) 6∈ Fq aśı p - gr f).

Demostración. Ver [29, página 274].

Estudiaremos dos casos.

Caso 1: Supondremos que p∞ es no ramificado, entonces f(T ) ∈ Fq. Recordemos que
Kp = KFqp . Tenemos Gal(Kp/k) ∼= Cp × Cp. Los p + 1 campos de grado p sobre k
contenidos en Kp son: k(y + βi), 1 ≤ i ≤ p y kp, donde

{
βi
}p
i=1

es una base de Fqp
sobre Fq. Por la Proposición 4.14, la única extensión tal que p∞ no es inerte es la
extensión k(w) que satisface wp − w = α− f(T ). Por lo tanto E = k(w).

Si χ es el caracter asociado a E, χ = χP1 · · ·χPr y el campo asociado a χPi es k(yi),
donde ypi − yi = αi := Qi

P
ei
i

, 1 ≤ i ≤ r. Por lo tanto

Ege = k(y1, · · · , yr). (4.12)

Aśı Kge = EgeK = k(y1, . . . , yr, β) con β = 0 o βp − β 6∈ ℘(Fq) = {xp − x | x ∈ Fq}.
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Caso 2: Ahora consideremos el caso donde p∞ se ramifica en K. Sea K1 := k(β),

donde βp−β = f(T ), p - gr f . Sea E := k(w) donde wp−w = α−f(T ) = α1 =
r∑
i=1

Qi
P
ei
i

.

Por el Caso 1, Ege = k(y1, . . . , yr). Por tanto Kge = EgeK = k(y1, . . . , yr, β).
Con esto hemos probado

Teorema 4.15 (S. Hu and Y. Li [13]). Sea K = k(y) dado por (4.11). Entonces

Kge = k(y1, . . . , yr, β),

donde ypi − yi = Qi
P ei , 1 ≤ i ≤ r y βp − β = f(T ).

4.2.3. p–extensiones ćıclicas

Este caso es similar al de las extensiones de Artin–Schreier. Aqúı consideraremos

K = k(y) donde yp
•
− y = β, y la operación es la diferencia de Witt. La extensión

es una p–extensión ćıclica de grado un divisor de pn donde y es de longitud n. Sean
P1, . . . Pr los divisores primos finitos ramificados en K/k.

Teorema 4.16. Sea K/k una extensión ćıclica de grado pn donde P1, . . . , Pr ∈ R+
T

y posiblemente p∞, son los divisores primos ramificados. Entonces K = k(y) donde

yp
•
− y = β = δ1

•
+ · · ·

•
+ δr

•
+ µ,

con βp1 − β1 /∈ ℘(k), δij =
Qij

P
eij
i

, eij ≥ 0, Qij ∈ RT y

(I) si eij = 0 entonces Qij = 0;

(II) si eij > 0, entonces p - eij, (Qij , Pi) = 1 y gr (Qij) < gr (P
eij
i ),

y µj = fj(T ) ∈ RT con

(III) p - gr fj cuando fj 6∈ Fq y

(IV) µj /∈ ℘(Fq) := {ap − a | a ∈ Fq} cuando µj ∈ F∗q.

Demostración. Considere K/k una extensión ćıclica de grado pn dada por K := k(y),

yp
•
− y = β con y ∈ Wn(K) un vector de Witt de longitud n en K y β ∈ Wn(k) un

vector de Witt de longitud n en k.
Sea β = (β1, . . . , βn) tal que

βj =
r∑
i=1

Qij

P
eij
i

+ fj(T ), donde P1, . . . , Pr ∈ R+
T ,
{
Qij
}

1≤i≤r
1≤j≤n

⊆ RT ,

fj(T ) ∈ RT , eij ∈ N ∪ {0} para todo 1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ n. (4.13)
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Ahora cuando aplicamos ϕ a β obtenemos
(
β(1), . . . , β(n)

)
y de la definición de β(j),

obtenemos

β(j) =

r∑
i=1

Q′ij

P
e′ij
i

+ f ′j(T ) para todo 1 ≤ j ≤ n.

Escribimos

β = γ1 + · · ·+ γr + ξ,(
β(1), . . . , β(n)

)
=
(
γ

(1)
1 , . . . , γ

(n)
1

)
+ · · ·+

(
γ(1)
r , . . . , γ(n)

r

)
+
(
ξ(1), . . . , ξ(n)

)
con

γ
(j)
i =

Q′ij

P
e′ij
i

, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n y ξ(j) = f ′j(T ).

Cuando aplicamos ϕ−1, obtenemos

(β1, . . . , βn) =
(
β(1), . . . , β(n)

)ϕ−1

= (γ1)ϕ
−1 •

+ · · ·
•
+ (γr)

ϕ−1 •
+ (ξ)ϕ

−1

y cada vector (γi)
ϕ−1

es de la forma
(
Q′′i1

P
e′′
i1
i

, · · · , Q
′′
in

P
e′′
in
i

)
y el vector (ξ)ϕ

−1
es de la forma(

f ′′1 (T ), . . . , f ′′n(T )
)
. En otras palabras

β = δ1
•
+ · · ·

•
+ δr

•
+ µ

donde las componentes de cada δi tiene polos a lo más en Pi y µ tiene componentes
con polos a lo más en p∞. Sea pi el divisor correspondiente a Pi.

Ahora cada δ y µ pueden ser normalizados de tal manera que cada componente
(δi)j := δij tiene divisor(

δij
)
k

=
aij

pλii
con λi ≥ 0; si λi = 0, entonces vpi(aij) ≥ 0;

si λi > 0, entonces (p, λi) = 1 y vpij (aij) = 0,

y similarmente para µ con respecto a p∞ (ver [31, página 162]). En efecto, la nor-
malización puede ser obtenida por el cambio de variable yij 7→ yij + αij , 1 ≤ i ≤ r,

1 ≤ j ≤ n, donde yi = (yi1, . . . , yin), ypi
•
− yi = δi y αij ∈ k, que corresponde a la

substitución δij 7→ δij + αpij − αij y por tanto las componentes obtenidas no tienen
polos distintos a pi.

Ahora estudiaremos el comportamiento de p∞ en K/k.
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Proposición 4.17. Sea K/k dado como en el Teorema 4.16. Sean µ1 = · · · = µs = 0,
µs+1 ∈ F∗q, µs+1 6∈ ℘(Fq) y finalmente, sea t + 1 el primer ı́ndice con ft+1 6∈ Fq (y
por tanto p - gr ft+1). Entonces el ı́ndice de ramificación de p∞ es pn−t, el grado de
inercia de p∞ es pt−s y el número de descomposición de p∞ es ps. Más precisamente,
si Gal(K/k) = 〈σ〉 ∼= Cpn, entonces el grupo de inercia de p∞ es I = 〈σpt〉 y el grupo
de descomposición de p∞ es D = 〈σps〉.

Demostración. Puesto que la extensión K/k es una extensión ćıclica de grado una
potencia de un primo, el campo de inercia es la primera capa tal que p∞ se ramifica.
El ı́ndice de esta primera capa es t+1 (ver [31]). Por otra parte, por razones similares,
el campo de descomposición es la primera capa donde p∞ es inerte y esto está dado
por s+ 1 (Proposición 4.14).

Consideremos el campo K = k(y) como en el Teorema 4.16, donde únicamente un
divisor primo P ∈ R+

T se ramifica, con

βi =
Qi
P λi
∈ RT tal que λi ≥ 0,

si λi = 0 entonces Qi = 0,

si λi > 0 entonces (λi, p) = 1, (Qi, P ) = 1 y grQi < grP λi , λ1 > 0.

(4.14)

Un caso particular del Teorema 4.16 se da en la siguiente proposición.

Proposición 4.18. Supongamos que toda extensión K1/k que cumpla con las condi-
ciones de (4.14) satisface que K1 ⊆ k(ΛPα) para algún α ∈ N . Sea K/k la extensión

definida por K = k(y) donde ℘(y) = yp
•
− y = β con β = (β1, . . . , βn), βi dado en

forma normal: βi ∈ Fq o βi = Qi
Pλi

, Qi ∈ RT y λi > 0, (λi, p) = 1, (Qi, P ) = 1 y

grQi < grP λi. Entonces K ⊆ Fqpnk(ΛPα) para algún α ∈ N.

Demostración. Ver [29, página 277].

Observación. El primo p∞ puede ser manejado de la misma manera que cualquier
P ∈ R+

T . Las condiciones (4.14) para p∞ son las siguientes. Sea K = k(µ) con µj =
fj(T ) ∈ RT , además fj(0) = 0 para todo j y ya sea fj(T ) = 0 o fj(T ) 6= 0 y
p - gr fj(T ). La condición fj(0) = 0 significa que el primo infinito para T ′ = 1/T
es o descompuesto o ramificado en cada nivel, esto es, el grado de inercia es 1 en
K/k. En este caso, con el cambio de variable T ′ = 1/T , la hipótesis en la Proposición
4.18 debe decir que cualquier campo que cumpla estas condiciones satisface que K ⊆
k(ΛT ′m) = k(ΛT−m) para algún m ∈ N. Sin embargo, puesto que el grado de la
extensión K/k es una potencia de p necesariamente tenemos que K está contenido en
k(ΛT−m)F

∗
q = Lm−1.

De las Proposiciones 4.14 y 4.17 obtenemos
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Proposición 4.19. Si K es un campo definido por una ecuación del tipo dado en
(4.14), entonces K/k es una extensión ćıclica de grado pn, P es el único primo ra-
mificado, es totalmente ramificado y p∞ es totalmente descompuesto.
Similarmente, si K = k(v) donde vi = fi(T ) ∈ RT , fi(0) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n
y f1(T ) /∈ Fq, p - gr f1(T ), entonces p∞ es el único primo ramificado en K/k, es
totalmente ramificado y el divisor de ceros de T , el cual es ahora el primo al infinito
en R1/T , es totalmente descompuesto.

Ahora ypi
•
− yi = δi, 1 ≤ i ≤ r y zp

•
− z = µ. Note que k(y,yi) y k(y, z) son

extensiones no ramificadas de k(y) pues k(y,yi) = k(y)(y
•
− yi) y k(y, z) = k(y)(y

•
−

z).

Tenemos k(y
•
− z) ⊆ k(ΛN ) para algún N ∈ RT puesto que por la Proposición

4.17, p∞ es totalmente descompuesto en k(y
•
− z). Por lo tanto E = k(y

•
− z) está

contenido en un campo de funciones ciclotómico.
Si χ es el caracter asociado a E, entonces χ = χP1 · · ·χPr , donde cada χPi es de
orden pni con ni ≤ n. El campo asociado a χPi es el campo contenido en un campo
de funciones ciclotómico tal que Pi es el único primo ramificado y con el mismo
comportamiento de ramificación que el de Pi en E/k. Puesto que en ambos casos
esta ramificación está completamente determinada por δi, se sigue que el campo
de funciones asociado a χPi es k(yi). Se sigue que Ege = k(y1, . . . ,yr) pues p∞ es
totalmente descompuesto.
Note que Kk(z)/K es no ramificado y S∞(K) se descompone totalmente. Se sigue de
los Teoremas 4.11 y 4.9 que Kge = Egek(z).
Por tanto hemos probado

Teorema 4.20. Si K/k está dado como en el Teorema 4.16, entonces

Kge = k(y1, . . . ,yr, z)

donde ypi
•
− yi = δi, 1 ≤ i ≤ r y zp

•
− z = µ.

Ejemplo 4.21. Sean k = F3(T ) y K = k(y) donde y3 •
− y = β =

(
1
T + 1, 1

T+1 + T
)
.

Entonces la descomposición descrita en el Teorema 4.16 es:

β =
( 1

T
,
T + 1

T 2

)
•
+
(

0,
1

T + 1

)
•
+
(
1, T

)
.

Aśı, si y3
1

•
− y1 = δ1 =

(
1
T ,

T+1
T 2

)
, y3

2

•
− y2 = δ2 =

(
0, 1

T+1

)
y z3 •

− z = µ =
(
1, T

)
,

entonces Kge = k(y1,y2, z).
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Conclusiones y perspectivas

El teorema principal de este trabajo, nos provee un método de cálculo expĺıcito y
metódico del campo de géneros para extensiones abelianas de campos de funciones
congruentes, explotando la fuerza de los caracteres de Dirichlet cuya idea fue aplicada
por Leopoldt en campos numéricos.

Más adelante se estudiará una reducción significativa de la demostración del Teorema
4.9, estudiando en un solo caso la ramificación general del primo al infinito, incluyen-
do su inercia.

Una pregunta natural es qué pasa para los campos de géneros de los niveles interme-
dios en una extensión Zp, tanto de campos numéricos como de funciones y ver si esto
tiene alguna relación con la Teoŕıa de Iwasawa.
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Notación

En este trabajo se usa la siguiente notación:

N = {1, 2, . . . },
Z = anillo de números enteros,

Q = campo de números racionales,

R = campo de números reales,

C = campo de números complejos,

Fp = campo finito de p elementos Z/pZ, con p un número primo,

Fq = campo finito de q = pr elementos, con p un número primo,

Cm = grupo ćıclico de orden m.

Para m,n ∈ Z, m |n significa que m divide a n, es decir, n ∈ mZ, (m,n) denota el
“máximo común divisor” de m y n, y [m,n] denota el “mı́nimo común multiplo” de
m y n.

El cardinal de un conjunto S es denotado por |S| (entonces |S| es el número de ele-
mentos en S cuando S es finito). Sean I y A dos conjuntos; una familia de elementos
de A indexada por I, denotada por {ai}i∈I , es una función ϕ : I → A tal que ϕ(i) = ai.

∅ denota al conjunto vaćıo;

X ⊆ Y X es subconjunto de Y ;

X ( Y X es un subconjunto propio de Y ;

X := Y X está definido como Y , o es igual a Y por definición;

X ∼= Y X es isomorfo a Y ;

X 6= Y X es distinto de Y ;

x ∈ Y x es elemento de Y ;
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X \ Y denota el conjunto de los x ∈ X tal que x /∈ Y ;

Y [x] denota el anillo de polinomios en la variable x con coeficientes en Y ;

↪→ denota un mapeo inyectivo;∏
denota “producto”;

⊕ denota “suma directa”;

DIP Dominio de Ideales Principales;

D(P | p) denota el grupo de descomposición del ideal P sobre el ideal p;

I(P | p) denota el grupo de inercia del ideal P sobre el ideal p;

e(P | p) denota el ı́ndice de ramificación del ideal P sobre el ideal p;

f(P | p) denota el grado de inercia del ideal P sobre el ideal p;

NL/K(α) denota la norma de un elemento α en la extensión L/K;

TL/K(α) denota la traza de un elemento α en la extensión L/K;[
L/K
P

]
denota el automorfismo de Frobenius;(

L/K
p

)
denota el śımbolo de Artin;

núc denota el núcleo de un homomorfismo;

νp denota la valuación con respecto a p;

2 indica fin de la demostración;

dL/K denota el discriminante de la extensión L/K;

dL denota el discriminante de la extensión L/Q;

k denota el campo de funciones racionales Fq(T ) (excepto en el Caṕıtulo 3 en
donde k denota un campo de constantes);

RT denota el anillo de polinomios Fq[T ];

R+
T denota el conjunto de polinomios mónicos e irreducibles en RT ;

p∞ denota al primo infinito en k;

S denota un conjunto no vaćıo de divisores primos de un campo K (en este
trabajo en general S := {P primo en K |P sobre p∞});
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KH,S denota el campo de clases de Hilbert de K respecto a S (en campos
numéricos se denota simplemente KH);

Fχ denota el conductor del caracter χ;

Cl(K)S denota el grupo de clases de K respecto a S (en campos numéricos
se denota simplemente Cl(K));

Irr(α, x,K) denota el polinomio irreducible de α, en la variable x con coefi-
cientes en el campo K;

Kge denota el campo de géneros del campo K;

k(ΛN ) denota el campo de funciones ciclotómico determinado por N sobre k;

k(ΛN )+ denota el máximo subcampo real de k(ΛN ).

Ln denota el campo fijo por F∗q contenido en k(ΛT−n−1);

Km denota al campo KFqm ;

nK denota al campo KLn;

nKm denota al campo KFqmLn;

carF denota la caracteŕıstica del campo F .

[L : K] denota el grado de la extensión de campos L/K, es decir, la dimensión de L
como espacio vectorial sobre K.

De forma estándar se usan el abecedario gótico fraktur (mathfrak) para ideales:

a b c f m p q A B C M P Q
a b c f m p q A B C M P Q

al igual que el abecedario caligráfico (mathcal) para grupos, ideales o ciertos anillos:

D G H O P
D G H O P
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Fields, Birkhäuser, Boston, 2006.

[36] Washington, Lawrence C., Introduction to Cyclotomic Fields, Springer-
Verlag, Second edition, GTM 83, 1982.

[37] Witt, Ernst, Konstruktion von galoisschen Körpern der Charakteristik p zu
vorgegebener Gruppe der Ordnung pf , J. Reine Angew. Math. 174 (1936),
237–245.

[38] Zhang, Xianke, A simple construction of genus fields of abelian number
fields, Proc. Amer. Math. Soc. 94, no. 3 (1985), 393–395.



94
REFERENCIAS



95
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de funciones congruente, 47
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