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Resumen

En este trabajo se estudian las técnicas expuestas en el articulo Genus fields of abe-
lian extensions of congruence rational function fields (ver [21]) para el cédlculo del
campo de géneros de campos de funciones congruentes. En dicho articulo se da una
construccién del campo de géneros para los campos de funciones congruentes conside-
rando primero el caso dentro de campos de funciones ciclotémicos siguiendo las ideas
de Leopoldt (Teorema 4.2) y se continda al caso general. Como aplicacién se calcu-
lan explicitamente el campo de géneros de extensiones de Kummer, extensiones de
Artin-Schreier y p-extensiones ciclicas de campos de funciones racionales. El campo
de géneros para las extensiones de Kummer fue obtenido por G. Peng [26] y para las
extensiones de Artin-Schreier fue obtenido por S. Huy Y. Li [13].
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Abstract

In this work we study the techniques presented in the article Genus fields of abelian
extensions of congruence rational function fields (see [21]) for the calculation of the
genus field of congruence function fields. This article gives a construction of the genus
field for congruence function fields considering first the case within cyclotomic function
fields following the ideas of Leopoldt (Teorema 4.2) and then the general case. As
applications it is calculated explicitly the genus fields of Kummer, Artin—Schreier and
cyclic p—extensions. The genus field for Kummer extensions was obtained previously
by G. Peng [26] and for Artin—Schreier extensions was obtained by S. Hu and Y.
Li [13].
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Introduccion

El concepto de campo de géneros se remonta a Gauss [9] en el contexto de for-
mas cuadraticas binarias. Para cualquier extensién finita K/Q, el campo de géneros
estd definido como la méxima extensién no ramificada Ky de K tal que Ky es la
composicién de K y una extensién abeliana £* of Q, K4 = Kk*. Esta definicién
se debe a Frohlich [6]. Si Ky denota el campo de clases de Hilbert de K, se tiene
K C Ky C Kpg. Originalmente la definicién del campo de géneros fue dada para
extensiones cuadraticas de Q.

H. W. Leopoldt [20] determiné el campo de géneros Ky de una extensién abeliana K
de Q usando caracteres de Dirichlet, generalizando el trabajo de H. Hasse [11] quien
introduce la teoria de géneros para extensiones cuadréticas en campos numéricos.
M. Ishida describié el campo de géneros K, para cualquier extensién finita de Q [14].
X. Zhang [38] dio una expresién simple de Ky para cualquier extensién finita K de
Q usando teoria de ramificacién de Hilbert.

Para campos de funciones, la nocién de campo de clases de Hilbert como la méxima
extension abeliana de un campo de funciones congruente K /F, no es apropiada, pues
esta tultima contiene a K,, := KFsm para todo ntimero natural m y por tanto la
maxima extension abeliana no ramificada de K es de grado infinito sobre K.

M. Rosen [27] dio una definicién de un andlogo del campo de clases de Hilbert de K
fijando un conjunto finito no vacio S de divisores primos de K. Usando esta definicién,
se puede dar un concepto adecuado del campo de géneros en términos del caso clasico.
R. Clement [4] consider6 una extension ciclica de k := Fy(T") de grado un ndimero
primo [ divisor de ¢ — 1 y hallé el campo de géneros usando teoria de campos de
clases.

Mis adelante, S. Bae y J. K. Koo [2] generalizaron los resultados de Clement siguiendo
los métodos de Frohlich [6].

G. Peng [26] describi6 explicitamente la teoria de géneros para extensiones de Kummer
de grado primo de campos de funciones racionales. Recientemente S. Huy Y. Li [13]
describieron explicitamente las clases de ideales ambiguas y el campo de géneros de
una extension de Artin—Schreier de un campo de funciones racionales congruente.

El objetivo de esta tesis es entender la metodologia y técnicas desarrolladas en
el articulo Genus fields of abelian extensions of congruence rational function fields
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(ver [21]) para el cdlculo del campo de géneros de extensiones abelianas de un campo
de funciones racionales congruente de grado finito.

En el Capitulo 1 encontramos conceptos y resultados bésicos de algebra y de la teoria
de Galois, la cual resulta fundamental en el estudio de los campos de funciones con-
gruentes como se verd en el resultado principal del presente trabajo. También pre-
sentamos la teoria de ramificacién en campos numéricos, asi como las definiciones de
los grupos de inercia, de descomposicion y de ramificacién, las cuales se describen de
forma bastante general y cuyos resultados se pueden copiar al contexto de los campos
de funciones. En el Capitulo 2 encontramos los campos ciclotémicos en el contexto de
campos de funciones, asi como un teorema analogo al Teorema de Kronecker-Weber
para el célculo de la méxima extension abeliana A de un campo de funciones racio-
nales k. Introducimos los caracteres de Dirichlet en campos de funciones, los cuales
jugaran un papel fundamental en nuestro estudio. En este mismo capitulo estudia-
mos el cémputo de los indices de ramificacién via caracteres de Dirichlet para campos
de funciones, culminando con el estudio del campo de clases de Hilbert en campos
de funciones. En el Capitulo 3 encontramos la teoria de las p—extensiones ciclicas
en caracteristica p, en donde estudiamos los campos de funciones congruentes, las
extensiones de Artin-Schreier y los vectores de Witt, de los cuales nos serviremos
para estudiar las extensiones ciclicas de grado p™ en caracteristica p. Todo esto con
la finalidad de entender las aplicaciones dadas al final del trabajo. Finalmente, en
el Capitulo 4 primero hacemos el cdlculo del campo de géneros para un campo de
funciones congruente contenido en una extensién ciclotémica de campos de funcio-
nes. Después presentamos el teorema principal de este trabajo, el cual da el calculo
del campo de géneros de extensiones abelianas finitas de un campo de funciones ra-
cionales congruente. Finalmente tenemos la aplicaciéon de nuestro teorema principal
para el cdlculo del campo de géneros de extensiones de Kummer, de extensiones de
Artin-Schreier y de p—extensiones ciclicas usando los vectores de Witt.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de Galois

Definicién 1.1. Una extensién de campos L/K se dice de Galois cuando es normal
y separable.

Definicién 1.2. Dada una extensiéon de Galois L/K definimos su grupo de Galois,
escrito Gal(L/K), como el grupo de los K-automorfismos de L.

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea F'/K una extension
finita de Galois con G = Gal(F/K). Entonces:

a) La funcion que a un campo intermedio E de F/K le asocia el grupo H de los
E-automorfismos de F', es una biyeccion del conjunto de los campos intermedios
de F/K, al conjunto de los subgrupos de G, cuyo inverso envia cada subgrupo
de G al conjunto de puntos fijos de F'.

b) La extension F/E es de Galois para todo campo intermedio E.

¢) La extension E/K es de Galois si y sdlo si el subgrupo asociado a E es nor-
mal en G. Cuando esto sucede, ¢ : G — Gal(E/K) dado por ¢(o) = o|g
es un morfismo suprayectivo de grupos con nicleo Gal(F/E), de manera que

Gal(E/K) = G/Gal(F/E).

d) Si el campo intermedio E estd asociado al subgrupo H de G y o € G, entonces
oE es un campo intermedio asociado al subgrupo cHo~! de G.

e) [F: K] =G|
Demostracion. Ver [33, pagina 110]. O

Teorema 1.4. Sean L/K y F/K extensiones finitas tal que L/K es una extension
de Galois.
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a) La exstension LEF/F es de Galois y Gal(LF/F) = Gal(L/LNF) por restriccion.
En particular,

[L: K][F: K]

[LF: F = (L2 LOF]y[LF: K] = et

Entonces [LF : K| =[L: K|[F : K] siy solosi LNF =K.

b) El conjunto de campos intermedios {M |F C M C LF} y {M'|LNF C M' C
L} son biyectivos, con biyeccion M — LN M, cuya inversa es M' — M'F. En
particular, todo campo entre F' y LF tiene la forma F(a) con o € L, y si M
y M’ estdn en correspondencia por la biyeccion, entonces M/F es de Galois si
y sélo si M'/LNF es de Galois, en dicho caso Gal(M/F) = Gal(M'/LNF)
dado por restriccion.

Demostracion. Ver [3, page 5. O
Teorema 1.5 (Teorema de Artin). Sea G un grupo finito de automorfismos de un
campo F y sea K = FY. Entonces F/K es una extensién finita de Galois con
Gal(F/K) =gG.

Demostracion. Ver [33, pagina 112]. O

1.2. Ramificacién en campos numéricos

Uno de los problemas centrales que se presentan en la Teoria de Numeros es el de la
ramificacion. Recordaremos a continuacién algunos resultados generales que aplica-
remos a nuestro caso particular de los campos ciclotémicos.

El diferente inverso CDZlK de una extensién de campos numéricos estd dado como el
modulo complementario del anillo de enteros Oy, mediante la traza. Mds precisamente

QZ/lK ={zelL | Trpx(z0L) C O} = Of

Se tiene que @Z}K D Op vy es un ideal fraccionario.
Si p es un ideal primo no cero de Ok, entonces el ideal extendido en Oy, es pOp =
f1...Bg¢ donde

g

[L:K|=> eifi v fi=1[0L/%Bi:Ox/pl.

=1

Si e; > 1, decimos que P; es ramificado y que p es ramificado. Ademds tenemos
que Np/Ri = pfi.
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Definicién 1.6. El discriminante 07 de la extensién L/K se define por 07 /i =
Npyk(®r/x)-

La conexién entre el diferente y la ramificacién estd dada explicitamente por el si-
guiente resultado.

Teorema 1.7. Si p es un ideal no primo de Ok y si pOp = fl---‘BZg, enton-

ces ‘Bf"_l\QL/K, 1 <i < g. Mds aiin, B;* | Dy i siy solo si ple; donde p es la
caracteristica del campo residual O /p.

Demostracion. Ver [34, Capitulo 6]. O
Corolario 1.8. Se tiene que ‘B | Dk siy solo siP es ramificado.
Demostracion. Ver [28, Theorem 7.11]. O

Corolario 1.9. El nimero de primos de Or, ramificados en L/ K es finito y los primos
ramificados son exactamente los divisores de Dy, k.

Demostracion. Ver 28, Theorem 7.12]. O

Definicién 1.10. Con las notaciones anteriores, decimos que p (o que B;, 1 <i < g)
es salvajemente ramificado si p|e; y moderadamente ramificado si p 1 e;.

Con respecto al discriminante, tenemos:

Corolario 1.11. El nidmero de primos de Ok ramificados en L es finito y son exac-
tamente los divisores de p, /-

Demostracion. Se sigue del Corolario 1.8 aplicando la norma Ny k. O

Observacion 1.12. Cuando K = Q, ponemos simplemente 0, := 07,9 y D =
@L/Q.

1.3. Grupos de inercia, de descomposicién y de ramifi-
cacién

Para estudiar la ramificacién en extensiones de Galois tenemos a nuestra disposicién
los grupos de inercia, de descomposicién y de ramificaciéon. Mas precisamente, sea
L/K una extensién de Galois de campos numéricos. Sea p un ideal primo en Ok y
sea P un ideal primo en Of, que divide a p, esto es, pOr, = Pa con a un ideal de Of,.
Sea G := Gal(L/K).
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Definicién 1.13. El grupo de descomposicién D(B |p) se define por

D(B[p) :={o € GloP =P}

Notemos que si 0 € D(B|p), puesto que o(Or) = O y por tanto o induce un
automorfismo & : Op /P — O /P tal que 7lo, /p, = Idp, /p- En otras palabras & €
Gal(Or/B/Ok/p). El mapeo

0:G — Gal(O/B/Oxk/p)

o0
es un epimorfismo. El nicleo de 0 es el grupo de inercia de 3 sobre p. Mas precisamente

Definicién 1.14. El grupo de inercia (3 |p) de P sobre p se define por
I(B|p) :={oc € D(B|p)|o=1dp, jp} ={0c € G|oxr —z € P para todox € OL}.

Se tiene que 117((%3";3)) = Gal(OL/B/Ok /p). En particular tenemos que el grado rela-

tivo o grado de inercia es f(*P|p) := [OL/P : Ox/p] = ||?((§“§))“.

Més ain, el indice de ramificacién e(*P |p) = e de P sobre p, es decir pOr, = Pa
con a € Op, P y a primos relativos, es igual a la cardinalidad de I(B |p), es decir
e(Blp) = [L(B[p)-

En consecuencia se tiene que |[D(B |p)| = e(P|p)f(B|p).

Como L/K es de Galois, tenemos que e(B |p) = e(aP|p) y f(P|p) = f(cP|p) para
todo o € G y si ponemos e :=e(P|p) y f:= f(P|p), entonces [L : K] = efg donde

g es el nimero de ideales primos de Op, que dividen a p, se tiene

pOL = (P1---By)® con f=[0L/PB;i:Ok/p], paratodo 1<i<yg.
Notemos que como Ok /p es un campo finito, digamos que O /p = Fy, luego Op /P =
[F,r, entonces Gal(Or/FB/Ok /p) es un grupo ciclico de orden f generado por el au-
tomorfismo de Frobenius, ¢, : F ; — F ; dado por ¢y(z) = z9. Cuando p no es
ramificado se tiene que I(B|p) = {Id} y por lo tanto existe un dnico 6 € G tal que
6 = @p. Es el automorfismo de Frobenius y se denota por § = [L/TK} Se tiene que

L

o } =obo =0 [L/TK} o~ !. Notemos que

D(oB|p) =oD(B|p)o~" y I(oF|p)=0l(B|p)o".

Definicion 1.15. El simbolo de Artin (L/TK) esta definido por la clase de conju-

()l imee)

Cuando L/K es una extensién abeliana y p es no ramificado se tiene que el simbolo de

Artin consta de un elemento, esto es, (L/TK> € G y satisface (L/TK> (z) = 27 mébd B,

gacion

para todo x € Oy,.
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1.3.1. Grupos de ramificacién

Con la notacién anterior, podemos definir lo siguiente.

Definicién 1.16. Sea G_o := G, G_1 := D(B|p), Go := I(P|p) y en general para
1> —1, i € Z, se define el i—ésimo grupo de ramificacién G; por:

Gi:={0€G_1|oa—acP paratodo ac O}
Proposicion 1.17. Las siguientes condiciones son equivalentes
(I) 0 € Gy, i > —1, es decir, ca — a € B+ para todo a € Op.
(II) om — 7 € P! para un elemento m € Of, tal que vp(m) = 1.
Demostracion. Ver [29, pagina 8]. O

Se tiene que G; es un subgrupo normal de G_1 = D(PB|p), Giy+1 C G;. Ademds, para
i suficientemente grande tenemos que G; = {Id}.

Para o € G_1, o # Id, existe i tal que o € G; \ Git1. Se define ig_, (o) := 1.
Si o = Id definimos i, = co. Notemos que ig_, > i+ 1siy sélo si o € G;. Ademas,
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.18. Sean P y p como antes. Sea s > 0 la potencia de P que aparece en
o0

Dy /- Entonces s = STig_ (o) = > (|Gi| - 1).
o#ld =0

Demostracion. Ver [34, Proposicién VI.6.14]. O

Corolario 1.19. Se tiene que B es salvajemente ramificado si y solo si G1 # {Id}.

Demostracion. Ver [34, Proposicién VI.6.16]. O
Sea K un campo numérico, [K : Q] = n = r; + 2ra. Sean o1,..., o, los 71 encajes
reales de K' y 07,41, -+, Ori4rgs Ori+1s- - - Op +ry 108 279 encajes complejos, es decir

o K — R, 1<i<r,
0'7‘1+j:K_>C7 1 <5 <o, UT1+j(K) SZR

Sea | | el valor absoluto usual de C. Definimos los siguientes valores absolutos sobre
K como sigue |z|y, := |oyz|, 1 < i <11+ 1o, donde |0y, 4| = |G, 42|

Definicién 1.20. Los valores absolutos {| lgi}lgigrl +r, SON los primos infinitos de
K. Los valores absolutos {| |5 },<;<,, son los primos infinitos reales y {| |5, ,,
H<j<r, son los primos infinitos complejos.
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En QQ tinicamente existe un primo infinito, el cual corresponde al valor absoluto usual.
Para [K : Q] = n = r1+2rg se tienen 1 + 72 primos infinitos, r; reales y 72 complejos.

Ahora consideremos L/K una extensién de campos numéricos. Sea w : L — C un
encaje de L y sea 0 = w|k, 0 : K — C es un encaje de K. Notemos que si w es real,
o necesariamente es real, pero si w es complejo, entonces o puede ser real o complejo.

Definicién 1.21. Con la notacién anterior, decimos que w (o o) es ramificado si o
es real y w es complejo, definimos el indice de ramificacién como 2: e(w | o) = 2. Esto
se hace pensando en que [C: R] =2 o en que w|g = w|x = 0.

En el caso de que w y o sean ambos reales o ambos complejos, entonces definimos el
indice de ramificacién como 1: e(w|o) = 1.

En cualquier caso, el grado de inercia lo definimos como 1: f(w|o) = 1 siempre.

2 si w es complejo y o es real,

Se tiene que e(w|o)f(w]|o) = {1 oo caso.

En particular, si fijamos 0 : K — C un encaje. Se tiene que o tiene [L : K| extensiones
a encajes w : L — C. Si w y @ son dos encajes complejos conjugados de éstos, w y @
los consideramos el mismo. Si w es una extensién de o, escribimos w | o.

Entonces

S e(wlo)fw]o) = [L : K].

w|o

Esta formula es exactamente la misma que para los primos finitos:

> e(BIp)f(B|p) =[L: K]
Blp

donde p es un primo de O y B recorre los primos de O, sobre p.

Teorema 1.22 (Campo de clases de Hilbert). Sea K un campo numérico y sea Cl(K)
su grupo de clases de ideales de K. Sea Ky la mdzrima extension abeliana de K no
ramificada en ningun primo, finito o infinito. Entonces Kp es una extension finita y
de Galois de K con grupo de Galois isomorfo a C1(K):

Gal(Hg/K) = CI(K).
Ky recibe el nombre de campo de clases de Hilbert.
Demostracion. Ver [25, Proposition 6.8, page 399]. O

Definicion 1.23. Sea K un campo numérico. Sea Ky el campo de clases de Hilbert
de K. Entonces el campo de géneros K, de K es la mixima extensién de K
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contenida en Kpy que es la composicién de K y una extensién abeliana k* de Q.
Equivalentemente, Ky = Kk* C Ky con k* la maxima extensién abeliana de Q

contenida en Kpg.
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Capitulo 2

Campos de funciones
ciclotémicos

Sea I, el campo finito de g elementos, ¢ = p", donde p es un ndmero primo. Sea
k el campo de funciones racionales sobre Fy, k = F,(T) y sea Ry = Fy[T]. Aqui k
“jugard” un papel analogo a Q y Ry el papel de Z con la diferencia de que hay “varios
7 (k= Fq(g%iS), a,b,ec,deFy,ad—bc#0ysiT = g%i‘g, k=F,(T"), Ry = F,[T"]
serd “otro Z).

Sean € N. Entonces F,(T'/") y F,(T™) son campos de funciones racionales y sin > 1,
Fo(T") G Fo(T) C Fo(TY™). De hecho [Fy(TV/") : Fo(T)] = [Fy(T) : Fy(T™)] = n.
Sea A un campo. Si A C Q, entonces A =Q y si Q C A, entonces Q Z A.

Sea k° una cerradura algebraica de k. Sea A = Endp, (k“*), esto es A = {¢ : k“* —
k] p(a+b) = ¢(a) + ¢((b)y ¢(aa) = ap(a) para todo o € Fy y para todos a,b €
k,Ca}'

Se tiene que A es la [-dlgebra (IF,-médulo + anillo) de los Fy-endomorfismos del
grupo aditivo de £°®. Vamos a considerar dos elementos de A:

1. Sea ¢ el automorfismo de Frobenius de k°* sobre F, es decir ¢ : k% — k@
donde p(u) = u4.

2. Sea pp la multiplicacién por T, up : k°“ — k® donde pr(u) = Tu.

Ahora, si f(T') € Ry = F,[T], entonces la sustitucion T +— ¢ + pur en f(T') nos da
un elemento de A, esto es f(p + pr) : k¢ — £k, si f(T) = ap,T" + - + a1 T + ap,
entonces

flo+ur)(u) = an(p + pr)"(w) + -+ a1(p + pr)(u) + ao(u),

pues (¢ + pr)? = Idgea (p + pr)°(u) = u. Por tanto obtenemos un homomorfismo de
anillos y de hecho de Fy-dlgebras & : Ry — A, £(T) = ¢ + ur, E(f(T)) = f(E(T)) =
f(@+ pr). Observemos que (wo ur)(u) = p(Tu) = T9u9, mientras que (urop)(u) =
pr(ud) = Tuly (uhop)(u) = T4, luego popur = phop. En particular pour # prop.
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Asfi se tiene que k® obtiene una estructura de Rp-médulo via €. Es decir, si u € k¢
y M € Ry ponemos M ou = &(M)(u) = M(¢ + pr)(u), también usamos la notacién

WM = M(p + i) (u).

Si M,N € Ry, entonces uM+N = M 4 N yMN = yNM oy MN — ((, MYN y o MN £
uMuN. Sia € Fy, u® = a(p + pr)°(u) = a(u) = au, por lo tanto, esta estructura de
Rp-médulo representa la estructura de IF,-dlgebra de k.

En adelante al tomar un polinomio en R7 supondremos que éste es no cero, a menos
que se indique lo contrario.

Proposicién 2.1. Si M = a7+ -+ aiT + ay € Ry, ag # 0, entonces u™ =

d v 4
> [M} ud', donde []\f] es un polinomio en Ry de grado (d—i)q". Ademds Hﬂ =M,

=0

d
[A(ﬂ = ag. Finalmente [Af] =a;+ Y. anhy(i,T) donde
n=i+1
hali,T) = Y IO
0<j1 < <jn—i<i
(el grado de h,(i,T) se obtiene con j1 = - = jn_; =i y es igual a (n—1i)q’, (jo =0)).
Demostracion. Ver [16, pagina 3. O

Por Aj; denotaremos el conjunto de elementos de k°* que corresponden a la M-torsién
de k. Esto es, Ayy = {u € k°|u™ = 0} es el conjunto de ceros del polinomio en la
variable u, u™ € Ry[u).

Puesto que Ry es conmutativo, si u € Ay vy N € Ry, entonces N ou = u®N € Ay,
pues: M ou = (MM = VM = MN = (xM)N = 0N = 0, por lo tanto Ay es un
Rp-submédulo de k. Si o € F,\ {0}, Ay = Agar, pues: u = (w2 = a(uM) =0
si y sélo si uM = 0.

Proposicién 2.2. Como polinomio en u sobre k, u™ es separable de grado q* donde
d = gro M. Por tanto Ay es finito con q¢ elementos y es por tanto un espacio vectorial
de dimension d sobre IF,,.

d M)

Demostracién. Sabemos que uM = > [ . ] u? . Derivando con respecto a u tenemos

i=o L ¢

(uM) = []\(ﬂ = M # 0. Por tanto uM es separable de grado ¢q%. Ademéas Aps es

Fo-médulo y [Ay| = gr,u™ = ¢, por tanto dimg, Ay = d. O

h h
Proposicién 2.3. Si M = [[ P, entonces Ayr = @ Apes como Rp-mddulo.
i=1 =1
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Demostracion. Como Aps es Rp-médulo y R es un dominio de ideales principales
(D.I.P), todo médulo de torsién A se descompone como: A = @ A(P) donde A(P)
P

es la unién de las P™-torsiones, variando n € N y P recorre los elementos primos de
Ryp. Para A=Ay
0 siP¢{P,...,P,}

h
por lo tanto Aps = @ Apes. O

i=1 ¢
Proposicion 2.4. Si M = P™, P irreducible, entonces Ap; es un Rp-mddulo ciclico.
Demostracion. Ver [29, pagina 157]. O
Teorema 2.5. Para M € Ry, Ay = Ry /(M) como Rp-mdédulo. En particular, Ay

es Rp-ciclico.

h h
Demostracion. Se tiene que Ay = @ Apei, donde M = [[ P. Cada Apes es Rp-
i=1 ¢ i=1 :
ciclico y ademds A po; es la P-componente primaria de Ay por lo tanto Ay es ciclico

e hecho, si ieséenera or de Apa;, A= A1 + -+ Ap, es generador de Ayy).
de hecho, si A dor de Apei, A = A A dor de A

Ahora, sea A un generador de Ay Si 6 : Ry — Ay, donde 0(A) = A4, entonces
0 es un epimorfismo y Ay = Rp/(nich), nich = ann()) := {A € Rp|\ = 0} =
ann(Ays). Observamos M € nicf pues AM = 0, luego (M) C niicf. Por otro lado
|Rp/(M)| = ¢%, d = grM, |Ap| = ¢ implica niicd = M y Ry/(M) = Ayy. O

Definicién 2.6. Para M € Ry, se define ®(M) = |(Ryp/(M))*|.
Proposicion 2.7. 5i N, M son primos relativos, entonces
(Br/(MN))" = (Rr/(M))" x (Rr/(N))".

Demostracion. Como M y N son primos relativos, tenemos que (MN) = (M)(N) =
(M)N (). Luego por el Teorema Chino del Residuo Ry /(M) x Rp/(N) = Ry /(M N
N) = Rr/(MN), por lo tanto Ry/(MN) = Rp/(M) x Rp/(N). De donde

(Rr/(MN))" = (Rr/(M))* x (Rr/(N))*.

Proposicion 2.8. Se tienen los siguientes resultados
i) Si (M,N) =1, entonces ®(MN) = ®(M)P(N).

ii) Si P es irreducible, ®(P) = q* — 1, donde d = grP.
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ii) Si P es irreducible, ®(P") = |Ry/(P"1)|®(P) = ¢¥ — ¢?»—1),
Demostracion. i) Por definicién ®(MN) = [(Rr/(MN))*|, puesto que M y N son

i)

iii)

primos relativos, por la Proposicién 2.7 se tiene que (Rr/(MN))* = (Rp/(M))* x
(Rp/(N))*. Tomando las cardinalidades, tenemos

(R /(MN))*| = (R /(M))*|(Br /(N))*],
por tanto @ = |(Ry/(MN))*| = |(Ry/(M))*]|(Re/(N))*] = ®(M)®(N).

Tenemos Ry = [T, luego Rr/(P) = F,[T]/ (P(T)) = F4(a), con a alguna
rafz de P(T) el cual es un polinomio irreducible. Tenemos que |F,(a)| = ¢¢,
donde d es el grado de P(T), luego |Ry/(P)| = ¢%. Ahora tenemos que ®(P) =
|(Rr/(P))*| donde (Rr/(P))* = Rr/(P)\ {0} (pues Rr/(P) es campo), por lo
tanto ®(P) = |(Rr/(P))*| = ¢* — 1.

Sea 0 : (Rp/(P™)* — (Rr/(P"1))* la proyeccién natural (A méd P"
Améd P71 A € Ry), entonces nic = {A méd (P?)|[1 = Améd (P 1)},
Dado A € niicf, se tiene P" YA — 1, es decir, A = 1 + BP"! para algtin
B € Ry, por tanto A méd P* =1+ BP" ! méd P", B € Ry, observemos que
si P|B, entonces 0 = BP" ! méd P", asi nticf = {1+P" 1B méd P"|B € Rr}.

Veamos que nicf = Rp/(P). Sea v : Rp/(P) — nic#, donde B méd P — 1 +
P 1B méd P, luego A = Bméd Psiysélosi A= B+ HP, algin H € Ry si
y sélosi 1+P" 1A méd P* = 1+P" 1 (B+HP) méd P" = 14+P"'B méd P,
por tanto 7y estd bien definida y es monomorfismo. Por otro lado, v es sobre, pues
para B € Ry, 7v(B méd P) = 1+ P! méd P". Se sigue que nicf = Ry /(P).
Luego la sucesion

0 ——= Rp/(P) —= (Ry/(P")) —"= (Ry/(P""))" — 1
es exacta, se sigue que (R /(P"Y))* = (Ryp/(P™))*/(Rr/(P)), por tanto ®(P")
= |(Rr/(P"1))*||Rr/(P)| = ®(P"")q".
Ahora, por induccién veamos que ®(P") = qin — gdn=1)
Por el resultado anterior, para n = 2 se sigue ®(P?) = |(Ry/(P*1))*||Rr/(P)|
= |(Rr/(P))*||Rr/(P)| = (¢* — 1)¢® = ¢*® — ¢%. Ahora suponiendo vélido
O(P™) = ¢* — ¢ 1) se tiene

B(P") = ®(P")g" = (¢™ — ¢"" Vgt = "D — g,

Por tanto ®(P") = ¢ — ¢,
O

Proposicién 2.9. El Rp-mddulo ciclico Ay tiene exactamente (M) generadores.
De hecho, si \ es cualquier generador y A € Ry, entonces \* es generador si y sdlo
st (A, M) =1.
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Demostracion. Se tiene Ay = Ry /(M). Sea A un generador de Ajps. Sean (A, M) =1
y € € Ay Se tiene € = AP para algin B € Rp. Existen S, U € Ry tal que 1 =
SA+ UM, luego B = BSA+ BUM, ¢ = \B = \BSA+BUM _ \BSA | \BUM _
(ANBS 1 (AM)BU — (A\4)BS por lo tanto A4 es generador. Reciprocamente, si A4
es generador, entonces existe B € Rpr tal que ()\A)B = )\, es decir, MB-1 = 0.
Pero A es generador de Ays y ann(Ap) = (M), lo cual implica M|AB — 1, entonces

AB =1méd M, por lo tanto (A, M) = 1. O
Definicion 2.10. El polo de T', po, sera de ahora en adelante el “primo infinito”,
50
(T = —.
Poo

Definicién 2.11. Sea M € Ryp. El campo k(Ays), que es el campo generado por
k = TF,(T) al adjuntarle Aps = {u € kju? = 0}, se le llamard el campo de fun-
ciones ciclotémico determinado por M sobre k.

Puesto que Ay = Ry /(M) es Ryp-ciclico, digamos generado por Ay = A, entonces

Ay = {M|A € Ry}
y tenemos k(Apr) = k(\). En efecto, si &€ € Ay, entonces &€ = A para algiin A € Ry,
luego
€= Al + pr)(A) € kAL ATN}) = k(N).
Ahora bien, como k(Ajps) es el campo de descomposicién del polinomio separable
F(u) = uM € k[u], se sigue que k(Apr)/k es Galois. Més atin, si M(T) = agT%+-- -+
a1 + ap,
M d M d—1 M
M _ q q . q
U —[d]u +[d_1]u + —I—[l}u—i—MueRT,
por lo tanto los elementos de Ay son enteros sobre Ry (notemos que Ay = Aa;1 u Yy
que a;*M es ménico). Sea Gy = Gal(k(An)/k).
Proposicién 2.12. La accion de Gy sobre k(Aps) conmuta con la accion de Ry,
esto es, siu € k(Apyr), 0 € Gy, N € Ry, tenemos o(u’) = (o(u))N.

h
Demostracién. Seau € k(Ajyr). Primero veamos que v € Ay, en efecto, u = a;u;
q ) b} b

i=1

h
ai €k, u; € Apg, uN =Y aulN, a; € k, ul¥ € Ay, Por dltimo
i=1

= i = qt _
o) = (ZO HE ) =3 [T et =
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Proposicién 2.13. El grupo Gs es un subgrupo de (Rr/(M))*. En particular k(A )/k
es una extension abeliana y [k(Apr) : k] < ®(M) = |(Rr/(M))*|.

Demostracion. Ver [35, page 423]. O

Definicion 2.14. Sea S € R7 un polinomio ménico. Definimos el polinomio S-
ciclotémico por

Us(w):i= [ (=A%)
(B,S)=1
gr B<gr S

donde Ag es un generador de Ag. Se tiene Ug(u) € k(Ag)[u]. Mds ain, se tiene que
Ug(u) € klu], pues, dado o4 € Gs = Gal(k(Ag)/k). Entonces o4(\g) = A& y si
(B,S) =1, 04(A\8) = \BA, con (AB, S) = 1. Por tanto

oa(Usw) = J[ (u—x5"
(B,S)=1
gr B<gr S

Tomando AB moddulo S y puesto que multiplicacién por A es un automorfismo de
(Rr/(S))*, se sigue que o4(¥g(u)) = Vg(u), o4 € Gy de donde ¥g(u) € kful,
gr Ug(u) = ®(S5). Para R, S € Ry escogemos los generadores de Ar, Ag y Ags por
AR, AS ¥ ARs, sujetos a )\%S = AR, )\gs = \g. Més precisamente, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 2.15. Eziste un sistema {A\p} mery 5 tal que Ay genera a Apyr como
M mdnico

Rp-mddulo y para todos M, N € Ry si N | M, entonces )\]]\\74 = AM/N-
Demostracion. Ver [35, page 424]. O

Proposicién 2.16. Si M € Ry, d = gr M, entonces >. ®(N) = ¢%.
N|M

Demostracion. Supongamos primero que M = P" para algiin P € Ry irreducible, tal
que d = gr P. Entonces M =ngr P = gr P" = nd. Luego

ST e(N) = i@(zﬂ) =1+ zn: (P =1+ zn:(qid — g~y
=0 =1 i=1

N|M
=14+ ((¢" =)+ (@ =g+ + (¢ = ") 4 (¢ = DY)
=14+ (qndi 1) — qnd — C]ng'
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T
Ahora supongamos M = P ... P con d = M, es decir d = ) gr P;", entonces de
i=1
la ecuacién anterior se sigue

(673 T T (673

STV = S @) s(Pp) = [[@(F0) + -+ a(P)) = [[( @(PH)
N|M B8;=0 i=1 i=1 B;=0
_ H & pei _ qi;l gr P _ i _ qd'
=1

Proposicion 2.17. Sean M, N € Ry, monicos.
1. Si N # M, entonces (¥pr(u), Un(u)) = 1.

2. uM = [ Y(u).
N|M

3 Wyr(u) = T @™)*M/N) - donde
N|M

1 st D=1,
(=1)* siD=P...P;,
los P;'s son irreducibles distintos.

0 otro caso.

4. Upr(u) es irreducible.

Demostracion. 1. Sea D(u) = (VUpr(u),¥Un(u)). Si D(u) # 1 (es decir, D es
un polinomio no constante), entonces, existiria A\ € k raiz de D(u), y ya que
D(u)|¥ps(u) y D(u)|¥n(u), se sigue que ¥pr(A) = Un(A) = 0, es decir A =
My = A para algunos (A, M) = (B,N) = 1, con grA < grM y grB < grN.
Se sigue que A = )‘fﬁv = )\ﬁ%, y por tanto AN = BM, por lo que A|B y BJA,
es decir A = B. Por tanto M = N, lo cual es una contradiccién. Por tanto,
D(u) =1, es decir, (¥s(u), Uy (u)) = 1.

2. Dado A € K con Wp(\) = 0, entonces A = A\ para algin (4, M) = 1.
Si D|M, se sigue que M = DB para algtin B € Ry, luego \M = (Xg)DB =

(AB)AB = 0. Puesto que se tomé \ arbitrario, se sigue que W p(u)|u™. Por tanto
D|M

Por otro lado, por la Proposiciéon 2.16

gr (J] ¥p(w) =3 @(D)=¢" " =gru,

DIM D|M
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es decir, gr uM = gr( [] ¥p(u)), por lo tanto uM = ] ¥(u).
DM N|M

3. y 4. Ver [35, Chapter 12].
O

Proposicion 2.18. Sea M = P", P € Ry mdnico e irreducible, d = gr P. Entonces
todo divisor primo de k diferente de P y po es no ramificado en k(Apn)/k. P es
ramificado en k(Apn)/k y su indice de ramificacion es ®(M) = ®(P") = ¢"d¢—q—14,

Demostracion. Consideremos el diagrama

Oy ———k(Ay)

Rp——k
Donde Oy = Opn es la cerradura entera de Ry = Fy[T] en k(Ap). Como Ry es
Dedekind, tenemos Oy es Dedekind. Los primos ramificados diferentes a po, son los
que aparecen en el discriminante de Op;/Rp. Sea A un generador de Aj;. Entonces
Rr[Ap] € Opr. Sean g(u) = Trr(u, M k) € Rrlu] C k[u] y f(u) = uM. Puesto que
fA) =0, g(u)|f(u), luego f(u) = g(u)h(u) para algin h(u) € kfu]. Se tiene:
M = f'(u) = K (u)g(u) + hu)g(u),

y evaluando esta iltima igualdad en u = X se tiene

M = f'(A) = 1(N)g(A) + h(N)g'(N)
=0+ h(A)g' (M)

Se sigue que (¢'(N))o,, | (M)o,, = P™. Puesto que el diferente
Doy /rr = {F'(a) | aces entero y k(Ay) = k(a), F(u) = Irr(a,u, k) },
se tiene Do, /r, [ (9'(N))o,, v asu vez (9'(N))o,, | P* con P" = (Py---Pp)*", donde
POy = (P1---Pp)". (2.1)

Por tanto los tnicos posibles primos ramificados son P y pso. Ahora, calculamos
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e= ek(AM)/k(Pi‘P)- Se tiene

donde

Notemos que

b0
u T
(u) 'LLPn71 H \IJD (U) (u Oé)
D|Pn—1 a€Apn \Apnfl

« generador de A pn (A,P™)=1
gr A<gr P"

= Upn(u),

por lo tanto

7

= = _ A — : P Pr—1yg -1
t(u) = Upn(u) [ = =P+ [ |@" )L

(A,M)=1 i=1
gr A<gr M
Para u =10
to)=+ J[ »=P (2.2)
(A,M)=1

Ahora, u? = u(F(u)) para algin F(u) € Rrlu], luego A = A(F())), entonces A|A4
en Oy, para (A, M) =1, A\ también es generador. Por simetria A\ |\, por lo tanto

A= Ba?, (2.3)
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con 4 € Oy

Usando la Ecuacién (2.2) obtenemos +P = BoA®(M)  para algin By € O3,. Por lo
tanto (2.1) nos da (Pr---Pp)° = (P)o,, = (A*M)o,, = (WG
tiene que la valuacién vp,(A) > 1 se sigue vp, (A*(M)) > &(M). Entonces e > ®(M).
Luego e > ®(M) = [(Rr/(M))*| > |G| = [k(Anr) : k] > e. Por tanto e = ®(M) =
(k(Anr) : K] = g% — gnDA. a

. Puesto que se

En particular, de la demostracién tenemos

[T ¥p(u)

ul" D|Pn
t(u) = = =Upn(u) = I | u— A4
( ) uPnfl H \IJD(u) P ( ) (AM)_I( )
D|pn—1 Vo
gr A<gr M

Es decir, el polinomio ¢(u) encontrado en la Proposicién 2.18 no es otro que el P"-
polinomio ciclotémico.

Teorema 2.19. Sea M € Rr \ {0}, mdnico. Entonces:
i) ¥(u) =Irr(\,u, k) (en particular W(u) es irreducible).
ii) Gy = Gal(k(Apr)/k) = (Rp/(M))*.
iii) [k(Ap) < k] = ®(M).

iv) Si M = P™ para algin polinomio irreducible P, entonces p es totalmente rami-
ficado en k(Ayr)/k, donde (P)g = -

gr P
Poo

Demostracion. Ver [35, page 427]. O

Corolario 2.20. k(A7) /k es una extension geométrica, es decir, el campo de cons-
tantes de k(Ayr) es Fy (el mismo que el de k).

Demostracion. Sea M = Py --- P,

r

k(Ay) = Hk(APiai).
i=1
Para cada 1 <i <r, sea E; := k(Ap/P) = k(A

o Qi1 H%i41 a
AT A A ...prr)

E;,—/—k(Aym)

/

k—/— k(APiai)
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Se tiene Gal(k(Anr)/E;) = Gal(k(Apei)/k). Sea R la maxima extensién de k no
ramificada y contenida en k(Ayy),

kC R Ck(Ay).
Ahora k(Apr)/E; es totalmente ramificada en P; y F;R/E; es no ramificada. Esto

implica que E;R = E;, entonces R C F;. Por lo tanto R C () E; = k, de donde
i=1

k=R Z

Por tanto, toda extensién S/k, S # k, S C k(Ajr), es ramificada. Sea Fys el campo
de constantes de k(Aps). Se tiene que k C s (T') C k(Aps) es no ramificada por ser
una extensién de constantes. Entonces Fys C k, por lo tanto s = 1. 0

Proposicion 2.21. Sea M = P™, con P € Rp mdnico e irreducible. Entonces

P . . o . .
Upn(u) = uif,ﬁ es un polinomio de FEiseinstein en P. En otras palabras, si

D pn(u) = w4+ ag_qud M+ 4ap € Rrplul,
entonces P divide a; para todo 0 < i < d—1, y P% no divide a ag.
Demostracion. Ver [35, page 429]. O
Corolario 2.22. FEl polinomio ¥ pn(u) es irreducible.
Demostracion. Se sigue del criterio de Eisenstein. O

Definicién 2.23. Consideremos una extensién de Galois L/ K de campos globales (es
decir, L/K son campos numéricos o campos de funciones con campos de constantes
finitos). Si P es un primo de k no ramificado y P un primo en L tal que P divide a
Py L(P)/k(P) es la extension de campos residuales (ver [34, pagina 41]), entonces

e

7 ] : L(P) — L(P)

denota el automorfismo de Frobenius. Si P? es un conjugado de P,

][]

En el caso de que L/k sea abeliana, [%ﬂf] no depende de P, solamente de P (es
decir, del primo en k). En este caso ponemos: (%k) el cual se llama el simbolo

de Artinen Py (%&) estd determinado por: (%’“) (z) = 29 méd P, para todo

x € Op donde P = {§{ € L|vp(§) > 0}, vp es la valuacién asociada al primo P
(ver [34, pagina 28]), d = grP y ¢¢ = |k(P)|.
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Corolario 2.24. Sea P un primo que no divide a M. Entonces ¢ € Gy dado por
op(\) = A, X € Ay corresponde al simbolo de Artin (M)

Demostracion. Se tiene k(P) = Rr/(P) = F_a donde d = gr P. Entonces si P es
primo en k(Ayy), tal que P divide a P,

para A € Op, A € Ay Como u” = u¥p(u) = u(u” ™ + -+ fru+ fo) y P divide a
B; para todo 7, tenemos
AP = 24" méd P,

A€ Ay Ahora: u™ [ (u — M). Tomando la derivada de u™ con respecto a u,

Améd M
grA<grM

tenemos M = > [T (u—AP), constante en u. Tomemos u = A°,
A méd M B méd M
B#A

M= ] (A% =A5).
C+#B
Puesto que P no divide a M, tenemos
A £ AP mod P,

para todo C' # B méd M. Lo cual implica (Mpf)/k) (A) =X =pp(N). O

2.1. Ramificacion en p

Se desea probar lo siguiente:

Sea M € Rr\ {0}. Entonces po, se descompone en ®(M)/(q— 1) divisores primos de
k(Apr). Ademds e = g — 1y el grado de cada primo encima de po €s foo = 1.

Para probar este resultado desarrollaremos el Método de Newton y probaremos el
Lema de Abhyankar.

Primero, sea F' un campo completo con respecto a una valuacién discreta v con lugar
P. Sea () una cerradura algebraica de F'. Sea

f(z) =ap+ a1z +--- + apa”,

ap, a; # 0. A cada sumando de f(z) le asociamos un punto en R x R de la siguiente
forma: si a;x' # 0, (es decir, a; # 0) tomamos (i,v(a;)) y si a;x' = 0, (es decir,
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a; = 0) tomamos el punto inexistente (i,00) = (i,v(a;)), (es decir, no escogemos
ningtn punto). Formamos la cubierta convexa inferior del conjunto de puntos

{(i,v(a;))|i =0,1,...,n},

la cual llamamos poligono de Newton.

vz 2 (an))

(0, er{an))

(F, 1 (exg )y

Maés precisamente, los vértices de la cubierta son:

{(0 =g, v(ao)), (i1, v(ai))s - - -, (im = n,v(an))}
donde primero consideramos S = {i > 0|a; # 0} y sea i; el maximo indice tal que
I/(ai). —v(ag) _ min V(CL]')' —v(agp) jesl,
1—0 7—0
12 es el maximo indice tal que

71— 1 J—u
etc.
Proposicién 2.25. Supongamos que (r,v(a,)) <> (s,v(as)) con r < s es cual-

quier segmento del poligono de Newton de f(x) la cual tiene pendiente vias)—v(ar) _

S—r
—m. Entonces f(x) tiene exactamente s — r raices ay,...,0s_y con v(ay) = -+ =
S—T
V(O‘sfr) =m. Mds ain fm(x) = H (:E - ai) € F[x] Y fm(m) ‘ f(x)
i=1
Demostracion. Ver [35, page 431]. O

Regresando a nuestro estudio de los campos de funciones, tenemos:

Proposicion 2.26. Sea M = P", P mdnico e irreducible en Ry, d = gr P. Enton-
ces Poo Se descompone en ®(M)/(q — 1) divisores primos en K(Apr). El indice de
ramificacion es e = q— 1 y cada uno de estos primos tiene grado de inercia foo = 1.
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Demostracion. Sea B un divisor en K(Aps) sobre po. Puesto que la extension es
de Galois, es suficiente probar que ey = ¢ — 1y fis = 1. Sea p el divisor primo de
k(Ap) C k(Ap) bajo B es decir

Primero probemos que ez = q—Pl y fs = 1y después que p se descompone totalmente
en k(Ay)/k(Ap). Sea g(u) = “~ = Up(u) y k(Ap) se obtiene de k al adjuntarle las
raices de g(u). Ahora,

donde

Sea koo la completacion de k en poo y sea Vo la valuacién correspondiente. Entonces

()=o)

g —1

g—1 i
Pongamos h(u) = . f;(T)u?, tenemos f;(T) # 0 si y s6lo si j = -1
j=0

Tomando todos los vértices

. ¢ —1 :
G vl fAT))) = (q “l - W) — 5
La pendiente entre ; y 5;11 es:
—(d—=(i+1)g"" + (d—i)q' ,
Si = - q¢+1_)3q qi_l( 7 _ .- —d(g—1)+q+ilg—1) < Sit1,
g—1 = q—1
por otro lado, las pendientes se incrementan con i, luego By, 81, .- ., Bq €s:
So=—d(g—1) +gq.

Como

(A S S R

g-1 7

h(u) tiene una raiz 6 en ko, con ve(0) = d(q—1)—q. Ahora, puesto que g(u) = h(ud™1),
k(Ap)p = koo(X) donde A es rafz de u?=1 — 0, esto es AN971 = 6. Sea v, la valuacién en
kE(Ap) sobre va y €y = €(p | Poc). Se tiene
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(@ = Drp(N) = (A1) = 13(0) = eprac(8) = ep(d(q — 1) — q).

Puesto que (d(g —1) —¢,¢g — 1) =1, tenemos ¢ — 1| e, = ¢ — 1, es decir k(Ap),/kx
es totalmente ramificada (e, = ¢ —1, f, = 1).

Ahora veamos que p se descompone totalmente en k(Aps)/k(Ap). Sea A raiz de g(u),
w(A) =d(g—1)—q,
Pn
u e e
it = Upn(w) = Up(u”T) = g(u”),
u

k(Apr) se obtiene de k(Ap) adjuntandole cualquier rafz de g(u”" ). Asf k(Ay) se
obtiene de k(Ap) adjuntandole una rafz de u”"~" — X (pues A € Ap es generador, si
Apn es generador de Ajy, )\gn_l = Apn/pn-1 = Ap es generador de Ap). Calculemos

el poligono de Newton de uP" ™" — A. Se tiene:

(n—1)d

Pnfl_ o Pn_l qi_
U A= Z [ ; ]u A,

i=0
sean y—1 = (0,4(=A)) = (0,d(¢—1) —q) ¥y

([ ) - ()

= (¢',~(q = 1)(d(n 1) = i)q"),
0 <i < (n—1)d. La pendiente de v_1 a 7 es:

—(¢—1)(d(n —1))¢° — (d(¢ — 1) — q)
1-0
La pendiente de ~; a ;41 es:

=—dn(qg—1)+q=1_1.

—(¢—1)(d(n—1) = (i+1))g"" + (¢ — 1)(d(n — 1) — i)q'
qi—l—l _ qi

=—(¢—1)d(n—1)+i(qg—1)+q=t; < tit,

t1=—dn(qg—1)+q < —(g—1)d(n—1)+q = to, por lo tanto 71,70, - - -, Y(n—1)a SO0
los vértices del poligono de Newton. El segmento de v_;1 a v muestra que u’ o

tiene una raiz en k(Ap),. Puesto que la extensién es de Galois, k(Ay)p = k(Ap)y,
luego f(B|p) =e(B|p) =1. O

Para probar el resultado anterior pero en el caso general, serd necesario el Lema de
Abhyankar. Para ello necesitamos primero el siguiente resultado:
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Lema 2.27. Supongamos que G es un grupo finito y U es un subgrupo normal de G,
|U| =p™ (conp=1 o p un primo) y supongamos G /U es un grupo ciclico de orden
primo relativo a p. Sea Hy < G con p™||H1|. Entonces para todo Hy < G se tiene
que H1 N H2 = (’H1|, ’HQD

Demostracion. Ver [35, page 433]. O

Teorema 2.28 (Lema de Abhyankar). Sea E/F una extension finita y separable de
campos de funciones, E = F1Fs con FF C F; C E, i =1,2. Sea p un divisor primo de
F, B primo en E tal que P |p yP; = PN F; la restriccion de P a F;, parai=1,2. Si
al menos una de las extensiones P1 |p o Po | p tiene ramificacion moderada, entonces

e(Blp) = [e(B1[p), e(Ba[p)].

Demostracion. Sea E tal que E/F es una extensién finita y de Galois, £ C E y sea ‘B
primo en E tal que ‘B es la restriccién de B en E. Sean g = I(B|p), H; = i(B|P,),
i =1,2.Seap = carF, sicarF # 0yseap =1, si carF = (. Se tiene que alguno de los
primos B; divide a p. Entonces e(J31 | p) = 1. Ahora, si U es el p-subgrupo de Sylow de
G, entonces U es subgrupo normal de G (ya que U es el primer grupo de ramificacion,
que es subgrupo normal del grupo de inercia G). Tenemos U C Hj pues la ramificacién
salvaje estd concentrada en B /B y G/U es ciclico de orden primo relativo a p, luego
satisface las hipétesis del Lema 2.27, por lo tanto |Hy N Ha| = (|Hi|, |H2]).

Ahora, E = F|F, implica que Gal(E/E) = Gal(E/F\) N Gal(E/Fy) y I(B|P) =

I(B[PB1) N I(B |P2) = H1 N Ha, luego

e(B[P) = [1(B|P)| = [H1 N Ha| = (|Hil, |Ha|)
= (e(B[P1),e(B[Pa2))
= (e(B | B)e(B[PB1),e(B[P)e(B[PBe2))

=e(B[P) (e(B[B1), e(B[P2))
lo que implica que (e(B |B1),e(B|P2)) =
Por otro lado e(B |P) = e(B | P1)e(Pi1 |p) = e(B | P2)e(P2 | p). Se tiene que ax = by
con (z,y)=1,a,b, x, y € Z\ {0} implica [a, b] = ax = by. Entonces

e(Blp) = [e(Prlp), e(PB2|p)].

]

Teorema 2.29. Sea M € Ry, M # 0. Entonces p €s moderadamente ramificado
en k(Apr)/k. De hecho eao = q—1, foo =1 Yy goo = ®(M)/(q —1).

Demostracién. Si M = P --- P k(Ay H k(A P o)y e(Bi|po) = q¢—1, la

ramificacién es moderada, pues (p,q — 1) 1 Por el Lema de Abhyankar, e,
[q—1,....,9 — 1] = ¢ — 1. Ademsds, todos los grados de inercia relevantes son
entonces foo = 1.

=
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Proposicién 2.30. Sean M € Ry no cero y P irreducible, P # po tal que P { M.
Entonces en k(Ap)/k, ep =1, fp=0o(Pméd M) y gp = ®(M)/fp.

Demostracion. Sea A = A\ps generador de Ajpy. Entonces k(Ayr) = k(XN). Sea B divisor
primo de k(Apr) tal que B |p. Sean

Op = {€ € k(An) [ vp(§) = 0}

fp =10y : (Rr)p/P(Rr)p] = [(Om)p/B(Om) : Rr/P].

Se tiene que P no es ramificado en k(Ayr)/k v ¢p (que corresponde al simbolo de
Artin), estd dado por p(\) = AP, Tenemos o(pp) = fp. Es decir, fp es el minimo
tal que cpép = Id € Gy, donde Gy = Gal(k(Aar))/k). Luego <p£ = Id si y sélo si
goé()\) = Asiy solosi AP/ 71 =0 siy sélo si M| P! —1siysélosi P/ =1méd M
por lo que fp = o(P méd M). O

Por lo tanto tenemos el teorema general:

Teorema 2.31. Sea M = P"' --- P y consideramos k(M) /k. Si P # Py, ..., Py,
Poo, entonces ep = 1, fp = o(P méd M), gp = ®(M)/fp. Si P = P;, i < i < h,
N a; N 1 M _ ey O(M/P) .

P =9, oo =q—1, foo =1, goo = ®(M)/(q = 1).
Demostracién. Ver [35, Chapter 12]. O

Observacién 2.32. Sea M € Ry, M # 0. Si A =« € F, € (Rp/(M))*, entonces
oaA(A) = 0a(N) = A* = al.

Proposicion 2.33. Se tiene que F; es isomorfo al grupo de inercia de cualquier
divisor primo de k(Apr) sobre poo.

Demostracion. Ver [7, page 161]. O

Definicion 2.34. Sean M € Ry, M # 0, y Gy el grupo de inercia de cualquier divi-
sor primo de k(Ays) sobre poo. El campo k(Apr)t = k(Ap)¢, se llama el maximo
subcampo real de k(Apy).

Se tiene [k(Arr) : k(Ap)T] = ¢ — 1y poo se descompone totalmente en k(Ay)™ /k en
®(M)/(q — 1) divisores primos.

Para cualquier M € Ry, recordemos que Op; denota la cerradura entera de Ry en
k(Anp).
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Proposicion 2.35. Supongamos que M = P" para algin polinomio irreducible P.
Entonces Opr = Rr[Ay] donde A\yy es un generador de Ay

Demostracion. Sea A = \j;. Como A es entero, tenemos Rp[A] € Oyy.

Sea o € Oyy. Notemos que {1, ), ..., \*)~1} s una base de k(Ays)/k, luego existen
ag,ai,. .., ay € k tales que a = ag+ai A+ - - - +ap A" donde h = ®(M) — 1. Queremos
mostrar que a; € Ry para ¢ = 0,...,h. Por la demostracion de la Proposicién 2.18
tenemos que vp(A) = 1 donde P es el (tnico) divisor primo de k(Ajr) sobre p y
(P = pgfp. Claramente, (') = i + ®(M)vp(a;) = i méd ®(M). Asi, cuando

oo

i #j,a; #0y a; # 0, tenemos vy (a;\?) # up(ajN). De esto se sigue que 0 < vy =
m;;%{l/cp(ai)\i)} = m;é%{z + ®(M)vy(ai)}. Por lo tanto, vp(a;) > 0 para todo i. Ahora,
a; a;

para cualquier o4 € Gy tal que o4(\) = A4, tenemos

o =oa(a) = ap+ e\ + -+ ap(AH, (2.4)

donde A méd M € (Rp/(M))*. Si {Ay,... Ap(a)} es un conjunto de representantes
de (Rr/(M))* obtenemos de (2.4), denotando a; = o, \; = A, que

a1 1 )\1 )\% s )\}f ag
« 1 A A2 D\ a
(M) h+1 Apy1 h+1 h
El determinante de la matriz [/\f } l<i<hs1 €S un determinante de Vandermonde, asi
0<j<h
que det [Aﬂ IT (N —X)=A. Luego
1<t<i<h+1
oA - AT AT
det | : : : : :
_ I )‘;;11 Qh+1 )\;L—:*ll AN b
a; = 3 7 —
]. Al )\1 A Al A
det | : : :
h
1 Ay )‘%H A

donde b; € Oy;. Por la demostracién de la Proposicién 2.18, para todo A méd
(Rp/(M))*, tenemos A = B\ y P = BoA®M) para algunos (4,5 € O3, En-
tonces para cualquier divisor primo q en k(Ays) que no divida a p ni a ps, tenemos
vq(A) = yq()\A) = 0. De esto se sigue que el soporte del divisor de polos de a; puede
consistir dnicamente de p y de po. Puesto que v4,(a;) > 0, tenemos que a; € Ry. Asi
On = R[] O

Proposicién 2.36. Sean M, N € Rp\{0} dos polinomios primos relativos. Entonces
OpnONn = Onn.
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Demostracion. Ver [35, page 444]. O

Teorema 2.37. Para cualquier M € Ry \ {0}, sea X = Ay un generador del Ry-
modulo ciclico Ayr. Entonces Oy = Rr[M].

Demostracion. Sea M = aP™ --- P}? h donde P4, ..., P son polinomios ménicos irre-
ducibles distintos en Ry. Usando las Proposiciones 2.35 y 2.36 obtenemos

h
Our = [[Opee = [T Relrpei] = Rr[A.
=1

2.2. Maxima extensién abeliana A de k

El siguiente resultado es analogo al Teorema de Kronecker-Weber, en campos de fun-
ciones. Sea A la méxima extensién abeliana de k.

El campo A consistira de la composicién de tres extensiones: E/k, Kr/k y Lo /k.

i) E/k es la unién de todas las extensiones de constantes de k. Mds precisamente,

como k = Fy(T), tenemos E = |J Fyn(T),
1

n—=

Gy = Gal(E/k) = Gal (G F g (T) /IFq(T)> = Gal(tim Fn (T) [, (T))
n=1

= lim Gal(Fyn (T)F (7)) = lim Z/nZ = Z,

ii) Kr/k se define por K1 = MUR E(Anr), Gal(k(An)/k) = (Rp/(M))* y

Gr = Gal(Kr/k) = Gal( lim k(Axr)/k) =
MeRy

= 1im Gal(k(Ayr) /k) = lim(Ry/(M))*.

Ahora bien, FK7 no puede ser la maxima extension abeliana de k pues po €s
moderadamente ramificado en EKp/k. Entonces necesitamos ciertas extensio-
nes donde poo sea salvajemente ramificado.

iii) Consideremos 7" = . Entonces k = Fy(T"). Sea F, = k(Ap-n-1), n > 1. Se

tiene que [F), : k] = ¢"(q¢—1). Sea L,, el campo fijo por IF; contenido en F), y sea
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A1 un generador de R1 =T, [%]—médulo Ap-n-1. El Gnico primo ramificado
T

rnt
en L, /k es p y es total y salvajemente ramificado. Entonces, si

Lo = G Ly =lim L,
n=1
tenemos Go, = Gal(Lso/k) = h:in Gal(L,/k) = {f (%) eF, H%H |£(0) =1}.

Teorema 2.38. La mdzrima extension abeliana de k es A EKpLy, su grupo

de Galois es Gal(A/k) = Gg X Gy X Gs, donde Gp = 7 1 z, Gr =
p primo

lim (Rr/(M))*, Goo = {f (1) € Fy [[7]] [ £(0) = 1}.

meRT

Demostracion. Ver [16, pagina 25] o [34, pagina 281]. O

2.2.1. Extensiones geométricas moderadamente ramificadas

En esta subseccién probaremos el Teorema 2.38 para el caso particular de una ex-
tensiéon moderadamente ramificada. Sea L/k una extensién abeliana. Sea P € Ry ,
d:=grP.

Teorema 2.39. Sea P moderadamente ramificado en L/k. Si e denota el indice de
ramificacion de P en L, tenemos que e|q? — 1.

Demostracion. Ver [29, pagina 271]. O

Ahora consideremos una extensién abeliana finita moderadamente ramificada L/k,
donde Pj,..., P, son los primos finitos ramificados. Sean P € {Py,...,P.} y e el
indice de ramificacién de P en L. Entonces, como consecuencia del Teorema 2.39,
tenemos que e | ¢? — 1. Ahora bien, P es totalmente ramificado en k(Ap)/k con indice
de ramificacién ¢? — 1. En esta extension pso tiene indice de ramificacién igual a ¢ —1.

Sea k C E C k(Ap), con [E : k] = e. Pongamos 53 un divisor primo en LE que divide
a P.Sean q:=B|g v P :=P|L.
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‘B ‘B
AN /
AN /
AN /
AN /
L——————- LE
|
e
M \
|
/ ‘
|
/k P E\ / k(AP)
/ N
v AN
/ \\
P q

Tenemos que e = ey, /1, (B[ P) = egi(q|P). Como consecuencia del Lema de Abhyankar
2.28, se obtiene que

err/k(PBIP) = [er i (BIP), epw(alP)] = [e,e] = e.

Sea H C Gal(LE/k) el grupo de inercia de 8/ P. Pongamos M := (LE)H. Entonces
P es no ramificado en la extension M/k. Queremos probar que L C Mk(Ap). De
hecho se tiene que [LE : M] =ey ENM = k puesto que P es totalmente ramificado
en E/k y no ramificado en M/k. Se sigue que [ME : k| = [M : k|[E : k]. Luego
LE: K = [LE: M[M : k] = e MEM _ IMER g
[E : k] e

Puesto que ME C LE se sigue que LE = ME C Mk(Ap). Por tanto L C Mk(Ap).
En M/k los primos finitos ramificados son {Ps,..., P,}. En caso de que r — 1 > 1
podemos aplicar el argumento anterior a M /k obteniendo de esta forma una extensién
M5 /k de tal manera que a lo mas r — 2 primos finitos de & son ramificados en Mok y
se tiene que M C Msk(Ap,), por lo que L C Mk(Ap,) € Mak(Ap,)k(Ap,). Llevando
a cabo el proceso anterior a lo mas r veces, obtenemos

L C Mok(Ap,p,...p,) (2.5)

en donde en la extensiéon My /k el unico posible primo ramificado es p~. El siguiente
resultado nos describe el campo Mj.

Proposicién 2.40. Sea L/k una extension abeliana donde a lo mds un divisor primo
p de grado 1 es ramificado y la extension es moderadamente ramificada. Entonces L/k
es una extension de constantes.

Demostracion. Por la Proposicién 2.39 tenemos que e := er/,(p)|g — 1. Sea H el
grupo de inercia de p. Entonces |H| = e y p es no ramificado en E := L /k. Por
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tanto F/k es una extensién no ramificada de donde se sigue que E/k es una extensién
de constantes. Sea [E : k] = m, E = kFym. Entonces si P es un divisor primo en E
que divide a p se tiene que el grado relativo dg /(B |p) es igual a m, el ndmero de
divisores primos en E/k sobre p es uno y el grado de 8 es uno (ver [35, Theorem
6.2.1]). Por lo tanto ‘B es el inico divisor primo ramificado en L/E y es de grado uno
y totalmente ramificado. Més atin [L : E] = e[ q™ — 1 = [Fym|.

Las (¢ — 1)—ésimas raices de la unidad pertenecen a Fym C E. De aqui se tiene
que E contiene las e-ésimas raices de la unidad y L/E es una extensiéon de Kummer,
digamos L = E(y) con y* = a € E = Fymk = Fym(T'). Escribimos « en la forma
normal prescrita por Hasse ( [10] y [29, Observacién 11.8.28)): (a)g = p%“, 0<ac<e.
Ahora bien, puesto que gr (o) = 0 se sigue que gr ga o gr gb no es un multiplo de e.
Esto contradice que p es el inico primo ramificado. Por lo tanto L = E y L/k es una
extension de constantes. O

Como un corolario a la contencién (2.5) y de la Proposicién 2.40 obtenemos el Teorema
2.38 para el caso moderadamente ramificado.

Corolario 2.41. Si L/k es una extension finita abeliana moderadamente ramificada
donde los divisores primos finitos ramificados son Py, ..., P., entonces

L C quk(APr"Pr)'

para algin m € N. O

2.3. Caracteres de Dirichlet en campos de funciones

En esta parte, desarrollaremos una teoria de caracteres de Dirichlet en campos de
funciones y su aplicacién a los campos de funciones ciclotémicos.

Definicion 2.42. Un caracter de Dirichlet en campos de funciones es un
homomorfismo

X (Rr/(N))" — C,

con N € Ry \ {0} ménico. Decimos que x estd definido médulo N. Ahora, si N | M
con N,M € Rr\ {0} ménicos,

Oy : (Br/(M))" = (Rr/(N))7,

donde A+ (M) — A+ (N). Si x: (Rr/(M))" = C*, y N|M, tenemos x o ®ps N es
un caracter médulo M y “casi” es el mismo que x. Por lo tanto y puede considerarse
médulo N o médulo M. El minimo N (en tanto a grado) médulo el cual x puede
definirse se llama el conductor de x y se denota F).
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Ejemplo 2.43. 1) Sean ¢ = 2,

X : (RT/(T3))* - C*
1 - 1
T+1 — -1
T?+1 — 1
T24+T+1 — —1.

Puesto que x(7? + A) = x(A) para todo A € (Ry/(T?))*, x puede definirse
médulo T2,

X (Rr/(T) -

1 - 1
T+1 — -1,

(Rp/(T%))" —— {£1}

(I>T3,T2

>

(R /(T?))*
claramente F, = T2,

2) Sean q=2, N=T2+T+1, M =NT y w = e2"/3,

X: (Rr/(M)" — C*
1 — 1
T2 41
T+1 — W

Como tenemos el isomorfismo (Rp/(NT))* = (Rr/(N))*, se puede definir
X o (Rp/(N))" = C x(1) = 1, X(T) = x(T? + 1) = wy x(T+1) = &’
por lo tanto I, = T?>+T +1.

Observacion 2.44. 1) Si x : (Rp/(N))* — C*, es un caracter de Dirichlet en
campos de funciones, el conductor F, de ¥, se definié como el minimo F), tal
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que

(Rr/(N))* ~—C*

>

(Br/(Fy))"
X = X oI, donde II es el epimorfismo natural, es decir, Fy, | N y
IL: (Rp/(N))" — (Rr/(Fy))",

donde A méd N — A méd F,. Esto es, el conductor F, de x necesariamente
divide a N.

2) Si N € Ry \ {0} moénico, entonces x : (Rp/(N))* — C*, A — 1 es el tnico
caracter que se puede definir médulo 1 y x es el caracter trivial. Ademas este
caracter es el Unico que tiene conductor 1.

(Rp/(N))* = C* — 1.

I
(Rr/(1))* dado por 1

3) Recordemos quesi (M, N) = 1, entonces (Ry/(NM))* = (Rr/(N))*x(Rr/(M))*.

4) Con ¢ = 2 no puede haber caracter de conductor 7" o T + 1.

En efecto, supongamos que hay un caracter de Dirichlet x cuyo conductor F,
es T, entonces tenemos el siguiente diagrama

(Rp/(N))* =—C*,

>

(Rr/(T))*

donde II es la proyeccién natural. Pero sabemos que (Ry/(T))* = F5. Es decir,
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tendriamos

(Rr/(N))* *—C*

L
de donde x es el caracter trivial por lo que F, = 1 lo cual no puede ser. Luego,

no puede hacer un caracter de Dirichlet cuyo conductor sea T'. El argumento es
analogo para T + 1.

Sean ¢ = 2 y M € Ry no cero ménico tal que (M,T) = 1. Entonces no existe
ningun caracter x de tal forma que su conductor sea F, = T'M. Analogamente,
si en lugar de T se considera T + 1.

En efecto, nuevamente por contradiccion, supongamos existe x un caracter de
Dirichlet cuyo conductor F, es T'M, con (M,T) = 1 entonces tenemos el dia-
grama

(Rr/(N))* ——C~,

(Br/(TM))*

donde II es la proyeccién natural. Pero sabemos que, en este caso, (Ry/(TM))* =
(Rp/(M))* para (M,T) = 1. Luego tendriamos

(Rp/(N))* =—C*

>

(Rr/(M))*

lo cual implica que F, = M, lo cual no puede ser. Luego, no puede haber un
caracter de Dirichlet cuyo conductor sea TM con (M,T) = 1. El argumento es
analogo si se toma T + 1 en lugar de T

Sean x y ® dos caracteres de Dirichlet de conductores F, y Fs respectivamente.
Supongamos que existe un N tal que Fy |N y Fo |N, x,® : (Rp/(N))* — C*
son iguales médulo N (es decir, x(Améd N) = ®(A méd N), para todo A,
(A,N) =1). Entonces x = ® (es decir, F\, = Fp y & = x méd F)).
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En efecto, consideremos

(Rp/(N))* =—C*.

>

(Br/(Fy))*

Tenemos X oIl = x = P, doll=d = X, es decir, ® se puede definir médulo
F\, lo cual implica Fg | Fy, y por simetria F\ | Fg, por tanto Fp = F).

Definicién 2.45. Entenderemos que un caracter x es par si x(a) = 1 para todo
acT,.

Tenemos que existen ®(N)/(q— 1) — 1 caracteres pares no triviales sobre (R /(N))*.
A veces es conveniente considerar un caracter x : Ry — C si definimos x(A4) = 0
para A € Ry, (A, Fy) # 1 (x asi definido no es homomorfismo). Por tanto es impor-
tante hacer la convencién con respecto al médulo de definicién de y, se considerara
X definido médulo su conductor. Tales caracteres (definidos médulo Fy) se llaman
primitivos (es decir, hacer x(A4) = 0 tan poco como sea posible) y notemos que x es
periddico de periodo F, es decir x(A + Fy) = x(A) para todo A € Ry.

2.3.1. Existencia del conductor

Sea x : (Rr/(N))* — C un caracter de Dirichlet y sean A|N y B|N tales que
X=Xa°Pna=xBo®PNB,

(Rr/(N))* = C* (Rr/(N))* 2 C* .
PN,A XA ON,B 5
(Rr/(A))* (Rr/(B))*

Sea C' = (A, B), sea D el producto de todos los P que dividen a N pero que no
dividen a B, por lo tanto C = (DA, B).

Sean X, Y € Ry, (X,N) = (Y,N) =1y X =Y médC. Existe « € Ry, a =
X méd DA, a =Y méd B. Se verifica que (o, N) =1, x(o) = xao Py a(®) = xpao
PN, pa(@) = xpao®n,pa(X) = x(X), x(a) = xpo®n,B(a) = xBoPn,p(Y) = x(Y),
por lo tanto x(X) = x(a) = x(Y), lo cual implica x(X) = x(Y), luego x(X) se puede
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definir médulo C.
(Rr/(N))* ~—C*.

eN.0 xc

(Rr/(C))*
Observacién 2.46. En 2) del Ejemplo 2.43, M = T3 +T? + T
x: (Bp/(M))" —
1 —
T°+1
T+1 +— wQ,

(C*

pero no tiene periodo 72 + T + 1 (y su conductor es T2 + T + 1), pues x(1) = 1 #
0=x(T?)=x(T*>+T)=x(1+T?+T+1) médulo M.

Cuando se hable de caracteres de (Rr/(N))* o de caracteres médulo N se incluirdn
los caracteres de conductores que dividen a N.

El caracter trivial es el caracter de conductor 1y éste es x : Rp — C, x(A4) = 1 para
todo A € Ry.

Sean x, ¥ dos caracteres de conductores Fy, Fy. Sea I' : (Rp/([Fy,Fy]))* — C*
donde I'(A) = x(A)¥(A). Entonces xW¥ es el caracter primitivo asociado a I' (I" no
tiene porque ser primitivo).

Ejemplo 2.47.  3) Si (Fy, Fy) = 1, entonces Fyy = F\ Fy.

En efecto, sean x y ¥ dos caracteres, con N = F\,, M = Fy sus respectivos
conductores. Sea

~v:(Rr/[N,M])* — C*

dado por

Y(A méd [N, M]) = x(méd [N, M])¥(méd [N, M]).
Definimos
Uy (RT/[N,M])* — C*

por U1 (A méd [N, M])y(A méd [N, M])x (A méd [N, M]) estoes Uq =yt
y (RT/HN7M]7N])* = (RT/[NvM])* y
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y(Améd [N, M])x H(méd [N, M]) = ¥(méd [N, M])

por lo tanto ¥; = ¥U(mdéd [N, M]) lo que implica Fy, = Fy. Observamos que

en general
Fyw | [Fy, Fol.
Luego
M =Fy, = F, | [F»Y’FX—I],
por tanto
F.N
M|[F,,F -] =[F,,F]=-—Y— = F,Ni,
T X T X (ny,N) Y
_ _N
donde Nl = W

Supongamos (M, N) = 1. Entonces (M, N1) = 1, luego M | F,. Anédlogamente
N | F,. Por lo tanto, como (M,N) = 1, se tiene NM | F,. Como F, = Fyy y
[N,M] = NM, tenemos F., |NM. Con lo que concluimos F, = NM. Por lo
tanto Fygy = F\ Fy.

Los caracteres de Dirichlet en campos de funciones también se pueden pensar como
caracteres de grupos de Galois de campos de funciones ciclotémicos pues

Gal(k(An)/k) = (Rr/(N))*

y se llaman, en este caso, caracteres de Galois.

En general, sea x un caracter médulo N, x es un caracter de Gal(k(Ay)/k). Sea
K = k(An)™¢X C k(Ay). Tenemos K sélo depende de x y se llama el campo
perteneciente a . Si N es minimal, N = F,. Mds generalmente, si X es un grupo
de caracteres de Dirichlet, sea N := {F) |x € X}. Asi X es un subconjunto de los
caracteres de Gal(k(An)/k). Sean

H:= () ntc x C (Rp/(N))"
xX€X

y K = k(Ayx)H. Se dice que K es el campo perteneciente o correspondiente a
X. Entonces X es el conjunto de homomorfismos Gal(K/K) — C* y [K : k] = | X].
De hecho

X = Gal(K/k).

Si X es ciclico generado por y, entonces K es el campo perteneciente a x.
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Recordemos que si G es un grupo abeliano finito y G = {f : G — C*| f es caracter},

entonces G = G (isomorfismo no canénico) pero lo que se tiene es G = G (isomorfis-
mo canénico, si g € G, 7 : G — C* estd dado por 9(x) == x(g)). De hecho tenemos
un pareo ¢ : G x G — C* donde (g,x) — (g,x) = x(g)- Si (g,x) = 1 para todo
X, entonces x(g) = 1 para todo x € G. Sea H = (g9). Entonces G actiia como un
conjunto de caracteres distintos de G/H pero hay a lo més |G/H| caracteres, por lo
tanto |G/H| > |G| = |G|, luego |H| = 1, entonces ¢ = 1. Si (g,x) = 1 para todo
g € G, entonces x(g) = 1 para todo g € G, lo cual implica x = 1, por lo tanto ¢ es
no degenerado.

Sea H < Gy sea H- = {y € G|x(h) = 1 para todo h € H}. Se tiene: H+ = (5/?)
pues todo x € H+

G/H

se factoriza, como en el diagrama de manera tnica y viceversa. También, si H < G ,
definimos H+ = {g € G| x(q) = 1 para todo x € H}.

Proposicién 2.48. H ~ G/H*.

Demostracion. Sea res : G — ]ET dada por x — x|mg, nic (res) = H. Entonces @/HJ-
es isomorfo a un subgrupo de H. Por otro lado,

A a| G el 5
G/H'| = Gl _ = =|H| = |H|,
G/ [HY\(G/H)  IG/H| =5
lo cual implica que @/Hl ~ . O

Proposicién 2.49. Con la identificacion G = G, se tiene (HH)t =H.

Demostracién. Si h € H, h : G — C* dada por y — x(h), satisface h(HL) = 1.
Luego, si x € H*, (h,x) = x(h) = 1, entonces h € (H*)*, lo cual implica h C (H+)*.
Ahora,

G G G
G |G| —H—\H\,

WL — ((G/HD = 1IG/HY = = = =
((H™)"[ = (G/HS)| = |G/H| HY T \G/m) G/

concluimos (H+)* = H. O
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Sea X el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a un campo K, es decir K =

E(AN)H, H = () nticy. Sea ¢ : Gal(K/k) x X — C* dado por (o,x) — x(0),
ex
o € Gal(K/k) %X(RT/(N))*/H.

Si x : (Rp/(N))* — C*, entonces H C nic, por lo tanto x(H) = 1, luego x se
factoriza:

(Rr/(N))* —=C* .

(Br/(N))*/H

Proposicién 2.50. El mapeo ¢ es no degenerado, es decir, x(o) = 1 para todo x € X
implica 0 = 1dg y si x(0) =1 para todo o € Gal(K/k), entonces x = 1.

Demostracion. Si x(o) = 1 para todo x € X, 0 € () ntcy = H, o|g = Idg. Si
xEX
x(0) =1 paratodo o € G = (Rr/(N))*/H, entonces x : (Rp/(N))* — C*, es trivial,

es decir xy = 1. O
Corolario 2.51. Tenemos X = G = G@k) y|X|=[K: k]
Demostracion. Sea ® : X — G, ®(x) = (L, x): G — C*,

2(x)(9) = (9, x) = x(9)-

Entonces, nic® = {x € X |x(g9) = 1 para todo g € G} = {1}, por lo tanto ® es
inyectiva. Ahora bien, sea ¢ : G — X con ¥(g) = (g, -), andlogamente v es inyectiva,
luego |G| < |X| = |X]| < |G| = |G|, por tanto ® es un isomorfismo.

O

Ahora, sean L C K, ¢ : Gal(K/k) x X — C* donde ¢((0,x)) = (0,x) = x(0).
SiY = {x € X|x(g9) = 1 para todo g € Gal(K/L)}, entonces Y = Gal(K/L)*+ =
(G/Gal(K/L)) = Gal(L/k). Reciprocamente, si Y < X, sea L = K¥™, donde

Y+ ={geG|x(g9) =1 para todo x € Y},
luego Gal(K/L) = Gal(K/KY ") = Y., por lo tanto
Y = Vi = Gal(K/L)* = Gal(L/k).

—

Se tiene también Y = Gal(L/k) = Gal(L/k). El primer isomorfismo se expresa a
través del pareo Gal(L/k) x Y — C* donde (g, x) — x(9)-
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Proposicion 2.52. Existe una biyeccion entre los subgrupos de X y los subcampos

Subgrupos de X Subcampos de K
de K que contienen a k, dada por: Gal(K/L)* i L
Y > KV

Demostracion. Sea 4 = {Y |Y < X}, B ={L|k C L C K}, 0 :4 — B dada por
Y = KY" y§:9B — dada por L — Gal(K/L)",

(008)(L) = H(Gal(K/L)L) — K(Gal(K/L)" )" _ pr(Gal(K/L)) _ L,

i
(Bo0)(Y)=8KY") = (Gal(K/KYL)i) - (YL) =,
por lo tanto # y é son biyecciones inversas. O
Lema 2.53. Sean G1,G2 < G. Si G1 C G, entonces GQL - Gf.

Demostracion. Dado y € Gé‘ implica x(g) = 1 para todo g € G2, en particular para
todo g € G1 C Ga, luego x € Gy O

Proposicion 2.54. Sea X; correspondiente a K;, i = 1,2. Entonces:
i) X1 C Xa siy sdlo si K1 C K.
i1) (X1, X2) corresponde a KiK.

Demostracion. i) Primero supongamos X; C X», aplicando el Lema 2.53, tenemos
que X2L C Xf, luego

K, =KX C KX = K.

Reciprocamente, supongamos K1 C Ko, esto implica que Gal(K/K») C Gal(K/K}),
luego Gal(K /K1) C Gal(K/K2)*, por lo tanto

X1 C Xo.

ii) Sea Y = (X7, X3). Entonces KY' = K1K>. En efecto, sean

Y:<X1,X2>:X1X2 y L:KlKQ.

Como X1 CY y Xo CV, tenemos K1 C KY", Ky C KY", luego L = K1 Ky C
KY*. Ahora, como K1 C Ly Ky C L, se tiene X; C Gal(K/L)* y Xy C
Gal(K/L)*, por lo tanto X1 Xy C Gal(K/L)*, luego K¥Y C L.
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2.3.2. Coémputo de los indices de ramificacion via caracteres

h
Sea N = P/ ... P Tenemos (Rr/(N))* = [ (Rr/(P{))*, por lo tanto, si x :
i=1
h
(Rr/(N))* — C*, entonces x = [[ xp,, donde xp, : (Rr/(P))* — C*, xp, =
i=1
h
xo® oG, @ (Rr/(N))* — TI(Rr/(P)) y
i=1
h
Gi: (R/(Pf)* = [](Br/(P))",
i=1

con A (1,...,1,A,1,...,1). En efecto, si A € Ry, (A, N) = 1, entonces

xp.(A) = x(@H(Améd N)) = xd H((1,...,1,A4,1,...,1)) = x(B;)

h h
donde B; = 1 mé6d Pj%, Jj # i, B; = Amdd P, luego (] xp)(A) = [ xp,(4) =
i=1 i=1

Para X un conjunto de caracteres de Dirichlet en campos de funciones y P un poli-
nomio irreducible, se denota: Xp = {xp|x € X}.

Teorema 2.55. Sea X un grupo de caracteres de Dirichlet en campos de funciones y
sea K el campo perteneciente a X. Sea P un polinomio irreducible y sea e su indice
de ramificacion en K/k. Entonces e = | Xp|.

Demostracion. Sea N = {Fy | x € X}, luego K C k(Ayn). Sea N = P*M, (M, P) = 1.
Consideremos

L= K(Aw) = Kk(Aw) = k(An)"",

donde Y, el grupo de caracteres de L, estd generado por X y por los caracteres de
k(An) cuyo conductor divide a M (pues k(Aps)) es el campo perteneciente a los
caracteres de (Rp/(M))* y L es el compuesto de Ky k(Ay). Si @ € Y, & = xVU,

xeX, Ve (Rm))*, poniendo

X =0Opx
con X' = J] xq € (Rm))*, se tiene ® = xp(X'¥) € Xp X (le))*, lo cual
QIM

implica Y C Xp x (Ry/(M)) .
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—_— *
Reciprocamente, si xp® € Xp x (Rp/(M)) , como xp € Xp, existe x € X tal que

x=xr 11 xe = xex's xr® = xed/((¢)7'#) = x() ') € (X, (Rr/(M))") =
Y. Por lo que

—

Y = Xp x (Rr/(M)) .

DeY = Xp x (RT//(\]W)fk se sigue que L = Fk(Ayr), donde F' C k(Apa) es el campo
perteneciente a Xp. Tenemos

e = €P(K/k) = ep(L/k) = 6P(F/k) = [F : k] = |Xp’
O

Proposicion 2.56. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces existen campos de fun-
ciones Ey K sobre k =y (T') tales que

a) Gal(E/K) = G.

b) E/K es no ramificado en todos los divisores primos.

¢) E/k es una extension abeliana y K/k es una extension ciclica.
d) El campo de constantes tanto de E como K es .

Demostracion. Ver [29, pagina 186]. O

Definicién 2.57. Sea P € Ry ménico e irreducible de grado d. Entonces Rrp/(P)
es el campo finito de ¢¢ elementos. Si Q € Rp es moénico e irreducible, Q # P,
Q@ méd P € Fq y en particular Q7" méd P =1méd P.

Se define el simbolo de Legendre (%) = (%) , como el tnico elemento « € de
g—
a1

tal que Q) <7 méd P = «.

Ejemplo 2.58. Sea P un polinomio irreducible de grado d. Se tiene que k(Ap)/k es
una extensién ciclica de grado ¢? — 1. Por tanto existe un tnico subcampo de k(Ap)
de grado g — 1 sobre k, [L : k] = ¢ — 1. Ahora bien, puesto que FZ C k, se tiene que
las ¢ — 1 raices de unidad estédn en k y por tanto L/k es una extensién de Kummer.
Sea L = k(a) donde a?~! = 3 € k. Ahora puesto que los primos ramificados en L/k
son p y Poo, donde (P)y = pg% y son totalmente ramificados como consecuencia de
los Teoremas 2.19 y 2.29, se tiene 8 € Ry y B =P’ con vy € FZ y (i,q —1) = 1. Por
la Teoria de Kummer (ver [29, pagina 205]), tomando i = 1, se tiene a?~! = yP. Si ¢
es un generador de IF:;, equivalentemente, ¢ es una g — 1 raiz primitiva de 1, se tiene
que si G = Gal(L/k), entonces ocav = (v para algin generador o de G, G = (o).

Proposicién 2.59. Para D € Ry, k(\/(-1)8*PD) C k(Ap), donde | es cualquier
divisor de ¢ — 1.



44 Capitulo 2. Campos de funciones ciclotémicos

Demostracion. Ver [29, pagina 188]. O

Ejemplo 2.60. Sea P un polinomio irreducible en R y d = gr P. Entonces

K=k ( q—m> C k(Ap).

Sea x : (Rr/(P))* — C* el caracter asociado a K. Puesto que X = (x) es de
orden [K : k] = |X| = ¢ — 1, tenemos x4~ ! = 1, es decir x # Id, F, = Py
X((Rr/(P))*) coincide con el conjunto de raices (¢ — 1)-ésimas de la unidad. Tenemos
K = k(Ap)™X, donde

nicy = {o € Gal(k(Ap)/k) | x(c) = 1}.

Sea ) un polinomio irreducible tal que @ # P. Se tiene que ) se descompone total-
mente en K /k siy sélosi[{x € X |x(P) =1} = ¢—1, por lo tanto Q) se descompone
en K/k siy solo si x(Q) = 1.

Ahora, si Q = B! méd P para algtin B, x(Q) = x(B9 ') = (x(B))7 ! =1, por lo
que @ € nic x. Puesto que

(Re/(P)*| _q"—1

ic x| = = = |((Rp/(P))")**
mtic x| p— 1 [((R/(P))*)*],
tenemos niic x = ((Rr/(P))*)47!, luego x(Q) = 1 si y sélo si Q = B9~ méd P si y
sélo si % =1, por lo tanto nicy = (ﬁ).

Entonces K = k( *1/(—1)?P) corresponde al caracter ().

2.4. Campo de clases de Hilbert en campos de funciones

Para el caso de campos de funciones sobre campos finitos, la definicion de campo de
clases de Hilbert usual no es muy adecuada ya que si K es un campo de funciones
sobre un campo finito, entonces la maxima extension abeliana no ramificada de K es
de dimensién infinita sobre K.

Consideremos po, el primo infinito de k. Observemos que Rp consiste precisamente
de los elementos de k cuyo tinico polo es poo. Sean K una extensién finita y separable
de k, Ok la cerradura entera de Ry en K y S = {P primo en K | P estd sobre pso}.

Notemos que Rr es precisamente el conjunto de elementos de K cuyos polos son
elementos de S. Tenemos que Ok es un dominio Dedekind y su grupo de clases, que
llamamos grupo de clases de K respecto a S y denotamos por CI(K)g es finito.
La definiciéon de Rosen para un campo de clase de Hilbert relativo de un campo de
funciones congruente K, es la siguiente.
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Definicién 2.61. Sea K un campo de funciones con campo de constantes Fy. Sea S
cualquier conjunto finito no vacio de divisores primos de K. El campo de clases de
Hilbert de K respecto a S, Kp g, es la méxima extensién abeliana no ramificada
de K donde todo elemento de S se descompone completamente.

Teorema 2.62. Con las condiciones anteriores, K g/K es una extension de Galois

finita y Gal(Ky s/K) = Cl(K)g.
Demostracion. Ver [27, page 368]. O

Lema 2.63. Si A es un grupo abeliano finito B < A, entonces A contiene un subgrupo
isomorfo a A/B.

Demostracion. Directamente de la estructura de los grupos abelianos finitamente ge-
nerados o bien A/B = A/B =~ B+ C A= A. O

Teorema 2.64. Dado cualquier grupo abeliano finito G, existe una extension ciclica
K de k tal que el grupo de clases de K contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostracion. De la Proposicion 2.56, existen campos de funciones F y K sobre
k tales que Gal(E/K) = G. Sea S = {P primo en K |P estd sobre po}. Por la
demostracién de la citada proposicion, los primos en S se descomponen totalmente
en K/k. Sea Kp g el campo de clases de Hilbert con respecto a S'y Cl(K)g el grupo de
K con respecto a S. Luego E C Kp g. Por el Teorema 2.62, tenemos Gal(Kpy g/K) =
Cl(K)g. Por lo tanto, G es isomorfo a un cociente de C1(K)g y por el Lema 2.63, G
es isomorfo a un subgrupo de Cl(K)g. Por otro lado, como d = {gr P|P € S} =1,
tenemos, por la Proposicién 14.1 de [28] que la siguiente sucesién es exacta:

0 — D(S)?/P(S) = CI(K)? — CI(K)g — 0

donde D(S) es el grupo de divisores de K generado por S, D(S)? es el grupo de
divisores en D(S) de grado cero, P(S) es el grupo de divisores principales en D(S)
y CI(K)g es el grupo de clases de divisores de grado cero de K. Asi, Cl(K)g es un
cociente de C1(K)°. Nuevamente por el Lema 2.63, C1(K)g es isomorfo a un subgrupo
de CI(K)?, que a su vez es un subgrupo de C1(K), el grupo de clases de divisores de
K. Por lo que concluimos que G es isomorfo a un subgrupo de Cl(K). O

Por tltimo consideremos el discriminante 9o, /r;, = N /k(Doy /R, ) donde Ok es la
cerradura entera de Ry en K.

Teorema 2.65. Sea K el campo de funciones asociado al grupo de caracteres de
Dirichlet X. Entonces el discriminante de K estd dado por :

a(')K/RT = H FX'
x€X

Demostracion. Ver [32, page 104]. O
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Capitulo 3

p—extensiones ciclicas en
caracteristica p

3.1. Campos de funciones congruentes

Se tiene que hay muchas similitudes entre los campos numéricos y los campos de
funciones. Cuando en estos ultimos el campo de constantes es finito, los campos
residuales también son finitos y nos permiten avanzar en esta analogfa. Sin embargo,
de entrada, hay diferencias fundamentales. Si K es un campo numérico y p es un
ideal primo en O, se tiene que Ok /p es finito y en particular de caracteristica finita
siendo que el campo K es de caracteristica 0, esto es K y Ok /p tienen caracteristicas
diferentes.

Definicién 3.1. Un campo de funciones K/k se llama congruente si k es finito, es
decir |k| = ¢, k= TF,.

Nota 3.2. En el Capitulo 2, habfamos usado k para denotar el campo F,(7"). En este
capitulo Unicamente, k denotara el campo de constantes.

Teorema 3.3. Si K/k es un campo de funciones congruente, | es una extension finita
de k y L := Kl, entonces el campo de constantes de L es .

Demostracion. Escribamos | = k(&) con [I : k] = f. Entonces | = F ; e Irr(§, z, k) | 24’ —
x = [[(x — ). Ahora bien, L = Kl = Kk(§) = K(§) con Irr(§, 2, K) | Irr(§, x, k). En
partﬁ:eullar Irr(&, 2, K) € K[z] Nl[z] = k[z]. Por lo tanto
Irr(§,z, K) = Irr(§,x, k) v
[L:K]=grlrr(¢, 2, K) =grirr(&,z, k) =1 : k]
Sea I’ el campo de constantes de L, [ C I’. Por tanto L = KI'. Imitando el paso que

acabamos de realizar, tendriamos que [I' : k] = [L : K| = [l : k] = f lo cual implica
que I’ =1. O
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Definicién 3.4. Sea L/K una extensiéon de campos de funciones. Sean p y B ideales
primos principales en K y L respectivamente, tal que B estd sobre p. Se define el
grado relativo por

dr(B1p) = [(p) : k(p)l,

con [(p) y k(p) campos residuales de L y K respectivamente. Notemos que puesto que
se tiene el diagrama

y dx(p) = [k(p) : K], dL(B) = [[(PB) : 1], se sigue dp/k (B |p)dr(p) = dr(B)[L : K]
(finito o infinito). Puesto que dg (p) y dr(PB) son finitos, se tiene que dr /i (P |p) < 00
siy sélosi [l : k] < oo. Se tiene lo siguiente.

Teorema 3.5. Sip es un lugar de K, B1,..., B son los lugares de L = K1 sobre p
y[l: k] = f, entonces

(1) dL/K(mi ‘ P) = (dK(J;),f)a

Demostracion. Ver [29, pagina 152]. O

El principal objetivo de este capitulo es presentar la teoria elemental de los vectores
de Witt como generadores de extensiones ciclicas de grado p™ y la aritmética de estos
campos obtenida por Schmid.

En este capitulo todos los campos considerados seran de caracteristica p.

3.2. Extensiones de Artin-Schreier

Los siguientes resultados aqui presentados pueden ser consultados en [29, Capitulo
11]. Empezamos por recordar la teoria de las extensiones ciclicas de grado p.

Teorema 3.6 (E. Artin y O. Schreier [1]). Sea f(z) = aP — x — a € k[z] irreducible.
Sea K = k(«a), donde o es una raiz de f(x). Entonces K/k es una extension ciclica
de grado p. Reciprocamente, si K/k es una extension ciclica de grado p, existe « € K
tal que Irr(a, x, k) = 2P — x — a para algin a € k. d
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Corolario 3.7. Si K/k es una extension ciclica de grado p, con K = k(o) = k(f),
Irr(a, z,k) = 2P —x—a elrr(B, x, k) = 2P —x —b, entonces existen j € {1,2,...,p—1}
yc€k tal que o = jB+ ¢ y a = jb+ cp — ¢ y reciprocamente. O

Notacidén. Sea k un campo de caracteristica p. Si a € k, denotamos p(a) := a? — a.

Veamos como podemos construir extensiones ciclicas de grado p™ en caracteristica
p. Sea G un grupo ciclico de orden p". Sea K/k una extension ciclica de grado p™~!.
Sean (p) = Gal(K/k), o(¢) = p" ', x € F; = {1,...,p =1} y L = K(0) una
extensién ciclica de grado p tal que L/k es una extension ciclica de grado p". Sea
(o) = Gal(L/k), o(c) = p™ tal que ¢ = 0 méd Gal(L/K), es decir, ¢ = o|g. Sea
o =y, (¢) = Gal(L/K).

Ahora, L/K es una extensién ciclica de grado p, es decir, una extensién de Ar-
tin—Schreier. Asi, podemos escoger 0 tal que p(f) = # — 0 = v € K y tal que
YO = 0 + x o, equivalentemente, () — 1)0 = x. Se tiene que

W =1De-1)0=(c-1)(-1)0=(0-1)x=0,
es decir, ¢ := (0 — 1)0 € K. Ademas

(p =Dy =(p—1)(pd) = (0 = 1)(pd) = p((c — 1)0) = pJ,

y se tiene
pn71—1 @pn71_1 1 Upn71 1
Trg/pd = i = 5= — (0 — 1)
I'K/k ; ¥ o1 o—1 (o )

=" "o =(p—1)8 = x.

En resumen, si L/k es una extensién ciclica de grado p™ que contiene a K, entonces
existen 0 € L,y € K, x € {1,2,...,p—1} y 6 € K tal que si o|g = ¢, opn_1 = 9,
entonces

(a) pb =1,

(b) (¥ —1)0 =x,
(c) (e —=1)0 =19,
(d) (¢ —1)y = g0,
(e) Trg/nd =x

Reciprocamente, sea K/k una extension ciclica de grado p™ — 1. Como K/k es una
extension separable, existe d € K con Trg 0 = x, X € IF;. En particular,
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Trg/rp(0) = p(Trgi0) = p(x) =x" —x=x—x =0.

Por el Teorema 90 de Hilbert, existe v € K tal que (¢ — 1)y = @6, donde (p) =
Gal(K/k). Si ¢’ es cualquier otro elemento tal que Trg /0" = x, entonces Trg (0" —
d) = 0. Nuevamente por el Teorema 90 de Hilbert, existe « € K tal que ¢’ — 6 =
(¢ — Da. Se tiene &' =0 + (¢ — 1)a. Al sustituir § por ¢ =0 + (¢ — 1), tenemos

(p=D(v+pa)=(p—1)7+p((p —1)a)=pi+ p((p — 1)a)
=00+ (¢ —1)a) = pd'.

Es decir, la sustitucién § <> 0 + (¢ — 1)« corresponde a la sustitucion v < v + pa,
a€ K.

Veamos que v # pf para § € K. En caso contrario, si v = pf para algin 8 € K,
cambiando  por 7' = — pf = 0, se tendrfa (¢ — 1)7 =0 = pJ, esto es, &' € F y
Trg /0" = 0 = x lo cual es absurdo. Esto prueba que v ¢ p(K).

Sea 6 una solucién de la ecuacién = — z — v € Klz|, es decir, pf = v, § ¢ K. Sea
L = K(0). Se tiene [L : k] = p". Ahora, p(6 +0) = pf + pd = v+ (¢ — 1)y = ¢7. Sea

o:L— L definidapor o0 =0+0yo|lx=e.

Se tiene que

pn—lil
o0 — 0 = (apw1 - 10 = Z o' | (e —=1)0
=0
pn—l_l pn—l_l
= Z 0’7’ 6 = Z g025 = TI'K/k(S =X-
=0 =0

Esto es, o 0 =0+ X # 0 por lo que o tiene orden p". Asi, L/k es ciclica generada
por o. En resumen, tenemos

Teorema 3.8 (Witt [37]). Sea K/k una estension ciclica de grado p"~', n > 2.
Entonces para construir cualquier extension ciclica L/k de grado p™ que contenga a
K, se eligen de manera arbitraria lo siguiente:

(I) Un generador ¢ de Gal(K/k).

(IT) Un elemento x # 0 en ]F;, es decir, x € {1,2,...,p— 1}.
)
)

(III) Una solucion § € K de la ecuacion Tri 1,6 = x.

(IV) Una solucion v € K de la ecuacion (¢ — 1)y = pd.
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La extension L se obtiene como L = K(0) donde pf = ~. Cualquier otra extension
de este tipo se obtiene sustituyendo v por v+ c con c € k. O

Este es el resultado clave usado por Schmid para generar extensiones ciclicas de grado
p" en caracteristica p.

3.3. Vectores de Witt

Sea p un ndmero primo fijo. Para un vector x = (1, z2,...) con una cantidad a lo
mas numerable de componentes x,,, en caracteristica 0, se definen las componentes
fantasmas de x por

20 — le’Fl _|_px12’t72 4ot ptley = Zpiila;ptii, t=1,2,... (3.1)

Reciprocamente, x; puede ser calculado recursivamente como un polinomio en )
2@, .., 2® a partir de (3.1). Esta correspondencia puede ser expresada como

X = (x1, 29, x3,... |2, 2@ 2O ).

La suma —T—, la diferencia — y el producto * de Witt se definen por

y = (2,2, |20 Ty® @ LT,@ (3.2)

Esto es, las componentes fantasmas se operan término a término y las componentes
usuales se calculan a partir de los resultados que se obtengan en las componentes
fantasmas.
Notemos que (x) (n) v (") denotan lo mismo, a saber, la n-componente fantasma del
vector x. Similarmente (x), y 5 denotan lo mismo, la n-componente de x.
Lo anterior puede precisarse de la siguiente forma. Consideremos tres familias {xi}ij\il,
{y; };V: L v {z}Y, donde N € NU {oo}, de variables independientes sobre Q y consi-
deramos el anillo R = Q[x;, 5, 21)i j,1- Sea RN el producto R x --- x R. Por abuso del
N
lenguaje, denotamos por R al anillo que como conjunto base tiene al mismo conjunto
RY y cuyas operaciones son término a término (esto corresponde a las componentes
fantasmas) y sea Ry el anillo que como conjunto sigue siendo R pero con las ope-
raciones de Witt: sea ¢ : Ry — RY dado por o(ay,as,...,ay) = (a(l),...,a(N))
donde

L pm 1 p'm.
= ay + pa,

m) -

al ++p" Ya,, m=1,...,N.

Se tiene que ¢ es un mapeo biyectivo y el inverso ¢ : RN — Ry dado por

w(a(l),...,a(N)) = (ay,...,an)
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donde

1 m—1 m—2
am:pm_1<a(m)_a11’ —pa) = 2P ), m=1,... N.

. L] L]
Entonces la operaciones +, —, * sobre RN se definen por

atb— (1) = (0 t0)" (33)

En otras palabras, dados dos vectores en Ry, los trasladamos a RY y ahf los operamos
de la manera usual, es decir, componente por componente y al resultado lo volvemos
a Ry. Como RY es conmutativo con unidad, Ry también es conmutativo con unidad.
Por ejemplo si N = 2, entonces dados x, y

x = (z1, 22 |2, 2@) = (21, 29 | 21, 28 + pa2),

y = w2 | v, 9P = (y1, v2 | y1, % + pua),

se tiene que

z=x1y=(21,2|:W,20) = (21,20 21,2} + pzo)

= (7,721 4+ y1, 2" + pr2 + Y} + pya2).

Estoes 21 =21+ y1, 20 = 2P + pxo + yf + pyso. Por lo tanto

(2} + pzo + Y} + py2 — (1 + 11)P)

p—1 1 D . p—1 1 P .
ozt = 33 (D)ot ) =aa b= Y1 (et

=2 1=2

z9 =

"= QB

Por lo tanto
p—l1 D 4
Z=X+y=(x1+y1,x2+yzzp<i> AT w4y, 7 4 pra + yl + pye).
=2

A continuacién introducimos las siguientes operaciones en los vectores de Witt que
son de gran utilidad para obtener informacién acerca de la naturaleza del anillo Ry.

Definicion 3.9. Se define el operador de corrimiento V : R, — R~ por
V(ze,...yzny. ) = (0,21, ., 2y, . ..),

Vixy, .o Tnye ) =(0,...,0,21,...,Tn,...), iEN,
——

i
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y se define la funcién componente {} : R — R,
{u}::(u,O,...):(u,O,...|u,up,up2,...),
{u}("):upnil, n>1, vy ui=u, u,=0, n>2.
Se tiene Vi({u}) = (0,...,0,u,0,...).
({u}) = ( ' )
KA

Observacion 3.10. Se tiene

(VX)(”) =pz™ Y, n=1,2..., donde z(® =0. (3.4)
En efecto, (Vx)( ") = (0,21, 29,...)" = 0p"Ip 217%2 o p i, y 2D =
n—2
&+ pr -4 p"2x,,_1, de donde se sigue la igualdad:
Vx = (0,21, 2z9,...|0,pz 1),px(2),...). (3.5)
Para s =0,1,2,... se tiene
Vix =(0,...,0,z1,29,...|0,... ,0,p%zW poa® . ). (3.6)
—— ~——

donde V0 = 1d, es decir, V%% = x para todo x € R,.,. Entonces
(Vs )(n) - 0 si s >n — psx(n—s)
psx("*s) sin>s+1

donde 2179 = ... = (1) = 2(0) = 0. Esta ltima igualdad puede ser verificada por
induccién en s:

(Vo)™ = (V(V*1x)) " = p(vetx)
=p(p ")) = a9 paran > s+ 1 y
(Vex) ™ = z(1=9) = (=) — ... = 25D — 20 — 0, paran < s.

Aplicado lo anterior a {u} se tiene la igualdad
(n—s—1) .
(VE{up)™ = ps{u}=9) = pouP sin>s+1,
0 sin<s.

Proposicion 3.11. Para x,y € Ry, u € R, se tiene

Vix+y)=Vx+Vy, (3.7)

= (,1'17.1'2,...) = V]({l'j+1}) —.i- Vr+1(l'7‘+2,l'7«+3,...) (38)

n—1
{uf(z1,22,. .., 2pn,...) = (ux1,uPre, ..., uP" Tp_1,...). (3.9)
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Demostracion. Puesto que x = y si y sélo si ™ = y(™ para todo n € N, basta
verificar que las n-componentes fantasmas coinciden.

M) (VxFy)™ = p@+ ) = pa=D + y0=b) = papn=l) 4 pyn=b) =
(Vx)™ + (Vy)™ de donde V(x +y) = Vx + Vy.

(IT) Se tiene

o=

Vj {$]+1}) + |74 +1($7«+2, Tyiy3, .- )

<

(VI )™ + (V" @, 2y, )
=0

(Vj({wjntl}))(n) +PT+1(UCT+27$r+3, e )(nf(rﬂ)) = A.
=0

Jj=
Paran =1,2,...,r+1,0<j <,

b

- i1
, , pia? i= § >+l
(VI )™ = (07 ({zja ) = {25 9 |
0 sl n<J,
Y 0 (@2, g, )T = 0,
Por tanto, paran =1,2,...,r+1, se tiene A = Z pyxjﬂa 1 Z ? _
j:
. R
Ahora bien, para n > 7+ 2, (VI({zj1 )™ = pla?} j=0,1,....ry
P @0, Ty, )OO =y (g e )T
n—r—1
n r—1—1
( Z p T+1+z )
n—r—1 e
Zprﬂ L, dier+l4d
n—r—1 -
> vt
i=1
Por tanto
1 n . r+1 ‘ n .
n j— . n—7j - n—j - -
A= Y e =S Y
Jj=r+2 =1 iSs

= ijflxg-’nij = (™),
j=1
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Se sigue (3.8)

(IIT) Se tiene que ({u}(x1,2o,...,xn,... )" = {u}™ (21, 20,... )W = " 2,
Por otro lado

(uxlaupl‘% s 7up B Tn—1,-- )(n) = ij_l(upj_lqjj)pn_j

Se sigue (3.9).

O
Notacién.Para m € NU {0}, se denota
0:=(0,0,...),1:=(1,0,0,...), m=ml:=1+... +1
—_——
m
Sea p un numero primo, X = (z1,...,Zn,...). Se define
F(x)=x":=(af,...,28,...). (3.10)

Observemos que xP no es la p-potencia de la multiplicacién de Witt, es decir

xP#£xTTx.
——
p

Definicion 3.12. Al homomorfismo F' se le llama el automorfismo de Frobenius
en RN.

Observemos que

n 1—j

$(n) _ i -1 p" J Zp] ( ) +pn—1$n _ (:L,p)(n—l) +pn_1$n-
7j=1

Esto es
2™ = (") pprly on=1,2,..., @), (3.11)

Observemos que (xp)("_l) denota la (n — 1)-componente fantasma de zP y no la
p(n — 1) potencia de z. De (3.3) obtenemos que si I = Z[z;,y;, 2|, entonces

N4y = (z+ y)(”) méd I = (1:(”) + y(”)) =p" 1z, +p" ty, méd I.
Por tanto existe f € I, tal que

(4 Y =2n+yn+ f(@1, 91, Tn1,Yn—1)- (3.12)
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3.3.1. Aritmética de los vectores de Witt

Sea § un dominio entero de caracteristica 0, de tal forma que Z C §. Sea p € Z un
ndmero primo.

Lema 3.13. Sean x, y vectores cuyas componentes usuales estdn en §. Entonces para
r > 0, se tiene que las congruencias

Tn = Yn mod pr-,g y x(n) = y(n) méd pT+nflg

son equivalentes.

Demostracion. Procedemos por induccion en n. Si para n— 1 se tiene la equivalencia,

entonces si z,, = y, méd p"F, entonces (2P), = zh = yh = (y?), méd p"t1F por lo

que (zP)=1) = (y?)(*=D méd prtn13.
Ahora, por (3.11), tenemos que (™) = (2#)("~1) + p"~1z,, entonces

(x(n) - y(n)) - (pnflxn - pnflyn) _ (xp)(nfl) - (yp)(nfl) méd pr+n713r'

Por lo tanto z(™ = y(™ méd p"+" 15 si y sélo si p" Lz, — p" ly, = 0 méd p o LF

siy sélo si z, =y, méd p'F. ]
Como consecuencia inmediata del Lema 3.13 tenemos:

Teorema 3.14. Se tiene que

+
(x-y) €Zx1,y1,- -, Tn—1,Yn—1-Tn;Yn], n=12,....

Demostracion. Ver [29, pagina 248]. O

Teorema 3.15. Se tiene que, por componentes,
px = VxP méd pZlzy, xa,. . .],
es decir (px), = (VxP),, méd pZ[xy,xa,...].
Demostracion. Por (3.11), (3.4) y (3.2) se tiene que las componentes fantasmas sa-
tisfacen
(px)™ = pz(™ = p(a?)"V 4 prz, = (VxP)™) méd p"Zlxy, zo, .. .].
Por el Lema 3.13, con r = 1, se obtiene

(px)n = (VXP),, méd pZlzy, xa, .. .].
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3.3.2. Vectores de Witt en caracteristica p

Hasta ahora hemos considerado las operaciones de Witt en caracteristica 0 pues al
pasar de las componentes fantasmas a las componentes de Witt, se estd dividiendo
entre una potencia de p. Esto es, con la notacién de (3.3)

atb= ()" = ()" (3.13)

lo cual hace de Ry un anillo pues todas las reglas se cumplen en RY y son transfor-

madas a Ry bajo ¢~ 1.

Por el Teorema 3.15 las operaciones de Witt pueden hacerse médulo p y de esta forma
obtenemos

Teorema 3.16. Sea k un campo de caracteristica p y sea W (k) el anillo de Witt

Wy (k) == {(z1,...,2pn,...)|z; €k}, N eNU/{oo}.

Entonces Wi (k) es un anillo conmutativo con unidad y se tiene para x, y € Wi (k)

(xiy)p :xpiyp. (3.14)

p x=px="Vx=(Vx)?. (3.15)

(Vix) * (Vix) = Viti(xV * y?"). (3.16)

Demostracion. Ver [29, Teorema 11.6.1, pdgina 250]. O

Teorema 3.17. En el anillo Wy (k), donde k es un campo de caracteristica p, se
tiene que el vector a = (a1,...,an,...) € Wn(k) es invertible si y sélo si ay # 0.

Demostracion. Se tiene que {a7'} *a = (1,y1,...). Por tanto 1 = a * {a7'} = Vy
para algin y € W(k). Sea (Vy)' la i-ésima potencia de Vy en Wi (k), es decir,
(Vy)!=Vy*...* Vy. Entonces

—_———

i

at{a;'}*> (VyY =1 >Vy) ) (Vy)
=0 J=0

=Y (Vyy 2N (VyY = (Vy) =1
=0 =0

. .
y por tanto a es invertible con inversa a=' = {a;'} * 3 (Vy)’.
=0

I
-
oo

El reciproco es inmediato pues existe b € Wy (k) tal que a * b = (a1by,...)
(1,0,...), esto es, a;by = 1 y en particular a; # 0.



58 Capitulo 3. p—extensiones ciclicas en caracteristica p

De la demostracion del Teorema 3.16, obtenemos
p’t1=V/(1?)=(0,...,0,1,0,...), jeN. (3.17)
N——
J
Proposicién 3.18. Sea k un campo de caracteristica p. Entonces Wy (k) es de ca-
racteristica p"™ si N =n € N y es de caracteristica 0 si N = oo.

Demostracion. Consideremos N =n € Ny W, (F,). Notemos que 1 € W,,(F,) y se
tiene de (3.17) que p” = p" * 1 = 0 pero p* ! = p"1 * 1 # 0. Ademés se tiene
que |Wy(IF,)| = p™, lo cual implica que, como grupo con la adicién de Witt, W, (IF,)
es ciclico de orden p". Més atn, ¢ : Z — W, (F,), 1 — 1, es un epimorfismo de
anillos con nicy = (p"), se sigue que Wy, () = Z/p"Z como anillos. En particular
tenemos que W, (IF,) es de caracteristica p™. Por otro lado, las unidades de W,,(IF))
son precisamente {i|1 <i <p"” —1, (i,p) = 1}.

En el caso N = oo se tiene que Wy (IF,) es un anillo de caracteristica 0 pues para
todon, p" =p" " 1=1(0,...,0,1,0,...) #0 ysi (i,p) = 1,4 € N, i es unidad pues
~—

n
m

i= Y ajp’,a;€{0,1,...,p—1} y a1 #0.

7=0
De hecho se tiene que W (IF,) = Z,, donde Zj, es el anillo de los enteros p-adicos. [

3.4. Extensiones ciclicas de grado p" en caracteristica p

Usando los vectores de Witt, se tiene una teoria para p—extensiones ciclicas finitas
paralela a la Teorfa de Artin—Schreier para extensiones ciclicas de grado p en carac-
teristica p y siendo esta ultima a su vez una teoria paralela a la Teoria de Kummer.
Esta teoria recibe con frecuencia el nombre de Teoria Aditiva de Kummer.

En el caso de una extension ciclica L/K en caracteristica p de grado p™ con n = 1,
Artin y Schreier probaron que toda tal extensién esta dada por una ecuacién del tipo
py = x, donde py ==y —yyzx € K,z ¢ p(K) = {a? —a|a € K} (Teorema
3.6). La demostracién se basa en que si un elemento z € L satisface Try, JKZ =
0, entonces existe w € L tal que (¢ — 1)w = z donde (o) = Gal(L/K), aunque
la demostracion original de Artin—Schreier, no se hizo de esta forma. Esto mismo
se cumple practicamente palabra por palabra para extensiones ciclicas de grado p™
usando el lenguaje de los vectores de Witt.

Sea K un campo arbitrario de caracteristica p y consideremos Wy, (K) = {(z1,...,zy) |
x; € K} el anillo de los vectores de Witt de longitud n con coeficientes en K. Sea
L/K una extensién finita de Galois con grupo de Galois G = Gal(L/K).

Definicién 3.19. Siy € W, (L), y = (y1,---,Yn), se define para o € G,

g

oy = (0Y1,...,0Un) =Y
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y la traza Trp g : Wy (L) — W, (K) se define por

Trr/ky = Zay =(Trp ky1, %5, 7) € Wi(K).
oeG

Siy1 € L es tal que Trp gy1 # 0, Trp /gy es invertible (Teorema 3.17). Ademds

tenemos que o(y s z) = oy Yozy oly *z) = oy * oz pues si a = (ai,...,a,)
t . t »

entonces oa = (cay, . ..,0a,), con (ca)®) = 3 pi~Yoa,)P " =0 (Z p’_laft =
i=1 i=1

oa'd).

El siguiente resultado nos prueba que el primer grupo de cohomologia H'(W,,(L),G)
es igual a {0}. M4s precisamente

Teorema 3.20. Sea ¢ : G — W, (L), con p(o) = a,. Si se tiene a, I oa, = ayr
para cualesquiera o, T € G, entonces existe b € Wy, (L) tal que a, = (1 z o)b para
todo o € G.

Demostracion. Ver [29, pagina 253)]. O

Definicién 3.21. Paray € W, (L), se define

oy =y’ —y =, yn) — (Y1, )
Se tiene que p(y + z) = py + pz para cualesquiera y, z € W, (L).
Proposicién 3.22. Se tiene que px =0 si y sdlo si x € Wy, (F)).

Demostracion. Se tienen las equivalencias: px = 0 si y sélo si xP = x si y sélo si

(... ah) = (z1,...,2n) sl y s6lo si af = 2;, 1 < i < nsiysélosiz e Fp,
1 <i<mnsiy sélosixe Wy,(F,). O

Definicién 3.23. Un vector x € p(K) se llama descompuesto si existe y € W, (K)
tal que py = x. FEn este caso ponemos x ~ 0, es decir, x ~ 0 es la notacién para decir
que x € p(K).

Proposicién 3.24. Se tiene que (0,x2,...,x,) € Wy(K) es descompuesto si y solo
si (z,...,xn) € Wy_1(K) es descompuesto.

Demostracion. Si (0,9, ...,x,) = py = (py1,...) se tiene que py; = 0 y por tanto
y1 € [Fp. Por tanto (y1,0,...,0) € Wy(F,) por lo que p(y1,0,...,0) = 0. Por otro
lado, de (3.8) se tiene

(W1 y2, o um) = {yid F V(20 9m) = (41,0,..,0) + (0,92, )

Por tanto py = p({y1}) + (0,42, .., yn)) = 0+ p((0, 42, ..., yn)) = (0,22, ..., 7).
Por lo tanto
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(Y2, yn)) = (z2,...,xy) siy sélosi p((0,y2,...,yn)) = (0,22,...,2p).
O

Teorema 3.25. Sea K un campo arbitrario de caracteristica p. Entonces dado x €
Wi (K), existey € Wy (K) tal que py = x donde K denota una cerradura algebraica
de K.

Demostracion. Sea x = (x1,x2,...,x,) € Wy(K). Ahora bien, como z1 € K existe
y1 € K tal que y} — y1 = x1, es decir, py; = z;. Se tiene

/

(py1,$2, cee 7‘7:71) = p((ylaov cee 70)) —T_ (O’xl27 s 7xn)'

Por induccién en n, existe (ya, ..., yn) tal que p((y2,...,yn)) = (2h,..., x,).
Por lo tanto

oy} + (0,92, yn)) = 9(y1,0,...,0) + 9(0, 2, .., yn)
= @(yl,y% cee ’yn)
= (pyl,:(}Q, I )

)l (07:6/27"'7'%.',”/) —."_ p(o7y27"'7yn)
= (pyhx%'-'awn) =

(.ZUl,.’I}Q, ceey xn)
]

Notacion 3.26. El campo de descomposicién de la ecuacién py = x, donde x =
($17;' ) :En) € WH(K)? se denota por K(Y) = K(yh R yn) donde y = (y17 s 7yn) €
W,(K). Este campo también se denota por K(y) = K(p~'x).

Proposicion 3.27. Sea yo una solucion de la ecuacion gy = x. Entonces todas las
soluciones son yq Y mconme {0,1,...,p" —1}.

Demostracion. Siy,y € W,(K) son tales que py = py’, entonces p(y — y’) = 0 de

donde se sigue que y — y' € W,(F,). O
Ahora consideremos K cualquier campo de caracteristicap,n € Ny x = (x1,...,2,) €
Wy (K). Consideremos y = (y1, ..., ¥yn) solucién a la ecuacién py = x y

L=K(p'x) = K(y) = K(y1,- -, Yn)-

Puesto que todas las soluciones de la ecuacién py = x son {yo T m}o<m<pn—1 CON
yo una solucién fija, L/K es una extensién normal y separable pues m € W, (IF,) C
W, (K). Por lo tanto L/K es una extensiéon de Galois. Més ain, consideremos la
funcién ¢ : G := Gal(L/K) — W, (F,) = Z/p"Z = Cp» dada de la siguiente forma:

sio € G, oyo = yo + m, para algin m, € {0,1,...,p" — 1}, entonces ¢(0) = m,.
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Se tiene que ¢ es un monomorfismo de grupos y en particular G = C)¢ para algin
t < n. Puesto que los subgrupos de Cy» estdn generados por p’, 0 < i < n, se tiene
n—1m

que G = (0,,) para algin 0 < m < n donde 0,,(y0) = yo I pm, o(G)=p
Ahora bien, por la Ecuacién (3.15) se tiene que

p=p:1=V(1?)=V(1)
p’=p°"1=p (p 1) =p V(1) =V(V(1))=V"1,

y en general
p"=V"1), 0<m<n, p"=0.

Se tiene

o (¥0) = (OmY1, -y OmYn) = Yo + P™ = (Y1, -, yn) + V™(1)
= Y1y Yms Ymtds - - - Yn) + (0,0,...,0,1,0,...,0)
N—_——

m

= (Y1, s Ymo Ymgds - - - U )s

por lo que 0,,y; = y; para 1 < j < m (para m = 0 no hay tal y;). Esto es, y1,...,ym €
K. En particular py; = x1 € p(K).

En la otra direccidén, si z; ¢ o(K), como py = X, se sigue que py; = x1 y por
lo tanto y1 ¢ K. Observemos que existe 0 € G tal que y; = y; + 1. Digamos que
o(yo) = Yo + m, por tanto m = (1,09,...,0y) es invertible en W, (IF,). Sea t € N
tal que t *m =1, o(yo) =yo +t *m =yo + 1y o(¢) = p". En particular G = Cpn
siy sélo si z1 ¢ p(K).

Hemos obtenido

Teorema 3.28. Sean K un campo de caracteristica p, n € N yx € W, (K). Entonces
la ecuacion py = x define una extension de Galois ciclica de K :

L=K(y)=K(@y,....yn) = K(p 'x).

Ademds Gal(L/K) = Cyn-m donde y1,...,ym € K, yms1 ¢ K. Finalmente L/K es
ciclica de grado p" si y solo si x1 ¢ p(K) donde x = (x1,...,2zy). En este ultimo
caso, G = Gal(L/K) estd generado por o(y) =y Y 1. Reciprocamente, si L/K es
una extension ciclica de grado p", existe x € W, (K) tal que L = K(p~'x), esto

es, toda extension ciclica de grado p™ se obtiene por medio de una ecuacion del tipo
Py = X.

Demostracién. Unicamente falta demostrar que si L/K es ciclica de grado p™, enton-

ces existe y € Wy, (K) tal que L = K(y) y donde py = x.
Sea G = Gal(L/K) = (o), o(0) = p". Se tiene que 1 € W, (L) satisface Try k1 =

S) 01 =p"” 1 =p" = 0. Por el Teorema 3.20, existe y € W, (L) tal que (o0 —
oeqG

l)y=1,estoes, o(y) =y 1 1. Sea py = x. Entonces
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o(py) = p(oy) = ply + 1) = p(y) + p(1) = p(y),

es decir, py = x € W,,(K). Puesto que oy =y + 1, K(y) C L y K(y)/K es una

extensién ciclica de orden p", de donde se sigue que L = K(y) = K(p~'x). O

Corolario 3.29. Sea L = K(y1) = K(y2), y1, Y2 € Wn(L) una extensidon ciclica de
grado p™ con py; = x; € Wy (K), i = 1,2. Entonces existen j € Wy, (IF)) invertible y
z€Wn(K) tal queyr =j ya +2 yx1 =] x2 + pz y reciprocamente.

Demostracion. Ver [29, pégina 257]. O

Consideramos L = K(yi,...,y,)/K una extensién ciclica de grado p™ con py = x.
Puesto que v, ¢ K(y1,...,Yn_1) (pues de lo contrario tendriamos [L : K] < p"~1),
se sigue que L = K (yy). Ahora bien si K,,—1 = K(y1,...,Yn—1), se tiene que

n—1 n—2

oy =0 | S Vi) | =0 [ Vi) | o0 ()
1=0 1=0

= @((yl’ cee 7yn—170)) "T_ @((07 .- '707yn)) =X,

con p((0,...,0,9,)) = (0, ...,0,yh — y,). Por tanto, tomando la componente fantasma
n, se sigue que yh — Yn = Zn—1 + Tp con zp_1 € Kp_1.

Por el Teorema 3.8 se tiene que si (0) = Gal(L/K), p|k, _,, entonces py, = yh —yn =
Zn—1+ Tn, (6 — 1)y, =6 con (¢ — 1)zp—1 = @I.
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Capitulo 4

Campos de géneros de campos
de funciones congruentes

Usaremos la siguiente notacién. Sea R; el conjunto de polinomios ménicos e irredu-
cibles en Rp. Para cualquier campo de funciones K/F,, K,, := KF m denota a la
extension de constantes. Para m € N, C,, denota un grupo ciclico de orden m.

Para cualquier extensién finita K /k usaremos el simbolo S (K) para denotar ya sea
un primo o todos los primos en K sobre poo, €l divisor de polos de T en k. Recordemos
que los primos que se ramifican en k(Ay)/k son pso (¢ # 2) y los polinomios P € RJTr
tal que P | N, con la excepcién de que g =2y N € {T,T+1,T(T + 1)} en cuyo caso
k(An) = k.

Establecemos L,, como el maximo subcampo de K (A /TnJrl) donde p, es total y salva-
jemente ramificado, n € N. Para cualquier campo K, ,, K denota la composicién K L.

En lo siguiente, para cualquier extensién finita K de k consideraremos .S como el
conjunto de divisores primos en K que dividen a po, y escribiremos simplemente K g
en lugar de Ky .

Definicion 4.1. Sea K una extension geométrica finita de k. El campo de géneros
Ky de K es la maxima extension de K contenida en Ky que es la composicién de K
y una extensién abeliana de k. Equivalentemente, Ky = Kk* donde £* es la maxima
extensiéon abeliana de k£ contenida en K.

Cuando K/k es una extension abeliana, Ky es la maxima extensién abeliana de k
contenida en K. El principal objetivo es encontrar Ky donde K es un subcampo
de un campo de funciones ciclotémico. En lo que sigue, K siempre denotara una
extension finita geométrica de k. De esta forma podemos enunciar de manera andloga
el teorema de campo de géneros de Leopoldt (ver [20]) de campos numéricos pero en
el contexto de los campos de funciones como sigue.
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Proposicién 4.2. Si K C k(Ay) y el grupo de caracteres asociado a K es X ,entonces
la mdxima extension abeliana J de K no ramificada en ningun primo finito P € RJTF,
contenida en una extension ciclotomica, es el campo asociado a

Y= ] Xr=]] Xr

PeR} PIN

Demostracion. Primero notemos que para todo P|N, Yp = Xp y por tanto |Yp| =

|Xp|. Sea ep el indice de ramificacién de P en J/K. Por el Teorema 2.55 se sigue que

|Xp| = ep, pero ep = 1, pues J/K es no ramificada en ningtin primo finito. Ahora,

sea E/K una extensién no ramificada en ningin primo finito y E/k abeliana. Sea Z

el grupo de caracteres de Dirichlet asociado a E. Entonces | Xp| = |Zp|y Z 2 X. Por

lo tanto Zp = Xp y se sigue que Z C [[Zp=][Xp =Y y por lo tanto E C J. [
P P

Antes de continuar nuestro estudio en campos de funciones, hagamos un paréntesis
para ver el Teorema de géneros de Gauss. Pero antes tenemos una observacién en
campos numéricos respecto al teorema de Leopoldt (ver [20]).

Con una definicién andloga a la definicién 2.42 de los caracteres de Dirichlet pero en
campos numeéricos (ver [36, Chapter 3]) tenemos que:

Observacion 4.3. Sea K un campo numérico. Cuando los primos infinitos son no
ramificados en J/K tenemos que Ky = J. En otro caso, si K es real y J imaginario.
Entonces Ky = J* donde J* := JNR y el grupo de caracteres de Dirichlet asociado
aJTesYT:={xeY]|x(—1)=1}. Finalmente [J: JT|=[YV : Y] = 2.

Ejemplo 4.4 (Teorema de género de Gauss). Sea K = Q(v/d) una extensién cuadrati-
ca de Q, con d € Z libre de cuadrados. Sea m el ntimero de factores primos distintos
de 0, el discriminante de K. Si p1, ..., pm son dichos factores, escogemos p; = 2 si
2 ’ (7

Sea x el caracter cuadréatico asociado a K. Entonces xp, # 1,1 <i <my x, =1
para todo ¢ € P\{p1,...,pm}. Parap; # 2, xp, es tnico y xp,(—1) = (=1)®:~1/2 En
este caso el campo asociado a xp, es Q( (—1)(171'—1)/2])2-). Si p1 = 2, entonces hay tres
caracteres cuadraticos x,, = X2; dos de ellos con conductor 8, uno real y otro imagi-
nario, y el otro de conductor 4. Si 2 es real, x(—1) = 1 y el campo asociado es Q(v/2).
Si x2 es imaginario de conductor 8, x(—1) = —1 y el campo asociado es Q(v/—2).
Finalmente, si x2 es de conductor 4, x(—1) = —1 y el campo asociado a y2 es Q({4) =
Q(i) = Q(/—1). De esto se sigue que la méxima extensién abeliana de Q no ramifica-
da en todos los primos finitos es J = Q(+/z, V(=D P2=D/2p, \/(—1)(pm4)/2pm)
donde e = (=1)P1=D/2p; sip) #2ye=2,-20 —1sip = 2.

Asf obtenemos que [J: Q] = 2™ y [J : K] = 2™~ Luego K = J excepto cuando K
esreal y J es imaginario, este caso ocurre cuando 0x > 0 (d > 0) y existe p; = 3 méd 4.
En ese caso, [JT : K] = 2m~2. Para la extensién cuadritica K = Q(v/—14) de Q,
tenemos que Ky = Q(v/2,v/—7) y para K = Q(v/79) obtenemos que J = Q(/—79,1)
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yKe=J"=JNR=Q(HV79) =K.
Regresando a nuestro estudio de los campos de funciones, tenemos los siguientes
resultados.

Proposicién 4.5. Si E/k es una extension abeliana tal que poo es moderadamente
ramificado, entonces existen N € Ry ym € N tales que E C k(An)Fgm.

Demostracion. Por el Teorema de Kronecker-Weber, tenemos E C k(Ayn)Fgm L, =
nk(AN),, para algunos N € Ry y n,m € N.

F FL,

Ve

Ly,

Sea F' := k(An)Fgn = k(An),, v sea V el primer grupo de ramificacién de poo
en FL,/k. Entonces R := (FL,)" es la mixima extensién de k contenida en FL,
donde po, es moderadamente ramificado y como consecuencia tenemos que So(R) es
salvajemente ramificado en F'L, /R.

Puesto que poo es moderadamente ramificado en E/k, se sigue que E C R. Ahora, pso
es moderadamente ramificado en F/k y So(F) es total y salvajemente ramificado en
FL,/F. Luego FL,/F es de grado |V|. Por tanto R=F y E C F. O

Proposicién 4.6. Con las hipdtesis de la Proposicion 4.2, en el caso de que ey (K|k) =
q—1, se tiene Kg = J.

Demostracion. Puesto que e, (J|K) = ;i:(i([‘?@)) = % = 1, ps se descompone
totalmente en J/K y por tanto J C K.

Ahora bien, el campo de constantes de Ky es F, (ver [27] o simplemente si Fgm es el
campo de constantes de Ky, K C K, C Ky y poo es totalmente inerte en K,,, es
decir foo = [Kp : K| = m; puesto que po v los primos en So(K) no tienen inercia
en ninguno de K/k o J/K, m =1).

Puesto que po se descompone totalmente en Kg./K y pos es moderadamente rami-
ficado en K/k, por la Proposicién 4.5 tenemos que Ky C k(An)Fgm para algunos
N e RprymeN.

En todas las extensiones ky,/k, Kpn/K, Jmn/J, k(AN)m/k(AN) los primos infinitos
son totalmente inertes ya que todos tienen grado 1 (ver [35, Theorem 6.2.1]). En las
extensiones K,,/kn,, v K/k el indice de ramificacién de los primos infinitos es ¢ — 1,
esto es, el méximo posible. Se sigue que en J,, /Ky, J/K, k(AN)/J v k(AN)m/Im,
Soo(Km), Soo(K), Sso(J) ¥ Soc(Jm) son totalmente descompuestos. Finalmente, en
kE(AN)m/J (y por tanto en k(An)m/Kqe), Soc(J) es no ramificado.
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Sea G := Gal(k(An)m/J). Para Soo(J) tenemos que en esta extension el indice de
ramificacion e, el grado de inercia f y el nimero de descomposicién h son e = 1,
f=myh= % Por lo tanto el grupo de descomposicién ® de po, es de orden m y
es ciclico. Debemos tener ©® = Gal(k(Ayn)m/k(AN)) ya que Soo(k(An)) es totalmente
inerte de grado m en k(An)m/k(An). Puesto que los primos en Sy (J) tienen grado

de inercia 1 en Ky /J, se sigue que Ky C k(Ay). Por tanto Ky = J. O
Finalmente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Supongamos que k C K C k(Ayn) para algin polinomio N. Sea X el

grupo de caracteres de Dirichlet asociado a K, Y = [[ Xp, Y1 ={x €Y | x(a) =
P|N

1 para todo a € Fy} y JW) el campo asociado o Y1 (JV) = JNk(An)T). Entonces el

campo de géneros Ky de K satisface Kge C k(An) y Kge = KJW.

Demostracion. Ahora e, (K |k) no necesariamente es igual a ¢ — 1. Usaremos la nota-
cién de la Proposicion 4.2. En este caso S (K') puede ser ramificado en J/ K. Tenemos
que JU) C J puesto que Y; C Y, aunque no necesariamente J) € K o K € J),
Sea J?) = KJO),

Entonces J? es el campo asociado al grupo de caracteres XY;. Puesto que poo se
descompone totalmente en JM) /k, So(K) se descompone totalmente en J(2). Més
atin Soo(J(M) es totalmente ramificado en .J/JM). Por tanto Sa(J?)) es totalmente
ramificado en J/J?),

Kye /J(z)
\ «
Y1
K K k
k km

Obtenemos que J)/K es una extensién abeliana no ramificada con J? C k(Ay) y
Sso(K) se descompone totalmente en J?) /K. Se sigue que J? = J® donde D es el
grupo de descomposicién de S (J) con respecto al grupo Gal(J/K).

Ahora consideremos cualquier extensién abeliana no ramificada F'/K tal que Soo(K)
se descompone totalmente en F'. Por la Proposicién 4.5, F' C k(Ay)Fgm para algunos
N € Rp y m € N. En el caso de que F' C k(Ay), sea Z el grupo de caracteres de
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Dirichlet asociado a F'. Puesto que F//K es no ramificada, se sigue que X C Z C Y
debido a la Proposicién 4.2 y por tanto F C J. Puesto que J@ = J? obtenemos que
FcCJ®@.

k(AN) ——————k(AN)m
J F
B / B,
/
K K,
k km,

Para el caso k C F' C k(An)Fgym, esto es, F' no necesariamente estd contenido en un
campo de funciones ciclotémico, sea J el grupo de inercia de S (K) en k(Ayn)/K
y sea B := k(Ay)”. Entonces los primos en S (B) son totalmente inertes en B,
debido a que tienen grado 1 y son totalmente ramificados en k(Ax)/B. Como Soo(K)
se descomponen totalmente en B, B es el campo de descomposicién de Sy (K) en
E(AN)m/K entonces F C B C k(An).

De la primera parte, obtenemos que F C J@. 0

4.1. Campos de funciones congruentes con tipo de rami-
ficacion general de p.,

Primero se probard el siguiente resultado.

Lema 4.8. Si K/k es una extension abeliana y el grado de cualquier divisor primo
en Soo(K) es t, entonces el campo de constantes de Ky es F.

Demostracion. Considere la extension de constantes K, := KTy, de K. Entonces el
nimero de primos en K, encima de cualquier primo en S (K) es h = (dg (S0 (K)),7) =
(t,r) (Teorema 3.5(2)). Por lo tanto So(K) se descompone totalmente en K, /K si
y s6lo si h = r y esto es equivalente a 7 | dx(Soo(K)) = t. Se sigue que la maxima
extension de constantes de K donde S (K) se descompone totalmente es Ky = K.
Asf el campo de constantes de Ky, es Fy:. ]

El Teorema 4.9 es el teorema principal de este trabajo.
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Teorema 4.9. Sea K/k una extension abeliana finita con K C k(An)FgmL,. Sean
F=KL,Nk(AN)Fgm y E =k(An)NFFem C k(AN). Entonces el campo de géneros
de K es

Kg = EJ'FK

donde Eg es el campo de géneros de E, H es el grupo de descomposicion de Soo(F)
en EgF/F y Hi = H|g, . Ademds EgFK/Ky es una extension de constantes de
grado d = |H| y d divide a ¢ — 1. Finalmente

EgFK = KgoF
donde t es el grado de Soo(K).

Demostracion. Consideremos M := Kk(An)m N Ly y F = KL, N E(AN)Fgm. Sean
G = Gal(nk(AN),,/k(AN),,), H = Gal(nk(AN),,/Kk(AN),,) v H1 := H|L,. Sean
G = Gal(n,k(AN),,/Ln), H = Gal(nk(AN),,/nK), Hi = H|k(AN)m- Veamos que
M = L}, Ya que G = Gal(L,/k) se sigue que |H1| = |H|, luego L}t = Kk(Ax)m N
L, = M. De forma andloga tenemos que F = k:(AN)g1 pues del isomorfismo G =
Gal(k(An)m/k) se obtiene que |Hi| = |H|. Luego k(An)2t = , K Nk(Ayx)m = F.

//g\
k(AN),, —— Kk(An),, ———nk(AN),, (4.1)
| -
| H
H, : It
|
|
F=kAN) - ==-—--~ Fom o — - K |c
|
|
|
|
o
/_\
; T ———

Ahora, como F C ,K tenemos que ,F C ,K, por otro lado [,k(AN),, : nF] =
[k(AN),, : F] = [k(AN),, : K(AN)T) = |Hy| = |H| = [nk(AN),, : nK]. Se sigue que
nF = n K. Similarmente como M C Kk(Ay),, tenemos Mk(Ay),, € Kk(Ay),,. Por
otro lado [,k(AN),, : Mk(AN),,] = [Lyn : M] = [Ly, : L] = [H| = [H| = [nk(AN),, :
KE(An),,]- Se sigue que ME(An),, = Kk(AN),,-

Sea A C G x G tal que K = nk(AN);?L. De lo visto en el diagrama (4.1), por las
respectivas correspondencias de los grupos de Galois se tiene que F = k(A N)%XH y
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M = nk(AN)Zf@XG. Entonces, si denotamos R = ,k(Ay),,, tenemos

RANGY = RARIY = Kk(Ay),, = Mk(An),,
_ R’HXGRQXI _ R(ch)m(gx1) _ RHXI.

Se sigue que AN (G x 1) = H x 1. De forma andloga se obtiene AN (1 xG)=1x H.
Por lo tanto

FM = RQXHRHXG _ R(gXH)ﬁ('HXG) _ RHXH’

KM = RARHXG — RAFT(HXG)7
FK = RgXHRA — R(ng)ﬂA

Veamos que (G x H)NA=AN(H xG) =H x H. Sea (h,g) € H x HC H xG.
Entonces (1,9) € 1 x H = AN (1 x G). En particular obtenemos que (1,¢g) € A. Por
otro lado, (h,1) € H x 1= AN(G x 1), en particular (h,1) € A, asi (h,g) € A, luego
(h,g) € AN(H x G). Al tomarse (h, g) arbitrario, se sigue que H x H C AN(H x G).
Ahora, sea (h,g) € AN (H x G). Como (h,1) € Hx1= AN (G x 1), en particular
(h,1) € Ay (h,1) € H x G, se sigue que (h,1) € AN (H x G). Se tiene (h,1)(1,9) =
(h,g) € AN (H x G). Luego (1,9) € AN (H x G). En particular (1,g) € A y puesto
que (1,9) € 1 x G se tiene que (1,9) € AN(1 xG) =1x H, es decir, g € H. Por
tanto (h,g) € H x H, luego H x H = AN (H x G).

Andlogamente obtenemos que H x H = AN (G x H). Por tanto se sigue FM = KM =
FK. En resumen tenemos el siguiente diagrama

k(AN),, ——————— Mk(AN),, = Kk(AN),,, —————nk(AN),,

K

-
/

k M Ly,

Dado que Fy/F es no ramificada y So(F') se descompone totalmente en Fy./F, ob-
tenemos que ,Fye/nF = nFFy/nF = nKFy/nK es no ramificada y que Soo(nF') se
descompone totalmente. Ahora, en ,, K/K, los nicos primos posiblemente ramifica-
dos son aquellos en So(K) y si es asi, se ramifican salvajemente. Se sigue que en
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nK Fy/K los tnicos primos posiblemente ramificados son los elementos de S (K)
y de serlo, se ramifican salvajemente. En particular, como K C KFy C ,KFy, en
F4 K /K los tnicos primos posiblemente ramificados son aquellos en So(K) y si son
ramificados, se ramifican salvajemente.

Nuevamente, dado que la extensién Fy./F' es no ramificada y So(F') se descompone
totalmente, FyK/FK es no ramificada y Soo(FK) se descompone totalmente en
FooK/FK.Yaquek C FNK C F C k(AN),, y en la extension F/(FNK), Soo(FNK)
es moderadamente ramificado. Como

I(SOO(FK) ‘ Soo(K))’F - I(Soo(F)‘SOO<FmK))a

se tiene en particular para los indices de ramificacién

€(Soo(FK) | Soo(K)) | €(Soo(F) [ Soc(F' N K)).

Por tanto So(K) es moderadamente ramificado en FK/K. Es decir, de los razona-
mientos previos resulta que en FK /K, So(K) es moderada y salvajemente ramificado
a la vez. Por lo tanto S (K) se descompone totalmente en F'K/K. En resumen, te-
nemos Fyg K C K. Puesto que F'M = FK, se tiene FyeM = Fy K C K.

Sea V' el primer grupo de ramificacion de p en Ky /k. Sea Z := K gﬁ . Entonces pso
es moderadamente ramificado en Z/k y por lo tanto Z C k(An),,.

Como poo es total y salvajemente ramificado en M/k, M N Z = k. Ahora, siendo V
el primer grupo de ramificaciéon de p en la extension Ky /k y entonces Vi = V|,
loesen M/k. Yaque k C M C FgeM C Ky ¥ poo s total y salvajemente ramificado
precisamente en la extensién M/k de dicha torre de campos, se tiene |Vi| = |V, por
lo que se sigue que Poo y Soo (M) son moderadamente ramificados en Z/k y en Ky /M
respectivamente. Ademds S (F') es total y salvajemente ramificado en la extensién
FK = FM/F. Finalmente, como Ky /K es no ramificada, se sigue que Kg/KM es
no ramificada, es decir Ky./F'M es no ramificada.

A v Kge
Fye FypeM = Fy K
F— FM=KM-=FK

Poo €s moderadamente K / Soo (M) es moderadamente
ramificado ramificado
/ i
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Ahora Ky : k] = Ky : Z)[Z - k| = |V|[Z : k] = \W|[Z : k] = [M : k][Z : k] =
[ZM : k. Se sigue que Kg = ZM. Como F' C k(Ay),, v Fge/F es moderadamente
ramificada se sigue que

Fpe CK) = 2.

Puesto que po es el tnico primo ramificado en M /k, los tnicos primos ramificados
en FK = FM/F son aquellos en Sy (F') y justo como lo hemos mencionado, éstos
son salvajemente ramificados. Entonces tenemos lo siguiente con respecto a poo:

Kg.

es no
\%iﬁcado
\%

FM=KM

) es moderadamente
P - ramificado
es salvajemente Phd
ramificado
Z Pad M
7
e
e
\ )
7
F
es moderadamente
\amlﬁcado

k

Ahora bien, se tiene que S (F') no se ramifica en Z/F ya que de ramificarse tendria
que ser moderadamente ramificado pero como se vio antes, FM = KM/ F es salvaje-
mente ramificado y Kg./KM = FM es no ramificado. Ademés Z/F es no ramificada
en todos los demds primos pues Ky /F es ramificado a lo més en los divisores primos
de S (F'). Se sigue que

k(AN

es moderadamente
ramificado

Z C Fy yporlotanto Z = Fy.

Kge = ZM = FyM = Fp K. (4.2)

Para terminar, necesitamos calcular F..

Puesto que k(Ay)/k es una extensién geométrica y ky,/k es una extensiéon de cons-
tantes, dichas extensiones de k son linealmente disjuntas. Por tanto k(Ayx) Nk, = k.
Puesto que p es moderadamente ramificado en Fy./k, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Fge € k(AN)m-

Definamos E := F,, Nk(Ay) C F,,. Como k,, C F,, se tiene que E,, = Fk,, C F,,.
Ademas, como F' C k(Ay),, se tiene que F,, C k(An),,. Asi Fy, € Fp, NE(AN)m =
E,,. Por lo tanto E,, = F,,.
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Por otro lado m[F : k] = [Fy : km|[km : k] = [Em : kn|[km 2 k] = [Ep : kpJm = [E -
kElm. Asi [E : k] = [F : k]. Por lo tanto,

E,=F, y [E:kl=[F:k. (4.3)

En otras palabras, E juega un papel similar al de F' pero éste esté contenido en una
extension ciclotémica.

Puesto que E = F,,,Nk(Ay), tenemos ENF = (F,,Nk(An))NF = k(Ax)NF. Como
en particular £ C k(Ay) se tiene que Ey C k(An). Se sigue que ENF C Ege N F C
E(AN)NF =ENF. Porlotanto ENF = Ege N F =Ek(Ay) N F.

Ya que F),/F es no ramificada y EF C E,, = F,,,, tenemos que EF/F es no rami-
ficada y como Ey/E es no ramificada, obtenemos que Ey F'/EF es no ramificada,
en consecuencia, la extension Ey F/F es no ramificada. También, como So(E) se
descompone totalmente en Eg, Soo(EF) se descompone totalmente en Eg F'.

Sean D(Ss(F')) el grupo de descomposicién de cualquier primo de So(F') en EF/F
y D(Soo(E N F)) el grupo de descomposicién de cualquier primo de Soo(E N F') en
E/(ENF). Sabemos que D(Soo(F))|E € D(Sso(ENF)). Se tiene que |D(Ss(F))| =
el Il v ID(Seo(ENF))| = €cofoo, donde e y f. indican los respectivos indices de
ramificacién e inercia de Soo(F') en EF/F, ex ¥ fx indican los respectivos indices
ramificacién e inercia de Soo(F N F) en E/(ENF), ademés e, f | oo foo-

) EF
oo foo
\E/ ]
Ww /

ENF
k

Ya que EF/F es no ramificada, e[, = 1. Puesto que k C ENF C E C k(AN) ¥ Poo
tiene indice de ramificaciéon ¢—1 y grado de inercia igual a 1 en k(Ay)/k, se sigue que
€ |¢— 1y foo = 1. Definiendo d := f se tiene que d|q— 1y como I(Sw(E N F)),
el grupo de inercia de Soo(E N F) en E/(E N F), es subgrupo de D(S(E N F))
YV [I(Seo(E N F))| = eco, se sigue que D(Soo(E N F)) = I[(Seo(E N F)). Si deno-
tamos por I(po) el grupo de inercia de poo en k(An)/k, se tiene que D(Soo(F')) es
un subgrupo de orden d de I(Ss(ENF))) que a su vez es subgrupo de I(pso) = Cy—1.

k(A

Sea H el grupo de descomposicién de So(F') en Eg F'/F, puesto que EgF//EF es no
ramificada, tenemos que H coincide con D (S (F)), por tanto

[H| = |D(So(F))| = d = fl.
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Asi tenemos que H es un grupo ciclico de orden d que corresponde a la inercia de
Seo(F) en EgF/F. Si Hy := H|g,,, puesto que Gal(Egy./(Eg N F)) = Gal(Eg I/ F),
por la correspondencia de Galois.

nggl / F

(Ege ﬂF)

obtenemos que (EgeF)H = EglF.
Ahora, como S (E) es totalmente descompuesto en Eg./E 'y Soo(Egl) es totalmente
ramificado en Fg,/ Egl, resulta que

Eq,

o Soo(E)
dtotalmentet es totaﬁlm%nte
escompuesto ramificado

’ EE
E Eh

ge

SOO(EEgl) es totalmente descompuesto y totalmente ramificado en Eg/ EE;{I, por
lo tanto E4 = EEgl.
En resumen

(BgeF)! =EJ'FCF, y  EEJ=Eg (4.4)

Finalmente, sea C' := Fy;m N k(An). De (4.3) tenemos E C E,, = Fyy € Fgen ¥
E C k(An). Por lo tanto £ C C. De (4.4) obtenemos Egl C EglF C

ademés Eg"' C Ey C k(Ay). Por lo tanto Egl C Fyem Nk(AN) = C. También
tenemos que Eg = EEéLf1 ccC.

Por definicién Fy./F es no ramificada. Luego Fy /Fy, es no ramificada. Puesto que
F,, = E, = (EF)n, se sigue que la extensién F,,,/E es una extensiéon de cons-
tantes, por tanto es no ramificada. Luego Fy,,/E es no ramificada. Ahora, como
E C C C Fyem, tenemos que C'/E es no ramificada, tal que C C k(Ay). Se sigue que
Soo(E) se descompone totalmente en C'/E. Asi C' C Eg. Por lo tanto Eg = C.
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Como k(AN)m = k(AN)km v k(AN) N ky = k, por la correspondencia de Galois,
obtenemos que Ege 1, = Egechkm = CEpy = (Fge mNE(AN))km = FgemNk(AN),, = Fgem
pues Fge C k(An). En resumen

C=FEyw y Egm=Ckpn=Fgm. (4.5)

k(AN) E(AN)m

C Fge,'m,
\ [
\C Ege

Fge,m=Ege,m |

I
Egeom

Egt

EgeF
Hi= H‘Egv //

H
EglF = (Bg )Y

EF Em =
! /

De (4.4) tenemos EglF CFge CFgemy

(E£1F>m - EglFm = EglEm = (EglE)m = Lige;m = Fge,m-

Ast Fyen = (EgIZlF)m/Eg[{IF es una extensiéon de constantes. Del Lema 4.8, el campo
de constantes de Fy. es Fy:, por lo que Fy = (EglF)t. Si probamos que Fy: C EglF,
se seguird que Fy, = EglF.

Sea J el grupo de inercia de cualquier elemento de So(F') en la extension F/k, |J| =
e(So(F) | poo) = €, y sea D’ el grupo de descomposicién de Soo(F) en F/k. Como t =
dp(Ss(F)), tenemos que |D’| = et puesto que D'/T = Gal(F(Soo(F))/k(pso)) = Ct.
En el siguiente diagrama el tipo de descomposicion es con referencia a los divisores
primos infinitos.
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totalmente

descompuesto

totalmente
descompuesto Lt

D’ L
inert¢

t=|D'/3| | inerte L

t

F: 2 - F: 2t
inerte
totalmente totalmente
descompuesto descompuesto
t
F ky

inerte

Aqui Fy := F?, F, := F? y L es el campo fijo del grupo de descomposicién de
Poo en Fi./k. Se sigue que po es totalmente descompuesto en L/k. Por lo tanto
L C k(An). Nuevamente, como ¢ es el grado de inercia de cualquier elemento de
Seo(F') en F/k, se tiene que el grado de inercia de Soo(F2) en Fy/Fy es t. Ademés
tenemos que Gal(Fy+/Fs) = Cy x Cy. Se sigue que Soo (L) es totalmente descompuesto
e inerte en Flyt/LFl, por lo tanto F1; = LF; (o también, se sigue de que LFy C Fi
con [LFy : [5) =t2). Asi LN} = Fy y LF;/F5 es una extensién de Galois de grado
2 con grupo de Galois C; x C;.

Puesto que L C F; C F,, y L C k(An) se sigue que L C F, Nk(Ayx) = E. Ya que pso
se descompone totalmente en L/k, se sigue en particular que L C EgeHl. Por tanto
Fy C keFy = Fiy = LFy C LF C EIl'F. Luego

Foe = EI'F. (4.6)
Por lo tanto de (4.2) y (4.6) concluimos que

Ky = E['FM = E['FK. (4.7)

Ahora, de (4.4) obtenemos que EJ'F = Fye C EgF C (EgeF)m = EglFyn =
EWMEF,, = E"EE,, = E,'"E,, = Eu""F,, = (Eg'"'F),,. En particular,
EyF/Fy es una extensién de constantes. Ya que Eg N F = ENF, de la corres-
pondencia de Galois tenemos

[EgeF : Fy] = [EqeF : EINF) = [Eye : E[M] = |Hy| = |H| =d

(recordemos que d corresponde a la inercia de Soo(F') en EgF/F) y como el campo
de constantes de Fy, es Fy, se sigue que el campo de constantes de Eg F' es Fra. Asi
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EgoF = FyeF . (4.8)

En particular, si (t,d) = 1 entonces EgF' = Fy[F a.

Finalmente, de (4.5) tenemos que, al ser Fye.,/Fy una extension de constantes, en
particular es ciclica, y como F.: es el campo de constantes de Fy, dicha extensiéon

es de orden *. Si ® denota el grupo de descomposicién de los divisores primos en
Soo(F) en Egemm = Fyen/F, se sigue que Fy = Eg%,m = Fg%,m. Observe ademads que
19| = [Fyeem Fgfm] = [Egeyn : Fge] = [Fgem + Fye] = 7 donde t es el grado de
cualquier primo en S (F). O

Observacién 4.10. Sea (o) = Gal(k(An)m/k(An)) = Gal(ky,/k). Entonces, con las

notaciones anteriores, se tiene ® = (o) y

[Fge,m : F] _ (Ege,m : Fonl[Fm : F] _ [Egem : Emlm
[Fge,m : Fge] D] m/t

[Fye : F] = = [Eg : EJt, (4.9)

donde t es el grado de cualquier primo en S (F).

4.1.1. Campos de funciones congruentes donde p., es moderadamen-
te ramificado

Ahora consideremos alguna extensién geométrica abeliana K/F, de k tal que p es
moderadamente ramificado. Entonces tenemos que K C k(Ay)Fgm = k(Ay)y, para
algunos N € Rr y m € N. Bajo estas condiciones del Teorema 4.9 se tiene que F' = K
y el siguiente resultado, el cual es consecuencia inmediata del Teorema 4.9.

Teorema 4.11. Sea K/F, una extension abeliana finita geométrica de k donde p
es moderadamente ramificado. Sean N € Ry ym € N tal que Kge C k(An)Fgm. Sea
Eg4 el campo de géneros de E := k(Ay) N KFyn y sea Egem = EgFgm. Sea H el
grupo de descomposicion de Soo(K) en EyK/K. Sea Hy = H|g,. Sea ® el grupo
de descomposicion de los divisores primos en Soo(K) en Egem. Entonces el campo de
géneros de K es

Ky = (B K)" = EIl' K = E, O

ge7m.

4.2. Aplicaciones

En esta seccion se mostrara como pueden ser aplicados los resultados antes vistos para
algunas extensiones abelianas generales: las extensiones de Kummer, las extensiones
de Artin—Schreier y las p—extensiones ciclicas.
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4.2.1. Extensiones de Kummer

Aqui supondremos que ¢ > 3. Sea P € R}. Entonces k( “/(—1)gPP) C k(Ap)
(ver Proposicién 2.59). Asi para | un ntimero primo tal que [ | ¢ — 1, tenemos
k(y/(=1)e"PP) C k(Ap). Por tanto para cualquier polinomio ménico D € Ry, obte-
nemos k(y/(—1)8"PD) C k(Ap).

Note que para a, § € Fy, tenemos k(vVaD) = k(\/BD) si y sélo si o =  méd (IF‘Z)Z.
En particular k(y/7D) C k(Ap) si y sélo si v = (=1)2 méd (F;)'. Se sigue que si
I | gr D entonces k(v D) C k(Ap).

En esta subseccién usaremos la notacién de la Seccién 4.1. Sea K := k(y/vD) con
D € Ry un polinomio moénico libre de [-potencias, v € Fy y D = Prt... P donde
P € R}f ,1<e <1—1,1<i<r. Ademds arreglamos el producto de manera que
| grP,; para 1 <i<sylfgrPjparas+1<j<r 0<s<r. En general, se tiene
siempre que E = k(v/(=1)PD), y F; C (IFZ,)I. Ahora

K=F siysélosi (—1)#P =~ méd (FZ)Z siysélosi (—1)8P~ ¢ (FZ)I.
Proposicién 4.12. El comportamiento de poo en K/k es el siguiente:
(a) SiltgrD, poo es ramificado.
(b) Sil|grD y~ e (FZ)’, Poo S€ descompone.
(c) Sil|lgrD y~ ¢ (FZ)I, Poo €5 inerte.
Demostracién. Ver [26, Lemma 3. O

Note que en general

BE = k(-1 D 3D = K ({f(=1)P7) = KB (f(-1)e27).

Tenemos Fy(v/(—1)8"Py) = F, siysolosi (-1)gPy € (F})!( siysélosi E =
K). Consccuentemente Fy(v/(—1)g"Py) = F, siysolosi (-1)8Py ¢ (F;)'. En
cualquier caso tenemos FEK = F o EK = E; = K.

Ahora por la Observacién 4.10 y la Proposicién 4.12 tenemos [Kg : K] = [Ey : Elt,
donde

1 si pso no es inerte en K /k,

t=grSeo(K) = {

[ sipo esinerte en K/k.

Cuando K = FE, es decir, cuando K C k(Ap), si x es el caracter de orden [ asociado
a K, x=xp, - Xp,, consideramos Y = (xp, | 1 <@ <r). El campo asociado a Y es

= k(\’/(_1)grP1P1, e \l/(—l)grPrPT),
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y Kge=Fsil{grD osil|grP; para todo i (es decir, s = r). Esto es asi puesto que
en el primer caso poo es ya ramificado en K y en el segundo po, es no ramificado en
F/k (Proposicién 4.12).

Cuando I | grD y I 1 gr P,, poo se ramifica en F/k y es no ramificado en E/k. En
este caso [F' : Eg] = l. Sean as11,...,a,-1 € Z tal que [ | gr(Py,P%™"), esto es,
gr P+ amgrP,=0moéd [, s+1<m<r—1. Sea

Fyi=k(\/Pry... ./ Pss\| Pen PP N Peca P C R(Appyepy).

Entonces S (F) se descompone en Fy/E, K C F| C Eg y puesto que
F = F1( ! (_1)grPrPr)7

tenemos [F': F1] = l. Se sigue que Ey = F}. Asi tenemos

F siltgrDosil|grP,
ge:{ siltgrDosil|grP, (4.10)

Fy sil|grDylfgrP,.

Sea a := (—1)8"Pr. Tenemos £ = K si y sélosi a € (FZ)Z yvE#K siysélosi a ¢
(F;)l. En particular, cuando o € (F;)l tenemos Fge = K.
Cuando « ¢ (F})', tenemos

EK = k({/(—1)=PD,/xD) = K(/a) = K, # K.
Por el Teorema 4.11 obtenemos que si So(K) no es inerte en FK /K, entonces Ky =
E4 K. Cuando So(K) es inerte en EK/K, tenemos Ky = glK, donde Hj es el
grupo de inercia de p, en Ey./k. Este tltimo caso se tiene cuando E # K, es decir,
a ¢ (F;)l Y Poo €s ramificado en E/k, es decir, [ 1 gr D. Puesto que p es no ramificado
en F1/k, se sigue que Egl = Fy. Combinando esta situacién con (4.10), obtenemos
que Ky es igual a uno de los siguientes seis casos:

)3 sia € (IE‘;‘)I, llgrDyltgrP,. (estoimplica~y € (IF;)Z),

F siae (F;)l yl|erP: (esto implica l | grD y v € (F;)l),
F  siae(F) yltgD,

K sia¢ (F;)l, llgrDyltgrP, (estoimplica y ¢ (IF;)Z),

FK sia¢ (Fi)yl|grP: (esto implica [ | gr D y v & (F;)),
K siaé¢ (F;)l ylterD (esto implica [ { gr P,).

Por lo tanto tenemos

Teorema 4.13 (G. Peng [26]). Sea D = P{*--- P € Ry un polinomio mdnico libre
de l—-potencias, donde P; € R;, 1<e <Il-1,1<i<r. Sea 0 < s <r tal que
IlgrP;paral <i<syl{grPjparas+1<j<r. Sea K :=k(yyD) donde~y € F;.
Sean o := (—1)8" Py y asy1,...,a,_1 € 7 que satisfacen gr Py, + aygr Pr = 0 méd 1,
s+1<m<r—1. Entonces Ky estd dado por:
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(a) k(v/(-1)e PPy, .. /(-1 P,) siae (Fi) yligrD.

(b) (VP ..., P,/ Psa Pt NP P sia € (]F(’;)l, l] gD, ylt
gr P,.

(¢) k(\7,VPr,....VP) sil|grP,.

(d) k(VAD,V/Pr, ... NP,/ Per PP N/ Pea P siac ¢ (F) y Lt gr P
O

4.2.2. Extensiones de Artin—Schreier

Considere K := k(y) donde y? —y = « € k. La ecuacién puede ser normalizada como
sigue:

ypy:a:zgé+f(T), (4.11)

donde P; € REF, Qi € Ry, (Pi,Q;) =1, >0, pte, grQ; <grP 1<i<r,
f(T) € Ry, con ptgrf cuando f(T') ¢ F,.

Tenemos que los primos finitos ramificados en K /k son precisamente Py, ..., P,. Con
respecto a p tenemos

Proposicién 4.14. El primo po es
(a) descompuesto si f(T) =0,
(b) inerte si f(T) € Fq y f(T) € p(Fq) :={a? —a|acF,},
(c) ramificado si f(T) ¢ Fq asiptgrf).
Demostracion. Ver [29, pagina 274]. O

Estudiaremos dos casos.

Caso 1: Supondremos que po, es no ramificado, entonces f(71") € F,. Recordemos que
K, = KF . Tenemos Gal(K,/k) = C), x Cp. Los p + 1 campos de grado p sobre k
contenidos en K, son: k(y + §;), 1 <i < py k,, donde {ﬂi}le es una base de Fg»
sobre IF,. Por la Proposicién 4.14, la tnica extension tal que po, no es inerte es la
extensién k(w) que satisface wP? — w = o — f(T'). Por lo tanto E = k(w).

Si x es el caracter asociado a E, x = xp, --- Xp, y €l campo asociado a xp, es k(y;),

donde ¢ — y; = a; := %, 1 < i < r. Por lo tanto

7

Ege =k(y1,- ,yr). (4.12)

Ast Kge = Ege K = k(y1,...,yr,B) con =00 PP — & p(Fy) = {aP —x |z € Fy}.
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Caso 2: Ahora consideremos el caso donde po, se ramifica en K. Sea K; := k(ﬁ)
donde P -5 = f(T),p1gr f. Sea E := k(w) donde w? —w = a—f(T) = a1 =

Por el Caso 1, Ege = k(y1,...,yr). Por tanto Ky = Ege K = k(y1,...,yr, B).
Con esto hemos probado

Teorema 4.15 (S. Hu and Y. Li [13]). Sea K = k(y) dado por (4.11). Entonces

ng = k(ylv cee ’yTaﬁ)a

donde yf —y; = 5, 1<i<rypr—pB=f(T).

4.2.3. p—extensiones ciclicas

Este caso es similar al de las extensiones de Artin—Schreier. Aqui consideraremos
K = k(y) donde y? 2 y = B, y la operacién es la diferencia de Witt. La extensién
es una p—extensién ciclica de grado un divisor de p™ donde y es de longitud n. Sean
Py, ... P, los divisores primos finitos ramificados en K/k.

Teorema 4.16. Sea K/k una extension ciclica de grado p"™ donde Py, ..., P, € RJTr
y posiblemente P, son los divisores primos ramificados. Entonces K = k(y) donde
yly=B8=66+-14 tu,

con 87 — B1 ¢ p(k), 6ij = ggfj, eij >0, Qi € Rty

3

(I) sie;; =0 entonces Q;j = 0;

(I1) si e;j > 0, entonces pf ey, (Qij, Pi) =1 ygr(Qiy) < gr(PY),
y 15 = 5(T) € Ry con
(IIT) p1gr f; cuando f; € Fy y
(IV) pj ¢ p(Fy) :={a” —ala € Fy} cuando p; € IF,.

Demostracion. Considere K /k una extension ciclica de grado p™ dada por K := k(y),

yP z y =B cony € W,(K) un vector de Witt de longitud n en K y 8 € W,,(k) un
vector de Witt de longitud n en k.

Sea B = (f1,...,0n) tal que

62]

Z @ij + f;(T"), donde Pl,...,PTERi,{Qij}lgigr C Ry,
1<j<n

fj( )GRT,eZ-j e NU{0} paratodo 1 <i<ryl<j<n. (4.13)
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Ahora cuando aplicamos ¢ a (3 obtenemos (5(1), e ,B(”)) y de la definicién de 8O,
obtenemos

T /
BY) = Z Q’/VJV + f{(T) para todo 1 < j < n.

Escribimos

/6:71++7T+£7

con

!
W= 1<i<n1<j<nyed = ().
PV

(2

1

Cuando aplicamos ¢~ , obtenemos

-1 —1 e [} —1 e -1
(617"'7/871): (B(l)a"wﬂ(n))(p :(71)90 ++(71”)Lp +(€)(p
y cada vector ('yi)“f1 es de la forma ( j:}l AR Qj,,’} ) y el vector (5)9071 es de la forma
Pil Pz in

(f{(T),..., f1(T)). En otras palabras

B=6 1o tpu

donde las componentes de cada &; tiene polos a lo mas en P; y u tiene componentes
con polos a lo més en po,. Sea p; el divisor correspondiente a P;.

Ahora cada & y p pueden ser normalizados de tal manera que cada componente
(6i); := 0;; tiene divisor

Qs '
(5ij)k = ﬁ con \; > 0; si A\; =0, entonces vy, (a;;) > 0;
i

si A\; > 0, entonces (p, ;) = 1y vy,,(a;;) =0,

y similarmente para p con respecto a poo (ver [31, pagina 162]). En efecto, la nor-
malizacién puede ser obtenida por el cambio de variable y;; — v + oy, 1 <7 <7,
1 < j < n,donde y; = (Yi1,---,Yin)s yf z yi = 0; ¥y aj; € k, que corresponde a la
substitucién d;; — 6;; + ozfj — oyj y por tanto las componentes obtenidas no tienen
polos distintos a p;. O

Ahora estudiaremos el comportamiento de poo en K/k.



82 Capitulo 4. Campos de géneros de campos de funciones congruentes

Proposicién 4.17. Sea K/k dado como en el Teorema 4.16. Sean p; = -+ = pg = 0,
ps+1 € Fy, psi1 € (Fy) y finalmente, sea t + 1 el primer indice con fii1 & Fy (y
por tanto p 1 gr fir1). Entonces el indice de ramificacion de poo es p"~t, el grado de
inercia de Poo s p' =% y el nimero de descomposicion de poo es p°. Mds precisamente,
si Gal(K/k) = () 2 Cyn, entonces el grupo de inercia de pos es 3 = (o) y el grupo
de descomposicion de poo s D = (oP).

Demostracion. Puesto que la extensiéon K/k es una extension ciclica de grado una
potencia de un primo, el campo de inercia es la primera capa tal que po, se ramifica.
El indice de esta primera capa es t+1 (ver [31]). Por otra parte, por razones similares,
el campo de descomposicién es la primera capa donde p, es inerte y esto estd dado
por s+ 1 (Proposicién 4.14). O

Consideremos el campo K = k(y) como en el Teorema 4.16, donde dnicamente un
divisor primo P € RJTr se ramifica, con

Bi:%eRTtalqueAizo,
si A; = 0 entonces Q; = 0,

si A; > 0 entonces (\;,p) = 1,(Qi, P) =1y gr@; < gr P A\ > 0.

(4.14)

Un caso particular del Teorema 4.16 se da en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.18. Supongamos que toda extension Ky /k que cumpla con las condi-
ciones de (4.14) satisface que K1 C k(Apo) para algin o € N. Sea K/k la extension
definida por K = k(y) donde p(y) = y? ly=Bcnp= (B1y.--,Bn), Bi dado en
forma normal: p; € Fyq 0 p; = %, Qi€ RryXN >0 (Ni,p) =1, (Q;,P) =1y
grQ; < gr PY. Entonces K C qunk(Apa) para algin o« € N.

Demostracion. Ver [29, pagina 277]. O

Observacion. El primo po, puede ser manejado de la misma manera que cualquier
P € R}. Las condiciones (4.14) para poo son las siguientes. Sea K = k(u) con pj =
fi(T) € Rr, ademas f;(0) = 0 para todo j y ya sea f;(T) = 0o fj(T) # 0y
p 1 gr f;(T). La condicién f;(0) = 0 significa que el primo infinito para 7" = 1/T
es o descompuesto o ramificado en cada nivel, esto es, el grado de inercia es 1 en
K /k. En este caso, con el cambio de variable 7/ = 1/T, la hipétesis en la Proposicién
4.18 debe decir que cualquier campo que cumpla estas condiciones satisface que K C
k(Apm) = k(Ap-n) para algin m € N. Sin embargo, puesto que el grado de la
extensién K /k es una potencia de p necesariamente tenemos que K estd contenido en
E(Ap-m)fs = L,_1.

De las Proposiciones 4.14 y 4.17 obtenemos
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Proposicion 4.19. Si K es un campo definido por una ecuacion del tipo dado en
(4.14), entonces K/k es una extension ciclica de grado p™, P es el inico primo ra-
mificado, es totalmente ramificado y poo €s totalmente descompuesto.

Similarmente, si K = k(v) donde v; = f;(T) € Ry, fi(0) = 0 para todo 1 < i <mn
y [i(T) ¢ Fq, p 1 gr fi(T), entonces pos es el dnico primo ramificado en K/k, es
totalmente ramificado y el divisor de ceros de T, el cual es ahora el primo al infinito
en Ry 7, es totalmente descompuesto. Ol

Ahora yf ° yi=0;,1 <i<ryz’ iz = p. Note que k(y,y:) v k(y,z) son
extensiones no ramificadas de k(y) pues k(y, yi) = k(y)(y — vi) v k(y,z) = k(y)(y —
z).

Tenemos k(y z z) C k(Ay) para algin N € Rp puesto que por la Proposicién
4.17, oo €s totalmente descompuesto en k(y — z). Por lo tanto E = k(y — z) esté
contenido en un campo de funciones ciclotémico.

Si x es el caracter asociado a E, entonces x = xp, - - Xp,., donde cada xp, es de
orden p" con n; < n. El campo asociado a xp, es el campo contenido en un campo
de funciones ciclotémico tal que P; es el tnico primo ramificado y con el mismo
comportamiento de ramificacién que el de P; en E/k. Puesto que en ambos casos
esta ramificacién estd completamente determinada por §;, se sigue que el campo
de funciones asociado a xp, es k(y;). Se sigue que Ege = k(y1,...,¥r) DUes P €s
totalmente descompuesto.

Note que Kk(z)/K es no ramificado y Soo(K) se descompone totalmente. Se sigue de
los Teoremas 4.11 y 4.9 que Ky = Eyck(z).

Por tanto hemos probado

Teorema 4.20. Si K/k estd dado como en el Teorema 4.16, entonces
Kge = k(y1,...,yr,2)
dondeyflyi:(si, lgigryzplz:p,.

Ejemplo 4.21. Sean k = F3(T) y K = k(y) donde y® =~y =3 = (% +1, %H +T).
Entonces la descomposicién descrita en el Teorema 4.16 es:

1 T+1\ o 1 .
= (=, == 0,7> 1,7).
8= (7 72) F (07757) T 0.1)
Asf,siyi’lyl:él:(%,Tﬁl),yé’lyz:&:(&%ﬂ)yz
entonces Ky = k(y1,¥y2,2).
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Conclusiones y perspectivas

El teorema principal de este trabajo, nos provee un método de calculo explicito y
metddico del campo de géneros para extensiones abelianas de campos de funciones
congruentes, explotando la fuerza de los caracteres de Dirichlet cuya idea fue aplicada
por Leopoldt en campos numéricos.

Mas adelante se estudiard una reduccion significativa de la demostracién del Teorema
4.9, estudiando en un solo caso la ramificacién general del primo al infinito, incluyen-
do su inercia.

Una pregunta natural es qué pasa para los campos de géneros de los niveles interme-
dios en una extension Z,, tanto de campos numéricos como de funciones y ver si esto
tiene alguna relacién con la Teoria de Iwasawa.
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Notacion

En este trabajo se usa la siguiente notacion:

= {1,2,...},

anillo de ntimeros enteros,

campo de ntimeros racionales,

campo de ntimeros reales,

campo de numeros complejos,

campo finito de p elementos Z/pZ, con p un nimero primo,

campo finito de ¢ = p" elementos, con p un nimero primo,

PHEFFazoe Nz
I

= grupo ciclico de orden m.

Para m,n € Z, m|n significa que m divide a n, es decir, n € mZ, (m,n) denota el
“méximo comun divisor” de m y n, y [m,n| denota el “minimo comun multiplo” de
my n.

El cardinal de un conjunto S es denotado por |S| (entonces |S| es el nimero de ele-
mentos en S cuando S es finito). Sean I y A dos conjuntos; una familia de elementos
de A indexada por I, denotada por {a; }icr, es una funcién ¢ : I — A tal que ¢(i) = a;.

() denota al conjunto vacio;

X CY X essubconjunto de Y;

X CY X es un subconjunto propio de Y

X :=Y X estd definido como Y, o es igual a Y por definicién;
X2Y X esisomorfoaY;

X #Y X es distinto de Y

x €Y xeselemento de Y;
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Notacién

X \Y denota el conjunto de los x € X tal que = ¢ Y;

Y [z] denota el anillo de polinomios en la variable x con coeficientes en Y;
—  denota un mapeo inyectivo;

I[I denota “producto”;

@ denota “suma directa”;

DIP  Dominio de Ideales Principales;

D(P|p) denota el grupo de descomposicién del ideal 3 sobre el ideal p;
I(B|p) denota el grupo de inercia del ideal B sobre el ideal p;

e(P|p) denota el indice de ramificacién del ideal B sobre el ideal p;
fCB|p) denota el grado de inercia del ideal B sobre el ideal p;
Np/k(a)  denota la norma de un elemento o en la extensién L/K;

Tr k()  denota la traza de un elemento o en la extensién L/K;

[L/TK} denota el automorfismo de Frobenius;

(L/TK) denota el simbolo de Artin;

nuc  denota el nicleo de un homomorfismo;

vp  denota la valuacién con respecto a p;

O indica fin de la demostracién;

0;/k  denota el discriminante de la extensién L/K;
07 denota el discriminante de la extensién L/Q;

k  denota el campo de funciones racionales IF,(T") (excepto en el Capitulo 3 en
donde k denota un campo de constantes);

Rr  denota el anillo de polinomios [Fy[T7;
RJTr denota el conjunto de polinomios moénicos e irreducibles en Rr;
Poo  denota al primo infinito en k;

S denota un conjunto no vacio de divisores primos de un campo K (en este
trabajo en general S := {8 primo en K |P sobre poo});
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Kps denota el campo de clases de Hilbert de K respecto a S (en campos
numéricos se denota simplemente Kp);

F,  denota el conductor del caracter x;

Cl(K)s denota el grupo de clases de K respecto a S (en campos numéricos
se denota simplemente Cl(K));

Irr(a,z, K)  denota el polinomio irreducible de «, en la variable = con coefi-
cientes en el campo K;

Ky denota el campo de géneros del campo K;

kE(An) denota el campo de funciones ciclotémico determinado por N sobre k;
k(An)T  denota el maximo subcampo real de k(Ay).

L, denota el campo fijo por FZ contenido en k(Ap-n-1);

K,, denota al campo KFm;

»K  denota al campo K Ly;

nKm  denota al campo KIFm Ly;

carF'  denota la caracteristica del campo F.

[L : K] denota el grado de la extensién de campos L/K, es decir, la dimensién de L
como espacio vectorial sobre K.

De forma estandar se usan el abecedario gotico fraktur (mathfrak) para ideales:
a b f m
a b c¢c f m
al igual que el abecedario caligréafico (mathcal) para grupos, ideales o ciertos anillos:

D g H O P
D G H O P
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