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Resumen

El problema de observación aparece cuando algunos estados de un sistema dinámico no

son accesibles o si su medición no es viable. Para resolver este problema de estimación de

estados se utiliza un sistema dinámico llamado observador, es decir, un algoritmo que permite

estimar el estado interno de un sistema dinámico a partir de las mediciones de la entrada y la

salida disponibles de dicho sistema. En este trabajo se resuelve el problema de la estimación

de estados en una clase de sistemas no lineales fraccionarios modelados con la derivada frac-

cionaria de Caputo. Se propone la generalización de la familia de observadores exponenciales,

estableciendo aśı una nueva clase de observadores llamados estimadores Mittag-Leffler. Por

otro lado, se propone una solución al problema del problema clásico del regulador óptimo

cuadrático para sistemas lineales fraccionarios para el diseño de leyes óptimas de control y

sus aplicaciones correspondientes. La teoŕıa desarrollada en este trabajo considera sistemas

fraccionarios de orden conmensurado, es decir, donde el orden de las derivadas en las ecuacio-

nes diferenciales fraccionarias es el mismo. Simulaciones núméricas se presentan para validar

la teoŕıa propuesta.





Abstract

The observation problem appears when some states of a dynamic system are not acces-

sible or if their measurement is not viable. The solution to this problem is through a dynamic

system called an observer. An observer is an algorithm that allows the internal state of a

dynamic system to be estimated from the measurements of the available input and output

of the said system. In this thesis, the problem of estimating states in a class of fractional

nonlinear systems modeled with the fractional derivative of Caputo is solved. The generaliza-

tion of the exponential observer family is proposed, thus establishing a new class of observers

called Mittag-Leffler estimators. On the other hand, a solution is proposed to the problem

of the classic problem of the Linear Quadratic Regulator for fractional linear systems for the

design of optimal control laws and their corresponding applications. The theory developed

in this thesis considers fractional systems of commensurate order, that is, where the order of

the derivatives in the fractional differential equations is the same. Numerical simulations are

presented to validate the proposed theory.
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Índice de tablas VIII
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Notación

C Números Complejos.

R Números Reales.

Z Números Enteros.

N Números Naturales.

R+ Números Reales Positivos.

Z− Enteros Negativos.

Re (z) Parte real de z.

Im (z) Parte imaginaria de z.

Γ(ξ) Función gamma de ξ.

β(z, w) Función beta de parámetros z y w.

Eα,β(z) Función de Mittag-Leffler de parámetros α y β.

0I
α
t f(t) Integral fraccionaria de Riemann-Liouville de f(t).

RL
0 Dαt f(t) Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de f(t).

C
0 Dαt f(t) Derivada fraccionaria de Caputo de f(t).

λmı́n (X) Valor propio mı́nimo de la matriz X.

λmáx (X) Valor propio máximo de la matriz X.

X = [xij]
m,n
i,j=1 Matriz m× n donde xij denota el elemento en la fila i, columna j.

Xᵀ Transpuesta de la matriz X.

� Fin de la demostración.





CAṔITULO 1

Introducción

1.1. El cálculo fraccionario y la teoŕıa de control

El cálculo fraccionario consiste en la generalización del cálculo clásico, es decir, donde

el proceso de derivación e integración de funciones puede ser de orden arbitrario (real o

complejo), por ejemplo la derivada de orden 2.2 o la integral de orden 3/4 de alguna función.

Aunque el cálculo fraccionario y las ecuaciones diferenciales fraccionarias han tenido mucha

relevancia en la última década debido a sus potenciales aplicaciones en ingenieŕıa, la teoŕıa no

es nueva. La primera idea sobre la derivada fraccionaria apareció en una carta que L’Hôpital

escribió a Leibniz en 1695 donde se cuestiona el significado de
dn

dxn
f(x) si n = 1/2 [60, 64].

Para justificar el uso de la derivada fraccionaria en modelos matemáticos y técnicas de

análisis, podemos irnos al estudio de materiales, donde varios de estos presentan un com-

portamiento mecánico particular que no puede ser totalmente descrito con una derivada

usual. Además, un modelo matemático con derivada fraccionaria tiene mejores propiedades

y caracteriza los comportamientos presentados por estos materiales [54, 55, 66].

Aunque el uso de los modelos con derivada fraccionaria es una extensión natural de la

dinámica entera y brinda además un interesante problema teórico, en años recientes mucho

trabajo de investigación ha sido desarrollado para tratar de explicar el uso de la derivada en
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varios modelos matemáticos [19, 23, 24, 63, 67, 79].

Dentro del estudio de la descripción f́ısica de la derivada fraccionaria aparece la inter-

pretación geométrica de la misma. Por ejemplo en [61, 71], la interpretación geométrica de la

derivada e integral de Riemann-Liouville, la derivada de Caputo y el potencial de Riesz son

analizados.

En teoŕıa de control, varias extensiones de los resultados clásicos han sido obtenidas

mediante el uso de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, por ejemplo en [52] donde se

presentan la implementación f́ısica de operadores de orden fraccionario y controladores PID.

Uno de los principales problemas en teoŕıa de control es la estimación de las variables

para sistemas dinámicos. Este problema se resuelve mediante un estimador (u observador) de

estados, que es una algoritmo que reconstruye la información faltante del vector de estados

basado en las mediciones disponibles de la salida y la señal de control.

Los primeros avances en la teoŕıa de observadores fueron llevados a cabo por David G.

Luenberger en sistemas lineales [42], y posteriormente extendidos a sistemas no lineales, lo

cual permitió realizar aplicaciones con otras técnicas como la detección de fallas [26], sincro-

nización de sistemas caóticos [53], modos deslizantes [40], filtros de Kalman [20], estimación

adaptable [58] y los observadores de alta ganancia [74].

En años recientes, el problema de estimación de estados también ha sido resuelto me-

diante técnicas que emplean el uso de dinámicas fraccionarias, obteniendo resultados bastante

interesantes como el ajuste de datos experimentales [69], sincronización de sistemas [1, 81],

detección de fallas empleando métodos algebraicos [48], perturbaciones no lineales [59], obser-

vadores con modos deslizantes [16, 28], observadores de orden completo y reducido [33, 80],

entre otros [72, 77, 83].

Las diferencias entre todas estas técnicas consisten las restricciones impuestas en el

sistema y en el comportamiento deseado para la dinámica del error, por ejemplo el sobre pico

inicial, convergencia en tiempo finito, precisión asintótica, tasa de convergencia o la robustez

con respecto a perturbaciones externas o ruidos de medición.
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De acuerdo a todas las técnicas que resuelven el problema de estimación de estados,

en este trabajo, la idea de los observadores exponenciales [32, 78] se generaliza para el caso

de los sistemas de orden fraccionario a través de una nueva clase de estimadores llamados

observadores Mittag-Leffler, basados en dos ideas esenciales: la función Mittag-Leffler y la

estabilidad Mittag-Leffler de sistemas fraccionarios. En este trabajo proponemos resultados

de estabilidad para el diseño y caracterización de los observadores Mittag-Leffler, aśı como

cuatro algoritmos de estimación que pertenecen a esta familia.

El primer algoritmo consiste en un observador de Luenberger generalizado, el cual va

de la mano con la solución al problema del regulador cuadrático para sistemas fraccionarios

y la elección de las ganancias. El segundo algoritmo de estimación consiste en un observador

de alta ganancia inspirado en el trabajo de Gauthier. Se demuestra que este observador

es robusto ante ruido de medición y que la convergencia se puede acelerar al aumentar la

ganancia en el observador. Finalmente los útimos algoritmos que se proponen consisten en

observadores con términos integrales los cuales ayudan a mejorar la estimación ante presencia

de ruido de medición.

1.2. Objetivos

Establecer ecuaciones diferenciales fraccionarias que sirvan como algoritmos de estima-

ción de estados para una clase de sistemas no lineales de orden fraccionario. En particular:

Caracterizar cada uno de estos algoritmos para que sean útiles como estimadores de

estado.

Verificar mediante el análisis de estabilidad de Lyapunov que los estimadores propuestos

pertenezcan a la familia de observadores Mittag-Leffler.

Obtener resultados numéricos mediante la aplicación de las metodoloǵıas propuestas.
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1.3. Organización del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se presenta de

forma introductoria las definiciones, operadores del cálculo fraccionario y ecuaciones diferen-

ciales fraccionarias, aśı como algunos resultados de estabilidad para sistemas fraccionarios.

El caṕıtulo 3 trata sobre observabilidad de sistemas lineales fraccionarios y se dan resultados

sobre la caracterización de observadores Mittag-Leffler mediante funciones de Lyapunov.

En el caṕıtulo 4 se propone un algoritmo que sirve como estimador de estados (obser-

vador de tipo Luenberger generalizado). Aqúı es donde se desarrolla la teoŕıa principal para

la estimación de estados, aśı como también se propone la solución al problema del regulador

óptimo cuadrático y su uso en la elección de ganancias del observador. En el caṕıtulo 5 se

presenta un algoritmo de estimación Mittag-Leffler que se caracteriza por ser un observador

de alta ganancia, el cual es robusto ante la presencia de ruido en la salida del sistema.

Para el cálculo de las ganancias del observador se resuelve la ecuación diferencial frac-

cionaria asociada a la matriz de ganancias. Por otro lado, en el caṕıtulo 6 se proponen dos

algoritmos de estimación Mittag-Leffler diseñados con término integral Riemann-Liouville.

Se prueba que estos algoritmos son robustos ante la presencia de ruido y que la estimación

mejora cuando el número de integradores aumenta. Finalmente en el caṕıtulo 7 se presentan

las conclusiones de esta tesis y el trabajo planeado a futuro para continuar la investigación.



CAṔITULO 2

Cálculo fraccionario y sistemas fraccionarios

En este caṕıtulo se establecen las bases teóricas del cálculo fraccionario y las ecuaciones

diferenciales fraccionarias, las cuales modelan a los algoritmos de estimación que se proponen

en los caṕıtulos posteriores.

2.1. Funciones gamma y beta

2.1.1. Función gamma

Considere la tranformada de Laplace de la función tn−1, es decir

I =

∫ ∞
0

e−sttn−1 dt.

No es dificil demostrar, haciendo τ = st que

I =
1

sn

∫ ∞
0

e−ττn−1 dτ =
K(n)

sn

donde la integral K(n) depende solo de n. Esta integral aparece en varios problemas aplicados

en ciencia e ingenieŕıa, y se define como sigue.
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Definición 2.1. Sea z ∈ R+. La función dada por

Γ (z) =

∫ ∞
0

tz−1e−t dt (2.1)

se conoce como función gamma.

Observación 2.1.1. Aunque la función (2.1) está definida para z ∈ (0,∞), este dominio

puede extenderse a un conjunto más grande, por ejemplo los números complejos C . La única

condición para poder realizar esta extención es que Re (z) ∈ R \ (Z− ∪ {0}). Esto debido a

que en el cero y en los números enteros negativos la función gamma tiene polos simples, en

efecto, notemos que

Γ(z) =

∫ 1

0

tz−1e−t dt︸ ︷︷ ︸
(1)

+

∫ ∞
1

tz−1e−t dt︸ ︷︷ ︸
(2)

. (2.2)

Para la integral (1):

∫ 1

0

tz−1e−t dt =

∫ 1

0

∞∑
k=0

(−t)k

k!
tz−1 dt =

∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫ 1

0

tk+z−1 dt =
∞∑
k=0

(−1)k

(k + z)k!

Esta serie es convergente excepto donde uno de los término tiene un polo simple, es decir,

en z = −k, k ≥ 0, con residuo (−1)k/k!. Por otro lado, la integral (2) es una función entera,

por lo que Γ(z) es función meromorfa [34]. La Figura 2.1 muestra a la función gamma con

argumento x ∈ (−5, 5], mientras que en la Figura 2.2 se observa la gráfica de la función |Γ(z)|

para algunos valores complejos de z. Al observar esta gráfica desde otra perspectiva, se puede

apreciar los polos de la función gamma (Figura 2.3).
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Figura 2.1: Función gamma para x ∈ (−5, 5].
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Figura 2.3: Re (z) vs Im (z) de |Γ(z)|.

Por otro lado, notemos que

Γ (z + 1) =

∫ ∞
0

tze−t dt

= −e−ttz
∣∣∣∣∞
0

+ z

∫ ∞
0

tz−1e−t dt

=

�
�
�
�
��>

0

−e−ttz
∣∣∣∣∞
0

+ z

∫ ∞
0

tz−1e−t dt.

Por lo tanto, hemos demostrado que

Γ (z + 1) = zΓ (z) . (2.3)

De la relación (2.3), se puede obtener la relación entre la función gamma y el factorial de un

número al considerar z ∈ N. Utilizando inducción matemática, es fácil demostrar que

Γ (z + 1) = z! (2.4)
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Teorema 2.1. Sea Γ : (0,∞)→ R, entonces

Γ (x) = 2

∫ ∞
0

z2x−1e−z
2

dz. (2.5)

Demostración. Sea t = z2, entonces dt = 2z dz. A partir de este cambio de variable en la

integral (2.1), cuando t = 0 tenemos z = 0, y z →∞ si t→∞. Entonces

Γ (x) =

∫ ∞
0

(z2)
x−1

e−z
2

2z dz

= 2

∫ ∞
0

z2x−1e−z
2

dz

= 2

∫ ∞
0

z2x−1e−z
2

dz

�

Teorema 2.2. Sea Γ : (0,∞)→ R, entonces

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2x−1 θ dθ =
Γ (x) Γ (y)

2Γ (x+ y)
. (2.6)

Demostración. Sea I la integral dada por

I =

∫∫
R

exp
(
−τ 2 − ν2

)
τ 2x−1ν2y−1 dτ dν

donde R es el primer cuadrante del plano τν. Notemos que

I =

∫ ∞
0

τ 2x−1e−τ
2

dτ

∫ ∞
0

ν2y−1e−ν
2

dν

=
Γ (x)

2

Γ (y)

2
(2.7)
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Por otro lado, sean τ = r cos θ y ν = r sin θ, entonces

I =

∫ ∫
R

exp
(
−r2 cos2 θ − r2 sin2 θ

)
(r cos θ)2x−1 (r sin θ)2y−1 r dr dθ

=

∫ ∞
0

∫ π/2

0

e−r
2

r2x−1 cos2x−1 θ r2y−1 sin2x−1 θr dr dθ

=

∫ ∞
0

e−r
2

r2(x+y)−1 dr

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2x−1 θ dθ

y del Teorema 2.1 tenemos

I =
1

2
Γ (x+ y)

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2x−1 θ dθ (2.8)

Finalmente igualando las expresiones (2.7) y (2.8) se obtiene el resultado deseado. �

Como aplicación numérica del Teorema anterior tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.1.

Γ

(
1

2

)
=
√
π (2.9)

Demostración. En la expresión (2.6) si x = y =
1

2
, tenemos

∫ π/2

0

dθ =

Γ

(
1

2

)
Γ

(
1

2

)
2Γ (1)

π

2
=

1

2

[
Γ

(
1

2

)]2

π =

[
Γ

(
1

2

)]2

De la última igualdad, el resultado deseado es inmediato. �

Corolario 2.2. ∫ ∞
0

e−t
2

dt =

√
π

2
(2.10)

Demostración. Si x =
1

2
en el Teorema 2.1, tenemos Γ

(
1

2

)
= 2

∫ ∞
0

e−t
2

dt. La prueba

finaliza aplicando el corolario 2.1. �
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2.1.2. Función beta

Consideremos una función f tal que f(x+y) se pueda expresar en términos del producto

f(x)f(y), por ejemplo ex+y = exey. Si consideramos esta idea y la aplicamos al producto de

funciones gamma Γ (x) Γ (y), resulta que es posible encontrar una función auxiliar donde

aparece la función Γ (x+ y). Esta función, se define a continuación.

Definición 2.2. Sean z ∈ R+, w ∈ R+. La integral

β (z, w) =

∫ 1

0

tz−1 (1− t)w−1 dt (2.11)

se le conoce como función beta.

De la misma forma que la función gamma tiene propiedades interesantes, la función

gamma no es la excepción. Por ejemplo, considerando la conmutatividad de los números

complejos y empleando algunas propiedades de la función gamma, es fácil ver lo siguiente:

β (z, w) = β (w, z) (2.12)

β (z + 1, w) =
z

z + w
β (z, w) (2.13)

Para ver la relación entre el producto Γ (x) Γ (y) y la función Γ (x+ y) considere el

siguiente resultado.

Teorema 2.3.

β (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)
(2.14)

Demostración. Sea t = cos2 θ. A partir de este cambio de variable, la integral (2.11) puede

reescribirse como sigue:

β (x, y) =

∫ π/2

0

(
cos2 θ

)x−1 (
sin2 θ

)y−1
2 cos θ sin θ dθ

= 2

∫ π/2

0

cos2x−1 θ sin2x−1 θ dθ (2.15)

Finalmente del Teorema 2.2, el resultado es inmediato. �
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Ejemplo 2.1.1. Considere la integral

I =

∫ b

a

(b− x)m−1 (x− a)n−1 dx, b > a,m > 0, n > 0. (2.16)

Sea x = a+ y(b− a), entonces

I = (b− a)m+n−1

∫ 1

0

(1− y)m−1 yn−1 dy

De la definición de la función beta (2.11) tenemos que

∫ b

a

(b− x)m−1 (x− a)n−1 dx = (b− a)m+n−1 β (m,n) . (2.17)

Ejemplo 2.1.2. Sea

I =

∫ 1

0

xm (1− xn)p dx, m > −1, p > −1, n > 0. (2.18)

Si y = xn entonces

I =

∫ 1

0

xm

nxn−1
(1− y)p dy

=
1

n

∫ 1

0

xm−n+1 (1− y)p dy

=
1

n

∫ 1

0

y
m+1
n
−1 (1− y)p+1−1 dy

Finalmente de la definición de la función beta (2.11)

∫ 1

0

xm (1− xn)p dx =
1

n
β

(
m+ 1

n
, p+ 1

)
. (2.19)

Observación 2.1.2. Varios resultados de esta sección fueron tomados de [8]. Para un estudio

más a fondo sobre la teoŕıa y aplicaciones de las funciones gamma y beta puede verse [5, 46].
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2.2. Función Mittag-Leffler

Como sabemos, al resolver una ecuación diferencial ordinaria, la función que más aparece

en las soluciones en la función exponencial exp(x). Ahora consideremos una función que

generaliza a esta función y cuyo papel más importante radica en la solución de las ecuaciones

diferenciales fraccionarias y la estabilidad de soluciones [15, 25, 65].

Definición 2.3. Sean α > 0, β > 0. La función dada por

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (kα + β)
(2.20)

se llama función de Mittag-Leffler de parámetros α y β.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos las funciones cosx y coshx expresadas como series de poten-

cias. Aplicando la propiedad (2.4) tenemos lo siguiente:

cosx =
∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
=
∞∑
k=0

(−x2)
k

Γ(2k + 1)
= E2,1(−x2)

coshx =
∞∑
k=0

(x)2k

(2k)!
=
∞∑
k=0

(x)2k

Γ(2k + 1)
= E2,1(x2)

Observación 2.2.1. Si α = β = 1, la función Mittag-Leffler (2.3) coincide con la función

exponencial:

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (k + 1)
=
∞∑
k=0

zk

k!
= exp(z) (2.21)

Observación 2.2.2. Si β = 1, de la definición (2.20), la función Mittag-Leffler de un paráme-

tro está dada por:

Eα,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (kα + β)
=
∞∑
k=0

zk

Γ (kα + 1)
= Eα(z) (2.22)

Observación 2.2.3. La función Mittag-Leffler puede definirse para argumentos no necesa-

riamente escalares, por ejemplo matrices. En la ecuación (2.20), sea z = Atα con A una



14 Caṕıtulo 2. Cálculo fraccionario y sistemas fraccionarios

matriz, entonces:

Eα,β (Atα) =
1

Γ (β)
+ AtαEα,α+β (Atα) (2.23)

En particular para β = 1:

Eα (Atα) = 1 + AtαEα,α+1 (Atα) (2.24)

Lema 2.1. Sean K, θ ∈ R+ y ∗ el operador convolución, entonces:

K ∗ tα−1Eα,α (−θtα) = −K
θ
Eα (−θtα) +

K

θ
(2.25)

Demostración. De la definición de la función Mittag-Leffler, tenemos:

K ∗ tα−1Eα,α (−θtα) = K

∫ t

0

τα−1

∞∑
k=0

(−θτα)k

Γ (αk + α)
dτ

= K

∞∑
k=0

(−θ)k

Γ (α(k + 1))

tα(k+1)

α(k + 1)

= KtαEα,α+1 (−θtα)

La prueba finaliza considerando la ecuación (2.24) con A = −θ. �

Lema 2.2.
dm

dtm
Eα,β (Atα) =

∞∑
k=m

Ak

Γ (αk + β)

Γ (αk + 1)

Γ (αk + 1−m)
tαk−m (2.26)

donde m ∈ Z+. Para m = 1, β = 1:

d

dt
Eα (Atα) = tα−1AEα,α (Atα) (2.27)
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Demostración. De acuerdo a la función Mittag-Leffler:

dm

dtm
Eα,β (Atα) =

dm

dtm

∞∑
k=0

(Atα)k

Γ (αk + β)

=
∞∑
k=0

Ak

Γ (αk + β)

dm

dtm
tαk

=
∞∑
k=m

Ak

Γ (αk + β)

Γ (αk + 1)

Γ (αk + 1−m)
tαk−m

De forma particular si m = 1, β = 1 y k = j + 1 se obtiene la ecuación (2.27). �

Teorema 2.4. Sean α > 0 y γ + ν > 0, entonces

1

Γ (ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1 τ γ−1Eα,γ (λτα) dτ = tγ+ν−1Eα,γ+ν (λtα) (2.28)

Demostración. De la definición de la función Mittag-Leffler (2.3) y considerando el cambió

de variable τ = st, tenemos:

1

Γ (ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1 τ γ−1Eα,γ (λτα) dτ =
1

Γ (ν)

∫ t

0

(t− τ)ν−1 τ γ−1

∞∑
k=0

λkταk

Γ (αk + γ)
dτ

=
1

Γ (ν)

∞∑
k=0

λk

Γ (αk + γ)

∫ t

0

(t− τ)ν−1 ταk+γ−1dτ

=
tγ+ν−1

Γ (ν)

∞∑
k=0

(λtα)k

Γ (αk + γ)

∫ 1

0

(1− s)ν−1 sαk+γ−1ds

=
tγ+ν−1

Γ (ν)

∞∑
k=0

(λtα)k

Γ (αk + γ)
β (ν, αk + γ)

=
tγ+ν−1

Γ (ν)

∞∑
k=0

(λtα)k

Γ (αk + γ)

Γ (ν) Γ (αk + γ)

Γ (αk + γ + ν)

= tγ+ν−1

∞∑
k=0

(λtα)k

Γ (αk + γ + ν)

= tγ+ν−1Eα,γ+ν (λtα)

�
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Ahora consideremos la convolución de funciones

I = tβ−1Eα,β (ztα) ∗ tγ−1Eα,γ (ytα)

en el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Sean α > 0, ν > 0, γ > 0 y y 6= z, entonces

∫ t

0

(t− τ)ν−1Eα,ν (z (t− τ)α) τ γ−1Eα,γ (yτα) dτ =
tν+γ−1

y − z
[yEα,ν+γ (ytα)− zEα,ν+γ (ztα)]

(2.29)

Demostración.

I =

∫ t

0

(t− τ)ν−1
∞∑
m=0

zm (t− τ)αm

Γ (αm+ ν)
τ γ−1

∞∑
n=0

ynταn

Γ (αn+ γ)
dτ

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

ynzm

Γ (αn+ γ) Γ (αm+ ν)

∫ t

0

(t− τ)αm+ν−1 ταn+γ−1dτ

(τ = st) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

ynzm

Γ (αn+ γ) Γ (αm+ ν)
tα(m+n)+ν+γ−1

∫ 1

0

(1− s)αm+ν−1 sαn+γ−1ds

= tν+γ−1

∞∑
n=0

∞∑
m=0

ynzm

Γ (α(m+ n) + ν + γ)
tα(m+n)

(k = m+ n) = tν+γ−1

∞∑
n=0

∞∑
k=n

ynzk−n

Γ (αk + ν + γ)
tαk

= tν+γ−1

∞∑
n=0

∞∑
k=n

zktαk

Γ (αk + ν + γ)

(y
z

)n
= tν+γ−1

∞∑
k=0

zktαk

Γ (αk + ν + γ)

k∑
n=0

(y
z

)n
= tν+γ−1

∞∑
k=0

tαk

Γ (αk + ν + γ)

yk+1 − zk+1

y − z

=
tν+γ−1

y − z

[
y

∞∑
k=0

(ytα)k

Γ (αk + ν + γ)
− z

∞∑
k=0

(ztα)k

Γ (αk + ν + γ)

]

=
tν+γ−1

y − z
[yEα,ν+γ (ytα)− zEα,ν+γ (ztα)]

�
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Observación 2.2.4. En el análisis anterior, se consideró que

xn − yn = (x− y)
(
xn−1 + xn−2y + . . .+ xyn−2 + yn−1

)
,

entonces

zk
k∑

n=0

(y
z

)n
= zk

(
1 +

y

z
+
y2

z2
+
y3

z3
+ . . .+

yk−1

zk−1
+
yk

zk

)
= zk + yzk−1 + y2zk−2 + y3zk−3 + . . .+ yk−1z + yk

=
yk+1 − zk+1

y − z
.

Finalmente consideremos el siguiente resultado que es muy útil al resolver ecuaciones

diferenciales fraccionarias empleando el método de la transformada de Laplace.

Teorema 2.6. Sea y(t) = tβ−1Eα,β (−λtα), donde α > 0, β > 0, λ ∈ C, entonces la transfor-

mada de Laplace de y(t) está dada por

L{y(t)} =
sα−β

sα + λ
, Re(s) > |λ|

1
α (2.30)

Demostración. De la definición de la transformada de Laplace, tenemos que

L{y(t)} =

∫ ∞
0

e−sttβ−1Eα,β (−λtα) dt

=

∫ ∞
0

e−sttβ−1

∞∑
j=0

(−λtα)j

Γ (jα + β)
dt

=
∞∑
j=0

(−λ)j

Γ (jα + β)

∫ ∞
0

tαj+β−1e−stdt
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Sea u = st, entonces

∞∑
j=0

(−λ)j

Γ (jα + β)

∫ ∞
0

tαj+β−1e−stdt =
∞∑
j=0

(−λ)j

Γ (jα + β)

1

sαj+β

∫ ∞
0

e−uuαj+β−1du

=
∞∑
j=0

(−λ)j

Γ (jα + β)

Γ (αj + β)

sαj+β

= s−β
∞∑
j=0

(
−λs−α

)j
La prueba concluye considerando algunas manipulaciones algebraicas y la convergencia de la

serie geométrica,

L{y(t)} =
sα−β

sα + λ

donde la región de convergencia es Re(s) > |λ| 1α . �

2.3. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Para establecer la definición de la integral fraccionaria, primero consideremos la siguiente

definición.

Definición 2.4. Sea n ∈ N.

aI
n
t f(t) =

∫ t

a

∫ σ1

a

. . .

∫ σn−1

a︸ ︷︷ ︸
n-veces

f(σn) dσn . . . dσ2dσ1︸ ︷︷ ︸
n-veces

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− τ)n−1 f(τ)dτ

(2.31)

representa la integral iterada.

Hay varias formas de establecer los operadores del cálculo fraccionario. Una forma in-

tuitiva es a partir de la integral interada (2.31) en el caso en que n = α ∈ R+. Al considerar

este cambio y gracias a la función gamma tenemos el siguiente operador que representa la

integral de orden arbitrario.

Definición 2.5. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α > 0 de una función
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f(t) ∈ L1(a, b) está dada por:

aI
α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 f(τ) dτ, t > a. (2.32)

Ejemplo 2.3.1. Sea f1(t) = tβ, con β > −1 y α > 0. De la definición de la integral de

Riemann-Liouville (2.32):

0I
α
t f1(t) =

1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 τβdτ

Sea τ = st, entonces

0I
α
t f1(t) =

1

Γ(α)
tα+β

∫ 1

0

(1− s)α−1 sβds

Luego, de la ecuación (2.14) para la función beta:

0I
α
t f1(t) =

Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)
tα+β

En particular, si f1(t) =
√
t = t

1
2 , tenemos β = 1

2
. Al considerar α = 1

2
:

0I
1
2
t

√
t =

Γ
(

1
2

+ 1
)

Γ (2)
t =

1

2
Γ
(

1
2

)
t =

√
π

2
t

Ejemplo 2.3.2. Sea g(t) = cos (ωt). De la definición de la integral de Riemann-Liouville

(2.32) y del ejemplo 2.2.1, tenemos:

0I
α
t g(t) =

1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 cos (ωτ) dτ

=
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1E2,1

(
− (ωτ)2) dτ

Luego, por el Teorema 2.4 con α = 2, γ = 1, λ = −1 tenemos

0I
α
t cos (ωt) = tαE2,α+1

(
− (ωt)2) (2.33)
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En particular, cuando α = 1, la integral (2.33) es

∫ t

0

cos (ωt) dt = tE2,2

(
− (ωt)2) = t

∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k

Γ (2k + 2)
=

1

ω

∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k+1

Γ (2k + 2)
=

sin(ωt)

ω
,

por lo que se recupera la integral usual.

Una propiedad importante que satisface la integral fraccionaria de Riemann-Liouville

es la propiedad de semigrupo, dada en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sea f(t) ∈ L1(a, b), y m > 0, n > 0. Entonces

aI
m
t aI

n
t f(t) = aI

m+n
t f(t) = aI

n
t aI

m
t f(t) (2.34)

Demostración. De la definición de la integral de Riemann-Liouville, tenemos

aI
m
t aI

n
t f(t) =

1

Γ(m)Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)m−1

∫ τ

a

(τ − x)n−1 f(x) dx dτ

=
1

Γ(m)Γ(n)

∫ t

a

∫ τ

a

(t− τ)m−1 (τ − x)n−1 f(x) dx dτ

A partir del Teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integración, por lo que

aI
m
t aI

n
t f(t) =

1

Γ(m)Γ(n)

∫ t

a

f(x)

∫ t

x

(t− τ)m−1 (τ − x)n−1 dτ dx.

Finalmente, al considerar la integral (2.17), tenemos que

aI
m
t aI

n
t f(t) =

1

Γ(m)Γ(n)

∫ t

a

f(x) (t− x)m+n−1 β (m,n) dx

Por lo tanto, al realizar las cancelaciones correspondientes a las funciones gamma obtenidas,

aI
m
t aI

n
t f(t) =

1

Γ(m+ n)

∫ t

a

(t− x)m+n−1 f(x) dx = aI
m+n
t f(t),

lo que concluye la prueba. �

Antes de presentar las derivadas fraccionarias, retomemos a la transformada de Laplace.
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Recordemos que

L{tα} =
Γ(α + 1)

sα+1

Además, para la convolución de funciones, la transformada de Laplace está dada por

L{f ∗ g} = F (s) ·G(s).

Con base en lo anterior, y dado que la integral de Riemann-Liouville se puede escribir como

la convolución de dos funciones, es decir,

0I
α
t f(t) =

1

Γ(α)
tα−1 ∗ f(t) (2.35)

entonces

L{0I
α
t f(t)} = L

{
1

Γ(α)
tα−1 ∗ f(t)

}
=

1

Γ(α)

Γ(α)

sα
F (s) =

F (s)

sα
(2.36)

A partir de la integral de Riemann-Liouville, se definen las derivadas fraccionarias de Riemann-

Liouville y la de Caputo como sigue.

Definición 2.6. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α > 0 de una

función f(t) está dada por:

RL
0 Dαt f(t) = Dn

[
0I
n−α
t f(t)

]
=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− τ)n−α−1 f(τ) dτ
(2.37)

donde n = mı́n {k ∈ N | k > α} y Dn representa la n-esima derivada usual.

Observación 2.3.1. De la definición anterior, de forma particular para 0 < α < 1:

RL
0 Dαt f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−α f(τ) dτ (2.38)
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Ejemplo 2.3.3. Sea K una constante distinta de cero y considerando 0 < α < 1 tenemos:

RL
0 Dαt K =

d

dt

(
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αKdτ

)
=

K

Γ(1− α)

d

dt

(∫ t

0

(t− τ)−α dτ

)
=

K

Γ(1− α)

d

dt

[
−(t− τ)−α+1

−α + 1

∣∣∣∣t
0

]

=
K

Γ(1− α)

d

dt

[
t−α+1

−α + 1

]
=

K

Γ(1− α)
t−α 6= 0

Note que si α → 0 entonces la derivada también tiende a 0 y se recupera la derivada usual

de una constante.

Definición 2.7. La derivada fraccionaria de Caputo de orden α > 0 de una función f(t)

está dada por:
C
0 Dαt f(t) = 0I

n−α
t [Dnf(t)]

=
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1Dnf(τ) dτ
(2.39)

donde n = mı́n {k ∈ N | k > α} y Dn representa la n-esima derivada usual.

Observación 2.3.2. De la definición anterior, de forma particular para 0 < α < 1:

C
0 Dαt f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α f ′(τ) dτ (2.40)

Ejemplo 2.3.4. Es claro que para una constante K distinta de cero, C0 Dαt K = 0. Sea f1(t) =

tβ. Del ejemplo 2.3.1 tenemos

0I
α
t f1(t) =

Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)
tα+β.

Además, recordemos que la derivada enésima de la función tj está dada como sigue:

Dntj =
Γ (j + 1)

Γ (j + 1− n)
tj−n.
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Entonces de la definición de la derivada de Riemann-Liouville (2.37):

RL
0 Dαt tβ = Dn

[
0I
n−α
t tβ

]
=

Γ (β + 1)

Γ (n− α + β + 1)
Dn
[
tn−α+β

]
=

Γ (β + 1)

Γ (β − α + 1)
tβ−α

Al considerar la derivada de Caputo se obtiene un resultado similar.

Ejemplo 2.3.5. Sea f(t) = sin(ωt), entonces de la definición de la derivada de Caputo

(2.40):

C
0 Dαt sin(ωt) = 0I

1−α
t

(
d

dt
sin(ωt)

)
= ω 0I

1−α
t (cos(ωt))

Luego, por el ejemplo 2.3.2 tenemos

C
0 Dαt sin(ωt) = ωt1−αE2,2−α

(
− (ωt)2) (2.41)

En particular, cuando α = 1 recuperamos la derivada usual de la función sin(ωt):

d

dt
sin(ωt) = ωE2,1

(
− (ωt)2) = ω cos(ωt).

Lema 2.3. Sea 0 < α < 1, entonces:

RL
0 Dαt f(t) = C

0 Dαt f(t) +
t−α

Γ(1− α)
f(0) (2.42)

Demostración. De la definición de la derivada de Riemann-Liouville y las propiedades de

convolución:

RL
0 Dαt f(t) =

d

dt

(
1

Γ(1− α)

∫ t

0

τ−αf(t− τ)dτ

)
(2.43)
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Entonces aplicando la fórmula de Leibniz para la derivada de una integral tenemos

RL
0 Dαt f(t) =

1

Γ(1− α)

[∫ t

0

τ−αf ′(t− τ)dτ + t−αf(0)

]
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

τ−αf ′(t− τ)dτ +
t−α

Γ(1− α)
f(0)

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α f ′(τ)dτ +
t−α

Γ(1− α)
f(0)

= C
0 Dαt f(t) +

t−α

Γ(1− α)
f(0)

�

Como podemos observar, las derivadas fraccionarias utilizadas en este trabajo están

relacionadas. De forma general, si f ∈ Cm y m− 1 < α < m:

C
0 Dαt f(t) = RL

0 Dαt

[
f(t)−

m−1∑
k=0

tk

k!
f (k)(0)

]
(2.44)

= RL
0 Dαt f(t)−

m−1∑
k=0

tk−α

Γ (k − α + 1)
f (k)(0) (2.45)

Retomando la transformada de Laplace, para las derivadas fraccionarias presentadas en

esta sección están dadas como sigue. Sea m− 1 < α < m,

L
{
RL
0 Dαt f(t)

}
= sαF (s)−

m−1∑
k=0

sk
(
RL
0 Dα−k−1

t f(0)
)

(2.46)

L
{
C
0 Dαt f(t)

}
= sαF (s)−

m−1∑
k=0

sα−k−1
(
D(k)f(0)

)
(2.47)

2.4. Sistemas fraccionarios en teoŕıa de control

A partir de los operadores del cálculo fraccionario, se pueden establecer ecuaciones

diferenciales fraccionarias. Hay varios métodos para resolverlas, por ejemplo utilizando la

transformada de Laplace o el método de las aproximaciones sucesivas. Para más detalles sobre
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métodos de solución de ecuaciones diferenciales fraccionarias y resultados sobre existencia y

unicidad vea [65].

Ejemplo 2.4.1. Dado el problema de valor inicial:

C
0 Dαt y(t) = −y(t)− q(t), y(0) = 2

con α ∈ (0, 1) y alguna función q(t). Aplicando la transformada de Laplace:

L
{
C
0 Dαt y(t)

}
= −L{y(t)} − L{q(t)}

sαY (s)− sα−1y(0) = −Y (s)−Q(s)

Y (s) = 2
sα−1

sα + 1
− 1

sα + 1
Q(s)

L−1 {Y (s)} = 2L−1

{
sα−1

sα + 1

}
− L−1

{
1

sα + 1
Q(s)

}
y(t) = 2Eα(−tα)− q(t) ∗ tα−1Eα,α (−tα)

o de manera equivalente,

y(t) = 2Eα(−tα)−
∫ t

0

q(t− τ) d
dτ

[ταEα,α+1 (−τα)] dτ

Ejemplo 2.4.2. Considere la ecuación diferencial fraccionaria

C
0 Dαt = λx(t) (2.48)

con 0 < α < 1 y λ ∈ R. De acuerdo a la teoŕıa de ecuaciones integrales, considere la ecuación

integral de Volterra asociada a la ecuación (2.48)

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1λx (τ) dτ. (2.49)
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Utilizando el método de las aproximaciones sucesivas, tenemos entonces

x1 = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1λx0 dτ

= x0 +
λx0

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 dτ

= x0 +
λx0

Γ(α)
tαβ (α, 1)

= x0 + x0
λtα

Γ(α + 1)

Continuando este proceso iterativo tenemos:

x2 = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1λx1 (τ) dτ

= x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1λ

[
x0 + x0

λτα

Γ(α + 1)

]
dτ

= x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1λx0 dτ +
1

Γ(α)

x0λ
2

Γ(α + 1)

∫ t

0

(t− τ)α−1τα dτ

= x0 + x0
λtα

Γ(α + 1)
+ x0

(λtα)2

Γ(2α + 1)

x3 = x0 + x0
λtα

Γ(α + 1)
+ x0

(λtα)2

Γ(2α + 1)
+ x0

(λtα)3

Γ(3α + 1)
.

y

xm = x0

(
m∑
k=0

(λtα)k

Γ(kα + 1)

)
Por lo tanto x(t) = ĺımm→∞ xm = x0Eα (λtα). En particular si α = 0.92, x0 = 2 y λ = −3, la

solución a la ecuación diferencial (2.48) se muestra en la Figura 2.4.
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0 10 20 30 40 50
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

t

2
E

0
.9
2

(

−
3
t
0
.9
2
)

Figura 2.4: Solución x(t) = 2E0.92 (−3t0.92) para 0 ≤ t ≤ 50.

En teoŕıa de control, una forma de estimar qué tan rápido convergen las soluciones de

un sistema, puede determinarse mediante la noción de estabilidad exponencial que garantiza

una tasa mı́nima de decaimiento [29]. Para sistemas de orden fraccionario, este concepto se

generaliza a través de la estabilidad Mittag-Leffler.

Definición 2.1. ([39]) La solución de C
0 Dαt x(t) = f(t,x), x0 = x(t0) se dice que es Mittag-

Leffler estable si

‖x(t)‖ ≤ [m (x0)Eα (−λtα)]b (2.50)

donde α ∈ (0, 1), λ > 0, b > 0, y m es una función positiva y localmente Lipschitz con

m(0) = 0.

Teorema 2.8. ([39]) Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema C
0 Dαt x(t) = f(t,x), x0 =

x(t0) donde α ∈ (0, 1), f : [t0,∞) × Ω → Rn es una función continua a pedazos en t y

localmente Lipschitz en x en [t0,∞)×Ω. Ω ⊂ Rn es un dominio que contiene al origen x = 0.

Sea V (t,x(t)) : [0,∞) × Ω → R continuamente diferenciable y localmente Lipschitz con
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respecto a x, tal que:

α1‖x‖a ≤ V (t,x(t)) ≤ α2‖x‖ab (2.51)

C
0 D

β
t V (t,x(t)) ≤ −α3‖x‖ab (2.52)

donde t ≥ 0, x ∈ D, β ∈ (0, 1), α1, α2, α3, a, b son constantes positivas. Entonces x = 0 es

Mittag-Leffler estable.

Al realizar análisis de estabilidad, se proponen funciones candidatas de Lyapunov, por

ejemplo V = xᵀ(t)Px(t), con P definida positiva, y cuya derivada está dada por:

V̇ = ẋᵀPx+ xᵀPẋ

En el caso de la derivada fraccionaria, para derivar el producto de funciones, la fórmula de

Leibniz para la derivada de Riemann-Liouville está dada por:

RL
0 Dαt (f(t)g(t)) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(t)RL0 Dα−kt g(t) (2.53)

donde: (
α

k

)
=

Γ (α + 1)

Γ (k + 1) Γ (α− k + 1)

Como podemos observar, aparece una serie infinita la cual no se sabe si tiene cota (lo mismo

sucede para la derivada de Caputo). Para realizar análisis de estabilidad se han desarrolla-

do algunos resultados que evitan el uso de la ecuación (2.53), y que en este trabajo serán

utilizados.

Lema 2.4. ([17]) Sea x(t) ∈ Rn un vector de funciones diferenciables. Entonces, para todo

t ≥ t0:
1

2
C
t0
Dαt (xᵀ(t)Px(t)) ≤ xᵀ(t)PC

t0
Dαt x(t) (2.54)

donde P ∈ Rn×n es una matriz constante, simétrica y definida positiva.
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Ejemplo 2.4.3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias:

C
t0
Dαt x1(t) = −x1(t)− h(t)x2(t), x1(0) = x10

C
t0
Dαt x2(t) = x1(t)− x2(t), x2(0) = x20

(2.55)

donde 0 < α ≤ 1, y h(t) una función monótona decreciente, continuamente diferenciable tal

que

0 ≤ h(t) ≤M, ∀t ≥ 0. (2.56)

Sea V (t, x) = x2
1 + x2

2 + h(t)x2
2. Por la condición (2.56), notemos que x2

1 + x2
2 ≤ V (t, x) ≤

x2
1 + (1 + M)x2

2, ∀x ∈ R2. Luego, aplicando el Lema 2.4 se puede calcular la derivada de

V (t, x) a lo largo de la solución del sistema (2.55). En efecto,

C
t0
Dαt V (t, x(t)) ≤

[
−2x2

1(t)− 2h(t)x1(t)x2(t)
]

+
[
(2 + 2h(t))x1(t)x2(t)− (2 + 2h(t))x2

2(t)
]

= −2x2
1(t) + 2x1(t)x2(t)− (2 + 2h(t))x2

2(t)

≤ −2x2
1(t) + 2x1(t)x2(t)− 2x2

2(t)

= −xᵀ

 2 −1

−1 2


︸ ︷︷ ︸

P

x,

con x =
[
x1 x2

]ᵀ
. Dado que xᵀPx es definida positiva, se sigue que

C
t0
Dαt V (t, x(t)) ≤ −‖x‖2.

Por lo tanto, la solución cero del sistema (2.55) es Mittag-Leffler estable, lo que implica

estabilidad asintótica.



CAṔITULO 3

Observabilidad en sistemas fraccionarios

3.1. Observabilidad en sistemas lineales fraccionarios

Consideremos un caso más general de ecuaciones diferenciales que consiste en un siste-

ma de ecuaciones diferenciales dado por el siguiente sistema lineal conmensurado de orden

fraccionario representado en su forma de espacio de estados de dimensión n:

Σx =


C
0 Dαt x = Ax +Bu , x(0) = x0

y = Cx
(3.1)

donde 0 < α ≤ 1, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, u ∈ Rm, x ∈ Rn es el estado y y ∈ Rp la salida

del sistema. De acuerdo a la metodoloǵıa presentada en el caṕıtulo anterior, la solución de la

ecuación de estado del sistema (3.1) es:

x(t) = Eα (Atα)x0 +
[
tα−1Eα,α (Atα)B

]
∗ u(t) (3.2)

donde ∗ denota el operador convolución y Eα (Atα) = L−1
{

(sαI − A)−1 sα−1
}

.

En el art́ıculo [47] se desarrolla la teoŕıa sobre controlabilidad y observabilidad para

sistemas fraccionarios lineales invariantes en el tiempo, donde se prueba que las condiciones
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de observabilidad y controlabidad son similares para el caso de sistemas lineales.

Teorema 3.1. El sistema (3.1) es observable en [t0, t1] si y solo si

OA,C :=


C

CA
...

CAn−1

 (3.3)

tiene rango n.

Teorema 3.2. El sistema (3.1) es controlable en [t0, t1] si y solo si

CA,B :=
[
B AB · · · An−1B

]
(3.4)

tiene rango n.

De acuerdo a estos resultados, se puede establecer el siguiente principio de dualidad

para sistemas fraccionarios.

Lema 3.1. El sistema

C
0 Dαt x = Ax +Bu (3.5)

es controlable, si y solo si 
C
0 Dαt x = Aᵀx

y = Bᵀx
(3.6)

es observable.

Demostración. Si el sistema (3.5) es controlable entonces rank [CA,B] = n. Tomando la

transpuesta de CA,B:

CᵀA,B =


Bᵀ

BᵀAᵀ

...

BᵀAᵀn−1

 (3.7)

es decir CᵀA,B = OAᵀ,Bᵀ , la matriz de observabilidad del sistema (3.6). Además, dado que
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rank
[
CᵀA,B

]
= rank [CA,B] = n entonces el sistema (3.6) es observable. Similarmente se puede

demostrar que si el sistema (3.6) es observable, entonces el sistema (3.5) es controlable. �

3.2. Observadores Mittag-Leffler

Considere los sistemas no lineales fraccionarios conmensurados con una salida descritos

por

Σx =


C
0 Dαt x = f(x,u) , x(0) = x0

y = h(x)
(3.8)

donde 0 < α < 1, x ∈ Rn es el vector de estados; y ∈ R es la salida; u ∈ Rm la entrada de

control; f(x,u) : Rn × Rm → Rn localmente Lipschitz en x y uniformemente acotada en u.

Considerando que y ∈ R, entonces existen n − 1 variables desconocidas para este sis-

tema. El problema a resolver consiste en diseñar un sistema dinámico fraccionario, llamado

observador para el sistema (4.22), tal que el resto de las variables desconocidas pueda es-

timarse a través de la salida y del sistema original. Este observador tiene que satisfacer lo

siguiente [76]:

1. Si x̂(t0) = x(t0) para t0 > 0, entonces x̂(t) = x(t), ∀t ≥ t0.

2. x̂ converge a x para t→∞ suficientemente rápido, para toda condición inicial x(t0) y

x̂(t0).

Definición 3.1. Sea un sistema dinámico fraccionario descrito por

C
0 Dαt x̂ = G (x̂, y,u) (3.9)

con x̂ ∈ Rn y G : Rn × Rp × Rm → Rn continuamente diferenciable. Si existe una vecindad

abierta U ⊂ Rn del origen con x0 − x̂0 ∈ U tal que

‖x− x̂‖ ≤M [Eα (−ĉtα)]d (3.10)

donde M, ĉ, d son constantes positivas. Entonces el sistema (3.9) es llamado observador
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Mittag-Leffler (local) para el sistema (4.22).

De la definición anterior, podemos hacer las siguientes observaciones:

Observación 3.2.1. De las propiedades de la función Mittag-Leffler, un observador Mittag-

Leffler es un estimador asintótico, es decir,

‖x− x̂‖ → 0 as t→∞

Observación 3.2.2. Si la constante M depende de x0 − x̂0, entonces la desigualdad (3.10)

se puede reescribir como:

‖x− x̂‖ ≤M1‖x0 − x̂0‖ [Eα (−ĉtα)]d (3.11)

donde M1 es una constante positiva.

Observación 3.2.3. Si el conjunto abierto U como todo el espacio Rn, entonces (3.9) se

llama observador Mittag-Leffler global.

Sea el sistema (3.9) escrito en la siguiente forma:

C
0 Dαt x̂ = f(x̂,u) + g [y, h(x̂)] (3.12)

donde x̂ es la salida del observador y

g [y, h(x̂)] = 0 si h(x) = h(x̂). (3.13)

Basado en estas consideraciones, algunos resultados acerca de los observadores Mittag-Leffler

pueden establecerse. De aqúı en adelante, el error de estimación se define como e = x− x̂.

Teorema 3.3. Considere el sistema (3.12) tal que la función no lineal g satisface la condición

(3.13). Si existe una función escalar V (e(t)) = V (x− x̂) > 0 tal que V (0) = 0, y para todo

e ∈ Rn:

λ‖e‖ρ ≤ V (e(t)) (3.14)

C
0 Dαt V (e(t)) ≤ −γV (e(t)) (3.15)
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donde λ > 0, ρ > 0, γ > 0, entonces el sistema (3.12) es un observador Mittag-Leffler para el

sistema (4.22) con x̂0 arbitrario, y

‖x− x̂‖ ≤ K [Eα (−γtα)]1/ρ (3.16)

para todo t ≥ 0, donde K es una constante positiva que depende de x0 − x̂0.

Demostración. De (3.15), existe una función M(t) ≥ 0 tal que

C
0 Dαt V (e(t)) + γV (e(t)) +M(t) = 0 (3.17)

De (4.26) con la condición inicial V (e0), obtenemos:

V (e(t)) = V (e0)Eα (−γtα)−
∫ t

0

(t− τ)α−1Eα,α (−γ(t− τ)α)M(τ)dτ

= V (e0)Eα (−γtα)−M(t) ∗ tα−1Eα,α (−γtα) (3.18)

donde ∗ es la convolución. Dado que tα−1 y Eα,α (−γtα) son funciones no negativas, entonces

V (e(t)) ≤ V (x0 − x̂0)Eα (−γtα)

Finalmente, de (3.14), la norma del error e = x− x̂ decrecerá asintóticamente y satisface

‖x− x̂‖ ≤
[
V (x0 − x̂0)

λ

]1/ρ

[Eα (−γtα)]1/ρ (3.19)

�

Corolario 3.1. Bajo las condiciones del Teorema (3.3), si la condición (3.14) es reemplazada

por

λ1‖e‖2 ≤ V (e(t)) ≤ λ2‖e‖2 (3.20)

para todo x− x̂ ∈ Rn, con λ1, λ2 números positivos, entonces

‖x− x̂‖ ≤
√
λ2

λ1

‖x0 − x̂0‖ [Eα (−γtα)]1/2 (3.21)
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para todo t ≥ 0 y todo x0 − x̂0 ∈ Rn.

Demostración. De forma similar al Teorema (3.3), de la condición (3.15), tenemos que:

V (e(t)) ≤ V (x0 − x̂0)Eα (−γtα)

Entonces, usando la condición (3.20):

λ1‖e‖2 ≤ V (e(t)) ≤ V (e0)Eα (−γtα) ≤ λ2‖e0‖2Eα (−γtα)

La desigualdad (3.21) se sigue de las desigualdades anteriores, y la prueba está completa. �

Finalmente, consideremos una forma expĺıcita para la función candidata de Lyapunov

para establecer una condición para el diseño del sistema (3.12). Para esto, proponemos

g [y, h(x̂)] = K [y − h(x̂)] (3.22)

El siguiente resultado muestra que (3.12) es un observador Mittag-Leffler.

Teorema 3.4. El sistema (3.12) con g que satisface (3.22) es un observador Mittag-Leffler

para el sistema (3.8) si existe una matriz constante K y una matriz definida positiva S tal

que

(x− x̂)ᵀ S (∇f −K∇h) (x− x̂) ≤ −γ‖x− x̂‖2

para algún γ > 0, y ∇f,∇h los gradientes de f y h respectivamente. Además:

‖x− x̂‖ ≤

√
λmáx (S)

λmı́n (S)
‖x0 − x̂0‖

[
Eα

(
− γ

λmáx (S)
tα
)]1/2

(3.23)

Demostración. Sea V = ‖x−x̂‖2
S = (x− x̂)ᵀ S (x− x̂) una función candidata de Lyapunov.

Por la desigualdad de Rayleigh-Ritz inequality, es claro que:

λmı́n (S) ‖(x− x̂)‖2 ≤ V ≤ λmáx (S) ‖(x− x̂)‖2 (3.24)
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Consideremos ahora (3.8), (3.12) y (3.22). Entonces, usando el Lema (2.4), tenemos que

C
0 Dαt V ≤ 2 (x− x̂)ᵀ S

[
C
0 Dαt x− C

0 Dαt x̂
]

= 2 (x− x̂)ᵀ S {f(x,u)−Kh(x)− [f(x̂,u)−Kh(x̂)]}

Por otro lado, del Teorema del valor medio del basado en el teorema fundamental del cálculo

integral [56] notemos que

f(x,u)−Kh(x)− [f(x̂,u)−Kh(x̂)] =

∫ 1

0

(∇f (ζ)−K∇h (ζ)) (x− x̂) ds

donde ζ = x̂ + s (x− x̂). Entonces:

C
0 Dαt V ≤ 2

∫ 1

0

(x− x̂)ᵀ S (∇f (ζ)−K∇h (ζ)) (x− x̂) ds

≤ −2γ‖x− x̂‖2

∫ 1

0

ds

≤ −γ‖x− x̂‖2 (3.25)

Por otro lado, dado que γ > 0, el lado derecho de (3.24) implica que:

− γ‖x− x̂‖2 ≤ − γ

λmáx (S)
V (x− x̂) (3.26)

Entonces de (3.25) y (3.26), tenemos

C
0 Dαt V (x− x̂) ≤ − γ

λmáx (S)
V (x− x̂)

Finalmente, usando el resultado del Corolario 3.1, es claro que

‖x− x̂‖ ≤

√
λmáx (S)

λmı́n (S)
‖x0 − x̂0‖

[
Eα

(
− γ

λmáx (S)
tα
)]1/2

(3.27)

�



CAṔITULO 4

Observador de tipo Luenberger generalizado

El regulador óptimo cuadrático (LQR) es una teoŕıa bien conocida para el diseño de

leyes óptimas de control para sistemas lineales. Para sistemas fraccionarios hay varios tra-

bajos donde realizan generalizaciones de los resultados clásicos y se resuelve el problema de

optimización, por ejemplo el LQR o aplicaciones en observadores y sincronización sistemas

[12, 14, 27, 38, 51, 57, 75].

En este caṕıtulo se propone un primer algortimo de estimación de estados para una clase

de sistemas dinámicos fraccionarios. Se utiliza el análisis de estabilidad para probar que este

observador pertenece a la familia de observadores Mittag-Leffler. También se presenta una

forma alterna de resolver el LQR para sistemas fraccionarios y su aplicación en la elección

de las ganancias del estimador de estados propuesto.

La solución del problema del LQR para sistemas fraccionarios se realiza empleando mul-

tiplicadores de Lagrange, las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden fraccionario y finalmente

obteniendo la ecuación algebraica de Riccati ya conocida.
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4.1. Regulador óptimo cuadrático fraccionario

Considere la planta descrita por el sistema lineal (3.1). El ı́ndice de desempeño a mini-

mizar es:

J (x,u) =
1

2

∫ ∞
0

(xᵀQx + uᵀRu) dt (4.1)

donde R > 0, Q = Qᵀ > 0 a lo largo de las trayectorias del sistema (3.1), es decir, minimizar

(4.1) sujeto a(3.1) desde x(0) = x0 a ĺım
t→∞

x(t) = 0 (Figura 4.1), minimizando el ı́ndice de

desempeño (4.1).

x2

x1 x1

x2

x0 x*(t)

Figura 4.1: Trayectorias del sistema (3.1).

La solución al problema del LQR para sistemas lineales fraccionarios (3.1) se presenta

en el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sea el sistema (3.1) controlable. La ley óptima de control de realimentación

de estado fraccionaria que estabiliza el origen del sistema (3.1) y minimiza el ı́ndice de

desempeño (4.1), está dada por:

u∗ = −
(
R−1BᵀL

)
x (4.2)

donde L es la solución de

AᵀL+ LA− LBR−1BᵀL+Q = 0 (4.3)
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Demostración. Dado (4.1), el ı́ndice de desempeño aumentado está dado por:

Ja (x,u, λ) =

∫ ∞
0

[
1
2

(xᵀQx + uᵀRu) + λᵀ
(
Ax +Bu− C

0 Dαt x
)]
dt. (4.4)

Sean los siguientes funcionales:

Lagrangiano:

L (x,u, t) =
1

2
(xᵀQx + uᵀRu) (4.5)

Hamiltoniano:

H (x,u, t) = L (x,u, t) + λᵀ (Ax +Bu) (4.6)

entonces (4.4) se redefine como:

Ja (x,u, λ) =

∫ ∞
0

f
(
v, C0 Dαt v; t

)
dt (4.7)

donde f
(
v, C0 Dαt v; t

)
= H (x,u, λ; t)− λᵀC0 Dαt x, v = [x,u, λ]ᵀ.

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange para f
(
v, C0 Dαt v; t

)
son:

∂f

∂x
− C

0 Dαt
(

∂f

∂C0 Dαt x

)
= 0 (4.8)

∂f

∂λ
− C

0 Dαt
(

∂f

∂C0 Dαt λ

)
= 0 (4.9)

∂f

∂u
− C

0 Dαt
(

∂f

∂C0 Dαt u

)
= 0. (4.10)

Después de algunos cálculos, las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.10) se transforman en:

−C0 Dαt λ = Qx + Aᵀλ (4.11)

C
0 Dαt x = Ax +Bu (4.12)

u = −R−1Bᵀλ. (4.13)
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Combinando (4.11), (4.12) y (4.13), se obtiene la ecuación diferencial fraccionaria vectorial


C
0 Dαt x

C
0 Dαt λ

 =


A −BR−1Bᵀ

−Q −Aᵀ




x

λ

 (4.14)

con condiciones de frontera:

x(0) = x0 (4.15)

ĺım
t→∞

λ(t) = 0. (4.16)

Basado en la ecuación (4.13), una realimentación de estado se propone, tal que el estado

x y el coestado λ estén relacionados por una matriz L:

λ = Lx. (4.17)

De las ecuaciones (4.14) y (4.17) obtenemos:


I

L

 C
0 Dαt x =


A −BR−1Bᵀ

−Q −Aᵀ



I

L

x. (4.18)

Multiplicando por la izquierda a (4.18) por
[
L −I

]
, tenemos que:

0 =
(
AᵀL+ LA− LBR−1BᵀL+Q

)
x (4.19)

la cual es válida para toda solución de (3.1). Por lo tanto, se obtiene la ecuación algebraica

de Riccati dada por:

AᵀL+ LA− LBR−1BᵀL+Q = 0 (4.20)

y la ley de control óptima:

u∗ = −
(
R−1BᵀL

)
x (4.21)
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con L solución de (4.20). �

4.2. Estimador Mittag-Leffler de tipo Luenberger

Considere sistemas no lineales fraccionarios conmmesurados con una salida descritos

por:

Σx =


C
0 Dαt x = f(x,u) , x(0) = x0

y = Cx
(4.22)

donde 0 < α < 1, x ∈ Rn es el vector de estados; y ∈ R la salida; u ∈ Rm la entrada de

control; f(x,u) : Rn × Rm → Rn una función localmente Lipschitz en x y uniformemente

acotada en u.

Dado que el sistema (4.22) solo tiene una salida, entonces hay n− 1 variables de estado

cuya medición no es directa y por lo tanto no están disponibles. Reescribiendo el sistema

(4.22) en la siguiente forma:

Σx =


C
0 Dαt x = Ax + Υ(x,u) , x(0) = x0

y = Cx
(4.23)

donde Υ(x,u) es un vector no lineal que satisface la condición de Lipschitz:

‖Υ(x,u)−Υ(x̂,u)‖ ≤ ϕ‖x− x̂‖ (4.24)

con el par (A,C) observable y ϕ la constante de Lipschitz.

Consideremos ahora la siguiente ecuación diferencial fraccionaria dada por

C
0 Dαt x̂ = Ax̂ + Υ(x̂,u) +

m∑
i=1

Ki (y − Cx̂)2i−1 (4.25)

donde x̂, Ki ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m que se propone como estimador de estados del sistema (6.1).

El primer resultado que se mostrará, está basado en la demostración de que el sistema
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(4.25) es un estimador Mittag-Leffler, además del cálculo de una cota para el error de estima-

ción e = x− x̂. Antes de establecer este resultado, consideremos el siguiente lema y algunas

de sus implicaciones.

Lema 4.1. ([62]) Sea Â ∈ Rn×n, estable y γ > 0, entonces existe una matriz P simétrica,

positiva definida tal que

ÂᵀP + PÂ+ γ2PP + I < 0 (4.26)

si y solo si existe otra matriz P̂ simétrica, positiva definida tal que

ÂP̂ + P̂ Âᵀ + γ2P̂ P̂ + I < 0. (4.27)

De este lema, la desigualdad algebraica matricial de Riccati-Lurie (4.26) puede ser re-

presentada en la siguiente desigualdad lineal matricial (LMI):

−ÂᵀP − PÂ− I γP

γP I

 > 0 (4.28)

o equivalentemente, para algún ε > 0:

ÂᵀP + PÂ+ γ2PP + I + εI = 0. (4.29)

Por otro lado, sea F = Υ(x,u) − Υ(x̂,u), y considerando la solución P de (4.28), la

constante de Lipschitz ϕ y el error de estimación e, entonces la siguiente desigualdad se

satisface (ver [62] para demostración):

2eᵀPF ≤ ϕ2eᵀPPe + eᵀe. (4.30)

Teorema 4.2. Dado el sistema (6.1), con el par (A,C) observable. Si Ā = A−K1C es una

matriz estable y Mi = P i−1KiC, 2 ≤ i ≤ m es una matriz semi definida positiva, entonces la

ecuación diferencial vectorial fraccionaria (4.25) es un estimador Mittag-Leffler estable para



4.2. Estimador Mittag-Leffler de tipo Luenberger 43

el sistema (6.1), y además

‖e‖ ≤ eᵀ(0)Pe(0)

λmı́n (P )
Eα

(
− ε

λmáx (P )
tα
)
. (4.31)

Demostración. Sea e = x− x̂ el error de estimación. Dados los sistemas (6.1) y (4.25), la

dinámica del error de estimación, con el operador de Caputo está dada por:

C
0 Dαt e = Āe + F −

m∑
i=2

Ki (Ce)2i−1 (4.32)

donde Ā = A −K1C. Dado que Ā es estable y ϕ > 0, entonces por el Lemma 4.1 existe

P > 0. Sea V = ‖e‖2
P = eᵀPe una función candidata de Lyapunov. Por la desigualdad de

Rayleigh-Ritz [70], es claro que:

λmı́n (P ) ‖e‖2 ≤ V ≤ λmáx (P ) ‖e‖2. (4.33)

Luego, por el Lema 2.4, la ecuación (4.29) y la desigualdad (4.30) se sigue que:

C
0 Dαt V ≤ 2eᵀPC

0 Dte

= 2eᵀP

[
Āe + F −

m∑
i=2

Ki (Ce)2i−1

]

≤ eᵀ
[
PĀ+ ĀᵀP + ϕ2PP + I

]
e− 2

m∑
i=2

(Ce)2i−2 eᵀPKiCe

≤ −ε‖e‖2 −
m∑
i=2

(Ce)2i−2 eᵀ
(
2P 2−iMi

)
e

donde Mi = P i−1KiC. Por hipótesis Mi ≥ 0 entonces:

C
0 Dαt V ≤ −ε‖e‖2 (4.34)

Finalmente, por el Teorema 2.8, de (4.33) y (4.34) se sigue que e = 0 es Mittag-Leffler
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estable. Por otro lado, de (4.34) y la desigualdad de Rayleigh-Ritz:

C
0 Dαt V ≤ −

ε

λmáx (P )
V. (4.35)

Sea n(t) una función no negativa tal que su transformada de Laplace exista, entonces:

C
0 Dαt V + n(t) = − ε

λmáx (P )
V. (4.36)

Aplicando la transformada de Laplace a (4.36), no es dificil obtener:

V (s) = V (0)
sα−1

sα + ε
λmáx(P )

− 1

sα + ε
λmáx(P )

N(s). (4.37)

Luego, por la transformada inversa de Laplace a (4.37) se obtiene:

V (t) = V (0)Eα

(
− ε

λmáx (P )
tα
)
− V̄ (4.38)

con V̄ = tα−1Eα,α

(
− ε
λmáx(P )

tα
)
∗ n(t) donde ∗ denota la convolución de funciones. Dado que

V̄ es no negativa, entonces:

V (t) ≤ V (0)Eα

(
− ε

λmáx (P )
tα
)
. (4.39)

Finalmente de la expresión (4.33), la norma del error de estimación está acotada:

‖e‖ ≤ eᵀ(0)Pe(0)

λmı́n (P )
Eα

(
− ε

λmáx (P )
tα
)
. (4.40)

�

Nota 4.2.1. Sea fb =
eᵀ(0)Pe(0)

λmı́n (P )
Eα

(
− ε

λmáx (P )
tα
)

. Por el Teorema 4.6 ([15]), ĺım
t→∞

fb = 0,

no es dif́ıcil ver que ĺım
t→∞
‖e‖ = 0.
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4.3. Cálculo de las ganancias del estimador

A continuación se da una metodoloǵıa para determinar los valores de las ganancias Ki

del estimador (4.25):

1. Calcular la constante de Lipschitz ϕ del vector Υ(x,u).

Dado que el par (A,C) es observable, entonces el par (Aᵀ, Cᵀ) es controlable. De acuerdo

al Lema 3.1, considere el siguiente sistema

ΣK1 =
{
C
0 Dαt ξ = Aᵀξ + Cᵀu (4.41)

que es controlable y cuyo origen es estabilizable por la ley de control u = −K̂ξ, donde

K̂ = Kᵀ1.

2. Para determinar K1 considere el algoritmo del regulador óptimo cuadrático fraccionario

(FLQR) de la section 4.1.

Note que Ā = A−K1C es una matriz estable y ϕ > 0, por lo que se puede satisfacer el

Lema 4.1.

3. Resolver la desiguldad matricial lineal (LMI) (4.28) para obtener P .

Para Ki ∈ Rn, 2 ≤ i ≤ m, considere que Mi = P i−1KiC ≥ 0, entonces n − 1 valores

propios de Mi son ceros y

p1jKi1 + p2jKi2 + . . .+ pjjKij + . . .+ pnjKin > 0. (4.42)

4. Para calcular Ki ∈ Rn considerar los siguientes dos casos.

a) Si n es par, tomar parejas de la desigualdad (4.42) y considere cada una de estas
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positiva, es decir:

p1jKi1 + p2jKi2 > 0

p3jKi3 + p4jKi4 > 0

...

p(n−1)jK(n−1)i + pnjKin > 0.


(4.43)

Cada una de las desigualdades anteriores, determina un semi plano para elegir las

entradas del vector Ki ∈ Rn.

b) Si n es impar, sea p1jKi1 = ϕ, entonces

Ki1 =
ϕ

p1j

(4.44)

por lo que la desigualdad (4.42) se reduce a:

p2jKi2 + . . .+ pjjKij + . . .+ pjnKin + ϕ > 0. (4.45)

Luego, similar al caso en que n es par, considere las siguientes desigualdades:

p2jKi2 + p3jKi3 > 0

p4jKi4 + p5jKi5 > 0

...

p(n−1)jK(n−1)i + pnjKin + ϕ > 0.


(4.46)

y calcule el resto de los valores, tal que (4.45) se satisface.

Nota 4.3.1. Las desigualdades (4.43) y (4.46) determinan semi planos donde cada punto

determina los valores: (Ki1, Ki2), . . . ,
(
K(n−1)i, Kin

)
. Considerando algunas restricciones, re-

giones más pequeñas pueden determinarse para elegir las entradas del vector Ki a través de

un problema de programación lineal.
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4.4. Simulaciones numéricas

El observador propuesto se utiliza para estimar los estados en dos sistemas diferentes.

En el primer ejemplo, un sistema fraccionario caótico es considerado. Es bien sabido que las

trayectorias de estos sistemas son acotadas, por lo que en el segundo ejemplo, un sistema que

no es caótico se utiliza para ilustrar la validez de la medoloǵıa propuesta y mostrar que el

observador puede ser utilizado en una clase más amplia de sistemas fraccionarios.

4.4.1. Sistema Rössler

El sistema fraccionario de Rössler dado por las siguientes ecuaciones diferenciales frac-

cionarias [36, 82]:

ΣR =



C
0 Dαt x1 = − (x2 + x3)

C
0 Dαt x2 = x1 + ax2

C
0 Dαt x3 = b+ x3 (x1 − c)

yR = x1

(4.47)

donde x =
[
x1, x2, x3

]ᵀ
, a = 0.5, b = 0.2, c = 5.7, x(0) =

[
0.5, 1.5, 0.1

]ᵀ
y α = 0.935

para comportamiento caótico. En este ejemplo, considere el conjunto convexo:

W =
{
x ∈ R3 | |x1| ≤ a1, |x2| ≤ a2, |x3| ≤ a3

}
con a1 = 13.4607, a2 = 8.3017, a3 = 48.122 donde las trayectorias del sistema Rössler (4.47)

están acotadas. Ahora se reescribe el sistema (4.47):

ΣR =


C
0 Dαt x = ARx + ΥR(x) , x(0) = x0

yR = CRx
(4.48)
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donde:

AR =


0 −1 −1

1 a 0

0 0 −c

 ,ΥR(x) =


0

0

b+ x3x1

 , CR =
[
1 0 0

]
.

Note que el vector ΥR(x) en un conjunto compacto de R3 es Lipschitz cuya constante de

Lipschitz ϕ se calcula como sigue. El Jacobiano para el vector ΥR(x) está dado por:

[
∂Υ

∂x

]
=


0 0 0

0 0 0

x3 0 x1


Utilizando ‖·‖∞ para vectores en R3, entonces∥∥∥∥∥∂Υ

∂x

∥∥∥∥∥
∞

= máx {|x1|+ |x3|} .

Por otro lado, todos los puntos en W satisfacen:

|x1|+ |x3| ≤ a1 + a3.

Por lo tanto, ∥∥∥∥∥∂Υ

∂x

∥∥∥∥∥
∞

≤ a1 + a3.

Una constante de Lipschitz para ΥR(x) puede tomarse como ϕ = a1 + a3 = 61.5827. Dado

que el par
(
AR, CR

)
es observable, con rank [OAR,CR

] = 3, de acuerdo al Teorema 4.2, el

observador Mittag-Leffler para el sistema (4.48) con m = 2 está dado por:

ΣR̂ =


C
0 Dαt x̂ = ARx̂ + ΥR(x̂) + K1CR (x− x̂) + K2 [CR (x− x̂)]3

yR̂ = x̂
(4.49)
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donde

K1 =


K11

K12

K13

 , K2 =


K21

K22

K23


o explicitamente:

ΣR̂ =



C
0 Dαt x̂1 = − (x̂2 + x̂3) +K11 (x1 − x̂1) +K21 (x1 − x̂1)3

C
0 Dαt x̂2 = x̂1 + ax̂2 +K12 (x1 − x̂1) +K22 (x1 − x̂1)3

C
0 Dαt x̂3 = b+ x̂3 (x̂1 − c) +K13 (x1 − x̂1) +K23 (x1 − x̂1)3

yR̂ = x̂.

(4.50)

Cálculo de las ganancias del estimator

De acuerdo a la sección 4.3 los valores para K1,K2 se calculan como sigue. Dado que el

par
(
AR, CR

)
es observable, por el Lema 3.1, el par

(
AᵀR, C

ᵀ
R

)
es controlable con un sistema

asociado C
0 Dαt ξ = AᵀRξ + CᵀRu y u = −K̂ξ como control por realimentación, donde K̂ = Kᵀ1.

Del algoritmo FLQR (section 4.1):

K̂ = R−1
R CRLR (4.51)

tal que LR satisface la ecuación algebraica de Riccati:

ARLR + LRA
ᵀ
R − LRC

ᵀ
RR
−1
R CRLR +QR = 0. (4.52)

Considerando QR = ϕI3×3, RR = 1, la solución de la ecuación (4.52) es:

LR =


9.3438 −12.5560 −0.3056

−12.5560 121.1828 −0.7966

−0.3056 −0.7966 5.3938

 . (4.53)
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Entonces K̂ =
[
9.3438 −12.5560 −0.3056

]
por lo que:

K1 = K̂ᵀ =


K11

K12

K13

 =


9.3438

−12.5560

−0.3056

 . (4.54)

Note que ĀR = AR−K1CR es una matriz estable dado que σĀR
= {−7.4703,−5.9346,−1.1388},

además ϕ > 0, entonces resolviendo (4.28):

PR =


1.7423 −1.6657 0.4481

−1.6657 19.8555 0.9616

0.4481 0.9616 3.9575

 (4.55)

con σPR
= {1.4736, 4.0220, 20.0597}. De acuerdo al resultado principal, M2 = PRK2CR es

una matriz semi definida positiva cuyos valores propios son

σM2 = {0, 0, 1.7423K21 − 1.6657K22 + 0.4481K23} .

entonces K21, K22, K23 se eligen tal que

1.7423K21 − 1.6657K22 + 0.4481K23 > 0. (4.56)

Dado que K2 ∈ R3, sea ϕ = 1.7423K21 entonces K21 = 35.3465. El resto de los valores

propios K2 se eligen tal que:

− 1.6657K22 + 0.4481K23 > −ϕ. (4.57)



4.4. Simulaciones numéricas 51

Para reducir el semiplano determinado por (4.57), K22 y K23 se eligen tales que se minimice

K21 +K22 +K23 sujeto a:

−ϕ ≤ K22 ≤ ϕ

−ϕ ≤ K23 ≤ ϕ

−ϕ < −1.6657K22 + 0.4481K23

 (4.58)

De esta forma, las restricciones determinan una región R (Figura 4.2) donde cada punto

representa una pareja ordenada (K22, K23). Luego, la solución al problema propuesto es K22 =

−61.5827, K23 = −61.5827, por lo que:

K2 =


K21

K22

K23

 =


35.3465

−61.5827

−61.5827

 . (4.59)

El vector de condiciones iniciales para el estimador (4.50) está dado por x̂(0) =
[
3, 2, 1

]ᵀ
,

entonces e(0) =
[
−2.5, −0.5, −0.9

]ᵀ
. Además la norma del error de estimación está aco-

tada por una función Mittag-Leffler fb, esto es, ‖e‖ ≤ fb donde:

fb = 12.0630E0.935

(
−0.2493t0.935

)
(4.60)

con ε = 5.

Este comportamiento es ilustrado en la Figura 4.3, donde la ĺınea punteada representa

a la función (4.60) y la norma del error ‖e‖ se ilustra con ĺınea continua. La función fb no es

única dado que otros valores de ε > 0 de acuerdo a la tasa de convergencia deseada.

Por otro lado, la Figura 4.4 muestra la convergencia del error al origen como plano de

fase. Las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 representan los estados estimados x̂1, x̂2 and x̂3 con ĺıneas

punteadas en comparación con los estados reales (ĺıneas continuas), respectivamente.
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4.4.2. Péndulo simple de orden fraccionario

Un péndulo es una masa suspendida desde un pivote (sin fricción) con una cuerda o barra

de masa despreciable para que pueda balancearse libremente (Figura 4.8). Este sistema ha

sido estudiado extensamente a lo largo de los años, por eiemplo en [22, 35].

θ

L

θ

m
ω

Figura 4.8: Péndulo simple.

La ecuación diferencial que describe a un péndulo simple es bien conocida y puede

generalizarse utilizando operadores del cálculo fraccionario. El modelo matemático de un

péndulo simple de orden fraccionario está dado por:

ΣP =


C
0 Dαt x1 = x2

C
0 Dαt x2 = − g

L
sinx1

yP = x1

(4.61)

donde g = 9.81 m/s2, L = 1 m, α = 0.98 y x =
[
x1 x2

]ᵀ
=
[
θ ω

]ᵀ
. Fisicamente, θ es el

ángulo medido a partir de la vertical y ω la velocidad angular.

El sistema (4.61) puede escribirse en la forma (6.1) como sigue:

ΣP =


C
0 Dtx = APx + ΥP(x) , x(0) = x0

yP = CPx
(4.62)
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donde:

AP =

0 1

0 0

 ,ΥP(x) =

 0

− g
L

sinx1

 , CP =
[
1 0

]
.

El vector ΥP(x) es Lipschitz con ϕ =
g

L
y el par (AP, CP) es observable. Para m = 3 el

observador Mittag-Leffler (4.25) para el péndulo simple está dado por:

ΣP̂ =


C
0 Dαt x̂ = APx̂ + ΥP(x̂) + K1CP (x− x̂)

+ K2 [CP (x− x̂)]3 + K3 [CP (x− x̂)]5

yP̂ = x̂

(4.63)

donde

K1 =

K11

K12

 , K2 =

K21

K22

 , K3 =

K31

K32

 .
De forma expĺıcita:

ΣP̂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 +K11 (x1 − x̂1) +K21 (x1 − x̂1)3

+K31 (x1 − x̂1)5

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 +K12 (x1 − x̂1)

+K22 (x1 − x̂1)3 +K32 (x1 − x̂1)5

yP̂ = x̂.

(4.64)

Cálculo de las ganancias del estimador

K1 se calcula a partir del algoritmo FLQR de la sección 4.1 de la misma forma que el

ejemplo anterior dado que el par (AP, CP) es observable. Resolviendo la ecuación algebraica

de Riccati:

APLP + LPA
ᵀ
P − LPC

ᵀ
PR
−1
P CPLP +QP = 0 (4.65)
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con QP = ϕI2×2, RP = 1. La solución de la ecuación (4.65) es:

LP =

4.0076 3.1305

3.1305 12.5458

 , (4.66)

entonces K̂ = R−1
P CPLP =

[
4.0076 3.1305

]
por lo que

K1 = K̂ᵀ =

4.0076

3.1305

 . (4.67)

Por otro lado, dando que ĀP = AP−K1CP es una matriz estable con σĀP
= {−2.9444,−1.0632},

la solución de (4.28) para este caso es:

PP =

 2.7733 −2.5463

−2.5463 4.1960

 (4.68)

con σPP
= {0.8409, 6.1284}. De acuerdo a la metodoloǵıa propuesta, K2 y K3 se eligen, tal

que M2 = PPK2CP ≥ 0 y M3 = P 2
PK3CP ≥ 0. Note que

σM2 = {0, 2.7733K21 − 2.5463K22} ,

σM3 = {0, 14.1745K31 − 17.7455K32} ,

entonces K2 y K3 se eligen de forma que:

2.7733K21 − 2.5463K22 > 0 (4.69)

14.1745K31 − 17.7455K32 > 0. (4.70)

Ahora para reducir los semiplanos definidos por (4.69),(4.70) se proponen dos problemas.
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El primero consiste en maximizar K21 +K22 sujeto a las restricciones:

1 ≤ K21 ≤
ϕ

2

1 ≤ K22 ≤
ϕ

2

−2.7733K21 + 2.5463K22 < 0

 (4.71)

cuya solución es K21 = 4.905, K22 = 4.905. El segundo problema consiste en maximizar

K31 +K32 sujeto a:

1 ≤ K31 ≤ 5

1 ≤ K32 ≤
ϕ

4

−14.1745K31 + 17.7455K32 < 0

 (4.72)

cuya solución es K31 = 5, K32 = 2.4525. En ambos problemas, las restricciones determinan

regiones más pequeñas donde los valores de (K21, K22) y (K31, K32) pueden elegirse (Figuras

4.9 y 4.10).
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Figura 4.9: Región R para elegir K21, K22.
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Figura 4.10: Región R para elegir K31, K32.

En resumen, de acuerdo a la discusión anterior:

K2 =

K21

K22

 =

4.905

4.905

 (4.73)

K3 =

K31

K32

 =

 5

2.4525

 . (4.74)

Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple (4.61) y el estimador (4.64)

están dados por x(0) =
[
π/2, 0

]ᵀ
, x̂(0) =

[
π, 0.1

]ᵀ
, respectivamente, por lo que e(0) =[

−π/2, −0.1
]ᵀ

. La Figura 4.11 muestra que ‖e‖ ≤ fb donde

fb = 7.2365E0.98

(
−1.6317t0.98

)
(4.75)

con ε = 10. Los resultados de la estimación de x1 y x2 se muestran en las Figuras 4.12 y 4.13,

respectivamente. Las ĺıneas continuas representan a los estados originales, mientras que los
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valores estimados x̂1, x̂2 se representan mediante ĺıneas punteadas.
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Figura 4.11: Función de acotamiento vs norma del error: ‖e‖ ≤ fb.
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Figura 4.13: x2 vs x̂2 para el péndulo simple.



CAṔITULO 5

Observador de Alta Ganancia

Los observadores de alta ganancia introducidos por Gauthier [10, 21] han sido amplia-

mente estudiados para sistemas de orden entero. Se han propuesto varios trabajos relaciona-

dos con esta clase de observadores debido a su simple diseño, implementación y robustez en

problemas con perturbaciones externas [3, 30]. Algunas aplicaciones de los observadores de

alta ganancia utilizan control adaptable [9, 11], compensación de no linealidades [73], estu-

dios de robustez [45], aceleración de convergencia mediante el aumento y conmutación de la

ganancia [4, 18] o en comunicaciones seguras.

El observador de alta ganancia es robusto en presencia de perturbaciones externas o

incertidumbres como el ruido en la medición, además de que se puede acelerar la velocidad

de convergencia al aumentar la ganancia del observador. En este caṕıtulo presentamos un

algoritmo de estimación de alta ganancia para una clase de sistemas no lineales fraccionarios

que preserva las caracteŕısticas antes mencionadas. La clase de sistemas no linealies utilizada

permite obtener una ecuación diferencial fracccionaria cuya solución es utilizada como la

matriz de ganancias del observador propuesto, la cual depende de un parámetro θ > 0, y

que mediante el análisis de estabilidad se prueba que al aumentar este valor, la rapidez de

convergencia también puede ser incrementada.
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5.1. Propuesta del observador

Considere la siguiente clase de sistemas no lineales fraccionarios descrita en la forma

canónica observador [44]:

Σx =


C
0 Dαt x = Ax + Υ(x,u) , x(0) = x0

y = Cx
(5.1)

donde A es una matriz “upper shift”, es decir, Aij = δi+1,j donde δij es la delta de Kronecker

[43], C =
[
1 0 0 . . . 0

]
, y Υ(x,u) un vector localmente Lipschitz en D:

H 5.1. Sea D un compacto que incluye al origen con respecto a x, uniformemente en u.

Existe un escalar positivo ψ tal que

‖Υ(x,u)−Υ(x̂,u)‖ ≤ ψ‖x− x̂‖, ∀ x, x̂ ∈ D. (5.2)

Para estimar las variables desconocidas del sistema (5.1), proponemos el siguiente algo-

ritmo de estimación:

C
0 Dαt x̂ = Ax̂ + Υ(x̂,u)− F−1

∞ Cᵀ (Cx̂− y) (5.3)

donde x̂ ∈ Rn, y F∞ = ĺım
t→∞

F (t) con F (t) la solución de la ecuación diferencial fraccionaria

siguiente:

C
0 Dαt Fθ = −θFθ (t)− AᵀFθ (t)− Fθ (t)A+ CᵀC, F0 = F (0) (5.4)

Para resolver la ecuación (5.4), consideremos la metodoloǵıa propuesta en [50] para

resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias vectoriales. Notemos que para resolver (5.4) y

analizar el comportamiento de la solución cuando t → ∞, es equivalente resolver
n(n+ 1)

2
ecuaciones diferenciales escalares acopladas dadas por:
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C
0 Dαt f11 = 1− θf11

C
0 Dαt f12 = −f11 − θf12

C
0 Dαt f13 = −f12 − θf13 . . . f̄1n

∗ C
0 Dαt f22 = −2f12 − θf22

C
0 Dαt f23 = −f13 − f22 − θf23 . . . f̄2n

∗ ∗ C
0 Dαt f33 = −2f23 − θf33 . . . f̄3n

...
...

...
...

...
...

... f̄(n−1)n

∗ ∗ ∗ f̄nn

donde

f̄1n = C
0 Dαt f1n = −f1(n−1) − θf1n

f̄2n = C
0 Dαt f2n = −f1n − f2(n−1) − θf2n

f̄3n = C
0 Dαt f3n = −f2n − f3(n−1) − θf3n

f̄(n−1)n = C
0 Dαt f(n−1)n = −2f(n−2)n − f(n−1)(n−1) − θf(n−1)n

f̄nn = C
0 Dαt fnn = −2f(n−1)n − θfnn

Aplicando la transformada de Laplace a C
0 Dαt f11 = −θf11 + 1, tenemos:

F11(s) = f11(0)
sα−1

sα + θ
+

1

s

1

sα + θ

Luego, aplicamos la transformada inversa de Laplace a la ecuación anterior, por lo que:

f11(t) = f11(0)Eα (−θtα) + 1 ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

Entonces, de la ecuación (2.25) con K = 1, la solución está dada por:

f11(t) =

(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα) +

1

θ

De la misma forma, el resto de las ecuaciones diferenciales se pueden resolver utilizando la

misma metodoloǵıa tomando en cuenta los Lemas 2.1 y 2.2, y las propiedades de la convolu-

ción para realizar reducciones en los cálculos.
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f12(t) =

(
f12(0) +

1

θ2

)
Eα (−θtα) +

(
1

θ
− f11(0)

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)− 1

θ2

f13(t) =

(
f13(0)− 1

θ3

)
Eα (−θtα)−

(
f12(0) +

1

θ2

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) +

1

θ3

f22(t) =

[
f22(0)− 2

θ3

]
Eα (−θtα)−

[
2f12(0) +

2

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
2f11(0)− 2

θ

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) +

2

θ3

f23(t) =

[
f23(0) +

3

θ4

]
Eα (−θtα) +

[
3

θ3
− f13(0)− f22(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
3f12(0) +

3

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
3

θ
− 3f11(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

− 3

θ4

f33(t) =

[
f33(0)− 6

θ5

]
Eα (−θtα)−

[
6

θ4
+ 2f23(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
2f13(0) + 2f22(0)− 6

θ3

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

−
[
6f12(0) +

6

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+ K̄Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+
6

θ5

con K̄ = 6f11(0)− 6

θ
. Continuando este proceso, la solución de la entrada i, j tiene la forma:

fij(t) = η0Eα (−θtα) +

i+j−2∑
l=1

ηlEα (−θtα) ∗l
[
tα−1Eα,α (−θtα)

]
+

(−1)i+j

θi+j−1
λi,j

donde

η0 = fij(0) +
(−1)i+j+1

θi+j−1
λi,j.
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λi,j es un coeficiente binomial dado por

λi,j =

(
i+ j − 2

j − 1

)
, (5.5)

ηl es una combinación lineal de las condiciones iniciales, y

Eα (−θtα) ∗l
[
tα−1Eα,α (−θtα)

]
=

Eα (−θtα) ∗tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ . . . ∗ tα−1Eα,α (−θtα)︸ ︷︷ ︸
l−veces

Finalmente, considerando el Teorema del Valor Final (para operadores fraccionarios), se sigue

que

(F∞ (θ))i,j = ĺım
t→∞

fij(t)

= ĺım
s→0

sFij(s)

= ĺım
s→0

s

{
η0

sα−1

sα + θ
+

i+j−2∑
l=1

ηl
sα−1

sα + θ

1

(sα + θ)l
+

1

s

(−1)i+j

θi+j−1
λi,j

}

=
(−1)i+j

θi+j−1
λi,j

(5.6)

Por lo tanto, la matriz de ganancias del observador (5.3) se calcula considerando que

(F∞ (θ))i,j =
(−1)i+j

θi+j−1
λi,j (5.7)

Observación 5.1.1. La ecuación diferencial (5.4) es invariante en el tiempo, entonces su

solución no depende de t0 cuando t → ∞, es decir, es una matriz constante y d
dt
Fθ(t) = 0,

por lo que

C
0 Dαt Fθ = 0I

1−α
t

[
d

dt
Fθ(t)

]
= 0

. De esto, se sigue que F∞ puede obtenerse al resolver la ecuación algebraica:

− θFθ (t)− AᵀFθ (t)− Fθ (t)A+ CᵀC = 0 (5.8)

cuya solución es (5.7).
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5.2. Análisis de convergencia

La convergencia del observador (5.3) se establece en el siguiente resultado, donde el

error de estimación se acota por una función de Mittag-Leffler. Se prueba además que la

convergencia puede acelerarse al incrementar el valor de la ganancia en el observador.

Teorema 5.1. El sistema (5.3) es un observador Mittag-Leffler estable para el sistema (5.1),

y además

‖x̂− x‖ ≤

√
λmáx (F∞)

λmı́n (F∞)
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (θ − 2ψ − 1) tα)]1/2 (5.9)

con θ > 0 suficientemente grande.

Demostración. Sea e = x̂ − x el error de observation. De las ecuaciones (5.1), (5.3), y

calculando la derivada de Caputo (2.39) al error de observación, tenemos lo siguiente:

C
0 Dαt e =

(
A− F−1

∞ CᵀC
)

e +G (5.10)

donde G = Υ(x̂,u)−Υ(x,u). Sea V1 = ‖e‖2
F∞ = eᵀF∞e una función candidata de Lyapunov

con F∞ la solución de (5.8). De la desigualdad de Rayleigh-Ritz:

λmı́n (F∞) ‖e‖2 ≤ V1 ≤ λmáx (F∞) ‖e‖2 (5.11)

Por otro lado, considerando la cota para la derivada fraccionaria de una función cuadrática

del lema 2.4, se sigue que:

C
0 Dαt V1 ≤ 2eᵀF∞

C
0 Dte

= 2eᵀF∞
[(
A− F−1

∞ CᵀC
)
e +G

]
≤ −θeᵀF∞e + 2eᵀF∞G

Entonces, considerando la constante de Lipschitz dada en H 5.1 y el lado izquierdo de (5.11),
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con θ0 > 2ψ + 1, resulta que para todo θ > θ0:

C
0 Dαt V1 ≤ − (θ − 2ψ − 1) ‖F∞‖‖e‖2 (5.12)

Por lo tanto, del Teorema 2.8, el origen e = 0 es Mittag-Leffler estable. Finalmente, por el

Teorema 3.4, el error de estimación está acotado, es decir:

‖x̂− x‖ ≤

√
λmáx (F∞)

λmı́n (F∞)
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (θ − 2ψ − 1) tα)]1/2 (5.13)

�

El Teorema 5.1 muestra que el algoritmo (5.3) es un observador Mittag-Leffler de alta

ganancia, para todo t ≥ 0, además de que el error de estimación tiende de forma asintótica a

cero, ya que la estabilidad Mittag-Leffler implica estabilidad asintótica. De acuerdo a la cota

del error de estimación, podemos definir a la tasa de convergencia como

ν = θ − 2ψ − 1 (5.14)

Podemos controlar la velocidad de convergencia ν al incrementar el valor de θ en el observer,

de manera que si θ se más grande, podemos obtener una estimación más rápida de las variables

de estado.

Observación 5.2.1. En el análisis, el valor de α no afecta la tasa de convergencia de for-

ma expĺıcita, sin embargo, la solución numérica si es afectada. El método de Adams Bash-

forth Moulton es un algoritmo numérico muy utilizado para resolver ecuaciones diferenciales

C
0 Dαt x = f(t, x(t)). En este método, el orden de convergencia depende de α, y además se pue-

de expresar como una función no decreciente de α dado que el operador integral se discretiza

y se comporta de manera más suave cuando α aumenta. Para este método, al considerar

0 < a < 1, la cota del error es O(h1+α), es decir, existe una constante C tal que

|x(tj)− x| < Ch1+α para toda h.

Además, cuando α = 1 se tiene que la cota del error es O(h2) (la cota para ecuaciones
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diferenciales de orden entero). Para más detalles sobre la implementación, ver [15, 37].

5.3. Simulaciones numéricas

5.3.1. Péndulo simple de orden fraccionario

Consideremos nuevamente el péndulo simple utilizado para validar el algoritmo (4.25)

(Figure 5.1) cuyas ecuaciones diferenciales están dadas por:

ΣP =


C
0 Dαt x1 = x2

C
0 Dαt x2 = − g

L
sinx1

yP = x1

(5.15)

con g = 9.81 m/s2, L = 1 m, α = 0.98, y x =
[
x1 x2

]ᵀ
=
[
ϕ ω

]ᵀ
. De manera f́ısica, ϕ

representa el ángulo medido a partir de la vertical y ω la velocidad angular.

L

φ

m
ω

Figura 5.1: Péndulo simple para implementar el observador de alta ganancia.

El sistema (5.15) es fácilmente representado en la forma (5.1) con:

A =

0 1

0 0

 ,Υ =

 0

− g
L

sinx1

 , C =
[
1 0

]

y ψ =
g

L
es la constante de Lipschitz para el vector Υ. De la relación (5.7), F∞ (θ) y F−1

∞ (θ)
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se calculan para n = 2:

F∞ (θ) =


1

θ
− 1

θ2

− 1

θ2

2

θ3

 , F−1
∞ (θ) =


2θ θ2

θ2 θ3


Entonces, del algoritmo de alta ganancia propuesto (5.3), el observador para el péndulo simple

es:

ΣP̂ =


C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − 2θ (x̂1 − x1)

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 − θ2 (x̂1 − x1)

yP̂ = x̂.

(5.16)

Del Teorema 5.1, θ se elige tal que θ > 2ψ + 1. Consideremos diferentes valores de θ

para verificar que la velocidad de convergencia del observador es mayor cuando la tasa de

convergencia ν se aumenta. Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple (5.15)

y su estimador (5.16) son x(0) =
[
π/2, 0

]ᵀ
, x̂(0) =

[
π, 0.1

]ᵀ
, respectivamente, por lo que

e(0) =
[
π/2, 0.1

]ᵀ
.

En las Figuras 5.2 y 5.3 se presenta la comparativa entre el estado estimado x̂1 (ĺınea roja

punteada) y el estado original x1 (ĺınea azul continua) para θ = 25 y θ = 30, respectivamente,

mientras que en las Figuras 5.4 y 5.5 se realiza la comparativa para los estados x̂2 y x2

considerando θ = 25 y θ = 30 en el observador (5.16).

Las Figuras 5.6 y 5.7 muestran la convergencia de los estados estimados x̂1 y x̂2 a

los estados originales x1 y x2, respectivamente, con diferentes valores de ganancia θ. Estas

comparaciones se realizan para mostrar como la convergencia de la estimación es más rápida

cuando la ganancia en el observador se incrementa.

Por otro lado, las Figuras 5.8 y 5.9 muestran la desigualdad (5.9) para θ = 25 y θ = 30,

respectivamente, donde la norma del error de estimación está acotada por una función de
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Mittag-Leffler:

fθ =

√
λmáx (F∞)

λmı́n (F∞)
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (θ − 2ψ − 1) tα)]1/2

Este comportamiento muestra que el observador de alta ganancia (5.3) tiene error de decai-

miento Mittag-Leffler, y satisface la definición 3.1.

Por otro lado, consideremos el ruido de medición en la salida del sistema, esto es,

y = x1 + v con v = v(t) = 1 × 10−6. La Figura 5.10 muestra la salida del sistema sin

ruido (ĺınea roja) utilizada en las simulaciones anteriores, y la salida contaminada con ruido

y = x1 +v. Los resultados numéricos para la estimación en presencia de ruido se muestran en

las Figuras 5.11 y 5.12 para x̂1 y x̂2 respectivamente. Como podemos observar, el observador

de alta ganancia propuesto es robusto a pesar de la existencia de señales que contaminan la

señal de salida disponible del sistema.
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Figura 5.2: x1 y x̂1 para θ = 25.
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Figura 5.3: x1 y x̂1 para θ = 30.
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Figura 5.4: x2 y x̂2 para θ = 25.
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Figura 5.5: x2 y x̂2 para θ = 30.
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Figura 5.6: x1 y x̂1 para diferentes valores de θ.
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Figura 5.7: x2 y x̂2 para diferentes valores de θ.
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Figura 5.8: Norma del error acotada por una función de Mittag-Leffler para θ = 25.
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Figura 5.9: Norma del error acotada por una función de Mittag-Leffler para θ = 30.
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Figura 5.10: Salida y = x1 (sin ruido) y y = x1 + v (con ruido de medición).
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Figura 5.11: y = x1 sin ruido y x̂1 para θ = 25.
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Figura 5.12: x2 y x̂2 para θ = 25 con ruido de medición en la salida del sistema.
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5.3.2. Sistema Arneodo fraccionario

Considere el sistema Arneodo fraccionario descrito por [41]:

ΣA =



C
0 Dαt x1 = x2

C
0 Dαt x2 = x3

C
0 Dαt x3 = −β1x1 − β2x2 − β3x3 + β4x

3
1

yA = x1

(5.17)

donde x =
[
x1, x2, x3

]ᵀ
, β1 = −5.5, β2 = 3.5, β3 = 0.25 β4 = −1, x(0) =

[
−0.25, 1.2, 0.2

]ᵀ
, y

α = 0.92 para comportamiento caótico. Además, las trayectorias del sistema Arneodo están

acotadas en el conjunto

W =
{
x ∈ R3 | |x1| ≤ 3.5, |x2| ≤ 6, |x3| ≤ 12.5

}
.

Por otro lado, el sistema (5.17) puede representarse en la forma (5.1) con:

A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ,Υ(x) =


0

0

−β1x1 − β2x2 − β3x3 + β4x
3
1

 , C =
[
1 0 0

]
,

dondela constante de Lipschitz para Υ(x) se calcula en un conjunto compacto de R3. Consi-

deremos la matriz Jacobiana para el vector Υ(x) dada por:

[
∂Υ(x)

∂x

]
=


0 0 0

0 0 0

−β1 + 3β4x
2
1 −β2 −β3

 ,

y para vectores en R3, tenemos que:∥∥∥∥∥∂Υ(x)

∂x

∥∥∥∥∥
∞

= máx
{
|β1|+ |β2|+ |β3|+ 3|β4|x2

1

}
.



78 Caṕıtulo 5. Observador de Alta Ganancia

Dado que todos los puntos en W satisfacen x2
1 ≤ 12.25, entonces∥∥∥∥∥∂Υ(x)

∂x

∥∥∥∥∥
∞

≤ |β1|+ |β2|+ |β3|+ 36.75|β4|.

Por lo tanto, la constante de Lipschitz para Υ(x) puede tomarse como ϕ = |β1|+ |β2|+ |β3|+

36.75|β4| = 46. Por otro lado, de la ecuación (5.7) con n = 3:

F∞ (θ) =



1

θ
− 1

θ2

1

θ3

− 1

θ2

2

θ3
− 3

θ4

1

θ3
− 3

θ4

6

θ5


, F−1

∞ (θ) =



3θ 3θ2 θ3

3θ2 5θ3 2θ4

θ3 2θ4 θ5


Finalmente, el observador para el sistema de Arneodo es:

ΣÂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − 3θ (x̂1 − x1)

C
0 Dαt x̂2 = x̂2 − 3θ2 (x̂1 − x1)

C
0 Dαt x̂3 = −β1x̂1 − β2x̂2 − β3x̂3 + β4x̂

3
1 − θ3 (x̂1 − x1)

yÂ = x̂.

(5.18)

Para fines de simulación, la ganancia del observador θ = 95 se elige tal que θ > 2ψ + 1.

Las condiciones iniciales para el estimador (5.18) y para la ecuación de error asociada están

dados por x̂(0) =
[
3, 1.8 0.25

]ᵀ
y e(0) =

[
3.25, 0.6 0.05

]ᵀ
, respectivamente. Se llevaron

a cabo dos simulaciones con los mismos parámetros. Los resultados de la primera simulación

se muestran en las Figuras 5.13, 5.14 y 5.15 donde se observa que los estados estimados x̂1,

x̂2 y x̂3 convergen a las variables originales x1, x2 y x3, respectivamente del sistema Arneodo

(5.17), y en la Figura 5.16 se muestra que el error de observación converge al origen.

Para la segunda simulación, se consideró el ruido de medición en la salida del sistema,

es decir, y = x1 + v(t), donde v(t) = V sin (ωt) con V = 0.01 y ω = 15 rad / s. En las Figuras

5.17, 5.18 y 5.19 se muestran los resultados de estimación x̂1, x̂2 y x̂3, respectivamente con
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θ = 95. Se observa que el algoritmo (5.18) proporciona una rápida convergencia a pesar de

la presencia de ruido que contamina la señal de salida disponible.
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Figura 5.13: x1 y x̂1 para θ = 95 en el sistema Arneodo.



80 Caṕıtulo 5. Observador de Alta Ganancia

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−6

−4

−2

0

2

4

6

t[s]

 

 
x2
x̂2

Figura 5.14: x2 y x̂2 para θ = 95 en el sistema Arneodo.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

−10

−5

0

5

10

t[s]

 

 
x3
x̂3

Figura 5.15: x3 y x̂3 para θ = 95 en el sistema Arneodo.
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Figura 5.16: Convergencia del error al origen.
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Figura 5.17: Estimación de x̂1 para θ = 95 con ruido de medición en la salida.
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Figura 5.18: Estimación de x̂2 para θ = 95 con ruido de medición en la salida.
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Figura 5.19: Estimación of x̂3 para θ = 95 con ruido de medición en la salida.



CAṔITULO 6

Observadores con término integral de

Riemann-Liouville

Los observadores con término integral son bien conocidos y han sido estudiados debido

a sus propiedades de robustez al existir perturbaciones en el sistema o ruido en la salida, por

ejemplo en [6, 7, 68] donde observadores PI se utilizan para control robusto con perturbaciones

en los parámetros. En [2] se propone un observador robusto para resolver el problema de

la sincronización de caos por realimentación de salida utilizando el método de Inmersión e

Invariancia (I&I), mientras que en [31] se diseña un observador proporcional-integral de orden

reducido para sistemas descriptores con entradas desconocidas.

Para sistemas de orden fraccionario, algunos resultados teóricos han sido obtenidos

considerando observadores integrales utilizando métodos algebraicos con sus respectivas apli-

caciones en sincronización, anti-sincronización y detección de fallas [13, 48, 49]. Basado en

estos estudios, en este caṕıtulo se proponen dos algoritmos de estimación que emplean la

integral de Riemann-Liouville.

De forma similar al caso entero, se prueba que los estimadores propuestos son robustos

ante la presencia de ruido en la medición e incertidumbres en la salida del sistema, además

de que el análisis de estabilidad se emplea para demostrar que estos estimadores pertenecen

a la familia de observadores Mittag-Leffler.
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6.1. Planteamiento del problema

Consideremos el sistema no lineal (4.22) escrito en la siguiente forma canónica [44]:

Σx =


C
0 Dαt x = Ax + Υ(x,u) , x(0) = x0

y = Cx
(6.1)

dondeA ∈ Rn×n es una matriz “upper shift”, y es la salida del sistema con C =
[
1 0 0 . . . 0

]
con C ∈ R1×n y Υ(x,u) es un vector no lineal tal que:

H 6.1. Existe un escalar positivo ψ tal que

‖Υ(x,u)−Υ(x̂,u)‖ ≤ ψ‖x− x̂‖ (6.2)

Para estimar las n−1 variables desconocidas del sistema (6.1) se proponen dos algoritmos

de estimación. Antes de presentarlos y estudiar la convergencia Mittag-Leffler, consideremos

lo siguiente:

H 6.2. Sea θ > 0, H ∈ Rk×k una matriz “upper shift”, Ĉ =
[
1 0 0 . . . 0

]
∈ R1×k. Existe

P > 0 tal que −θP −HᵀP − PH + ĈᵀĈ = 0, con

(P )i,j =
(−1)i+j

θi+j−1
ξi,j (6.3)

donde ξi,j es un coeficiente binomial dado por:

ξi,j =

(
i+ j − 2

j − 1

)
(6.4)

H 6.3. Sea τ > 0 y M ∈ Rk×k tal que Re (λi(M)) > −τ
2

para todo valor propio λi de M , y

Ĉ =
[
1 0 0 . . . 0

]
∈ R1×k. Entonces existe Q > 0 tal que

− τQ−MᵀQ−QM + ĈᵀĈ = 0. (6.5)
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6.2. Observador ρ-integral de alta ganancia

Como primera propuesta para estimar, consideremos el siguiente observador ρ-integral:

ΣIO =



C
0 Dαt x̂ = Ax̂ + Υ(x̂,u)−KIz1

C
0 Dαt z1 = z2 − kz1z1

C
0 Dαt z2 = z3 − kz2z1

...

C
0 Dαt zρ = Cx̂− y − kzρz1

(6.6)

donde zi representa una entrada de z ∈ Rρ×1, x̂ es el vector de estado del observador, y

KI ∈ Rn×1 representa el vector de ganancias integral para el observador. El sistema (6.6)

puede reescribirse como sigue:

ΣIOb =


C
0 Dαt x̂ = Ax̂ + Υ(x̂,u)− K̂Iz

C
0 Dαt z =

(
Az − K̂z

)
z +Bz (Cx̂− y)

(6.7)

donde Az ∈ Rρ×ρ es una matriz “upper shift 2Bz =
[
0 0 . . . 1

]ᵀ
∈ Rρ×1. Además Kz =[

kz1 kz2 . . . kzρ

]ᵀ
∈ Rρ×1, K̂z =

[
Kz 0ρ×ρ−1

]
∈ Rρ×ρ, K̂I =

[
KI 0n×ρ−1

]
∈ Rn×ρ.

Para demostrar la efectividad del observador (6.7), consideremos el siguiente resultado

de convergencia.

Teorema 6.1. Considerando las hipótesis H 6.1 y H 6.2, el sistema (6.7) es un observador

Mittag-Leffler para el sistema (6.1) con
[
Kz KI

]ᵀ
= P−1Ĉᵀ para t ≥ 0, y de forma expĺıcita,

la cota del error es:

‖x̂− x‖ ≤

√
λmáx(P )

λmı́n(P )
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (θ − k(ϕ))) tα]1/2 (6.8)

para todo t ≥ 0 y todo x̂0 − x0 ∈ Rn con θ > 0 suficientemente grande.

Demostración. Considere los sistemas (6.1) y (6.7). De la derivada de Caputo, el error de



86 Caṕıtulo 6. Observadores con término integral de Riemann-Liouville

estimación e = x̂− x y z tienen las siguientes dinámicas:

C
0 Dαt e = Ae− K̂Iz + F (6.9)

C
0 Dαt z =

(
Az − K̂z

)
z +BzCe (6.10)

donde F = Υ(x̂,u) − Υ(x,u). Considere el vector η =
[
z e

]ᵀ
. Aplicando la derivada de

Caputo a η, las ecuaciones (6.9) y (6.10) pueden expresarse en la siguiente ecuación diferencial

fraccionaria:

C
0 Dαt η =

(
H − P−1ĈᵀĈ

)
η + w (6.11)

donde Ĉ =
[
1 0 0 . . . 0

]
∈ R1×(n+ρ), w =

0ρ×1

F

, y H =

 Az BzC

0n×ρ A

 ∈ R(n+ρ)×(n+ρ).

Dado que H es una matriz “upper shift”, de H 6.2, existe P tal que

− θP −HᵀP − PH + ĈᵀĈ = 0, θ > 0 (6.12)

con el vector de ganancias Kz

KI

 = P−1Ĉᵀ. (6.13)

De la discusión anterior, considere la función candidata de Lyapunov V = ‖η‖2
P = ηᵀPη que

satisface la desigualdad de Rayleigh-Ritz:

λmı́n(P )‖η‖2 ≤ V ≤ λmáx(P )‖η‖2 (6.14)

Entonces, del lema 2.4, las ecuaciones (6.11) y (6.12) tenemos que:

C
0 Dαt V ≤ 2ηᵀPC

0 Dαt η

= 2ηᵀP
[(
H − P−1ĈᵀĈ

)
η + w

]
≤ −θηᵀPη + 2‖ηᵀPw‖.

Utilizando la descomposición de Cholesky, tenemos que P = LLᵀ, donde L es una matriz



6.3. Observador P−ρ-integral 87

triangular inferior con entradas reales y positivas en la diagonal principal, entonces

‖ηᵀPw‖ = ‖ηᵀLLᵀw‖ ≤ ‖ηᵀL‖‖Lᵀw‖ =
√
ηᵀLLᵀη

√
wᵀLLᵀw = ‖η‖P‖w‖P

por lo que se obtiene que C
0 Dαt V ≤ −θV +2‖η‖P‖w‖P . Sean c1 y c2 constantes positivas tales

que c1‖·‖ ≤ ‖·‖P ≤ c2‖·‖. Por la propiedad de Lipschitz de F , tenemos que ‖w‖ = ‖F‖ ≤

ϕ‖e‖ ≤ ϕ‖η‖. Entonces

C
0 Dαt V ≤ −γV (6.15)

donde γ = (θ − k(ϕ)) , k(ϕ) = 2ϕ
c2

c1

. Por lo tanto, del Teorema 2.8, η = 0 es Mittag-Leffler

estable si θ > k(ϕ) para todo t ≥ 0 y V (η(t)) ≤ V (η0)Eα (−γtα).

De la útilma desigualdad y utilizando el hecho de que ‖e‖ ≤ ‖η‖, se obtiene el estimado

para la cota del error. Además, dado que la estabilidad Mittag-Leffler implica estabilidad

asintótica, tenemos que

ĺım
t→∞

(x̂− x) = 0.

�

6.3. Observador P−ρ-integral

Ahora extendemos el algoritmo propuesto en la sección anterior utilizando el término

proporcional. Consirede ahora el siguiente algoritmo de estimación:

ΣIOc =


C
0 Dαt x̂ = Ax̂ + Υ(x̂,u)− K̂Iz−KP (Cx̂− y)

C
0 Dαt z =

(
Az − K̂z

)
z +Bz (Cx̂− y)

(6.16)

donde Az, Bz, Kz, K̂z están definidas en la sección anterior, y KP es tal que la suposición H

6.3 se cumpla. Bajo estas consideraciones, en el siguiente teorema se prueba la efectividad

del sistema (6.16) para estimar las variables desconocidas del sistema (6.1).

Teorema 6.2. Bajo las suposiciones H 6.1 y H 6.3, el sistema (6.16) es un observador

Mittag-Leffler para el sistema (6.1) para t ≥ 0. Además, el error de estimación está acotado
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como sigue:

‖x̂− x‖ ≤

√
λmáx(Q)

λmı́n(Q)
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (τ − k(ϕ))) tα]1/2 (6.17)

para todo t ≥ 0 y todo x̂0 − x0 ∈ Rn.

Demostración. Sea η =
[
z e

]ᵀ
, con e = x̂ − x el error de estimación. De la definición

(2.39) y las ecuaciones (6.1) y (6.16), es fácil verificar que

C
0 Dαt e = (A−KPC) e− K̂Iz + F. (6.18)

Además, la dinámica de z está dada en la ecuación (6.10), y

C
0 Dαt η =

(
M −Q−1ĈᵀĈ

)
η + w (6.19)

con M =

 Az BzC

0n×ρ A−KPC

. Por la suposición H 6.3, existe la matriz Q solución de la

ecuación (6.5), tal que el vector de ganancia se calcula como

Kz

KI

 = Q−1Ĉᵀ. (6.20)

Considere V = ηᵀQη como función candidata de Lyapunov. Repitiendo los mismos pasos

de la prueba del Teorema 6.1, obtenemos que ĺım
t→∞

(x̂− x) = 0 y

‖x̂− x‖ ≤

√
λmáx(Q)

λmı́n(Q)
‖x̂0 − x0‖ [Eα (− (τ − k(ϕ))) tα]1/2

Esto finaliza la demostración. �
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6.4. Simulaciones numéricas

Consideremos el péndulo simple de orden fraccionario descrito por las siguientes ecua-

ciones diferenciales fraccionarias:

ΣP =


C
0 Dαt x1 = x2

C
0 Dαt x2 = − g

L
sinx1

yP = x1

(6.21)

donde la aceleración de la gravedad g = 9.81 m/s2, la longitud del péndulo es L = 1 m, el

orden de la dinámica α = 0.98 y los estados x =
[
x1 x2

]ᵀ
=
[
ϕ ω

]ᵀ
. Como hemos visto en

los caṕıtulos anteriores, el modelo dinámico del péndulo tiene la forma (6.1), donde:

A =

0 1

0 0

 ,Υ =

 0

− g
L

sinx1

 , C =
[
1 0

]

y ψ =
g

L
es la constante de Lipschitz del vector Υ. Para ilustrar las ventajas de los algoritmos

de estimación (6.7) y (6.16), comparemos los resultados con la estimación obtenida mediante

un observador de orden reducido PIrα [13]:

ΣPIα =

 x̂2 = γ2 +K2,0y

C
0 Dαt γ = −K2,0 (γ2 +K2,0y) +K2,1y −K2,1 0I

α
t (γ2 +K2,0y)

(6.22)

con
[
K2,0 K2,1

]ᵀ
=
[
50 50

]ᵀ
. Para fines de simulación y comparación, consideremos ruido

de medición en la salida del sistema, es decir, y = x1 + v(t), donde v(t) = V sin(ω̄t) con

V = 0.1 y ω̄ = 50 rad / s (Figura 6.1). Para el observador (6.7) con ρ = 2:

K̂I =
[
KI 02×1

]
=

kI1 0

kI2 0

 , K̂z =
[
Kz 02×1

]
=

kz1 0

kz2 0


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Para calcular los valores para las ganancias del observador, de (6.13) y la suposición H 6.2:

P =



1
θ
− 1
θ2

1
θ3 − 1

θ4

− 1
θ2

2
θ3 − 3

θ4
4
θ5

1
θ3 − 3

θ4
6
θ5 −10

θ6

− 1
θ4

4
θ5 −10

θ6
20
θ7


, P−1 =



4θ 6θ2 4θ3 θ4

6θ2 14θ3 11θ4 3θ5

4θ3 11θ4 10θ5 3θ6

θ4 3θ5 3θ6 θ7


,


Kz

KI

 =



4θ

6θ2

4θ3

θ4



De forma similar, para ρ = 5:

K̂I =
[
KI 02×4

]
=

kI1 0 0 0 0

kI2 0 0 0 0

 , K̂z =
[
Kz 05×4

]
=



kz1 0 0 0 0

kz2 0 0 0 0

kz3 0 0 0 0

kz4 0 0 0 0

kz5 0 0 0 0


y


Kz

KI


=



7θ

21θ2

35θ3

35θ4

21θ5

7θ6

θ7


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En ambos casos θ > 2ψ, y tomamos θ = 25. Finalmente, el observador 2-integral y el

observador 5-integral para el péndulo simple son:

ρ = 2 ,ΣP̂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − kI1z1

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 − kI2z1

C
0 Dαt z1 = z2 − kz1z1

C
0 Dαt z2 = x̂1 − x1 − kz2z1

(6.23)

ρ = 5 ,ΣP̂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − kI1z1

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 − kI2z1

C
0 Dαt z1 = z2 − kz1z1

C
0 Dαt z2 = z3 − kz2z1

C
0 Dαt z3 = z4 − kz3z1

C
0 Dαt z4 = z5 − kz4z1

C
0 Dαt z5 = x̂1 − x1 − kz5z1

(6.24)

Por otro lado, considerando las matrices previamente calculadas y el observador (6.16) con

la ganancia proporcional KP tal que la suposición H 6.3 se cumpla, entonces para el sistema

(6.21) tenemos:

ρ = 2 ,ΣP̂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − kI1z1 − kP1 (x̂1 − x1)

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 − kI2z1 − kP2 (x̂1 − x1)

C
0 Dαt z1 = z2 − kz1z1

C
0 Dαt z2 = x̂1 − x1 − kz2z1

(6.25)
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ρ = 5 ,ΣP̂ =



C
0 Dαt x̂1 = x̂2 − kI1z1 − kP1 (x̂1 − x1)

C
0 Dαt x̂2 = − g

L
sin x̂1 − kI2z1 − kP2 (x̂1 − x1)

C
0 Dαt z1 = z2 − kz1z1

C
0 Dαt z2 = z3 − kz2z1

C
0 Dαt z3 = z4 − kz3z1

C
0 Dαt z4 = z5 − kz4z1

C
0 Dαt z5 = x̂1 − x1 − kz5z1

(6.26)

En este caso, para ρ = 2 con τ = 6 y KP =
[
5 10

]ᵀ
, resolviendo (6.5) y (6.20):


Kz

KI

 =



14

56

24

16


De forma similar para ρ = 5 con τ = 3 y KP =

[
2 5

]ᵀ
:


Kz

KI


=



17

119

427

756

376

−320

64



Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple (6.21) y para los estima-

dores están dados por x(0) =
[
π/2, 0

]ᵀ
, x̂(0) =

[
π, 0.1

]ᵀ
, respectivamente. La Figura

6.2 muestra la estimación obtenida con el observador de orden reducido (6.22), considerando
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r = 1, K2,0 = K2,1 = 50, además de que no hay ruido en la señal de salida.

Como podemos observar, la convergencia del estado estimado al estado original es rápida

y se mantiene a través del tiempo, sin embargo, considerando la señal de salida con ruido

con valores de ganancia K2,0 = K2,1 = 10, la estimación es de mala calidad y la amplificación

del ruido en la señal del ruido es remarcable y se incrementa a través del tiempo en la señal

estimada (Figure 6.3).

Por otro lado, en la Figura 6.4 se muestra la comparación entre el estado original x2

(ĺınea continua) y el estimado x̂2 obtenido por el observador integral (6.7) con ρ = 2 (ĺınea

azul punteada) y ρ = 5 (ĺınea negra punteada). En este caso, la salida es perturbada con

ruido, y como podemos observar, la mejor estimación se obtiene cuando se incrementa el

número de filtros, es decir, incrementando el valor de ρ.

Con la finalidad de reducir el sobretiro que ocurre al inicio de la simulación y el ruido

que aún corrompe la señal estimada, consideramos el observador (6.16) con ρ = 2 y ρ = 5. La

Figura 6.5 muestra la comparación entre el estado original x2 y los resultados obtenidos con

este observador P−ρ-integral con ρ = 2 (ĺınea azul punteada) y ρ = 5 (ĺınea negra punteada).

Se alcanza la estimación en menos de 5 segundos, y se mantiene a través del tiempo a

pesar de la existencia de rúıdo que contamina la señal de salida. Finalmente, con la finalidad

de cuantificar la comparación, se introducen los siguientes ı́ndices de desempeño [18]:

J2,100 % =

√√√√ N∑
i=0

|x2(ti)− x̂2(ti)|2 (6.27)

J2,10 % =

√√√√ N∑
i=0.9N

|x2(ti)− x̂2(ti)|2 (6.28)

J∞ = máx
0≤i≤N

|x2(ti)− x̂2(ti)| (6.29)

donde x2(ti) y x̂2 son las variables original y estimada en el tiempo ti = ih; i = 0, 1, . . . , N ,

donde N es el número de pasos en la simulación. En este caso tf = Nh = 20 s y h = 0.0001.

El ı́ndice J2,100 % se calcula para todo el tiempo de simulación y J2,10 % se calcula durante el

último 10 % del tiempo de simulación para evaluar la precisión asintótica, mientras que J∞
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J2,100 % J2,10 % J∞
PIrα-reduced observer 388.2483 100.1633 3.0304
2-integral observer 289.4946 22.538 8.1628
5-integral observer 1852.2625 2.3304 52.9998
P-2-integral observer 96.8047 2.221 1.5443
P-5-integral observer 168.1461 1.1866 2.01

Tabla 6.1: Valores de los ı́ndices de desempeño para h = 0.0001 y ω̄ = 50.
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Figura 6.1: Salida del sistema (6.21) con ruido.

cuantifica el sobrepico.

La Tabla 6.1 muestra los valores para los ı́ndices obtenidos durante la simulación de

los algoritmos de estimación considerando el rúıdo en la salida. Como podemos observar, el

observador PIrα tiene convergencia lenta comparada con los otros algoritmos (Figure 6.3).

El observador ρ-integral con ρ = 2 y ρ = 5 tiene mejor desempeño en cuanto a convergencia,

sin embargo el sobrepico es remarcable. El observador integral P-ρ con ρ = 2 y ρ = 5 tiene

el mejor desempeño en cuanto precisión y sobrepico.
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Figura 6.2: Estimación utilizando el observador PIrα (6.22) sin ruido de medición, K2,0 =
K2,1 = 50.
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Figura 6.3: Estimación utilizando el observador PIrα (6.22) con ruido en la salida, K2,0 =
K2,1 = 10.
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Figura 6.4: Estimación utilizando el observador (6.7) con ρ = 2 y ρ = 5.
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Figura 6.5: Estimación utilizando el observador (6.16) con ρ = 2 y ρ = 5.



CAṔITULO 7

Conclusiones y trabajo a futuro

Este trabajo presenta una forma de resolver el problema clásico de estimación de estados

para sistemas no lineales fraccionarios de orden conmensurado. Las soluciones propuestas son

válidas para una clase de sistemas con una salida que pueden ser representados en una forma

equivalente que consiste en una parte lineal y un vector Lipschitz.

La representación equivalente de los sistemas permite la aplicación de los estimadores

propuestos, los cuales pertenecen a una familia de observadores que generaliza a los clásicos

observadores exponenciales. Una nueva clase de estimadores se define basada en el análisis de

estabilidad Mittag-Leffler que muestra la estabilidad del origen de la dinámica del error de

estimación y proporciona además una función que acota las trayectorias del error. Esta forma

de acotar las trayectorias a través de la función de Mittag-Leffler es un caso más general que

el de estabilidad exponencial donde las trayectorias se acotan por una función exponencial.

Se establecen condiciones para el diseño de observadores Mittag-Leffler mediante el

análisis de funciones de Lyapunov lo que permite determinar si algoritmos de estimación

pertenecen a esta familia de observadores.

Como resultado alternativo se obtiene la solución al problema clásico del regulador

óptimo cuadrático y cuya aplicación directa es en la elección de ganancias del observador

de tipo Luenberger generalizado. Para establecer la efectividad de la metodoloǵıa propuesta
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de los algoritmos de estimación de estados, algunos ejemplos numéricos de dos sistemas no

lineales fraccionarios y diferentes se presentan, donde es claro que la observación de estados

se logra.

En el caṕıtulo 5 se propuso un observador de alta ganancia basado en las ideas de Gaut-

hier para sistemas fraccionarios. Se resuelve la ecuación diferencial fraccionaria asociada a la

matriz de ganancias del observador y se prueba que la tasa de convergencia de la estimación

puede acelerarse al aumentar el valor de la ganancia. Se realizan simulaciones para verifi-

car que este algoritmo realiza estimaciones adecuadas en presencia de ruido en la salida del

sistema.

En el caṕıtulo 6 se proponen dos algoritmos de estimación, ambos asociados con términos

integrales basados en la integral fraccionaria de Riemann-Liouville. El desempeño se evalúa

utilizando ı́ndices de desempeño que cuantifican la convergencia y el sobre pico al inicio de la

simulación. Se prueba que estos observadores son Mittag-Leffler estables y que el aumento de

integradores permite una mejor estimación en las variables de estado a pesar de la presencia

de ruido en la medición.

Como trabajo a futuro se planea buscar más estimadores que pertenezcan a la familia

Mittag-Leffler. Dado que el problema del significado f́ısico de la derivada fraccionaria aún

está abierto, y los modelos matemáticos propuestos no siempre se pueden validar, se bus-

cará establecer la estimación de estados de sistemas no lineales a través de estimadores de

orden fraccionario. Esta combinación de dinámicas motiva a trabajar con sistemas de orden

inconmensurados.
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APÉNDICE B

Cálculo de la matriz de ganancia para n = 3

Para obtener la matriz de ganancias del observador (5.3), primero se debe resolver la

ecuación diferencial fraccionaria

C
0 Dαt F = −θFt (θ)− AᵀFt (θ)− Ft (θ)A+ CᵀC, F0 (θ) (B.1)

para obtener la matriz F (t). Posteriormente se calcula el ĺımt→∞ F (t) para obtener la matriz

de ganancias deseada. Consideremos n = 3, A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

, C =
[
1 0 0

]
en la ecuación

(B.1), es decir:


C
0 Dαt f11

C
0 Dαt f12

C
0 Dαt f13

C
0 Dαt f12

C
0 Dαt f22

C
0 Dαt f23

C
0 Dαt f13

C
0 Dαt f23

C
0 Dαt f33

 =


1− θf11 −f11 − θf12 −f12 − θf13

−f11 − θf12 −2f12 − θf22 −f13 − f22 − θf23

−f12 − θf13 −f13 − f22 − θf23 −2f23 − θf33


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Igualando entrada por entrada se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales fracciona-

rias:

C
0 Dαt f11 = −θf11 + 1 (B.2)

C
0 Dαt f12 = −f11 − θf12 (B.3)

C
0 Dαt f13 = −f12 − θf13 (B.4)

C
0 Dαt f22 = −2f12 − θf22 (B.5)

C
0 Dαt f23 = −f13 − f22 − θf23 (B.6)

C
0 Dαt f33 = −2f23 − θf33 (B.7)

Ahora, consideremos el método de la transformada de Laplace para resolver las ecuaciones

(B.2)-(B.7). Para la ecuación diferencial (B.2), aplicando la transformada de Laplace para

operadores fraccionarios y siguiendo la metodoloǵıa ya conocida:

L
{
C
0 Dαt f11

}
= L{−θf11 + 1}

sαF11(s)− sα−1f11(0) = −θF11(s) + s−1

F11(s) = f11(0)
sα−1

sα + θ
+

1

s

1

sα + θ

L−1 {F11(s)} = L−1

{
f11(0)

sα−1

sα + θ
+

1

s

1

sα + θ

}
f11(t) = f11(0)Eα (−θtα) + 1 ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

Luego, de la ecuación (2.25) con K = 1 se sigue que la solución de (B.2) es:

f11(t) =

(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα) +

1

θ
(B.8)

Comprobemos que en efecto la función dada por (B.8) es la solución de la ecuación diferencial

(B.2). Aplicando la derivada fraccionaria de Caputo a (B.8), considerando el Lema 2.2 para
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la derivada de la functión de Mittag-Leffler y las propiedades de la función gamma, tenemos:

C
0 Dαt f11 =

−θ
(
f11(0)− 1

θ

)
Γ (1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α τα−1Eα,α (−θτα) dτ

=
−θ
(
f11(0)− 1

θ

)
Γ (1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α τα−1

∞∑
k=0

(−θ)k ταk

Γ (αk + α)
dτ

=
−θ
(
f11(0)− 1

θ

)
Γ (1− α)

∞∑
k=0

(−θ)k

Γ (αk + α)

∫ t

0

(t− τ)−α τα+αk−1dτ

=
−θ
(
f11(0)− 1

θ

)
Γ (1− α)

∞∑
k=0

(−θtα)k

Γ (αk + α)

Γ (1− α) Γ (α + αk)

Γ (αk + 1)

= −θ
(
f11(0)− 1

θ

) ∞∑
k=0

(−θtα)k

Γ (αk + 1)

= −θ
(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα)

= −θ
[(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα) +

1

θ

]
+ 1

= −θf11 + 1

Por otro lado, aplicando la transformada de Laplace a la ecuación diferencial (B.3):

L
{
C
0 Dαt f12

}
= L{−f11 − θf12}

sαF12(s)− sα−1f12(0) = −f11(0)
sα−1

sα + θ
− 1

s

1

sα + θ
− θF12(s)

F12(s) = f12(0)
sα−1

sα + θ
− f11(0)

sα−1

(sα + θ)2 −
1

s

1

(sα + θ)2

Y aplicando la transformada inversa de Laplace, se obtiene que

f12(t) = f12(0)Eα (−θtα)− f11(0)Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

− 1 ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

Ahora, considerando las propiedades de la convolución y la ecuación (2.25):

f12(t) = f̄12Eα (−θtα) +

(
1

θ
− f11(0)

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)− 1

θ2
(B.9)



104 Apéndice B. Cálculo de la matriz de ganancia para n = 3

donde f̄12 =
(
f12(0) + 1

θ2

)
. Por otro lado, siguiendo la misma metoloǵıa para la ecuación

diferencial (B.4):

L
{
C
0 Dαt f13

}
= L{−f12 − θf13}

sαF13(s)− sα−1f13(0) = −f12(0)
sα−1

sα + θ
+ f11(0)

sα−1

(sα + θ)2 +
1

s

1

(sα + θ)2 − θF13(s)

F13(s) = f13(0)
sα−1

sα + θ
− f12(0)

sα−1

(sα + θ)2
+ f11(0)

sα−1

(sα + θ)3 +
1

s

1

(sα + θ)3

cuya inversa está dada por:

f13(t) =

(
f13(0)− 1

θ3

)
Eα (−θtα)−

(
f12(0) +

1

θ2

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

(
f11(0)− 1

θ

)
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) +

1

θ3

(B.10)

Para la ecuación (B.5):

L
{
C
0 Dαt f22

}
= L{−2f12 − θf22}

sαF22(s)− sα−1f22(0) = −2F12(s)− θF22(s)

F22(s) =
f22(0)sα−1

sα + θ
− 2f12(0)

sα−1

(sα + θ)2 + 2f11(0)
sα−1

(sα + θ)3 +
2

s (sα + θ)3

f22(t) =

[
f22(0)− 2

θ3

]
Eα (−θtα)−

[
2f12(0) +

2

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
2f11(0)− 2

θ

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) +

2

θ3

(B.11)

Para la ecuación (B.6):

L
{
C
0 Dαt f23

}
= L{−f13 − f22 − θf23}

sαF23(s)− sα−1f23(0) = −F13(s)− F22(s)− θF23(s)

F23(s) = f23(0)
sα−1

sα + θ
− [f13(0) + f22(0)]

sα−1

(sα + θ)2 + 3f12(0)
sα−1

(sα + θ)3

−3f11(0)
sα−1

(sα + θ)4 −
3

s (sα + θ)4
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f23(t) =

[
f23(0) +

3

θ4

]
Eα (−θtα) +

[
3

θ3
− f13(0)− f22(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
3f12(0) +

3

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
3

θ
− 3f11(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

− 3

θ4

(B.12)

Finalmente para la ecuación (B.7):

L
{
C
0 Dαt f33

}
= L{−2f23 − θf33}

F33(s) = f33(0)
sα−1

sα + θ
− 2f23(0)

sα−1

(sα + θ)2 + 2 [f13(0) + f22(0)]
sα−1

(sα + θ)3

−6f12(0)
sα−1

(sα + θ)4 + 6f11(0)
sα−1

(sα + θ)5 +
6

s (sα + θ)5

f33(t) =

[
f33(0)− 6

θ5

]
Eα (−θtα)−

[
6

θ4
+ 2f23(0)

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+

[
2f13(0) + 2f22(0)− 6

θ3

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

−
[
6f12(0) +

6

θ2

]
Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+ K̄Eα (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα) ∗ tα−1Eα,α (−θtα)

+
6

θ5

(B.13)

con K̄ = 6f11(0)− 6
θ
. Con base en las soluciones anteriores,

F (t) =


f11(t) f12(t) f13(t)

f12(t) f22(t) f23(t)

f13(t) f23(t) f33(t)

 (B.14)

Finalmente, dado que

ĺım
t→∞

F (t) = ĺım
s→0

sF (s) (B.15)
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entonces

F∞ (θ) =


ĺım
t→∞

f11(t) ĺım
t→∞

f12(t) ĺım
t→∞

f13(t)

ĺım
t→∞

f12(t) ĺım
t→∞

f22(t) ĺım
t→∞

f23(t)

ĺım
t→∞

f13(t) ĺım
t→∞

f23(t) ĺım
t→∞

f33(t)

 =



1
θ
− 1
θ2

1
θ3

− 1
θ2

2
θ3 − 3

θ4

1
θ3 − 3

θ4
6
θ5


(B.16)

Los resultados de la matriz (B.16) pueden ser obtenidos considerando el análisis realizado en

el Caṕıtulo 5, donde se prueba que las entradas de la matriz F∞ se pueden calcular como:

(F∞ (θ))i,j =
(−1)i+j

θi+j−1
λi,j (B.17)

donde λi,j es un coeficiente binomial dado por:

λi,j =

(
i+ j − 2

j − 1

)
(B.18)

Para el caso n = 3, con 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 3 en la ecuación (B.17) tenemos:

λ1,1 =

(
0

0

)
= 1 λ1,2 =

(
1

1

)
= 1 λ1,3 =

(
2

2

)
= 1

λ2,1 =

(
1

0

)
= 1 λ2,2 =

(
2

1

)
= 2 λ2,3 =

(
3

2

)
= 3

λ3,1 =

(
2

0

)
= 1 λ3,2 =

(
3

1

)
= 3 λ3,3 =

(
4

2

)
= 6
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(F∞ (θ))1,1 =
(−1)1+1

θ1+1−1
λ1,1 =

1

θ
, (F∞ (θ))1,2 =

(−1)1+2

θ1+2−1
λ1,2 = − 1

θ2
,

(F∞ (θ))1,3 =
(−1)1+3

θ1+3−1
λ1,3 =

1

θ3
, (F∞ (θ))2,1 =

(−1)2+1

θ2+1−1
λ2,1 = − 1

θ2
,

(F∞ (θ))2,2 =
(−1)2+2

θ2+2−1
λ2,2 =

2

θ3
, (F∞ (θ))2,3 =

(−1)2+3

θ2+3−1
λ2,3 = − 3

θ4
,

(F∞ (θ))3,1 =
(−1)3+1

θ3+1−1
λ3,1 =

1

θ3
, (F∞ (θ))3,2 =

(−1)3+2

θ3+2−1
λ3,2 = − 3

θ4
,

(F∞ (θ))3,3 =
(−1)3+3

θ3+3−1
λ3,3 =

6

θ5
.

lo que comprueba que se obtienen los mismos resultados que en la matriz (B.16).
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Synchronization of nonlinear fractional order systems by means of PIrα reduced order

observer. Appl Math Comput, 262:224–231, 2015.

[14] A. Dabiri, M. Nazari, y E. A. Butcher. Optimal fractional state feedback control for

linear fractional periodic time-delayed systems. En IEEE American Control Conference,

págs. 2778–2783. 2016.

[15] K. Diethelm. The analysis of fractional differential equations: An application-oriented

exposition using differential operators of Caputo type. Springer, 2010.

[16] N. Djeghali, S. Djennoune, M. Bettayeb, M. Ghanes, y J. P. Barbot. Observation and

sliding mode observer for nonlinear fractional-order system with unknown input. ISA

Trans, 63:1–10, 2016.

[17] M. A. Duarte-Mermoud, N. Aguila-Camacho, J. A. Gallegos, y R. Castro-Linares. Using

general quadratic Lyapunov functions to prove Lyapunov uniform stability for fractional

order systems. Commun Nonlinear Sci Numer Simul, 22(1-3):650–659, 2015.

[18] D. Efimov, A. Polyakov, A. Levant, y W. Perruquetti. Convergence acceleration for

observers by gain commutation. Int J Control, 91(9):2009–2018, 2018.

[19] N. Engheta. On fractional calculus and fractional multipoles in electromagnetism. IEEE

Trans Antennas Propag, 44(4):554–566, 1996.



110 Bibliograf́ıa

[20] B. Fridholm, T. Wik, y M. Nilsson. Kalman filter for adaptive learning of look-up tables

with application to automotive battery resistance estimation. Control Eng Practice,

48:78–86, 2016.

[21] J. P. Gauthier, H. Hammouri, y S. Othman. A simple observer for nonlinear systems.

Applications to bioreactors. IEEE Trans Autom Control, 37(6):875–880, 1992.

[22] H. Goldstein. Classical mechanics. Addison-Wesley, 1980.
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363–368. 2008.

[39] Y. Li, Y. Chen, y I. Podlubny. Mittag–Leffler stability of fractional order nonlinear

dynamic systems. Automatica, 45(8):1965–1969, 2009.

[40] M. Liu, L. Zhang, P. Shi, y Y. Zhao. Fault estimation sliding-mode observer with digital

communication constraints. IEEE Trans Autom Control, 63(10):3434–3441, 2018.

[41] J. G. Lu. Chaotic dynamics and synchronization of fractional-order Arneodo’s systems.

Chaos Solitons Fract, 26(4):1125–1133, 2005.

[42] D. G. Luenberger. Observing the State of a Linear System. IEEE Trans Milit Electron,

8(2):74–80, 1964.

[43] R. Mart́ınez-Guerra, O. Mart́ınez-Fuentes, y J. J. Montesinos-Garćıa. Algebraic and
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Reyes. Fitting of experimental data using a fractional Kalman-like observer. ISA Trans,
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