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Resumen

El problema de observacién aparece cuando algunos estados de un sistema dindmico no
son accesibles o si su mediciéon no es viable. Para resolver este problema de estimacién de
estados se utiliza un sistema dinamico llamado observador, es decir, un algoritmo que permite
estimar el estado interno de un sistema dinamico a partir de las mediciones de la entrada y la
salida disponibles de dicho sistema. En este trabajo se resuelve el problema de la estimacion
de estados en una clase de sistemas no lineales fraccionarios modelados con la derivada frac-
cionaria de Caputo. Se propone la generalizacion de la familia de observadores exponenciales,
estableciendo asi una nueva clase de observadores llamados estimadores Mittag-Leffler. Por
otro lado, se propone una solucién al problema del problema clasico del regulador 6ptimo
cuadratico para sistemas lineales fraccionarios para el disenio de leyes 6ptimas de control y
sus aplicaciones correspondientes. La teoria desarrollada en este trabajo considera sistemas
fraccionarios de orden conmensurado, es decir, donde el orden de las derivadas en las ecuacio-
nes diferenciales fraccionarias es el mismo. Simulaciones niméricas se presentan para validar

la teoria propuesta.






Abstract

The observation problem appears when some states of a dynamic system are not acces-
sible or if their measurement is not viable. The solution to this problem is through a dynamic
system called an observer. An observer is an algorithm that allows the internal state of a
dynamic system to be estimated from the measurements of the available input and output
of the said system. In this thesis, the problem of estimating states in a class of fractional
nonlinear systems modeled with the fractional derivative of Caputo is solved. The generaliza-
tion of the exponential observer family is proposed, thus establishing a new class of observers
called Mittag-Lefler estimators. On the other hand, a solution is proposed to the problem
of the classic problem of the Linear Quadratic Regulator for fractional linear systems for the
design of optimal control laws and their corresponding applications. The theory developed
in this thesis considers fractional systems of commensurate order, that is, where the order of
the derivatives in the fractional differential equations is the same. Numerical simulations are

presented to validate the proposed theory.
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Notacion

C Numeros Complejos.

R Numeros Reales.

Z Numeros Enteros.

N Numeros Naturales.

R* Numeros Reales Positivos.

y/ Enteros Negativos.

Re (2) Parte real de z.

Im (z) Parte imaginaria de z.

') Funcién gamma de .

Bz, w) Funcién beta de parametros z y w.

E,5(z) Funcién de Mittag-Leffler de parametros o y f3.
ol f(t) Integral fraccionaria de Riemann-Liouville de f(¢).
RLDf(t) Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de f().
SDEf(t) Derivada fraccionaria de Caputo de f(¢).

Amin (X) Valor propio minimo de la matriz X.

Amax (X) Valor propio méximo de la matriz X.

X = [wy]i32,  Matriz m x n donde z;; denota el elemento en la fila 7, columna j.
XT Transpuesta de la matriz X.

[ | Fin de la demostracién.






CAPITULO 1

Introduccion

1.1. El calculo fraccionario y la teoria de control

El céalculo fraccionario consiste en la generalizacion del calculo clésico, es decir, donde
el proceso de derivacién e integracién de funciones puede ser de orden arbitrario (real o
complejo), por ejemplo la derivada de orden 2.2 o la integral de orden 3/4 de alguna funcién.
Aunque el calculo fraccionario y las ecuaciones diferenciales fraccionarias han tenido mucha
relevancia en la ultima década debido a sus potenciales aplicaciones en ingenieria, la teoria no
es nueva. La primera idea sobre la derivada fraccionaria aparecié en una carta que L’Hopital

n

d
escribié a Leibniz en 1695 donde se cuestiona el significado de T f(z) sin=1/2 [60, 64].
xn

Para justificar el uso de la derivada fraccionaria en modelos mateméticos y técnicas de
analisis, podemos irnos al estudio de materiales, donde varios de estos presentan un com-
portamiento mecanico particular que no puede ser totalmente descrito con una derivada
usual. Ademads, un modelo matematico con derivada fraccionaria tiene mejores propiedades

y caracteriza los comportamientos presentados por estos materiales [54) [55, [66].

Aunque el uso de los modelos con derivada fraccionaria es una extensién natural de la
dindmica entera y brinda ademas un interesante problema teérico, en anos recientes mucho

trabajo de investigacién ha sido desarrollado para tratar de explicar el uso de la derivada en
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varios modelos matemaéticos [19, 23, 24, 63, 67, [79].

Dentro del estudio de la descripcién fisica de la derivada fraccionaria aparece la inter-
pretacién geométrica de la misma. Por ejemplo en [61] [71], la interpretacién geométrica de la
derivada e integral de Riemann-Liouville, la derivada de Caputo y el potencial de Riesz son

analizados.

En teoria de control, varias extensiones de los resultados clasicos han sido obtenidas
mediante el uso de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, por ejemplo en [52] donde se

presentan la implementacion fisica de operadores de orden fraccionario y controladores PID.

Uno de los principales problemas en teoria de control es la estimacién de las variables
para sistemas dinamicos. Este problema se resuelve mediante un estimador (u observador) de
estados, que es una algoritmo que reconstruye la informacién faltante del vector de estados

basado en las mediciones disponibles de la salida y la senal de control.

Los primeros avances en la teoria de observadores fueron llevados a cabo por David G.
Luenberger en sistemas lineales [42], y posteriormente extendidos a sistemas no lineales, lo
cual permitié realizar aplicaciones con otras técnicas como la deteccién de fallas [26], sincro-
nizacién de sistemas caéticos [53], modos deslizantes [40], filtros de Kalman [20], estimacién

adaptable [58] y los observadores de alta ganancia [74].

En anos recientes, el problema de estimacién de estados también ha sido resuelto me-
diante técnicas que emplean el uso de dinamicas fraccionarias, obteniendo resultados bastante
interesantes como el ajuste de datos experimentales [69], sincronizacién de sistemas [1I, [81],
deteccién de fallas empleando métodos algebraicos [48], perturbaciones no lineales [59], obser-
vadores con modos deslizantes [16, 28], observadores de orden completo y reducido [33] [80],

entre otros [72], [77, 83].

Las diferencias entre todas estas técnicas consisten las restricciones impuestas en el
sistema y en el comportamiento deseado para la dinamica del error, por ejemplo el sobre pico
inicial, convergencia en tiempo finito, precisién asintotica, tasa de convergencia o la robustez

con respecto a perturbaciones externas o ruidos de medicion.
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De acuerdo a todas las técnicas que resuelven el problema de estimacién de estados,
en este trabajo, la idea de los observadores exponenciales [32], [78] se generaliza para el caso
de los sistemas de orden fraccionario a través de una nueva clase de estimadores llamados
observadores Mittag-Leffler, basados en dos ideas esenciales: la funcion Mittag-LefHer y la
estabilidad Mittag-Lefler de sistemas fraccionarios. En este trabajo proponemos resultados
de estabilidad para el disenio y caracterizacién de los observadores Mittag-LefHler, asi como

cuatro algoritmos de estimacién que pertenecen a esta familia.

El primer algoritmo consiste en un observador de Luenberger generalizado, el cual va
de la mano con la solucién al problema del regulador cuadratico para sistemas fraccionarios
y la eleccion de las ganancias. El segundo algoritmo de estimacién consiste en un observador
de alta ganancia inspirado en el trabajo de Gauthier. Se demuestra que este observador
es robusto ante ruido de medicion y que la convergencia se puede acelerar al aumentar la
ganancia en el observador. Finalmente los itimos algoritmos que se proponen consisten en
observadores con términos integrales los cuales ayudan a mejorar la estimacion ante presencia

de ruido de medicion.

1.2. Objetivos

Establecer ecuaciones diferenciales fraccionarias que sirvan como algoritmos de estima-

cién de estados para una clase de sistemas no lineales de orden fraccionario. En particular:

» Caracterizar cada uno de estos algoritmos para que sean tutiles como estimadores de

estado.

= Verificar mediante el andlisis de estabilidad de Lyapunov que los estimadores propuestos

pertenezcan a la familia de observadores Mittag-LefHer.

= Obtener resultados numéricos mediante la aplicacion de las metodologias propuestas.
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1.3. Organizacién del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en el capitulo 2| se presenta de
forma introductoria las definiciones, operadores del calculo fraccionario y ecuaciones diferen-
ciales fraccionarias, asi como algunos resultados de estabilidad para sistemas fraccionarios.
El capitulo |3 trata sobre observabilidad de sistemas lineales fraccionarios y se dan resultados

sobre la caracterizacion de observadores Mittag-Leffler mediante funciones de Lyapunov.

En el capitulo {4] se propone un algoritmo que sirve como estimador de estados (obser-
vador de tipo Luenberger generalizado). Aqui es donde se desarrolla la teoria principal para
la estimacion de estados, asi como también se propone la solucién al problema del regulador
optimo cuadratico y su uso en la eleccién de ganancias del observador. En el capitulo [5| se
presenta un algoritmo de estimacién Mittag-Leffler que se caracteriza por ser un observador

de alta ganancia, el cual es robusto ante la presencia de ruido en la salida del sistema.

Para el célculo de las ganancias del observador se resuelve la ecuacién diferencial frac-
cionaria asociada a la matriz de ganancias. Por otro lado, en el capitulo [6] se proponen dos
algoritmos de estimacién Mittag-Leffler disenados con término integral Riemann-Liouville.
Se prueba que estos algoritmos son robustos ante la presencia de ruido y que la estimacién
mejora cuando el nimero de integradores aumenta. Finalmente en el capitulo [7] se presentan

las conclusiones de esta tesis y el trabajo planeado a futuro para continuar la investigacion.



CAPITULO 2

Calculo fraccionario y sistemas fraccionarios

En este capitulo se establecen las bases tedricas del calculo fraccionario y las ecuaciones

diferenciales fraccionarias, las cuales modelan a los algoritmos de estimacién que se proponen

en los capitulos posteriores.

2.1. Funciones gamma y beta

2.1.1. Funciéon gamma

Considere la tranformada de Laplace de la funcién "1, es decir

I= / e st dy.
0

No es dificil demostrar, haciendo 7 = st que

1 [ K
I =— e T dr = ﬂ
s™ Jo s"

donde la integral K (n) depende solo de n. Esta integral aparece en varios problemas aplicados

en ciencia e ingenieria, y se define como sigue.
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Definicién 2.1. Sea z € RT. La funcién dada por

['(2)= /000 et dt (2.1)

se conoce como funcién gamma.

Observacion 2.1.1. Aunque la funcion estd definida para z € (0,00), este dominio
puede extenderse a un conjunto mas grande, por ejemplo los niimeros complejos C . La tinica
condicién para poder realizar esta extencién es que Re(z) € R\ (Z~ U{0}). Esto debido a
que en el cero y en los nimeros enteros negativos la funcién gamma tiene polos simples, en

efecto, notemos que

1 00
F(z):/ =l dt+/ t= e tdt. (2.2)
Jo 1

[\ J/
-~ -~

(1) 2)

Para la integral (1):

kool o0 k
/ 1t g — /0 Z kl tz U gt — ;( kl) /0 a1 dt:; (k(—i_lz))k!
Esta serie es convergente excepto donde uno de los término tiene un polo simple, es decir,
en z = —k, k > 0, con residuo (—1)*/k!. Por otro lado, la integral (2) es una funcién entera,
por lo que T'(z) es funcién meromorfa [34]. La Figura muestra a la funcién gamma con
argumento = € (—5, 5], mientras que en la Figura[2.2]se observa la gréfica de la funcién |I'(2)|
para algunos valores complejos de z. Al observar esta gréafica desde otra perspectiva, se puede

apreciar los polos de la funcién gamma (Figura [2.3)).
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R i a2 o e e o

T T T T T T T S O A

|
()]
|
N
I
w
I
N
I
N
SR O v e e o
N
N
w
N
()]

Figura 2.1: Funcién gamma para x € (=5, 5].

12

I
/////}/////////llll////g//
A I'/I
////')/}//// i

Y

S
AR OCK SIS,
SREROOOSSSISSSSS

Figura 2.2: |I'(z)| con valores complejos de z.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 2.3: Re (z) vs Im (2) de |I'(2)].

Por otro lado, notemos que

Fiz+1) = / tPe " dt
0

Por lo tanto, hemos demostrado que
I'(z+1)=2I(2). (2.3)

De la relacién (2.3)), se puede obtener la relacién entre la funciéon gamma y el factorial de un

nimero al considerar z € N. Utilizando induccion matematica, es facil demostrar que

['(z+1) =2 (2.4)
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Teorema 2.1. Sea I' : (0,00) — R, entonces

['(z)= 2/ 2 le P . (2.5)
0

Demostracién. Sea t = 22, entonces dt = 2z dz. A partir de este cambio de variable en la

integral (2.1]), cuando ¢t = 0 tenemos z =0, y z — 0o si t — oo. Entonces

I'(z) = /OO (22 e 22 dz

0

e 2
= 2/ 222 e
0

> 2
= 2/ 222l 0y
0

Teorema 2.2. Sea I': (0,00) — R, entonces

w/2 r T
/ cos™ 1 0sin®** "1 0 df = M (2.6)
0 2l (z + y)

Demostracién. Sea 7 la integral dada por

I= // exp (—7’2 — 1/2) R Ve s /o Y
R

donde R es el primer cuadrante del plano 7. Notemos que

o0 2 © 2
I = / 2l dT/ v e dy
0 0

['(2)T (y) (2.7)

2 2
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Por otro lado, sean 7 = rcosf y v = rsin 6, entonces

T

= / / exp (—r%cos® 0 — r?sin?0) (rcos 0)* " (rsin)* ' r dr df
R
oo pr/2
= / / e 2L oog2e=1 g 21 gin2e=1 g g g0
o Jo

w/2
= / e p2aty) -1 dr/ cos®*71 0 sin**71 0 dp
0 0

y del Teorema [2.1] tenemos

1 /2
I= §F (x +vy) / cos** 16 sin®** 1 0 df (2.8)
0
Finalmente igualando las expresiones (2.7 y (2.8) se obtiene el resultado deseado. ]

Como aplicacién numérica del Teorema anterior tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.1.

T (1) _ /7 (2.9)

1
Demostracién. En la expresién (2.6) si 2z =y = 5 tenemos

S

)
N0

m
2

De la dltima igualdad, el resultado deseado es inmediato. ]

Corolario 2.2.

/0 e dt = g (2.10)

1 1 o
Demostracion. Si z = 3 en el Teorema , tenemos I' (5) = 2/ e Pdt. La prueba
0

finaliza aplicando el corolario
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2.1.2. Funcion beta

Consideremos una funcion f tal que f(x+y) se pueda expresar en términos del producto
f(xz)f(y), por ejemplo e*t¥ = e*e¥. Si consideramos esta idea y la aplicamos al producto de
funciones gamma I' (z) I (y), resulta que es posible encontrar una funcién auxiliar donde
aparece la funcién I' (z + y). Esta funcién, se define a continuacion.

Definicién 2.2. Sean z € RY,w € R*. La integral

B(z,w) = /01 1=t dt (2.11)

se le conoce como funcion beta.

De la misma forma que la funcion gamma tiene propiedades interesantes, la funcién
gamma no es la excepcién. Por ejemplo, considerando la conmutatividad de los nimeros

complejos y empleando algunas propiedades de la funcién gamma, es facil ver lo siguiente:

Bz,w) = B(w,z) (2.12)
plz+Lw) = B (2, w) (2.13)

Para ver la relacién entre el producto I' (x) T (y) y la funcién I' (z + y) considere el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.
['(z)T (y)

5($7y):m

(2.14)

Demostracién. Sea t = cos? §. A partir de este cambio de variable, la integral (2.11)) puede

reescribirse como sigue:

w/2
B(x,y) = / (cos? 9)%1 (sin® 9)3”71 2 cos fsin @ db
0

w/2
= 2 / cos?* 1 fsin®** 71 0 df (2.15)
0

Finalmente del Teorema [2.2] el resultado es inmediato. n
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Ejemplo 2.1.1. Considere la integral
b
I= / (b—2)" " (x—a)"" dz, b>a,m>0,n>0. (2.16)
Sea x = a + y(b — a), entonces
1
T=(b—a)"™"" / (I—y)" y" " dy
0
De la definicién de la funcién beta (2.11)) tenemos que
b
/ b—z)""(z—a)" " dr=(b—a)"""" B(m,n). (2.17)
Ejemplo 2.1.2. Sea
1
I:/ 2" (1—a™)? de, m > —1,p>—1,n> 0. (2.18)
0

Si y = 2™ entonces

1 m
T - [y
0

nxnfl

1 1
— _/ xm—n-i—l (1 o y)P dy
0

n

1 [t mu _
= —/ynl(l—y)p“ldy
nJo

Finalmente de la definicién de la funcién beta ([2.11])
! 1 1
/ ™ (1 —a™)? d:cz—ﬁ(ﬁ,p—i—l) : (2.19)
0 n

Observacion 2.1.2. Varios resultados de esta seccién fueron tomados de [§]. Para un estudio

més a fondo sobre la teoria y aplicaciones de las funciones gamma y beta puede verse [5], [46].
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2.2. Funcién Mittag-Lefller

Como sabemos, al resolver una ecuacion diferencial ordinaria, la funcién que mas aparece
en las soluciones en la funcién exponencial exp(x). Ahora consideremos una funcién que
generaliza a esta funcién y cuyo papel mas importante radica en la solucion de las ecuaciones
diferenciales fraccionarias y la estabilidad de soluciones [15], 25, [65].

Definicién 2.3. Sean a > 0, 5 > 0. La funcién dada por

Y o

k=0

se llama funcion de Mittag-Leffler de parametros a y .
Ejemplo 2.2.1. Consideremos las funciones cos x y cosh z expresadas como series de poten-

cias. Aplicando la propiedad ({2.4) tenemos lo siguiente:

oo k 2k 00 2 k
cosx = Z =D 27 = Zg = Ey1(—2%)
' k=0

00 2k 00 2k
coshx = Z EI) ;= Z (ZE—) = Fy,(2?)

Observacién 2.2.1. Si a = § = 1, la funcién Mittag-Leffler (2.3 coincide con la funcién

exponencial:
() =3 ey — 2 g~ o (221)

Observacion 2.2.2. Si g = 1, de la definicién ([2.20), la funcién Mittag-Leffler de un pardme-

tro esta dada por:

Ear(z) = kZ:O r k:a ¥ B) kZ:O T ka 1) = Fa(2) (2.22)

Observacion 2.2.3. La funcion Mittag-Leffler puede definirse para argumentos no necesa-

riamente escalares, por ejemplo matrices. En la ecuacién (2.20)), sea z = At* con A una
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matriz, entonces:

1
Ea,IB (Ata) = m -+ AtaEa7a+lg (Ata)

En particular para g = 1:
E, (At*) =1+ At“E, o+1 (At%)
Lema 2.1. Sean K, € R" y % el operador convolucién, entonces:

K+t "B, (—0t*) = —%Ea (—0t*) + )

Demostracion. De la definicion de la funciéon Mittag-LefHier, tenemos:

K#t* 'Eyo(—0tY) = K ol
* o ) / ZF ak—i—a
toz(k+1)
K
Zr AT
- Kt Ea7a+1 (—Qt )

La prueba finaliza considerando la ecuacion (2.24) con A = —6.

Lema 2.2.
dm = AF I'(ak+1)
—FE, 5 (At?) = tak—m
g Fos (A1) ;F(ak+6)F(ak+1—m)

donde m € Z*. Param = 1,8 = 1:

d

—E, (AtY) =t YAE, , (At®
—Eq (At") o (A1)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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Demostraciéon. De acuerdo a la funciéon Mittag-Leffler:

dm 0 (A
B s (A =
g e (AL) tmzr (ak + B)

S
B I' (ak + B) dt™

k=0
R AF Dak+1)  oim
N kZmF(ak—i—ﬂ)F(ak—{—l—m)
De forma particular sim =1,8 =1y k = j + 1 se obtiene la ecuacion ([2.27)). |
Teorema 2.4. Sean a > 0y 7+ v > 0, entonces
1 ! v—1 -1 « +v—1 a
—— | t—=7)" T Ey, (ATY)dT =7 By yt (AEY) (2.28)
I'(v) Jo ’ ’

Demostracién. De la definicién de la funcién Mittag-Leffler (2.3)) y considerando el cambi6

de variable 7 = st, tenemos:

1 t L ) 1 t 1 L o0 )\k ak
N t — v—=L _v— Ea AT d — +— u e
£ Jy (7 e e e = s [ Y
1 «— M -
= t — v— Oé +v— 1d
I'(v) &= I (ak + 7) / (t=7) !
v—1 o 1
_ t’er 1 Z )\t / (1 . S)V—l SakJr’Y*ldS
prd [ (ak —l— v)
t’y—i—u 1 ()\ )

il r<>§%rw ek )

LSS (M) T ()T (ak +7)
F() (ak—i—fy) (ak +~v+v)

— e lEaW (A2
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Ahora consideremos la convolucién de funciones
I =t"1E,5(2t*) " E,, (yt)

en el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Sean o > 0,v > 0,7 > 0y y # 2, entonces

' v— . o - 1 X
= B (2 ¢ = ) 7 By (07 b = [0 (%) = 2B ()]
0
(2.29)
Demostracion.
t o0 Z t o 7_ am 0 ynTom
1 = (t—7)" ! 77_1 —dr
/0 z:o (am +v) nz% ['(an+ 1)
> > yn m t N )
= (t — 7)o et =l
nZ:%mZ::OF (an+~)T (am+u)/
0o o0 n om 1
= st = ta(m-{-n)—l—u—f—w—l/ 1 — am+v—1 an+7_1d
(T S) ;mofan+7)F(am+V) ; ( S) S S
e tl/+’y 1 ta(ern)
% 7;) I (a(m —I— n)+v+7)
k=m+n) = tt! ok
b = eSS
ktak y n
— tl/+’y 1 ( )
D) D
Shpak k N
— tl/—i—'y 1 (_)
Z T ak + v+ ’y) Z z
tak yk—i—l o Zk+1

_ ty+771 y > (yta _ . Z Zta
y—z kiof(ak+y+7 T Oék?+l/+’7)
tu—f—’y 1

= [yEa vy (yt* ) 2Eq 1y (Zta)]
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Observacion 2.2.4. En el anédlisis anterior, se considerd que
" — yn — (.T o y> (:En—l + :L,n—Qy o+ xyn—Q + yn—l) ’

entonces

Eo ()" K y vy gty
43 (3) = - (“;W*;*---*zk—ﬁ;)

R I B BUNNN Y s P

k+1 k+1
y —

y—=z

Finalmente consideremos el siguiente resultado que es muy 1util al resolver ecuaciones
diferenciales fraccionarias empleando el método de la transformada de Laplace.
Teorema 2.6. Sea y(t) = t°"1F, 5 (=At*), donde a > 0, 8 > 0, A € C, entonces la transfor-

mada de Laplace de y(t) estd dada por

a—p

oy Rels) > e (2.30)

L{y(t)} =

Demostracion. De la definicién de la transformada de Laplace, tenemos que
Liy(t) = / e MIVE, 5 (< AE%) di
0
o) e _)\ta)j
= 1§ (AT
/0 jz ['(ja+B)

= teIHA=le=st gy
e

J=0
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Sea u = st, entonces

toa]-i-ﬂ—l _Stdt _ ( / —u a]-i-,@—ld
ZF(jOz—l—ﬁ)/ © ;F(]Oz+ﬁ)5a1+ﬁ e u u

j=0 J

= (=N T(ej+8)
S L ath) e

La prueba concluye considerando algunas manipulaciones algebraicas y la convergencia de la

serie geométrica,
s h

sY 4+ )\

LA{y(t)} =

donde la regién de convergencia es Re(s) > |Al«. |

2.3. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Para establecer la definicion de la integral fraccionaria, primero consideremos la siguiente
definicién.

Definicién 2.4. Sea n € N.

() / / / flon) dan.. doado

n-veces

n-veces (231)

1 ‘ o
= o /a (t—7)"" f(r)dr

(n—1)!

representa la integral iterada.

Hay varias formas de establecer los operadores del célculo fraccionario. Una forma in-
tuitiva es a partir de la integral interada en el caso en que n = o € R, Al considerar
este cambio y gracias a la funcion gamma tenemos el siguiente operador que representa la
integral de orden arbitrario.

Definicién 2.5. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o > 0 de una funcién
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f(t) € Li(a,b) estd dada por:

() = ﬁ/ (t—7)*" f(r)dr, t>a. (2.32)

Ejemplo 2.3.1. Sea fi(t) = t°, con f > —1 y a > 0. De la definicién de la integral de

Riemann-Liouville ([2.32)):

oI fi(t) = ﬁ /O (t — )" Pdr

Sea T = st, entonces

1

1
IR0 = gt [ (= s

Luego, de la ecuacion (2.14) para la funcién beta:

(o] . F(/8+1) o
OIt f1<t>_ P(Oz—f—ﬁ—i—l)t o

1.

1
En particular, si fi(t) = v/t = t2, tenemos 3 = % Al considerar o = 3:

1. T+1), 1
Olt\/i_wt_ir(

Ejemplo 2.3.2. Sea g(t) = cos (wt). De la definicién de la integral de Riemann-Liouville

(2.32) y del ejemplo [2.2.1], tenemos:

1 ¢ 1
IFg(t) = —— t—1)* d
oI9(0) = g | =) cos o) ar
1 ! 1 2
= — t—7)""" Eyy (— d
i | = B (o) e
Luego, por el Teorema [2.4f con a = 2,7 =1, A = —1 tenemos

ol cos (wt) = t*Foap1 (— (wt)z) (2.33)
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En particular, cuando o = 1, la integral (2.33)) es

K > 2k 1S (—1)F(wt) ! sin(wt)
t) dt = tE —t S -
/Ocos(w) 22 ( 2; F2k+2 w; T (2k + 2) W

por lo que se recupera la integral usual.

Una propiedad importante que satisface la integral fraccionaria de Riemann-Liouville
es la propiedad de semigrupo, dada en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Sea f(t) € Li(a,b), y m > 0, n > 0. Entonces
oI I f () = oI () = oI f (1) (2.34)

Demostraciéon. De la definicién de la integral de Riemann-Liouville, tenemos

)11“ /t(t_T) 1/T(T—$) ' f(z) dxdr
)1F // (t—7)" " (7 — )" f(a) dudr

A partir del Teorema de Fubini se puede cambiar el orden de integracion, por lo que

ajznalff(t) = (m

m

amfmwzm / /(@) / (t— 7)™ (r — 2)"" dr d.

Finalmente, al considerar la integral (2.17)), tenemos que

TP I f(H) = W / F(@) (¢ — 2™ B (my n) da

Por lo tanto, al realizar las cancelaciones correspondientes a las funciones gamma obtenidas,

TP 0) = s [ =) @) de = I )

I'(m+n) J,

lo que concluye la prueba. |

Antes de presentar las derivadas fraccionarias, retomemos a la transformada de Laplace.
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Recordemos que

c(m) =R

Ademas, para la convolucion de funciones, la transformada de Laplace esta dada por

L{f*g} = F(s)- Gls).

Con base en lo anterior, y dado que la integral de Riemann-Liouville se puede escribir como

la convolucién de dos funciones, es decir,

oI (t) = ﬁtal « (1) (2.35)
entonces
LAy} =L {ﬁta—l % f(t)} = ﬁr ES)F(S) = FS (j) (2.36)

A partir de la integral de Riemann-Liouville, se definen las derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville y la de Caputo como sigue.
Definicién 2.6. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden @ > 0 de una

funcién f(t) estd dada por:

o ‘DPf(t) = D" [oI!~*f(1)]

1 dn t w1 (237)
- - - t _ n—oa d
eyl ML (G T
donde n =min{k € N| k > a} y D" representa la n-esima derivada usual.
Observacion 2.3.1. De la definiciéon anterior, de forma particular para 0 < a < 1:
RLDef(t) = 1 4 /t (t—71)“f(r)dr (2.38)
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Ejemplo 2.3.3. Sea K una constante distinta de cero y considerando 0 < a < 1 tenemos:

HDYK = ( a)/ (t—1)" Kd’/')

- i (oo
1—adt 0

_ _K g[ (t=n)= ]
['(1—a«)dt —a—l—l 0

B K i{t““}
1—adt a+1

- F(l—a)t_ 70

Note que si @ — 0 entonces la derivada también tiende a 0 y se recupera la derivada usual
de una constante.
Definicién 2.7. La derivada fraccionaria de Caputo de orden o > 0 de una funcién f(t)

esta dada por:

6 Dy f(t) = olp = [D" f(1)]

1 t o (2.39)
= T —a) /0 (t—7)"""" D"f(r)dr
donde n = min{k € N | k > a} y D™ representa la n-esima derivada usual.
Observacion 2.3.2. De la definicién anterior, de forma particular para 0 < a < 1:
1 t
TP = ey | (= e (2.40)

Ejemplo 2.3.4. Es claro que para una constante K distinta de cero, DK = 0. Sea fi(t) =
8. Del ejemplo tenemos

o g+,
ol fi(t) = mt 7

Ademas, recordemos que la derivada enésima de la funcién ¢/ estd dada como sigue:

LG+1
rg+1—-n)

Jj—n

D"t =
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Entonces de la definicién de la derivada de Riemann-Liouville (2.37)):

0 Dit? = D" oIyt
I (5 + 1) n [4n—a+p
F—arsin
— r (6 + 1) t,é’—a
['p—a+1)

Al considerar la derivada de Caputo se obtiene un resultado similar.

Ejemplo 2.3.5. Sea f(t) = sin(wt), entonces de la definicién de la derivada de Caputo

(12.40):

EDsin(wt) = oI} (% sin(wt))

= wol! ™™ (cos(wt))

Luego, por el ejemplo tenemos

§Dy sin(wt) = wt' ™ “Eys_q (— (wt)Q)

En particular, cuando o = 1 recuperamos la derivada usual de la funcién sin(wt):

d . 2
pr sin(wt) = wFs; (— (wt)”) = wcos(wt).

Lema 2.3. Sea 0 < a < 1, entonces:

tfa

SEDRf(t) = DR f(E) + Ti—a)

(0)

(2.41)

(2.42)

Demostracion. De la definicién de la derivada de Riemann-Liouville y las propiedades de

convolucion:

12210 = 5 (s [ 7o)

(2.43)
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Entonces aplicando la férmula de Leibniz para la derivada de una integral tenemos

BRI = e | [ T s s0)
1 b =
= —F(l—oa)/OT f(t—T)dT—l——F(l_a)f(O)
1 t . t—
- w10

)

= oCfo(t)ﬂLm

Como podemos observar, las derivadas fraccionarias utilizadas en este trabajo estan

relacionadas. De forma general, si feC"ym—1<a <m:

m—1
SDRf(t) = D [f(t) SS B ) (2.44)
k=0
repe iy S — T g (2.45)
0 Tt T (k—a+1) '

Retomando la transformada de Laplace, para las derivadas fraccionarias presentadas en

esta seccion estan dadas como sigue. Sea m — 1 < a < m,

L{EEDYf(t)} Zsk (FEDE 1 £(0)) (2.46)
L{SDIf(t)} = s"F(s) — i s*F 1 (DW £(0)) (2.47)

2.4. Sistemas fraccionarios en teoria de control

A partir de los operadores del cédlculo fraccionario, se pueden establecer ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Hay varios métodos para resolverlas, por ejemplo utilizando la

transformada de Laplace o el método de las aproximaciones sucesivas. Para mas detalles sobre
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métodos de solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias y resultados sobre existencia y
unicidad vea [65].

Ejemplo 2.4.1. Dado el problema de valor inicial:

§DRy(t) = —y(t) —q(t), y(0) =2

con a € (0,1) y alguna funcién ¢(t). Aplicando la transformada de Laplace:

L{TDry(t)y = —L{y(t)} — L{q(t)}
SY(s) = y(0) = V() = Q)
Y(s) = 2= L o)

s*+1 sr+1
LY (s)) = 207! { . 1} —c {Sail@@)}
y(t) = 2Ea<_ta) - Q(t) * ta_lEa,a <_ta)

o de manera equivalente,
t
y(t) = 2E,(—t%) — / q(t — 7')% (7B i1 (—7%)] dT
0
Ejemplo 2.4.2. Considere la ecuacion diferencial fraccionaria
SD = \x(t) (2.48)

con 0 < a <1y € R. Deacuerdo a la teoria de ecuaciones integrales, considere la ecuacion

integral de Volterra asociada a la ecuacién ([2.48))

1 ¢ o1
x(t) = xo + m/o (t—7)" Az (7) dr. (2.49)



26 Capitulo 2. Calculo fraccionario y sistemas fraccionarios

Utilizando el método de las aproximaciones sucesivas, tenemos entonces

1 ! a—1
€T, = $0+m/0(t—7') Lo dT

A t
= zo+ 200 / (t—7)*'dr
0

At

P

Continuando este proceso iterativo tenemos:

I ot
Ty = xo—i-m/o(t—T) Az (1) dr

INGe MNo)TM(a+1
To+ A +x ()\ta)Q
- TP+ T'T2a+1)
At Ate)? At
T3 = g + T + ( ) ( )

T ()P
= kza+1

Por lo tanto x(t) = limy, 00 T = 2o Ey (/\ta). En particular si a =0.92, 20 =2y A = =3, la

solucién a la ecuacién diferencial (2.48)) se muestra en la Figura 2.4
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0.6 1
0.4r 1
0.2 L L L L

0 10 20 30 40 50

Figura 2.4: Solucién z(t) = 2Eq 9o (—3t%92) para 0 < ¢ < 50.

En teoria de control, una forma de estimar qué tan rapido convergen las soluciones de
un sistema, puede determinarse mediante la nocién de estabilidad exponencial que garantiza
una tasa minima de decaimiento [29]. Para sistemas de orden fraccionario, este concepto se
generaliza a través de la estabilidad Mittag-LefHer.

Definicién 2.1. ([39]) La solucién de {Dx(t) = f(t,x), X0 = x(to) se dice que es Mittag-
Leffler estable si
()] < [m (x0) Ea (=A%) (2.50)

donde a € (0,1), A > 0,b > 0, y m es una funcién positiva y localmente Lipschitz con
m(0) = 0.

Teorema 2.8. ([39]) Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema §Dx(t) = f(t,x), Xo =
x(ty) donde v € (0,1), f : [to,00) x @ — R™ es una funcién continua a pedazos en ¢ y
localmente Lipschitz en z en [ty, 00) x Q. £ C R™ es un dominio que contiene al origen x = 0.

Sea V (t,x(t)) : [0,00) x @ — R continuamente diferenciable y localmente Lipschitz con
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respecto a x, tal que:

anlx[* < V(#,x(1) < x| (2.51)

§DV (t,x(1)) < —a|x| (2.52)

donde t > 0, x € D, 5 € (0,1), a1, 9, a3, a,b son constantes positivas. Entonces x = 0 es

Mittag-Leffler estable.

Al realizar andlisis de estabilidad, se proponen funciones candidatas de Lyapunov, por

ejemplo V = x7(t) Px(t), con P definida positiva, y cuya derivada estd dada por:
V = i"Px + 2 Pi:

En el caso de la derivada fraccionaria, para derivar el producto de funciones, la férmula de

Leibniz para la derivada de Riemann-Liouville esta dada por:

RLDa

iﬁ (3) D at0 (25

donde:

(a) B I'(a+1)

k Fk+1)lM(a—k+1)

Como podemos observar, aparece una serie infinita la cual no se sabe si tiene cota (lo mismo
sucede para la derivada de Caputo). Para realizar andlisis de estabilidad se han desarrolla-
do algunos resultados que evitan el uso de la ecuacién , y que en este trabajo seran
utilizados.

Lema 2.4. ([I7]) Sea x(t) € R™ un vector de funciones diferenciables. Entonces, para todo
t > to:

SEDp (T Px(r) < xT(1) P DIX(1) (2:54)

donde P € R™ "™ es una matriz constante, simétrica y definida positiva.
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Ejemplo 2.4.3. Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias:

wDiw1(t) = —21(t) — h(t)z2(t), 21(0) = 210

tCODtaZL’Q(t) =T (t) — (L’Q(t), IQ(O) = T90

(2.55)

donde 0 < a < 1, y h(t) una funcién mondtona decreciente, continuamente diferenciable tal

que

0 < h(t) < M, ¥t > 0. (2.56)

Sea V(t,x) = x3 + x5 + h(t)z3. Por la condicién (2.50), notemos que z? + 23 < V(t,z) <
22 + (1 4+ M)a3, vx € R% Luego, aplicando el Lema [2.4] se puede calcular la derivada de
V(t,z) a lo largo de la solucién del sistema (2.55). En efecto,

DIVt a(t) < [=221(t) = 2h(t)zi(t)z2(t)] + [(2+ 20(1) w1 (t)2(t) — (2 + 2h(t)) 25(t)]
= —2a%(t) + 221 (t)22(t) — (2 + 2h(t)) 23(t)

(
< —2z(t +2:c1(t o(t) — 225(1)
1}
T
con X = [ggl l'2i| . Dado que xTPx es definida positiva, se sigue que

LDV (t, (1) < — x|

Por lo tanto, la solucién cero del sistema (2.55)) es Mittag-Leffler estable, lo que implica

estabilidad asintética.



CAPITULO 3

Observabilidad en sistemas fraccionarios

3.1. Observabilidad en sistemas lineales fraccionarios

Consideremos un caso mas general de ecuaciones diferenciales que consiste en un siste-
ma de ecuaciones diferenciales dado por el siguiente sistema lineal conmensurado de orden

fraccionario representado en su forma de espacio de estados de dimensién n:

§Dix = Ax + Bu, z(0) =z
=" ’ (3.1)
y=0Cx

donde 0 < <1, A € R B € R u e R™ x € R" es el estado y y € RP la salida
del sistema. De acuerdo a la metodologia presentada en el capitulo anterior, la solucién de la

ecuacion de estado del sistema (3.1 es:
X(t) = Eo (At%) 2o + [t°7 ' Eqq (At*) B] x u(t) (3.2)

donde * denota el operador convolucién y E, (At*) = L7 {(s*] — A~ s*71}

En el articulo [47] se desarrolla la teoria sobre controlabilidad y observabilidad para

sistemas fraccionarios lineales invariantes en el tiempo, donde se prueba que las condiciones
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de observabilidad y controlabidad son similares para el caso de sistemas lineales.

Teorema 3.1. El sistema ({3.1)) es observable en [tg, ;] si y solo si

C
CA

CAnfl

tiene rango n.

Teorema 3.2. El sistema ([3.1)) es controlable en [to, 1] si y solo si
Cap=|B AB ... A"1B (3.4)

tiene rango n.

De acuerdo a estos resultados, se puede establecer el siguiente principio de dualidad
para sistemas fraccionarios.
Lema 3.1. El sistema

§Dex = Ax + Bu (3.5)

es controlable, si y solo si

YDox = ATx

(3.6)
y=BTx
es observable.
Demostracién. Si el sistema (3.5) es controlable entonces rank [C4 5] = n. Tomando la
transpuesta de Cy4 p:
BT
BTAT
Chp= ' (3.7)
BTAT !

es decir C}; 5 = Our pr, la matriz de observabilidad del sistema (3.6). Ademas, dado que
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rank [Clx, B} = rank [C4 p| = n entonces el sistema (3.6)) es observable. Similarmente se puede

demostrar que si el sistema (3.6]) es observable, entonces el sistema (3.5 es controlable. W

3.2. Observadores Mittag-Leffler

Counsidere los sistemas no lineales fraccionarios conmensurados con una salida descritos

por
Cra
Dyx = f(x,u), x(0) = xg
Se=4 " (3.8)
y = h(x)
donde 0 < a < 1, x € R" es el vector de estados; y € R es la salida; u € R™ la entrada de

control; f(x,u) : R" x R™ — R™ localmente Lipschitz en x y uniformemente acotada en u.

Considerando que y € R, entonces existen n — 1 variables desconocidas para este sis-
tema. El problema a resolver consiste en disenar un sistema dinamico fraccionario, llamado
observador para el sistema , tal que el resto de las variables desconocidas pueda es-
timarse a través de la salida y del sistema original. Este observador tiene que satisfacer lo

siguiente [76]:
1. Si x(ty) = x(to) para ty > 0, entonces x(t) = x(t), Vt > t.

2. x converge a x para t — oo suficientemente réapido, para toda condicién inicial x(¢y) y
x(tp).

Definicién 3.1. Sea un sistema dinamico fraccionario descrito por
D% = G (%.y, ) (3.9)

conx € R"y G:R" x R? x R™ — R" continuamente diferenciable. Si existe una vecindad

abierta U C R"™ del origen con xy — Xg € U tal que
|x — X|| < M [E, (—ét®))” (3.10)

donde M, ¢,d son constantes positivas. Entonces el sistema (3.9) es llamado observador
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Mittag-Leffler (local) para el sistema (4.22]).

De la definicién anterior, podemos hacer las siguientes observaciones:
Observacién 3.2.1. De las propiedades de la funcion Mittag-Leffler, un observador Mittag-

Leffler es un estimador asintotico, es decir,
|Ix —x|| -0 as t - 00

Observacion 3.2.2. Si la constante M depende de xg — Xg, entonces la desigualdad (3.10))

se puede reescribir como:
I — %[ < Mo — %ol [Ea (=) (3.11)

donde M; es una constante positiva.
Observacién 3.2.3. Si el conjunto abierto U como todo el espacio R™, entonces (3.9)) se

llama observador Mittag-Leffler global.

Sea el sistema (|3.9)) escrito en la siguiente forma:
6 D% = f(%,u) + g [y, h(%)] (3.12)
donde x es la salida del observador y
gly, (X)) =0 si h(x) = h(x). (3.13)

Basado en estas consideraciones, algunos resultados acerca de los observadores Mittag-Leffler
pueden establecerse. De aqui en adelante, el error de estimacién se define como e = x — X.

Teorema 3.3. Considere el sistema tal que la funcion no lineal g satisface la condicién
(3-13). Si existe una funcién escalar V(e(t)) = V (x — %) > 0 tal que V (0) = 0, y para todo

e c R™

Aell” < Vie(t)) (3.14)
SV (e(t) < —yV(e(t)) (3.15)
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donde A > 0,p > 0, v > 0, entonces el sistema (3.12)) es un observador Mittag-Leffler para el
sistema (4.22)) con Xq arbitrario, y

Ix = %|| < K [Ea (—7t")]"" (3.16)

para todo t > 0, donde K es una constante positiva que depende de xq — X.

Demostracién. De ({3.15), existe una funcién M (t) > 0 tal que
SV (e(t) +~V (e(t) + M(t) =0 (3.17)
De ([4.26)) con la condicién inicial V(eg), obtenemos:

Viet) = V(eg)Eqs(—7t") — /0 (t=7)"7" Bao (—y(t — 7)*) M(7)dr
= V(eg)Ey (—7t*) — M(t) x t* ' E, o (—71%) (3.18)

donde * es la convolucién. Dado que t* !y E, , (—yt*) son funciones no negativas, entonces
Vi(e(t)) < V(xo — Xo) Ea (—71%)
Finalmente, de (3.14]), la norma del error e = x — x decrecera asintéticamente y satisface

[x —x| <

X0 — Xo e 1
e =l g, (e (3.19)

|
Corolario 3.1. Bajo las condiciones del Teorema (3.3)), si la condicién (3.14)) es reemplazada
por

Mllell < V(e(t) < Aole]” (3.20)

ara todo x — x € R", con A\, Ay numeros positivos, entonces
b ) )

. A . .
Ix — x| < \/A—jnx() — %ol| [Ba (—yt*)]"/? (3.21)
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para todo t > 0 y todo xg — Xy € R™.

Demostracion. De forma similar al Teorema , de la condiciéon , tenemos que:
V(e(t)) < V(xo — Xo)Eo (—=7t%)
Entonces, usando la condicion (3.20)):
Mllel* < V(e(t) < V(eo)Ea (—1) < Aoleol|* Ea (—7t)

La desigualdad (3.21)) se sigue de las desigualdades anteriores, y la prueba estda completa. B

Finalmente, consideremos una forma explicita para la funcion candidata de Lyapunov

para establecer una condicién para el disenio del sistema (3.12)). Para esto, proponemos

gly, h(x)] =Ky — h(x)] (3.22)

El siguiente resultado muestra que es un observador Mittag-Leffler.

Teorema 3.4. El sistema con g que satisface es un observador Mittag-Leffler
para el sistema si existe una matriz constante K y una matriz definida positiva S tal
que

(x—%)"S(Vf—-KVh)(x—%x) < —7[x — x|

para algin v > 0, y V f, Vh los gradientes de f y h respectivamente. Ademas:

=50 < 32 s [ (L )] - (3.2

Demostracién. SeaV = ||x—x|% = (x — %)7 S (x — X) una funcién candidata de Lyapunov.

Por la desigualdad de Rayleigh-Ritz inequality, es claro que:

Amin () [[(x = %) |7 <V < A (5) | (x = %) 7 (3.24)



36 Capitulo 3. Observabilidad en sistemas fraccionarios

Consideremos ahora ({3.8)), (3.12) v (3.22)). Entonces, usando el Lema ({2.4]), tenemos que

CDIV < 2(x—%)TS [§Dx — D]

= 2(x—x)T5{f(x,u) = Kh(x) — [f(%,u) = Kh(x)]}

Por otro lado, del Teorema del valor medio del basado en el teorema fundamental del calculo

integral [56] notemos que
1
o w) = Kh(x) = [f(5%.0) = KR(R)] = [ (97(0) = KIR () (x =50 ds
donde ¢ = x + s (x — x). Entonces:

DRV < 2 / (x— X)TS (Vf(¢) ~ KVA(Q)) (x — %) ds

1
—27||x—§<||2/ ds
0
—|]x — x| (3.25)

IN

A

Por otro lado, dado que v > 0, el lado derecho de ({3.24]) implica que:

- 7 A

Entonces de (3.25)) y (3.26)), tenemos

Cpa 3 <_L 3
oDV (x —x) < /\maX(S)V(X X)

Finalmente, usando el resultado del Corolario [3.1], es claro que

=51 < /52 0l B2 (Lt - (3:27)




CAPITULO 4

Observador de tipo Luenberger generalizado

El regulador 6ptimo cuadratico (LQR) es una teorfa bien conocida para el diseno de
leyes 6ptimas de control para sistemas lineales. Para sistemas fraccionarios hay varios tra-
bajos donde realizan generalizaciones de los resultados clasicos y se resuelve el problema de
optimizacién, por ejemplo el LQR o aplicaciones en observadores y sincronizacién sistemas

[12, 14, 27, 38, BT, 57, [75).

En este capitulo se propone un primer algortimo de estimacion de estados para una clase
de sistemas dinamicos fraccionarios. Se utiliza el analisis de estabilidad para probar que este
observador pertenece a la familia de observadores Mittag-LefHer. También se presenta una
forma alterna de resolver el LQR para sistemas fraccionarios y su aplicaciéon en la eleccién

de las ganancias del estimador de estados propuesto.

La solucion del problema del LQR para sistemas fraccionarios se realiza empleando mul-
tiplicadores de Lagrange, las ecuaciones de Euler-Lagrange de orden fraccionario y finalmente

obteniendo la ecuacion algebraica de Riccati ya conocida.
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4.1. Regulador 6ptimo cuadratico fraccionario

Considere la planta descrita por el sistema lineal (3.1]). El indice de desempeno a mini-

mizar es:

J (x,u) = %/000 (xTQx +u"Ru) dt (4.1)

donde R > 0,Q = QT > 0 a lo largo de las trayectorias del sistema ({3.1)), es decir, minimizar
(4.1)) sujeto a(3.1)) desde x(0) = x¢ a tlgélo x(t) = 0 (Figura , minimizando el indice de

desempeno (4.1)).

X2 X

Figura 4.1: Trayectorias del sistema (3.1)).

La solucién al problema del LQR para sistemas lineales fraccionarios se presenta
en el siguiente resultado.
Teorema 4.1. Sea el sistema controlable. La ley éptima de control de realimentacion
de estado fraccionaria que estabiliza el origen del sistema y minimiza el indice de

desempeno (4.1)), estd dada por:
u'=—(R'BL)x (4.2)
donde L es la soluciéon de

ATL+LA—-LBR'B'L+Q=0 (4.3)
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Demostracién. Dado (4.1)), el indice de desempeno aumentado estd dado por:
Jo (X0, ) = / [ (x"Qx +uTRu) + AT (Ax + Bu — {Dx)] dt. (4.4)
0

Sean los siguientes funcionales:

Lagrangiano:
1
L (x,u,t) = 5 (xTQx + u"Ru) (4.5)

Hamiltoniano:

H(x,u,t) = L (x,u,t) + AT (Ax + Bu) (4.6)
entonces (4.4)) se redefine como:

Ja (x,u, \) :/ f(v.§Divsit) dt (4.7)

0

donde f (V, SDv; t) =H (x,u, \;t) — NT§DIx, v = [x,u, A"

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange para f (v, §Dav; t) son:

Of _cpa(_0F _
ox 0D (8517?){) =0 (48)
Of _cpa(_9F _
ox oD (aOCDgA) =0 (4.9)
af Crya 8f _
7 o Dy <(‘)00D§9‘u> = 0. (4.10)

Después de algunos cdlculos, las ecuaciones (4.8)), (4.9) y (4.10) se transforman en:

—IDeN = Qx+ ATA (4.11)
YDx = Ax+ Bu (4.12)

u = —R'BTA (4.13)
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Combinando (4.11)), (4.12)) y (4.13)), se obtiene la ecuacién diferencial fraccionaria vectorial

§Dex A —-BR'BT| |x
= (4.14)
SDaN —Q —AT A
con condiciones de frontera:
x(0) = xo (4.15)
tliglo At) = 0. (4.16)

Basado en la ecuacion (4.13)), una realimentacién de estado se propone, tal que el estado

x y el coestado A estén relacionados por una matriz L:
A= Lx. (4.17)

De las ecuaciones (4.14]) y (4.17) obtenemos:

I A —BR'BT| |I
YDex = X. (4.18)

Multiplicando por la izquierda a (4.18)) por [ L —I ], tenemos que:
0=(A"L+LA—-LBR'B'L+Q)x (4.19)

la cual es valida para toda solucién de (3.1)). Por lo tanto, se obtiene la ecuacién algebraica
de Riccati dada por:
ATL+LA—-LBR'B'L+Q=0 (4.20)

y la ley de control 6ptima:

u'=—(R'B'L)x (4.21)



4.2. Estimador Mittag-Leffler de tipo Luenberger 41

con L solucién de (4.20). |

4.2. Estimador Mittag-Leffler de tipo Luenberger

Considere sistemas no lineales fraccionarios conmmesurados con una salida descritos

por:
Cra
D X:f(X,U) ) X(O) = Xo
Se=4" (4.22)
y=0x
donde 0 < a < 1, x € R” es el vector de estados; y € R la salida; u € R™ la entrada de

control; f(x,u) : R” x R™ — R™ una funcién localmente Lipschitz en x y uniformemente

acotada en u.

Dado que el sistema (|4.22)) solo tiene una salida, entonces hay n — 1 variables de estado

cuya medicion no es directa y por lo tanto no estan disponibles. Reescribiendo el sistema

(4.22)) en la siguiente forma:

EDx = Ax + Y(x,u), x(0) = x
5. = 0 ~t ( ( 0 (4.23)

y=0Cx

donde T(x,u) es un vector no lineal que satisface la condicién de Lipschitz:
1T (,u) = T(x, )| < pflx — x| (4.24)

con el par (A, C) observable y ¢ la constante de Lipschitz.

Consideremos ahora la siguiente ecuacién diferencial fraccionaria dada por

(D% = A%+ T(%,u) + Y K;(y— C%)*" (4.25)
=1

donde x, K; € R", 1 <i < m que se propone como estimador de estados del sistema (6.1]).

El primer resultado que se mostrara, esta basado en la demostraciéon de que el sistema



42 Capitulo 4. Observador de tipo Luenberger generalizado

es un estimador Mittag-Leffler, ademas del calculo de una cota para el error de estima-
cién e = x — x. Antes de establecer este resultado, consideremos el siguiente lema y algunas
de sus implicaciones.

Lema 4.1. ([62]) Sea A € R™*", estable y v > 0, entonces existe una matriz P simétrica,

positiva definida tal que

AP+ PA4++*PP+1<0 (4.26)

si y solo si existe otra matriz P simétrica, positiva definida tal que

AP + PAT +?PP + 1 <0. (4.27)

De este lema, la desigualdad algebraica matricial de Riccati-Lurie (4.26]) puede ser re-

presentada en la siguiente desigualdad lineal matricial (LMI):

—ATP—PA—1] ~P
>0 (4.28)
v P 1

o equivalentemente, para algin ¢ > 0:

ATP 4+ PA+~*PP+1+¢I =0. (4.29)

Por otro lado, sea F' = Y(x,u) — T(X,u), y considerando la solucién P de (4.28)), la
constante de Lipschitz ¢ y el error de estimacion e, entonces la siguiente desigualdad se

satisface (ver [62] para demostracion):
2eTPF < p?eTPPe + €Te. (4.30)

Teorema 4.2. Dado el sistema ([6.1)), con el par (A,C) observable. Si A = A — K;C es una
matriz estable y M; = P"7'K;C, 2 < i < m es una matriz semi definida positiva, entonces la

ecuacion diferencial vectorial fraccionaria (4.25]) es un estimador Mittag-Leffler estable para
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el sistema (/6.1]), y ademas

e’(0)Pe(0) £ N
)\ml’n (P> Ea (_)‘méx (P)t ) ' (431)

Demostracién. Sea e = x — x el error de estimacién. Dados los sistemas (6.1]) y (4.25)), la

lefl <

dinamica del error de estimacion, con el operador de Caputo esta dada por:

{Dfe=Ae+F - K,;(Ce)* (4.32)

=2

donde A = A — K;C. Dado que A es estable y ¢ > 0, entonces por el Lemma existe
P > 0. Sea V = |le||% = eTPe una funcién candidata de Lyapunov. Por la desigualdad de

Rayleigh-Ritz [70], es claro que:
Anin (P) [lell* <V < Ana (P) e (4.33)
Luego, por el Lema [2.4] la ecuacién (4.29) y la desigualdad (4.30) se sigue que:

SDrV < 2eTP{Dse

= 2P |de+F - > K;(Ce)*!

=2
< e [PA+ATP+¢’PP+1]e—2 Zm: (Ce)* 2 eTPK,Ce
i—2
< —¢lle|* - i”: (Ce)*%eT (2P*7'M;) e
i—2
donde M; = P~ 'K,C. Por hipétesis M; > 0 entonces:
6 DYV < —¢llelf? (4.34)

Finalmente, por el Teorema , de (4.33) y (4.34) se sigue que e = 0 es Mittag-Leffler
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estable. Por otro lado, de (4.34)) y la desigualdad de Rayleigh-Ritz:

Cpoyy < . ° v 4.
DIV <V (4.35)

Sea n(t) una funcién no negativa tal que su transformada de Laplace exista, entonces:

Cpe ___° v A
o DYV + n(t) )\méx(p)v (4.36)

Aplicando la transformada de Laplace a (4.36]), no es dificil obtener:

st 1

V(s) = V(0)———— - ———N(s). (4.37)
§ + Améx(P) § + )\méx(P)

Luego, por la transformada inversa de Laplace a (4.37)) se obtiene:

I _

Vit)=V(0)Ey | —~—=t% ) =V 4.38

( ) ( ) ( Améx (P) ) ( )

con V =t*1E,, (—mﬁ‘) xn(t) donde * denota la convolucién de funciones. Dado que
V es no negativa, entonces:

€
V(i) <V(O0)E, | —~———=1t ). 4.39
0 =vOE (-5 ") (4.39)

Finalmente de la expresién (4.33)), la norma del error de estimacién estd acotada:

eT(0)Pe(0) 3
< —— B, | ————t%). 4.4
||e|| — )\min (P) (64 )\méx (P) ( O)
|
eT(0)Pe(0 € .
Nota 4.2.1. Sea f, = %(PS)EQ (—mt“). Por el Teorema 4.6 ([15]), tlggo fy=0,

no es dificil ver que lim |/e|| = 0.
t—»00
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4.3. Calculo de las ganancias del estimador

A continuacion se da una metodologia para determinar los valores de las ganancias K;

del estimador (4.25]):

1. Calcular la constante de Lipschitz ¢ del vector Y (x,u).

Dado que el par (A, C') es observable, entonces el par (AT, CT) es controlable. De acuerdo

al Lema considere el siguiente sistema
Yk, = {{Df¢ = ATE+ CTu (4.41)

que es controlable y cuyo origen es estabilizable por la ley de control u = —-K &, donde

K =KI.

2. Para determinar K; considere el algoritmo del regulador éptimo cuadrético fraccionario

(FLQR) de la section

Note que A = A — K,C es una matriz estable y ¢ > 0, por lo que se puede satisfacer el

Lema [4.1]
3. Resolver la desiguldad matricial lineal (LMI) (4.28)) para obtener P.

Para K; € R", 2 < i < m, considere que M; = P 1K;C > 0, entonces n — 1 valores

propios de M; son ceros y
pleil + ijKiQ 4+ ...+ pijij 4+ ...+ panzn > 0. (442)
4. Para calcular K; € R” considerar los siguientes dos casos.

a) Sin es par, tomar parejas de la desigualdad (4.42)) y considere cada una de estas
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positiva, es decir:
p1j K1 + p2jKiz > 0

p3; Kz + pajKig > 0
’ ! (4.43)

Pin—1) K1) + Pnjlin > 0. |

Cada una de las desigualdades anteriores, determina un semi plano para elegir las

entradas del vector K; € R".

b) Sin es impar, sea py;K;; = ¢, entonces

Kn="2 (4.44)

B D1j

por lo que la desigualdad (4.42)) se reduce a:
ijKiQ + ... —l—pij,;j + ... +pjnKm + ¢ > 0. (445)
Luego, similar al caso en que n es par, considere las siguientes desigualdades:

P2 K + p3jKiz > 0

P4 Kis + ps; Kis > 0
’ ’ (4.46)

p(n—l)jK(n—l)i + pn]Km +e> 0. )

y calcule el resto de los valores, tal que (4.45]) se satisface.
Nota 4.3.1. Las desigualdades (4.43) y (4.46)) determinan semi planos donde cada punto
determina los valores: (K;1, Ki2), ..., (K (n—1)i» Km). Considerando algunas restricciones, re-
giones mas pequenas pueden determinarse para elegir las entradas del vector K; a través de

un problema de programacion lineal.
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4.4. Simulaciones numéricas

El observador propuesto se utiliza para estimar los estados en dos sistemas diferentes.
En el primer ejemplo, un sistema fraccionario caético es considerado. Es bien sabido que las
trayectorias de estos sistemas son acotadas, por lo que en el segundo ejemplo, un sistema que
no es cadtico se utiliza para ilustrar la validez de la medologia propuesta y mostrar que el

observador puede ser utilizado en una clase mas amplia de sistemas fraccionarios.

4.4.1. Sistema Rossler

El sistema fraccionario de Rossler dado por las siguientes ecuaciones diferenciales frac-
cionarias [36, [82]:
(O
ODtxl = —(I2+ZL'3)

Crya
o Diwy = 21 + axs

™
=
I

(4.47)
g,Dtal’;; :b+x3(l’1 —C)

L Yr = 11

T T
donde x = [z1, 3, | 0 =05b=02c=57x0) =[5 15 01] ya=093

para comportamiento cadtico. En este ejemplo, considere el conjunto convexo:
3
W ={xeR’||z1| < a1,|z2| < as, |rs| < as}

con a; = 13.4607,as = 8.3017, a3 = 48.122 donde las trayectorias del sistema Rossler (4.47))
estan acotadas. Ahora se reescribe el sistema (4.47)):

CDox = Apx + Tr(x), x(0) = x
S LR R r(x), X(0) = %o (4.48)

yr = Crx
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donde:
0 —1 -1 0
A= |1 a 0|,YTr(x)= 0 ,CR:[l 0 0]-
0 0 —c b+ z3x;

Note que el vector Tgr(x) en un conjunto compacto de R? es Lipschitz cuya constante de

Lipschitz ¢ se calcula como sigue. El Jacobiano para el vector Tg(x) estd dado por:

Utilizando ||-||e para vectores en R?, entonces

oY

ox

= max {[1] + |zs[} .

o

Por otro lado, todos los puntos en W satisfacen:

|z1| + |z3] < aq + as.

Por lo tanto,

oY

< ai + as.
ox = 3

o0

Una constante de Lipschitz para Tgr(x) puede tomarse como ¢ = a; + az = 61.5827. Dado

que el par ( Ag., CR> es observable, con rank [Oy4, ¢,] = 3, de acuerdo al Teorema 4.2 el

observador Mittag-Leffler para el sistema (4.48) con m = 2 esta dado por:

CPog — Apx + Tr(%) + K Cr (x — %) + K, [Or (x — %x)]°
5, = o D; R r(X) 1CR ( ) 2 [Cr ( ) (4.49)

U = X
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donde
K Ko
K, = Kia| K, = Koo
K3 K3

o explicitamente:

.
OC'Dfiﬁl = — (Z%Q + fg) + Kll (ZEl — QAfl) + Kgl (ZEl — 9:"1)3

5 < (()JD?@ =T1 + ade + K1 (21 — 1) + Koo (11 —f1)3 (4.50)
R~ '
(?D?fg = b—l-i‘g (@1 — C) + K13 (LL’l — i’l) +K23 (Il — 52’1>3

Yp = X.

Calculo de las ganancias del estimator

De acuerdo a la seccién [4.3]los valores para K, Kj se calculan como sigue. Dado que el

par ( Ag, CR> es observable, por el Lema|3.1], el par ( AT, Cﬁ) es controlable con un sistema

asociado D¢ = ATE+ CRuy u = —K & como control por realimentacion, donde K = K].

Del algoritmo FLQR (section [4.1)):
K = R;'Crlg (4.51)
tal que Ly satisface la ecuacion algebraica de Riccati:
ArLg + LR AL — LrCE Ry CrLg + Qr = 0. (4.52)
Considerando Qg = pl343, Rg = 1, la solucién de la ecuacion es:

9.3438  —12.5560 —0.3056
Lgr = |—-12.5560 121.1828 —0.7966 | - (4.53)
—0.3056  —0.7966  5.3938
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~

Entonces K = [9.3438 —12.5560 —0.3056| por lo que:

K 9.3438
K, =K'= |K,,| = |-12.5560] - (4.54)
Kis —0.3056

Note que Agr = Ar—K;CR es una matriz estable dado que Oa, = {—7.4703,—5.9346, —1.1388},
ademds ¢ > 0, entonces resolviendo (4.28):

1.7423 —1.6657 0.4481
Pr = |—1.6657 19.8555 0.9616 (4.55)
0.4481  0.9616 3.9575

con op, = {1.4736,4.0220,20.0597}. De acuerdo al resultado principal, My = PrK.CR es

una matriz semi definida positiva cuyos valores propios son
on, = {0,0,1.7423 K51 — 1.6657 Ko + 0.4481 Ko3} .
entonces Ko, Ko, Ko3 se eligen tal que
1.7423 K91 — 1.6657 K99 + 0.4481 K95 > 0. (4.56)

Dado que Ky € R?, sea ¢ = 1.7423K,, entonces Ky = 35.3465. El resto de los valores

propios K se eligen tal que:
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Para reducir el semiplano determinado por (4.57)), Koo v Ko3 se eligen tales que se minimice
Ko + Koy + Ko sujeto a:

—p < Ky <y
—p < Ky3 <o (4.58)

— < —1.6657Kq2 + 0.4481 Ko

De esta forma, las restricciones determinan una regién R (Figura donde cada punto
representa una pareja ordenada (Kso, Ko3). Luego, la solucién al problema propuesto es Koy =

—61.5827, K3 = —61.5827, por lo que:

Ko 35.3465
Ko = |Ky| = |—61.5827] . (4.59)
Ko —61.5827

.
El vector de condiciones iniciales para el estimador (4.50) esta dado por x(0) = [37 2, 1} ,
T
entonces e(0) = —2.5, —0.5, —0.9] . Adems3s la norma del error de estimacién estd aco-

tada por una funcién Mittag-Leffler f;, esto es, |le]| < f, donde:
fo = 12.0630 Eg 935 (—0.2493¢°9%°) (4.60)

con € = 5.

Este comportamiento es ilustrado en la Figura donde la linea punteada representa
a la funcién (4.60) y la norma del error ||e]| se ilustra con linea continua. La funcién f; no es

unica dado que otros valores de ¢ > 0 de acuerdo a la tasa de convergencia deseada.

Por otro lado, la Figura [£.4] muestra la convergencia del error al origen como plano de
fase. Las Figuras [4.5] y representan los estados estimados %, #» and #3 con lineas

punteadas en comparacién con los estados reales (lineas continuas), respectivamente.
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Figura 4.2: Region R para elegir Koy, Kos.
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Figura 4.3: Funcién de acotamiento vs norma del error: ||e]| < fp.
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Figura 4.4: Convergencia del error al origen.

15 T
T
- -
10+ b
5r i
0 i
5| \
2
-10+ -} 10 b
0
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5
-15F2 4
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-20 0 1 [ 2 3 4 5 34 36 38, 40 42
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Figura 4.5: x1 vs ; para el sistema Rossler.
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Figura 4.6: x5 vs Z9 para el sistema Rossler.
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Figura 4.7: x3 vs &3 para el sistema Rossler.
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4.4.2. Péndulo simple de orden fraccionario

Un péndulo es una masa suspendida desde un pivote (sin friccién) con una cuerda o barra
de masa despreciable para que pueda balancearse libremente (Figura [4.8)). Este sistema ha

sido estudiado extensamente a lo largo de los afios, por eiemplo en [22] [35].

LLLLLLS
/ \\

/ N\,
/ N\

/ ../\\\

// e \\

Figura 4.8: Péndulo simple.

La ecuacion diferencial que describe a un péndulo simple es bien conocida y puede
generalizarse utilizando operadores del calculo fraccionario. El modelo matematico de un

péndulo simple de orden fraccionario esta dado por:

Crya
ODtl’lsz’Q

Yp={ §Dxy = —% sin x4 (4.61)

yp = 1

donde g = 9.81 m/sQ, L=1m, a=098yx = |::L'1 ;pQ]T = [9 w]T. Fisicamente, 0 es el

angulo medido a partir de la vertical y w la velocidad angular.
El sistema (4.61]) puede escribirse en la forma (6.1)) como sigue:

“Dyx = Apx + Tp(x), x(0) =x
o [P = A T, x(0) =, o)

yp = Cpx
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donde:

0 1 0
Ap = , Tp(x) = ,Cp = [1 0}-

00 — & sinxy

El vector Tp(x) es Lipschitz con ¢ = % y el par (Ap,Cp) es observable. Para m = 3 el
observador Mittag-Leffler (4.25)) para el péndulo simple estd dado por:

YDex = Apx + Tp(x) + KiCp (x — X)

Xp = + K, [Cp (x — %)) + K3 [Cp (x — %)]° (4.63)
Yp =X
donde
Kll KQl K31
Kl - ) 2 = ) 3 —
K12 KQZ K32

De forma explicita:

(
thai’l = i’g -+ K11 (.1'1 — i’l) + Kgl ({131 — 52'1)3

+ K31 (Il — i’l)S
Sp = { §Dpy = —siny + K (01 — i) (4.64)

+ Koo (1 — fl)g + Ko (21 — 53‘1)5

yp:f(.

Calculo de las ganancias del estimador

K se calcula a partir del algoritmo FLQR de la seccion de la misma forma que el
ejemplo anterior dado que el par (Ap, Cp) es observable. Resolviendo la ecuacién algebraica
de Riccati:

ApLp + Lp AL, — LpCLRp'CpLp + Qp =0 (4.65)



4.4. Simulaciones numéricas 57

con Qp = plyye, Rp = 1. La solucién de la ecuacién (4.65]) es:

4.0076  3.1305
Lp = , (4.66)
3.1305 12.5458

entonces K = Rp'CpLp = [4.0076 3.1305] por lo que

A 4.0076
K, =K'= 150s] (4.67)

Por otro lado, dando que Ap = Ap—K;Cp es una matriz estable con Oa, = {—2.9444, —1.0632},
la solucién de (4.28)) para este caso es:

2.7733  —2.5463
P = (4.68)
—2.5463  4.1960

con op, = {0.8409,6.1284}. De acuerdo a la metodologia propuesta, Ky y K3 se eligen, tal
que My = PpK,Cp > 0y M3 = P3K3Cp > 0. Note que

om, = {0,2.7733Ks; — 2.5463K5s} ,

o, = {0,14.1745K3; — 17.7455 K35},
entonces Ky y K3 se eligen de forma que:

2.7733K91 — 2.5463K5, >0 (4.69)

14.1745K 5 — 17.7455K3, > 0. (4.70)

Ahora para reducir los semiplanos definidos por (4.69)),(4.70)) se proponen dos problemas.
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El primero consiste en maximizar Ko, + Ko sujeto a las restricciones:

1<Ky < g
2
1 <Ky < ) (4.71)
—2.7733K5; + 2.5463 K99 < 0

cuya solucion es Ky = 4.905, K9 = 4.905. El segundo problema consiste en maximizar

Kgl + K32 Sujeto a:
1< K3 <5

1< Kap < % (4.72)

cuya solucion es K33 = 5, K33 = 2.4525. En ambos problemas, las restricciones determinan

regiones mas pequenas donde los valores de (Ka1, K92) y (K31, K32) pueden elegirse (Figuras

9]y [C10)

55
L et e e e e e e e e Mt Mttt E s e e e 1
45} b
4t i
3.5 IR 7
3l —_— Ky =1 |
a - - =Ky =¢/2
M 25F | Ky =1 7
''''' Ky =¢/2
2 — 2. 7733 K51 — 2.5463 K9 =0
15F b
1
05 b
0 Il Il
-8 -6 4

Figura 4.9: Region R para elegir Ky, Koo.
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6 z
5| :
(I :
—_— Ky =1
ab | === EKp=9¢/4
—e— 141745 K3, — 17.7455 K35 = 0 :
~ | == Ky = :
Q 3 [ Kj =
1 /
O Il Il Il Il : Il Il
-10 -8 -6 -4 -2 0 2
K3
Figura 4.10: Regién R para elegir K3y, K.
En resumen, de acuerdo a la discusién anterior:
Koy 4.905
K, = = (4.73)
Koy 4.905
K. 5
K= | | = . (4.74)
K39 2.4525

Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple (4.61)) y el estimador (4.64))

estan dados por x(0) = [W/Q, O}T, x(0) = [71', O.1]T, respectivamente, por lo que e(0) =

—7/2, _0,1}T. La Figura

4.11

muestra que |le|| < f, donde

fo = 7.2365E.9s (—1.6317t"%) (4.75)

con € = 10. Los resultados de la estimacion de x; y x5 se muestran en las Figuras y4.13]

respectivamente. Las lineas continuas representan a los estados originales, mientras que los
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valores estimados 1, Zo se representan mediante lineas punteadas.

el

==

5 10 15

t[s]

Figura 4.11: Funcién de acotamiento vs norma del error: |le|| < f;.

3.5 T

ko
A === |

t[s]

Figura 4.12: x; vs 27 para el péndulo simple.
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X

- -

Figura 4.13: x4 vs 2y para el péndulo simple.




CAPITULO 5

Observador de Alta Ganancia

Los observadores de alta ganancia introducidos por Gauthier [I0, 21] han sido amplia-
mente estudiados para sistemas de orden entero. Se han propuesto varios trabajos relaciona-
dos con esta clase de observadores debido a su simple diseno, implementacién y robustez en
problemas con perturbaciones externas [3, 30]. Algunas aplicaciones de los observadores de
alta ganancia utilizan control adaptable [9] [T1], compensacién de no linealidades [73], estu-
dios de robustez [45], aceleracién de convergencia mediante el aumento y conmutacién de la

ganancia [4], 18] o en comunicaciones seguras.

El observador de alta ganancia es robusto en presencia de perturbaciones externas o
incertidumbres como el ruido en la medicién, ademés de que se puede acelerar la velocidad
de convergencia al aumentar la ganancia del observador. En este capitulo presentamos un
algoritmo de estimacion de alta ganancia para una clase de sistemas no lineales fraccionarios
que preserva las caracteristicas antes mencionadas. La clase de sistemas no linealies utilizada
permite obtener una ecuacion diferencial fracccionaria cuya solucién es utilizada como la
matriz de ganancias del observador propuesto, la cual depende de un parametro 6 > 0, y
que mediante el analisis de estabilidad se prueba que al aumentar este valor, la rapidez de

convergencia también puede ser incrementada.
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5.1. Propuesta del observador

Considere la siguiente clase de sistemas no lineales fraccionarios descrita en la forma

canénica observador [44]:

§Dx = Ax + Y(x,u), x(0) = xg

Y, = (5.1)
y=0Cx
donde A es una matriz “upper shift”, es decir, A;; = 0;11,; donde d;; es la delta de Kronecker
[43], C = [1 00 ... 0], y T(x,u) un vector localmente Lipschitz en D:

H 5.1. Sea D un compacto que incluye al origen con respecto a x, uniformemente en u.

Existe un escalar positivo ¢ tal que

10 () = Y&, w)]| < llx — ||, ¥x,% € D. (5.2)

Para estimar las variables desconocidas del sistema (5.1]), proponemos el siguiente algo-

ritmo de estimacion:

§Dx = Ax + Y(x,u) — F'OT (Cx —y) (5.3)

donde x € R", y F, = th’m F(t) con F(t) la solucién de la ecuacién diferencial fraccionaria
—00

siguiente:

SDOFy = —0Fy (t) — ATEy (t) — Fy (1) A+ C7C, Fy = F(0) (5.4)

Para resolver la ecuacién (j5.4), consideremos la metodologia propuesta en [50] para
resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias vectoriales. Notemos que para resolver (5.4) y
. . ., . n(n+1)
analizar el comportamiento de la solucién cuando ¢t — oo, es equivalente resolver ——=

ecuaciones diferenciales escalares acopladas dadas por:
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§SDefii=1—0fn  §D¢fra = —f11 — Of1 §D¢ fi3 = —f12 — 0.f13 . fin
* §D for = —2f12— 0fso §DF foz = —fi3— foo —Ofoz ... fon
* * SD?f33=—2f23—9f33 "'f?m
ﬁn—l)n
* k * fnn
donde

fin = §Dfin = —fign-1) — Ofin
fon = §Df fan = = fin — fatn-1) = O.fon
fon = D fsn = —fon — fam-1) — O.fan
foevn = §D fo-vn = —2f (-2 — fn-1)(n-1) — O fin-1)n
fan = §DF fan = =2fn-1yn — 0fon

Aplicando la transformada de Laplace a { D% f1; = —0f1; + 1, tenemos:

g1 +1 1
s 40 ss*4-0

Fi1(s) = f11(0)

Luego, aplicamos la transformada inversa de Laplace a la ecuacion anterior, por lo que:
f11(t) = f11(0)Ey (—0t*) + 1%t E, , (—0t)

Entonces, de la ecuacién (2.25) con K = 1, la solucién esta dada por:

fu(t) = (fll(o) — %) E, (—0t*) + %

De la misma forma, el resto de las ecuaciones diferenciales se pueden resolver utilizando la
misma metodologia tomando en cuenta los Lemas 2.1y 2.2] y las propiedades de la convolu-

cion para realizar reducciones en los calculos.
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fia(t) = (flz ei) —0t™) + (% — fn(o)) E, (—0t%) « t* " Ey o (—01%) — 7

Fua®) = (fa(0) = G5 ) B (=00%) = (a0)+ 3 ) B (-00%) 07 B (-00)
(fu —%) —0t*) k t* By o (—0t*) 5 t* By o (— eta)+%

Falt) = | £n(0) = | Eu(=00%) = |20(0) 4 2| B (=00%) 1 Bu (00
{2]"11 } —0t) % 1* B, o (—0t) % 12 B, o (—0t%) + 7

fas(t) = [f23( ) + 7 } o (—0tY) + [; — f13(0) — fQQ(Q)} B (—0t%) * ta_lEa,a (—0t%)
+ {3f12(0) + %] B, (—0t*) % t* B, o (—0t*) % t* B, o (—0t%)

" B - 3fn<0>] B (—01%) 5177 By (—01%) % £ By (—01°) 5 1% B, o (—601°)

3
o

Fut) = | Fu0) = 2] B (-0 = | 5 + 28(0)| Bu (-00%) 2 B (000

+ {2f13(0) + 2f92(0) — %} B, (—0t") % t* ' E, o (—0t) % t* ' E, o (—0t%)

6
- {6]‘12(0) + 9—2} B, (—0t) % t* ' B, o (—0t%) % t* T B, o (—0t%) % t* 1B, o (—01%)

+ KE, (—0tY) 5t By o (—0tY) x t* 1By o (—0tY) xt* 1 By o (—0tY) x t* 1 E, o (—0t%)
6

T

- 6
con K = 6f11(0) — —. Continuando este proceso, la solucién de la entrada i, j tiene la forma:

7

i+j—2

fij (t) = 770E eta Z 771 eta [ta_lEa,Oc <_9ta>} + (

Qi+ti—1 Aij

donde
(_1)i+j+l
o = fi5(0) + ~rg=— i
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Ai; s un coeficiente binomial dado por

Aij = (Hj B 2), (5.5)

7g—1

7; es una combinacién lineal de las condiciones iniciales, y

Eo (—0t*) ' [t* ' Eq o (—0t)] =
B, (—0t) st By o (—0t*) 5t 1By o (—0t%) x ... % t* 1B, o (—0t%)

vV
1 —veces

Finalmente, considerando el Teorema del Valor Final (para operadores fraccionarios), se sigue

que
(Foo (9))” = tlggo i (t)

- lioFi (o)
a-1 T2 o i+j (5.6)
s s 1 1(-1)
=1 E -\
o158 {Uosa +0 + — nlsa + 6 (so + 0)1 * s @iti—1 ’J}
~ piti-1 Aij

Por lo tanto, la matriz de ganancias del observador ([5.3]) se calcula considerando que

(Feo (9))” = %)‘i,j (5.7)

Observacién 5.1.1. La ecuacién diferencial (5.4]) es invariante en el tiempo, entonces su
solucion no depende de t;, cuando ¢t — oo, es decir, es una matriz constante y %Fg(t) =0,

por lo que

d
SDIFy = oI} [%Fg(t)l =0

. De esto, se sigue que F, puede obtenerse al resolver la ecuacion algebraica:
—O0Fy (t) —ATFy(t) — Fp(t) A+ CTC =0 (5.8)

cuya solucién es (5.7)).
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5.2. Analisis de convergencia

La convergencia del observador se establece en el siguiente resultado, donde el
error de estimacion se acota por una funcién de Mittag-Lefller. Se prueba ademas que la
convergencia puede acelerarse al incrementar el valor de la ganancia en el observador.
Teorema 5.1. El sistema ((5.3]) es un observador Mittag-Lefller estable para el sistema ([5.1)),

y ademas

=l < 4 2 o — ] [ - (0 - 26— 1)) 59)

con # > 0 suficientemente grande.

Demostracién. Sea e = x — x el error de observation. De las ecuaciones (5.1)), (5.3, y
calculando la derivada de Caputo (2.39) al error de observacion, tenemos lo siguiente:

§Dre=(A—F.'CC)e+G (5.10)

donde G = T(x,u) — T(x,u). Sea V; = |le||7.. = eTFe una funcién candidata de Lyapunov

con F, la solucion de (5.8). De la desigualdad de Rayleigh-Ritz:
Amin (Foo) llef|” < Vi < A (Foo) [le]? (5.11)

Por otro lado, considerando la cota para la derivada fraccionaria de una funcién cuadratica

del lema [2.4] se sigue que:

DV, < 2eTE,SDie
= 2eTF, [(A—F.'CTC) e+ G]

< —fe'F e+ 2"F G

Entonces, considerando la constante de Lipschitz dada en H y el lado izquierdo de (5.11]),
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con 0y > 21 + 1, resulta que para todo 6 > 6y:
6DV < — (0 — 20 — 1) || Exoll[Je])? (5.12)

Por lo tanto, del Teorema [2.8] el origen e = 0 es Mittag-Leffler estable. Finalmente, por el

Teorema |3.4] el error de estimaciéon esta acotado, es decir:

% - x|l < t—g:jux = ol [Ba (= (0 — 200 — 1)) (5.13)

El Teorema muestra que el algoritmo ([5.3]) es un observador Mittag-Leffler de alta
ganancia, para todo t > 0, ademas de que el error de estimacion tiende de forma asintética a
cero, ya que la estabilidad Mittag-LefHer implica estabilidad asintotica. De acuerdo a la cota

del error de estimacién, podemos definir a la tasa de convergencia como
v=0-2¢—-1 (5.14)

Podemos controlar la velocidad de convergencia v al incrementar el valor de 6 en el observer,
de manera que si # se mas grande, podemos obtener una estimacién mas rapida de las variables
de estado.

Observacion 5.2.1. En el andlisis, el valor de a no afecta la tasa de convergencia de for-
ma explicita, sin embargo, la soluciéon numérica si es afectada. El método de Adams Bash-
forth Moulton es un algoritmo numérico muy utilizado para resolver ecuaciones diferenciales
§Dex = f(t,x(t)). En este método, el orden de convergencia depende de «, y ademds se pue-
de expresar como una funcién no decreciente de o dado que el operador integral se discretiza
y se comporta de manera mas suave cuando « aumenta. Para este método, al considerar

0 < a < 1, la cota del error es O(h'*®), es decir, existe una constante C' tal que
|z(t;) — z| < Ch'*® para toda h.

Ademés, cuando @ = 1 se tiene que la cota del error es O(h?) (la cota para ecuaciones
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diferenciales de orden entero). Para mds detalles sobre la implementacion, ver [15] [37].

5.3. Simulaciones numéricas

5.3.1. Péndulo simple de orden fraccionario

Consideremos nuevamente el péndulo simple utilizado para validar el algoritmo (.25
(Figure [5.1)) cuyas ecuaciones diferenciales estan dadas por:

g,Dta.Z'l = T2
Sp = { Doy = —% sin (5.15)
Yp = 1

T T
con g =98lm/s?>, L =1m, a = 098, y x = [$1 xz} = [gp w] . De manera fisica, ¢

representa el angulo medido a partir de la vertical y w la velocidad angular.

—— <
m

Figura 5.1: Péndulo simple para implementar el observador de alta ganancia.
El sistema (5.15)) es facilmente representado en la forma (/5.1)) con:

L e A

00 —4sinxy

y = % es la constante de Lipschitz para el vector Y. De la relacién (5.7)), F (6) v F2' (6)
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se calculan para n = 2:

1 _1 )

5 20 0
Fu (6) = L FLN(0) =

1 2 9 3

¢ ® o= 0

Entonces, del algoritmo de alta ganancia propuesto ([5.3)), el observador para el péndulo simple
es:
OCD?i’l = i’g — 260 (.CACl — 271)

Sp = §Dpy = L sindy — 0 (31 — ) (5.16)

Yp = X.

Del Teorema [5.1] 6 se elige tal que 6 > 2¢) + 1. Consideremos diferentes valores de 6
para verificar que la velocidad de convergencia del observador es mayor cuando la tasa de
convergencia v se aumenta. Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple
y su estimador son x(0) = [W/2, ()T, x(0) = |:7T, ().1?, respectivamente, por lo que
e(0) = [w/z, 0.1T.

En las Figuras y se presenta la comparativa entre el estado estimado z; (linea roja
punteada) y el estado original z; (linea azul continua) para § = 25y 6 = 30, respectivamente,
mientras que en las Figuras y se realiza la comparativa para los estados Zo y o
considerando 6 = 25 y 6 = 30 en el observador ([5.16)).

Las Figuras N muestran la convergencia de los estados estimados Z; y 22 a
los estados originales z; y 9, respectivamente, con diferentes valores de ganancia 6. Estas
comparaciones se realizan para mostrar como la convergencia de la estimacion es mas rapida

cuando la ganancia en el observador se incrementa.

Por otro lado, las Figuras y muestran la desigualdad (5.9)) para 6 = 25y 6 = 30,

respectivamente, donde la norma del error de estimacion esta acotada por una funcién de
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Mittag-Leffler:

)\méx (Foo> ~ 1/2
=\ —==||x0 — E,(—(0—2¢—1)t*
for= [ 1o = ol 1B (= (6~ 26 = 1) 17)]
Este comportamiento muestra que el observador de alta ganancia ([5.3)) tiene error de decai-

miento Mittag-Leffler, y satisface la definicion [3.1]

Por otro lado, consideremos el ruido de mediciéon en la salida del sistema, esto es,
y = o1 +vconv = o(t) =1x 107% La Figura muestra la salida del sistema sin
ruido (linea roja) utilizada en las simulaciones anteriores, y la salida contaminada con ruido
y = x1 +v. Los resultados numéricos para la estimacién en presencia de ruido se muestran en
las Figuras y para I y &9 respectivamente. Como podemos observar, el observador
de alta ganancia propuesto es robusto a pesar de la existencia de senales que contaminan la

senial de salida disponible del sistema.

5 10 15 20
t[s]

Figura 5.2: 1 y 21 para 6 = 25.
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0 5 10 15 20
t[s]

Figura 5.3: x1 y 21 para 6 = 30.

Figura 5.4: x5 y o para 6 = 25.
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_8I : k
_10h -10f 1 ]
10 "
L}
_1o1 |
12 i
1Y)
-141 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i
1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
_16 4
0 5 10 15 20
t[s]
Figura 5.5: x5 y 22 para 6 = 30.
o
1,0 =25
1,0 =30
1.7+ 1,0 =50 |
1.6 1
1.5F 1
141 1
1.3 1
1.2F 1
1.1 | | 1 | 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
t[s]

Figura 5.6: z; y &; para diferentes valores de 6.
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Figura 5.8: Norma del error acotada por una funcién de Mittag-Leffler para 6 = 25.

_10 H

-15

-20
s
9,0 =25
9,0 =30
=25 2,0 =50 |7
_30 I I I I
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
t[s]
Figura 5.7: x5 y 25 para diferentes valores de 6.
||e||90:10
-==f0=25
35k f07 |
] 15— , , ,
I 1
30h \ R
1 1
! \
25 iy 10 . i i
1 \
20! \ 1
1
1 sl |
151 A
1
1 ~ - . -
10 1 e e, - - T
W o ‘
\ 0 3 4 5 6
50 % .
-
0 1------1-------1------'
0 5 10 15 20
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45

1

llello=10
= = =030

40

35

30

25

20

15

10

o
e _——'——d———-—\——\—_.,. —r
- -
’
)

Figura 5.9: Norma del error acotada por una funciéon de Mittag-Leffler para 6 = 30.

y=x +v
Yy=1a1

0 5 10 15 20
t[s]

Figura 5.10: Salida y = z; (sin ruido) y y = 1 + v (con ruido de medicién).
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0 5 10 15 20
t[s]

Figura 5.11: y = x; sin ruido y ; para 6 = 25.

t[s]

Figura 5.12: x5 y 25 para 8 = 25 con ruido de medicién en la salida del sistema.
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5.3.2. Sistema Arneodo fraccionario

Considere el sistema Arneodo fraccionario descrito por [41]:

.
Crya
ODtﬁL‘lzlL‘Q

C o

D To = X3
Sa=4 " (5.17)
oCDtaxs = —fiw1 — Poxg — Baws + 5456?

L Yya = 1

T T
donde x = [zb@,wg] , B1==5.5,0,=3.5,03=025p5,=—-1,%x(0) = [_0,25, 1.2,0_2] Y
a = 0.92 para comportamiento cadtico. Ademas, las trayectorias del sistema Arneodo estan

acotadas en el conjunto
W = {xeR*||zi] < 3.5 zs] <6,|z3] <12.5}.

Por otro lado, el sistema ({5.17) puede representarse en la forma (5.1]) con:

010 0
0 00 — i1 — Poxy — Baws + 543??

dondela constante de Lipschitz para T(x) se calcula en un conjunto compacto de R?. Consi-

deremos la matriz Jacobiana para el vector T(x) dada por:

0 0 0
== 0 0 0 )
=B+ 3fsx —fo —Ps

o]

y para vectores en R3, tenemos que:

0T (x)
0x

= max {]ﬁlf + | B2| + | B3] + 3‘54‘55%} :

o0
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Dado que todos los puntos en W satisfacen x? < 12.25, entonces

I (x)
0x

< |B1| + |Ba| + |Bs] 4 36.75| B4

[e.o]

Por lo tanto, la constante de Lipschitz para T(x) puede tomarse como ¢ = |51|+ |52|+ | 83| +
36.75|84] = 46. Por otro lado, de la ecuacién (5.7]) con n = 3:

M1 1 17 - —
9 02 p3 30 36° 40
1 2 3 _
Fe(0)= |-z & —ai| Ix (0)= 36> 56° 20
i35 0 20 05
L 63 04 6 - -
Finalmente, el observador para el sistema de Arneodo es:
(
g,Dtai'l :.i'g —39(52'1 —£L'1>
Cryos A 2 (4
Diio = &9 — 30° (1 — x1)
=00 (5.18)
D}y = —f1dr — o — Padis + Bai — 07 (31 — 1)
L Yp = X.

Para fines de simulacién, la ganancia del observador # = 95 se elige tal que 6 > 2y + 1.
Las condiciones iniciales para el estimador (5.18) y para la ecuacién de error asociada estén
dados por x(0) = |3, 1.8 (),25} ! y e(0) = [3,25’ 0.6 0.05]T, respectivamente. Se llevaron
a cabo dos simulaciones con los mismos parametros. Los resultados de la primera simulacién

se muestran en las Figuras [5.13] |5.14] y [5.15) donde se observa que los estados estimados 1,

To Y T3 convergen a las variables originales x1, x9 y x3, respectivamente del sistema Arneodo

(5.17), y en la Figura se muestra que el error de observacién converge al origen.

Para la segunda simulacion, se consider6 el ruido de medicién en la salida del sistema,
es decir, y = 1 + v(t), donde v(t) = Vsin (wt) con V' = 0.01 y w = 15 rad /s. En las Figuras
5.17, [5.18] v [5.19] se muestran los resultados de estimacién 21, 29 y 3, respectivamente con
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0 = 95. Se observa que el algoritmo ({5.18]) proporciona una rapida convergencia a pesar de

la presencia de ruido que contamina la senal de salida disponible.

[N
—
!

Ty

- -

-4 i i i i
0 10 20 30 40 50

t[s]

Figura 5.13: zy y 21 para 6 = 95 en el sistema Arneodo.
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L

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Figura 5.14: x5 y 25 para 8 = 95 en el sistema Arneodo.

T T T mg
- - =i
10 b

Rl e

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Figura 5.15: z3 y 23 para 6 = 95 en el sistema Arneodo.
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€9 -300 -1 el

Figura 5.16: Convergencia del error al origen.

-4 i i i i i
5 10 15 20 25 30 35 40 45

t[s]

Figura 5.17: Estimacién de z; para 8 = 95 con ruido de medicion

50

en la salida.
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6 T T T T T T T T T

T2
Ty

Al

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Figura 5.18: Estimacién de 25 para 6 = 95 con ruido de medicién en la salida.

10 —

-10} .

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t[s]

Figura 5.19: Estimacién of 23 para 8 = 95 con ruido de medicién en la salida.



CAPITULO 6

Observadores con término integral de

Riemann-Liouville

Los observadores con término integral son bien conocidos y han sido estudiados debido
a sus propiedades de robustez al existir perturbaciones en el sistema o ruido en la salida, por
ejemplo en [6, [7, 68] donde observadores PI se utilizan para control robusto con perturbaciones
en los parametros. En [2] se propone un observador robusto para resolver el problema de
la sincronizacién de caos por realimentacién de salida utilizando el método de Inmersién e
Invariancia (I&I), mientras que en [31] se disena un observador proporcional-integral de orden

reducido para sistemas descriptores con entradas desconocidas.

Para sistemas de orden fraccionario, algunos resultados teodricos han sido obtenidos
considerando observadores integrales utilizando métodos algebraicos con sus respectivas apli-
caciones en sincronizacién, anti-sincronizacién y deteccién de fallas [13] (48, 49]. Basado en
estos estudios, en este capitulo se proponen dos algoritmos de estimacion que emplean la

integral de Riemann-Liouville.

De forma similar al caso entero, se prueba que los estimadores propuestos son robustos
ante la presencia de ruido en la medicién e incertidumbres en la salida del sistema, ademas
de que el analisis de estabilidad se emplea para demostrar que estos estimadores pertenecen

a la familia de observadores Mittag-LefHer.
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6.1. Planteamiento del problema

Consideremos el sistema no lineal (4.22)) escrito en la siguiente forma canénica [44]:

¥Dx = Ax + Y(x,u), x(0) = x
=" ’ (6.1)
y=0Cx

donde A € R™™ "™ es una matriz “upper shift”, y es la salida del sistema con C' = [1 00
con C' € RM™™ y T(x,u) es un vector no lineal tal que:

H 6.1. Existe un escalar positivo v tal que

T (x,u) = T(x, w)|| < ¢fx -] (6.2)

Para estimar las n—1 variables desconocidas del sistema se proponen dos algoritmos
de estimacién. Antes de presentarlos y estudiar la convergencia Mittag-LefHler, consideremos
lo siguiente:

H 6.2. Sea § > 0, H € R¥* una matriz “upper shift”, C' = [1 00 ... ()] € R™F, Existe
P >0 tal que =P — HTP — PH + C7C = 0, con

(_1)i+j

(P)z,] = Q'H'j_l 517] (63)

donde &; ; es un coeficiente binomial dado por:

f= (7177 (6.4

Jg—1

H 6.3. Sea 7 >0y M € R¥F* tal que Re (\;(M)) > —% para todo valor propio A\; de M,y

A

C=11 0 0 ... 0| € R Entonces existe Q > 0 tal que

—T7Q - M'Q—QM +C7C = 0. (6.5)

0
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6.2. Observador p-integral de alta ganancia

Como primera propuesta para estimar, consideremos el siguiente observador p-integral:

(

§D% = A% + T(x,u) — Kz
gD?Zl = Z9 — k’lel

EIO = OC’D?ZQ = Z3 — ]{?2221 (66)

C o _ S
kOthp—C’X—y—kzpzl

donde z; representa una entrada de z € RP*!, X es el vector de estado del observador, y
K; € R™! representa el vector de ganancias integral para el observador. El sistema

puede reescribirse como sigue:

Dok = A% + T(x,u) — Kjz

Y10, = . (6.7)
Cpag = (Az - K) 2+ B, (Cx — )
.
donde A, € RP*F es una matriz “upper shifte B, = [0 0 ... 1} e RP*!, Ademas K, =
T ~ A
ko ke oo k| €RPUK, = [K opo,l} 0 [KI Onprl} € R"*P,

Para demostrar la efectividad del observador , consideremos el siguiente resultado
de convergencia.
Teorema 6.1. Considerando las hipotesis H y H[6.2] el sistema es un observador
Mittag-Leffler para el sistema con [Kz KI] T_ P~1CT parat > 0, y de forma explicita,

la cota del error es:

Tt o = ol (B (- 6 - k() ] (63

% —x[| <

para todo t > 0 y todo xg — x¢ € R™ con # > 0 suficientemente grande.

Demostracién. Considere los sistemas (6.1]) y (6.7). De la derivada de Caputo, el error de
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estimacién e = x — x y z tienen las siguientes dinamicas:
Crha, .. %
oDie =Ae —Kjz+ F (6.9)

CDag = (Az - K) 2+ B,Ce (6.10)

.
donde F' = Y(%,u) — Y(x,u). Considere el vector n = [z e] . Aplicando la derivada de
Caputo a 7, las ecuaciones y (6.10) pueden expresarse en la siguiente ecuacién diferencial

fraccionaria:
Cpey = (H - P—léTé> 7+ w (6.11)
. 0 A, B,C
donde C'=1|1 0 0 ... 0} e R0 gy = [Ny H = € ROvA)X(n+p).
F 0,x, A

Dado que H es una matriz “upper shift”, de H[6.2] existe P tal que
— 9P —-H'P—PH+CC=0,0>0 (6.12)
con el vector de ganancias

z

K

= p7iCT. (6.13)

De la discusién anterior, considere la funcién candidata de Lyapunov V = ||n||% = nTPn que

satisface la desigualdad de Rayleigh-Ritz:
Amin(P) 711 <V < Ana (P[] (6.14)

Entonces, del lema 2.4 las ecuaciones (6.11)) y (6.12)) tenemos que:

§DRV < 2 PS D
— 2P [(H _ P—léTé) n+ w}

< —0n"Pn+2|nTPuw].

Utilizando la descomposicién de Cholesky, tenemos que P = LLT, donde L es una matriz
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triangular inferior con entradas reales y positivas en la diagonal principal, entonces

In"Pwll = [In"LL™w|| < [g7LI[| LTl = /o LLTpVwT LLTw = |ly]|pllwl|p

por lo que se obtiene que DV < —0V +2||n||p|lw||p. Sean ¢; y ¢y constantes positivas tales
que c1]|-]| < |IFllp < ezf|-||- Por la propiedad de Lipschitz de F', tenemos que ||w|| = [|[F|| <
pllell < ¢lnl|. Entonces

EDV < —AV (6.15)

donde v = (0 — k(p)) , k(p) = 2@6—2. Por lo tanto, del Teorema , n = 0 es Mittag-LefHer
(&1
estable si 6 > k(p) para todot >0y V(n(t)) <V () Es (—7t%).

De la ttilma desigualdad y utilizando el hecho de que ||e|| < ||n||, se obtiene el estimado
para la cota del error. Ademéas, dado que la estabilidad Mittag-Leffler implica estabilidad
asintotica, tenemos que

fim (=) =

6.3. Observador P —p-integral

Ahora extendemos el algoritmo propuesto en la seccion anterior utilizando el término

proporcional. Consirede ahora el siguiente algoritmo de estimacién:

Dok = A% + T(x,u) — Kz — Kp (Cx — )

Y10, = (6.16)

Doz = (Az - K) z+ B, (Cx —y)

donde A,, B,, K,, K, estan definidas en la seccién anterior, y Kp es tal que la suposicion H
se cumpla. Bajo estas consideraciones, en el siguiente teorema se prueba la efectividad
del sistema para estimar las variables desconocidas del sistema .

Teorema 6.2. Bajo las suposiciones H vy H , el sistema es un observador
Mittag-Leffler para el sistema para t > 0. Ademas, el error de estimacion estd acotado
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como sigue:

=l < 4528 s [ (- (7 = k)] (6.17)

para todo t > 0 y todo xg — xy € R™.

.
Demostracion. Sea n = [z e] , con e = x — x el error de estimacién. De la definicién

(2.39) y las ecuaciones (6.1) y (6.16]), es facil verificar que
“Dee = (A—KpC)e — Kz + F. (6.18)
Ademas, la dindmica de z esta dada en la ecuacion (6.10)), y

Cpey = (M - Q*@Té) 7+ w (6.19)

A, B,C
con M = . Por la suposicion H 6.3 existe la matriz () solucién de la

0,xp, A—-KpC

ecuacion (6.5)), tal que el vector de ganancia se calcula como

z

K

—QCm. (6.20)

Considere V' = n7Qn como funcién candidata de Lyapunov. Repitiendo los mismos pasos

de la prueba del Teorema obtenemos que tlim (x—x)=0y
—00

o Amix(Q) | ail/2
I3 =l < 4 | F T o = ol (B (= (7 = k(o)) 7]

Esto finaliza la demostracion. [ |
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6.4. Simulaciones numeéricas

Consideremos el péndulo simple de orden fraccionario descrito por las siguientes ecua-

ciones diferenciales fraccionarias:

(?D?I‘l = T2
Sp = { $D0w, = —% sin (6.21)

yp = T1

donde la aceleracién de la gravedad g = 9.81m/s?, la longitud del péndulo es L = 1m, el
T T
orden de la dindmica o = 0.98 y los estados x = [$1 3;2} = |:Sp w} . Como hemos visto en

los capitulos anteriores, el modelo dindmico del péndulo tiene la forma (6.1)), donde:

L e N

00 —Zsinr

vy = % es la constante de Lipschitz del vector Y. Para ilustrar las ventajas de los algoritmos
de estimacién (6.7) y (6.16]), comparemos los resultados con la estimacién obtenida mediante

un observador de orden reducido PI"™ [13]:

Ty = 72 + Kooy
Spre = (6.22)

§Dyy = —Kao (72 + Kaoy) + Kony — Ko1 o (72 + Kaoy)

T T
con [ Ky ngl] = [50 50} . Para fines de simulacién y comparacion, consideremos ruido
de medicién en la salida del sistema, es decir, y = x1 + v(t), donde v(t) = V sin(wt) con

V =01y w=50rad/s (Figura[6.1]). Para el observador (6.7) con p = 2:

~ kIl O A~ kzl O
K; = |:KI Ole} = , Ko = |:Kz 02><1] =
k]2 0 kZQ O
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Para calcular los valores para las ganancias del observador, de (6.13) y la suposicién H [6.2;

5 —% B —a 40 60% 460° 6
T
—% & -5 = 60> 146° 116* 30° K, 66>
P= , Pl = , =
5 —= £ - 40° 116* 1065 36° K, 463
94
—% & e 9 o0t 360 30° 07|

De forma similar, para p = 5:

k., 00 0 0
k., 00 0 0
. kr, 00 0 0
KI: |:KI 02><4} - ;Kz: [Kz 05><4} ]{23 00 0O
ki, 0 0 0 0
k., 000 0
k.. 00 0 0
Y _ ;
70
r . 2162
35603
K,
350*
216°
Ky
L . 706
97
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En ambos casos € > 2, y tomamos 6§ = 25. Finalmente, el observador 2-integral y el
observador 5-integral para el péndulo simple son:
(¢
ODta$1 = T9 — ]{7[121
OCfocg = —% sinZy — k21
p=2,8p = (6.23)
c
ODto‘zl = Z9 — kzlzl
CDoz A —k
[ 0 1”2 = T1 — X1 2071
e
o .
ODt T, = Tg9 — ]{7[121
OCDf“ig ~_9 sinZy — k21
L
c
ODtaZl = Z9 — kzlzl
p=>5 72’}5 = OCDtaZQ = 23 — k:ZQZ:L (624>
c
0 D?Zg = 24 — kz321
c
oD 2y =25 — ko1
C N
oD es =21 — 21 — kyy2n

\

Por otro lado, considerando las matrices previamente calculadas y el observador (6.16)) con

la ganancia proporcional Kp tal que la suposicion H se cumpla, entonces para el sistema

(6.21) tenemos:

Ca ~ N A

ODt 1 — T — khzl — k?pl (xl — .Tl)
D%y = — L sindy — k2 — k (T1 — 1)
0 t L2 — L 1 12 1 P2 1 1
Crya

ODt 21 = Z9 — kzlzl

Crya A
\ oDz =21 — 21 — kpy2y

(6.25)
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Croazs 4 -
ODt T —132—/{7[121 —k‘pl (131 —.Tl)

OCDtazl = Z9 — k:zlzl
p=>5 7215 = OCD?ZQ = 23 — k?222’1 (626>
OCD?Zg = 24 — kz321

Cpha, __
oDz = 25 — ko2

Crya A
0Dz =31 —x1 — k2

En este caso, para p=2con 7 =6y Kp = [5 10} T, resolviendo (6.5 y (6.20):

14
K, 56
K; 24
16

I T
De forma similar para p=5con 7 =3y Kp = |2 5] :

- . 119
427
756
376

- - —320
64

Los vectores de condiciones iniciales para el péndulo simple (6.21)) y para los estima-

T T
dores estan dados por x(0) = [W/Q, ()] , x(0) = [w, 0,1} , respectivamente. La Figura
muestra la estimacion obtenida con el observador de orden reducido (/6.22)), considerando
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r=1,Kyo= Ky =50, ademas de que no hay ruido en la senal de salida.

Como podemos observar, la convergencia del estado estimado al estado original es rapida
y se mantiene a través del tiempo, sin embargo, considerando la senal de salida con ruido
con valores de ganancia Ky = Ks; = 10, la estimacién es de mala calidad y la amplificacion

del ruido en la senal del ruido es remarcable y se incrementa a través del tiempo en la senal

estimada (Figure [6.3).

Por otro lado, en la Figura se muestra la comparacién entre el estado original x,
(linea continua) y el estimado 25 obtenido por el observador integral con p = 2 (linea
azul punteada) y p = 5 (linea negra punteada). En este caso, la salida es perturbada con
ruido, y como podemos observar, la mejor estimacion se obtiene cuando se incrementa el

numero de filtros, es decir, incrementando el valor de p.

Con la finalidad de reducir el sobretiro que ocurre al inicio de la simulacién y el ruido
que atun corrompe la senal estimada, consideramos el observador ((6.16]) con p =2y p = 5. La
Figura muestra la comparacion entre el estado original x5 y los resultados obtenidos con

este observador P —p-integral con p = 2 (linea azul punteada) y p = 5 (linea negra punteada).

Se alcanza la estimacion en menos de 5 segundos, y se mantiene a través del tiempo a
pesar de la existencia de ruido que contamina la senal de salida. Finalmente, con la finalidad

de cuantificar la comparacién, se introducen los siguientes indices de desempeno [I§]:

N

Jo100% = Z|$2(tz) — To(t)]? (6.27)

=0

Jat0n = \ D faa(t) — da(ty) (6.28)

i=0.9N
donde z5(t;) y &2 son las variables original y estimada en el tiempo t; = ih;i = 0,1,..., N,

donde N es el numero de pasos en la simulacién. En este caso t; = Nh =20 s y h = 0.0001.
El indice J5100% se calcula para todo el tiempo de simulacién y Js 109 se calcula durante el

ultimo 10 % del tiempo de simulacién para evaluar la precisién asintdtica, mientras que Ju
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J2,100% Ja10% Joo
PI™-reduced observer 388.2483 100.1633 3.0304
2-integral observer 289.4946 22.538  8.1628
b-integral observer 1852.2625  2.3304  52.9998

P-2-integral observer 96.8047 2.221 1.5443
P-5-integral observer 168.1461 1.1866 2.01

Tabla 6.1: Valores de los indices de desempeno para h = 0.0001 y @ = 50.

2 \

—_—y =z F |

15 ' : -

0.5

0 5 10 15 20
t[s]

Figura 6.1: Salida del sistema ({6.21)) con ruido.

cuantifica el sobrepico.

La Tabla muestra los valores para los indices obtenidos durante la simulacion de
los algoritmos de estimacion considerando el ruido en la salida. Como podemos observar, el
observador PI™ tiene convergencia lenta comparada con los otros algoritmos (Figure .
El observador p-integral con p = 2 y p = 5 tiene mejor desempeno en cuanto a convergencia,
sin embargo el sobrepico es remarcable. El observador integral P-p con p =2 y p = 5 tiene

el mejor desempeno en cuanto precision y sobrepico.



6.4. Simulaciones numéricas

5 10 15

. [S] 20

Figura 6.2: Estimacién utilizando el observador PI™ (6.22)) sin ruido de medicién, Koy =
Ky, =50.
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Figura 6.3: Estimacién utilizando el observador PI" ([6.22]) con ruido en la salida, Koy =
Kg’l == 10
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-4 1 1 1 1
-10E 25 . 3 35 4 45 5
0 5 10 15 20
t[s]

Figura 6.4: Estimacién utilizando el observador (6.7) con p =2y p = 5.
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Figura 6.5: Estimacién utilizando el observador (6.16) con p =2y p = 5.



CAPITULO 7

Conclusiones y trabajo a futuro

Este trabajo presenta una forma de resolver el problema clasico de estimacion de estados
para sistemas no lineales fraccionarios de orden conmensurado. Las soluciones propuestas son
validas para una clase de sistemas con una salida que pueden ser representados en una forma

equivalente que consiste en una parte lineal y un vector Lipschitz.

La representacion equivalente de los sistemas permite la aplicacién de los estimadores
propuestos, los cuales pertenecen a una familia de observadores que generaliza a los clasicos
observadores exponenciales. Una nueva clase de estimadores se define basada en el andlisis de
estabilidad Mittag-Lefller que muestra la estabilidad del origen de la dindmica del error de
estimacion y proporciona ademas una funcion que acota las trayectorias del error. Esta forma
de acotar las trayectorias a través de la funcion de Mittag-Lefler es un caso mas general que

el de estabilidad exponencial donde las trayectorias se acotan por una funciéon exponencial.

Se establecen condiciones para el disefio de observadores Mittag-Leffler mediante el
analisis de funciones de Lyapunov lo que permite determinar si algoritmos de estimacién

pertenecen a esta familia de observadores.

Como resultado alternativo se obtiene la solucién al problema clasico del regulador
optimo cuadratico y cuya aplicacién directa es en la eleccién de ganancias del observador

de tipo Luenberger generalizado. Para establecer la efectividad de la metodologia propuesta
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de los algoritmos de estimacion de estados, algunos ejemplos numéricos de dos sistemas no
lineales fraccionarios y diferentes se presentan, donde es claro que la observacion de estados

se logra.

En el capitulo 5 se propuso un observador de alta ganancia basado en las ideas de Gaut-
hier para sistemas fraccionarios. Se resuelve la ecuacién diferencial fraccionaria asociada a la
matriz de ganancias del observador y se prueba que la tasa de convergencia de la estimacion
puede acelerarse al aumentar el valor de la ganancia. Se realizan simulaciones para verifi-
car que este algoritmo realiza estimaciones adecuadas en presencia de ruido en la salida del

sistema.

En el capitulo 6 se proponen dos algoritmos de estimacion, ambos asociados con términos
integrales basados en la integral fraccionaria de Riemann-Liouville. El desempeno se evalia
utilizando indices de desempeno que cuantifican la convergencia y el sobre pico al inicio de la
simulacion. Se prueba que estos observadores son Mittag-Leffler estables y que el aumento de
integradores permite una mejor estimacion en las variables de estado a pesar de la presencia

de ruido en la medicién.

Como trabajo a futuro se planea buscar mas estimadores que pertenezcan a la familia
Mittag-Leffler. Dado que el problema del significado fisico de la derivada fraccionaria atin
esta abierto, y los modelos matematicos propuestos no siempre se pueden validar, se bus-
cara establecer la estimacion de estados de sistemas no lineales a través de estimadores de
orden fraccionario. Esta combinacién de dindmicas motiva a trabajar con sistemas de orden

inconmensurados.
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APENDICE B

Calculo de la matriz de ganancia paran =3

Para obtener la matriz de ganancias del observador (5.3)), primero se debe resolver la

ecuacion diferencial fraccionaria
SDYF = —0F, (0) — ATF, () — F, (0) A+ CTC, F,(0) (B.1)

para obtener la matriz F'(t). Posteriormente se calcula el lim;_,, F'(t) para obtener la matriz

010
de ganancias deseada. Consideremos n =3, A= |0 0 1|, C = [1 0 0} en la ecuacion
0 0O
(B.1)), es decir:
CPa CPa CPa _ _ _ _ —
oD fi ¢Df fiz ¢ DF fi3 1—0fn Ji1 — 0f12 Ji2 — 0f13
§D fia §DM fao §D fos| = | —f11 — 012 —2f12 — 0f2 —f13 = fa2 — O fa3

OCD?.]CIZ’» OCD?f23 gD?f33 _f12 - efl?) _f13 - f22 - 9f23 _2f23 - 8f33
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Igualando entrada por entrada se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales fracciona-

rias:

6D fu = —0fu+1 (B.2)
6D fz = —fu—0fn (B.3)
6D fis = —fia—0fis (B.4)
6D fas = —2f1a =0 (B.5)
6D fas = —fiz— for—0f2s (B.6)
6D fas = —2fas —0fss (B.7)

Ahora, consideremos el método de la transformada de Laplace para resolver las ecuaciones
(B.2)-(B.7)). Para la ecuacién diferencial (B.2)), aplicando la transformada de Laplace para

operadores fraccionarios y siguiendo la metodologia ya conocida:

ﬁ{OCDtafll} = E{_Hfll +1}
SaFH(S) — 8a71f11(0) = —QFH(S) -+ 571
Foly = oy ST L
n(s) = ful )sa+9+gsa+9
a—1 1 1
LR (s) = £ {fn(O)Si T ia 9}
) = fu(0)Eq (—0%) + 1%t Eq o (—0t%)

Luego, de la ecuacién (2.25) con K = 1 se sigue que la solucién de (B.2)) es:

@) = (£u(0) = 5 ) B (-0 + (B.5)

Comprobemos que en efecto la funcién dada por (B.8]) es la solucién de la ecuacién diferencial

(B.2). Aplicando la derivada fraccionaria de Caputo a (B.8]), considerando el Lema para
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la derivada de la function de Mittag-Lefller y las propiedades de la funciéon gamma, tenemos:

0 _1y gt
“Def = T(‘]?ll(i))a) 9) /0 (t—71) "7 B, (—07%) dT

B —9(f11(0)—l) t . o o0 k ak
= T Tu_a /0 (t=7) lz% ak:+a

= —0 (fll(O) B %) f: (_e)k ) /t (t . T)_a Ta-l—ak—ldT

[l—a I'(ak + «

k=0

—0 (f12(0) — ) i (—0t*)* T(1—-a)T (a+ ak)
['l—a) kZOF(ak+a) I'(ak+1)
B 1\ o= (—6t*)"
= —0 (fu(o) - 5) Zm

ol

=0

= —0 (fll(o) - é) Eo (=0t7)

S Kfn(()) - %) B (—0t%) + H +1

= —0fu+1

Por otro lado, aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial (B.3)):

L{§Dy fro} = L{—fi1—0fi}
a—1
s*Fio(s) — s 1 f12(0) = —f11(0) si 0 ésaie — 0F15(s)

Sa—l Sa—l 1 1

F = 0 — 0 - -
12(8) fra( )sa+9 f11(0)
Y aplicando la transformada inversa de Laplace, se obtiene que

le(t) = le(O)EOc <_Qta) - fll(O)Eoc (_Qta) * ta_lEa,a (_eta)
—1#t" VB, o (—0tY) % t* T B, (—0t%)

Ahora, considerando las propiedades de la convolucién y la ecuacién (2.25)):

1

f12(t) = f1oEq (—0t%) + <% — fn(o)) E, (—0t*) % t* B, o (—0t*) — —

92

(s +60)°  s(s2+0)
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donde f1o = ( f12(0) + %) Por otro lado, siguiendo la misma metologia para la ecuacion

diferencial (B.4] :
L{ID} fis} = L{—fr2—0f1s}
a—1 a—1
SF() =877 is0) = ~Fl0) S a0 e — Ol
Pl 1 Sa—l Sa—l 1 1
Fis(s) = f13(0) ey i f12(0)m + f11(0) (o 1o g(sa o7

cuya inversa esta dada por:

i) = (£a00) = g5 ) Ba (-0 = (Fal0) + 57 ) B (206 £ 7 B (-0)
(B.10)
+ (fll(o) — %) B, (—0t*) 5t By o (—0t*) 5 t* 1B, o (—0tY) + 913
Para la ecuacién :
L{TD} fas} = L{=2f12—Ofn}
SaF22(5> — Sa71f22(0) = —2F12<8) — GFQQ(S)
_ f22(0>sa—1 B Sa—l Sa—l 2
Fls) = 546 2/12(0) (s + 9)2 +2/u0) (s + 9)3 * s(s*+ 9)3
f22( ) |:f22< ) ‘923:| E, (—Qta) — [2f12<0) + %] E, (—Qto‘) * ta_lEa,a <—8ta)
(B.11)
+ {2f11(0) - ;] E, (—0t*) % t* VB, o (—0t*) % t* VB, o (—0t%) + 923
Para la ecuacion :
L{D} fas} = L{—fis— for — Ofos}
SaF23(S) — Sa_1f23(0) = —Flg(S) — FQQ(S) — 0F23(S)
a—1 a—1 a—1
Fa(s) = fan(0) g = Uial0) + flO)] oo + 300 s
s 1 3
—3/f11(0) -

(s +60)"  s(s*+6)*
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Falt) = | £0)+ 5] B (=007 + | 5 = 1a0) = fx(0)] B (-0 ¢ 657 B (00

3
+ [3f12(0) + @} E, (—0t%) % t* T E, o (—0t%) % t* 1 B, o (—01%)

+ E - 3f11<0>} Eo (—0t%) % 107" Bo o (=01%) %427 Eq o (—01) % 197 By o (=01°)

3

ot
(B.12)

Finalmente para la ecuacién (B.7)):

LDy faz} = L{~2fo3 — Ofs3}

a—1 a—1 a—1

F3(s) = fss(o)sa T 2f23(0) (5 1 0)° +2[f13(0) + f22(0)] (s 4 6)*
g1 sal 6
_6f12(0) (sa I 9)4 + 6f11(0) (80‘ + 9)5 + s (30‘ + 9)5
fas(t) = {f33(0) — %} E, (—0t*) — {% + 2f23(0)} B, (—0t) x t* ' B, o (—0t%)

+ [2]“13(0) + 2f22(0) — %} E, (—0t*) % t* ' E, o (—0t*) x t* ' E, o (—0t%)

- [6f12(0) + E} Eo (=0t%) # t°  Bo o (—0t%) % t* By o (=01%) % 177 By o (—017)

92
+ KE, (—0t*) 5 t* T By o (—0t™) 5 t* T By o (—0tY) 5 t* 1B, o (—0tY) % t* 1B, o (—0t%)

6
+ o5
(B.13)

con K =6f11(0) — $. Con base en las soluciones anteriores,

fui(t)  fie(t)  fis(t)
E(t)=|fia(t) foalt) fa3(t) (B.14)
Jis(t)  fas(t)  fs(t)

Finalmente, dado que

lim F(t) = lim sF'(s) (B.15)

t—o00 s—0
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entonces

1 1 1
6 02 e
lim fi1(¢) lim fio(t) lm fi5(¢)
t—o0 t—o0 t—o0
Fool0) = \fim fot) Jim fot) Jim o)) = =35 55 =7
lim flg(t) lim f23 (t) lim f33(t)
t—00 t—00 t—00
1 3 6
| 8 et %

(B.16)

Los resultados de la matriz (B.16)) pueden ser obtenidos considerando el anélisis realizado en

el Capitulo [5] donde se prueba que las entradas de la matriz F,, se pueden calcular como:

1 i+J
(Foo (9))13 = (QH%)\W'

donde A; ; es un coeficiente binomial dado por:

itj—2
)‘idz( _1 )
J

Para el cason =3, con 1 <i<3,1<j <3 en laecuacién (B.17) tenemos:

0 1 2
s () ()

(B.17)

(B.18)
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(Fos (0))11 =
(Fo (9))1,3 -

(Fo (0))2,2 -

(Feo (9))3,1 = T3 A3l = —=

(Fo (0))35 =

(__1)1+1

Q1+1—1

(—1)1+3

P1+3—1

(—1)2+2

f2+2—1

(—1)3H!

(—1)%+

@3+3-1

1
Mg = =

Az =

97
1
557
2
A22 ::ég)
1
= 937
6

3,3 = o

(__1)1+2 1
(FOO (9))1,2 - g1+2—1 Al = 92’
(__1)2+1 1
(FOO (0)>2,1 = g2+1-1 A2,1 92’
(__1)2+3 3
(FOO (0>>2,3 - §2+3—1 A23 94
(__1)3+2 3

lo que comprueba que se obtienen los mismos resultados que en la matriz (B.16]).
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