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Resumen

En este trabajo se estudia el disefio de controladores por modos deslizantes en el grupo especial
ortogonal SO(3), en la esfera unitaria S? y en el grupo especial euclidiano SE(3). En todos los
casos se busca explotar las propiedades algebraicas y topolégicas de SO(3) y SE(3) como grupos
de Lie y de S? como espacio homogéneo. Debido a que SO(3) y S? permiten describir el movimiento
de rotacién de cuerpos rigidos, los controladores propuestos estan dirigidos a resolver el problema
de control de la orientacién tanto en el caso de regulacién como en el caso de seguimiento y la
traslacién en conjunto con la rotacién de un cuerpo rigido en el caso del control en SE(3). En
particular, para los controladores que diseniamos en sistemas sobre grupos de Lie, la superficie de
deslizamiento se disefia de modo que la variable deslizante luce como un elemento del conjunto so(3)
para el control de orientacién y se(3) para el movimiento mas general (rotacién mas traslacién). En
el caso de la esfera unitaria, se muestra que la superficie de deslizamiento conserva las propiedades
topolégicas y algebréicas del espacio de configuracion, es decir, la superficie deslizante es un espacio
homogeneo. Los algoritmos de control obtenidos se caracterizan por ser robustos y garantizar la
estabilidad casi global. El analisis de estabilidad para los sistemas en lazo cerrado se lleva a cabo
por medio de la teoria de estabilidad de Lyapunov. Finalmente, por medio de simulaciones se ilustra
el funcionamiento de los controladores.



VI



Abstract

In this thesis, we explore the design of sliding mode controllers in Non-Euclidean spaces such as
the Special Orthogonal Group SO(3), the Unit Sphere S? and the Special Euclidean Group SE(3).
In all cases, we seek to exploit the algebraic and topological properties of SO(3) and SE(3) as Lie
groups and S? is considered as a homogeneous space. Since SO(3) and S? allow us to describe the
attitude motion of rigid bodies, the proposed controllers are aimed to solve the attitude control
problem for regulation and tracking. The translation is coupled with the rotation of a rigid body
by using the SFE(3) configuration. In particular, we propose controllers for systems in Lie Groups,
which consider a sliding surface designed in such a way that the sliding variable looks like an ele-
ment in s0(3) when we treat the attitude control problem and looks like an element in se(3) when
the most general motion (rotation plus translation) is considered. In the case of the unit sphere,
we show that the sliding surface keeps the algebraic and topological properties of the configura-
tion space, i.e. the sliding surface is a homogeneous space. The control algorithms obtained are
robust and assure almost global stability. Stability analysis for closed-loop systems is carried out
using Lyapunov stability theory. Finally, through simulations, we illustrate the performance of the
different controllers.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La idealizacién del cuerpo rigido tiene diversas aplicaciones; en ingenieria, por ejemplo, mediante
esta idea es posible modelar el movimiento de robots, naves espaciales, aviones, satélites, vehiculos
submarinos, antenas (por mencionar algunos) [54, 63, 71]. Otras aplicaciones relacionadas con el
uso de la idea de cuerpo rigido se pueden consultar en [33, 75] y [35].

Al describir el movimiento de cuerpos rigidos, este puede descomponerse en dos tipos: el movi-
miento de traslacion, que se refiere al desplazamiento del cuerpo respecto a un sistema de referencia
inercial, y la orientacién que se refiere al movimiento de un marco de referencia que se desplaza de
forma angular junto al cuerpo respecto a un marco de referencia fijo en el cuerpo [68]. Este trabajo
nos enfocaremos en primera instancia al movimiento de orientacién considerando y posteriormente
estudiaremos el caso que involucra tanto traslacién como rotacion, todo esto enfocado a sistemas
completamente actuados.

Existen diferentes formas de representar la orientacién de un cuerpo. La cantidad de pardme-
tros que emplean puede ser muy distinta; podemos encontrar representaciones que emplean 3, 4, 5
o mas parametros [69]. Algunas de las mas comunes son los dngulos de Euler, los pardmetros de
Rodrigues, los pardmetros de Rodrigues modificados, la representacion eje-angulo, los pardmetros
de Caley-Klein, los quaterniones y las matrices de rotacién [66, 69, 56, 30]. Cada una de las repre-
sentaciones posee ventajas y desventajas; al elegir alguna de ellas, las principales caracteristicas a
considerar son la unicidad (representacién unica) y la globalidad (libre de singularidades). De las
representaciones mencionadas, solo las matrices de rotacién y los quaterniones son representaciones
globales de la orientacién, (i.e. estén libres de singularidades); debido a esta caracteristica y al costo
computacional que implicaba el uso de matrices de rotacién, los cuaterniones han recibido especial
atencién [67, 41]. Desde el punto de vista de la unicidad, solamente las matrices de rotacién cuentan
con esta caracteristica, por lo que son las tinicas que permiten representar la orientacion de forma
Unica y global.

El problema de control de la orientaciéon de un cuerpo ha sido abordado anteriormente a partir
de las diferentes representaciones [80, 81, 52]. Principalmente se pueden encontrar trabajos como
[80], [47] v [20] donde se estudia el problema de control mediante el uso de cuaterniones; en [18] y
[63] se emplean los pardmetros de Rodrigues para generar leyes de control; el uso de los éngulos de
Fuler se puede encontrar facilmente en investigaciones sobre el control de orientaciéon de cuadriro-
tores [28, 62].

Recientemente, el uso de las matrices de rotacién ha tomado importancia debido a que represen-
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tan la orientacién de forma global y tnica; trabajos como los presentados en [16, 60, 6, 49, 15] hacen
uso de esta representacion para generar leyes de control libres de singularidades y del fenémeno de
unwinding [5], ocasionado por la no unicidad de la representacién y que puede provocar que el
sistema realice maniobras innecesarias que implican un desperdicio de energia.

Las matrices de rotacién por sus caracteristicas forman el grupo SO(3), conocido como grupo
especial ortogonal y definido como SO(3) := {R| RR" = R"TR=1 ;det(R) = 1}, donde R es una
matriz de rotacién . Este grupo dentro de la teoria de Lie pertenece a los grupos matriciales de Lie
[31]. Desde la perspectiva de la teoria de control, existen trabajos donde se han estudiado sistemas
de control definidos sobre grupos de Lie, como ejemplo se tienen los siguientes trabajos: [9] donde
se abordan los temas de controlabilidad, observabilidad y control éptimo; en [49] se presenta un
controlador por backstepping con accién integral para el problema de regulacién de la salida en sis-
temas definidos sobre grupos matriciales de Lie. El uso de controles proporcionales derivativos en el
grupo especial Euclidiano SE(3) se trata en [12]; en [44] se disena un controlador en SE(3) para un
cuadrirotor por medio de técnicas geométricas y en [36] se estudia el problema de sincronizacién en
SE(3). En [19] se aborda el problema de estabilizacién de un sistema cinemdtico en SFE(3) mediante
un controlador por realimentacion de salida, en él consideran la geometria del espacio de configu-
raciones del sistema para obtener estabilidad casi global; dicho trabajo lo extienden en [14] para el
problema de estabilizacién casi global en SE(3), el sistema lo consideran completamente actuado
y emplean la cinemética y dindmica del cuerpo rigido. En [73] se aborda el problema de consenso
en SFE(3) considerando sistemas multi-agente con topologias de interconexién directa y conmutada,
en el articulo se sigue la estrategia de diseniar primero los controladores para la cinematica, i.e. la
velocidades actiian como controladores; posteriormente, el resultado se extiende a la dindmica del
sistema, donde los pares y fuerzas son el control.

Gracias a las herramientas que brinda la teoria de Lie y las caracteristicas del grupo SO(3),
en los ultimos anos, el problema de control de la orientacién bajo la representacién de las matrices
de rotacion ha cobrado importancia pues, en esta representacién, es posible generar leyes de con-
trol libres de singularidades gracias a la representacién global de la orientacién [16], y libres del
fenémeno de unwinding que surge como consecuencia de la no unicidad en la representacién [5].
Dentro de los trabajos dedicados al diseno de controladores en SO(3) se pueden encontrar estudios
dedicados al problema de seguimiento en SO(3) como [61], donde se disefia un control con rechazo
de perturbaciones e independencia de la matriz de inercia; en [60] y [6] se presentan controladores
que garantizan convergencia en tiempo finito a un equilibrio deseado para el caso nominal y a una
vecindad del equilibrio deseado para el caso perturbado. En [43] se muestra un controlador hibrido
robusto que garantiza estabilidad global exponencial para el problema de seguimiento en SO(3);
un estudio sobre la orientacién de cuerpos rigidos se presenta en [16], en él se explican, entre otras
cosas, las ventajas de emplear la representacién en SO(3) y el uso de una representacion alternativa
para la orientacién, conocida como orientacién reducida. En [26] nosotros presentamos el disefio de
un controlador por modos deslizantes, el cual considera la representacién en SO(3) para el diseno
de la variedad deslizante, tal diseno forma parte del presente trabajo.

La orientacion reducida tiene como objetivo emplear inicamente aquella informacion, presente
en la matriz de rotacién, que es 1til para representar la orientacién del vector o eje que se desee
apuntar. Para definirla, de acuerdo con [13, 16], se considera un vector f € S?, alineado con alguno
de los ejes principales de un marco de referencia F y expresado en el mismo marco. Su representa-
cién en el marco de referencia del cuerpo estard dada por I' = RT f € S?, de la expresién anterior se
puede notar que I' contiene tnicamente la informacién ttil de la matriz de rotacién R para expresar
la orientacién del vector f. Dentro de los trabajos dedicados al control en orientacién reducida
se puede encontrar [16], en él se muestra un controlador del tipo proporcional derivativo para el
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problema de regulacion en la orientacién reducida de un cuerpo rigido actuado en sus tres ejes
principales; en [13] se abordan los casos de regulacién y seguimiento mediante controles disenados
sobre la esfera S?, los controladores se aplican a un modelo subactuado de un satélite; el problema
de control para realizar el seguimiento de trayectorias en S? y busqueda mediante la orientacién
reducida se muestra en [59] y [15] usa la orientacién reducida para generar una ley de control que
estabiliza un péndulo 3D en uno de sus puntos de equilibrio. En [27] presentamos el diseno del
controlador por modos deslizantes considerando la representacién en S?, en el se muestra que la
superficie deslizante se luce como un espacio homogéneo para el caso de regulacion, éste resultado
también forma parte del presente trabajo.

Si bien, disenar controladores en este tipo de representaciones brinda muchas ventajas, existe
una desventaja en el caso de aquellos controladores continuos en el tiempo y es la imposibilidad
de obtener estabilidad global debido a la existencia de multiples puntos de equilibrio [5, 40]; sin
embargo, han surgido definiciones para tratar la estabilidad en este tipo de sistemas. La mas usada,
en el contexto del tipo de sistemas que se abordan en este trabajo es la estabilidad casi global
definida en [40] y empleada en trabajos como [13, 59, 49, 15, 51, 61]. En el caso de controladores
que buscan garantizar la estabilidad en tiempo finito, existe una definicion alternativa que es la
estabilidad casi global en tiempo finito, esta definicién se ha usado en [60, 6, 79].

Con lo expuesto hasta ahora, se puede notar que abordar el problema de control en cuerpos
rigidos desde las representaciones en SO(3), SE(3) y S? permite generar controladores libres de
singularidades y del fenémeno de unwinding; por otra parte, tales controladores deben ser robustos
debido a las aplicaciones en las que son involucrados. En vista de esto, en este trabajo se enfoca en el
desarrollo de controladores por modos deslizantes para representaciones geométricas que permiten
modelar el movimiento de cuerpos rigidos.

1.2. Objetivos

El objetivo de esta investigacién es disenar controladores por modos deslizantes consierando
representaciones geométricas que describen el movimiento de cuerpos rigidos. Ademads del diseno,
se busca describir las caracteristicas que presentan las superficies deslizantes seleccionadas.

1.3. Estructura del trabajo

La estructura que sigue este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 2 se describen brevemente
los tipos de movimiento que presenta un cuerpo rigido haciendo énfasis en la orientacién del cuerpo,
que es el tipo de movimiento que se desea controlar. Se muestran algunas de las parametrizaciones
empleadas comunmente para representar la orientacién de un cuerpo. El Capitulo 3, sobre grupos
matriciales, presenta diferentes grupos matriciales que a la vez son grupos de Lie, introduce los
conceptos sobre grupos y algebras de Lie. La cinemética y dindmica del cuerpo rigido se describen
en el Capitulo 4, se detalla la forma de obtener las ecuaciones de la cinemética del cuerpo rigido en
representaciones como SO(3) y S?, las ecuaciones de la dindmica son las ecuaciones de Euler para
el movimiento rotacional. En el Capitulo 5 se presentan, para sistemas dindmicos, las definiciones y
teoremas sobre estabilidad que seran utilizados para el andlisis de estabilidad de los controladores
disenados en este trabajo; también se presenta una introduccién al control por modos deslizantes.
Los resultados obtenidos en esta investigacion se reportan en el Capitulo 6, se inicia con el disefio
del controlador en SO(3), seguido de los controladores en S? y SE(3). En el Capitulo 7, se dan las
conclusiones y el trabajo que sigue relacionado con esta investigacién. Finalmente, en los apéndices
se presentan algunas pruebas del Capitulo 6 y se incluyen identidades que resultan de utilidad para
seguir las pruebas de los resultados obtenidos.
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Capitulo 2

Orientacion de cuerpos rigidos

2.1. El cuerpo rigido

Una de las idealizaciones més importantes en fisica e ingenieria es la del cuerpo rigido. De acuer-
do con [25], 7Un cuerpo rigido se define como un sistema de puntos masa sujetos a restricciones
holondmicas' que establecen como constante la distancia entre cualquier par de puntos del cuerpo
durante el movimiento”.

Esto equivale a decir que el cuerpo no es deformable. A pesar de ser una consideracion bastante
fuerte, permite obtener resultados aplicables en diversas dreas. Algunos ejemplos son el diseno de
robots, automoviles, vehiculos espaciales, disefio de videojuegos, biomecénica, entre otras.

2.2. Movimiento de cuerpos rigidos

Al estudiar el movimiento de cuerpos rigidos se pueden distinguir dos tipos: el movimiento de
traslacién, que se refiere al cambio en la posicion que ocupa el cuerpo respecto a un origen definido
en un marco de referencia inercial?; y el rotacional, que estudia el cambio en la orientacién del cuer-
po respecto a un marco de referencia fijo, cuyo origen coincide con el marco de referencia del cuerpo;
en este trabajo abordaremos problemas de control que involucran ambos tipos de movimiento.

Para describir el movimiento de un cuerpo se requieren al menos 6 pardmetros, 3 para describir
la traslacion y 3 para la rotacion. En la préactica es comiin que dichos parametros resulten desco-
nocidos, en cuyo caso, se deben emplear pardmetros adicionales (como velocidades o aceleraciones)
para conocer la configuraciéon que describe el movimiento del cuerpo.

Considerando que se conocen los parametros que definen la traslacion y la rotacién, la posicién
del cuerpo se expresa mediante la siguiente expresion:

r=RT+a (2.1)

Donde z € R3 y € R3 son los vectores expresados en los marcos de referencia inercial y del
cuerpo respectivamente, ambos marcos de referencia estan relacionados por una matriz R. El vector

'Una restriccién holonémica para un conjunto de coordenadas es aquella que se puede expresar como
R(q1,...;qn,t) =0 donde t es el tiempo y ¢1, ..., gn son las coordenadas [25].

2En mecénica cldsica un marco de referencia inercial es aquel que se encuentra en reposo o se mueve con velocidad
relativa constante respecto a otro marco de referencia [72].
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Figura 2.1: Posicién de un cuerpo rigido en un marco de referencia B respecto a un marco de
referenica F. La figura representa la posicién indicada por la ecuacién (2.1).

a de la ecuacién (2.1) representa al vector de posicién del centro de masa del cuerpo respecto al
sistema inercial.

La expresién anterior esté contenida en el llamado teorema de Chasles [25, 8]3, el cual establece
que el movimiento mas general de un cuerpo se puede definir mediante una traslacién a lo largo de
un eje, seguida de una rotacién alrededor del mismo eje (a este tipo de movimiento se le conoce como
screw motion [3]). Esta distincién marcada entre los dos tipos de movimiento permite estudiarlos
por separado.

Mas adelante se verd que los movimientos rigidos definidos por la ec. (2.1), estdn representados
dentro de los grupos de Lie como el grupo especial Euclidiano SE(3).

2.3. Representaciones de la orientacion

El problema de la orientaciéon de un cuerpo rigido consiste en parametrizar la orientacién del
cuerpo relativa a un marco de referencia en términos de un conjunto de coordenadas {q1, ..., ¢, } que
reciben el nombre de parametros de orientacion.

Para representar la orientacion del cuerpo se emplean dos marcos de referencia, uno permanece
fijo mientras el otro tiene un desplazamiento angular respecto al marco de referencia fijo. El marco
que se desplaza suele estar alineado con los ejes principales del cuerpo, ambos marcos tienen en
comun el origen.

Existen diferentes formas de representar la orientaciéon de cuerpos rigidos y la cantidad de
parametros que emplean puede ser muy distinta, asi podemos encontrar representaciones que em-
plean 3, 4, 5 0 mas pardmetros [69]. Dentro de las representaciones mas conocidas estan los dngulos
de Euler y los pardmetros de Rodrigues que utilizan 3 pardmetros, los cuaterniones y la represen-
tacion eje-angulo usan 4 parametros mas una restriccion y las matrices de rotacion que emplean
un conjunto de nueve parametros con restricciones como la ortonormalidad de la matriz y que el
determinante de esta sea 1.

Se pueden encontrar diversos articulos dedicados a describir y comparar diferentes formas de
representar la orientacién, algunos hacen énfasis en las parametrizaciones mas utilizadas en vehiculos
aereos como [71, 56], mientras otros prestan mayor interés al dlgebra y geometria de estas [30], [66]
y [29] (por mencionar algunos). En las siguientes secciones se describirdn las representaciones por:
matrices de rotacién, dngulos de Euler, la representacion eje-angulo, cuaterniones y el caso especial
de la orientacién reducida.

3Se cree que otros personajes como Mozzi o Cauchy contaban con este resultado antes que Chasles; sin embargo
en la literatura se hace referencia a este ultimo.
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2.3.1. Matriz de rotacion

Las matrices de rotacién son operadores lineales que en el estudio de cuerpos rigidos permiten
relacionar dos marcos de referencia definidos por bases ortonormales.

Diversos libros enfocados al estudio de la dindmica de vehiculos espaciales presentan una inter-
pretacién geométrica de la matriz de rotacion partiendo del producto punto entre los vectores base
de los marcos de referencia [68, 71, 81], i.e. proyectan la base de un marco de referencia en el otro
y viceversa, esto deriva en una matriz cuyas entradas son los cosenos de los angulos formados entre
los vectores base de un marco respecto al otro; de aqui que la matriz de rotacion suela llamarse
matriz de cosenos directores.

Otros autores prefieren seguir una interpretacion puramente algebraica de la matriz de rotacién
[25, 66]. Para el propésito de esta seccidn, se sigue una interpretacién algebraica y se recurrird par-
cialmente a la interpretacién geométrica cuando se aborde la descripcion eje-dngulo y la orientacion
reducida en las secciones 2.3.4 y 2.3.5, respectivamente.

Se empieza por definir los marcos de referencia en términos de bases ortogonales, fisicamente
estos marcos tendran en comun el origen. Sean {f1, fo, f3} v {b1,b2,bs} las bases ortogonales que
definen a los marcos de referencia F y B respectivamente, entonces cualquier vector arbitrario en el
mismo espacio se puede representar como combinacién lineal de los elementos de la base del marco
F o de los elementos de la base del marco B, e.g., considere un vector z, este queda representado

como:
3 3
T = Zl‘jfj =x1f1 +xofo+x3f3 = Zx;b] = .%‘llbl + .73/2[)2 + .%‘éb;g (2.2)
j=1 j=1
Por otra parte podemos relacionar ambas bases a través de un operador lineal que llamaremos
R.
3
bi =Y Rifi (2.3)
j=1
3
fi=D Rib; (2.4)
j=1

donde R”T es la matriz transpuesta de R. Entonces un vector con componentes en el marco de
referencia F se puede expresar en términos de la base del marco B como:

3 3
zg =Y () RLb)) (2.5)
i=1 j=1

y viceversa

3
TF = Z 2()_ Rijf5) (2.6)

A partir de esto, podemos decir que el operador R nos permite ir de un marco de referencia a
otro definido en el mismo espacio y con un origen comun.

Ejemplo 2.1. La matriz identidad I representa una rotacion de 0 grados.
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Ejemplo 2.2. Considere la base candnica e; = (1,0,0)7, ea = (0,1,0)" y e3 = (0,0,1)", la matriz
cuyas columnas son los vectores base by, by y bs es una matriz que rota la base candnica eq, ex y e3
al marco de referencia B

Las propiedades mencionadas en las siguientes lineas son caracteristicas de la matriz de rotacién.

Considere nuevamente al operador R junto con las expresiones (2.3) y (2.4).

3 3
b = ZRijfj = ZRiniijj (2.7)
j=1 j=1

La ecuacién (2.7) implica que RRT = I donde I es la matriz identidad. De lo anterior también
se obtiene el siguiente resultado:

det(I) = det(R)? = det(RRT) = det(R) det(RT) = 1 . det(R) = det(RT) = +1 (2.8)

Las matrices que poseen las caracteristicas anteriores reciben el nombre de matrices ortonorma-
les. En particular, las matrices de rotacién cumplen con las propiedades RRT = I y det(R) = 1, este
tipo de matrices estan bien clasificadas en la teoria de grupos y pertenecen al grupo denominado
SO(3)%. Mas adelante se estudiaréan algunos de los grupos matriciales.

Otra propiedad importante de las matrices de rotacion es que mantienen invariante la longitud
y el dngulo entre vectores, esto equivale a decir que el producto interno (en este caso el producto
punto) es invariante, por lo que también se les llaman operadores isométricos.

Sean r, s € R® y R una matriz de rotacion, efectuando el producto interno (r,s) se tiene lo
siguiente:

(r,s) =rTs =rT1s =T RTRs = (Rr)T Rs = (Rr, Rs) (2.9)
por lo que R es un operador isométrico.
Con el fin de visualizar algunas propiedades mas de la matriz de rotaciéon, se enuncia el siguiente

teorema:

Teorema 2.1. [6/] Dado un operador isométrico R en un espacio real euclideano R™, existe una
base ortonormal en R™ en la cual la matriz R toma la siguiente forma:

Cc; 0 0 0 0 0 0 0
0 C; 0 0 0 0 0 0
O 0 . 0 0 0 0 0
0O 0 0 Cyn O 0 0 0
0 0 0 0 £1 0 0 0
0 0 0 0 0 +1 0 0
0 0 0 0 0 0 #1 0

L0 0 0 0 0 0 0 =I]

donde m es el numero de subespacios mutuamente ortogonales en la nueva base y los C; son
bloques de la forma:
C, = [ cosq;  sin az}

—sina; cosaqy

“Special Orthogonal group
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En el caso de la matriz de rotacién R, como se vio antes, es una isometria pues conserva la
longitud y el dangulo entre vectores.

Ahora considere una matriz no singular () que permite representar R de acuerdo con el teorema
2.1:

cosa  sina 0
Q'RQ=A= |—sina cosa 0 (2.10)
0 0 1

Una primer caracteristica que se puede observar es que det(Q ' RQ) = det(Q 1) det(R) det(Q) =
1, i.e., det(R) es invariante ante transformaciones de similaridad. La traza de la matriz A es
tr(A) = 1 4 2cosa, como la traza también es invariante ante transformaciones de similaridad

se tiene que tr(Q 1 RQ) = tr(QQ'R) = tr(R).

A partir de la condicién det(A) = det(R) = 1 y dado que el determinante de una matriz es igual
al producto de sus valores propios, entonces existen dos opciones de valores propios para matrices
de rotacion, que los tres sean reales, o un real y dos complejos. Obteniendo los valores propios de
la matriz (2.10) se ve a que caso corresponde.

A—cosa —sina 0
det(IA—A) = det| sinaa A—cosa 0
0 0 A—1

= (A=1)(A—cosa—isina)(A —cosa+isina) =0

por lo tanto, el caso corresponde a un valor propio real A\; = 1 y dos valores propios complejos
Ao =w=cosa+isinay A3 =w"=cosa—isina, con (A2)(A3) = 1.

Por tultimo, de la definicién de valores y vectores propios se tiene:

Av = v (2.11)

donde v es el vector propio asociado al valor propio A, si elegimos el valor propio A1 = 1 la ecuacion
(2.11) toma la forma:

Av=v (2.12)

es decir, existe un vector que es invariante ante la matriz de rotacion. Este resultado se puede ver
como una prueba del teorema de Euler para rotaciones en un angulo « alrededor de un eje, pues al
existir un vector invariante, éste se puede asociar a un eje cuya orientacion no se verd afectada por
la accion de la matriz de rotacién.

Para cerrar esta seccidn, se presenta un ejemplo numérico verificando las propiedades de la
matriz de rotacién y algunos aspectos importantes.

Ejemplo 2.3. Dados los vectores base f1 = [1,0,0], fo = [0,/(5/7), /(2/DT y f3 = [0, —/(2/7),
\[(5/7)]T que forman el marco de referencia F y by = [0, —1,0]7, by = [1,0,0]7 y b3 = [0,0,1]7 que
forman el marco de referencia B. Obtengamos las matrices F, B, FB = (F)(B), BF = (B)(F) y
(FB)T = (BT)(FT) con el fin de verificar algunas de las propiedades de las matrices de rotacion.
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0 10 1 0 0
B=|-1 0 0|:F= |0 5/7 —2/7
0 0 1 0 2/7 \/5/7
0o 1 0 0 0.8452 —0.5345
FB=|-08452 0 —05345|:BF=|-1 0 0
—0.5345 0 0.8452 0 0.5345 0.8452

0 —0.8452 —0.5345
(FB)T = |1 0 0
0 —0.5345 0.8452

Se puede comprobar que (FB)(FB)T = I y que el determinante de cada una de las matrices de
arriba es igual a 1.

Otra cosa que se puede notar en el ejemplo anterior es que el producto de matrices de rotacién
genera una nueva matriz de rotacién; por otra parte, derivado de la no conmutatividad bajo el
producto de matrices se tiene que BF no genera la rotacién inversa de FB, lo cual si hace (FB)T.
Mas adelante se vera que las propiedades con las que cuentan las matrices de rotacién permiten
caracterizar un grupo.

2.3.2. Angulos de Euler

En la vida diaria estamos acostumbrados a cambiar la posiciéon de diferentes objetos, por ejem-
plo: al modificar la posicién de la pantalla de una computadora portétil estamos realizando una
rotacién(modificando la orientacién de la pantalla); si usted conduce un auto efectuara diversos
movimientos de esta naturaleza como girar el volante, orientar los espejos retrovisores o modificar
la direccion del vehiculo. Todos estos movimientos corresponden a rotaciones de cuerpos. En un
sentido fisico las rotaciones se hacen de forma gradual y no abrupta, por ejemplo: No se puede
realizar una rotaciéon usando la siguiente matriz.

S=10 -1 0 (2.13)

Si bien, matematicamente es posible pues la matriz representa una inversién de coordenadas,
fisicamente no es un movimiento natural para un cuerpo rigido por lo que carece de sentido. Esta
intuicién fisica de las rotaciones como movimientos que se realizan de forma gradual es representada
por la parametrizacién conocida como angulos de Euler.

Los Angulos de Euler permiten obtener transformaciones de un sistema de coordenadas a otro
por medio de rotaciones sucesivas realizadas de acuerdo con una secuencia especifica. Tales rotacio-
nes no se realizan de manera consecutiva sobre un mismo eje por lo que el niimero de configuraciones
se reduce a 12 (3 x 2 x 2)°.

SPodemos pensar en rotaciones alrededor de tres ejes x1, 2 y 3. Primero se rota alrededor de alguno de estos
ejes, por lo que tenemos tres matrices de rotacién a elegir. La siguiente rotacién sera alrededor de un eje distinto pues
una rotacién alrededor del mismo eje se podria considerar en la matriz asociada a la primer rotacién, por lo que para
la siguiente rotacién solo podemos elegir entre dos matrices. Lo mismo sucede en la iltima rotacién, de aqui que las
configuraciones sean 12 (3 x 2 x 2).
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La forma de realizar o definir las rotaciones es la siguiente:

-Se define un marco de referencia F fijo con los ejes (f1, f2, f3) y un marco sobre el cual se realizan
rotaciones, Fig. 2.2.

f3 w3

Z2

p)

h

I

Figura 2.2: Marco de referencia rotacional alineado al marco de referencia F

-Se elije alguna de las configuraciones de angulos de Euler, para este ejemplo se usa la configuracion
(3,2,1) que cominmente se emplea en vehiculos espaciales. Se distingue entre tres tipos de dngulos
para rotar representados por las letras griegas v, 0 y ¢ que en la terminologia especializada se
conocen como yaw, pitch y roll respectivamente. Para representar una rotacion alrededor de un eje
en especifico usaremos una notacién que indica el dngulo a rotar y el eje invariante, e.g. R(v, x3)
indica una rotacion de v grados alrededor del eje x3.

-Se realiza una rotacién Ri(1,x3) en un dngulo ¢ alrededor del eje z3, Fig. 2.3.

/
T3 I3
A

Figura 2.3: Rotacién alrededor de z3

-Se realiza una rotacién Ra(6,x%) es un dngulo 6 alrededor del eje xf, Fig. 2.4.
-Por ultimo se realiza una rotacién R3(¢,z!) en un dngulo ¢ alrededor del eje 2/, Fig. 2.5.
Para la rotacién alrededor de x3 la matriz esté definida como:
costy siny 0

Ri(¢,x3) = |—siny cosy 0 (2.14)
0 0 1
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Figura 2.5: Rotacién alrededor de z/

Se puede verificar que R(%),z3) es una matriz ortogonal cuyo determinante es igual a 1. Esta

matriz mantiene invariante el eje x3, es decir,

x3 no es afectado por la matriz de rotacion.

Un significado similar tienen las matrices con las que se realizan la segunda y tercera rotacion.

R2(07 $,2) =

R3(d)7 'zvlll) =

[cosd 0 —siné
0 1 0 (2.15)
[sing 0 cosf@
1 0 0
0 cos¢ sing (2.16)

|0 —sing cos¢

Estas matrices también son ortogonales con determinante 1 y pertenecen al grupo SO(3), del
cual se hablard més adelante. La secuencia de rotaciones (3,2, 1) para un vector v € R? definido en
el marco de referencia fijo, queda determinada por la siguiente expresion:

0P = R3(¢, 2)Ra(0, 2) Ry (1, w3)v

(2.17)

Es facil obtener la transformacion inversa empleando la propiedad de ortogonalidad.
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v = Ri (¢, 23)R5 (0, 25) B3 (6, a7)v” (2.18)

Realizando el producto Rs(¢,x))R2(0,25)R1 (1), x3) entre las matrices de rotacién se obtiene la
matriz:

e chsy —s6
A= |—costp+ spsbctp  copcp + spshsy  clso (2.19)
spsy + cpsOcy  —csd + cpslsyy  copch

donde ¢ y s son las funciones seno y coseno respectivamente.

Es posible verificar que la matriz A € SO(3), i.e. AAT =Ty det(A) = 1.

AAT = Ry(, o) Ro (0, 25) Ru (¥, 23) Ry (v, 23) Ry (0, 25) Rs (¢, 27) = 1 (2.20)

det(A) = sin?(yp) + cos?(y) = 1 (2.21)

Por lo tanto A € SO(3), esto permite enlazar los dngulos de Euler con las matrices de rotacién
haciendo la siguiente relacion:

r11 T12 T13 ey cOsp —s6
R=|ro1 roa ro3| = | —cpsy) + spsbcyp  copcy + spslsyy  cOsp (2.22)
r31 T3 T33 spsy + copsOcy  —csd + cpsfsyy  copch

De la matriz de rotacién R con componentes r;;, los dngulos de Euler que definen la secuencia
de rotaciones son los siguientes:

ri3 = —sinf = 6 = —arcsin(r3)
r r
2 —tany = 1 = arctan(—2)
11 11
To: T
2 —tang = ¢= arctan(ig)
33 33

Una de las desventajas de los dngulos de Euler es que no estan definidos de forma tinica, es decir,
se puede llegar a la misma matriz (2.22) por caminos diferentes como se muestra en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2.4. Considere 0 = w/2 en la ecuacion (2.22) de modo que la matriz R tiene la siguiente
forma:

0 0 -1
R = |sin(¢p —¢) cos(yp —¢) 0 (2.23)
cos(¢ — @) —sin(p—¢) 0
Por lo que no se puede distinguir entre una rotacion con ¢ = —10 y ¢ =0 de una con p = 10
y ¢ =0 (solo por tomar algunos valores). Lo mismo sucede si @ = —7/2, en este caso la matriz R

toma la forma que se muestra abajo y no es posible distinguir entre rotar ¢ = 10 y ¥ = 0 de rotar

¢=0yvy=10.

0 0 1
R = |sin(¢+¢) cos(+¢) 0 (2.24)
cos( +¢) —sin(y+¢) 0

El comportamiento de los dangulos de Euler presentado en el ejemplo anterior se conoce como
gimbal lock. Se puede comprobar que para configuraciones asimétricas de los dngulos de Euler
(como la (3,2,1)) se presentara el gimbal lock para valores de +m/2 en la segunda rotacién y para
configuraciones simétricas (como (3,1, 3)) se dard para valores de 0 y 7 en la segunda rotacién [63].

2.3.3. Cuaterniones

En 1843 William Rowan Hamilton propuso los cuaterniones. Estos curiosos elementos estdn
formados por una parte escalar y otra que puede verse como un vector. Otra forma de interpretar-
los es como una generalizacién de los nimeros complejos por lo que a veces se les llama nimeros
hipercomplejos. Como introduccion a las operaciones con cuaterniones y su aplicacién en rotaciones
se puede consultar [41] y [67].

Se iniciard mostrando el cardcter de grupo® que presentan los cuaterniones bajo la operacién de
suma.

Un cuaternion estd definido como g = qo + q1¢ + ¢q2j + g3k donde qo, q1,¢2,93 € R son las
componentes del cuaternién y {1,4,j,k} es la base candnica de los cuaterniones, tal base cuenta

con las siguientes propiedades: i? = j2 = k? = ijk = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik = j.

Para verificar que forman un grupo bajo la operacién de suma debemos mostrar que son cerra-
dos, asociativos, que poseen elemento neutro e inverso.

-Cerradura
Sean g y p dos cuaterniones entonces:

q+p = qo+qi+q)+qsk+po+pii+ p2j+ p3k
= (qo+po)+ (qu +p1)i+ (g2 +p2)j + (g3 + p3)k

Luego como (go +po), (¢1 +p1), (g2 +p2), (g3 +p3) € Ry haciendo ro = go +po; 71 = q1 +p1;72 =
q2+p2; T3 = q3+ps se tiene el cuaternion g+p = ro+rii+rej+rsk por lo que la cerradura se cumple.

5Las definiciones sobre grupos, anillos y campos se dan en el apéndice C.
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-Asociatividad

Sean p, ¢, r cuaterniones:

p+(g+7r) = po+pri+p2j+p3k+[(q+70) + (qn +71)i + (g2 +72)j + (g3 + 73)K]

(Po+qo+70) +(p1+aq +r1)i+ (p2+aq2+7r2)i+ (p3+ a3 +13)k

= [(po+qo) + (p1+ q1)i + (p2 + q2)j + (p3 + g3)k] + 710 + 710 + 125 + 3k
(p+aq) +r

la asociatividad se cumple.
-Elemento neutro

Sea ¢ un cuaternion y defina el cuaternion e = 0 + 0i + 05 + 0k; realizando la suma ¢ + e:

g+e = (q@+0)+(q1+0)i+ (¢2+0)j+ (g3 +0)k=gq
etq = (0+q)+O0O+q)i+(0+q)j+(0+g)k=gq

por lo que existe el elemento neutro.

-Elemento inverso

Considere un cuaternién ¢, se define el cuaternién ¢;, = —qo — q17 — g2 — g3k tal que:
q+Gn = (@—qo0)+ (@ —q)i+(@2—q)i+(B—@)hk=ec
gin+q = (—q+q)+(a+aq)i+(—@+aq)t+(-at+ea)k=ec

Por lo tanto existe el inverso bajo la operacion definida, con esto podemos concluir que los cua-
terniones forman un grupo bajo la suma. A partir de la prueba de cerradura, se puede verificar que
bajo esta operacién los cuaterniones forman un grupo Abeliano pues la operacién es conmutativa.

Con el fin de obtener una estructura matematica maés rica, se define la operacién de producto
entre cuaterniones. Esta se realiza de la misma forma que con los polinomios pero respetando las
propiedades definidas para los elementos generadores.

Sean p y ¢ cuaterniones, el producto se define como:

Pg = Pogo — Pv * Gv + PoGv + Q0P + Do X Qo (2.25)

donde p, y ¢, son las partes vectoriales de los cuaterniones p y ¢ respectivamente (p, = pii +
p2jJ + p3k), Py - qv es el producto punto entre las partes vectoriales y p, X ¢, es su producto cruz,
este ultimo producto es el responsable de la no conmutatividad del producto entre cuaterniones.
A partir de la expresién anterior, se puede notar que el elemento identidad bajo la operacién del
producto es el cuaternién e, = 14 07 4 05 + 0k.

Antes de continuar, se deben presentar algunas definiciones més. El conjugado de un cuaternion
q esta definido como:
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q=qo— qii — q2j — g3k (2.26)

El cuadrado de la norma de un cuaternion es:

lal>=aa=a+ ¢ + a5+ a3 (2.27)

@més se tienen las siguientes propiedades:
(pq) = @p donde p, ¢ son cuaterniones.

Verificacion

Pq (Pogo — Po - @) + (Poqw + GoPw + Pv X @)
(rg) = (Pogo — Pv - Gv) — (PoGw + GoPv + Pv X @)
[Pogo — (—av) - (=pv)] = [90(=Pw) + Po(—qv) + (=qv) X (—=pv)]
= (pogo — Pv " @) — (PoGu + Q0P + Pv X @) = (pq)

Y
s
|

Otra propiedad es [|pq||* = [|p]|*[lq||*.
Verificacion
Ipall* = (pq)(pg) = paap = ||p|*|lq|/*

lapll* = (ap)(ap) = appg = |Ip||*(|q||®

El inverso multiplicativo queda definido como:

-1 _ D
T 229
y se puede verificar de la siguiente formas:
-1 p Ip]I?
pp l=p(—s)=1—m =¢ 2.29
Tol? = el = 229

Division de cuaterniones

Con el inverso multiplicativo definido, la division de un cuaternién ¢ entre un cuaternion p esta
dada por:

-1 _ qp
[p]I?

donde r es el cuaternién que resulta de la division. Dado que los cuaterniones forman un grupo
Abeliano bajo la operacién de suma, un grupo bajo el producto y cuentan con divisién, se dice que
forman un anillo no conmutativo con division. La no conmutatividad es generada por el producto
vectorial que aparece en la definicion del producto para cuaterniones y es la responsable de que los
cuaterniones no formen un campo.

r=qp (2.30)

Forma polar de un cuaternion
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Tomemos el cuaterniéon q = qo + q17 + q2j + gsk = r(cos ¢ + usin ¢) donde ¢ € [0, 27, r = ||¢||,
cos ¢ = qo /7, sinp = +(q3 + g3 + q§)1/2/r y el vector unitario v definido como:

w— +(q1i + q2J + q3k)
VE+B+a@

Dentro de los cuaterniones se puede definir un subconjunto formado por todos aquellos cuaternio-
nes cuya parte real o escalar es nula, es decir, v = 0 4 v1i + v2j + vsk, (vo = 0). A este tipo de
cuaterniones se les llama cuaterniones puros y seran usados para relacionar sus componentes con
las de vectores en R? de forma que se pueden aplicar rotaciones.

(2.31)

El producto entre un cuaternién y un cuaterniéon puro se puede obtener a partir de la expresién
(2.25).
qv = (—qv - v) + (qov + qv X V) (2.32)

la ecuacién (2.32) muestra que el producto de un cuaternién por un cuaternién puro es nuevamente
un cuaternién.
Ahora se define el producto qug™*

gt = qovgy — (quqov — qu - (v X @) + @B — qov X gy +
(V- qu)qu + qv X Qg — qu X (V X qy)

Después de usar la identidad vectorial A x (B x C') = (A-C)B — (A - B)C se obtiene:

qvq_l = q(2)’U + 2(]0(]1} XU + 2((]1) . U)Qv - ||qv||2v

= (af — llawl*)v + 2(qv - v)qu + 2q0gy X v

empleando las componentes de los cuaterniones involucrados en la expresion anterior, esta se repre-
senta de forma matricial como:

v = qug' = [(6§ — |wl®)] + 2qva; + 2q0q; v (2.33)

Donde ¢,° se define como:

0 —g¢ @
q = | a3 0 —a
-2 @ 0

y los diferentes productos presentes en la ecuacién (2.33) inicamente emplean las componentes del
cuaternion q.

Hay que resaltar que del producto qug~! se obtiene un cuaternién puro, esto es importante
porque tal producto se puede considerar como un operador para vectores en R3. Desarrollando la
expresion (2.33) se llega a la siguiente ecuacién:

. 205 — 14+ 2q¢7 2q1g2 — 2903 241q3 + 2q0q2
v =qugTt = 221 + 2q0g3 265 — 1+2¢5  2¢2g3 — 2qoq1 | v = Qu (2.34)
2q3q1 — 2902 2q3q2 + 2q0q1  2g3 — 1+ 243
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Se puede verificar que la matriz () es una matriz ortogonal con det(Q) = 1 si se toma a ¢
como un cuaternién unitario, esto quiere decir que @) es una matriz de rotacién o matriz de cosenos
directores, por lo que el producto v’ = qug~! define una rotacién del vector v.

Para definir al cuaternién unitario considere los elementos ug = 1 + 0i + 057 + 0k y u, =
0+ w19+ usj + usk, tanto ug como u, son de norma unitaria. Escribiendo al cuaternién unitario en
su forma polar en términos de ug y u,, €l resultado es u = ug cos ¢ + u, sin ¢, donde ¢ representa
el angulo a rotar alrededor del vector unitario u,. A continuacién se muestra que u es unitario.

lul> = (ugcos @+ u, sin ¢)(ug cos ¢ — u, sin @)

= ugug cos> ¢ + uyiy sin? ¢ = 1

Entonces dado un cuaternion g = qg 4+ q17 + g2j + g3k, se define al cuaternion unitario asociado
al cuaternion ¢ como ¢, = cos ¢ + u, sin ¢, ||u,|| = 1, el vector unitario u, se obtiene a partir de la
ecuacién (2.31).

Al realizar la rotacién con el cuaternion unitario se debe tener en cuenta que el dngulo ¢ es
realmente dos veces mas el dngulo deseado por lo que si buscamos rotar un vector en un angulo 6,
lo que se debe escribir en en la expresién del cuaternion es el valor de /2 . La prueba de este hecho
se puede consultar en [41].

La parametrizacién de la matriz de rotacién en términos del cuaternién unitario esta dada por la
matriz () definida en la ecuacién (2.34). El cuaternion unitario en términos de la matriz de rotacién
R queda como se muestra abajo.

1

@ = FoVrutretra+l (2.35)
23 — T'32

! 4qo (2:36)
31 —T13

= 2= 2 2.37

7P 10 (2.37)
r12 —T21

= == 4 2.38

a3 10 (2.38)

donde 7;;; i,7 = 1,2,3 son los elementos de la matriz R. Los pardmetros ¢, g2, g3 se obtienen
por inspeccién de la matriz () y su relaciéon con R. Para obtener el pardametro gy se usa la parame-
trizacién de la traza para las matrices de rotacion, i.e., 1 +2cos¢ = 1 + 4cos?(¢/2) — 2, la forma
alternativa que la acompafia surge de considerar sélo la mitad del d4ngulo pues el operador qug~!
rota dos veces el angulo indicado.

Note que al obtener el cuaternion a partir de las ecuaciones anteriores, se presenta una singu-
laridad cuando qg es cero lo cual sucede si el 4ngulo es 7. En el articulo de Klump [39] se presenta
un procedimiento libre de singularidades para determinar el cuaternién, otra alternativa libre de
singularidades para obtener el cuaternién es el método de Shepperd [63]. El siguiente ejemplo trata
la obtencién del cuaternién ¢, asociado a una matriz de rotaciéon, mediante el método de Shepperd.
El método consiste en calcular los cudrados de las componentes del cuaternién en términos de la
matriz de rotacion, para ello se usan las siguientes ecuaciones:
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@ = i(l—l—tr(R)) (2.39)
¢ = {0+ 2r—ir(R)) (2.40)
B = {042 —ir(R)) (2.41)
B = {0+ 2 —ir(R)) (2.42)

Posteriormente, se toma la parte positiva de la raiz cuadrada del mayor de los elementos calcu-
lados con las ecuaciones anteriores y se emplea para calcular las componentes restantes eligiendo de
las siguientes ecuaciones, las apropiadas para determinar las componentes faltantes del cuaternion.

qoq1 = (ra3 —732)/4 (2.43)
Qg = (rs1—riz)/4 (2.44)
qogz = (ri2—ro21)/4 (2.45)
@2q3 = (ro3+rs3)/4 (2.46)
@31 = (r31+713)/4 (2.47)
qqe = (ri2+7r2)/4 (2.48)

Ejemplo 2.5. Dada la matriz F'B obtenida en la seccion 2.3.1.

0 1 0
FB=|-08452 0 —0.5345
—0.5345 0 0.8452

aplicando el método de Shepperd para determinar el cuaternion unitario, se obtiene:

qg = 0.4613, q% = 0.0387, q% = 0.0387, q% = 0.4613, en este caso qg = q% son los mayores;
podemos elegir cualquiera de los dos para determinar las componentes faltantes; asi, el cuaternion
es ¢ = 0.6792 — 0.1968:; — 0.19685 + 0.6792k. Se puede comprobar que este cuaternion tiene norma
unitaria.

2.3.4. Representacion eje-angulo

Una rotacién se puede representar a partir de rotar en un angulo ¢ alrededor de un eje que
permanece fijo en ambos marcos de referencia, i.e. existe un eje invariante, el teorema de Euler
sobre este hecho dice lo siguiente:

Teorema 2.2. Teorema de Euler [25, 63] Un cuerpo rigido o marco de referencia puede llevarse
de una orientacion inicial arbitraria a otra orientacion final arbitraria por medio de una simple
rotacion en un dngulo principal ¢ alrededor del eje principal a; el eje principal permanece fijo para
la orientacion inicial y para la final.

Se puede tener algo de idea sobre el eje principal y el dngulo principal a partir de los valores y
vectores propios de la matriz de rotacién. Como se vio en la seccion 2.3.1, el vector propio asociado
al valor propio A = 1 es invariante ante la transformacién, es decir, permanece fijo en ambos marcos
de referencia.
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De lo anterior, el vector propio asociado al valor propio A = 1 califica como eje de rotacién a.
Para obtener el eje de rotacion en términos de la matriz de rotaciéon R, se sigue el procedimiento
representado en [1], presentado a continuacién.

Secciones atras se obtuvo que la traza de las matrices de rotacién es igual a la expresién
tr(R) = 14 2cos ¢, el dngulo ¢ es el dngulo principal por lo que tenemos cos¢ = 1/2[tr(R) — 1].

Para determinar las componentes del eje principal, se escribe la matriz de rotaciéon R como:

T11 T2 713
R=|ra1 ra 723 (2.49)
31 732 7133
Considerando que toda matriz se pueden descomponer en una parte simétrica y otra antisimétri-
ca se tiene:

1
R=[(R+ R")+(R-R")] (2.50)
Donde la parte antisimétrica es S = R — RT

0 T12 —T21 T13 —T31
S = [T12 — T21 0 23 — T'32 (2.51)
r3] — 713 732 — 723 0

Ahora, denote el vector invariante como a, note que satisface Ra = a y RTa = a por lo que se
obtiene la siguiente relacién:

(R—R")a=Sa=0 (2.52)

Haciendo r12 —791 = 83, 713 —731 = S2 y 23 —r32 = $1 se puede escribir (2.52) en forma matricial
COmo:

0 S3 59 al
—S3 0 S1 as| = 0 (253)
—S2 —81 0 as

donde aj, a9, az son las componentes del vector a el cual tiene la caracteristica de ser un vector
unitario (caracteristica heredada de la matriz R al ser el vector propio asociado al valor propio
A = 1) por lo tanto \/a? + a3 + a5 = 1. Las siguientes relaciones se obtienen de la ecuacién (2.53):

Ss3as + seaz = 0
—S83ay + siaz =
resolviendo para aj y ao se tiene:
s1a3 —S82a3
ay = az = (2.54)
53 53

en la ecuacion de la norma del vector a, al sustituir a; y a2 en términos de as, se obtiene la
componente asg en términos de los elementos de la matriz S, el resultado se muestra en seguida:

a3 = +s3(s? + s 4 s2)71/2 (2.55)
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Como a; y a dependen de a3, las componentes del vector a quedan definidas por las ecuaciones
(2.54) y (2.55).

Si se quiere expresar estas componentes en funcién de la matriz de rotacién y del angulo, se
deben hacer algunas operaciones mas.

Considere la siguiente matriz:

s% + s% S189 —8183
SST = | s1s9 8% +52 389 (2.56)
+ .2

—S8183 $283 So 87

de la ec. (2.56) la traza de la matriz es tr(SST) = 2(s? + s2 + s2).

Considerando los valores propios \;1 = 1, Ao = w y A3 = w* donde w es complejo y w* es su
conjugado, se lleva a R a la siguiente forma:

1 0 0
Q'RQ = |0 exp® 0 =A (2.57)
0 0 exp ™

¢ es el angulo de la representacion polar de w+ y w.

Verificando que la traza de A cumple con la definida para matrices de rotacién se tiene:

tr(A) = 1+ exp™ +exp ™
= 1+ cos¢p+ising+ cos¢p —ising
= 1+2cos¢
De manera alternativa, el producto SS7 se puede expresar como SS? = (R — RT)(RT — R) =
21 — R? — (RT)?2; para obtener la traza de SST a partir de esta expresién, se requiere de la traza de
R?; dado que la traza es invariante ante trasformaciones de similaridad, resulta mas simple obtener

la traza de la matriz A2 la cual es tr(A2) = 1+2cos(2¢); asi, la traza de SST queda parametrizada
como:

tr(SST) = 2tr(I) — tr(A?%) — tr((AT)?)
= 6—1—2cos(2¢) —1—2cos(2¢)
= 8sin®¢ = 2(s? + 53 + 53)
por lo que s} + s3 + 53 = 4sin? ¢. Finalmente, el eje y el dngulo se obtienen a partir de las
siguientes expresiones:

1
cos¢p = §[tr(R) —1]
a 723 — T'32
! 2sin ¢
T3 — 731
= F=2 2 2.58
@2 + 2sin ¢ ( )
712 — T21
a3 = +———

2sin ¢
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by

Figura 2.6: Marcos de referencia F' y B con el vector de apuntamiento x

La parametrizacion de la matriz de rotacién en términos del eje y el angulo se puede obtener
por medio de la férmula de Rodrigues.

R =1 +singa™ + (1 — cos ¢)(a*)? (2.59)

Se puede verificar que la traza de esta matriz corresponde a la de una matriz ortogonal.

tr(R) = tr(I)+ tr(sin¢a™) + tr[(1 — cos ¢)(a™)?] (2.60)
= tr(I) + tr(1 — cos §) + tr(aa’ — ||a||*I) (2.61)
= 34+ (1—cos¢)(—2) =14 2cos¢ (2.62)

2.3.5. Orientacion reducida

Como se dijo en la seccién 2.3, la orientacién de un cuerpo es el desplazamiento angular que
presenta el cuerpo respecto a un marco de referencia fijo. Para definir este desplazamiento angular
se emplean dos marcos de referencia, uno fijo y otro que esta alineado a los ejes principales del
cuerpo; la orientacién completa queda determinada por la matriz de rotacion.

Ciertas aplicaciones como el apuntar una antena o posicionar un manipulador se reducen a
orientar un simple eje, en tales casos este eje puede coincidir con alguno de los ejes principales por
lo que las rotaciones alrededor de él no tienen efecto en si mismo. Cuando esto sucede solo una parte
de la informacién proporcionada por la matriz de rotacion es 1til; de este hecho surge el concepto
de orientacién reducida.

La orientaciéon reducida tiene como objetivo emplear inicamente aquella informacién presente en
la matriz de rotacién que es util para representar la orientacion del vector o eje que se desee apuntar.

Definiendo las bases ortogonales de los marcos de referencia F y B como { f1, f2, f3} v {b1, b2, b3}
respectivamente. Ahora, considerando un vector x = «.f3, es decir, el vector esta alineado con el eje
fs por lo que no tiene proyecciones en otras direcciones como se ve en la Fig. 2.6.

La matriz de rotacién que proyecta los vectores base del marco F en el marco B es la siguiente:
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Figura 2.7: Trayectoria de la orientacién reducida I' sobre la esfera S?

fi-br fi-ba fi-b3
R=|fa-b1 fa-by fo-b3 (2.63)
f3-b1 fz-ba f3-b3

y para los vectores base del marco B en el marco F se tiene la matriz transpuesta R”

fi-b1 fo-b1 f3-b1
R = |fi-by forby f5:-bo (2.64)
f1-b3 fa-b3 f3-b3

Retomando el vector = afs, su representaciéon en el marco B esta dada por zz = RTz. Ya
que el vector sélo cuenta con una componente en la direccion del vector base fs3, resulta claro que
tnicamente la tercer columna de la matriz RT aporta informacién sobre la orientacién del vector.
La orientacion reducida queda definida de la siguiente forma:

" f3-b1
I = RTW = |f3-bo (2.65)
f3 b3

el vector I es el vector de orientacién reducida definido sobre la 2 — esfera unitaria S?.

Muchas veces lo que se requiere es partir de una orientacién inicial a una orientacién deseada o
final; para cumplir con este propdsito se puede definir un vector I'g de orientacion reducida inicial
y un vector final I'y. Con estos vectores definidos es posible definir una trayectoria a seguir a través
de la rotacién alrededor de un eje (teorema de Euler); el eje normalizado debe pertenecer a S?, la
siguiente ecuaciéon muestra como obtener el eje de rotacién:

F(] x T f
= Mo (200

El angulo de rotacion queda definido por cos¢ = F;‘)FF - Si los vectores inicial y final son coli-
neales, se tienen dos casos, en el primero no hay rotacién pues, I'y y I'g tienen la misma direccion;
en el segundo I'; y 'y tiene direcciones opuestas por lo que el 4ngulo de rotacién requerido es ¢ = 7.

La trayectoria que sigue el vector de orientaciéon reducida para llegar desde I'g hasta I'y se puede
ver en la Fig. 2.7 y se obtiene por medio de la formula de Rodrigues.

Ty = [I +singa™ + (1 — cosp)(a™)?|Tg (2.67)
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Capitulo 3

Grupos matriciales

En las secciones anteriores se abordaron distintas formas de como parametrizar las matrices de
rotacién. Por su naturaleza las matrices de rotacion tienen propiedades que nos permiten pensar en
un esquema mas estructurado en el cual se pueden agrupar.

Dada la existencia del elemento neutro y el inverso para las matrices de rotacién, resulta natural
pensar en conformar una estructura de grupo para dichas matrices. En esta seccién se describiran los
grupos matriciales y se mostrara que las matrices de rotacién pertenecen al grupo llamado SO(3).
Existen diversas obras dedicadas al estudio de los grupos matriciales, como libros introductorios se
sugieren [2] y [70].

3.1. El grupo lineal general GL,(R)

Se definen las matrices M, ,,(R) como el conjunto de matrices m x n con entradas en R, en este
caso la cantidad de filas y columnas es diferente. Si la cantidad de filas y columnas es la misma se
dice que son matrices cuadradas M, (R). En adelante inicamente trataremos con matrices cuadra-
das pues es con éstas que surgen los grupos matriciales.

Para formar los grupos se toma como operacién el producto matricial; bajo esta operacion las
matrices M, (R) no forman un grupo pues, no todas tienen inverso. Con esta restriccién en mente
surge el primer grupo que es el grupo lineal general GL,(R) y se define como:

Definicion 3.1. El grupo lineal general sobre R es:
GL,(R) :={Ae€ M,(R) | 3B e M,(R) con AB=BA=1} (3.1)
Para verificar que GL,,(R) es un grupo, se debe comprobar que satisface los axiomas de ce-
rradura, asociatividad, elemento identidad y elemento inverso. Por la construccién del grupo se

cumple que existe el elemento inverso, los axiomas de asociatividad e identidad se cumplen por las
propiedades de las matrices M, (R), asi que sélo resta verificar la cerradura.

Verificacién: Considere los elementos A, Ay € GL,(R) por lo que existen A;l y A;l

AjAg(AyAg) ™ = Aj Ay A AT = AJTATY = A1A7 =T € GL,(R)

por lo que GL,(R) es cerrado y concluimos que es un grupo.

25
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Por la forma en que se construyé GL,(R), una caracteristica de cualquier matriz A € GL,(R)
es que det(A) # 0. Si se impone la restriccién de que det(A) = 1, esto da lugar a un nuevo grupo,
el grupo lineal especial SL,(R) que se define como sigue:

SLn(R) := {A € GL,(R) | det(A) =1}

Para probar que SL,(R) es un subgrupo de GL,(R) y por lo tanto un grupo, basta con verificar
el axioma de cerradura y que el elemento inverso esta en SL,(R).

Suponga Aj, Ay € SL,(R)
det(A;Ay) = det(A;) det(Ag) =1
por lo que la cerradura se cumple, ahora se verifica si el elemento inverso se encuentra en SL,(R).
Como det(A1) = 1 entonces existe B tal que A1B1 = B1A1 =1y

det(AlBl) = det(Al) det(Bl) = det(I) =1

como det(A;) = 1 entonces det(B;) = 1 por lo que B = A7 € SL,(R). Con esto concluimos que
SL,(R) es un subgrupo de GL,(R).

3.2. Grupo especial ortogonal SO(n)

Es posible generar nuevos grupos anadiendo nuevas restricciones (aunque no siempre es el caso),
siguiendo esta idea ahora se pide que la matriz posea las caracteristicas del grupo GL,(R) junto
con las caracteristicas de las matrices ortogonales ya que estas matrices poseen inversa (RRT =
RTR = I); el grupo que surge es el grupo ortogonal O(n).

O(n) :={A € GL,(R) | AAT = ATA =1}

Para verificar que O(n) es un subgrupo de GL,(R) se prueba la cerradura y que el elemento
inverso estd en O(n).

Tomando A, B € O(n) se tiene:

AB(AB)! = ABBTAT = ABB™'A™' = AB(AB) ' =1

por lo que O(n) es cerrado y contiene al elemento inverso, O(n) es un subgrupo de GL,(R) y por
si mismo un grupo.

Se prestarad especial atencion a este grupo pues, eventualmente nos llevara al grupo que repre-
senta a las matrices de rotacién.

Una de las caracteristicas del grupo O(n) es que preservan el producto punto, (esta propiedad
se verificé en la seccién 2.3.1) por lo que reciben el nombre de isometrias.

Ahora, se revisa que sucede con el determinante de los elementos de este grupo.
Sea A € O(n)

det(A)? = det(A) det(A) = det(A) det(AT) = det(AAT) = det(I) = 1 (3.2)
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resolviendo la ecuacién anterior para det(A) se tiene que det(A) = £1. Con base en este resultado
se puede decir que O(n) esta formado por la unién de dos subconjuntos disjuntos, estos se llaman

O(n)* y O(n)~, de modo que O(n) = O(n)" UO(n)".

O(n)* := {A € O(n) | det(4) = 1} (3.3)

O(n)™ = {A € On) | det(A) = —1} (3.4)

Esta distincién de dos conjuntos se puede ver como dos nuevas restricciones, y como hicimos
para otros subconjuntos se probard si O(n)t y O(n)~ califican como subgrupos de O(n).

Hasta ahora se han obtenido nuevos grupos para cada restriccién propuesta; sin embargo, no
siempre es asi, como se muestra a continuacion:

Dado el conjunto O(n)~, se toman Ay, Az € O(n)~

det(AlAQ) = det(Al) det(AQ) =1 (35)

Sin embargo las matrices que pertenecen a este conjunto deben cumplir con la restriccién
det(A) = —1 por lo que la cerradura no se cumple y O(n)~ no es un subgrupo de O(n).

Es momento de revisar que sucede con O(n)". Sean A;, A2 € O(n)* entonces:

det(AlAg) = det(Al) det(Az) =1 (3.6)

por lo que la cerradura se cumple, el inverso existe pues det(A4;) # 0. Respecto a la condicién del
determinante se tiene lo siguiente:

det(I) = det(A; A7) = det(Ap) det(ATY) =1 (3.7)

por lo que det(A;') = 1. Se concluye que la cerradura se cumple y el inverso pertenece a O(n)*
por lo que este es un subgrupo de O(n). el nombre que recibe este nuevo grupo es SO(n).

SO(n) := {A € GL,(R) | AAT = I; det(A) = 1}

Se puede notar que las matrices de rotacion, definidas en el capitulo anterior forman el grupo

SO(3).

3.3. Grupo especial Euclidiano SE(n)

Al inicio del Capitulo 2, se present6 la expresién (2.1) que permite representar en general, el
movimiento de cuerpos rigidos. Esto quiere decir que podemos representar tanto traslaciones como
rotaciones. En la seccién anterior vimos que las matrices de rotacién conforman el grupo SO(3).
De igual forma, existe un grupo que representa el movimiento mas general de cuerpos rigidos (rota-
ciones y traslaciones), este es el grupo SE(3) que para una dimensién n se respresenta como SFE(n).

Ahora mostraremos como lucen los elementos de SE(n). Considere una matriz R € SO(n) y
vectores =, T, P € R", entonces la ecuacién (2.1) se puede escribir como

r=Rz+P (3.8)
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La ecuacién (3.8) representa tanto rotaciones como traslaciones y el conjunto de todas las
configuraciones posibles se escribe

SE(n) :={g9=(R,P) |Re€ SO(n), P R"}

Para obtener la representaciéon matricial de SE(n), seguiremos la estrategia presentada en [48]
donde se recurre al uso de coordenadas homogeneas.

Considere un vector X € R, este vector se puede extender a un vector en R”*! anadiendo un
1 € R como una componente adicional, esto es

-

Siguiendo esta idea, la ecuacién (3.8) se escribe
= X R P|[X
L= 0]

{R P
g:

La matriz

0 1:| S GLn+1(R)

es la representacién homogenea de SE(n). Lo que ganamos con esta transformacién, es la posibi-
lidad de trabajar con una transformacién lineal en lugar de una transformacién afin. Usando la
representaciéon homogenea obtenida, el conjunto de configuraciones queda definido de la siguiente
manera

SEWL:@:[§ﬂ|RESOmLPER@

Debido a que SE(n) C GLy,+1(R), basta con probar los axiomas de cerradura y elemento inverso
para comprobar que SE(n) es un grupo.

Cerradura

Dados g1, g2 € SE(n) entonces

Ry Pl} [Rg PQ}

o RiRy RiPo+ P
9192 = 0 1 0 1

0 1 } € SE(n)

Inverso

1 _[R R [R] —-R{PA| _[I 0] _ Ax4
919 _[o 1o 1 |T|o Ttk

Por lo que SE(n) forma un grupo.

3.4. Algebras de Lie

En esta seccién se presentan las definiciones de grupos de Lie, algebras de Lie y se mostrara
como obtener el algebra de Lie de los grupos SO(3) y SE(3). Si se desea profundizar en estos
temas se sugiere [70] y [2] para consultar un panorama general sobre los grupos matriciales que
involucra los grupos y dlgrebas de Lie; en [34] se trata el tema desde la perspectiva de la mecénica
de los cuerpos en traslacién y rotacién. En [42] se estudian los grupos y dlgebras de Lie desde una
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perspectiva geométrica. Finalmente en [31] se abordan los grupos y dlgebras de Lie con un enfoque
basado principalmente en el algebra lineal y es de esta referencia de donde se obtiene la mayoria de
las definiciones tratadas en esta seccion.

Definicién 3.2 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie es una variedad suave! G que también es un
grupo, donde el producto G x G — G y el mapa inverso G — G son suaves.

Ejemplo 3.1. Los grupos GL,(R), SL,(R), SO(n) y SE(n) son grupos de Lie. Por ser grupos
matriciales también se les llama grupos matriciales de Lie.

Definicién 3.3 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie de dimension finita es un espacio vectorial g
de dimension finita dotado del mapa [-,-] : g X g — @ y que satisface las siguientes propiedades:

w [, ] es bilineal: [a X1 + X2, Y] = o[X1,Y] + B[ X2, Y]; [X,aY1 + BY2] = o[ X, V1] + B[X, Y]
para todo X, X1, Xo, Y, Y1, Yo € g

= [-,] es antisimétrico: [X,Y] = —-[V,X|V X,Y €g

VX, Y, Z € g laidentidad de Jacobi se satisface:

[Xv [Y7 Z” + [Y7 [ZvXH + [Za [XaYH =0

Ejemplo 3.2. Sea g = R? dotado del mapa [-,-] : R3 x R — R3 definido como [a,b] = a x b, donde
a X b es el producto cruz. Entonces g es un dlgebra de Lie.

Ahora daremos la definicién de dlgebra de Lie

Definicién 3.4 ([70]). El dlgebra de Lie de un grupo matricial G C GL,(R) es el espacio tangente
a G en I, que es la matriz identidad, y se define como g := g(G) :=T;G.

Para relacionar elementos del dlgebra de Lie con los elementos del grupo, se emplea el mapa
exponencial, esto queda detallado en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea G un grupo matricial de Lie, su dlgebra de Lie, denotada por g, es el conjunto
de todas las matrices X tales que et € G para todo nimero real t.

El mapa exponencial permite pasar informacién del dlgebra al grupo. Usaremos este mapa para
determinar como lucen los elementos del algebra de Lie de un grupo matricial.

3.4.1. Algebra de Lie 50(3)

Por el Teorema 3.1, se eligen clementos R(t) = !X y R(t)T = X" € SO(3). A partir de estos
elementos se forma la curva Q(t) = R()R(t)T = e XX que satisface Q(0) = I; la derivada de
la curva Q(t) respecto al tiempo evaluada en I serd el vector tangente a SO(3) en I; dado que la
expresion Q(t) es vélida para cualquier Q(t) € SO(3), el conjunto de todos los vectores tangentes
Q(O) formard el espacio tangente T1SO(3) el cual, por la definicién 3.4 es el édlgebra de Lie para
SO(3). Tomando la derivada de Q(t) respecto al tiempo y evaluando en ¢ = 0 se obtiene que:

Q(0) = [XeXe X" 4 X XTeX ),y =X+ XT =0 (3.9)

1Una n— variedad es un objeto M que localmente luce como R"; si a esta variedad la equipamos con una coleccién
de sistemas de coordenadas locales que describen a M, tal que el mapa que define al cambio de coordenadas entre dos
sistemas que se sobreponen es suave, entonces decimos que la variedad es suave.
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El conjunto de matrices que satisfacen la ecuacién (3.9) forman el espacio tangente 77.50(3); se
puede notar que tales matrices deben ser de la forma X = —X7, esta condicién corresponde a la
definicién de una matriz antisimétrica.

De lo anterior, se define el dlgebra de Lie para SO(3) de la siguiente forma:

Definicion 3.5. El siguiente conjunto:
50(3) = {X e R¥3|X = —xT} (3.10)

dotado con la operacion de corchete [ X, Y] = XY — Y X para toda X, Y € s0(3) es el dlgebra de
Lie para el grupo SO(3).

A continuacién se verifica que la operacién [X,Y] = XY — Y X satisface los axiomas de la
definicién 3.3.

Bilinealidad: Para toda X, Y y Z € s0(3) y nimeros reales a, b y c. Se tiene lo siguiente:

[aX +bY,Z] = (aX +bY)Z — Z(aX 4+ bY)
—a(XZ—ZX)+b(YZ - ZY)
= a[X, Z) + b]Y, Z]

(X, 0Y +¢cZ] = X(bY +cZ) — (bY +cZ)X
= (XY —YX)+c(XZ - ZX)
= b[X,Y] + c[X, Z]

Antisimetria: Para toda X, Y € s0(3) se tiene que [X,Y] = XY - YX = —(—XY +YX) =
—Y, X].

Identidad de Jacobi: Para toda X, Y y Z € so(3) se tiene lo siguiente:

0=[X,[Y,Z]] +[Y.[Z, X]] + [Z.[X, Y]]
= X(YZ-2ZY)=(YZ-ZY)X +Y(ZX - XZ)— (ZX — XZ)Y
+Z(XY -YX)— (XY -YX)Z
—XYZ—-XZY —-YZX +2YX+YZX —-YXZ —ZXY + XZY
+ZXY - ZYX - XYZ+YXZ
=0

(3.11)

Existe una relacién que resultard muy ttil mas adelante entre elementos de R3 y los elementos de
50(3). Considere un vector €2 € R? con componentes (21,2, 23); se define el isomorfismo Q ~— 0
entre R? y 50(3) como

0 -3 O
Q=19 0 -0 (3.12)
—Q O 0

y el operador inverso vex(2*) = () que permite expresar la informacién de s0(3) en un vector en
R3.
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3.4.2. Algebra de Lie se(3)

Usando el Teorema 3.1, se elige la curva g(t) = et ¢ SE(n), donde € es un elemento del
algebra de Lie asociada al grupo SE(n). Tomando la derivada de g(t) respecto al tiempo se obtiene

g(t) = etéé, considerando la forma que tienen los elementos de SE(n), reescribimos ¢(t) = etéé
como

RT —RTP] {R P]

G A | R

0 0

del desarrollo para encontrar el dlgebra de Lie de SO(n), se tiene que existe una Q2% = R R € so(n),
por otra parte, se puede asociar un vector v € R™ tal que v = R' P. De este modo queda claro como
lucen los elementos del dlgebra de Lie para SE(n), de manera formal se da la siguiente definicién

Definicion 3.6. El siguiente conjunto:

A~ >< A
se(n) = {g = [% g} € e RFDXHD 1 0% e 50(n), v e R”} (3.13)

dotado con la operacion de corchete [51,52] = 616 — &1 para toda &, & € se(n) es el dlgebra de
Lie para el grupo SE(n).

A continuacién se verifica que la operacién [£1,&] = &1§2 — £2&1 satisface los axiomas de la
Definicion 3.3.

Bilinealidad: Para toda él, 52 y 53 € s¢(3) y numeros reales a, b y c. Se tiene lo siguiente:

[aél + bémés] = (a1 + bé2)&s — E3(ady + béa)
= a(&1€s — &361) + b(&a8s — )

alé1, &3] + b[a, &)

[él; béa + 653] = &1 (bla + c€3) — (béa + c€3)E
= b(&1éa — §261) + c(€1és — E3&a)
= b[&1, &) + clér, &3]

AAT}tisimetm’a: Para toda 51, 52 € se(3) se tiene que [fl,fg] = 5152 — 5251 = f(f&éz + 5251) =
—[&2,&1]-

Identidad de Jacobi: Para toda él, é’g y 53 € se(3) se tiene lo siguiente:

0= [517 [52753“ + [527 [53751}] + [531 [51752]]
= &1(6abs — €362) — (a3 — §362)&1 + (&6 — &) — (661 — £163)6
+ E3(E169 — E261) — (E169 — £a2€1)E3

A (3.14)
= §18283 — 18382 — §28381 + £38281 + 28381 — §28183 — §38182 + §18382
+&616 — £3661 — E1626s + E6.6
=0
En particular, para SE(3), el siguiente conjunto dotado con la operacién de corchete |-, -] forma

el algebra de Lie



32 CAPITULO 3. GRUPOS MATRICIALES

se(3) = {€ = [ 0 8] | % € 50(3), v € R?} (3.15)

Para concluir esta seccién, definiremos un isomorfismo similar al que existe entre s0(3) y R3. En
este caso considere los vectores 2 € R con componentes (£21,89,€3) y v € R® con componentes
(v1,v2,v3), ademés considere un vector ¢ = (Q,v) € RS; entonces representamos el isomorfismo

€ — € entre R% y s¢(3) como
s Qv
]

y el operador inverso £V

3.5. Espacios homogeneos

En el Capitulo 2 se explicé la representacién de la orientacién conocida como orientacién re-
ducida, ésta se obtiene a partir del producto de una matriz de rotacién R € SO(3) con un vector
unitario b € R3. A la interaccién entre elementos de un grupo de Lie y otra variedad, se le conoce
con el nombre de accién. En esta seccion se presentaran algunos conceptos referentes a las acciones
de grupos de Lie y que dan lugar al concepto de Espacio homogeneo. Para profundizar en este tema
se recomiendan las referencias [31, 42, 7].

Empecemos por dar la definiciéon de accién de un grupo de Lie sobre una variedad.

Definicion 3.7. Sea un grupo G cuya identidad es el elemento e. La accion de G sobre un conjunto
M es un mapa G x M — M, con la accion representada por el simbolo *, es decir, (g,p) — g * p;
que satisface los siguientes ariomas:

1. Para todop € M, exp = p.
2. Para cualesquiera elementos g1,92 € G yp € M, g1 * (g2 *p) = (g1 - g2) * p-

Las acciones de grupos de Lie sobre conjuntos pueden dar lugar a diferentes objetos como los
conjuntos cocientes. Estos conjuntos pueden o no formar variedades. Con el fin de que la accién a
considerar, de lugar a un espacio cociente que también sea una variedad, se imponen restricciones
que la accién debe cumplir. En especial, nos interesa que la accién sea transitiva pues esto per-
mite que la accién del grupo de Lie sobre el conjunto genere un espacio homogéneo. Los espacios
homogeneos tienen la particularidad de que lucen igual en cualquier punto, es decir, no existen
puntos con propiedades especiales, tal como sucede en una esfera. Antes de enunciar la definicién
de transitividad, describiremos algunos términos adicionales.

Definicion 3.8. Considere un elemento p € M fijo, definimos las orbitas
Gxp={g*plgeGtc M
y definimos el subgrupo de isotropias

Gy={g9lg*p=p}CG.
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Definicion 3.9. Dado un subgrupo H C G, definimos la clase lateral
g-H={g-h|he H} CG.
Con G/H nos referimos al conjunto de clases laterales modulo H .
Ahora daremos la definicién de transitividad:

Definicion 3.10. Decimos que una accion es transitiva si, para cualesquiera p,q € M, exriste una
g € G tal que g xp = q. Ademds, si g p = p implica que g = e, decimos que la accion es libre.

Con las definiciones anteriores, estamos en posicién de dar la definicién de un espacio homogéneo.

Definicion 3.11. Una variedad suave M dotada con la accion transitiva de un grupo de Lie G se
llama espacio homogéneo.

Sabemos que, si M es homogéneo con respecto a GG, entonces M es difeomorfo al cociente G/G),
escribimos M ~ G/G,), donde p es cualquier elemento de M [42].
P
Para finalizar esta seccion, daremos un ejemplo para ilustrar las definiciones anteriores:

Ejemplo 3.3. Consideremos el conjunto M = S? x R? y al grupo G = SO(3) x R3. La operacion
de grupo en G se define como

(Ri,w1) - (R2,w2) = (R1 R, w2 +wi)
Sea g = (R,w) € G yq=(I',Q) € M. Proponemos una accion G x M — M de la siguiente forma
gxq=(RIN(I' =R x T+ Q4+ w) .

Empecemos por verificar que la operacion propuesta es realmente una accion. Para el primer
azioma se toma el elemento identidad e = (1,0) y un elemento ¢ = (I',w) € M
exq=IT,(T-T)xTy+0+w)=gq.
Para probar que se cumple con el sequndo axioma, considere los elementos g1 = (R1,1) y
g2 = (Ra,Q2) del grupo G entonces
g1 % (g2 % ¢) = (R1,w1) * (Rol', (I' = Rol') X 'y + Q2 + w)
= (RlRQF, (RQF — RIRQF) x g+ (F — RQF) x Tg+ Q1+ Q9 + w)
= (R1Rol, (I = RiRol) x Tg + Q1 + Qo +w) = (91 - 92) * ¢

Por lo que la operacion propuesta corresponde a una accion del grupo CI‘ sobre M. De hecho,
esta accion es transitiva pues siempre podemos obtener una R tal que RI' =T para cualesquiera I,
I'eS? yunaweR3 tal que (T — RT) x Ty + Q+w = Q para cualesquiera §2, 2 € R3.

Por 1ltimo, del ejemplo anterios, si consideremos al punto
p=(I'q,0) .

Como G ~ SO(2) x {0} (hemos identificado a SO(2) con el conjunto de rotaciones alrededor de
I'y) v como la accién es transitiva, se tiene el siguiente difeomorfismo

M ~ (SO(3) x R%)/(SO(2) x {0}) .

En el capitulo 6, usaremos estas herramientas para estudiar algunas de las propiedades de la
superficie deslizante en S2.
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Capitulo 4

Cinematica y dinamica de cuerpos
rigidos

Como se menciond en la primeras secciones, el movimiento de un cuerpo rigido puede descom-
ponerse en dos movimientos particulares, uno de traslaciéon y otro referente a la orientacion. Este
capitulo se enfoca en el desarrollo de las ecuaciones que describen la cinemética y dindmica de la
orientacion. La cinematica es presentada en términos de la matriz de rotacién y se aborda el caso
de orientacién reducida; por otra parte, la dinamica viene dada por las ecuaciones de Euler para el
movimiento rotacional.

4.1. Cinematica en terminos de la matriz de rotacion

Definir la orientacion de un cuerpo requiere considerar un marco de referencia fijo en el cuerpo
y que se mueve con éste, y otro marco de referencia con origen comun al marco que se mueve
con el cuerpo, pero que permanece fijo respecto al movimiento de rotacién de éste; el primero de
estos sistemas serd identificado con la letra B (marco de referencia del cuerpo) y al segundo con la
letra F (marco de referencia fijo). Dado que el cuerpo presenta movimiento rotacional, el marco de
referencia del cuerpo tendrd un movimiento respecto al marco de referencia fijo.

Para iniciar con la descripcion del movimiento rotacional, de la figura 4.1 considere el vector r
que define la posicién de un punto p, tomando la velocidad tangencial como 7 = (||r|| sin §)§2 donde
Q € R? es la velocidad angular que tendria un cuerpo rigido respecto a un marco de referenica
fijo F, expresada en un marco B del cuerpo y 6 el dngulo entre el vector de velocidad angular y el

Figura 4.1: Rotacién de un punto p perteneciente a un cuerpo rigido

35
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vector de posicién del punto p. Si obtenemos el modulo de la velocidad tangencial (i.e., la rapidez)

se llega a la expresion ||7|| = ||(||7|| sin 6€)]|, con esto se puede reescribir 7 como:
Qxr
7= [|(|r||sinf)Q|——=Q xr (4.1)
192 > |

Ahora, dado que se busca describir el movimiento de rotacién de un marco de referencia respecto
a otro; considere los marcos B y F con sus respectivas bases {b1, ba, b3} v {f1, f2, f3}. Escribiendo
el vector r en el marco de referencia del cuerpo se tiene que r = r1b; + r9bo + r3bs, donde r; son
las componentes del vector r. Tomando su derivada respecto al tiempo vista desde el marco de
referencia B se obtiene lo siguiente:

dr ) ) .
(a)s = 71b1 + Tobg + 733 (4.2)
Si ahora se toma la derivada respecto al tiempo vista desde el marco de referencia F se obtiene

la siguiente expresién:

d . . . . . ,
(ditq)? = 7101 + 72bg + 7303 + 71b1 + rab + 73b3 (4.3)

donde by, by y bs son las derivadas respecto al tiempo de los vectores base de B. Usando las ecuaciones
(4.1) y (4.2) se puede reescribir la expresién anterior de la siguiente manera:

(%)}‘: (%)Bﬁ—ﬁxr (4.4)

La ecuacién (4.4) se conoce como teorema de transporte [63]. Se puede notar que la derivada
del lado izquierdo es con relaciéon al marco F mientras que la derivada del lado derecho es con
relacién al marco B, esta expresién se puede ver como un operador para derivar vectores en marcos
de referencia no inerciales o con movimiento relativo. Cabe mencionar que la velocidad angular
considerada en la expresién (4.4), es la velocidad angular del marco de referencia B relativa al
marco de referencia F expresada en el marco B. Es posible usar la velocidad angular medida desde
el marco fijo relativa al marco del cuerpo expresada en el marco del cuerpo si la multiplicamos por
—1, de modo que el teorema de transporte queda expresado como:

dr dr

—)r=(—)p—Qxr 4.5
(Gr=()s (45)
Se hard uso de este teorema de transporte para obtener la cinemdtica en términos de la matriz

de rotacién.

Sea R € SO(3) la matriz de rotacién que mapea vectores del marco B al marco F considerando
las bases b; € R? v f; € R3. De la seccién 2.3.1 se tiene lo siguiente:

fi = Rb; (4.6)

Derivando la ecuacién anterior respecto al tiempo usando el teorema de transporte (4.5) se ob-
tiene:

df; . db; . db;
(dt)]-‘ Rb +R(dt)]-‘ Rb +R((dt)5 X b;) (4.7)
la derivada de los vectores b; en el marco B es cero lo mismo que la derivada del lado izquierdo de

la ecuacién por lo que se llega a la siguiente ecuacién:

0 = [R — RQ*b; (4.8)



4.2. CINEMATICA DE LA ORIENTACION REDUCIDA 37

De esta tltima expresién se obtiene la ecuacién que define el cambio en la orientacion del cuerpo
en términos de la matriz de rotacién R.

R = RO (4.9)

La ecuacion (4.9) serd utilizada en el capitulo 6 para abordar el problema de control en SO(3).

4.2. Cinematica de la orientacion reducida

Util en aplicaciones de apuntado, la orientaciéon reducida es una representacion relativamen-
te joven. Existen diversos trabajos como los presentados en [16], [13], [59] y [15] que abordan el
desarrollo de leyes de control basadas en dicha representacién. En la Secciéon 2.3.5 se describié la
orientacion reducida, en esta seccién se describe su cinemética.

Se considera un vector f € S?, alineado con alguno de los ejes principales del marco de referencia
F y expresado en el mismo marco. Su representacién en el marco de referencia del cuerpo esta dada
porI'= RT f € S%. Tomando la derivada de T respecto al tiempo en el marco del cuerpo se obtiene:

F=R'f=()'RTf=-QT=TxQ (4.10)

La ecuacién (4.10) corresponde a la cinemética de la orientacién reducida.

4.3. Dinamica del cuerpo rigido

Las ecuaciones de la cinematica describen el movimiento de un cuerpo sin importar las fuerzas
que lo generan. Las ecuaciones de la dindmica del movimiento de un cuerpo completan la descripcién
del movimiento considerando la interaccién de las fuerzas que lo generan. En esta seccién se presenta
el desarrollo de las ecuaciones de Euler para el movmiento rotacional. Se omitira el desarrollo de
la dindmica para una particula y sistemas de particulas; para consultarlo se sugieren [25], [63] y [72].

Se considera la cantidad de movimiento angular defnida como L = J€, donde J € R3*3 es la
matriz de inercia, la cual es simétrica, definida positiva y expresada en el marco de referencia B
y cuyos ejes principales coinciden con los ejes del marco de referencia B. © € R? es la velocidad
angular expresada en el marco de referencia B. Por definicién [72], la derivada de la cantidad de
movimiento angular L respecto al tiempo en un marco de referencia inercial F es igual a los pares
de fuerza que actiian sobre el cuerpo, es decir:

dL

(Cr=T (4.11)

donde T' € R? son los pares externos. Para propésitos de este trabajo, los pares externos se definirdn
como T = u + D, donde u € R? es un par de control y D € R3 son perturbaciones externas que se
consideran acotadas. Dado que L estd expresado en el marco de referencia B, se usara el teorema
de transporte (4.4) para calcular la derivada de la expresién anterior.

dL dL
%)]::(f)g—ﬁ—QXL (4.12)

( dt
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Usando la ecuaciéon (4.11) y desarrollando (——)p se obtiene lo siguiente:

dt

. dJ
wt D =Qx (J) + 2+ ()50 (4.13)

Debido a que la matriz de inercia es constante en el marco B, el iltimo termino del lado derecho
en la ecuacién (4.13) es cero. Reescribiendo la ecuacién anterior haciendo uso de la antisimetria del
producto cruz se llega al siguiente resultado:

JU=(JQ) xQ+u+D (4.14)
La ecuacién (4.14) es la ecuacién de Euler para el movimiento rotacional.
Finalmente, el movimiento rotacional de un cuerpo queda descrito en términos de la matriz de

rotacién por las ecuaciones (4.9) y (4.14); mientras que la orientacién reducida se describe a partir
de las ecuaciones (4.10) y (4.14). Ambos sistemas se agrupan abajo.

. iy JU=(JQ) xQ+u+D
Orientacion { B — RO (4.15)
. y ‘ JU=(J) xQ+u+D
Orientacion reducida { FeTx0 (4.16)



Capitulo 5

Estabilidad y control por modos
deslizantes

En este capitulo se introduciran los conceptos sobre estabilidad en sistemas dindamicos que seran
usados en el capitulo 6. También se presenta una introduccion breve al control por modos deslizantes.
Esta técnica serd utilizada para desarrollar controladores en SO(3), SE(3) y S2.

5.1. Sobre la estabilidad en sistemas dinamicos

En el dia a dia se escuchan personas hablando sobre estabilidad econémica, estabilidad emocio-
nal, estabilidad laboral, estabilidad del clima, etc. La razén de que este término sea tan usado es
porque se emplea para indicar que una caracteristica, dentro de un contexto definido, no cambia o
presenta cambios minimos a lo largo del tiempo. La teoria de control no es la excepcion; el concepto
de estabilidad es de suma importancia pues permite describir el comportamiento que tendran los
sistemas a controlar.

Uno de los problemas a estudiar es la estabilidad de los puntos de equilibrio, se desea saber si
tales puntos son estables o inestables. En teoria de control, para estudiar la estabilidad de sistemas
no lineales, la principal herramienta es la teoria de estabilidad de Lyapunov; esta teoria proporciona
dos métodos, el indirecto y el directo, en el primero se usa una version linealizada del sistema no
lineal y a partir de ella se estudia la estabilidad de forma local; el segundo de los métodos permite es-
tudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio usando directamente el modelo no lineal del sistema.

En esta seccion se presentaran diversas definiciones de estabilidad junto algunos teoremas que
permitiran estudiar la estabilidad e inestabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas a tratar
en el capitulo 6.

Considere un sistema dindmico no lineal definido como:

i = f(z) (5.1)
donde f(z) € R" y x € R™ es el vector de estados. Se define un punto de equilibrio z* del sistema
(5.1) de la siguiente forma:

Definicién 5.1. Se dice que el punto x* es un punto de equilibrio del sistema (5.1) si una vez que
x(t) = z*, este permanece en adelante igual a * para todo t.

La ecuacién (5.1) en conjunto con la definicién anterior indican que z* satisface la ecuacién

0= f(z").
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Ahora que se ha definido lo que es un punto de equilibrio, se enuncia la definicién de estabilidad.

Definicién 5.2 ([38]). El punto de equilibrio z* = 0 del sistema (5.1) es:
» FEstable si ¥V e > 0 existe 6 = 6(e) > 0 tal que |x(0)| < & implica que |x(t)| < eVt >0
» Inestable si no es estable

» Asintdticamente estable si es estable y & se puede elegir de forma que |x(0)| < § implica que

lim z(t) =0

t—o00

Para determinar a cual de los casos corresponde el punto de equilibrio que se esta estudiando,
se emplea el teorema de estabilidad de Lyapunov.

Teorema 5.1 ([38]). Sea z* = 0 un punto de equilibrio del sistema (5.1) y D C R™ un domino que
contiene a x*. Sea V : D — R una funcidn continuamente diferenciable tal que:

» V(@*)=0yV(z) >0en D\ z*
» V(z)<0enD

Entonces 2* = 0 es estable. Ademds, si V() < 0 en D\ z*, entonces el punto de equilibrio x*
es asintoticamente estable.

El resultado del teorema anterior, en cuanto a estabilidad asintética, se puede extender para
determinar la estabilidad asintética global de un punto de equilibrio tal como se muestra en el
siguiente teorema.

Teorema 5.2 ([38]). Sea x* = 0 un punto de equilibrio del sistema (5.1) y D C R™ un domino que
contiene a x*. Sea V : D — R una funcidn continuamente diferenciable tal que:

= V(@) =0yV(®)>0 Vaz#0

= ||z — oo implica que V(z) — 0o

= V(z)<0 VYaz#£0

Entonces x* = 0 es globalmente asintoticamente estable.

Otro tipo de estabilidad que se suele nombrar dentro del ambito de la teoria de control, es la
estabilidad en tiempo finito; poder garantizar este tipo de estabilidad resulta ttil en aplicaciones
en que se requiera conocer el tiempo que tardara el sistema en lazo cerrado en cumplir con las
especificaciones de diseno. Las siguientes definiciones tratan los conceptos de atraccién en tiempo
finito y estabilidad en tiempo finito, estas definiciones se dan para sistemas definidos por inclusiones
diferenciales de la forma descrita en [58]. Empecemos con la siguiente definicién acerca de sistemas
con soluciones en el sentido de Filippov.

Definicién 5.3 ([65]). Sea el sistema (5.1) con su lado derecho localmente acotado medible en el
sentido de Lebesgue, se dice que tiene una solucion en el sentido de Filippov, si éste puede ser
reemplazado por una inclusion diferencial de Filippov & € F(x) donde

F(x) = Ns>0 Nun>o cof (Os(x) \ N)

w es la medida de Lebesque, Os(x) es una d-vecindad de x y coM es la cerradura convera del
conjunto M.
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Definicién 5.4 ([58]). El origen del sistema definido por la inclusion diferencial & € F(x,t) es
atractivo en tiempo finito si para todo tiempo inicial tg € R existe un conjunto V(tg) C R™ : 0 €
int(V(to)) tal que para toda condicion inicial xo € V(to)

» Cualquier solucion x(t,ty, zo) del problema de Cauchy para & € F(x,t) existe

» T(tg,x0) < +00 para xog € V(ty) y to € R

El conjunto V(ty) se llama dominio de atraccion en tiempo finito.

Definicién 5.5 ([58]). El origen del sistema & € F(x,t) se dice estable en tiempo finito si es estable
en el sentido de Lyapunov y atractivo en tiempo finito. Si V(tg) = R™, el origen es globalmente
estable en tiempo finito.

En ocasiones, lo que se desea es verificar si un punto de equilibrio es inestable, para esta tarea,
también existen teoremas de inestabilidad basados en el método directo de Lyapunov. El teorema
de inestabilidad que se considera en este trabajo es el teorema de Chetaev, el cual dice lo siguiente:

Teorema 5.3 ([38]). Sea z* = 0 un punto de equilibrio para el sistema (5.1). Sea C : D — R
una funcion continuamente diferenciable tal que C(z*) =0 y C(x) > 0 para algin x con norma |z|
arbitrariamente pequena. Defina el conjunto' U = {x € B,|C(z) > 0} y suponga que C(z) > 0 en
U. Entonces, x* es inestable.

Definicién 5.6 ([37, 17]). Una funcion de Chetaev para el punto de equilibrio x* = 0 del sistema
(5.1) es una funcion continuamente diferenciable C(x) tal que:

» C(z) > 0 para algin x # 0 arbitrariamente pequerio tal que C(x) es definida positiva al menos
de forma local.

Un punto de equilibrio £* con una funcién de Chetaev de acuerdo con la definicién 5.6 satisface
las condiciones del teorema 5.3, i.e., si existe una funcion de Chetaev para el punto de equilibrio
¥, éste es inestable.

Existen situaciones en que la estabilidad asintética, ya sea local o global, no se puede determinar
directamente a partir de los teoremas 5.1 0 5.2. Esto puede ser causado por la existencia de multiples
equilibrios, soluciones periédicas aisladas (ciclos limite) o que V(:L’) no dependa de todos los estados
del sistema. En tales casos, es posible recurrir al teorema de LaSalle.

Teorema 5.4. (Teorema de LaSalle [38]) Sea 2 un conjunto compacto, que es positivo invariante
respecto al sistema (5.1). Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable tal que V(x) <0
en ). Considere EE como el conjunto de todos los punto en €1 donde V(IE) =0y sea M el conjunto
invariante mas grande en E. Entonces, toda solucion que empieza en ) se aprorima a M cuando
t — oo.

Lema 5.1. (Lema de Barbalat [46]) Si una funcion f(t) diferenciable tiene un limite cuando t — oo
y si su derivada respecto al tiempo f(t) es uniformemente continua, entonces f(t) — 0 cuando
t — oo.

Para usar el Lema 5.1 en el andlisis de sistemas dindmicos, usualmente se recurre a la siguiente
corolario derivado del Lema 5.1 adaptado al lenguaje de la teoria de estabilidad de Lyapunov.

! B, es una bola de radio r definida como B, = {x € R"| ||z| < r}.
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Corolario 5.1. ([46]) Si una funcion escalar V (z,t) satisface las siguientes condiciones

» V(z,t) es acotada por abajo

w V(z,t) es semidefinida negativa

» V(x,t) es uniformemente continua en el tiempo
entonces V(x,t) — 0 cuando t — co.

Ahora se dard una definicién de estabilidad motivada por aquellos sistemas que por su topologia
no permiten al sistema en lazo cerrado ir desde cualquier condicién inicial hasta una condicién
deseada.

Definicién 5.7 ([40]). Un sistema dindmico es casi globalmente asintdéticamente estable
st todas las trayectorias que empiezan en algun subconjunto denso abierto del espacio de estados
convergen asintoticamente al punto de equilibrio estable deseado.

Por ejemplo, en el caso de un sistema con multiples equilibrios, se puede verificar cuales de estos
equilibrios son estables o inestables y prescindir de aquellos puntos de equilibrio no deseados como
posibles condiciones iniciales, de modo que en el subconjunto denso abierto de todos los equilibrios,
sélo se tenga el punto de equilibrio deseado.

Existe una versién de la definicién 5.7 para el caso de controladores que permiten obtener
convergencia en tiempo finito; esta definicién se ha usado en trabajos como los presentados en [60]

y [6].

Definicién 5.8 ([40]). Un sistema dindmico es casi globalmente estable en tiempo finito
st todas las trayectorias que empiezan en algiun subconjunto denso abierto del espacio de estados
convergen en tiempo finito al punto de equilibrio estable deseado.

La definicién 5.8 resulta de utilidad en aquellos casos donde la convergencia al punto de quilibrio
deseado se da en tiempo finito. En nuestro caso no serd requerida ya que, para los sistemas que
estudiaremos, el resultado de convergencia en tiempo finito sélo se obtiene para alcanzar la variedad
deslizante.

5.2. Control por modos deslizantes

En esta seccién se brinda una introduccién breve al control por modos deslizantes 2. Esta técnica
serd utilizada mas adelante para disenar controladores en los grupos matriciales SO(3) y SE(3) y
en la esfera unitaria S?. Existen varias referencias a las cuales el lector puede recurrir para profun-
dizar en el control por modos deslizantes, en particular se sugiere [78, 65] para familiarizarse con la
técnica a partir de una perspectiva mas practica; en [76, 77] se abordan los conceptos de la teoria
con un desarrollo matemdtico mas amplio y [23] para consultar, en especifico, el tema de ecuaciones
diferenciales con lados derechos discontinuos con un enfoque en sistemas dinamicos.

2Los desarrollos mostrados en la seccién 5.2 estdn basados en las descripciones sobre el tema presentadas en
[78, 65, 23, T7]
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5.2.1. Definiciones y caracteristicas del control por modos deslizantes

El origen de los modos deslizantes se encuentra en el estudio de los sistemas de estructura va-
riable cuyo inicio data de mediados del siglo XX [65, 77]. De acuerdo con [65], la conclusién del
cuerpo principal de la teoria de control por modos deslizantes se remonta a principios 1980 y cerca
de éste ano el Prof. Utkin, en los trabajos [76, 77], reporté los avances que se tenian. Esta técnica
cobré gran relevancia dentro de la comunidad de control y hasta nuestros dias ha evolucionado en
una gran variedad de algoritmos aplicados a diversos problemas. El principal problema tiene que
ver con el efecto de chattering, éste surge por la existencia de dindmicas no modeladas (el modelo
ideal es una aproximacién) que forzan una accién de control conmutada de alta frecuencia causada
sobre el sistema. Recordemos que la idea del control por modos deslizantes es emplear un contro-
lador que lleva las trayectorias del sistema a una superficie donde el control es discontinuo. Con
el fin de resolver el problema del chattering, surgieron los modos deslizantes de segundo orden y
posteriormente su generalizacién a modos deslizantes de alto orden [65].

Para diseniar un control por modos deslizantes se requiere disenar una superficie de deslizamiento
y un control discontinuo que forzara a las trayectorias del sistema a que converjan a la superficie de
deslizamiento. Durante el proceso de control, se pueden distinguir dos etapas en las que evolucionan
las trayectorias del sistema. La primera es la fase de alcanzabilidad, en ella las trayectorias se llevan
hasta la superficie de deslizamiento. En la segunda fase, las trayectorias se mantendran sobre la
superficie deslizante y se dice que el sistema esta en el modo deslizante. El problema de control se
reduce al diseno de una superficie de deslizamiento y una ley de control que garantice que el modo
deslizante ocurra.

Dentro de las ventajas que muestra esta clase de controladores estan: la insensibilidad o robustez
ante perturbaciones acopladas (aquellas que actian en el mismo canal que el control); reduccién
en el orden del sistema, una vez que el modo deslizante es alcanzado, y se tiene convergencia en
tiempo finito a la superficie de deslizamiento. Por otra parte, como se mencioné anteriormente, los
controladores por modos deslizantes presentan chattering, ademas de esto, se ven afectados por per-
turbaciones desacopladas; sin embargo, son el punto de partida para implementar otros algoritmos
como los modos deslizantes de segundo orden o los modos deslizantes de alto orden. A continuacién
daremos algunas definiciones para abordar el diseno de controladores por modo deslizantes.

Considere un sistema de la forma:

&= f(x,u,t) (5.2)

donde x € R", u(x) es la entrada de control y suponga que f(-) es diferenciable respecto a = y
absolutamente continua respecto a t. Ahora, consideremos una variable o(z) la cual llamremos
variable deslizante. Partiendo de la variable deslizante, definimos la superficie deslizante

D = {z|o(x) = 0} (5.3)

Se busca que las trayectorias del sistema (5.2) evolucionen en D después de un tiempo finito.
Para lograr esto se requiere de una accién de control discontinua u(x) [78, 65]. Sustituyendo un
control discontinuo u(z) en la ecuacién (5.2) se tiene el sistema

= fx) (5.4)

por lo que el sistema (5.4), corresponde a una ecuacién diferencial con el lado derecho disconti-
nuo. De acuerdo con [78, 65], debido a que las soluciones para este tipo de sistemas no se pueden
estudiar con la teorfa clésica de ecuaciones diferenciales, las soluciones para el sistema (5.4) se deben
estudiar a partir de un concepto propuesto por Filippov, que abordaremos en la siguiente seccion.
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f+

Figura 5.1: Construccién de fY

5.2.2. El modo deslizante

El interés, a la hora de disenar el controlador por modos deslizantes, radica en restringir el
movimiento de las trayectorias a la superficie o(x) = 0, para que esto suceda, se requiere de un
control discontinuo. Debido a que el control no esta definido sobre la superficie de deslizamiento,
para estudiar la dindmica del sistema en esta regién, se debe buscar la manera de describir lado
derecho del sistema (5.4). En esta seccién se describen dos métodos para obtener las ecuaciones
que describen la dindmica en el modo deslizante, el método del control equivalente y el método de
continuacién de Filippov. Otros métodos se pueden consultar en [23, 78].

Método de continuacién de Filippov

i.e. & se toma como una inclusién diferencial® # € F(x) y la funcién vectorial absolutamente
continua x(t) es una solucién del sistema (5.2) si x(f) definida en un segmento I satisface que
& € F(x) en casi todo el segmento I [23].

Considere el sistema (5.4), se busca determinar el valor de # en cada punto sobre la superficie
de deslizamiento. En el modo deslizante las trayectorias coinciden con la solucién de la siguiente
ecuacién [65]

P=aft+(1-a)f 0<a<l 59

{ :i‘:fo(l’,t)

donde f y f~ son los limites de f¢(z) a medida que nos aproximamos al punto de discontinuidad
por ambos lados de la tangente a D. El valor de « se elige de modo que el campo vectorial f°(z) sea
tangente a D. En la Figura 5.1 se puede notar como f° yace sobre el plano tangente a la superficie
y su punto final se intersecta con el segmento que une los finales de f* y f~. El lado derecho de la
ecuacién (5.5) corresponde a un conjunto convexo que llamaremos F(x) = {afT + (1 —a)f~ |0 <
a < 1}, por lo que la ecuacién (5.5) se escribird como

i€ F() (5.6)

Como el sistema se encuentra en el modo deslizante, se tiene la condicién Vo (x) f = Vo (z)af T+
Vo(z)(1 — a)f~ = 0; despejando « se obtiene

Vo)
= Vo@/ - Vo@) it (5:7)

Finalmente, sustituyendo (5.7) en (5.5) se obtiene la siguiente expresion:

3Una inclusién diferencial en el sentido de Filippov es aquella cuyo conjunto de vectores F(z) no es vacio, es
cerrado, convexo, localmente acotado y super-semicontinuo [23].
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P Vo(z)f~fT=Vo(z)fTf~
Vo(z)(f~ = f*)
de acuerdo con [78, 23], la ecuacién (5.8) es la ecuacién del modo deslizante con la condicién inicial
J(xo) = 0.

(5.8)

La ecuacién (5.6) recibe el nombre de inclusién diferencial y se dice que es una inclusién dife-
rencial de Filippov si F(z) es un conjunto no vacio, localmente acotado y semicontinuo por arriba
[65] y tiene una solucién en el sentido de Filippov de acuerdo con la Definicién 5.3.

Método del control equivalente

Se parte de la suposiciéon de que el vector de estados satisface la condicion de deslizamiento
o(x) = 0 para t > 0; entonces, sobre la superficie de deslizamiento se tiene lo siguiente:

o(x) = %f(:p,u) =0 (5.9)

Lo que se busca es un control u continuo que satisfaga la ecuacién (5.9), al control que satisface
dicha ecuacion se le llamard control equivalente u.q. Este control se sustituye en el sistema original
en lugar del control discontinuo para obtener la ecuacién & = f(z,ueq), esta ecuacién sera la ecua-
cién del modo deslizante.

Por ejemplo, considere un sistema definido como & = f(x) + B(x)u(z) donde z, f(z) € R™ y
u(z) € R™ es discontinuo sobre la superficie o(x). La derivada respecto al tiempo de la superficie
o(x) es:

o(x) = g(;f(m) + gZB(x)u(a;) =0 (5.10)

Por lo que el control equivalente tiene la siguiente forma:

0o _,,00
teq = ~(52B@) (02 f(x) (5.11)
suponiendo que el término (Z—GB (7)1 existe, al sustituir (5.11) en el sistema original se obtiene:
x
. 0o _,,00
&= f(z) - B(x)(35_B(x))" (5 f(2)) (5.12)

La ecuacién (5.12) bajo las condiciones o(z) = 0, 6(x) = 0, define la ecuacién del modo desli-
zante.

Ya que se tiene la ecuacién que describe la dindmica del sistema en el modo deslizante, ésta se
puede estudiar por medio de la teoria de estabilidad de Lyapunov para describir como evoluciona
el sistema sobre la superficie de deslizamiento.

5.2.3. Condiciones de alcanzabilidad

En la fase de alcanzabilidad se busca que el controlador garantice que las trayectorias del sistema
tiendan a la superficie de deslizamiento; lo anterior se logra si se satisfacen las siguientes condiciones
[78]:

lfm & < 0 lm ¢ > 0 (5.13)
oc—0t oc—0~
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las condiciones (5.13) equivalen a decir que o6 < 0. Estas condiciones se pueden derivar a partir
de la teoria de estabilidad de Lyapunov definiendo una funcién de la forma:

V(o()) = %a(x)TJ(x) (5.14)

Se busca que V(o(x)) < 0 para o(z) # 0. Si se desea garantizar la convergencia en tiempo
finito, se disefia u(z,t) tal que V(o (z)) < —a(V(co(x)))*/? [65], de esta forma el modo deslizante
se alcanza en tiempo finito. Una vez que se ha alcanzado la superficie o(x), el sistema entra en el
modo deslizante.

5.2.4. Ejemplo de diseno: control por modos deslizantes

Ahora presentaremos un ejemplo del disefio de un controlador por modos deslizantes. Conside-
remos el siguiente sistema obtenido de [32]

T = T2

h (5.15)
9 = —(—kx1 — cxe + u + asin(xy))

m

donde z; representa el desplazamiento de una masa m, x5 es la velocidad lineal, y los pardmetros
kE=2N/m,c=3N-s/mym = 2kg.
Para disenar el controlador por modos deslizantes, consideremos la variable deslizante
Om(x) = arx1 + agwe

tomemos x = (x1,22) ", estamos iteresados en restringir el movimiento de las trayectorias de
(5.15) a una superficie

S={xe€ R2|am(x) = 0}.
Como se mencioné antes, requerimos de la accién de un control discontinuo. Para esto usaremos el
control
u = —Lsign(o,,) (5.16)

donde L > 0. Para conocer la dindmica del sistema en el modo deslizante, usaremos la condicién
que nos indica que nuestro sistema estd en el modo deslizante, i.e. o,,(x) = a1x1 + agxe = 0, de
esto se obtiene que

a1

To =
a2

tomando la primera ecuacién de (5.15) y sustituyendo en ella, la ecuacién anterior, se tiene

a1ry

1= —

5.17
- (5.17)

La ecuacién (5.17) es la dindmica de orden reducido y describe el comportamiento del sistema
en el modo deslizante. Esta ecuacién tiene la siguiente solucion

1 = w1 0e” M2

donde z1 es el valor que tiene x; en el momento que se alcanza la superficie S.
Ahora que hemos estudiado lo que sucede en el modo deslizante, verificaremos que la superficie
S, es alcanzable en tiempo finito. Consideremos la funcién candidata de Lyapunov
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(5.18)
note que V(o(z)) >0y V(o(z)) = 0 solo si o(x) = 0. Tomando la derivada de (5.18) respecto al
tiempo y sustituyendo en ella (5.15), se tiene

V(o(z)) = ago(x)((m - ay)xe/as — kxy — cxo — Lsign(o,,) + asin(z))

la expresion anterior se puede acotar de la siguiente forma

V(o(z)) < aglo(x)|((m - ay)|za|/ag + k|z1| + c|lza] — L + a)
para este ejemplo, supongamos que existen cotas |x1| < n y |z2| < 12 con 91, 72 > 0, de modo que

es posible elegir una constante L que satisface

L>(m-a)m/az+km+cnpp+a+d
donde ¢ > 0. Entonces, la derivada respecto al tiempo de (5.18) se puede acotar por

V(o(x)) < —azdlo(x)|

a partir de la ecuacién (5.18), podemos reescribir la ecuacién anterior como

Vio(z))

V(o(x)) < —6 (5.19)

Finalmente, del lema de comparacién [38], se concluye que V(o (z)) — 0 en tiempo finito y por
lo tanto o(x) — 0 en tiempo finito.

Plano 1 — x5

0.15 ‘ ‘
0.1 J
0.05 r J
Fase de
g 0 alcanzabilidad .
-0.05 - /Modo deslizante 1
-0.1 1
-0.15 : : ‘ ‘
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Ty

Figura 5.2: Plano 1 — 9, se puede notar como la trayectoria pasa al modo deslizante y a partir de
ese momento, esta se comporta como una recta que va al origen.

La Figura 5.2 muestra como la trayectoria en el plano x; — xo transita por la fase de alcanza-
bilidad y al llegar a la superficie deslizante, la trayectoria se comporta como una recta, tal como se
esperaba de acuerdo con la ecuacién (5.17).
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En el siguiente capitulo, se mostrara como disenar controladores por modos deslizantes en SO(3),
SE(3) y S?, se estudiard la estabilidad de los sitemas en las fases de alcanzabilidad y en el modo
deslizante a partir de la teoria de estabilidad de Lyapunov. Ademds de lo anterior, se mostrard la
importancia de disenar superficies que tomen en cuenta la geometria del espacio de configuraciones
del sistema.



Capitulo 6

Modos deslizantes y representaciones
geométricas: control de cuerpos
rigidos

La manera natural de definir la orientacion de un cuerpo rigido es por medio de las matrices de
rotacién. Estas matrices forman el grupo SO(3) definido en el Capitulo 3. La importancia de gene-
rar controladores en SO(3) , respecto a generarlos en las otras representaciones, se debe a que las
matrices de rotacién permiten brindar una representacién inica de la orientacion, esto se traduce en
la ausencia del fenémeno de unwinding [16, 5] tipico en representaciones no tnicas como es el caso
de los cuaterniones, y la ausencia de singularidades debido a que las matrices de rotacién permiten
una representacién global. En el caso de la orientacién reducida, su importancia radica en que no
se requiere usar toda la informacién contenida en la matriz de rotacién, por lo que la cantidad de
calculos se reduce; ademés, hereda las propiedades de unicidad y globalidad de la matriz de rotacion.

Las matrices de rotacion, desde el punto de vista de la teoria de control, resultan atractivas
para generar leyes de control debido a las caracteristicas mencionadas anteriormente; sin embargo,
su topologia da lugar a la existencia de otros fenémenos que desembocan en restricciones para las
leyes de control en tiempo continuo [5, 16]. Uno de estos fendmenos es la existencia de multiples
puntos de equilibrio [40]; en el caso de los controladores presentados en [16, 60, 6, 61], tales puntos
corresponden a un conjunto de medida cero y sélo uno de ellos es estable . En cambio, si se trata de
la orientacién reducida, para el problema de regulacién surgen dos puntos de equilibrio [13, 59, 15],
uno estable y otro opuesto que es inestable.

En este capitulo, se presentaran los resultados obtenidos de nuestra investigacion, enfocada en el
disenio de superficies deslizantes en variedades que permiten modelar el movimiento de cuerpos rigi-
dos; en especifico, se trataran problemas de control de sistemas completamente actuados, definidos
en los grupos de Lie SO(3) y SE(3) y en el espacio homogeneo SZ.

6.1. El problema con las superficies lineales

Al trabajar con sistemas cuyo espacio de configuracién es no euclidiano, pueden surgir situaciones
inesperadas si no se consideran las propiedades de dicho espacio. En el caso del control por modos
deslizantes, si se elige una superficie lineal, pueden surgir algunos problemas al tratar este tipo de
sistemas. Para ilustrar esta situacién, presentaremos un ejemplo basado en [5].

49
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Considere un cuerpo rigido que rota tnicamente alrededor de uno de sus ejes. El espacio de
fase M consiste en todas las rotaciones S junto con todas las velocidades angulares posibles R, de
modo que M corresponde a un cilindro de la forma S x R. Ademads, suponga que el cuerpo estd
sometido a un par u. En las coordenadas locales (0, w) para M, las ecuaciones del movimiento son
las siguientes:

0=w (6.1a)
Ww=1u. (6.1b)

El objetivo es estabilizar la posiciéon angular en ¢ = 0. Una seleccién usual de la variable
deslizante seria la siguiente:

oc(f,w)=w+0. (6.2)

La siguiente ley de control
u(d,w) = — (Jw| + 1) signo (0, w) (6.3)

lleva el estado a la superficie de deslizamiento
D={0,w) eRxR|o(0,w)=0}

(la soluciones se consideran en el sentido de Filippov [23]).

De lo anterior, se tiene que la dindmica de orden reducido, es decir, la dindmica sobre la superficie
de deslizamiento estd dada por § = —6, donde 6 = 0 posee estabilidad exponencial global. Podria
parecer que el sistema en lazo cerrado (6.1)-(6.3) tiene un equilibrio con estabilidad exponencial
global. Sin embargo, note que dicho punto # no esté representado de forma tinica. Sea 6 € [0, 27)
el angulo principal, entonces todo @ que satisfaga #mod 27 = @ representa el mismo punto en S.
Ademads, algunos de estos 6 llevan a diferentes valores del control, por lo que el control es en realidad
multivaluado. Este hecho no se considerd en el analisis preliminar, asi que la condicién de estabilidad
asintotica global para (0,0) queda invalidada.

Una consecuencia de que la representacién no sea tunica es el fenémeno de unwinding. Para
mostrarlo, considere la condicién inicial (47,0) € D. Esta condicién representa el mismo punto
(0,0) € D, que es el punto de equilibrio deseado. A pesar de esto, la ley de control (6.3) llevara
al estado del sistema del punto (47, 0) al punto (0,0) haciendo que el sistema de dos rotaciones
completas innecesariamente.

Para evitar este comportamiento, podemos reemplazar (6.2) con

o(f,w) =w—m+ (0 —7) méd 27 , (6.4)

lo cual hace que el control solo tenga un solo valor para el mismo punto. Note que la variable sigue
siendo lineal para 6 € [0, 27| \ {r}; sin embargo, debido a la topologia del cilindro, la superficie de
deslizamiento contendrd una discontinuidad a fin de mantener su caracter lineal. Para el ejemplo,
la discontinuidad queda situada en el punto 6 = .

La figura 6.1a muestra el plano fase de (6.1), (6.3), (6.4). En este ejemplo, tan solo viendo el
plano fase, se nota que es posible alcanzar estabilidad asintética casi global (ver definicién 5.7). Esto
es lo mas que podemos obtener con un control de este tipo aplicado a un sistema mecanico con un
espacio de configuracién compacto. Algo a notar es que D es disconexa y el campo vectorial sufre
de discontinuidades fuera de D, a lo largo de la linea que une los puntos (m, —7) y (m, 7). También
note que existe un punto de equilibrio inestable en (7, 0) y este afecta la atractividad global de (0, 0).

Para analizar a profundidad las propiedades de estabilidad en sistemas de este tipo, se requiere
de herramientas matematicas que no se encuentran cominmente dentro de la literatura de modos
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(a) Variable deslizante (6.4). La superficie
deslizante es disconexa y el campo vectorial (b) Variable deslizante (6.5). La superficie
discontinuo en algunos puntos fuera de la deslizante es suave y conexa.

superficie.

Figura 6.1: Plano fase de (6.1), (6.3). Los puntos (0,w) y (27, w) se eligen de modo que los planos fase
estan en S x R. Existen puntos de equilibrio estables e inestables en (0,0) y (0, 7), respectivamente.

deslizantes. Salvo excepciones como [53], o se considera siempre continua. Esta consideracién se
puede mantener si se explotan las propiedades del espacio de configuracién del sistema.
Una alternativa razonable es reemplazar (6.2) por

0(f,w) =w+wsind . (6.5)

La periodicidad en 6 garantiza que (6.3) sea univaluada, sin destruir la continuidad de la variable
deslizante. El plano fase se muestra en la figura 6.1b. Note que nuevamente, (0,0) es casi global-
mente asintéticamete estable, pero sin los diferentes problemas que hemos mencionado.

En vista de la problemética planteada en el ejemplo, en las siguientes secciones se desarrollan
controladores en otras variedades que evitaran fendémenos como el unwinding y conservaran la
continuidad de la variable deslizante.

6.2. Modos deslizantes en SO(3)

El grupo SO(3) conformado por las matrices de rotacién parametriza el conjunto de las diferentes
orientaciones que puede presentar un cuerpo rigido, de forma que cada matriz corresponde a una
orientacion del cuerpo y wice versa. Las matrices de rotacion tienen la gran ventaja de ser una
representacion global y tnica.

Ademas de ser un grupo bajo el producto de matrices, recordemos que SO(3) posee la estructura
de variedad suave y tanto el producto como la inversa son suaves, por lo cual es un grupo de Lie.
Como se mencioné en el Capitulo 3, el espacio tangente al elemento identidad de SO(3), denotado
como T;SO(3), se asocia con el espacio de las matrices antisimétricas X € R3*3 X + X T =0
Anadiendo a este espacio la operacién de corchete [A, B] = AB — BA, da lugar al dlgebra de Lie
para SO(3), representada por s0(3).

Del Capitulo 3, recordemos el isomorfismo w + w* entre (R3, x) y (s0(3),[,-]), dicho isomor-
fismo se definié de la siguiente manera:

w’ w3 0 —-w
—Wwy w1 0
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Para todo par (R,w), se tiene la siguiente identidad [50]
(Rw)* = Rw*R" . (6.6)

al igual que el mapa inverso (-)*, que se representé como vex : 50(3) — R3.
Con el fin de simplificar la notacién, consideramos a P, : R3*3 — 50(3) como el operador que
retiene la parte antisimétrica de una matriz,

P, (A) = % (a-a7) .

por otro lado, Ps(A) : R3*3 — R3*3, definido como
1 T
Py(4) = 3 (A+A ) :
sera el operador que retiene la parte simétrica de la matriz.

Usualmente, en el andlisis de estabilidad de los sistemas dindmicos, recurrimos a alguna defi-
nicién de error para saber si nuestro objetivo de control se cumple o no. La forma mas simple de
definir dicho error, en el caso de R", se obtiene por medio de la resta. En términos de la teoria
de grupos, equivale a decir que sumamos un elemento con el inverso de otro. Siguiendo la misma
linea de pensamiento; dado que en un grupo matricial como SO(3), la operacién es el producto,
resulta natural pensar en el error como el producto de un elemento del grupo por la inversa de otro
elemento del grupo.

Otro elemento importante a considerar es el siguiente producto interno para matrices

((A,B)) = tr(AT B) .

Este producto esta relacionado con el producto punto o producto escalar de la siguiente manera
Siv,w€R3y A= AT, se tienen las siguientes identidades [50]

L« x
<v,w> = §<<U y W >> (6'7)
y
(A0 )) = 0. (6.8)

Antes de pasar a la definicién de la dindmica del sistema y el disenio del controlador, recordemos
que del teorema de rotacién de Euler, se tiene que cualquier orientacion R se puede obtener al rotar
un eje 7 € R3 en un dngulo § € [0,27). Esto nos lleva a la férmula de Rodrigues, vista en el Capitulo
2

R=1T+n*sin(0) + (n*)*(1 — cos(h)) . (6.9)
y la parametrizacion de la traza presentada en el mismo capitulo.
tr(R) =14 2cos(0) . (6.10)

Estos elementos seran de utilidad durante el analisis de estabilidad.

6.2.1. Ecuaciones del movimiento y la superficie deslizante

El espacio de estados M para la dindmica de la orientacién consiste en el conjunto de orien-
taciones SO(3), junto con el conjunto de posibles velocidades angulares, R?, de modo que M =
SO(3) x R3.

Suponga que somos capaces de aplicar pares a lo largo de los ejes principales del cuerpo rigido
cuya matriz de inercia se define como J € R¥*3, J = JT > 0.
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En el capitulo 4, se vio que las ecuaciones del movimiento que describen la orientacién de cuerpos
rigidos estan dadas por la cinematica

R = Rw*
y la ecuacién de Euler,
Jw=(Jw)Xw+u+d,

donde u,d € R? son los pares de control y las perturbaciones respectivamente.
Como objetivo de control, se busca que el sistema siga una orientacién deseada R4q con una
velocidad angular wq tal que se cumple con la ecuacién cinemaética

Ry = Rqw} . (6.11)

Antes hemos mencionado que, una parte crucial en el anélisis de estos sistemas, es la definicién del
error. El error permitird verificar si nuestro objetivo de control se cumple o no. En el caso de SO(3),
la eleccién natural del error es R, = R(IR para la orientacion y we = w — Rede, para la velocidad
angular. Note que

(Re,we) = (1,0) si, ysolosi, (R,w)=(Rq,wq) -

Entonces la cinematica del error es
Re = (Rqw[) R+ R{ Rw*
= —(wd)XRe + Row™
(Re(we — w))* Re + Row™ .

Usando (6.6) se obtiene _
Re = Rew . (6.12a)

La dinamica del error se obtiene de la siguiente manera
Je = J(w — Rl wq — Rl dxq)
= (Jw) xw+ JwXRlwg — JR g +u +d
= (Jw) x w+ JR] ((Rewe) wa — wa) +u+d,
donde hemos usado (6.6) para obtener la ecuacién anterior. Ahora, se elige
u=—JR, ((Rewe) wq — wq) +v
de forma que
Jwe = (Jw) Xxw+v+d, (6.12b)
La superficie deslizante
Para definir la variable deslizante, usaremos el mapa vex(:) que nos permitird simplificar el
andlisis. Ahora considere la variable deslizante o : M — R3
0(Re,we) = we + vex (Pa(Re)) - (6.13)

Note que ésta representacién de la variable deslizante, por medio del mapa (-)*, se puede ver
como el mapa o : M — s0(3), el anélisis que se presentard en las siguientes secciones también se
puede realizar con esta representacién; sin embargo, consideramos que usar la variable (6.13) nos
brinda un desarrollo més agil.

A partir de la variable deslizante (6.13) se elige la siguiente superficie deslizante[26]

D = {(Re,we) € M | 0(Re,we) =0} (6.14)
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6.2.2. Estabilidad de la dinamica de orden reducido

Debido al cardcter compacto de SO(3) y a los argumentos presentados en [5] sabemos que
no es posible alcanzar un resultado de estabilidad asintética global en (6.12) mediante el uso de
controladores como el que buscamos desarrollar. Por este motivo, lo mas que buscaremos probar es
la estabilidad casi global del punto de equilibrio deseado.

La dindmica del sistema a lo largo de D se obtiene al aplicar la restriccion o(Re,we) = 0
sobre (6.12). Lo que lleva a la dindmica de orden reducido

Re = —R.Py(R.) . (6.15)

Teorema 6.1. [26] El elemento identidad Re = I es un equilibrio casi globalmente asintdticamente
estable del sistema de orden reducido (6.15).

Demostracién. Consideremos la funcién lineal candidata de Lyapunov! [50]

Vi(Re) = %tr (I-R.) .

Note que VR(Re) > 0 ya que tr(I) =3y tr(R.) € [—1, 3] (cf. (6.10)). Vg(Re) = 0siy sélosi R, = I.
Su derivada respecto al tiempo es:

VR(Re) = %tr (RePa(Re))

= LRI PR

la ecuacién anterior se obtiene con ayuda de (6.8). Usando (6.7) obtenemos lo siguiente

Vr(Re) = —(vex(Pa(Re)), vex(Pa(Re)))
= —| vex(Pa(R.))|I* < 0.
Esto prueba la estabilidad de R, = I.

La convergencia casi global se establecera por medio del Teorema 5.4. Empecemos por determi-
nar el siguiente conjunto

£= {Re € SO(3) | Vi(R.) = o} .
De la férmula de Rodrigues (6.9) se tiene que
Pa(Re) = sin()ng .

Como 7 # 0, entonces P,(R,) = 0 solo si 6 € {0, 7}. Nuevamente, de la ecuacién (6.9) se concluye
que

e={1yu{-T+2m" |neR n|=1} .

Note que & esta formado por equilibrios, asi que £ es el conjunto invariante mas grande contenido
en £, de modo que todas las trayectorias convergen a &.
Para finalizar, debido a que

Ree{-1+2m" |ne R, n] =1}

!Usar la funcién lineal tr(I — R) = tr(I — Ps(A)) es equivalente a usar el producto interior de Frobenius tr[(1 —
R)T(I — R)] = 2tr(I — Ps(A)) como funcién candidata de Lyapunov pues sélo difieren en una constante.
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se tiene que VRr(Re) = tr (I — nnT) =3 —tr(n'n) = 2, este es el valor maximo que Vi puede
alcanzar. Lo anterior implica que todos los equilibrios R, € £ son inestables, con excepcién de
R, = I. Por lo tanto, el inico punto de atraccién es R, = I. El hecho de que £ es un conjunto de
medida cero, nos permite concluir la convergencia casi global. O

Nota 6.1. El ejemplo presentado al inicio de este Capitulo 6 y la variable deslizante, se pueden
ver como un caso particular en SO(3) x R3 si se restringe el movimiento a la rotacion de un solo
eje principal.

6.2.3. Ley de alcanzabilidad de la superficie deslizante

La condicién o(Re,we) = 0 se puede satisfacer por medio de la siguiente ley de control.

Teorema 6.2. [26] Suponga que las perturbaciones d estdin acotadas por una constante conocida
d > 0, esto es, ||d|| < d. Tomando una constante 6 > 0 y eligiendo

0(Re, we)

'U(Re,we7u)) = —K(U.)e, (JJ)W

(6.16)

con o igual a (6.13) y una ganancia
K (we,w) > [[]l2 - lwl|* + [lwell + d +6 . (6.17)
Entonces, las trayectorias de (6.12) convergen a D (6.14) en tiempo finito.

Demostracion. Para la prueba, consideremos la funciéon candidata de Lyapunov

1
Vo(o) = EO'TJO' .

Usando (6.13), la derivada de V, (o) luce de la siguiente forma
Volo)=0c'J (d)e + VeX(Pa(Re))> .
Usando la dindmica (6.12) se tiene
Vo(o)=0"J (we + VeX(IP’a(Re))>
=0 ((Jw) x w+ vex(Pa(RewX)) +d +v) .

Es facil verificar que
1(Jw) x wll < [[7]|2 - [lo]|?

y (6.7) implica que
| vex(Pa(Rewe )| = [lwell -

Por lo tanto, la derivada respecto al tiempo estd acotada por
Vo(0) < —lol| (K (we,w) = [[]|2 - [[w]|* = l|well = d) -

La condicién (6.17) garantiza que

Vo(o)
Améx(‘]) ‘

Finalmente, del lema de comparacién [38], se obtiene que V,, y por lo tanto o, tienden a cero en
tiempo finito, lo que implica que el par (Re,we) € D. O

Vy(o) < =6

En la siguiente seccién se presentaran simulaciones para el caso de seguimiento y una compa-
racion entre un controlador por modos deslizantes que presenta unwinding y el propuesto en esta
seccién.
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6.2.4. Estabilidad exponencial sobre la superficie deslizante

En esta parte mostraremos que el controlador (6.16) garantiza estabilidad exponencial, una vez
que las trayectorias del sistema alcanzan el modo deslizante. Con este fin en mente, considere la
siguiente funcién candidata de Lyapunov [13, 50].

V= tr(PZ(Re)Pa(Re)) (618)

donde V' > 0 and V = 0 solo si Pg(R.) = 0. Tomando la derivada respecto al tiempo de (6.18)
obtenemos la siguiente expresion

V = tr(PT(R)Pa(Re) + PL(Re)Po(Re))

R - R R.—RT
— tr(Pa(Re)eTe — P, (R, (6.19)

2
= tr(Po(Re)[(w)TRT — Rw}])

X

o, al sustituir esta expresion en

De la condicién de deslizamiento se tiene que —P,(R.) = w
(6.19) se tiene

V = t1(Pa(Re)[~Pa(Re) R, + RPu(R.)))
= tr(Pa(Re)Pa(Re)Re) + tr(Pa(Re) RePa(R)) (6.20)
= 2t1(Py(Re)*(Re + RY))
= 4tx(Pa(Re)*Ps(Re))

Partiendo de la férmula de Rodrigues (6.9), escribimos las partes antisimétrica y simétrica de
R. como P, (R,) = sin(0)n* y Ps(R.) = I + (1 — cos(8)(n*)?) respectivamente. Entonces (6.20) se
puede reescribir de la siguiente forma

V = 4tr(—sin®(9) ()" (1) — sin*(6)(1 — cos(6))(n*)")
< —4tr(sin(8) ()" sin(8) (1))

como P, (R.) = sin(f)n™, podemos escribir
V < —4tr(Pg (Re)Pa(Re))
por lo que se tiene la siguiente desigualdad

V < -4V (6.21)

De la expresién anterior y el lema de comparacién [38], concluimos que el controlador (6.16)
garantiza estabilidad exponencial una vez que las trayectorias del sistema alcanzan la superficie
deslizante D. Esto sucede para casi cualquier condicién inicial de acuerdo con el teorema 6.1.

6.3. Simulaciones: control en SO(3)

En la siguiente simulacién se compara el comportamiento de dos controladores por modos des-
lizantes, uno que sufre de unwinding y el que se disené en este trabajo.
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6.3.1. El fenémeno de unwinding en la representacion por cuaterniones

Debido a que permiten una representacion global (no presentan singularidades), los cuaternio-
nes son una de las representaciones de la orientaciéon mas populares. Sin embargo, a pesar de su
caracter global, los cuaterniones nos llevan a una representacion que no es uUnica; de hecho, existen
dos cuaterniones que representaran la misma orientacion. Como se explicé antes, esta situacién
puede llevar al fenémeno de unwinding. En el siguiente ejemplo simularemos el comportamiento
de un cuerpo rigido usando el controlador por modos deslizantes basado en cuaterniones [47] y el
controlador (6.16).

En términos del cuaternion unitario q = (o, q,), 0 € R, q,, € R™, la dindmica de la orientacién

del cuerpo rigido estd dada por
Jw=(Jw)xw+u+d

, 1
1
4y = 5 (@0l + q, )w

Considere el siguiente control por modos deslizantes, con la variable deslizante lineal

U‘I(qvvw) =4y +w
UQ(qva W) : (623)

w(Qy, w) = —kg— =
Hlog(ay, w)

La ganancia k, se elige lo suficientemente grande como para forzar al sistema a alcanzar el modo
deslizante.
Se tomard la matriz de inercia J = diag(3,4,5) y perturbaciones representadas de la siguiente

d(t) = (sin(57t) cos(7mt) sin(97rt))T .

Se elige la ganancia
K(we,w) =T+ || + 2 ||lwe| + 1.8, (6.24)

de modo que K (w.,w) satisface la desigualdad (6.17) y se toma k, = 5.

Ahora, consideramos el problema de regulacién R; = I, wq = 0. Para ilustrar el fenémeno
de unwinding, suponga que el sistema inicia en la orientacién deseada R(0) = I. En términos de
cuaterniones, esta orientacion se representa con los siguientes cuaterniones

a=(-1 000" or g=(100 0.

A pesar de que ambos cuaterniones representan la misma orientacion, q; es inestable, mientras que
q; es estable. Permitamos que el sistema inicie en el cuaternion inestable q(0) = q;.

La Figura 6.2 muestra la traza de R, (esto permite medir qué tan cerca se encuentra R, de la
identidad) y la norma de la velocidad angular ||w|| para los sistemas (6.12) y (6.22) ante la accién
de los controladores (6.16) y (6.23), respectivamente. Se puede notar que la ley de control (6.16)
mantiene la orientacién inicial, pues es la orientaciéon donde tr(R.) = 3 y ||w|| = 0. Por otro lado,
aun con el sistema (6.22) iniciando en la orientacién deseada, el control (6.23) aleja completamente
el sistema de dicha posicién y lo lleva a dar una vuelta completa hasta llegar nuevamente a la
orientacion deseada.

6.3.2. El problema de seguimiento en SO(3)

Para simular el problema de seguimiento, consideremos una trayectoria variante en el tiem-
po (6.11) con una velocidad angular como se muestra en la Figura 6.3. La figura también muestra



58 CAPITULO 6. MODOS DESLIZANTES Y REPRESENTACIONES GEOMETRICAS

SO(3) control Quaternion control
3 3
2 2
&
=t 1 1
0 0
1 1
0 50 100 0 50 100
Tiempo (s) Tiempo (s)
1 1
0.8 f 0.8
— 06 0.6
3
— 04 0.4
02 r 0.2
0 0
0 50 100 0 50 100

Figura 6.2: Comparacion entre controladores por modos deslizantes. El controlador basado en cua-
terniones presenta el fenémeno de unwinding, el controlador basado en matrices de rotacién no.

la velocidad angular real con el sistema controlado por medio de (6.16). Se puede notar que w, — 0.
La Figura 6.4 muestra los pares de control. La traza de la matriz de orientacién se muestra en la
Figura 6.5. En ella se aprecia como tr(R.) — 3 lo cual significa que R — Ry.
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Seguimiento: velocidad angular
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Figura 6.3: Velocidades angulares deseadas y reales. Controlador por modos deslizantes (6.16) en

SO(3).
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Figura 6.4: Pares de control u generados por la ley de control (6.16).
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Error de orientacion
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Figura 6.5: La traza de la matriz del error de orientaciéon R, muestra que el sistema en lazo cerra-
do (6.12), (6.16) sigue la orientacién deseada, i.e. R = RITR — 1.
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6.4. Modos deslizantes en S?

Aunque algunas aplicaciones requieren conocer la orientacién completa del cuerpo, hay otras
que no lo requieren. Por ejemplo, para apuntar una antena, un telescopio, o una nave espacial en
cierta direccion, necesitamos orientar un eje especifico. En estos casos, las rotaciones alrededor del
eje que apunta no afectan la direccion de apuntado. Por lo tanto, solo se requiere informacién parcial
de la orientacién del cuerpo rigido y se puede considerar una representacién simplificada llamada
orientacién reducida [16, 13].

Los sistemas definidos sobre grupos de Lie son sistemas definidos en variedades que poseen la
estructura de grupo, mientras que los sistemas en un espacio cociente u homogéneo se refieren a
sistemas definidos sobre variedades que, si bien no admiten una estructura de grupo, su espacio
de configuraciones tiene la forma U ~ G/H, donde G es un grupo de Lie, H C G es un subgrupo
y ‘~’ indica la existencia de un difeomorfismo. En particular, los sistemas definidos en una esfera
n-dimensional S = {T' € R™! | I''T" = 1} no son grupos de Lie, excepto en los casos n = 1y
n = 3, pero sus espacios de configuracién pueden escribirse en la forma S™ ~ SO(n + 1)/SO(n)
[10].

Los problemas donde se requiere apuntar un eje especifico del cuerpo, como antenas, satélites y
maniobras de apuntado de un telescopio, exigen sélo informacion parcial adquirida de la matriz de
rotacion. En tales casos, se puede usar una representacion simplificada llamada orientacion reduci-
da. Se tomaran en cuenta dos marcos de referencia, uno fijo al cuerpo rigido y otro que comparte
el origen con el marco fijo, pero que esta alineado con los ejes principales del cuerpo. Este marco
se llamard marco de referencia del cuerpo.

Se define la 2-esfera como
SE={r eR3| ||| =1}. (6.25)

De la ecuacién (6.25), se tiene que I''T' = 1. Al derivar esta expresién respecto al tiempo se obtiene
2I''T" = 0, lo cual lleva a la expresién del espacio tangente a S* en T,

TrS?={l eR®|T'T"=0}.

El conjunto de todos los espacio tangentes a S? forma el fibrado tangente 7T'S.

Ahora, considere la definicién de orientacién reducida dada por [13] y [16], i.e., T' = R"b, donde
b € S? es un vector alineado a un vector base de un marco de referencia fijo, R € SO(3) es una
matriz de rotacion que transforma componentes del marco de referencia del cuerpo al marco de
referencia fijo y I' € S? es el vector de orientacién reducida. En este caso, se dice que SO(3) acttia
sobre S?. Ademas esta accién es transitiva, ya que para cualquier par de puntos b y I' existe una R
tal que I'= R'b [27].

Para determinar la cinemética I' de la orientacién reducida se considera primero la cinemética
en términos de la matriz de rotacién, i.e., R = RQ,, donde Q € R3 es la velocidad angular
representada en el marco de referencia del cuerpo, y la matriz antisimétrica 2y es la imagen de €2
bajo el isomorfismo entre R? y el dlgebra de Lie s0(3) [26]. Tomando la derivada de T' respecto al
tiempo se obtiene

Ir=Rb=Q/RTb=-Q.I'=TxQ. (6.26)

De la ecuacién (6.26) se observa que el par (F,f) pertenece al fibrado tangente T'S? pues I' es

ortogonal a I'. La ecuacién (6.26) representa la cinemética de la orientacién reducida.
Supongamos un cuerpo rigido capaz de proporcionar pares a lo largo de sus ejes principales, de

manera que la dindmica en el espacio de estados, M = S? x R3, se describe mediante las ecuaciones

JU=(JU) xQ+u+D

) , 6.27
I'=Tx0 ( )
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donde J es la matriz de inercia rotacional, la cual es simétrica, definida positiva y se expresa en el
marco de referencia del cuerpo. El vector u € R3 es el control y D € R? representa perturbaciones
tales que 6 > || D|| con § > 0.

Para atacar el problema de regulacion, suponemos que la orientacién reducida deseada corres-
ponde a un vector constante I'y € S? y buscamos que la velocidad angular deseada sea Q4 = 0.

Como en todo problema de control, debemos determinar una forma de medir el error entre el
estado del sistema y en este caso la orientacién y velocidades angulares deseadas. En la seccién
anterior se empled el producto de matrices para determinar el error entre la orientacién deseada
y la orientacién real, y para el error de velocidad angular se emple6 la suma de vectores. Para el
problema de orientacién reducida, la elecciéon de la operacién a emplear no es tan evidente pues
no existe una operacién inherente al espacio homogeneo S?. En este sentido, algunos autores han
propuesto usar operaciones como el producto vectorial y el producto punto [13, 16] para determinar
el error pues brindan una interpretacién geométrica clara sobre el error de orientacién reducida.
Consideraremos estas operaciones en para disenar el controlador por modos deslizantes.

El producto punto como medida del error

Se consideran dos definiciones para el error de la orientacion reducida. La primera surge del producto
punto. Esta definicién nos permitird estudiar la estabilidad del sistema de orden reducido mas
adelante. El error se interpetara como el angulo

0 = arccos(I' ' Ty) (6.28)
donde se observa que , § =0sil' =Ty y 0 =nsi ' = —I'y. Se verd mas adelante que el punto
I' = —I'y corresponde a un punto de equilibrio inestable de la dindmica de orden reducido.

El producto escalar como medida del error
La segunda definicién de error, propuesta en [13, 16|, estd dada por el producto vectorial

I.=TxTy (6.29)

donde T, € R? es el error en la orientacién reducida. En adelante, y para mantener mayor claridad
en los desarrollos, continuaremos escribiendo el producto I' x I'y para referirnos al error de orienta-
cién reducida (6.29). Utilizaremos esta definicién para disenar la variable deslizante en la Seccién
6.4.1.

Las ecuaciones (6.28) y (6.29) reflejan la naturaleza de los puntos de equilibrio que surgen
para este tipo de sistemas, y que nos obligan a considerar la estabilidad casi global en lugar de
la estabilidad global cuando se busca disenar controladores como el que proponemos. Por ejemplo,
considere el punto de equilibrio (I',2) = (I'g,0) para el sistema (6.27). El error en la orientacién
reducida es I' x I'y = 0 para dicho punto; sin embargo, si I' = —I'; el error de orientacién también
es cero. La existencia de mas de un punto de equilibrio es una consecuencia de la topologia del
espacio de configuraciones y no de la definicién particular que hemos elegido para el error [5]. Se
busca entonces una ley de control u tal que 8 — 0. Esto se verd en la siguiente seccién.

6.4.1. Diseno del controlador por modos deslizantes en S?

En esta seccion, se aborda el problema de control de orientacion reducida a través del control
por modos deslizantes, por lo que las soluciones del sistema en lazo cerrado (6.27) se entienden en el
sentido de Filippov [23, 76]. Dado que el sistema (6.27) estd definido como un espacio homogéneo,
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se busca que la variedad deslizante sea también un espacio homogéneo. Esta propiedad se muestra
en la proposicion 6.1.

6.4.2. La variedad deslizante como espacio homogéneo

Consideremos ahora al espacio de estados M = S? xR3 y al grupo G = SO(3) x R3. La operacién
de grupo en M se define como

(Ri,w1) - (Ro,w2) = (R1R2,ws + wi) .
Sea g = (R,w) € Gy q= (I',2) € M. Definimos la accién G x M — M como
gxq=(RI(I' =R xT'y+Q+w) .

Es facil verificar que el mapa satisface los dos axiomas y que la accion es transitiva. Por otra parte,
consideremos al punto

p=(I'q,0) .

Como G)p ~ SO(2) x {0} (hemos identificado a SO(2) con el conjunto de rotaciones alrededor de
I'y) y como la accién es transitiva,

M ~ (SO(3) x R?)/(SO(2) x {0}) .

En otras palabras: Al ser homogéneo, el espacio de estados es difeomorfo a un espacio cociente.
Ahora se enuncia el resultado que describe la estructura de la variedad deslizante.

Proposicién 6.1. [27] Considere la variedad deslizante S C M, definida por
S={T,Q)eS* xR | Q=-TxTy} (6.30)

y al subgrupo de Lie
H = S0(3) x {0} .

(Note que G, C H C G). Entonces, S es un espacio homogéneo con respecto a H. En otras palabras,
la accion restringida H x S — S es transitiva.

Demostracion. Sean (I'1,Q1) y (I'2,Q2) dos elementos de S. Para mostrar que S es homogéneo con
respecto a H, se debe encontrar un elemento (R,0) € H tal que

(R,0) % (T'1, 1) = (2, Q2) . (6.31)
Dado que ambos puntos estdn en S, la ecuacién (6.31) toma la forma
(R, 0) * (Fl, —Fl X Fd) = (FQ, —FQ X Fd) s

es decir,
(RT'y, (T — R ) x Tqg =Ty xTy) = (Fg, —T2 x ['g) . (6.32)

Como SO(3) acttia transitivamente sobre S?, existe una R € SO(3) tal que 'y = RI';. La ecua-
cién (6.32) se satisface claramente con dicha R. O

El resultado anterior muestra que la variedad deslizante conserva las caracteristicas topolégicas
del espacio de estados.
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6.4.3. Alcanzabilidad de la variedad deslizante S

Con base en la técnica de control por modos deslizantes se propone una ley de control que
garantiza la estabilidad casi global de los puntos de equilibrio requeridos. La siguiente proposicién
enuncia la convergencia a la superficie deslizante.

Proposicién 6.2. [27] Considere la variable deslizante
oc=1x Fd +Q

y la ley de control
o

w=—K(Q)- 2, K(Q) = kI + kol + ks - (6.33)

ol

Entonces, para ki, ko y ks suficientemente grandes, el sistema en lazo cerrado (6.27) converge, para
toda condicion inicial, a la superficie deslizante definida en (6.30).

Demostracion. Considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov

1
Vi(o) = §UTJO' . (6.34)

Como J es definida positiva, tenemos Vi(o) > 0y Vi(o) = 0 sélo si ¢ = 0. Por lo tanto, Vi es
definida positiva.
Tomando la derivada de V; respecto al tiempo se tiene

Vl(O') = O‘TJ (F X Fd—I—Q)
=0 (J((T x Q) xTy)+ (JQ) x Q+u+ D) (6.35)
o (1(Q,T,T4,D) +u) ,

donde
T(Q, T, T4, D)= (JQ xQ+J(C'x Q) xTy)+D.

Escogiendo las ganancias k; para mayorar los términos cuadratico, lineal y constante que en €2 tiene
7, podemos garantizar que

K<Q) > HT(Q,F,Fd,D)H +§

para algin £ > 0. Luego,

Vi(o) < —[lo|| (K(Q) — ||7(2,T, T4, D)|))
< =¢lo||

A
n

Por el lema de comparacion [38] se tiene que V3 — 0y, por lo tanto, 0 — 0 en tiempo finito [58].
Es mas, S se alcanza en el tiempo

ts < ¢ Améx () Va(a0) -



6.4. MODOS DESLIZANTES EN S? 65

6.4.4. Estabilidad del sistema de orden reducido

Una vez que se alcanza la variedad deslizante, el sistema (6.27) serd confinado a la regién donde
I'xTyg+Q2=0uQ =TIy xT, lo que define al sistema de orden reducido

I'=-Tx(I'xTy). (6.36)
Por las propiedades del doble producto vectorial, la ecuacién (6.36) puede también escribirse como
I=-T('Ty)+Ty. (6.37)
Para estudiar al sistema (6.37), se considera la funcién candidata de Lyapunov
Vo([)=1-T"Ty,

la cual satisface V(') > 0 y Va(I') = 0 so6lo si I' = T'y. Tomando la derivada de Va respecto al
tiempo y usando (6.37), se obtiene

. . - T
Vo(l) =TTy = (r(r Ty) — rd) Ty,
de donde resulta inmediato que
Va(D) = — (1 - (FTrd)2) :

por lo que VQ(F) <0y VQ(F) =0sblosi' =Ty o' = —T'y. Aplicando el teorema de LaSalle
[11, 38], se mostrard que I' converge al conjunto

= {r € S| T4(T) :o} — (Ty, T4y} .

Como & estd compuesto de puntos de equilibrio, se trata de un conjunto invariante. Luego, todas
las trayectorias convergen a E.

Es posible estabilizar casi globalmente el sistema en el punto de equilibrio deseado mediante la
ley de control (6.33). Este resultado se presenta en la proposicién 6.6. La prueba se realiza usando
el teorema de inestabilidad de Chetaev [38].

Proposicién 6.3. [27] Para cualquier condicion inicial
(F07QO) 7& (_deo) )

las trayectorias del sistema (6.27) convergen al punto de equilibrio deseado (I'g,0), i.e. el punto de
equilibrio es casi global y asintoticamente estable.

Demostracién. Como el punto de equilibrio (—I'y4,0) se encuentra sobre la superficie S, su compor-
tamiento se puede estudiar por medio del sistema de orden reducido (6.52). Se define el conjunto

G = {r eS? |0, e (1, 1)} (6.38)
Se elige una funcién candidata de Chetaev

C(T) = 7 — arccos(I'' T'y) (6.39)
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Note que C(I') > 0 en G y C(I') = 0 en el punto frontera I' = —I'y. Tomando la derivada de C
respecto al tiempo, se tiene

r'ry
1— (00,2
(-T(TTTy) +T4) ' Ty
1— (0TDy)2

= /1 - (I7Ty)?

Note que C(F) > 0 en G y, por lo tanto, del teorema de Chetaev se concluye que I' = —I'y es
inestable. Este resultado, junto con la convergencia hacia &, garantizan que todas las trayectorias
del sistema en lazo cerrado (6.27) convergen al punto de equilibrio deseado (I'g, 0), excepto para la
condicién inicial (—T'g,0). O

C(T) =

6.4.5. Otro angulo de la dinamica de orden reducido

Previamente mostramos que la dindmica de orden reducido queda determinada por la ecuacién
(6.36). Ahora mostraremos que sobre la superficie deslizante, el sistema (6.27) evoluciona como uno
definido sobre un grupo de Lie. Para explicarlo, usaremos la interpretacion geométrica del producto
cruz y la condicién de deslizamiento 2 = —I" x I'y. La Figura 6.6 ilustra cémo el problema se reduce
a uno similar al que se presenté en la Seccién 6.1 donde la rotacién se realiza alrededor de un eje
fijo.

FXFd

—FXFd:Q

Figura 6.6: Sobre la superficie deslizante, la rapidez de cambio en # es igual a la magnitud de la
velocidad angular Q2

Es posible parametrizar la matriz de rotacién asociada a la rotacién alrededor del eje alineado
con I' X I'y. Dicha parametrizacién estd dada por la siguiente expresién

1 0 0
R.=1{0 r'ry 1—(I'TTy,)2
0 —/1—(I'"Ty)? r'ry

es facil probar que R, € SO(3).
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6.5. Simulaciones

En esta seccion se presentan los resultados de algunas simulaciones que permiten observar la
accién del controlador (6.33) para el problema de regulacién. Suponemos una matriz de inercia

20 0 09
J=10 17 0
09 0 15

Las perturbaciones estan dadas por
D' = (sin(5mt) cos(7mt) sin(97t)) .

La orientacién reducida inicial se toma como I'J = (0,0, —1) y se desea alcanzar una orientacién
diametralmente opuesta Fg = (0,0,1). Las velocidades angulares reales iniciales se eligen como
Q4 = (—0.8,-0.3,—0.5) y se desea una velocidad angular Q) = (0,0,0) . Con las condiciones
iniciales consideradas, el sistema (6.27) inicia su movimiento cerca del punto de equilibrio inestable
(=T, Qq) = (To, Q). Las ganancias del controlador se eligen como k1 = ko = k3 = 22, de modo
que K () > 7(Q,T,Qq4, D).

Control u
5 ‘
s0f
_5 I I |
0 5 10 15 20
5

0 5 10 15 20
Tiempo (s)

Figura 6.7: Ilustracién de los pares de control u en diferentes instantes de tiempo, obtenidos para
esta simulacién por medio del control (6.33).

Los pares de control u se muestran para diferentes instantes de tiempo en la Figura 6.7, donde
se puede apreciar la presencia de chattering. La Figura 6.8 muestra como las velocidades angulares
convergen a cero después de un tiempo. El error de la orientacion para diferentes instantes de tiempo
se presenta en las Figuras 6.9 y 6.10. La primera muestra la magnitud ||[I'xI'4|| que corresponde a una
de las representaciones consideradas para definir el error en la orientacion reducida. Esta magnitud
es igual a cero cuando I' y T'y son paralelas y ||[I' x Ty]| = 1 cuando I" y T’y son ortogonales. La
segunda de estas figuras representa el angulo entre los vectores I' y I'y en diferentes instantes del
tiempo. Al inicio, # = 7 pues I' y I'y apuntan en direcciones opuestas. Se puede observar que después
de un tiempo 6 converge a cero.
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Velocidad angular

1 \
-1 1 | !
0 5 10 15 20
0.5
0.5 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
0.5
S 0
0.5 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
Tiempo (s)

Figura 6.8: Ilustracion de las velocidades angulares. Se puede notar que después de un tiempo estas
convergen a, cero.

Error de orientacién
1 T T T

T x T
o o
L D
T T
L L

0 5 10 15 20
Tiempo (s)

Figura 6.9: Error de la orientaciéon en términos de la magnitud de I' x I'y. El error es igual a cero
tanto en la posicién opuesta como en la deseada.

La Figura 6.11 muestra como las trayectorias I' del sistema (6.27) llegan hasta la orientacién
reducida deseada I'y sobre S? y se mantienen en ella. Finalmente, las Figuras 6.12 y 6.13 ilustran
la evolucién de o y sus componentes (01,02, 03) en diferentes instantes de tiempo.
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Angulo 0
T

3.5

10 15 20
Tiempo (s)

Figura 6.10: Error de la orientacién en términos de 6.

Trayectoria de la orientacién reducida I'

+ Iy

o Iy

—]
1
0.5
0
-0.5

Figura 6.11: Tlustracién del recorrido de I' sobre la esfera S? hasta alcanzar la orientacién deseada
T'y. La cruz indica el punto de inicio de la maniobra y el circulo la orientaciéon reducida deseada.
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Variable o

Figura 6.12: Muestra el comportamiento de o en diferentes instantes del tiempo.

1 Componentes de o

1
—

o
N

1

0 5 10 15 20
Tiempo (s)

o
N

Figura 6.13: Componentes de del vector o.
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6.6. El caso de seguimiento en S?

En esta seccién se extiende el resultado de regulacién al problema de seguimiento. Las principales
diferencias se encuentran en la forma de definir la accién del grupo de Lie y el estudio de la
estabilidad en el sistema de orden reducido pues, en este caso, la dindmica de orden reducido
corresponde a un sistema no auténomo.

Para el problema de seguimiento, se busca que I' siga la trayectoria 'y y € siga la trayectoria
Qg, donde I'y y 4 satisfacen la siguiente ecuacién cinematica

fd:FdXQd

En cuanto al error, este se representard por I' x I'y para la orientacién y Q. = Q0 — )y para la
velocidad angular. Se considera el grupo de Lie G = SO(3) x SO(3) x R3 x R3 con la operacién?

(R1, Ri,w1,01) - (Re, Ra,wa,@9) = (R1Ra, Ry Ry, w1 + wa, @1 + @9) (6.40)

y el conjunto M = S§2 x §? x R? x R3. La variable deslizante o, : M — R? queda definida como

O'T(F, Ty, Q, Qd) =Q—Qu+T xTy. (641)

y la superficie deslizante S C M, se describe de la siguiente forma

S = {(F,Fd,Q,Qd) eM | Q=-TxIq+ Qd} (642)

y el subgrupo de Lie
H = S0(3) x SO(3) x {0} x R?.

Al igual que en el caso de regulacién, S es un espacio homogéneo respecto a H con la siguiente
accién transitiva®

g*xq=(RT,RT3, T xTy—RU x RUg+w+a&+Q,Q+@) (6.43)
donde g = (R, R,w, @) € Gy q= (I',Tq,Q,Qq) € M. La siguiente proposicién enuncia el resultado
sobre la estructura de la variedad deslizante.

Proposicion 6.4. Considere la variedad deslizante S C M, definida por
S={T,T42,2) e M|Q=-TxTq+Qq4} (6.44)

y al subgrupo de Lie
H = S0(3) x SO(3) x {0} xR3 .

Entonces S es un espacio homogéneo respecto a H. En otras palabras, la accion restringida H x .S —
S es transitiva.

Demostracion. Sean q1 = (I'1,Tq,Q1,Q) v @ = (I'2,T4,Q2,Q4) € S. Para mostrar que S es
homogéneo respecto a H, se debe encontrar un elemento (R, R,0,®) tal que con la accién (6.43) se
cumpla

(R, R,0,@) x (', Tq, 0, Q) = (T2, T, Q2,0) (6.45)

Dado que ambos puntos estan en S, la ecuacién (6.45) toma la forma

(RT'1, RTy, —RT x RUg+ Qq+ @, Qg + @) = (T'9,Tq,Qq — Ta x T'g, Q) (6.46)

como SO(3) actiia transitivamente sobre S?, existen R, R € SO(3) tal que I'ys = RI'1 y [y = RTy,
y existe @ € R3 tal que 0y = Qg + @, de modo que la ecuacién (6.46) se satisface con estos R, Ry
w y concluimos que S es homogéneo respecto H. O

2En el apéndice se muestra que la operacién (6.40) cumple los axiomas de grupo.
3En el apéndice se presenta la prueba de que (6.43) es una accién transitiva.
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6.6.1. Alcanzabilidad de la superficie deslizante S?

Ahora se verificard la alcanzabilidad de la superficie y se estudiard la estabilidad de la dindmica
de orden reducido. Antes de iniciar, consideremos las cotas ||(JQ) x Q| < [|J||2 - ||Q||2 (vista en la
Seccién 6.2) y |[J((T' x Q) x Ty)|| < ||J]|2 - ||€2]]. También se elige I'y, Q4 tal que Oy =Ty x Qg y

IT x (g x Qq) + Q4]| < k. Estas cotas forman parte de la siguiente proposicién.

Proposicion 6.5. Suponga que las perturbaciones d estin acotadas por una constante conocida
d > 0, donde ||d|| < d y una constante k > 0 que acota los términos relacionados con T'q y Qq.
Tomando una constante 6 > 0 y eligiendo el control

Or (Fa Iy, Qe)

[Ty Q) = —K(Q)-2rodiile)
s Ta Q) = =K 7 a0

(6.47)

con o, determinada por la expresion (6.41) y con la ganancia
K@) > [ ]|z 1207 + [1]l2 - 19/ +d + 5+ (6.48)
Entonces las trayectorias de (6.27) convergen a S (6.44) en tiempo finito.

Demostracion. Considere la siguiente funcién de Lyapunov

1
Vi(o) = §UTJO' . (6.49)

como J es definida positiva Vi(o) > 0y Vi(o) = 0 solo si ¢ = 0. Entonces V; es definida positiva.
Tomando la derivada respecto al tiempo de Vi:

%(O’)ZO'TJ<FXFd+FXf‘d—I—Q—Qd>
=o' (J((L x Q) xTg)+ (JOU) x Q+ u+ d) (6.50)
—i—FX(FdXQd)—i-Qd)

Por la tanto, la derivada queda acotada de la siguiente manera

Vi(o) < —lloll (B () = |7]l2 - 2% = 17112 - 2] = d = &)
La condicién (6.48) garantiza que
Vi(o)
)\méX(J) )

Del lema de comparacién se concluye que V3, — 0 y por lo tanto o — 0 en tiempo finito. Ademads,
S se alcanza en el tiempo

Vi(o) <=6 (6.51)

ts < )\méx(J)‘/l(UO) .

J

6.6.2. El sistema de orden reducido: estabilidad en S?

Una vez que el sistema ha alcanzado la superficie deslizante S, el sistema (6.27) debido a la
condicién de deslizamiento I' x 'y + Q. =00 ' x I'y + Q — Q4 = 0, evoluciona de acuerdo con la
siguiente expresion

D=Tx(-I'xTy+Q). (6.52)
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Usando la identidad para el triple producto vectorial podemos reescribir (6.52) como
I'=-T{T'Ty)+Tg+T xQq. (6.53)
Para analizar la estabilidad de (6.53), consideraremos la siguiente funcién candidata de Lyapunov

VB()=1-T'Ty,

donde V5(I') > 0y V(') = 0 solo si I' = I'y. Tomando la derivada de V»(I") respecto al tiempo y
usando (6.53), se obtiene
Vo(l)=-T"Ty—T"Iy

usando las identidades del triple producto escalar es facil verificar que
() = - (1= ('T0?)

por lo que, VQ(F) <0y VQ(F) =0solosil'=T430I=-T}.
Note también que V5(I") es acotada por abajo pues Vo(T') > Vo(I' =T'y) para I # T'y.

Vo =-1"T; - T7T,
. , (6.54)
= —(F X Q) Fd -T (Fd X Qd)

empleando las identidades del triple producto escalar se tiene

Vo = —QT(Ty xT) — QI x Ty)
= QT(I' x Ty) — QL (I x Ty) (6.55)
= (Q — Qd)T(F X Fd)
~ Usando la condicién de deslizamiento 2 — €2y = —I" x I'g, se tiene que Vo=—|TxT4?<0y
V3 es semidefinida negativa.

Ahora verificaremos que V5 es uniformemente continua en el tiempo calculando V5 y compro-
bando que esta segunda derivada respecto al teimpo es acotada.

Vo =2 x Ty)T(T' x T'y)
= 20 xITg) (I xTg+T x I'y) (6.56)
= 20 x T)T((T x Q) x Ty +T x (T4 x Qg))

usando nuevamente la condicién de deslizamiento, ahora en (6.56) obtenemos

‘"/2 =-2(I' x Fd)T([P X (=I'x g+ Qd)] xTg+T x (Ig x Qq)) (6.57)

usando el Corolario 5.1, como I', I'y y 24 son acotadas, Vs es acotada y Vs — 0 lo cual implica que
I'xTy = 0y porlotanto ' =Ty o I' = —I';. Finalmente, de la condicién de deslizamiento se
concluye que 2 — Qg4 = 0 de modo que 2 = Q.

Para mostrar que el sistema (6.27) sigue la trayectoria deseada (I'y, 4); mediante el teorema
de Chetaev se mostrara que (—I'g, ;) es inestable.

Proposicién 6.6. Para cualquier condicion inicial (T'g, Q) tal que

(To, Q0) # (=T'a,) ,

las trayectorias del sistema (6.27) convergen a la trayectoria deseada (I'g,Qq).
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Demostracion. Notemos que (—I'g, €4) real satisface la condicién de deslizamiento o, = 0 en con-
junto con las trayectorias deseadas; por lo que es posible estudiar su estabilidad mediante el sistema
de orden reducido (6.52).

Definimos el conjunto

G:={TeSHr'T, € (-1,1)} (6.58)

y elegimos la siguiente funcion

C =n —arccos(IT'TTy) (6.59)

Note que C > 0 en G y C = 0 en la frontera I' = —I'; para todo tiempo t > to. Tomando la
derivada de C respecto al tiempo se obtiene

. T, + 17T,
- /1—(I7T,)?
(L) (Tg — T{[, Ty)) + (Tg)T(T x Qq) + TT(Ty x Q4)
1 — (TTTry)?
1—(TTTy)? — (Tg)T (g x T) + (Tg)T (g x T)
1 — (TTTy)2

(6.60)

= | sin 0|
=|T'x Tyl >0

se observa que C > 0 en el conjunto G, entonces (=Tq,Qq) en el tiempo ty es inestable. Este
resultado junto con el obtenido al aplicar el Corolario 5.1 garantizan que el sistema en lazo cerrado
(6.27) converge a la trayectoria deseada (I'g, 24) siempre que en el tiempo ¢y se cumpla la condicién

inicial (T'g, Qo) # (=g, Qq).
O

6.6.3. Simulaciones para el problema de seguimiento en S?

En esta seccién ilustraremos como se comporta el controlador (6.47). Tomaremos las condiciones
iniciales Ty = (0,0, —1)7 para la orientacién reducida real y el punto antipodo Iy, = (0,0, 1) para
la orientacién reducida deseada. Se eligen las velocidades angulares iniciales Qo = (0,0,0)7rad/s y
Qq4, = (—0.8,-0.3,—0.5)Trad /s real y deseada respectivamente. Con las condiciones iniciales elegi-
das, el sistema (6.27) inicia su movimiento cerca de la trayectoria inestable (—I'g, £24). Se consideran
las ganancias k; = ko = 25 y k3 = 3 tal que k(Q) < 0.

Las entradas de control v se muestran en la Figura 6.14, se puede notar chattering a partir del
momento en que las trayectorias llegan a la superficie S. El seguimiento de la velocidad angular
deseada se puede apreciar en la Figura 6.15. Como se mencioné antes, se consideran dos formas de
representar el error de orientaciéon reducida, estas se ilustran en las Figuras 6.16 y 6.17. La primera
muestra como cambia la magnitud del producto cruz ||I' x Ty, la cual es cero cuando I" y 'y son
paralelas y ||[T' x I'y|| = 1 cuando I" y 'y son ortogonales. La segunda representacién se ilustra en la
Figura 6.17 y muestra el cambio del angulo entre los vectores I' y I'y; al inicio § = 7 puesto que I'' y
I'4 son antipodos uno del otro, después de 5s aproximadamente 8 el d&ngulo se reduce practicamente
a cero.

La Figura 6.18 muestra como la orientacién reducida dada por el sistema (6.27) sigue la orienta-
cién reducida deseada, las trayectorias I' y I'y evolucionan en S?. Por tltimo, la Figura 6.19 ilustra
el comportamiento de la variable deslizante en diferentes instantes de tiempo.
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Figura 6.14: Entradas de control u obtenidas con la ley de control (6.47).
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Figura 6.15: Seguimiento de la velocidad angular deseada.
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Error de orientacion

0 Il L L |
0 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 6.16: El error de orientacién ||I' x I'y|| ilustra la existencia de dos equilibrios I' = I'y and
I'=-Iy.

Angulo ¢

3.5

20 30 40 50
Tiempo (s)

Figura 6.17: El error de orientacién # muestra cémo el sistema (6.27) se mueve hacia la posicién
deseada desde la posicion opuesta. hasta alcanzarla.
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Seguimiento

(a) 5 segundos

Seguimiento
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* Condicién inicial
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Figura 6.18: Seguimiento de la orientacién reducida sobre S? al transcurrir 5 seconds (figura 6.18a)

y 10 segundos (figura 6.18b) de simulacién
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Variable deslizante o

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Figura 6.19: Evolucién de la variable de deslizamiento o en diferentes instantes del tiempo.
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6.7. Modos deslizantes en SE(3)

En esta seccién se estudiara el problema de control para sistemas definidos en SE(3). Nueva-
mente se recurrird al control por modos deslizantes y se disenara una superficie en la que hacemos
uso de los resultados obtenidos en la secciéon 6.2. Es importante resaltar que todo el anélisis reali-
zado en la seccién 6.2 se traslada ahora a SFE(3) con sus respectivas adecuaciones. Esto es posible
gracias a que la dindmica de la orientacién se puede considerar independiente de la de traslacion.
Otra ventaja que se tiene, es que sabemos a priori que en SFE(3) solo podemos alcanzar estabilidad
casi global como consecuencia de la naturaleza de SO(3), esto simplificara el andlisis en esta seccién.

Dentro de la estructura de SE(3) interactian dos clases de movimientos, el de rotacién y el
de traslacién. Es importante no perder de vista esto al disefiar el controlador, principalmente por
la diferencia de escalas en las magnitudes que implica uno u otro movimiento. En esta seccién,
algunas partes del andlisis se realizardan considerando el movimiento completo (traslacién-rotacién)
y en otras se separaran para brindar mayor claridad.

6.7.1. Ecuaciones del movimiento en SFE(3)

Para este desarrollo considere un sistema de segundo orden definido a partir de las matrices
A € SE(3), X € se(3) con la entrada de control U € se(3), D € se(3) una matriz de perturbaciones,
y la matriz f(-) € se(3); la dindmica en SE(3) es la siguiente

A=AX

5 (6.61)
X=fX)+U+D

La ecuacién (6.61) representa tanto la traslacién como la rotacién de un cuerpo rigido. El obje-
tivo serd llevar los estados del sistema al origen, esto quiere decir que buscamos un control donde
el resultado sea A — I y X — 0, note que ahora la matriz identidad I y la matriz 0 estdn en R**4,
Este objetivo es el mismo para el problema de seguimiento considerando la dindmica del error. En
adelante, al referirnos a matrices como la identidad I o una matriz de ceros 0 se especificaran sus
dimensiones como subindices cuando se considere que puede existir confusion en la notacién; como
ejemplo considere I € R3*3, esta serd representada como I3y3.

El sistema (6.61) representa de forma compacta el movimiento del cuerpo; sin embargo, resulta
util conocer la composicion de estas matrices con el fin de disenar la variable deslizante y seleccionar
las ganancias del controlador. Para esto, seguiremos las representaciones utilizadas en [19] y [73].

La matriz A tiene la forma

A:[R P}; R e SO(3), PcR?
O1x3 1

y estd compuesta por la orientacién R y la posicién P. La matriz X

wX W
X —
|:01><3 0

X

] ; wX€so(3), veR? (6.62)

contiene la velocidad angular w por medio del operador (-)* y la velocidad lineal v. La matriz f se
conforma como sigue

TN Jw) > w)* —mT wX
f(X) - |: 01><3 0

para terminar la descripcién del sistema (6.61), la matriz de perturbaciones toma la forma

(6.63)
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D [JldX m~1D

. d, DeR? 6.64
O1x3 0 :| ( )

donde d y D estén acotadas por constantes d > 0y D > 0.

6.7.2. Dinamica del error en SE(3)

Al igual que en el caso de SO(3), se consideran los errores R, = R;{R y we = w— RTwy de
orientacion y velocidad angular respectivamente. También se usaran los errores P, = Rg(P — Py)
y Vo = —szdx P.+V - R;—Vd, estas definiciones nos permiten llegar a una forma apropiada de
la dindmica del error para tratar tanto el problema de regulacién como el de seguimiento. Para
determinar la dindmica del error, parte del trabajo lo realizamos en la seccién (6.2.1), donde se
determind la dindmica del error para la orientacién. Para completar la dindmica del error en SFE(3),
resta determinar las ecuaciones que describen el error en la traslacion.

Considere el error de posiciéon P, = RdT(P — Py), tomando su derivada respecto al tiempo se
tiene

P.=-wiR)(P— P+ R;P - RYP,

suponga que Pd =RsVyy Rd = Rdwdx, entonces la dindmica del error de posicién toma la siguiente
forma,

P.=R.V, (6.65)

Para obtener la dindmica que describe el error de velocidad lineal, considere el error V, =
—R;rw; P, +V — R V. Tomando su derivada respecto al tiempo se obtiene

mV, = m(~R]wP. — R0 P. — RIw;P. +V — R Vy — RIVy)

Usando Vd = —wdTVd, Jwg = (Jwg)*wq y sustituyendo el resto de las derivadas en la expresién
anterior se tiene

mVe = m(—R.} T ((Jwg)*wa)* Pe — R} w;RVe — (Rl wa)* R w}Pe) —wS Ve +u+D  (6.66)
haciendo

u=—m(—R}] TN (Jwa)*wa)*Pe — Rl w} ReVe — (R} wa)* R} w} Pe) +w

y sustituyendo u en la ecuacién (6.66) se llega a la dindmica que describe el error de velocidad lineal

mV, = —wV, +w+ D (6.67)

Agrupando las ecuaciones (6.12), (6.65) y (6.67), se obtiene la representacién en SE(3) de la
dindmica del error

: R. P wX V.
A= ¢ € ¢ ¢ 6.68
[01x3 1} [01x3 0} (6.682)
o [T HJw) x w)* —mT WXV, J2 m~lw J7td* m~'D
X= 01x3 0 - O1x3 o | T 01x3 0 (6.68b)

Finalmente, concluimos esta seccién recordando los isomorfismos & + ¢ entre RS y se(3)
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y el operador inverso £V

ambos presentados en el Capitulo 3.

6.7.3. La superficie deslizante

Cuando disenamos la superficie deslizante en SO(3), la restriccién que se impuso fue una varia-
ble deslizante representada como matriz antisimétrica, pues es la forma que exhiben los elementos
de s0(3). Para determinar esta variable, se emplearon los errores de orientacién y velocidad angular.
Para el caso en SE(3), se sigue la misma estrategia.

En el Capitulo 3, vimos como lucen los elementos de se(3), usaremos esa descripcién para generar
la variable deslizante en términos de los errores de posicién, de orientacion y de velocidades lineal
y angular. De este modo definimos la superficie deslizante.

Definicion 6.1. Considere la variable deslizante

X T
o (Rertop, Po, V) = | T8 B ) or(fie, B “Ve)} - [Pa(R) Twd BePet Vel g (660
01 x3 0 01x3 0
Se define la superficie deslizante como
S ={(A,X) e M|o(Re,we, P, Ve) = 0} (6.70)

En la siguiente seccién mostraremos el controlador que permite al sistema alcanzar, en primera
instancia, la superficie deslizante S en tiempo finito y posteriormente se probara que sobre la
superficie, las trayectorias del sistema convergen al equilibrio deseado de forma exponencial.

6.7.4. Alcanzabilidad de la superficie deslizante

Con la superficie deslizante definida, el siguiente paso es generar el control que permita cumplir
con los objetivos. El siguiente teorema presenta el control propuesto y probaremos que la superficie
deslizante se puede alcanzar mediante dicho controlador. Algo a notar, es que se consideran dos
ganancias, una que afecta a la parte del movimiento rotacional y otra que afecta al movimiento de
traslacién. Dividir las ganancias de este modo, permite ajustarlas con mayor facilidad pues no se
tiene el problema de la diferencia en la escala de las magnitudes de los movimientos.

Teorema 6.3. Las trayectorias del sistema (6.68a-6.68b) convergen a S por medio de la ley de
control

KR(wea w, P67 V;i) SigH(O'R) KT(OJe, P67 V;i) Sign(UT)

U(Re,we,w, P, V) = (6.71)
O1x3 0
con las ganancias que satisfacen las siguientes condiciones
Knwer) > 1l - ] + el 46+ (6.72)

Kr(we, Pe, Ve) = m|[Vell +|[Vellz - [lwell + D + 6 (6.73)
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Demostracién. Empecemos por aplicar el mapa (+)V a la variable deslizante (6.69)

S e

Ahora usaremos la matriz de inercia J = J ' y la masa m que multiplica a la matriz identidad
I3x3. Con lo anterior, se considera la funciéon candidata de Lyapunov

R PRV SRV VA o B | O3x3 | v
‘/‘1_2(J ) Jo _2(0) Osxs mlss)

se puede notar que V, es definida positiva. Ahora, tomando la derivada de V, respecto al tiempo se
tiene

V _ ((TV)T J(i)e + JVCX.(Pa(_R.e))
¢ mV, + m(R] P. + R! P,)
Sustituyendo las derivadas Re, We,s Ve, y P, en la ecuacién anterior obtenemos

Rew; — (Rewex)—r

Vo= (0¥)7 (Jw)*J + z 4+ d + J vex(Pqa(

— ) (6.74)
mV, —w Ve +w+ D +m((Rew)) T P.)

[\

enseguida aplicaremos el mapa (-)V al control (6.71), esto es

o= 1] - [t

Por otro lado, de la seccién 6.2.3 se tiene que |(Jw) x w|| < || ]2 - [|w||?, ademés [|wX V.|| <
llwell2 - |Ve||, entonces se deduce que la ecuacién (6.74) estd acotada por

Va < —vex(og) " sign(vex(or))(Kr(we, w) — ]|z - [|w]|* — [lwel| — )

T _ (6.75)
— o sign(or) (K (we, Pe, Ve) — ml|Vel| = [|Vell2 - [lwell = D)
las condiciones (6.72) y (6.73) garantizan que
Vo < —d(vex(or) " sign(vex(or) + o7 sign(or))
= —6((c")" sign(a")
< —dllo|| (6.76)
Va
<=0y ——

del lema de comparacion [38] se tiene que V, y por lo tanto ¢" tienden a cero en tiempo finito. [

6.7.5. Estabilidad del sistema de orden reducido

Para determinar el sistema de orden reducido, usamos la cinemética (6.68a) y la variable desli-
zante o. Obtenemos asi la dindmica del sistema sobre la superficie S

_ _RePa(Re) _Pe

A 6.77
01><3 0 ( )

De nuestro trabajo [26], sabemos que para el sistema en SO(3), solo podemos aspirar a un
resultado de estabilidad casi global, que existe un conjunto de medida cero formado por puntos

de equilibrio inestables (ver seccién 6.2.2) y que la identidad R, = I3x3 es un punto de equilibrio
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estable casi globalmente para la dindmica de orden reducido (6.15). Las caracteristicas anteriores
las hereda SFE(3), salvo que ahora el punto de equilibrio de la dindmica de orden reducido esté
formado por R, = I3x3y P. =0, lo que implica que A = I44 serd el punto de equilibrio en SE(3)
para la dindmica de orden reducido (6.77). Por lo anterior, en esta seccién nos centramos en el
andlisis de estabilidad considerando que en las condiciones iniciales

)
Agg LM Ol e gy =1 (6.78)
01><3 1

Teorema 6.4. La identidad A = I4«4 es un equilibrio estable casi globalmente del sistema de orden
reducido (6.77).

Demostracion. Para estudiar el comportamiento del sistema de orden reducido, considere la si-
guiente funcién candidata de Lyapunov

1
Vor = 5 P/ Pe 4 tr(Pa(Re) 'Pa(Re))

Tomando la derivada de V,,. respecto al tiempo y usando el resultado obtenido en la seccién 6.2.4
se tiene que

Vor < —4tr(Pa(Re) Pa(Re)) + P P,

finalmente, de la dindmica de orden reducido la derivada respecto al tiempo es acotada por

Vor < —4tr(Po(R.) 'Pa(R,)) — P P,
< —2tr(Pa(Re) "Pa(R.)) — P P, (6.79)

= 2‘/07“

del lema de comparacién, del resultado de estabilidad casi global obtenido en la seccién 6.2.2 y de la
condicién (6.78) se concluye que el par (R, P.) converge exponencialmente al punto (I3x3,0) para
casi cualquier condicién inicial y por lo tanto A — I4x4.

O

6.7.6. Simulaciones: control en SE(3)

En esta seccién se ilustra el comportamiento del sistema ante la accién del control (6.71) para
el caso de regulacién. Para este proposito considere las siguientes condiciones iniciales:

Usaremos la matriz de inercia J = diag(0.0022,0.0025,0.0045) y la masa m = 0.456 reportadas
en [45]. Las perturbaciones estan dadas por

DT =05 (—sin(57t) cos(7mt) —sin(97t)) .

d" = 0.005 (—sin(57t) cos(7rt) —sin(9rt)) .

Las velocidades iniciales angular y lineal son wy = (—0.5,0.6,-0.4)" y V5 = (1.5,2,3)". La
posicién inicial serd Py = (10,5,6)" y la orientacién

1 0 0
Ry= |0 cos(n/3) sin(mw/3)
0 —sin(7/3) cos(7/3)

y elegimos las ganancias

Kr(we,w) = ||w||* 4 0.009]|we]| + 0.009
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Kr(we, Pe, Ve) = 2||Vell + 4| Vel - llwell + 11.5]| Fel[[|we | + 0.009

Se busca que R — 0, w — 0, P — 0y V' — 0. En las siguientes figuras se muestran los resultados
de la simulacion. La Figura 6.20 ilustra las entradas de control para los movimientos de rotacién
y traslacién. Note el cambio de escala en la magnitud del control de orientacién respecto al de
traslacién. Es importante considerar este cambio de escala a la hora de disenar el controlador pues,
si bien es posible demostrar que la superficie es alcanzable usando una sola ganancia para todo el
sistema en SFE(3), esto se convierte en una limitacién a la hora de ajustar el valor de dicha ganancia
debido a la diferencia de escalas entre el movimiento de rotacién y el movimiento de traslacion.

Control orientacion . Control traslacion

0 o 0

-1 -200 !
40 5 10 0 5 10
2
2
g1 ‘ 200 |
5)
]
3}
g0 N T .. 0
L)
8]
g |

1 ‘ 200
% 0 5 10 0 5 10
-
3

1 200 -

0 0

-1 : -200 | :

0 5 10 0 5 10

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 6.20: La figura muestra las componentes del control bajo el mapa u, del lado izquierdo se
aprecian las componentes del control encargado de la orientacion. Del lado derecho se muestran las
entradas de control encargadas de la traslacién.

En la Figura 6.21 se muestran las componentes del error de velocidad angular, para el caso
de regulacion la grafica para la velocidad angular real tiene el mismo aspecto; se aprecia que las
trayectorias tienden a cero. De igual manera, en la Figura 6.22 se ilustra como el error en la velocidad
lineal tiende a cero, en ambos casos esto sucede de forma exponencial una vez que las trayectorias
del sistema alcanzan el modo deslizante.

Finalmente, en las Figuras 6.23 y 6.24 se muestran los errores de posicién y orientacién respecti-
vamente. En la primera de ellas se puede notar que el error de posicion tiende a cero; en la segunda
el error tiende a 3 como es de esperarse ya que R, — 1.



6.7. MODOS DESLIZANTES EN SE(3) 85

Error de velocidad angular w,
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Figura 6.21: La figura muestra las componentes del error de velocidad angular w. para diferentes
instantes de tiempo.
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Figura 6.22: En la figura se aprecia como las componentes del error de velocidad lineal v, tienden
a cero de forma exponencial.
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Figura 6.23: La figura muestra como las componentes del error de posicién tienden a cero, lo que
significa que se alcanza la posicion deseada.
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Figura 6.24: En la figura se muestra como tr(R.) — 3, esto indica que R, = I o que el control lleva
al sistema a la orientacion deseada.
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Conclusiones

En este trabajo se abordé el problema de disenar controladores por modos deslizantes mediante
representaciones geométricas que describen el movimiento de cuerpos rigidos. En concreto, el tra-
bajo se enfocé en el diseno de controladores para sistemas definidos en los grupos SO(3), SE(3) y
el espacio homogéneo S2.

Para el diseno de los controles en SO(3) y SE(3), resulta esencial entender la operacién del
grupo para poder plantear definiciones de error que permitan describir la naturaleza del problema,
diseniar la superficie deslizante y que faciliten el andlisis del problema. El estudio de la estabilidad
en estos sistemas requiere considerar la existencia de miltiples equilibrios en SO(3), esta situacién
la heredan los sistemas en SFE(3) ya que contienen a las rotaciones. Para el control en SE(3),
resulta importante considerar que en él estan inmersos dos tipos de movimientos con escalas de
magnitud distintas, esto nos lleva a que se elijan ganancias en funcién del tipo de movimiento que
se desea controlar. En ambos casos se probd que las trayectorias, una vez que se encuentran en
la superficie deslizante, convergen a los puntos de equilibrio deseados exponencialmente para casi
cualquier condicién inicial, este es el resultado de estabilidad casi global. Mediante simulaciones, se
ilustro la existencia del unwinding para una representaciéon no unica y se comparé con el control
que disenamos, este tltimo presenté el resultado esperado: no mostré unwinding.

El caso del control en S? presenta sus peculiaridades, de entrada no existe un elemento identidad
en esta variedad ya que es un espacio homogéneo. De esto surge la necesidad de usar las definiciones
de error que se consideraron. Otra caracteristica importante es que la superficie deslizante conserva
el cardcter homogéneo del espacio de configuraciones. Una desventaja de la definicién del error de
orientacion reducida es que nos impide obtener una dindmica del error apropiada para estudiar el
caso de seguimiento a partir del estudio del caso de regulacién. En el caso del problema de segui-
miento, la dindmica de orden reducido corresponde a un sistema variante en el tiempo, por lo que
el andlisis empleado para el caso de regulaciéon no se puede emplear del todo. Otra caracteristica
importante es que, una vez el sistema alcanza la superficie deslizante, este se comporta como un
sistema en SO(3) rotando alrededor de un solo eje. Para este tipo de sistemas, se probé que el
punto de equilibrio deseado en el caso de regulacién es asintéticamente estable casi globalmente.
Para el caso de seguimiento, se mostré que la trayectoria deseada es asintéticamente estable casi
globalmente.

Como parte de esta investigacién, se han publicado hasta el momento los trabajos [26, 27]. De
los resultados presentados en esta investigacién, faltan por someterse el controlador en SE(3), el
caso de seguimiento en S? y los resultados de estabilidad exponencial casi global.
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7.1. Trabajo a futuro
Como trabajo a futuro se contempla lo siguiente:

= Disenar la version continua del modo deslizante para cada controlador.
= Explorar el disefio de controladores en otras variedades.

= Abordar los casos subactuados de los sistemas vistos en este trabajo.



Apéndice A
Demostraciones del Capitulo 6

En este apéndice se daran las desmotraciones correspondientes a las ecuaciones (6.40) y (6.43).
Respecto a la primera ecuacién, se mostrard que el conjunto G = SO(3) x SO(3) x R3 x R? dotado
de la operacién (6.40) forma un grupo. Respecto a la ecuacién (6.43), se mostrard que es una
accion transitiva. Ambas ecuaciones se repetiran en las proposiciones siguientes para brindar mayor
claridad.

Proposicién A.1. El conjunto G = SO(3) x SO(3) x R? x R? con la operacion

(R1, R1,w1,@1) - (Ra, Ry, wa,@2) = (RiRy, RiRy, w1 + wa, @1 + &2) (A.1)
forma un grupo.
Demostracion. Considere g1 = (Ry, Ri,w1,@1), g2 = (Ra, Ro,ws,w2) v g3 = (R3, R3,ws,w3) ele-

mentos en GG. Probaremos los axiomas de cerradura, asociatividad, existencia del elemento neutro
y el inverso.

Cerradura
g1 -9g2 = (Rl,Rl,Wl,wl) . (RQ,RQ,WQ,(DQ) - (RlRQ,RlRQ,Wl +w27w1 +(IJ2)

note que R1Ry y R R pertenecen a SO(3); w1 + wa y @1 + @y pertenecen a R3, por lo tanto
g1*g2 € G.
Asociatividad

(91 - 92) - g3 = ((R1, Ri,wi,@1) - (Rg, Ra,w2,@2)) - (R, Ra, w3, w3)
= (R1Ry, R1 Ry, w1 + wa, 01 + @2) - (R3, R3,ws,03)
= (R1RoR3, RiRyR3, w1 + wa + w3, 01 + 02 + @3)
= (Ry, R1,w1,@1) - (RoR3, RoR3, wa + w3, W + W3)
= (R, Ri,w1,@1) - ((Ra, Ra,wa, @2)) - (R3, R, w3, @3))
=g1- (92 93)
Elemento neutro
Considere g1 € Gy e = (I,1,0,0) € G, aplicando la operacién (A.1) a g1 y e, se tiene

g1-e= (Rlyélawlawl) : (1713070)
= (le,le,wl+0,(I)1+0)
= (Ry, R1,w1,@1)
= g1

g
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Elemento inverso
Considere g € G y 91_1 = (R} ,R{,~w1,—@) € G, aplicando la operacién (A.1) a g y gl_l, se
tiene

g1-97" = (R1, Ri,wi,1) - (R{, R, —wi, —1)
= (RlRlT,RlRlT,wl — Wi, W] — @)
=(1,1,0,0)
=e

dado que se cumplen los axiomas de grupo, concluimos que G es un grupo con la operacién (A.1).
O

Proposicién A.2. Considere M = S? xS? xR3 x R? una variedad y G un grupo de Lie, y elementos
g=(R,R,w,w) € Gyq=(I'Ty,Q,Q) € M, entonces

g*q:(RF,RFd,FXFd—RFXRFd—i—UJ—F(I)—{—Q,Qd—I-(I}) (A.2)
es una accion de G sobre M. Tal accion ademds es transitiva.

Demostracion. Para verificar que (A.2) es una accién, debemos mostrar que satisface la definicién
(3.7).

Accion del elemento neutro

Tomemos el elemento neutro e € G y un g € M, sustituyéndolos en (A.2) se tiene

exq=(1,1,0,0)x(I",Tg,Q, Q)
= (T, IT3,Q2+ 0,924 +0)
=q

Accion de dos elementos del grupo

Tomemos los elementos g1 = (R1, Ry, w1,@1) y g2 = (R2, R, wa,@2) en Gy g € M, aplicando (A.2)
de forma consecutiva se tiene

De lo anterior, se concluye que (A.2) es una accién de G sobre M. Luego, como SO(3) actia
transitivamente sobre S?, entonces existen R y R en SO(3) tales que RI'; = I'y para un I'y € S? y
RTy =T, para un I'y € S. Por otra parte I' x 'y — R x RT'y +w + @ + Q y Qg4 + & pertenecen a
R3. Finalmente, se concluye que la accién (A.2) es transitiva.

O



Apéndice B

Identidades mas comunes en este
trabajo

Las siguientes identidades seran de utilidad:

» v X u=—uXuv para v,u € R® (antisimetria)

wux (vxw)=vuw) —wuv) para u,v,w € R?

» ul (v x w) = vl (wx u) =w’ (uxv) para u,v,w € R3

» (v7)2 =vvT — |v|?] para v € R3, I es la matriz identidad.
» (Rv)* = Rv*RT para R € SO(3) y v € R?

X

(v xw)* = [, w*] con v,w € R?y [-,] el conmutador matricial

1
w Vw =< v, w>= §<(vx,wx)> con v,w € R3

1
» 0Ty = v = §||UX||2 con v € R3

» ((A,0X)) =0 para A= AT e R¥3 y v € R3

» tr(AB) = tr(BA) donde A € R"*™; B € R™*". Las matrices cuadradas corresponden al caso
m=n

91



92

APENDICE B. IDENTIDADES MAS COMUNES EN ESTE TRABAJO



Apéndice C
Definiciones algebraicas

En este apéndice se presentan las definiciones sobre grupos, anillos y campos; estas definiciones
se usaran en algunos capitulos, principalmente la definicién de grupo.

Definicién C.1 ([57]). Un grupo es una estructura algebraica definida por un conjunto G y una
operacion x que satisfacen los siguientes ariomas:

» Cerradura, ¥V a, b € G se cumple que axb € G
» Asociatividad, ¥V a, b, ¢ € G se cumple que a * (bxc) = (a*b) xc

= FElemento neutro, existe un elemento e € G tal que axe=a yexa=aVa € G

1 1

s Elemento inverso, Ya € G existe un elemento a™' € G tal queaxa ' =eyalxa=e

Definicién C.2 ([57]). Un grupo G es un grupo abeliano si ademds de satisfacer los axiomas de
grupo, la operacion x conmuta, i.e. ¥ a, b € G se cumple que a *b="bx*a

Definicién C.3 ([57]). Un anillo es un conjunto G dotado de dos operaciones llamadas suma (+)
y multiplicacion () que satisfacen los siguientes axiomas:

s Forma un grupo abeliano bajo la suma
= La multiplicacion es asociativa

» La multiplicacion es distributiva sobre la suma, i.e. V a, b, ¢ € G se cumple que a - (b+ ¢) =
a-b+a-cyb+c)-a=b-a+c-a

Definicién C.4 ([57]). Un anillo se llama anillo no conmutativo con division si ademds de
las propiedades del anillo se satisface lo siguiente:

= Fl elemento neutro existe para la multiplicacion
» FEl elemento inverso de la multiplicacion existe Ya € G\ 0

Definicién C.5 ([57]). Un campo es un anillo que ademds de las propiedades del anillo satisface
lo siguiente:

= La multiplicacion conmuta
» El elemento neutro existe para la multiplicacion

» El elemento inverso de la multiplicacion existe Va € G\ 0
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