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Notacion

Rn

R?’LX?’L

Conjunto de los ntimeros reales

Conjunto de los ntiimeros reales positivos

Conjunto de vectores de dimension n con componentes reales

Conjunto de matrices de dimensién n X n con componentes reales
Conjunto de los nimeros complejos

Operador de Laplace

Parte real de s € C

Parte imaginaria de s € C

Modulo de s € C, definido como v/a2 + b2, donde a = Re(s) y b = Im(s)
Argumento de s € C, definido como arctag(2), donde a = Re(s) y b = Im(s)
Matriz identidad de dimension n

Transpuesta de la matriz Ay € R"*"

Inversa de la matriz Ay € R™"*"

Matriz positiva definida, es decir, A\g > 0,..., A, > 0

Valor propio minimo de la matriz Aq € R"*"

Valor propio méximo de la matriz Ay € R™*"

Valor propio i de la matriz Ag € R™"*"

IT1



v NOTACION

C([—h,0],R"™)

[N

Segunda y primera derivada de la funcion x(t) con respecto al tiempo ¢
Norma Euclidiana de X € R, definida como /a3 + -+ + 22

Norma inducida de la matriz Ay € R™*". La norma inducida por la norma
euclidiana es igual a \/Anax(AZ Ao)

Conjunto de funciones reales y continuas de dominio [—h, 0] y rango R™
con h € Rt

Norma de la funcion ¢ € C(|—h, 0], R") definida como max ||¢(0)]|

bo<O<b1

Coeficiente de amortiguamiento de un sistema de segundo orden
subamortiguado

Frecuencia natural no amortiguada de un sistema de segundo orden
subamortiguado
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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian dos clases de lazos de control basados en retardos
de tiempo. Ambos controladores son aplicados a un sistema de segundo orden subamorti-
guado. El primer controlador se denomina PI-Posicast (Proporcional Integral Posicast), y
el segundo es un controlador Proporcional Retardado (PR). El controlador PI-Posicast se
construye utilizando al controlador Posicast en cascada con el sistema de segundo orden a
controlar, y aplicando un controlador realimentado PI al arreglo en cascada. La sintoniza-
cion del esquema Posicast se lleva a cabo de acuerdo a resultados clasicos reportados en la
literatura. Para la sintonizaciéon del lazo de control Proporcional Integral se hace un estu-
dio en el dominio de la frecuencia usando el método de D-particiones y de o-estabilidad.
También se presenta un estudio de robustez en el dominio del tiempo, donde se encuentran
cotas que garantizan la estabilidad robusta del sistema en lazo cerrado cuando se pertur-
ban parametros nominales del sistema de segundo orden subamortiguado. En el caso del
controlador Proporcional Retardado se emplean métodos temporales y frecuenciales para
estudiar la robustez del sistema en lazo cerrado cuando los parametros del sistema de
segundo orden estan sujetos a perturbaciones.
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Abstract

In the present thesis we study two controllers based on time delays . Both controllers
are applied to a underdamped second order system. The first controller is called the PI-
Posicast (Proportional Integral Posicast), and the second is the Delayed Proportional
Controller (PR). The PI-Posicast controller consists of a Posicast controller in cascade
with the second order system with a Proportional Integral feedback loop. The tuning of the
Posicast scheme is achieved according to results reported in the literature. For the tuning
of the Integral Proportional control loop, a study is carried out in the frequency domain
using the D-partitions and o-stability method. A robustness study is also performed in
the time domain where we find bounds that guarantee the robust stability of the closed-
loop system when the nominal parameters of the underdamped second order system are
perturbed. In the case of the Delayed Proportional controller, time and frequency domains
methods are used to study the robustness of the closed loop system when the parameters
of the second order system are subject to disturbances.
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Capitulo 1

Introducciéon

En muchos sistemas se aprecia la presencia de retardos, por ejemplo en las areas tec-
nologica, social y economica [18], [7]. Este fenomeno se asocia a menudo al transporte de
materia o energia, o al procesamiento de informacion. Algunos ejemplos de procesos que se
pueden modelizar exitosamente como sistemas con retardos son sistemas de combustion,
de deshidratacion, sistemas de poblaciones y valvulas entre otros.

Existen numerosos trabajos de sistemas basados en retardos de tiempo, éstos tratan de
retardos asociados al modelo de la planta. Sin embargo, existen varias contribuciones en la
que la inserciéon premeditada de retardos al lazo de control contribuye de manera positiva
al control de la planta [26], [19], [20], [21]. Estas aportaciones son reconocidas dentro de
la comunidad cientifica debido a su simplicidad. La implementacion de controladores con
retardo resuelven problemas relacionados con ruidos de mediciéon debido a las propiedades
de filtrado que estos controladores presentan.

1.1 Antecedentes

En la literatura existente referente a sistemas con retardos existen dos enfoques princi-
pales para el estudio y analisis de estabilidad: el enfoque frecuencial y el enfoque temporal:

= En el enfoque frecuencial la estabilidad del sistema con retardo esta determinada por
la ubicacion de las raices del cuasipolinomio caracteristico. Si las raices se localizan
en el semiplano izquierdo complejo el sistema es estable, y si al menos una raiz se
encuentra en el semiplano derecho el sistema es inestable [1], [4], [15].

= El enfoque temporal se estudia mediante las dos metodologias siguientes: Lyapunov-
Krasovskii y Lyapunov-Razumikhin [13],[14], [22], [28],

1. En el enfoque de Lyapunov-Krasovski donde se utilizan funcionales que contie-
nen términos integrales |7].

2. En el enfoque de Lyapunov-Razumikhin donde se mantiene la esencia del mé-
todo de Lyapunov para sistemas libres de retardo utilizando funcionales cua-



2 Capitulo 1

dréticas tipicas del segundo método de Lyapunov, con su respectiva extension
para sistemas con retardos [8].

Dentro de la literatura referente a estabilidad de sistemas con retardos con enfoque tem-
poral, se encuentra la referencia [8], donde se estudia el enfoque de Lyapunov-Krasovski.
Aqui se aplica el segundo método de Lyapunov para la estabilizacion de sistemas con re-
tardos. La segunda alternativa para estudiar estabilidad, es por medio de la metodologia
de Lyapunov-Razumikhin.

En [23| se introduce por primera vez el término Posicast para un controlador retarda-
do que utiliza conceptos basicos de la respuesta de sistemas de segundo orden lineales
subamortiguados para eliminar el comportamiento oscilatorio observado en esta clase de
sistemas cuando el coeficiente de amortiguamiento es menor a 1. Se analiza la propuesta
de la ley de control que tiene infinito ntimero de ceros, estables. En [2], [3], se modela un
servomotor con una funciéon de transferencia de segundo orden y se estudia la estabiliza-
cion de tal sistema usando el precompensador Posicast, siendo ésta la primera aplicacion
para este controlador. Utilizando el controlador Posicast se logra estabilizar sistemas de
segundo orden subamortiguados en [9] en cascada con un controlador clasico integral Iy
el sistema en lazo cerrado se analiza aplicando métodos analiticos frecuenciales, especifica-
mente la funcion de sensitividad. En [10], [27] se estudian las propiedades del controlador
Posicast, como son su sintonizacion, ademas de proveer ejemplos ilustrativos de control en
lazo abierto. También se propone un método de sintonizacién en lazo cerrado utilizando
un controlador PID (Proporcional, Integral, Derivativo).

En [26], se presenta una metodologia para la estabilizacion de sistemas con retardos con
méaximo decaimiento exponencial asegurado; se utiliza método de D-particiones para lo-
grar este fin. En [16] se encuentran condiciones del tipo LMI (Linear Matrix Inequality),
que aseguran la estabilidad exponencial del sistema por medio de una funcional del tipo
Lyapunov-Krasovskii. También se realiza un estudio de robustez con perturbaciones aditi-
vas en las matrices nominales del sistema en el espacio de estados. Se asegura estabilidad
exponencial del sistema perturbado mediante condiciones del tipo LMI.

1.2 Objetivos de la tesis

En esta tesis se estudia el control en lazo cerrado de sistemas de segundo orden su-
bamortiguados, en cascada con un controlador Posicast, mediante una ley de control Pro-
porcional Integral. La adicion del lazo de control PI al esquema Posicast permite mejorar
las propiedades de robustez de este tltimo manteniendo al mismo tiempo sus propiedades
de inyeccion de amortiguamiento. De igual forma, se estudia la estabilidad robusta de un
sistema de segundo orden subamortiguado controlado mediante un controlador Propor-
cional Retardado (PR) el cual es analizado mediante los enfoques frecuencial y temporal
cuando existen perturbaciones en los pardmetros del sistema de segundo orden.

Departamento de Control Automatico



Introduccion 3

1.2.1 Objetivos generales

» Sintonizar un controlador PI aplicado a un controlador Posicast en cascada con un
sistema de segundo orden subamortiguado. Este controlador se denomina en lo que
sigue como el controlador PI-Posicast.

= Estudiar las propiedades de robustez del controlador PI-Posicast y del controlador
PR aplicados a un sistema de segundo orden subamortiguado.

1.2.2 Objetivos particulares

» Utilizar el método de D-particiéon y o-estabilidad para sintonizar el controlador PI-
Posicast.

= Utilizar funcionales de tipo completo para realizar un estudio de robustez para-
métrica de la planta de segundo orden subamortiguada controlados mediante un
controlador PI-Posicast .

» Realizar un estudio de robustez en el enfoque temporal para un sistema de segundo
orden subamortiguado en lazo cerrado con la ley de control PR.

1.3 Motivacion

En esta de tesis se propone revisar la idea del control Posicast introducida en 23] para
sistemas de segundo orden subamortiguados. Esta ley de control se basa en un filtro el cual
se construye usando un retardo de tiempo y se aplica en cascada a la entrada del sistema
subamortiguado. Este controlador es capaz de eliminar el comportamiento oscilatorio por
completo. Sin embargo, el controlador Posicast esta limitado en cuanto a sus propiedades
de robustez debido a que se aplica en lazo abierto.

Para los propositos de esta tesis se considera un proceso modelado por un sistema de
segundo orden subamortiguado descrito por

Gi(t) + 26vy(t) + v2y(t) = viult), (1.1)

con coeficiente de amortiguamiento 0 < § < 1, frecuencia natural no amortiguada v > 0 y
un filtro Posicast propuesto por Smith 23], con funciéon de transferencia

Gp(S) = ]{Zl -+ (1 — k’l) €7hs,

donde k; esté dado por

Departamento de Control Automatico



4 Capitulo 1

__ 4

A—e Vi,

En la presente tesis se propone utilizar un lazo de control PI (Proporcional Integral),

ki
Ge(s) = kp + —,
5
como se muestra en la Figura 1.1.

Se estudia también el control Proporcional Retardado (PR) de un sistema de segundo
orden subamortiguado (1.1). Este esquema se basa en la aproximacion de un control Pro-
porcional Derivativo (PD). La idea es sustituir la derivada asociada a la accion Derivativa
por su aproximaciéon de Euler:

para un retardo h pequeno. Este controlador ha sido estudiado en [25], [26], donde se
realiza su sintonizacion en el dominio de la frecuencia. Un tema pendiente es el estudio de
la robustez de este esquema con respecto a perturbaciones en los parametros de la planta.

Controlador PI Sistema de segundo orden
k; Controlador Posicast subamortiguado
roog s |t $u , y
. + A e—STn/2 [—» v >
- N 1+4 1+A4 s? + 28vs +v?
k
2}

Figura 1.1: Sistema de segundo orden con controlador Posicast y lazo de control PI
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Introduccion 5

1.4 Organizaciéon de la tesis

= En el segundo capitulo se presentan conceptos generales, teoremas y resultados de
trabajos cientificos sobre sistemas con retardos, que son utilizados en este trabajo.

= En el tercer capitulo se estudia el controlador PI-Posicast de un sistema de segun-
do orden subamortiguado. Se construyen mapas de estabilidad mediante el método
de D-particiones. También se realiza un estudio de robustez mediante los enfoque
frecuencial y temporal.

= En el cuarto capitulo se estudia un sistema de segundo orden subamortiguado en
lazo cerrado con el esquema de control PR (Proporcional Retardado). Se estudia la
robustez del lazo cerrado tanto en el marco frecuencial como en el temporal.

Departamento de Control Automatico



Capitulo 2

Antecedentes tedricos

En este capitulo se presentan resultados de interés por su relevancia para la realizacion
de esta tesis. Estos conciernen al estudio de la estabilidad de sistemas con retardos dentro
de los enfoques temporal y frecuencial. En el anélisis temporal se estudia de manera
particular el enfoque de Lyapunov-Krasovskii, enfatizando la aplicacién de funcionales de
tipo completo. En el marco frecuencial, se presentan los principios basicos del método de
D-particiones.

2.1 Sistema con retardo
Sea la ecuacion diferencial retardada de un sistema lineal invariante en el tiempo 7],

#(t) = Agz(t) + Ava(t —h), >0,
ZL‘(Q) = 90(9)7 0 e [_h’ 0]7 (2.1)

donde Aj, A; € R™™ son matrices constantes, h € R* es el retardo y ¢ € C([—h, 0], R™)
es el espacio de funciones reales y continuas definidas en el intervalo [—h,0] con norma

definida como
= m Nll.
llelln 06[3}§]H¢( i

Para cada condicion inicial ¢ € C([—h,0],R"™) y ¢t > 0 existe una unica solucion z(t, @)
del sistema (2.1) que satisface la condicion inicial

l’(@, (10> = 90(6)7 0 € [_h7 O]

El segmento
ze(p) ==zt +0,0), 0€[-h,0]

se conoce como el estado del sistema (2.1).



Antecedentes tedricos T

2.2 Estabilidad de sistemas con retardos: Enfoque fre-
cuencial

Uno de los principales objetivos dentro del Control Automatico es el estudio de la es-
tabilidad. Para este fin el analisis de estabilidad se divide en dos metodologias; la primera
se basa en el estudio de la estabilidad de los sistemas en el dominio de la frecuencia, en la
cual se encuentran condiciones necesarias y suficientes de estabilidad [1], [8]. La segunda
se realiza en el dominio del tiempo y se basa en el uso de funcionales [6], [13].

Se plantean a continuacién algunas definiciones y resultados. Una funcion de transfe-
rencia es un cociente que establece una relaciéon entre la transformada de Laplace de la
salida de un sistema lineal e invariante en el tiempo y la transformada de Laplace de su

entrada, esto es (5
Y(s
RGs) F(s). (2.2)

Aqui F(s) se denomina funcion de transferencia del sistema, R(s) es la transformada
de Laplace de la entrada del sistema y Y (s) es la transformada de Laplace de su salida.
A su vez, F(s) se reescribe como

_ bos™ A+ b8 4+ b1 + by

F(S) n n—1
S™ + ags + ...+ a,_18+ a,

(2.3)

El denominador de (2.3) se define como polinomio caracteristico, y si éste contiene
algin término exponencial se denomina cuasipolinomio caracteristico. El cuasipolinomio
caracteristico del sistema (2.1) queda definido como

p(s, h) := det{sl, — Ay — Aje™ "}, (2.4)

y para que el sistema (2.1) sea estable, su cuasipolinomio caracteristico (2.4) debe tener
todas sus raices en el semiplano complejo izquierdo. Formalmente:

Definicion 2.1. [6]. El sistema (2.1) es estable si
{s € C:p(s,h) y Re(s) >0} =0.

Definiciéon 2.2. [6]. Las raices del cuasipolinomio caracteristico (2.4) que se encuentran
ubicadas en el semiplano derecho del plano complejo son conocidas como raices inestables
de (2.4). Las raices estables de (2.4) son las que se ubican en el semiplano izquierdo del
plano complejo..

Lema 2.1. [6]. Para cada o € R, eziste un nimero finito de raices con parte real mds
grande que «. Considere el cuasipolinomio caracteristico (2.4) estable y sea

oo = max {Re{s;}:p(s;,h)=0;heR", s; €C}, (2.5)

7=1,...

Departamento de Control Automatico



8 Capitulo 2

entonces, para cada o > oo existe una constante L > 1 tal que las soluciones del sistema
(2.1) satisfacen la siguiente cota de decaimiento exponencial

z(t, @)l < Le=*||olln, ¥Vt >0.

Ademds, si la estabilidad del sistema (2.1) es dependiente del retardo, entonces el valor de
0o = oo(h) varia continuamente con respecto al valor del retardo h.

Lema 2.2. [6]. Sea el sistema (2.1) y su funcion caracteristica (2.4). Si el sistema (2.1) es
estable asintoticamente, entonces es estable exponencialmente, es decir, existen constantes
positivas B y o tales que

l=(t, @)l < Be™[lplln,  VE = 0.
Asimismo, se dice que el sistema (2.1) es o-estable.

Teorema 2.1. [11]. Sea el cuasipolinomio caracteristico (2.4) del sistema (2.1) de grado
n tal que no tiene raices sobre el eje imaginario. La funcion caracteristica (2.4) no tiene
raices con parte real positiva si y solo si la variacion de p(jw,h) es igual a nw/2 cuando
w varia de 0 a 0. En otras palabras, la funcion caracteristica (2.4) es estable si el cambio
neto del argumento satisface

arg{p(jw, h)} }ZO:O - ng

2.3 Estabilidad de sistemas con retardo: Enfoque tem-
poral

Para el estudio de la estabilidad de sistemas con retardos en el enfoque temporal,
se presentan los siguientes Teoremas y Definiciones para un sistema con retardo de la
forma (2.1). Para determinar si un sistema con retardos es estable se emplean extensiones
del enfoque de Lyapunov. Dentro de estas juegan un papel destacado las funcionales de
Lyapunov-Krasovski, en particular las de tipo completo, y las funciones de Lyapunov-
Razumikhin.

2.3.1 Definiciones en el enfoque temporal
Definiciéon 2.3. [13]. Una funcional del estado x; denotada v(zy), se define como
v(zy) : C([—h,0],R") — R*,
xy — v(xy).

Definicion 2.4. [13/. La funcional v(x;) es acotada si transforma cualquier conjunto
acotado de C([—h,0],R™) a un conjunto también acotado en RT.

Departamento de Control Automatico



Antecedentes tedricos 9

Definicion 2.5. [13]. La funcional v(x;) es definida positiva si;
w existe H > 0 tal que v(x;) es definida positiva ¥ ||z¢||n < H,
» () es continua y acotada,
w v(zy) =0, stz =0 yv(xy) >0, siay #0.

Definiciéon 2.6. [6]. La solucion trivial del sistema (2.1) es estable si ¥V e y to >
03 8(e,to) | V condicion inicial ¢, ||o|ln < 8, ésto implica que

||$(t780>t0)|| <eg, Vi Z Z50-

Si 0 es independiente de ty la estabilidad es uniforme, es decir, 0 solo depende de c.

Definicion 2.7. [6]. La solucion trivial del sistema (2.1) es asintdticamente estable si
Ve >0 yV ¢ se cumple que ||p||n < A, entonces

= [zt o, to)|| <e Vi > to,
v lima(t, ¢, t)) — 0.
t—o0
Si A es independiente de tgy, la estabilidad es uniforme asintdtica.

Definiciéon 2.8. (/6]). La solucion trivial del sistema (2.1) es exponencialmente estable si
Vitg > 0 existen A, o, v € R tal que si ||p|ln < A, la solucion satisface

lz(t o, o)l < v lolln e Ve >t

2.3.2 Estabilidad usando funcionales de Lyapunov-Krasovski

Teorema 2.2. [13]. El sistema (2.1) es estable si existe una funcional continua diferen-
ciable v(.) y funciones continuas no decrecientes uy, ug y w : RT — R donde
u1(s) >0, us(s) >0, para s >0 y uy(0) = uz(0) = 0, tales que

s uy(lz)]) < v(@) < ua(llzelln),
= 0(z) < —w(|[x(t)]).

si ademds w(s) > 0 para s > 0 y w(0) = 0, entonces el sistema (2.1) es asintéticamente
estable.

Teorema 2.3. [8]. Dadas constantes positivas ag, oy y o, si existe una funcional continua
diferenciable acotada v(xy) tal que

1oonllz(t))? < vlay) < aollzlly, V>0,

2. 0(x¢) + 20v(xy) <0, Vt>0,

Departamento de Control Automatico



10 Capitulo 2

entonces, para cada ¢ € C([—h,0],R™), las soluciones del sistema (2.1) satisfacen la si-
guiente cota de decarmiento exponencial

(65) .
lz(t, o)l </ —llellne™"
aq

2.3.3 Funcionales de tipo completo

Sea el sistema con retardo (2.1). También se supone la existencia de una funcion inicial
que pertenece al espacio de funciones continuas por partes ¢ € C([—h, 0], R") — R", defi-
nidas en el segmento [—h, 0]. Sea x(t, ¢) la solucion del sistema (2.1) sujeta a la condicion
inicial

(0, 0) = ¢(0), 6 € [-h,0]

Se dice que () denota la restriccion de la solucion al segmento [t — h, t].

Sea el sistema (2.1) y supéngase que es exponencialmente estable. Dada una forma
cuadratica w(z) = a7 (t)Wx(t) se define una funcional v(yp) en ([—h,0],R) tal que la
derivada a lo largo de sus trayectorias es

d r
Fulw) = = (OWa(t), >0, (2:6)

Entonces, la funcional cuadratica v(y) definida como
0

vle) = ¢ OU©)(0) +257(0) [ Ul=h—0)Arp(6)d0

+ /0 o7 (0)AT V_i U(—6, — 02),4190(92)(192] do;, (2.7)

—h

satisface el requerimiento establecido en (2.6). Se observa que todos los términos de la
funcional (2.7) dependen de la matriz U(7) definida a continuacion.

Definicion 2.9. [12/. La matriz U(T) se conoce como matriz de Lyapunov del sistema
(2.1) asociada a la matriz Wy se define como

U(r) = /0 h KT(t)WK(t + 7)dt. (2.8)

Definicion 2.10. [12]. Dada la matriz de Lyapunov (2.8) asociada a la matriz W, enton-
ces las matrices auziliares

Z(t)y=U(r—h), 7€]0,h]
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Antecedentes tedricos 11

satisfacen el siguiente sistema

%Y(T) =Y (1)A + Z(7)A,
L 7(r) = ~ATY () ~ ATZ(r), (29)

asociado a las condiciones iniciales

Y(0) = Z(h),
ATY (0) + Y (0)Ag + ATY (R) + Z(0) A, = —W.

La operacion vectorizacion esta definida como

donde ¢q € R™. La operacion satisface
vec(AQB) = (A® B)q,

donde la matriz

b A bioA T b A

b2 A bog A b2 A
AeB=| " T .y

b1, A boy, A . by A

es el producto de Kronecker de las matrices A y B.

Entonces, de acuerdo a la notacion anterior el sistema (2.9) se escribe como

% B(T)} .y {ym} . L= {_]A@%é‘)] _]A?glz] , (2.10)

donde y(7) = vec(Y (7)) y 2(7) = vec(Z(7)), ademas, las condiciones iniciales de (2.9) son

v {y(O)} N {y(h)} _ m | (2.11)

ademas, se define w = vec(W) y

L2 02 [ 0 —I2
M‘{AOT®1+I®A0 1®A1]’ N‘{A{@I onz]'
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12 Capitulo 2

Resolviendo (2.10) se observa que

y(h)| _ oLh y(0)
L(h)} - [2(0)] | (2.12)
Sustituyendo (2.12) en (2.11) se tiene que

[M + Net] [Zggﬂ =— [3)] , (2.13)

y despejando las condiciones iniciales de la ecuacion (2.13), se llega a

][]

Sustituyendo (2.14) en (2.12), se obtiene

HZH = e [M 4 Vet m ’ (2.15)

donde y(h) representa una expresion analitica para la matriz de Lyapunov U(T).
Lema 2.3. [12]. La matriz de Lyapunov (2.8) satisface las siguientes propiedades

1. Propiedad dindmica

%U(T) =U(1)Ag+U(r — h)A;, 72>0. (2.16)

2. Propiedad simétrica
U(—7)=U"(1). (2.17)

3. Propiedad algebraica
U(0)Ag + U(=h)A, + ALU(0) + ATU(h) = —W. (2.18)

Teorema 2.4. [12]. Dadas 3 matrices simétricas Wy, W1 y Wy, se define la funcional

0
w(p) = " OWapl0) + & (~WWig(-h) + [ o' OWaplo)dp.  (2.19)

—h
Si existe una matriz de Lyapunov U(T) asociada a la matriz W = Wy + Wy + hWs y v(p)
es la funcional (2.7) de esta matriz de Lyapunov, entonces la derivada respecto al tiempo
de la funcional modificada, denominada funcional de tipo completo descrita a continuacion

0
o) = vle)+ [ T(6) W+ -+ YWl (o), (220)
—h
a lo largo de las trayectorias del sistema (2.1) es
d
avc(xt) = —w(zy), t>0.
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Teorema 2.5. [12]. El sistema (2.1) es exponencialmente estable si y solo si existe una
funcional v € ([—h,0],R") — R tal que las siguientes condiciones son satisfechas

1. aq]|e(0)|1* < v(p) < asll@ll?, para algunas constantes positivas oy, as.

2. La derivada respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema (2.1) satisface
la siguiente desigualdad para algin > 0

o) < <Gl 20

2.3.4 Robustez de sistemas con retardo

La idea principal de esta seccion es presentar un resultado de robustez mediante el uso
de funcionales de tipo completo que conduce a cotas para sistemas con retardo perturba-
dos paramétricamente.

Sea el sistema (2.1) reescrito como un sistema perturbado en los matrices Ay y A;
(t) = (Ao + Ao) z(t) + (A1 + Ay) xz(t — h), (2.21)
donde Ag y A son matrices desconocidas tales que
1Al < po, [|AL[ < p1. (2:22)

Lema 2.4. [12]. La derivada con respecto al tiempo de la funcional (2.7) a lo largo de las
trayectorias del sistema perturbado (2.21) es

%v(xt) = —w(z;) + 2 [Aoz(t) + Ayt — h)]" {U(O)x(t) + /h U(—h —0)A1y(t+0)do| .

Teorema 2.6. [12]. Sea el sistema (2.1) exponencialmente estable. Sean las matrices
Wy, Wi y Wy positivas definidas, entonces el sistema (2.21) permanece exponencialmente
estable para todas Ao, Ay satisfaciendo (2.22) y las siguientes desigualdades

1. Amin(Wo) > 7 (2po + hapy + p1),

2. )\min(Wl) 2 ﬂpl (1 + ha),
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Capitulo 3

Sintonizacién y robustez del controlador
PI-Posicast

Al controlador Posicast en cascada con un sistema de segundo orden subamortiguado
se le anade un lazo de control PI (Proporcional Integral). Se propone la sintonizacion del
nuevo controlador PI-Posicast mediante el método de D-particiones. También se obtienen
en el dominio temporal cotas de robustez que garantizan la estabilidad robusta del sistema
perturbado con controlador PI-Posicast.

3.1 Controlador Posicast en lazo abierto

En la década de los cincuentas Smith propuso un controlador denominado Posicast
que se aplica en cascada a un sistema de segundo orden subamortiguado [23]. El efecto
del controlador sobre la salida del sistema es que logra eliminar la respuesta oscilatoria.
Lo anterior es debido a que los polos de la funcion de transferencia del sistema de segundo
orden se cancelan con los ceros del controlador Posicast.

3.1.1 Sintonizacion del controlador Posicast
Se define el sistema de segundo orden

V2

s2 4 20vs + v?’

W(s) = (3.1)

donde 0 < 6 < 1 es el coeficiente de amortiguamiento y v > 0 es la frecuencia natural
no amortiguada del sistema. En la Figura 3.1 se muestra un diagrama de bloques del
controlador Posicast propuesto por Smith.

14
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r u 5 y
—_— k(1= ke v
§2 + 28vs +v2

L J
A 4

Controlador Posicast Sistema de segundo orden

subamortiguado

Figura 3.1: Controlador Posicast en cascada con el sistema de segundo orden subamorti-
guado (3.1).

El parametro k; € R, se define como

A=e Vi37 (3.3)

La idea principal del controlador Posicast es dividir la senal de referencia en dos partes
de tal forma que la primera parte de la senal es aplicada inmediatamente y la segunda
parte de la senal se aplica con un retardo de tiempo

T, = 2h > 0, (3.4)

donde T,, es el periodo natural del sistema de segundo orden subamortiguado. El retardo
esta definido como

h=—re (3.5)

En la Figura 3.2 se muestra el maximo sobreimpulso A y el periodo natural T,, de
la respuesta al escalon de un sistema de segundo orden subamortiguado. El objetivo del
controlador Posicast es alcanzar la referencia en el tiempo h = T, /2.
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16 Capitulo 3

In t

Figura 3.2: Periodo natural de la respuesta del sistema de segundo orden subamortiguado
(3.1) con 0 < < 1.

La funcién de transferencia del controlador Posicast es

P(s) = 1%1 + (%) e—h. (3.6)

En la Figura 3.3 se observa que el controlador Posicast retarda la parte 1%4 de la senal
de referencia en un tiempo ¢t < h. Posteriormente, la salida del sistema de segundo orden
subamortiguado alcanza el valor de la referencia. Entonces, el controlador Posicast logra
que la salida converja al valor de la referencia en un tiempo ¢t > h y también reduce el
error en estado estacionario a cero. En la Figura 3.4 se muestra el efecto del controlador

Posicast sobre el sistema de segundo orden (3.1).

1
1+ A +
T 1;2 yl .
_.u -
52 + 26vs +v2
+ u
> A > e—sh
1+ A4

Figura 3.3: Diagrama de bloques modificado del controlador Posicast aplicado al sistema
de segundo orden subamortiguado (3.1).
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Salida del sistema de segundo orden subamortiguado
2 T T T T T T T T

15| T .

0571

uit)

Figura 3.4: a) Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con 0 < § < 1,
b) Senal del controlador Posicast, c) B Salida del sistema de segundo orden en cascada
con el Controlador Posicast, M Salida del sistema de segundo orden subamortiguado sin
controlador Posicast.
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18 Capitulo 3

En el dominio de la frecuencia el controlador Posicast posee un nimero infinito de
ceros de los cuales el primer par de ceros complejos conjugados cancelan el par de polos
resonantes del sistema subamortiguado (3.1), todos los demés ceros son estables. Los polos
complejos conjugados dominantes correspondientes al controlador Posicast son

Wd

5 = = @) + oo (14 2n), (3.7)

™

donde
wyg = vV 1—62.

En la Figura 3.5 -(a) se muestra el par de polos complejos conjugados del sistema de
segundo orden subamortiguado, éstos se sitiian a una distancia —o respecto del origen
sobre el eje real definida como

o =ov,

ademés, existe una distancia +w, respecto del origen sobre el eje imaginario. En la Figura
3.5 -(b) se aprecian los ceros del controlador Posicast de acuerdo a la ecuacion (3.7). Se ob-
serva que los dos primeros ceros complejos conjugados del controlador Posicast coinciden
en ubicacién con los polos complejos conjugados del sistema de segundo orden subamor-
tiguado. En la Figura 3.5 -(¢) se aprecia la cancelacion de polos del sistema de segundo
orden subamortiguado con los ceros del controlador Posicast cuando se combinan en cas-
cada quedando so6lo ceros estables.

__®ap (1) 4 (1+2n)
jw T T Ma) T " jw
W
ol’ ©|-wa
x4 W w
d o wg d
A R R N
0 S I
XA_—w —w
d ol—w, d
o)
o
. ©
@ ®)

Figura 3.5: a) (x) Polos del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1), b) (o) Ceros
estables del controlador Posicast (3.7), ¢) Cancelacion de polos resonantes del sistema
subamortiguado.
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Ejemplo 3.1. Sintonizacion del controlador Posicast en lazo abierto

Se propone aplicar el controlador Posicast en lazo abierto al sistema subamortiguado
(3.1) con§d = 0.2 yv =1 y observar la cancelacion de la oscilacion a la salida del sistema.
La funcion de transferencia (3.1) del sistema de sequndo orden es

1
W) = aoas <1
La respuesta escalon del sistema con v y d dados se aprecia en la Figura 3.6 donde se
observa un comportamiento oscilatorio. Para la sintonizacion del controlador Posicast se
calcula el tiempo de retardo h y el sobreimpulso A
7

h=—" 392064,
vyv1— 62
_ 7w

A=e vVi- =(.5266,

Ky = 0.6550.

T 1+ 4
Por lo tanto, la funcion de transferencia del controlador Posicast es

P(s) = 0.6550 + 0.3450¢ 20645,

En la Figura 3.6 se observa que debido a la introduccion en cascada del controlador
Posicast con el sistema de sequndo orden subamortiguado, las oscilaciones han desapare-
cido en la salida. Ademds, se alcanza el valor de referencia en la mitad del periodo de
oscilacion, es decir en t = 3.2064s.

|/ N—
08|

06
0.4r

0.2

Figura 3.6: B Salida del sistema de segundo orden (3.1) sin controlador Posicast, B Salida
del sistema de segundo orden con controlador Posicast, - - - Referencia.
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Ejemplo 3.2. Sea el sistema de seqgundo orden subamortiguado estudiado en el Ejemplo
3.1. Ahora, se realiza un cambio deliberado en los pardmetros del controlador Posicast,
como h = 1.5 s, lo cual repercute en el tiempo de establecimiento ademds de que el con-
trolador Posicast deja de ser efectivo, como se aprecia en la Figura 3.7, aqui la salida con
el controlador aplicado muestra oscilaciones. De igual forma, se agrega una perturbacion
constante a la entrada de la planta de sequndo orden. Esto se ilustra en la Figura 3.8.

En la Figura 3.9 se observa la salida del sistema de seqgundo orden subamortiguado
con controlador Posicast y la salida del mismo sistema con controlador Posicast y una
perturbacion externa pero constante. Cuando se anade la perturbacion constante la salida
del sistema de sequndo orden subamortiguado con controlador Posicast no converge al valor
de la referencia, y por consiguiente existe error en estado estacionario.

1.6 T T T T T T T T T

1.4 1 1

R I ——
| \/ T
0.8 7

06 1

Figura 3.7: B Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador
Posicast, B Salida del sistema de segundo orden subamortiguado con controlador Posicast
y parametro h perturbado, - - - Referencia.
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1+ A4

1+ A4

,V2

}J’

s2 + 268vs +v2

Figura 3.8: Esquema del control Posicast anadiendo una perturbacion d.

Para analizar el error en estado estacionario cuando el controlador Posicast en lazo
abierto usa una referencia constante se prosigue de la siguiente manera. La funcion de
transferencia del sistema con controlador Posicast estd dada por

}/(8)‘_’ S S
f%(S) __[@/( >})< »

Entonces, la salida en el dominio de la frecuencia es

Y(s) = W(s)P(s)R(s).

16 18 20

Figura 3.9: B Sistema de segundo orden (3.1) sin perturbaciéon con controlador Posicast,
B Sistema de segundo orden perturbado con controlador Posicast, - - - Referencia.
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La transformada de Laplace de la referencia constante es

ademds, la funcion de transferencia del controlador Posicast estd dada por la ecuacion
(3.6). Usando el Teorema del valor final [24]

limy(t) = lim sY(s) = £1_I>% sW(s)P(s)R(s),

t—o0 s—0
5% (ky 4 (1= ky)e™*") R(s)
= lim
ey s? + dvs 4+ v?
s (k1 + (1= ky)e ) v2r
s=0  s(s%2 4 ovs + v?)
(ki + (1= ke ) 2
= lim
50 s?2 + ovs + v?
=7

Y

9

Y

Se concluye entonces que la salida del sistema en estado estacionario siempre alcanza y
permanece en el valor de la referencia r. Cuando existe una perturbacion constante ésto no
se cumple. La funcion de transferencia de la reduccion del diagrama de bloques mostrado
en la Figura 3.8 es

Yi(s) = P(s ]
i) = POWs)
’ a0
entonces,

Ya(s) = Yi(s) + Ya(s) = W{(s) [P(S)R(s) + D(s)].

La transformada de Laplace de la perturbacion constante es

y usando nuevamente el Teorema del valor final

lim y,(t) = lim sYy(s),
t—o0 s—0

= lim W (s)[P(s)R(s) + D(s)],

s—0
2 k 1 — ky)e sh
= lim vs (1+( 1)6 )T—l—c—l )
5—0 52 + 20vs + 12 S S

=r+d.
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Entonces, por efecto de una perturbacién externa y constante aplicada al sistema de
segundo orden, en la salida siempre existira error en estado estacionario. Por lo tanto, para
anadir robustez ante tal perturbacion se propone aplicar un lazo de control realimentado
PI (Proporcional Integral) al controlador Posicast en cascada con la planta de segundo
orden subamortiguada. Esto se detalla en la siguiente seccion.

3.2 Controlador PI-Posicast en lazo cerrado

A continuacion, se realiza el analisis de la adicion de un controlador PI (Proporcional
Integral) al controlador Posicast en cascada con el sistema de segundo orden, y observar las
consecuencias que éste tiene ante los efectos de las perturbaciones constantes. En efecto,
al ser el controlador Posicast en lazo abierto, en caso de incertidumbre en los pardmetros
de la planta de segundo orden, los beneficios descritos en la seccidén anterior se pierden
debido a que las cancelaciones exactas de ceros y polos resonantes ya no ocurren.

3.2.1 Propuesta de lazo de realimentacion

Nuevamente se considera un proceso modelado por un sistema de segundo orden su-
bamortiguado, ésto es, con 0 < § < 1, y el controlador Posicast propuesto por Smith. Se
plantea aplicar al sistema descrito un controlador Proporcional Integral en lazo cerrado,
por lo que el controlador es:

o= [ 5] [y ¢ () o

El diagrama de bloques del sistema de segundo orden subamortiguado con controlador
PI-Posicast se muestra en la Figura 3.10.

Controlador PI Sistema de segundo orden
k; Controlador Posicast subamortiguado
T4 S S 4 2 y
- _l_ e—sTnﬁ L >
_ . 1+4 1+4+A s? 4 26vs +v?
k
v

Figura 3.10: Sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador PI-Posicast
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3.2.2 Analisis en el dominio de la frecuencia

La reduccion del diagrama de bloques del sistema mostrado en la figura (3.10) produce
la siguiente funcién de transferencia

Y(s) k(1 — ky)e ™™ + 12k, (1 — ky)se ™™ + 12k kys + 12k K

R(s) s34+ 20vs2+ (V2 + v2kiky)s + v2kik; + 12k (1 — Ky e~ + 12k, (1 — ky)se~hs’
(3.9)

por lo que el cuasipolinomio caracteristico del sistema estd dado por la ecuacion

pa(8, kp, ki) = 8% + 2008 + V(1 + kiky)s + V2 (1 + kiki) + vk, (1 — ky) se™"
kit (1 — ky)e™h. (3.10)

A continuaciéon se usa el método de D-particiones [17|. Para calcular los cruces de
estabilidad /inestabilidad, es necesario realizar la sustituciéon s = 0 y s = jw en la ecuacion
Pe(s, kp, ki) = 0, y determinar los valores de k, y k; para los cuales el sistema en lazo
cerrado es estable.

Caso s = 0; Sustituyendo s = 0 en la ecuacion (3.10) e igualando a cero se tiene

pd(O, kp, kz) = Vzki ((1 — kl) + k’l) =0.
Despejando k; de la ecuaciéon anterior se obtiene
k; = 0. (3.11)

Se concluye que en el espacio de parametros se tiene una recta en cero para el eje k;.
De acuerdo al método de D-particiones lo anterior indica el lugar donde los polos cruzan
de zonas estables a inestables.

Caso s = jw; Se sustituyen en la ecuacion (3.10) s = iw y e %" = cos hw + isin hw.
Separando la parte real de la imaginaria e igualando ambas partes a cero se tiene

sh

Re(pa) = —20vw? + v°k; cos(hw) — k12K cos(hw) + v*wk, sin(hw)
—kv’wky, sin(hw) + kiv%k; = 0, (3.12)

Im(pg) = —*k; sin(hw) + k1v2k; sin(hw) + v?wk, cos(hw) — kv wk, cos(hw)
+kvPwk, + VPw — w? = 0. (3.13)
Despejando k, y k;, parametros desconocidos del controlador que se requieren sintoni-
zar, se obtienen las ecuaciones paramétricas en el espacio (k,, k;), ver Figura 3.11.
26 (ky — D) wwsin(hw) + (k1 — 1) (= (v — w)) (v + w) cos(hw) + k1 (v — w) (v + w)

v2 (2 (ky — 1) ky(cos(hw) — 1) — 1) ’
(3.14)

kp

- w(20 (k1 — 1) vweos(hw) + (k1 — 1) (v — w) (v + w) sin(hw) — 26k vw)
ki = V2 (2 (ky = 1) oy (cos(hw) — 1) — 1) - (315)
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1000 T T A ] T T T T T T
500 | e N ' I I
B ) -~ .'l:\__ | :.'. | | |
] D I -\L._L_.— ol ll"-.; }.V" I Y .] I| II ]
-500 \ L
1000 . . N A N S . Ly
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

ky

Figura 3.11: Espacio de parametros (k,, k;) parad = 0.2, v =1, h = 3.2064 y k; = 0.6550.

El espacio de parametros se escoge de esta manera ya que al estudiar las zonas de
estabilidad se podra determinar valores de k, y k; obtenidos en la D-particion que asegu-
ran que el sistema en lazo cerrado sea estable. La sintonizacion para los pardmetros del
controlador Posicast que cancela las oscilaciones del sistema subamortiguado para § = 0.2,
v = 1 son; el retardo h = 3.2064 y la constante k1 = 0.6924. La mayor parte del espacio
de pardmetros mostrado en la Figura 3.11 es inestable excepto una zona muy pequena

cercana al origen entre la curva de la ecuacién paramétrica y la recta k; = 0. Esta zona se
muestra en la Figura 3.12.

La zona sombreada mostrada en la Figura 3.11 corresponde a las ganancias (k,, k;) de
la realimentacion Proporcional Integral externa del controlador que estabiliza el sistema
en lazo cerrado. Los parametros k, y k; deben escogerse en esta zona.

04 r 7
. 02r i
&
0 /
_DI2 Il 1 Il 1 Il
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
ky
Figura 3.12:

Zona estable del espacio de parametros (k,,k;) para 6 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064 y k1 = 0.6550.
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3.2.3 Estudio grafico de o-estabilidad

La Figura 3.11 muestra el espacio paramétrico en el cual el sistema de segundo or-
den subamortiguado (3.1) con controlador PI-Posicast es estable. Se nota que existe un
namero infinito de parametros (k,, k;) que logran este fin. Se determinan entonces dos
parametros especificos del controlador PI-Posicast que estabilicen al sistema de segundo
orden subamortiguado y que ademas cumplan el requisito de hacer que su respuesta tenga
un decaimiento méximo exponencial.

Se dicen que los parametros (k,,k;) o-estabilizan al sistema en lazo cerrado si su
ecuacion caracteristica (3.10) satisface el Lema 2.1. Esto implica la existencia de una
cota de decaimiento exponencial o tal que

lz(t, @) < Le™[|@lln,

con L > 0. Realizando el cambio de variable en el dominio de la frecuencia s — s — o en
el cuasipolinomio caracteristico (3.10), se obtiene

p(s—0,kp, ki) = v* (k1 — (1 — k) e_h(s_”)) (ki + kp(s — 0))+(s—0) (v +20v(s — o) + (s — 0)?) .
(3.16)
Se usa el método de D-particiones para determinar un espacio de parametros en el cual
se alcance el maximo decaimiento exponencial, entonces:
Caso s = 0; se sustituye s = 0 en el cuasipolinomio caracteristico (3.16) y se iguala a
cero para obtener

p(0,ky ki) = v° ((k1 — 1) " + k1) (k; — okp) — 0 (—26v0 4+ v* + 0%) = 0. (3.17)
Despejando k), de la ecuacion anterior, implica

ki —20vo + V2 4+ o2
o V2 ((kl — 1) eh"—i—kl)'

ky = (3.18)

La ecuacion (3.18) delimita la primera frontera de estabilidad y representa el cruce de
una raiz real de alguna zona estable a una inestable. También se observa que o sélo puede
tomar valores estrictamente mayores a cero.

Caso s = jw; se sustituye s = jw en el cuasipolinomio caracteristico (3.16) y separando
la parte real de la imaginaria e igualando a cero se obtiene

Re{pa(jw, kp, ki)} = —0 (—20v0 + v° + 0%) + w? (30 — 26v)
+1° ((ky — 1) €" (cos(hw) (k; — okp) + wky sin(hw)) + ki (k; — ok,)) =0, (3.19)

Im{pcl(jw, km /fz)} =w (—451/0 + 1%+ 30% — w2)
+1° ((ky — 1) €" (sin(hw) (ok, — ki) + wk, cos(hw)) + kiwk,) = 0. (3.20)
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Despejando k; de la ecuacion (3.20) se obtiene
we™" csc(hw) (—4dvo + kiv*k, + v* + 302 — w?)
(ky — 1) 12
Ahora, sustituyendo la ecuacion (3.21) en (3.19) y despejando k,, se llega a
(k1 — 1) we cos(hw) (46vo — v? — 302 + w?)
V2w (2ky (ky — 1) eho cos(hw) + (k1 — 1) 2e2ho + k2)
(k1 — 1) e sin(hw) (20v (w? — 0%) + V20 + 0% — 30w?)
V2w (2ky (ky — 1) eho cos(hw) + (k1 — 1) 2e2ho + 2)
kyw (4dvo — v? — 302 + w?)
V2w (2ky (ky — 1) €M cos(hw) + (ky — 1) 2e2ho + k3)°
Entonces, para 0 < § < 1, v, ki, h, o € RT dados, las ecuaciones (3.18), (3.21)
y (3.22) describen las fronteras o-estables del cuasipolinomio (3.16). Con el objetivo de
fijar los parametros (k,, k;) que generen el méximo decaimiento exponencial se estudia el

espacio paramétrico cuando el valor de ¢ aumenta. Con este fin se presentan los siguientes
resultados gréficos.

ki =

+ kp(wcot(hw) + o). (3.21)

k, =

(3.22)

1. Cuando o = 0.0000001 se genera el espacio paramétrico mostrado en la Figura 3.13,
se observa que dentro de la zona sombreada existen raices estables.

2. Cuando o = 0.01 se genera el espacio paramétrico mostrado en la Figura 3.14, se
escoge el punto (k, = 0.2238, k; = 0.2416) dentro de la zona estable.

3. El valor 0 = 0.05 genera el espacio paramétrico mostrado en la Figura 3.15, se escoge
(k, = 0.1580, k; = 0.2751) dentro de la zona estable.

0.4 r

0.2r

-0.2

Figura 3.13: Zona estable del espacio de parametros (k,,k;) para 6 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y o = 0.0000001. (<) Polos estables del sistema en lazo cerrado.
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0.4 r

0.2 r

-0.2

Figura 3.14: Zona estable del espacio de parametros (k,, k;) para 0 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y 0 = 0.01. (<) Polos estables del sistema en lazo cerrado.

4. El valor 0 = 0.06 genera el espacio paramétrico mostrado en la Figura 3.16, se escoge

(kp = 0.1792, k; = 0.2692) dentro de la zona sombreada estable.

5. El valor ¢ = 0.062 genera el espacio paramétrico mostrado en la Figura 3.17, se
escoge (k, = 0.1792, k; = 0.274) dentro de la zona sombreada estable.

0.3 F
0.25
&
0.2F
0.15
0.1 t
-0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
kep
5 ®
X
s ok b
X
5 L
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.15: Zona estable del espacio de parametros (k,,k;) para 6 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y o = 0.05. (<) Polos estables del sistema en lazo cerrado.
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Figura 3.16: Zona estable del espacio de parametros (k,,k;) para 0 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y 0 = 0.06. (<) Polos estables del sistema en lazo cerrado.

6. El valor o = 0.062659, hace que la zona estable se reduzca al punto (k, = 0.1810, k; =
0.2742125). Este corresponde al maximo decaimiento exponencial y el cual se muestra
en la Figura 3.18.

0.28

0.275

< 027

0.265 |

0.26
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 3.17: Zona estable del espacio de parametros (k,,k;) para 6 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y 0 = 0.062. (<) Polos estables del sistema en lazo cerrado.
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Se concluye entonces por medio del método de D-particiones que con los valores para-
métricos fijos § = 0.2, v = 1 y los valores de diseno del controlador Posicast h = 3.2064 y
k1 = 0.6550, se logra el méximo decaimiento exponencial o* cuando las ganancias del lazo
de control son: k, = 0.1810 y k; = 0.2742125. El valor del maximo decaimiento exponencial
se produce con o = 0.062659.

0.2 r 7

0.2 1 1 1 1 1

'

Figura 3.18: I Zona estable del espacio de parametros (k,, k;) para 6 = 0.2, v = 1,
h = 3.2064, k; = 0.6550 y 0 = 0.062659.

3.3 Estabilidad robusta

En esta seccion se analiza la estabilidad robusta del sistema de segundo orden subamor-
tiguado (3.1) en lazo cerrado con el controlador PI-Posicast (3.8). Primero se realiza un
estudio frecuencial el cual s6lo es valido para perturbaciones desconocidas constantes. El
segundo estudio es hecho en el dominio del tiempo.

3.3.1 Cotas de robustez en el espacio paramétrico (v, J)

Con el fin de analizar la robustez del sistema de segundo orden con controlador PI-
Posicast ante incertidumbre en los parametros v y d de la planta de segundo orden, se
eligen valores de las ganancias Proporcional e Integral del lazo de control externo en la
zona de estabilidad. Posteriormente, se presenta el mapa de estabilidad en el espacio de
parametros (v,0). Esto permite determinar el rango de valores de ¢ y v para los cuales
esta sintonizacién mantiene la estabilidad en lazo cerrado. Cabe mencionar que estos li-
mites conciernen a parametros inciertos pero constantes. El cuasipolinomio caracteristico
del sistema en lazo cerrado (3.10) es

pa(s, kp, ki) = 8° +26v8° + 125 + 07 (1 — ki) e " + ki) (ki + sky) .

Usando el método de D-particiones se determina el rango de valores (v, §) para el cual
la planta de segundo orden con controlador PI-Posicast se mantiene estable.
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Caso s = 0; sustituyendo s = 0 en el cuasipolinomio caracteristico (3.10), e igualando
a cero se obtiene

pa(0,ky, ki) = (2k; — 1) v*k; = 0. (3.23)
Despejando v de la ecuacién anterior se llega a
v =0, (3.24)

y por lo tanto, la ecuacion (3.24) define la primera frontera de estabilidad y delimita el
cruce de una raiz real de una zona estable a inestable y viceversa.

Caso s = jw; sustituyendo s = jw en la ecuacion (3.10) y separando la parte real de
la imaginaria e igualando ambas partes a cero se obtiene

Re{pa(jw, kp, ki) } = v (vk; (k1 — 1) cos(hw) + k1) + w (k1 — 1) vk, sin(hw) — 20w)) ,

(3.25)
Im{py(jw, ky, ki) } = 12 (wk, (k1 — 1) cos(hw) + k) — (k1 — 1) k; sin(hw)) — w® + v*w.
(3.26)
Despejando 0 de la ecuacion (3.25) implica
5.7 (ki (k1 — 1) cos(hw) + k1) + (k1 — 1) wk, sin(hw))‘ (3.27)
2w?

Despejando v de la ecuacion (3.26) se obtiene

3/2
v=+ v . (3.28)

Vv — (k1 — 1) k; sin(hw) + wky, ((ky — 1) cos(hw) + ki) + w

Entonces, las ecuaciones (3.24), (3.27) y (3.28) describen las fronteras de estabilidad
que subdividen al espacio paramétrico en regiones estables e inestables. En la Figura 3.19
se muestra el espacio paramétrico estable (v, ) y se selecciona el punto (1, 0.2). Se nota que
el sistema es estable ya que sus raices se encuentran en el semiplano complejo izquierdo.
En la Figura 3.20 se observa la salida del sistema y(t). Se aprecia que y(t) converge a la
referencia en un tiempo mayor a la que la salida del controlador Posicast logra en lazo
abierto. La principal ventaja de esta sintonizaciéon es que no existen oscilaciones en el
transitorio. Graficamente se observa que el valor de § y v pueden ser perturbados en los
rangos 0.1308 < § < 1, v > 0.2520 y el sistema en lazo cerrado mantiene su estabilidad.
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e

Figura 3.19: Zona estable del espacio paramétrico (v,d) para k, = 0.1810, k; =
0.2742125, h = 3.2064, k1 = 0.6550 y (<) raices estables.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.20: B Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador
PI-Posicast para k, = 0.1810, k; = 0.2742125, h = 3.2064, k; = 0.6550 v =1y § = 0.2, -
- - Referencia
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Ejemplo 3.3. Considérense los pardmetros del controlador PI-Posicast siguientes;

h = 3.2064,
ke = 0.6924,
k, = 0.1810,

k; = 0.2742125,

y se perturban los pardmetros nominales § y v del sistema (3.1) con el fin de estudiar los
efectos de las perturbaciones sobre la salida del sistema en lazo cerrado.

En la Figura 3.21 se observa que cuando el pardmetro ¢ del sistema (3.1) es pertur-
bado, la salida en el periodo transitorio presenta sobretiro mientras la perturbacion A
aumenta, sin embargo, la salida converge a la referencia por efecto de la accion integral
del controlador PI-Posicast.

En la Figura 3.22 se muestra que la salida del sistema (3.1) converge al valor de la
referencia aun cuando existe una perturbacion Av. Sin embargo, durante el transitorio
existen oscilaciones que no se observan en la salida del sistema sin perturbar.

1.2 T T T T T T T T T

18 20

Figura 3.21: Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador
PI-Posicast para el parametro o perturbado y v constante. Los valores de la perturbaciéon
paramétrica son; l A =0, B A) =0.15, B Ad = 0.3, @ A) = 0.45, - - - Referencia.
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1.2 T T T T T T T T T
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14 16 18 20

Figura 3.22: Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador
PI-Posicast para el parametro d constante y v perturbado. Los valores de la perturbacion
paramétrica son; M Ay =0, B Ay =0.5, @ Av =2, W Av =5, - - - Referencia.

Se concluye que cuando existen perturbaciones paramétricas Ad y Av en el sistema
(3.1) en lazo cerrado con el controlador PI-Posicast, el error en estado estacionario no se
afecta por tales perturbaciones y es cero, ademds, en el transitorio se aprecian sobretiros.
El andlisis de robustez se lleva a cabo en la siguiente seccion.

Ejemplo 3.4. Se desea corroborar la estabilidad robusta del sistema de sequndo orden
(3.1) con controlador PI-Posicast ante perturbaciones externas constantes tal y como se
muestra en la Figura 3.23. En la Figura 3.24 se observa el efecto que tiene la perturbacion
anadida en la salida del sistema.

Mzientras la perturbacion constante d aumenta, se aprecian oscilaciones en el transi-
torio. Sin embargo, una perturbacion constante y externa al sistema (3.1) no afecta en el
error en estado estactonario en la salida ya que éste converge asintoticamente a cero.

Departamento de Control Automatico



Sintonizacion y robustez del controlador PI-Posicast 35

Perturbacion

d Sistema de segundo orden
Filtro Posicast subamortiguado

1 A ® V2
—_l_—g—STnfz
_ v |1+A 1+A 52 + 28vs + v

I

}J’

Control PI
ki
oo+ s |7
+
kyp

Figura 3.23: Diagrama de bloques del lazo de control propuesto anadiendo una perturba-

cién constante.

1.2 .

10 15 20 25

Figura 3.24: Salida del sistema de segundo orden subamortiguado (3.1) con controlador
PI-Posicast y perturbaciones constantes; @ d =0, Bd=0.1, ®d = 0.3, B d = 0.45,

d = 0.6, - - - Referencia.
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Entonces, segiin los Ejemplos 3.3 y 3.4 el empleo de un lazo de control PI logra esta-
bilidad ante perturbaciones en los parametros § y v y mantiene la estabilidad del sistema
en lazo cerrado cuando existen perturbaciones constantes externas a la planta. Para de-
terminar de forma analitica lo mencionado, se aplica el Teorema del valor final al sistema
(3.1) en lazo cerrado con el controlador PI-Posicast.

La funciéon de transferencia del sistema en lazo cerrado es
Y(s) V2ki(1 = ky)e ™™ + 12k, (1 — ky)se ™™ + 12k kys + 12k K
R(s) s34 20vs® + (V2 + v2kiky)s + vk k; + v2k (1 — ky)e s + 12k, (1 — ky)se™ s
Entonces, su salida se escribe
¥(s) = V2ki(1 = ky)e ™ + 12k, (1 — ky)se ™™ + 12k kys + 12k k; R(s).
s34+ 20vs? + (V2 + v2kiky)s + vk ki + v2ki(1 — ky)e s + 12k, (1 — ky)se s

Aplicando el Teorema del valor final se obtiene

Jlim y(t) = lim s (s),
— lim sR(s)(V?ki(1 — ky)e™ ™ + 12k, (1 — ky)se™ + v2kikyps + vk k)
s=08% + 20082 + (V2 + V2kiky)s + v2kiki + V2ki(1 — ky)e™hs + 12k, (1 — ky)se=hs’
(ki(1 — ky) + kv k) v
(ki(1 — ky) + kyky) v2

=7

El error en estado estacionario esta definido como
ess = 1(t) — y(t). (3.29)

Entonces, se verifica que el error en estado estacionario es cero. Se aplica el Teorema
del valor final al sistema perturbado mostrado en la Figura 3.23

Y (s) N Y (s)

limy(t) = lim s Rs) T D)

t—00 s—0

Lo anterior implica
— lim SR(S)(VQki<]. — ]{Il)e_hs + VQkip(]_ - :Iﬁ)Se_hs + V2]€1/€p8 + 1/2]{31]{2‘)
52083 + 20ws2 4+ (V2 + 12k ky)s + vk ks + v2ki(1 — ky)emhs 4+ 12k, (1 — Ky )se—hs
_s[sd(s)v? (ki + (1 = kp)e™")]
+lim
s=0 (s — k; — sky)(s? + 20vs + 1v?)

Se sigue que el valor de la salida y(t) en estado estacionario es

y(t) =,

lo cual muestra que el error en estado estacionario es cero aunque exista una perturbacion
constante externa a la planta. El efecto de las perturbaciones paramétricas se estudia en
la siguiente seccion.
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3.3.2 Cotas de robustez para un sistema de segundo orden sub-
amortiguado en lazo cerrado con un controlador PI-Posicast
obtenidas mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii

Una cota de robustez para un sistema con retardo (2.1) corresponde a los valores mé-
ximos que pueden tomar las perturbaciones sin que se modifique su estabilidad. En esta
seccion se determinan cotas de robustez respecto de perturbaciones en los parametros no-
minales ¢ y v del sistema (3.1) en el dominio del tiempo con el fin de conocer qué tanto
se pueden perturbar sin que el sistema en lazo cerrado pierda estabilidad.

Aplicando transformada inversa de Laplace a la ecuacion caracteristica (3.9) se obtiene
la siguiente ecuacion diferencial

Y (t) + 26vii(t) + (V* + V2 kik,)y(t) + v kikiy(t) + v2ki(1 — ky)y(t — ) + vk, (1 — k)t — h)
= V2k71kp7.’(t) + 1/2]€1]{?Z‘7“<t> + VQkZZ‘(]_ — kl)T(t — h) + VQI{?p(]_ — k’l)’l“(t — h)
(3.30)

Para el problema de regulacion, se considera una referencia constante, r(t)=r, t > —h.
Por lo mismo, los valores retardados de la referencia tienen valor r y las derivadas tanto
instantaneas como retardadas de la referencia constante también son cero. La ecuacion
anterior se reduce a

Y () + 20vi(t) + (V2 + VPkiky)y(t) + ki kiy(t) + 2k (1 — K1)y (t — h) + 02k, (1 — k1) (t — h)
= V2 ki ko + U2k (1 — k).

(3.31)
Definiendo el error

e(t) =r—y(t), (3.32)

se sigue que
y(t) =r—e(t), (3.33)
y(t) = —e(t), (3.34)
y(t) = —e(t), (3.35)
Y(t)=—el(t). (3.36)
Sustituyendo las ecuaciones (4.40), (4.41), (4.42) y (3.36) en la ecuacion diferencial (3.31)

se obtiene que la ecuacion diferencial del sistema en lazo cerrado (3.31) asociada al error
es

€ (t)+20ve(t) + (V2 + 12k k, )e(t) + vk kie(t) 12k (1—ky )e(t—h) +12k, (1— k1 )e(t—h) = 0.
(3.37)
Definiendo el estado z(t) = [e(t) &(t) é(t)}T se llega a la representacion de estado

i(t) = Aoz (t) + Aya(t — h), (3.38)
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donde las matrices Ay y A; son

0 1 0
Ao=1| 0 0 1, (3.39)
—V2]€1]€2' —V2<1 + klkp> —20v
0 0 0
Ay = 0 0 0. (3.40)
—I/2ki(1 — kl) —l/2kp(1 — kfl) 0

Para calcular el punto de equilibrio z* = [f{ x5 xg]T de la representacion de estado
de la ecuacion del error (4.44), se observa que para los sistemas con retardos, en el equilibrio
las variables retardadas e instantaneas alcanzan el mismo valor x*, y que la derivada es
nula. Se obtiene que en el equilibrio se cumple

0 0 | 0 7 [ 0 0 01 [a3
ol =1 o 0 1| faz]+ 0 0 of |az
0 —vkiky  —vA(1+ kiky)  —20v| |2} —ki(1— k) —v?ky(1—Fky) Of |3

3.41)

y de (3.41) se sigue que

x5 =0, (3.42)
5 =0, (3.43)
—v? ki — V(1 + ky)ah — 20vay = 0. (3.44)
Sustituyendo (3.42) y (3.43) en (3.44) se obtiene
x5 =0, (3.45)

€s

x] 0
x5 = |0 (3.46)
T3 0

Se considera que el sistema en lazo cerrado descrito por la ecuacion (4.44) presenta
perturbaciones a los parametros d y v respectivamente. Sean Ad, Av € R tales perturbacio-
nes, entonces las matrices Ay y A; pueden ser reescritas en términos de sus perturbaciones
como sigue

0 1 0
Ay = 0 0 1
— W+ (A ki — (4 (Av)* (1 + kiky)  —2(8 + (AF)) (v + (Av))
Ay = Ag + Ay,

?
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donde
0 0 0
Ay = 0 0 0
—kik; [2v(Av) + (Av)?] —(1+ k1kp) [2v(Av) + (Av)?] —2[6(Av) + v(Ad) + (Av)(AJ)] )
(3.47
y
0 0 0
Zl — 0 O 0 I
S (AR~ ) — (v + () Ry (1~ k) 0
A=A+ A,
con
0 0 0
A = 0 0 0. (3.48)

— (2v (Av) + (AV)Z) ki(l—k) — (2v(Av) + (AI/)2> ky(1—ky) O

Los términos Ay y A; representan matrices desconocidas que contienen los términos
perturbados. Resumiendo, el sistema (4.44) perturbado con lazo de control PI-Posicast se
representa de la siguiente manera

(1) = (Ao + Do) 2(t) + (A1 + Ay a(t — ), (3.49)
| Aol < po, (3.50)
AL < p1, (3.51)

siendo ||Ag|| v ||A1]| las normas inducidas de las perturbaciones matriciales Ag y Ay, y po
y pr €RT .

En las siguientes lineas se detalla la prueba de estabilidad en el dominio temporal
usando la funcional de tipo completo (2.20) con el sistema en lazo cerrado (3.49). Primero
se presenta un corolario que establece una condiciéon sobre la derivada de la funcional de
tipo completo (2.20) a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado (3.49), después
se determinan expresiones analiticas sobre las cotas de robustez py y p; de las matrices
perturbadas (3.47) y (3.48).

Corolario 3.1. [12] La derivada de la funcional de tipo completo (2.20) a lo largo de las
trayectorias del sistema perturbado (3.49) es de la forma

d T T ! T(p ! !
Evc(xt) = —x (t)Wox(t) — 2" (t — h)Wiz(t — h) — /th ' (0" Wox(6')do

+2[Agx(t) + Agz(t — B)] " L),
donde .
L(zy) = U(0)x(t) + / U(=h—0 +t)Ax(0")db' .
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Prueba.

Se define cada término de la funcional de tipo completo (2.20) como sigue

Ve(e) = Gi(y) + Ga(wy) + Gs(ay) + Galxy),
donde

Gi(ze) = =" ()U(0)x(t),

Go(xy) = 227 (1) /0 U(—h —0)Ax(t + 0)do,

—h

0 0
Gg(.l‘t) = / xT(t + 91)14,{ |:/ U(@l — 82>A1I(t + 92)61(92 d@l,
—h

—h

Gy(z) = /0 ' (t +0) Wy + (h+ 0)Wa] z(t + 6)do.

—h

Se utiliza el Lema 2.4 donde se observa que la derivada de la funcional de tipo completo
a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado (3.49) es

L @) = 2T [U(0) Ao + ATU(0)] () + 227 (£)U (0) Aye(t — h)

dt
20T (U (0) Ao (t) + 227 (1)U (0) A2 (t — h),

%Gg(xt) = 20T ()U(=h) Az (t)—22" (1)U (0) Az (t—h)+227 (t) /t U'(t—h—0")A,2(0")do’

t t
+227 () AT / U(—h — 0 + t)Az(0')d0’ + 227 (t — h) AT / Ut —h—0)Az(0')d6’
t—h t—h
t

t
227 () AT / U(—h — 0 + 1) Az(0)d0 + 227 (t — h)AT / Ut —h —0)Ax(0)do,
t—h t—h

t t
%Gg(xt) =227 (1) AT / Ut —0)Ax(0)d0 — 227 (t — h) AT / Ut—h—0)Az(0)do,
t—h t

—h
%Gmt) = 2T (t) [Wy + hWo] 2(t) — 27 (t — h)Wiz(t — h) — /t jh T (0YWox(0')db' .
Reordenando términos semejantes se nota que
be(e) = 27 (t) [U(0)Ag + AU (0) + U(—h)A; + ATU(h) + W1 + hWa] x(t)
+{22T(#)U(0) A1z (t — h) — 227 (H)U(0)Ayz(t — h)}

t ¢
+{22T(t — h)AT / Ut—h—0)A2(0)d0 — 227 (¢t — h) AT / Ult—h—0)A2(6)d0'}
t—h t—h
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+227 (t) /tih U'(t—h—0)+U{t—h—0)+U(t—0)]Az(0)dd
—aT(t— B Wa(t — h) — / LT W () e

+2[ Aoz (t) + Aga(t — h)}T[U(o):s(t) + /t U(=h—0 +t)Az(0")de],

y usando la propiedad simétrica y la propiedad algebraica del Lema 2.3 donde U(0)Ay +
ATU0) + U(=h)Ay + ATU(R) = =W con W = Wy + Wi + hWs, y U'(t — h —0') =
—Al(t —h —0)— AT(t — ¢') y el Teorema 2.4, entonces la derivada a lo largo de las
trayectorias del sistema perturbado es

d T T ' T p ! /
Evc(xt) = —x' (t)Wox(t) — x" (t — h)Wix(t — h) — /t_hx (0"YWoz(0')do

+2[Aoz(t) + Az (t — h)]T[U(O)x(t) +/ U(=h—0 +t)Az(0)d9]. O.  (3.52)

t—h

El siguiente Teorema se enfoca en determinar expresiones analiticas que condicionen
valores para las cotas de robustez de las matrices perturbadas (3.47) y (3.48), para ésto
se utiliza el resultado obtenido en el Corolario 3.1.

Se define

p—max|UE). o=l

Teorema 3.1. [12] Sea el sistema (2.1) exponencialmente estable. Dadas las matrices W1,
Wy y Wy positivas definidas, entonces el sistema perturbado (3.49) se mantiene exponen-
cialmente estable para toda matriz perturbada desconocida Ay, Ay tales que || Aol < po y
|AL|| < p1 y si se satisfacen las siguientes condiciones

)\min(WO) ZZva + poahﬁ + plﬁ (353)
)\min(Wl) 2,01? + plﬁah (354)
)\min(WQ) zﬁpoa + plﬁa (355)

Prueba.

La obtencion de las cotas superiores usando el Corolario 3.1 y de acuerdo al Lema 2.6
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implica
2T OWoz(t)]| < Ausn(W0) ()7
27 (t = h)Whz(t — h)|| < Aman(Wh)[|2(E = h)1%,
/t 210 Waz (@10 || < Awin (W) / 2(0)]|2d0 .

AT (OATUO)2(0)]| < 20072(0) .

o' (H)AY /t_h U(=h—0 +t)A12(0")db || < vpoa (h”x(t)”2 + /t_h ||:L‘(9’)||2d9’> :
2)la"(t = )ATU0)z(t)]| < o7 (2" (t = WII* + 2()]*) ,

¢ ¢
o (t — h)AlT/ U(=h—0 +t)A12(0")db || < piva <h||x(t —h)|* + / ||x(9/)||2d8/> :
t—h h

t—

2

2

Ahora,

[oc (@)l < (=Amin(Wo) + 2007 + poah? + p17) [|z(t)]|*
+ (= Amin(W1) + p17 + prvah) ||y (t — h)||*

t
+ (= Amin(W2) + Tpoa + p1va) / l=(")][*d8" < 0,
t—h

y para que la derivada (3.52) se mantenga negativa se debe cumplir

_>\min<WO> -+ QPOD + poahﬁ + /)17 < O,
—Amin(W1) + p17 + p1vah <0,
—Amin(Wa) + Tpoa + p1va < 0,

lo cual implica

Amin(Wo) > 2po¥ + poahv + p17,
min(W1) > p17 + p1vah,
Amin(W2) > Tpoa + prva. [

Ejemplo 3.5. En el presente ejemplo se propone el cdalculo de las cotas de robustez py y p1
de las matrices perturbadas desconocidas Ay y Ay del sistema (3.49) en lazo cerrado con
un controlador PI-Posicast aplicando el Teorema 3.1. Primero se calcula segin el Teorema
3.1 cotas de robustez para las normas de las matrices perturbadas ||Aol| y ||A1]], después
se calcula una condicion de robustez para las perturbaciones en un espacio paramétrico
(AS, Av). Los valores fijos para la planta de seqgundo orden son 6 = 0.2 y v = 1. Dados
los pardmetros del controlador PI-Posicast sintonizados previamente; h = 3.2064, ki, =
0.6550, Kk, = 0.1810 y k; = 0.2742125. Entonces, las normas de las matrices perturbadas
desconocidas (3.47) y (3.48) deben cumplir

18]l < po,
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|A] < pr.
Las matrices Ay y Ay definidas en las ecuaciones (3.39) y (3.40) son

0 1.0000 0
Ag = 0 0 1.0000 |,
—0.1796 —1.1185 —0.4000
0 0 0
A= 0 0 0

—0.0946 —0.0624 0

La matrizW = Wy+ Wi +hWy > 0 se escoge como la matriz Identidad por simplicidad
de computo para el cdlculo de la matriz de Lyapunov (2.9) por lo que las matrices Wy > 0,
Wi >0y Wy >0 se definen como

(0.1 0 0]
Wo=|0 01 0|, (3.56)
0 0 0.1
(0.7 0 0]
Wy=10 07 0], (3.57)
0 0 0.7
0.0624 0 0
Wy = 0 0.0624 0 . (3.58)
0 0 0.0624

Para que el sistema perturbado (3.49) sea estable se deben satisfacer las condiciones 1,
2y & del Teorema 3.1, entonces usando el método semianalitico mostrado en la Definicion
2.10 para calcular el mdximo de la norma de la matriz de Lyapunov U(0) en el intervalo
[0, h] se obtiene

v = max ||[U(9)|| = 10.3225. (3.59)

6€[0,h]

A su vez, la norma inducida por la norma Euclidiana de la matriz A, entonces es
a = ||A] = 0.1133. (3.60)

Las 3 condiciones del Teorema 3.1 producen 3 inecuaciones con dos incognitas para las
cotas superiores de robustez (3.50) y (3.51). Para determinar el valor de las cotas para
las matrices desconocidas (3.47) y (3.48) que forman el sistema perturbado (3.49), con la
condicion (3.54) se encuentra la cota superior de la norma ||A]|

p1 = 0.003,

y €sto indica que el mdximo valor de la norma de la matriz A1 que contiene los pardmetros
perturbados A6 y Av debe ser ||A1|| < 0.003. Ahora, se calcula el valor de la cota de
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robustez para la matriz Ag de manera que las condiciones (3.53) y (3.55) se cumplan
simultdneamente, entonces

De lo anterior de puede concluir que las cotas superiores de robustez py y p1 de las
normas de las matrices desconocidas perturbadas || No|| y [|A1] y los pardmetros h, k;, k,
ki, 0 y v fijos hacen que las condiciones del Teorema 3.1 se cumplan, y por lo tanto el
sistema perturbado (3.49) es exponencialmente estable con || Ag|l < 0.001 y [|Ay]| < 0.003.
En la Figura 3.25 se muestra la convergencia de los estados e(t), é(t) y é(t) a sus puntos
de equilibrio del sistema en lazo cerrado perturbado (3.49).

20 25
=
=
_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
t
1 T T T
D -
=
A F i
_2 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Figura 3.25: Estados del sistema de segundo orden (3.1) perturbado con controlador PI-
Posicast.
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St se desea una condicion de robustez en términos de las perturbaciones paramétri-
cos Av y AJ, entonces se debe considerar la expresion de las matrices Ng y A1, en las
condiciones de robustez (3.50) y (3.51). Usando la norma inducida permite reescribir las
condiciones (3.50) y (3.51) como

[ Aol = )‘maX(AgAO) < pgu
HA1H = )‘max(A{Al) S p%a (361)

lo anterior implica

46 Av? + 8SASAV(Av +v) + 4A8* (Av + v)* + Av(Av + 2v)? (3.62)
+AV ki (Av + 2v)? (ky (K7 + k:f,) + 2ky,) < pg,

AV? (ky = 1)*(Av +2v)* (k7 + k2) < pi. (3.63)

Si bien de (3.62) y (3.63) no se puede derivar una condicion explicita que muestre el
conjunto de valores de las perturbaciones Ad y Av para el cual las condiciones (3.53),
(3.54) y (3.55) se cumplen, es posible determinar numéricamente la zona del espacio de
pardmetros donde (3.62) y (3.63) se satisfacen.

En la Figura 3.26 se observa el espacio de pardmetros (Ad, Av) donde el sistema
perturbado (3.49) se mantiene estable. Se escoge un par ordenado dentro de la region
(A6 = 0.0002, Av = 0.0009) y se observa que las matrices (3.47) y (3.48) cumplen con las
condiciones (3.50) y (3.51)

| A|| = 4.8201 x 107* < py = 0.003,

|A]] = 1.8193e x 107° < po = 0.001.

En las Figura 3.21 y 3.22 obtenidas mediante el enfoque frecuencial se observa que
los valores de las perturbaciones paramétricas para el cual el sistema en lazo cerrado con
controlador PI-Posicast (3.9) se mantiene estable son Aj € [0,0.45] y Av € [0,5]. En
la Figura 3.26 se observa el espacio de pardmetros (A, Av) obtenido mediante el andlisis
temporal el cual muestra que el sistema en lazo cerrado (3.49) es estable si los valores de las
perturbaciones paramétricas se mantienen en Ad € [—0.004,0.004] y Av € [—0.021,0.021].
Entonces, en conclusion se observa de los resultados de robustez obtenidos mediante el
andlisis temporal usando funcionales de tipo completo son mucho mds conservativos que
los obtenidos en el dominio de la frecuencia.

Departamento de Control Automatico



46 Capitulo 3

0.06

0.04 |

0.02

Av
o
T

-0.02 |

-0.04

_DIDS 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 086 0.8 1
Ad %107

Figura 3.26: Espacio de parametros (Ad, Av) que mantiene al sistema perturbado (3.49)
estable.

3.4 Conclusiones

En este capitulo se introdujo el controlador Posicast en lazo abierto aplicado a un
sistema de segundo orden subamortiguado. Usando ésta idea se propuso mejorar sus pro-
piedades de robustez anadiendo un lazo de control Proporcional Integral. Se realiz6 un
estudio de robustez en el dominio frecuencial y temporal. En el dominio de la frecuencia
se us6 el método de D-particiones para encontrar el espacio de parametros en el cual el
sistema de segundo orden subamortiguado con controlador PI-Posicast es robusto ante
perturbaciones paramétricas y también ante perturbaciones constantes externas a la plan-
ta. De igual forma se encontraron, por medio del método temporal usando funcionales de
tipo completo, cotas de robustez cuando existen perturbaciones aditivas en los parametros
de la planta. Se observo en un ejemplo ilustrativo que los resultados en el dominio del
tiempo son mucho més conservativos que los obtenidos en el dominio de la frecuencia.
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Capitulo 4

Estudio de robustez de un controlador
PR

En el presente capitulo se profundiza en el anéalisis de un sistema de segundo orden
subamortiguado controlado mediante un algoritmo Proporcional Retardado (PR). Se uti-
liza el método temporal mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii para verificar las
condiciones de estabilidad del sistema en lazo cerrado.

4.1 Introduccién
Sea el sistema de segundo orden de la forma
§i(t) + 26vy(t) + v7y(t) = bu(t), (4.1)

con b, 6, v € RT pardametros conocidos. Se propone una ley de control Proporcional
Derivativa (PD)

u(t) = —kyy(t) — kay(t), (4.2)
donde se aproxima la derivada como
. y(t) —y(t —h
y(t) ~ ®) h( ) (4.3)
Lo anterior conduce a una ley de control Proporcional Retardada (PR),
u(t) = —my(t) + 2yt —h). (4.4)

El controlador anterior tiene como caracteristica la de evitar la mediciéon de la derivada
0(t) o el uso de observadores. Aqui v = k, + %‘i, Yo = %d, h € R*, siendo ~; la ganancia
Proporcional, 5 la ganancia Derivativa y h el retardo, el cual es también pardmetro de
diseno. El sistema en lazo cerrado (4.1, 4.4) es entonces

ij(t) + 200 (t) + v7y(t) = —byiy(t) + bray(t — h). (4.5)
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Una representacion del sistema en lazo cerrado (4.5) con estado z(t) = [6(t) é(t)}T
es

donde
A= 0 L | eree (4.7)
0 -2 —by,  —20v ’ ’
Yy

S 0 0 2%X2
A = {b% 0} e R**. (4.8)

La ecuacion (4.6) muestra la dinamica del sistema nominal de segundo orden (4.1)
en lazo cerrado con una ley de control Proporcional Retardada. Para calcular el punto
de equilibrio z* = [#}  3]T del sistema (4.6) se tiene en cuenta que tanto las variables
instantdneas como retardadas en el equilibrio alcanzan el mismo valor z*. Entonces,

m - {—VQO— b —216u] [ij + {1)32 8] Bj : (4.9)

De la ecuaciéon anterior se obtiene
x5 =0, (4.10)
(= — byy + bya)a} — 26w = 0. (4.11)
Sustituyendo (4.46) en (4.47) se observa que
x] =0, (4.12)

y segun las ecuaciones (4.46) y (4.12) el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado

(4.6) es
4-[

En la siguiente secciéon se presenta el anélisis de estabilidad en el dominio de la fre-
cuencia para un espacio de parametros (h,7ys).

4.2 Sintonizacién del sistema de segundo orden subamor-
tiguado con controlador PR en el dominio frecuen-
cial

En [25] se estudia el controlador Proporcional Retardado aplicado a un sistema de
segundo orden subamortiguado. De este trabajo se toma el estudio de la o-estabilidad del
sistema en lazo cerrado (4.5) para determinar el valor de los parametros (h,7y2) que asegu-
ren un méaximo decaimiento exponencial. Asimismo, se emplea el método de D-particiones
[17], para determinar el espacio de parametros (h,~,) para los cuales el sistema (4.1) en
lazo cerrado con un controlador PR (4.4) es estable.
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4.2.1 Estudio del espacio de parametros (72, h)

El cuasipolinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado (4.5) se obtiene al aplicarle
la transformada de Laplace, entonces

Pr(s,hyy1,72) = s? 4+ 20vs + (b’yl + 1/2) — byge ", (4.14)

Se sustituye en la ecuacion (4.14), s = 0 y s = jw de lo cual se obtienen ecuaciones
paramétricas que definen los cruces o fronteras de estabilidad, ésto con el fin de subdividir
el espacio paramétrico de la ecuaciéon caracteristica en regiones estables e inestables de
acuerdo al método de D-particiones.

Caso s = 0: Sustituyendo s = 0 en el cuasipolinomio caracteristico (4.14) e igualando
a cero se llega a

Pie(0, h, 71, %2) = byr — by, + 12 = 0. (4.15)
Despejando v de la ecuaciéon anterior implica

b+

"2 b (4.16)

Caso s = jw: sustituyendo s = jw en la ecuacion (4.14) y empleando la igualdad
e~*" = cos (hw) — jsin (hw) e igualando a cero se obtiene la ecuacion

Pie(jw, h,71,72) = by — byg cos(hw) + 12 — w? + j (byg sin(hw) + 26vw) = 0. (4.17)

El cuasipolinomio P.(jw, h,v1,72) es igual a cero si y solo si su parte real e imaginaria
son iguales a cero simultdneamente, por lo tanto

Re{P.(jw, h,71,72)} = by1 — byp cos(hw) + v — w? = 0, (4.18)
Im{ P.(jw, h,71,72)} = byesin(hw) + 20vw = 0. (4.19)

Despejando 7, de la ecuacion (4.18) se obtiene

26 h
72::-—-—535%f£—52. (4.20)

Sustituyendo (4.20) en (4.18) y despejando h, se llega a

—by1 —v24w?
arc cot (—2 o0 + ™

h = , neZ (4.21)
w

Asi, para vy, §, v y b € Rt dados, las ecuaciones paramétricas (4.16), (4.20) y (4.21)
describen las fronteras de estabilidad del cuasipolinomio caracteristico (4.14).
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4.2.2 Estudio de o-estabilidad del sistema de segundo orden su-
bamortiguado con lazo de control PR

En la Figura 4.1 se muestra el espacio paramétrico en el cual el sistema en lazo cerrado
(4.6) es estable. Sin embargo, el espacio paramétrico (h,72) tiene un nimero infinito de
valores que estabilizan al sistema en lazo cerrado (4.6). Entonces, se busca en particular
parametros (h,72) que hagan que la respuesta del sistema tenga un méaximo decaimiento
exponencial. En [26] se realiza la sintonizacion del sistema de segundo orden con contro-
lador Proporcional Retardado (4.5), ademaés, se encuentran ecuaciones que determinan
el decaimiento exponencial maximo. Aqui se emplea el mismo enfoque empleado en ese
trabajo para fijar el espacio de parametros (h, ). Se dicen que los parametros (h,y1,72)
o-estabilizan al sistema en lazo cerrado (4.6) si su ecuacion caracteristica (4.14) satisface
el Lema 2.1. Lo anterior implica la existencia de una cota de decaimiento exponencial o
tal que

lz(t, @)l < Le™[l@lln,

con L > 0. Realizando el cambio de variable z(t) = x(t)e°(
(4.6), se obtiene

t=h) gl sistema en lazo cerrado

Las matrices Ag y A; se definen como
o 1
Ao = |:—V2 —by, o — 25V} ’
Al = |: 0 0:| e"h.

b’}/ 2 0

El cuasipolinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado (4.22) es

Po(s,71,72,h) = +2(6v — o) s+ (0° — 2000 + 1* + b)) — bryae7=9), (4.23)
10 N
5 : 1
:N /’ ’\L\ b ™~ - e
D z‘/ \‘-.\_‘u// " o e
5F / .
_10 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
h

Figura 4.1: " Zona estable del espacio de parametros (h,y2) con v =3, b =1, § = 0.028,
k, = 0, correspondiente al cuasipolinomio caracteristico (4.14).

Departamento de Control Automatico



FEstudio de robustez de un controlador PR 51

De acuerdo al método de D-particiones, haciendo s = 0y s = jw en (4.23) se sub-
divide el espacio paramétrico de la ecuacion caracteristica en regiones de estabilidad o
inestabilidad. Entonces se tiene:

Caso s = 0: se sustituye s = 0 en el cuasipolinomio caracteristico (4.23) e igualando a
cero

(02 — 206V + v* + b%) — byse@) = 0.

Despejando v, de la ecuacion anterior se llega a

e~ (by; — 20vo + 12 + o2
S Gl ; ), (4.24)

La ecuacion (4.24) describe la primera frontera de estabilidad o inestabilidad.
Caso s = jw: se sustituye s = jw en el cuasipolinomio caracteristico (4.23) e igualando
a cero se obtiene

by — byee™ cos(hw) — 20vo + 1 + 0° — w? + j (bye™ sin(hw) + 260w — 20w) = 0.

La ecuacion anterior se cumple si y solo si la parte real y la parte imaginaria son cero
simultaneamente, es decir

by, — byeel cos(hw) — 26vo + v* 4 0% — w? =0, (4.25)
by, sin(hw) 4 20vw — 20w = 0. (4.26)
Ahora, despejando 7, de la ecuacion (4.26) se obtiene

2we " (o — §v) cse(h
pp= 2O ; v) ese(hw) (4.27)

Sustituyendo (4.27) en la ecuacion (4.25) y despejando h se llega a

w(dv—o
- 2elvo) o €. (4.28)
w

2_ 2., 2
CCt_l ( by1+20vo—v?—o?+w ) 1
h,

Las ecuaciones (4.24), (4.27) y (4.28) describen las fronteras de estabilidad que sub-
dividen al espacio paramétrico en regiones o-estables o inestables. Se define ¢* como una
cota de decaimiento exponencial méaxima alcanzable con (h*,~3) que son los valores del
espacio de parametros que produce o*. Las ecuaciones presentadas en [26] que determinan
el maximo decaimiento exponencial del sistema en lazo cerrado (4.6) son

o = 6v +\/v2(1 — 62) + by, (4.29)
2(6v — o)
e 4.
h V2 + (0%)2 — 20vo* + by’ (4:30)
. 2v—o0o")
Yo = = bh*ea*h* ’ <431)
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h

Figura 4.2: I Zona estable del espacio de parametros (h, ;). Los valores (h = 0.3050, vy =
7.90229) generan el maximo decaimiento exponencial correspondiente al cuasipolinomio
(4.14).

Usando las expresiones (4.29), (4.30) y (4.31) con b = 1, v = 2.3968, 6 = 0.00055,
y 71 = b, se obtienen los valores que generan el maximo decaimiento exponencial en el
espacio paramétrico (v, h): o* = 3.2792, h* = 0.3050 y ~5 = 7.90229. En la Figura 4.2
se muestra la zona estable y el punto donde los parametros (h*,~3) generan un maximo
decaimiento exponencial.

Ejemplo 4.1. Considérense el sistema en lazo cerrado (4.6) y los pardmetros de la planta;
v = 2.3968, § = 0.00055, b =1 y la ganancia Proporcional v; = 5. Aplicando las formulas
(4.30) y (4.31) para encontrar los valores de 3 y h* que garantizan el mdzximo decaimiento
exponencial se obtiene

h* = 0.3050
v = 7.90229.

Entonces, en la Figura 4.3 se observa que los estados del sistema convergen a sus
puntos de equilibrio mostrados en (4.13).
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Figura 4.3: Convergencia de los estados del sistema en lazo cerrado (4.6) a sus puntos de
equilibrio con v = 2.3968, b = 1, § = 0.0005, h* = 0.3050, 75 = 7.90229 con condiciones
iniciales z1(0) = 1 y x4(0) = 1.5.

4.3 Estabilidad robusta

En esta seccion se presentan dos estudios de estabilidad del sistema en lazo cerrado
(4.6). El primero se hace en el dominio de la frecuencia, por lo que se consideran pertur-
baciones desconocidas externas constantes. El segundo analisis estd basado en el enfoque
temporal mediante el uso de funcionales de Lyapunov-Krasovskii.

4.3.1 Cotas de robustez en el espacio de parametros (6, v)

Los parametros (s, h*) del sistema en lazo cerrado (4.6) se fijan en los valores corres-
pondientes al decaimiento exponencial méximo alcanzable (4.30) y (4.31). A continuacion,
se propone estudiar el mapa de estabilidad del espacio de los parametros (0, /) del sistema
en lazo cerrado (4.6) con el fin de obtener valores para 0 y v que garanticen la estabilidad.
Sea el cuasipolinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado (4.6)
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Pi(s,h,6,v) = s* + 20vs + (b’yl + V2) — byse .

Se aplica el método de D-particiones para subdividir el espacio paramétrico (J,v) en
regiones estables e inestables.

Caso s = 0: se sustituye s = 0 en el cuasipolinomio caracteristico (4.23) y se iguala a
cero, entonces se llega a

by — by, + 2 = 0. (4.32)
Despejando v de la ecuacion anterior se obtiene
v==2b(y2—m). (4.33)

Las ecuaciones (4.32) y (4.33) delimitan la primera frontera de estabilidad ademés de
ser el cruce de una raiz de una zona estable a otra inestable o viceversa.

Caso s = jw: ahora se sustituye s = jw en el cuasipolinomio caracteristico (4.23) e
igualando a cero se obtiene

by, + v — w? — by, cos(hw) + j (bya sin(hw) + 20vw) = 0. (4.34)

La ecuacion (4.34) se cumple solo si sus partes real e imaginaria son iguales a cero
simultaneamente, es decir

by, — byg cos(hw) + v — w? = 0, (4.35)
by, sin(hw) + 26vw = 0. (4.36)

Despejando v de la ecuacion (4.35) se llega a

v = £/ —by1 + by, cos(hw) + w?. (4.37)
Sustituyendo (4.37) en (4.36) y despejando d se obtiene

5=+ b2 sin(he) . (4.38)
2w/ —by1 + bye cos(hw) + w?

Entonces, las ecuaciones (4.33), (4.37) y (4.38) representan las fronteras de estabilidad
que dividen al espacio paramétrico (d,7) en regiones estables o inestables. La Figura 4.4
muestra el espacio paramétrico (9, v) para el cual el sistema en lazo cerrado (4.6) es estable.
Se observa graficamente que el valor de las cotas para los parametros 0 y v que mantienen
estable al sistema en lazo cerrado (4.6) son; § > 0 y v > 1.7036. En particular, se busca
perturbar los parametros de la planta § y v y verificar que bajo estas perturbaciones el
sistema en lazo cerrado (4.6) se mantiene estable.
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05

,05 L

Figura 4.4: I Zona estable del espacio de parametros (v,4), con b = 1, v, = 5, h* = 0.3050,
~s = 7.90229, correspondiente al cuasipolinomio (4.14).

Ejemplo 4.2. Dados los pardmetros fijos de la planta nominal: b =1, v1 = 5, y los valores
que generan el mdzrimo decaimiento exponencial h* = 0.3050 y v; = 7.90229, se anaden
perturbaciones aditivas a los pardmetros de la planta & y v en los rangos 0 < § < 0.95 y
0 < v < 3 para observar los efectos de tales perturbaciones en el sistema en lazo cerrado
(4.5). En la Figura 4.5 se observa el comportamiento de la salida del sistema cuando
se perturba el parametro 6 y en la Figura 4.6 se aprecia la salida del sistema cuando
se perturba el pardmetro v. Los efectos de las perturbaciones se observan en la salida del
sistema en lazo cerrado (4.5) considerando el problema de requlacion conr(t) = r > 0. Por
lo anterior, es necesario recurrir al cambio de variable siguiente. La ecuacion dindmica
del error aplicada al sistema en lazo cerrado (4.5) puede reescribirse como

et) =r—y(d), (4.39)
se sigue que

y(t) =r—e(t), (4.40)

§(t) = —&(t), (4.41)

j(t) = —é(t), (4.42)

Sustituyendo las ecuaciones (4.40), (4.41) y (4.42) en la ecuacion diferencial (4.5) se
obtiene que la ecuacion diferencial del sistema en lazo cerrado (4.5) asociada al error es

e(t) 4 20ve(t) + (V2 + gm)e(t) — byse(t — h) = (V* + by, — byo)r- (4.43)
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Definiendo el estado e(t) = [e(t) é(t)}T se llega a
é(t) = Ape(t) + Are(t — h) + Br, (4.44)

donde las matrices Ay, A1 y B son

[ 0 1
Ao = _—(V2 + b71) —251/] ’
[0 0
A= 072 01 ’
[ 0
B = .
_1/2 + b’}/l - b’yJ

De la ecuacion (4.44) se calcula el punto de equilibrio e* = [e* €7, entonces

S 1 Pt Y PO |

donde se observa que

—~

4.45)

€ =0, (4.46)
— (1 + by, — byp)e* — 260E 4 (V2 4 byy — bys)r = 0. (4.47)

Sustituyendo (4.46) en (4.47) y despejando € se obtiene
e =, (4.48)

y entonces el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (4.44) es

r

- 19

Se nota que mientras existe una perturbacion en el parametro & del sistema en lazo
cerrado (4.44) la salida converge a la referencia. El tiempo de convergencia es mayor
mientras el valor de la perturbacion Ad aumenta. Se concluye que el sistema de sequndo
orden subamortiguado con controlador PR (4.44) es robusto ante perturbaciones aditivas
al pardmetro § en el rango de variacion 0 < § < 0.95. Por otro lado, se observa que
con una perturbacion aditiva al pardmetro v existe sobretiro conforme la perturbacion Av
aumenta dentro del rango 0 < v < 3. Se concluye que el sistema en lazo cerrado (4.44)

es estable ante perturbaciones paramétricas aditivas a los parametros 6 y v en los rangos
0<0<0955y0<v<3.
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0.4 1
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Figura 4.5: Salida del sistema perturbado de segundo orden subamortiguado (4.1) con
controlador PR (4.44) con; B Aj = 0, B Ad = 0.3, ® Aj = 0.6, B A = 0.95,- -
-Referencia.

Figura 4.6: Salida del sistema perturbado de segundo orden subamortiguado (4.1) con
controlador PR (4.44) con; B Av =0, B Ay =0.3, @ Av =1, B Av = 3, - - - Referencia.
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4.3.2 Cotas de robustez para un sistema de segundo orden sub-
amortiguado en lazo cerrado con un controlador PR obte-
nidas mediante funcionales de Lyapunov-Krasovskii

A continuacion, se estudia mediante el enfoque de Lyapunov-Krasovskii la estabilidad

robusta del sistema de segundo orden subamortiguado (4.1) con lazo de control PR (4.6)
con respecto a los parametros ¢ y v perturbados. Sea el sistema en lazo cerrado (4.6)

i(t) = Apx(t) + Ajz(t — h),

donde
0 1

Ao = |:—V2 —byy =20

A, = [ 0 0} € R2*2,

:| c RQXQ

b’)/g 0

Sean Ad, Av € R perturbaciones a los pardametros 0 y v respectivamente. Se define
la matriz Ag = Ag + Ag, donde Ay es una matriz desconocida que contiene los términos
perturbados y esta dada por

0 0

Bo= | _ap(Av) + (Av)2)  —2((A8) + (An)s + (Av)yasy| - (490

Entonces, el sistema en lazo cerrado (4.6) se transforma en el siguiente sistema pertur-
bado

#(t) = (Ao + Ag) (t) + Ayt — h), (4.51)

y se supone
[1A]l < po. (4.52)

El sistema (4.1) es exponencialmente estable debido a que la matriz (4.7) tiene sus
valores propios en el semiplano complejo izquierdo, entonces se desea encontrar condiciones
para po tales que el sistema perturbado (4.51) sea estable. Para este fin se utiliza la
funcional de tipo completo (2.20). La prueba de estabilidad se presenta en dos partes;
primero se realiza la derivada respecto al tiempo de la funcional de tipo completo (2.20)
evaluada en las trayectorias del sistema perturbado en lazo cerrado (4.51). Enseguida se
usa la derivada obtenida para encontrar cotas de robustez que garanticen la estabilidad
del sistema en lazo cerrado (4.51) cuando existen perturbaciones paramétricas Ad y Av.

Corolario 4.1. [12] La derivada respecto al tiempo de la funcional de tipo completo (2.20)
a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado (4.51) es de la forma

Vo(my) = —w (x(t)) + 20T (O)ALTL(E), con  w(x(t)) >0, (4.53)
donde .
L(t) =U(0)xz(t) + / Ut —h—0")Ax(0")de'. (4.54)
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Prueba. Sean los términos de la funcional (2.7) definidos como
UC(IEt) = G1 (.Z't) + Gg(fﬂt) + Gg([lft) + G4<£L't),
y aqui

Gi(x,) = 2" (U (0)2(t),
Goly) = 227 (1) / U(=h — 6) Ave(t + 6)do,

0 0
Gg(xt) = / q;T(t + 91)14{ |:/ U(@l - 92)A1x(t + 92)d92 d&l,
—h

—h

Gy(z) = /0 T (t+0) Wy + (h+ 0)Wy x(t + 6)d6.

—h
Derivando cada término a lo largo de las trayectorias del sistema (4.51) se llega a
Ve(wy) = 2T (8) [-W + Wy + W] 2(t) — 27 (t — h)Wya(t — h)
t

- / T War (040 + 27 (U (0) Agi(t) + 207 (1)AT / U(—h — 0 + 1) A(6')d6.

—h t—h

Ahora se aplica la Definiciéon 2.4 con W = Wy + W7 + hWs, entonces la derivada de la
funcional de tipo completo a través de las trayectorias del sistema perturbado (4.51) es

Ve(we) = —w (x(1) + 227 () Ag

U(0)z(t) + /t Ut —h— 9’)A1m(9/)d9’] : (4.55)
w(z(t)) = z" () Woz(t) + 27 (t — Wiz (t — h) + /t_h e (0YWox(0)de'. O.

El siguiente Teorema establece condiciones sobre la matriz perturbada Ag para que el
sistema perturbado en lazo cerrado (4.51) se mantenga estable.

Teorema 4.1. [12] Sea el sistema (4.6) exponencialmente estable. Dadas las matrices
Wy, Wy y Wy positivas definidas, entonces el sistema perturbado (4.51) se mantiene expo-
nencialmente estable para toda matriz desconocida Aq si se satisface (4.52) y también las
siguientes condiciones

Amin(Wo) > ©po (24 ah), (4.56)
Aumin (W1) > 0, (4.57)
)\min (W1> Z I/p_o(l. (458)
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Prueba. Sean

p= max VO, a= A

La obtencion de las cotas superiores de robustez se logra usando la derivada (4.55) del
Corolario 4.1 lo cual implica

i) < —llwe)l| + 22" (HATL()] < 0.

De la desigualdad anterior y usando ||z (t)Pz(t)|| < Amin (P) |2(2)||* con P > 0 se
obtiene

—2T (O Wor(t) < —Amin (Wo) [l2(t)]1%,
—JIT(t - h)Wlx(t - h)_ < Amin (Wl) ||:L’(t - h)HQ’
- / (0 )Wz (0 )dm < —Ain (W) / |2(6))|2d6,
t—h t=h

227 () Ag U (0)z(t) < 2po7[|2(t)]1?,

t t
2xT(t)Ag/ U(=h—0 +t)A1z(0")d8 < vpoa <h||x(t)|]2 +/ ||x(9’)]|2d9'> :
t—h t—h
Entonces,

0(2e) < (= Amin (Wo) + 2007 + Zpoah) & ()]|* = Awin (W1) 2 (t — 1)|*

t
+ (7po@ — Amin (Wg))/ llz(6)*do’ < 0.
t—h

Para que la derivada (4.55) se mantenga negativa cada término de la inecuacion anterior
debe ser negativo, entonces

—Amin (Wo) + 2p07 + Upoah < 0,
_)\min (Wl) S 07
ﬂpOa - )\min (WZ) S 07

y de lo anterior se obtiene

Amin(Wo) > po (2 + ah) ,
)‘min (Wl> Z O,
Amin (Wl) > vpoaQ. OJ

Entonces, se concluye que el sistema en lazo cerrado perturbado (4.51) es estable si se
cumplen las condiciones (4.56), (4.57) y (4.58) del Teorema 4.1.
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Ejemplo 4.3. En el presente ejemplo se calcula un valor numérico para la cota de robustez
po establecida en (4.52). Primero se calculan segun el Teorema 4.1 las cotas de robustez
para la norma de las matriz perturbada || Ao||, después se obtiene una condicion de robus-
tez para las perturbaciones en un espacio paramétrico (Ad, Av). Los valores para la planta
de sequndo orden (4.1) son b =1, v =5 y los valores de los parametros que generan el
mdzximo decaimiento exponencial en el sistema (4.6) son h* = 0.3050 y v5 = 7.90229. Los
valores nominales de los pardametros de la planta (4.1) son § = 0.00055 y v = 2.3968.

Las matrices Ay y Ay definidas en (4.7) y (4.8) son respectivamente

4 0 1.0000
07 1-10.7447 —0.0026|

0 0

A= [7.9023 0] ‘ (4:59)

La matriz W = Wy + Wi + hWs se escoge como la matriz Identidad por simplicidad

para el calculo de la matriz de Lyapunov (2.9) por lo que las matrices Wy > 0, W7 >0 y
Wy > 0 se definen como

0.1000 0 |

Wo= 0 0.1000)° (4.60)
0.7000 0 |

W= 0 0.7000)° (4.61)
0.6557 0|

Wa=1" 0.6557] - (4.62)

Para que el sistema perturbado en lazo cerrado (4.51) sea estable, se deben satisfacer las
condiciones 1, 2 y 3 del Teorema 4.1, entonces usando el método semianalitico mostrado
en la Definicion 2.10 para calcular el mdzimo de la norma de la matriz de Lyapunov U(0)
en el intervalo [0, h] se obtiene

v = maz||U(0)|| = 2.9493. (4.63)

6<[0,h)
A su vez, la norma inducida por la norma Fuclidiana de la matriz A, es

a = ||A;]| = 7.9023. (4.64)

Las 3 condiciones del Teorema 4.1 producen 2 desigualdades con una incognita para
la cota superior de robustez py. Para determinar el valor de Ay las condiciones (4.56) y
(4.58) deben cumplirse simultdneamente, entonces

po = 0.0076,
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y ésto indica que el mdaximo valor de la norma de la matriz Ay que contiene los pardmetros
perturbados A§ y Av debe ser ||A1]] < 0.0076. De lo anterior de puede concluir que la cota
superior de robustez py de ||Ao|| y los pardmetros h, b, v, 72, 6 y v fijos hacen que las
condiciones del Teorema 4.1 se cumplan, y por lo tanto el sistema perturbado (4.51) es
exponencialmente estable con ||Ao|| < 0.0076. En la Figura 3.25 se muestra la conver-
gencia de los estados x1(t) y xo(t) a sus puntos de equilibrio del sistema en lazo cerrado
perturbado (4.51).

Si se desea una condicion de robustez en términos de las perturbaciones paramétricas
Av y Ad, entonces se debe considerar la expresion de la matriz Ay en la condicion de
robustez (4.52). Usando la norma inducida de una matriz permite reescribir la condicion
(4.52) como

180 = Amax (A5 Ao) < pp. (4.65)

Sin embargo, se tiene que Amax (AL Ag) = 0, por lo tanto no se puede establecer mediante
(4.65) una condicion explicita de robustez en términos de las perturbaciones Ad y Av. Es
claro que la condicion (4.52) se cumple para el ejemplo.

Figura 4.7: Convergencia de los estados del sistema perturbado (4.51) a sus puntos de
equilibrio (4.13).
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4.4 Conclusiones

Se retomo el estudio de robustez en el dominio de la frecuencia de un sistema de segundo
orden subamortiguado con lazo de control PR utilizando el método de D-particiones para
establecer ecuaciones que generan el maximo decaimiento exponencial del sistema. Se
parte de éste trabajo para estudiar el espacio de pardmetros (J,r) en el cual se presentd
un conjunto de valores en 2D para el cual el sistema de segundo orden en lazo cerrado
con un controlador PR es estable. Se profundizé en el dominio temporal el estudio de la
estabilidad robusta del sistema de segundo orden con lazo de control PR mediante el uso de
funcionales de Lyapunov-Krasovskii probando estabilidad asintotica cuando los pardmetros
de la planta 0 y v se perturban y se encontraron cotas de robustez que garantizan la
estabilidad para el sistema perturbado.
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Conclusiones y trabajo a futuro

5.1 Conclusiones

En éste trabajo de tesis se profundizé en el estudio de la estabilidad robusta en los do-
minios frecuencial y temporal de un sistema de segundo orden subamortiguado en cascada
con el filtro Posicast y con un lazo de control PI (Proporcional Integral), y de un sistema
de segundo orden subamortiguado en lazo cerrado con controlador PR (Proporcional Re-
tardado).

Se estudia la estabilidad robusta del controlador Proporcional Integral Posicast (PI-
Posicast) aplicado en cascada a un sistema de segundo orden subamortiguado. Se logrd
sintonizar por medio del método frecuencial de D-particiones el controlador PI-Posicast
encontrandose de forma grafica valores para las ganancias del controlador k, y k; que
generan un decaimiento exponencial maximo. Se prob6 que el sistema es robusto ante
perturbaciones aditivas en los parametros nominales de la planta d y v. Se encontraron
cotas de robustez que garantizan la estabilidad en lazo cerrado ante perturbaciones adi-
tivas en los parametros de la planta aplicando las funcionales de tipo Lyapunov Krasovskii.

También se retomo el estudio de la estabilidad robusta en el dominio de la frecuencia
de un controlador Proporcional Retardado (PR) aplicado a un sistema de segundo orden
subamortiguado. Se sintonizé el controlador PR por medio de un método previamente
publicado que emplea las D-particiones, encontrandose valores de los pardmetros h y s
del sistema en lazo cerrado que conducen al méximo decaimiento exponencial. Se prob6
robustez ante perturbaciones aditivas en los pardametros nominales de la planta § y v.
En el marco temporal se encontraron cotas de robustez que garantizan la estabilidad del
sistema de segundo orden subamortiguado ante perturbaciones aditivas en los parametros
nominales de la planta mediante funcionales Lyapunov Krasovskii.
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5.2 Trabajos futuros

Para dar seguimiento al trabajo referente a esta tesis se propone:

» Realizar un estudio analitico de la o-estabilizacion en el sistema de segundo orden
subamortiguado con lazo de control PI-Posicast para encontrar férmulas de sintoni-
zacion para este controlador.

= Implementar los resultados obtenidos en el presente trabajo mediante experimentos
en tiempo real.
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