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Resumen

D. Thakur introduce y estudia los valores multizeta asociados a un campo de
funciones algebraicas de una variable con campo de constantes IF,, donde ¢ es una
potencia de un primo p, cuyo lugar al infinito es racional, y prueba la existencia de
relaciones entre los valores multizeta ([Tha04, Seccién 5.10], [Tha09b], [Thal(]).
En particular, Thakur prueba que el producto ((a)((b) es una combinacién lineal
de valores multizeta, sin dar una descripcion explicita. Para el caso ¢ = 2, Thakur
formula una conjetura recursiva de como expresar el producto de valores zeta como
una suma de valores multizeta. Aqui probaremos parte de esa conjetura y también
probaremos una generalizacion de esta conjetura debida al autor de esta tesis. Para
q general, se probaran férmulas explicitas y también una férmula recursiva para
expresar ((a)((b) como una suma de valores multizeta. Demostraremos varias de
las conjeturas formuladas en [Larl(, [Tha09b] para valores pequenos de a o para
familias de valores especiales de a acerca de cémo escribir ((a)((b) como una
combinacion lineal de valores multizeta. También probaremos la conjetura acerca
de la paridad formulada en [ThaQ9b].

Cuando el grado del lugar al infinito es mayor que 1, generalizaremos la defini-
cion del valor multizeta y daremos evidencia de que, a diferencia del caso racional,
el producto de valores zeta no siempre se puede escribir como una combinaciéon
de valores multizeta. También probaremos que para ciertas familias de valores de
a 'y b, ((a)((b) se puede escribir como una combinacién de valores multizeta.

Por otro lado, en 1935, L. Carlitz introdujo los andlogos a los nimeros de
Bernoulli [Car35l, [Car37]. Actualmente, estos nimeros son llamados nimeros de
Bernoulli-Carlitz. Carlitz prob6 un teorema analogo al Teorema de von Staudt-
Clausen, con un enunciado mucho mas sutil que en el caso clasico, que describe
completamente los denominadores de estos nimeros. Thakur consideré como un
andlogo a B,,/m, el cual es un importante asociado del nimero de Bernoulli
B, al numero B,,(m — 1)!¢/m!c, donde mlc es el factorial de Carlitz, y des-
cribié completamente su denominador, excepto cuando ¢ = 2 y m es de cierta
forma. Aqui completaremos esta descripcion. También mostraremos que un grupo
de simetrias recientemente descubierto por D. Goss |[Gosll] puede ser realizado
como simetrias de nuestros resultados.
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Abstract

D. Thakur introduces and studies the multizeta values for function fields with
constant field F, (for a general A, with a rational place at infinity) and proves the
existence of relations between them ([Tha04, Seccién 5.10], [Tha09b|, [Thal0]). In
particular, he proves that the product ((a)((b) is a linear combination of multizeta
values. For ¢ = 2, a full conjectural description of how the product of two zeta
values can be described as the sum of multizeta was given by Thakur. Here, we
shall prove part of the latter conjecture and also we shall prove a generalization of
this conjecture made by the author of this thesis. Moreover, for general ¢, we shall
prove closed formulas as well as a recursive recipe to express ((a)((b) as a sum
of multizeta values. Several of the conjectures formulated in [Larl(, [ThaO9b] for
small values or for special families of a about how to write {(a)((b) as an F,-linear
combination of multizeta values, will be proved. Also, we shall prove the parity
conjecture formulated in [ThaQ9b].

When the place at infinity is not rational, we generalize the multizeta value
definition and provide evidence that, in contrast with the rational case, the pro-
duct of zeta values is not always a sum of multizeta. Also, we shall prove that for
special families of a and b, ((a)((b) can be expressed as a sum of multizeta values.

On the other hand, in 1935, L. Carlitz introduced analogues of Bernoulli num-
bers for F,[t] [Car35, [Car37]. These are now called Bernoulli-Carlitz numbers B,,.
He proved a von Staudt-Clausen type theorem, with a much more subtle sta-
tement than the classical one, describing their denominators completely. As an
analog of the important relative B,,/m of the usual Bernoulli number B,,, Tha-
kur considered an analog B,,(m — 1)!¢/m!c, where m!s is the Carlitz factorial.
He described their denominator fully, except when ¢ = 2 and m has a particular
form. In this work we shall completely describe the latter. Also, we shall see that
a group of symmetries recently discovered by D. Goss [Gos11] may be realized as
symmetries of our results.
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Notacion

Anillo de enteros

enteros positivos

enteros no negativos

el campo de los niimeros racionales

el campo de los niimeros complejos

el grupo multiplicativo de las unidades del anillo R

potencia de un ntimero primo p, ¢ = p° con s € Z, @

un campo finito con ¢ elementos,

una variable independiente, |§|

el anillo de los polinomios en la variable ¢ con coefficientes en F,, |§|
el campo de la funciones racionales en la variable ¢ con coeficientes en
F,, @

un campo de funciones en una variable con campo de constantes [Fy, @
un lugar de K de grado uno,

valuacién con respecto al lugar oo,

F,((1/t)), la completacién de K con respecto a oo,

la completacién de alguna cerradura algebraica de K,

el anillo de los elementos de K que no tienen polos excepto posible-
mente en oo, @

funcién que asigna a cada z € K2 su grado,

elementos moénicos en A, |§|,

elementos de A de grado d

elementos de A de grado menor que d

AaN AL, 8

A<d N A-I—a

-

[pln =17 [ = [Ty (17" —t7),

[n][n — 1] [1] =TI, (¢ — 1),

(_1)nLn’ E

multiplo de ¢ — 1,
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X 0. Notacion

0 six no es entero

1 six es entero.
(k) suma de los digitos de la descomposicién en base ¢ de k,

|x] maximo numero entero no superior a x,
[x] minimo nimero entero no inferior a x,
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Funciones zeta y multizeta en caracteristica
cero

En esta seccién se introducen la funcién zeta de una variable y su generali-
zacion a r variables, denominada funciéon multizeta, y se muestran las relaciones
algebraicas que existen entre los valores ((s1, ..., s,) de estas funciones. Los valo-
res de las funciones zeta cuando r = 1, 2, fueron estudiados originalmente por L.
Euler [Eul75]. A manera de ejemplo de estas relaciones algebraicas, mencionamos
la relacion ((3) = ((2, 1) descubierta por L. Euler. En [Zag94], D. Zagier define y
estudia la funcién multizeta para cualquier niimero de variables.

1.1.1. Funciones zeta y multizeta clasicas

Sea s un numero complejo. La serie de Dirichlet )" >° | n=* converge si Re(s) >
1 y diverge en cualquier otro caso. Asi, esta serie define una funcién analitica en la
regién Re(s) > 1. La funcidn zeta de Riemann es la continuacién analitica de esta
serie de Dirichlet a todo el plano complejo menos el punto s = 1. En particular,
para Re(s) > 1, la funcién zeta de Riemann estd definida por

o
C(s) = Cals) =) ™"
n=1
Para cualquier s € C, la funcién zeta de Riemann satisface la ecuacion funcional

7rﬂ%(§)q@=wrﬂswr(lgs)dl—g.




2 1. Introduccion

Esta ecuacién fue descubierta por L. Euler, estudiando inicamente valores espe-
ciales (o particulares) de la funcién zeta, especificamente, estudiando los valores de
¢ en los numeros enteros, tanto en los positivos como en los negativos. Quiza uno
de sus descubrimientos mds notables fue la férmula ((2) = 72/6.

Hay toda una teoria de valores especiales asociada con (z(s), que se relaciona
de manera muy estrecha con los nimeros de Bernoulli, los cuales denotaremos
por B,. Por ejemplo, para n > 0 se tiene (z(—n) = —B,+1/(n+1). La funcién
generadora para los nimeros de Bernoulli estd dada por

o0
T T B

er — 1 2 n!

Asi By = —1/2. Se puede ver By, 1 = 0 para toda n > 1. Por lo tanto, si n > 1,
(z(—2n) = 0. Estos ceros son los llamados ceros triviales. Con respecto a los
ceros no triviales, se tiene la bien conocida hipdtesis de Riemann, que dice que
todos los ceros no triviales de (z(s) yacen sobre la recta Re(s) = 1/2. Este es un
problema que todavia permanece abierto. Para los enteros pares positivos m se
tiene el Teorema de Euler

B, (2mi)™

2(m!)

Hasta la fecha no se conoce una férmula para (z(2k + 1) andloga a la anterior.
Gracias a R. Apéry [Apé79] se sabe que ((3) es irracional. En general, no se
sabe si (z(2k + 1) es un numero racional o irracional. En 2001, K. Ball y T.
Rivoal probaron que hay una infinidad de valores irracionales de la funcién zeta
de Riemann en los nimeros impares [BRO1]. En 2002, T. Rivoal probé que al
menos uno de los nueve numeros ((5),((7),...,((21) es irracional |[Riv02].

La féormula de Euler para expresar la funcién zeta como un producto infinito
muestra explicitamente la conexién entre los nimeros primos y la funcién zeta de
Riemann. Para s € C y Re(s) > 1, se tiene

c<s>:gézn(1—]§)l,

p

Cz(m) = —

donde el producto infinito se toma sobre todos los ntimeros primos. Esta férmula,
debida a L. Euler, aparece por primera vez en el libro de Euler publicado en 1748
y que lleva por titulo Introductio in Analysin Infinitorum. Esta férmula muestra
como la funcion zeta codifica informacion relativa a los nimeros enteros y la
distribucién de los nimeros primos.

En 1775, mas de 30 anos después de que Euler introdujera los valores zeta,

mientras trataba de evaluar ((3), él mismo introduce las zetas dobles o multize-
tas [Eul75):

1
<(81,82> = Z T (31,82 € Z, S1 > 1,82 > 0)

n,{ n
ni>n2>0 1772



1.1. Funciones zeta y multizeta en caracteristica cero 3

La condicion s; > 1 es necesaria para garantizar la convergencia de la serie. Euler
estudié por muchos anos esta nueva serie y descubrié algunas identidades, tales

como ((3) =¢(2,1) y
C(s,1)+C¢(s—1,2)+---4+((2,s—1) =((s+ 1).

Para enteros positivos s; (i = 1,2,...,7r) con s; > 1, los valores multizeta

estan definidos por
1
C(sl,...,sr)— Z nsl—nfj

n1>ng>->np>0 L

A los enteros 7y > s; se les llama profundidad y peso, respectivamente, del valor
multizeta.
Para sq,...,s,. € C, la funcion multizeta o funcion zeta multiple

1
C(Sl,...,ST)— Z W

ni>ng>-->n,.>0

es absolutamente convergente en la region

{(51, .., S) | Re(sy) > 1,ZRe(si) > r}.

Abusando de la notacién, estamos usando ((sy, . .., s,) para denotar tanto al valor
multizeta como a la funcién multizeta.

Claramente esta funcién generaliza a los valores multizeta. El problema de la
continuacién analitica de esta funcién la estudian J. Zhao [Zha00], S. Akiyama,
S. Egami e Y. Tanigawa [AET01].

Recordemos ahora que el producto de Cauchy de dos series convergentes con-
verge si al menos una de las dos series converge absolutamente. Dado que la
serie que define a la funcién zeta de Riemann es absolutamente convergente para
Re(s) > 1, el producto ((a)((b) es una serie convergente y de hecho absoluta-
mente convergente. Por lo tanto, cualquier reordenamiento del producto de las
series converge y de hecho converge al producto de las series. De acuerdo con la
definicién de producto de Cauchy para series y dado que para cualesquiera dos
enteros ny, ny se tiene ny; = ng, N1 < Ny 0 Ny < Ny, se sigue que

C(a)((b) = A}l’gnooz >

N=2ni+ns= N

. 1 1 1
= m Z n“+b+ Z n%ng—i_ Z nénj

ni=nsg 1 ni<ng ni>ng
n1+n2§M/2 ni+no <M ni+na <M

o0

1
:Zna+b+ Z

n=1 na>ni >0 ni >n2>0




4 1. Introduccion

Por lo tanto,

C(a)C(b) = C(a+b) + ((b,a) + ((a,b). (1.1.0.1)

De manera esquematica tenemos que el producto

11 1
)l tEtE o

da por resultado

L, L,y
1a]_b 1a2b 1a3b 1a4b 1a5b
1 1 1 1 1
2a1b © 2a2b ~ 2a3b © agb  Dapb +
1 1 1 1 1
3a1b 3a2b 3a3b 3a4b 3a5b o
1 1 1 1 1
4a1b 4a2b 4a3b 4a4b 4a5b +-
1 1 1 1 1
Halb * 5ab + 5a3b + Ha4b * Hahb +

La suma de los elementos en la diagonal, es decir, los sumandos de la forma
1/n%nb da por resultado ¢(a + b); los suma de todos los elementos que estdn por
arriba de la diagonal, es decir, la suma de los elementos de la forma 1/n{n% con
ny < ng, da por resultado (b, a). Finalmente, la suma de todos los elementos que
estan por debajo de la diagonal da ((a,b).

Sean nq,ny enteros tales que n; > ny. Dado otro entero n, se dan cinco posi-
bilidades: n > ny > ng, n=mn1 >MNg, Ny >N > N9, Ny >N =Ny y Ny > Ng > N.
Por lo tanto,

Zna 2

n1>n2>0

1 1
- Z nanl{ng - Z a+b

n>ni>ng n= TL1>TL2>O

1”2

1
+ Z le nang

ni>n>ng>0 1

1 1
+ Z m+ Z W.

nin
n1>n=nz>0 1772 ni1>na2>n>0 1

De esta manera llegamos a

¢(a)C(b,c)

Nos referiremos a las sumas del tipo (1.1.0.1)) o (1.1.0.2) como sumas barajeadas
cldsicas.

= ((a,b,c) +¢(a+b,c)+((b,a,c)+((b,a+c)+((bca). (1.1.0.2)




1.2. Las funciones zeta y multizeta en campos de funciones D

En general, el producto de dos valores multizeta es una Z-combinacién lineal
de valores multizeta. Luego el Q-espacio lineal generado por todos los valores
multizeta es una Z-algebra.

El estudio de los valores multizeta ha resurgido con renovado interés por sus
profundas conexiones con otras partes de las matematicas. Por ejemplo, aparecen
en el trabajo de Deligne y Goncharov sobre motivos mixtos de Tate en Spec Z, y
en el programa Grothendieck-Thara para estudiar el grupo de Galois absoluto de Q
a través del grupo fundamental de la recta proyectiva menos tres puntos. También
aparecen como coeficientes del asociador de Drinfeld. Ademas, éstos tienen ciertas
conexiones con topologia [LMO95] y fisica [BK97]. Las relaciones algebraicas entre
los valores multizeta se han estudiado ampliamente por J. Borwein y D. Zagier
entre otros (|[BBBLIS]|, [Zag93], [Zag94]). El estudio sistemético de los valores
multizeta esta en sus etapas iniciales.

1.1.2. La funcion zeta de Dedekind

La funcién zeta de Dedekind es una generalizaciéon de la funcién zeta de Rie-
mann. Sea K un campo de nimeros (i.e., una extensién finita del campo de los
nimeros racionales) y sea O su anillo enteros. La funcion zeta de Dedekind del
campo de nimeros K se define para s € C con Re(s) > 1, como sigue

1
Cox(8) = Z W

I

donde la suma se toma sobre todos los ideales no nulos del anillo de enteros O de
K,y N(I) = |Ogk/I| es la norma del ideal I. Observamos que si K = Q, entonces
Cox = (z vya que N(nZ) = |Z/nZ| = n. Esta funcién tiene una continuacién
analitica a todo el plano complejo con exactamente un polo en s = 1 dado por
una ecuacién funcional sencilla que conecta (o, (s) con (o, (1 —s). También existe
un producto de Euler para esta funcién analogo al producto de Euler para (z.

En [Mas05], R. Masri, introduce algunos tipos especiales de funciones zeta
de Dedekind multiples que generalizan a la funcién zeta de Dedekind y a las
sumas multiples de Euler-Zagier, y establece la continuacién meromorfa de estas
funciones en algunos casos especiales.

1.2. Las funciones zeta y multizeta en campos
de funciones

En la Teoria de Numeros es usual considerar las analogias entre los campos
de nimeros y los campos de funciones algebraicas. Hay varias analogias muy
interesantes entre los campos de funciones sobre campos finitos y los campos
de nimeros [Gos79, [Tha04 [Vil06, Ros02]. Estas analogias se han usado para
conjeturar y probar resultados de un contexto al otro.



6 1. Introduccion

Recordemos que si F es un campo finito, entonces la cardinalidad ¢ de [F es una
potencia de algin numero primo p. Usaremos la notacién F, para denotar a un
campo finito con ¢ elementos. En este trabajo la letra ¢ estd reservada para denotar
la cardinalidad de algin campo finito. Por lo tanto ¢ siempre hara referencia a la
potencia de algiin ntimero primo p.

En este trabajo, un campo de funciones K significa un campo de funciones alge-
braicas de una variable sobre un campo finito, 0 mas precisamente, una extension
finita de algin F,(¢), donde F,(t) denota el campo de las funciones racionales en
la variable ¢ con coeficientes en [Fy.

A un campo de funciones podemos asociarle una funcién zeta. En este capitulo
veremos dos maneras de hacer esto. La funcién zeta de Artin-Weil asocia a un
campo de funciones valores zeta complejos. El analogo a la hipdtesis de Riemann
para este caso fue probado por H. Hasse [Has33, 1933] y A. Weil [Weid0, Weid1,
1940, 1941].

En 1935, L. Carlitz [Car35|] define unos valores zeta que resultan ser un buen
analogo a los valores zeta clasicos. El analogo a la hipétesis de Riemann fue proba-
do por D. Wan [Wan96l, 1996], J. Diaz-Vargas [DV96, 1996] y J. T. Sheats [She98),
1998]. En 2004, D. Thakur [Tha04) Seccién 5.10] introduce dos tipos de funciones
multizeta para campos de funciones, una que tiene valores complejos (y generaliza
la funcién zeta de Artin-Weil), y otra que generaliza los valores de la funcién zeta
de Carlitz. Estos tltimos son el objeto de nuestro estudio.

1.2.1. La funcién zeta de Artin-Weil; una funcion multi-
zeta

A continuacién describiremos la funcién zeta de Artin-Weil. Sea K un campo
de funciones con campo de constantes F,. Sea D un divisor de K y |D| = ¢i°&P
la norma del divisor D. La funcidn zeta de Artin-Weil esta definida por

Ck(s) = Zﬁ €C, (seC,Re(s)>1).

donde la suma es sobre todos los divisores enteros (positivos o efectivos) D. Esta
funcién es absolutamente convergente en la region en la que esta definida. Ha-
ciendo K = F,(t) obtenemos ((s) = >N (/)"°, donde la suma se toma sobre
todos los ideales I distintos de cero. La funcién de Artin-Weil tiene un producto
de Euler, una ecuacién funcional, y una teoria de valores especiales; la hipdtesis
de Riemann en este caso se conoce como el Teorema de Weil. Esta funcion resulta
ser una funcién racional de ¢—°. Asi, por ejemplo, no puede haber un analogo al
Teorema de Euler que relacione ((2k) con (2mi)?.

Thakur generaliza la funcién de Artin-Weil cuando A es el anillo de los polino-
mios F,[t] y K = F,(t) como sigue. Sea A, el conjunto de los polinomios ménicos
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en A. Entonces

1
C(Slv..-ysk) = Z |n1|51”'|nk|sk7

ni€A+
|n1\>~-->|nk|

donde |n| = ¢&". Esta serie tiene una expresién simple en términos de ¢ y de
S1,...,8 Por cada d € Z>, existen ¢ polinomios ménicos de grado ¢?. Por cada

polinomio ménico ny de grado dy, existen S0 ¢~ = (¢% —1)/(¢—1) polinomios
monicos ny que satisfacen |ny| > |ns|. Por lo tanto,
g di—1 N 1—s1
q
81’ 82 Z d151 qd252 - (1 _ ql—s1)(1 _ q2—51—52) : (1203)

d11 do=0

Usando la Ecuacién ((1.2.0.3)) y el hecho de que ¢(s) = 3" ¢?/q%, se obtiene

C(SI)C(SQ) = C(Sl, 82) -+ C<827 81) + C(Sl + So — 1) (1204)

La Ecuacion también se puede obtener a partir de las definiciones de los
valores zeta y multizeta junto con argumentos combinatorios.

En [Mas06], R. Masri introduce una funcién multizeta ¢ en varias variables
complejas, para un campo de funciones arbitrario con campo de constantes [F,.
Su definicién generaliza la funcién zeta de Artin-Weil. Sus principales resultados
consisten en probar que esta funciéon multizeta tiene una continuacion meromorfa
en todo C" y que ésta es una funcion racional de ¢~ ... g %.

1.2.2. La funcion zeta de Carlitz

Un analogo mas adecuado para los valores especiales trascendentes de la fun-
ci6n zeta de Riemann es la funcion zeta de Carlitz definida por a(s) = Za€A+ a”s,
donde s € Z, y A, denota como antes a los polinomios moénicos en A = F,[t].
Aqui, los polinomios ménicos juegan el papel que juegan los enteros positivos en
la funcién zeta de Riemann. En vez de la norma que sélo depende del grado del
polinomio, Carlitz usé todo el polinomio, y por ello pagd el precio de considerar
un dominio més pequeno para s, dado que no sabemos cémo elevar un polinomio
a una potencia compleja.

Una justificacion de por qué éste es un mejor andlogo para la zeta de Riemann
estd en el siguiente teorema [Car3hl [Car37], [Tha04, Teorema 5.2.1]. Si m es “par”
(es decir, un multiplo de ¢ — 1) y positivo, entonces

Ca(m) = =Bn7™" /(¢ — 1)mlc,

donde B,, € K = F,(t) es un andlogo a los nimeros de Bernoulli, m!c € A es un
andlogo al factorial y

—t
_ 44
(t — t7) H ( tqnﬂ — t) € Co,
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juega el papel de 27i y se sabe que es trascendente sobre K [Wad4l] (C,, denota
la completacién de alguna cerradura algebraica de K,). No se conoce una ecua-
cién funcional. Pero, en contraste con el caso clasico, se sabe mucho acerca de la
naturaleza de los valores especiales en los enteros positivos. Se tiene el siguiente
resultado de G. Anderson, D. Thakur, y J. Yu [AT90, Yu91]: Para m positivo,
Ca(m) es trascendente sobre K,y (4(m)/7™ también es trascendente si m no es
“par”.

El andlogo a la hipétesis de Riemann para este caso estd probado ([Wan96,
DV96, [Gos96, [She9s|, [Tha04, BADVVSI0]). Cuando A es el anillo de enteros de
un campo de funciones K de género mayor que uno, el orden de los ceros en
los enteros negativos todavia no esta completamente entendido pero se tienen
algunos resultados al respecto (véase [Tha04, [Gos96, [DV06, BADVMB09]). Para
los detalles acerca de la continuacion analitica debida a D. Goss, la teoria de valores
especiales, sus vinculos con la teoria ciclotémica, periodos de los t-motivos, etc,
referimos al lector a [Gos906, [Tha04].

1.3. Valores multizeta de Thakur

Para s € Z, los valores zeta de Carlitz [Gos96l, Tha04] se definen como sigue

Ca(s) := Z % € K,

a€A+

donde K, es la completacion de K con respecto a co. Para s € Z 'y d € Z>,
escriba

donde Ag+ es el conjunto de elementos de A, de grado d. Dados enteros s; € Z
y d > 0, sea

Sa(s1,--,80) = Sa(s1) > Sals2)--Su(s,) € K.

d>dg>--->dr>0

Para s; € Z,, los valores multizeta de Thakur [Tha04, [Tha09b] estan definidos
como sigue

o) = Y Sdl(sl)-..sdT(sr):Zasl;eKm,

e qsr
d1>>dr>0 1 r

donde la segunda suma es sobre todos los a; € A, de grado d; tales que d; >
-+« >d, > 0. Se dice que este valor multizeta o mas precisamente que la r-ada es
de profundidad ry peso > s;.
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Observe que no necesitamos la condicién s; > 1 para la convergencia como en
el caso clasico.

Los valores multizeta de Thakur tienen conexiones con el grupo absoluto de
Galois via un analogo en campos de funciones a las series de potencias de Thara.
El analogo a las series de potencias de Thara conecta varios objetos de interés
tales como el grupo absoluto de Galois, sumas de Gauss-Jacobi, funciones Gama,
elementos zeta especiales, jacobianos de los motivos de Fermat y los solitones
de Anderson (trabajo en curso de G. Anderson y D. Thakur [AT]). Los valores
multizeta también tienen conexiones con los periodos de los t-motivos mixtos de
Carlitz-Tate-Anderson [AT09).

1.4. Relaciones entre los valores multizeta

Recordemos que los valores multizeta de Euler (solamente en este parrafo,
la letra griega ¢ serd usada para denotar a los valores multizeta cldsicos) estan
definidos por la serie ((sq,...,s,) = 3. (nS*---n*)~", donde la serie se toma sobre
todos los enteros positivos ny > ny > --- > n,, y los s;’s son enteros positivos

con s; > 1 (para garantizar la convergencia). Se tiene la suma barajeada clésica

[ECL0):
) =3 >

ni=1 1

=((a+b)+ ((a,b) + ((b,a).

1 1 1 1
n_gzz +b+znanb+zngn¢f

na/
no=1 ni=nsg 1 n1>ng 1772 na>ni

Ahora bien, en el caso de campos de funciones, esta relaciéon no se cumple
porque hay muchos polinomios de un grado dado. En contraste con las sumas
barajeadas clasicas, en los campos de funciones las identidades que se obtienen
son mucho mas complicadas.

Para s1,s0 € Z,, sea

1
Sd(817 82) = Z 81a52

d=d1>ds 1 2
CL¢€A+

donde d; = deg(a;). Para a,b € Z,, definamos
Ad(a, b) = Sd(a)Sd(b) - Sd(a + b)
Escribiremos A(a, b) en vez de Aj(a,b). Note que la definicién implica Ay(a,b) =

Ad(b, a).

Los siguientes dos teoremas se deben a Thakur [Thal0l, Teoremas 1, 2.
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Teorema 1.4.1. Sea A = F,[t]. Dados a,b € Z., existen f; € F, y a; € Z, tal
que la siguiente relacion es valida para d = 1:

Ag(a,b) = fiSalai,a +b— a;) (1.4.1.1)
L]

Teorema 1.4.2. Sea q una potencia de p. Si es wvalido para algunos
fi € F, y algunos a; € Z; cuando d =1 y A =T [t], entonces es valida,
con las mismas a; y f;, para toda d > 0 y para toda A (correspondiente a la q
dada). En este caso, se tiene la relacion

C(a)¢(b) = ¢a+b) = (a,b) = C(bya) =Y fil(a,a+b—a). O

Observaciéon 1.4.3. De acuerdo con los Teoremas y es posible expre-
sar Agy(a,b) como una combinacién de Sy’s:

Agla,b) =" fiSulai,a+b— ay), (1.4.3.1)

donde f; € F,, y los a; son enteros positivos distintos.

Estamos interesados en desarrollar métodos efectivos o féormulas explicitas para
encontrar los pares (f;, a;) correspondientes a la terna (g, a, b).

Definicién 1.4.4. Sean a,b € Z,. Denotaremos por S(q,a,b) o por S(a,b) al
conjunto de los pares (f;, a;) tales que es valida cuando d = 1. Denota-
remos con s(a,b) la cardinalidad de S(a,b). Usaremos la notacién S%(a,b) para
denotar el conjunto de los pares (f;,a;) € S(a,b) tales que f; = 6.

Definicion 1.4.5. Sea a € Z,.
(1) Pongamos
ra = (¢ —1)p",
donde m es el entero positivo mas pequeno tal que a < p™.

(2) Sean i, j enteros. Pongamos

o(i,7) =1 —a—jlqg—1) +ir,,
o(4) = ¢(0, 7).

(3) Definamos

i L T — Q
Ja,méx ‘= q—l )

donde |x| es el entero més grande menor o igual que z.
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(4) Sea g primo (asi ¢ = p). Para 0 < j < jamax, sea ¢, ; € F, definida por:

1 sij =0,
Caj = j(qg—1) -1 re—a . .
’7](1——‘ (j(q—l)) 0< J S Ja,méx;

Ja,méx
donde [z] es el entero més pequenio mayor o igual a z.
(5) Para cada j, 0 < j <p—1, sea u; el nimero de j's en la descomposicién en
base p de a — 1. Sea

2
tg = (p_.]>uj
J

=
|

I
=)

Observacién 1.4.6. Cuando g es primo y 0 < j < g maxs P(q—_l)w es distinto de

Ja,méx

cero en [F, porque 0 < ](q—_l) < ¢ —1 < p. Por lo tanto, ¢, ; en la Definicién [1.4.5

Ja,méx

(4) tiene sentido. Si ¢ no es primo, ¢,; no siempre estd definido. Por ejemplo,
cuando ¢ =4, a =5y j = 3, se tiene

j(q__l) — 12 =9
ja,méx 6 ‘
Alternativamente, de la Proposicién [2.3.11] vemos que ¢, ; tiene sentido cuando

g es primo.

A continuacion presentamos la conjetura principal. Esta conjetura asi como
todas las conjeturas que aparecen en la Seccién fueron formuladas por el
autor durante sus estudios de maestria, y son producto de la observacion de casos
particulares. Todos los apartados de esta conjetura, excepto el apartado 4 que se

refiere a los valores iniciales, seran probados en la Seccion (Teorema [2.3.14}
Corolario [2.3.19] y Observacién [2.3.21]).

Conjetura 1.4.7 ([Lar09, [Lar10]). Sea a € Z.. Entonces
(1) Sea b > r,. Los conjuntos S(a,b)se pueden encontrar de manera recursiva:
S(a,b) = S(a,b—r,)UT(a,b),
donde

a) T(a,b) es un conjunto de cardinalidad t,,

b) T'(a,b) tiene la forma
T(a’ b) = {(Cjwb - ¢<]€)) 0=0,...,t,— 1}

para algin jeo, 0 < Ji < jomax-
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¢) El conjunto T, de pares (c;,, $(je)) es independiente de b.

Nos referiremos a los conjuntos S(a,b) con 1 < b < r, como los conjuntos
imiciales o los valores iniciales.

(2) (1,9(0)) = (1,r,—a) € T,. Por lo tanto, sit, = 1, entonces T, = {(1,¢(0))}.

(3) Sino hay acarreo en base p en la suma de j(q—1) y ¢(j), entonces (¢, ¢(j)) €
T, para algin c € F,.

(4) Parar, —q+2<b<r,,
S(a,b) = {(c;,b—aj): (¢, a5) € To \ {(1,9(0))}}.

(5) Siq es primo (y por lo tanto ¢ = p), entonces (cq;, (7)) € T, si y solo si no
hay acarreo en base p en la suma de j(q — 1) y ¢(7).

(6) Si T, = {(cj,, 9(je)): 0 < € < t, — 1}, entonces Ty, = {(cj,, P™ ¢(50)): 0 <
0<t,—1}.

(7) Denotemos por T%(a,b) al conjunto de pares (cj,a;) € T(a,b) tales que ¢; = 6.
Entonces la cardinalidad de los conjuntos T?(a,b) es independiente de b.

Con base en la Conjetura [1.4.7, para encontrar S(a,b) para cualquier b es
necesario conocer:

a) Los conjuntos iniciales S(a,b), 1 < b <r,,

b) Los conjuntos T'(a, b).
Cuando ¢ es primo, la Conjetura describe a T, completamente.
Observaciones 1.4.8.

(1) La Conjetura (1) establece que la longitud de recursién es r,. Esta con-
jetura mejora la estimacién (¢ — 1)¢™ para la longitud de recursién dada en
[ThaO9b].

(2) ¢(j) es una funcién decreciente de j, asi que
¢(jo) > o(j1) > -+ > ¢(jta—1)-

(3) El Teorema de Lucas [Luc78a, [Luc78bl [Dic02] [Find7] establece que si k =
S kip' y m; = > mj;p’ son descomposiciones en base p, entonces

k k;
= 5d
<m1,...,mT> H(mli,...,mﬂ> moa p,
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donde (m1 k

yeeey e

) es el coeficiente multinomial y estd definido por

( k >_ k!
mi, ..., M, mql---m,!’

Dado que (‘;) = 0 si b > a, vemos como un corolario de este teorema que
el coeficiente multinomial anterior es cero en F,,, si hay acarreo p-adico en la
suma k =Y m;.

En particular, si ¢ es primo tenemos que no hay acarreo en base ¢ en la suma
de j(qg—1) y ¢(j) si

Ta—Q Ta—aQ )
. =1 Z 0 mod p.
(J(q - 1), ¢(])> (J(q - 1))
Por lo tanto, el Teorema de Lucas junto con la Conjetura implican
que cuando ¢ es primo se tiene

T, = {(cass 00)): (j575) # 0 méd g
ta=#{j: (jiz21) #0mod ¢,0 < j < o max}-

J(g—1

(4) Dado que ¢ =1y (T“O_ “) =1, el inciso [2| de la Conjetura es consistente

con el inciso 5 de la misma conjetura.
(5) Dados g,a y b, una conjetura completa para S(a,b) incluye

a) la longitud de recursién r,,
b) los conjuntos iniciales (o valores iniciales) S(a,b), 1 < b <1y,

c) el conjunto 7.

La Conjetura no da una distribuciéon de los signos (de los valores multi-
zeta que aparecen en la combinacion lineal) de T, excepto cuando ¢ es primo,
y tampoco conjetura cudles deben ser los valores iniciales (los conjuntos ini-
ciales), es decir, los conjuntos S(a,b) para 1 < b < r,. En la Seccién
daremos una descripciéon completa cuando ¢ es par y a = 2, 3,4, y cuando ¢
es impar y a = 2, 3.

(6) El Apartado @ de la Conjectura implica que los conjuntos Ty y 1)m
tienen la misma cardinalidad, y de acuerdo con el Apartado (1a) se debe
cumplir que ¢, = ¢, ,. Esto efectivamente es asi, como vemos a continuacion.
Sia—1=> a;p’ es la descomposicién en base p de a — 1, entonces

pPa—1=p" —1+ Z a;p™
=(p-D+@-Dp+-+@-1)p" "+ ap™™

es la descomposicién en base p de p” a — 1. De la Definicién (5) se sigue
que ty y tym, son iguales.
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A continuacion se presentan algunas consecuencias de la Conjetura [1.4.7]
Para b > r,, seab=r,o+ 0,0 <V <r, Entonces

S(a,b) = S(a, V' YUT(a,b— (¢ —1)r,)U---UT(a,b—r,)UT(a,b),

donde cada elemento de T'(a,b — ir,) es de la forma (cj,,b — ¢(jo) — ire) =
(¢j,, ¢(i,7¢)). Vemos que la forma general de Ay(a,b) es:

o—1

Agla,b) = > S, B)+ > > ¢Salb— (i f),a+ (i, j)).
(y,a)eS(a,b’) i=0 7

(Cj,¢(j))ETa

(1.4.8.1)

Asi, Ay(a, b) tiene una primera parte dada por los valores iniciales y segunda parte
regular o recursiva.

Observaciones 1.4.9.

(1) D. Thakur ha conjeturado que todos los a + b — a; que aparecen en la Obser-
vacién deben ser “pares” [ThaO9D, 5.3] (En este contexto, un niime-
ro es “par” si es divisible por ¢ — 1). Dado que 7, es “par” se tiene que
a+¢(i,j) =re—j(g— 1) +ir, siempre es “par”’, lo cual es consistente con
esta prediccion de D. Thakur.

(2) Sipara cada a conocemos T, y también conocemos los valores iniciales S(a, ),
1 < B < t,, entonces seremos capaces de calcular S(a,b) para cualquier b.
Cuando ¢ es primo, la Conjetura describe a T, completamente.

1.5. Conjeturas completas

En esta seccién presentamos conjeturas completas para expresar ((a)((b) como
una suma de multizetas, para valores pequenos de a y también algunas conjetu-
ras para valores grandes de a. Por una conjetura completa nos referimos a una
conjetura que incluye tanto la parte de los valores iniciales como la parte re-
cursiva. Estas conjeturas fueron formuladas durante los estudios de maestria del
autor [Lar(09, [Lar10].

1.5.1. ((a)((b) cuando a =2,3,4 y q es par

Aqui presentamos conjeturas completas para escribir ((a){(b) como una com-
binacién lineal de multizetas, cuando a = 2, 3,4 y ¢ es una potencia de 2. Dado
que F5 = {1}, para simplificar la notacién al describir a T, en vez de (1,¢(7))
escribiremos ¢(j). De la Conjetura principal se sigue que si ¢ es primo y
to = 2, entonces, T, = {(1,¢(0)),(p — 1, ¢(Jamsx)}- Esto no necesariamente es
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asi si ¢ no es primo. Por ejemplo, cuando ¢ =4y a =7, Tr = {¢(0), #(3)}, pero
3 7& 9 = Jrmax- Introducimos una nueva conjetura: Para cualquier ¢ par se tiene

= {¢(0), ¢(Js,max)}- Sean ¢, 74 ¥ jo.max como en la Definicién [1.4.5] De acuerdo
con esta nueva conjetura y la Conjetura [1.4.7] se tiene

a Tq t., T,

2 2(q—1) 1 ¢(0)

3 4<q — 1) 2 ¢(0)7 ¢(j3,méx)
4 4(¢g—1) 1 ¢(0)

La siguiente conjetura es una generalizacién del Teorema 7 en [Tha09b].

Conjetura 1.5.1. Sea g una potencia de p = 2. Escribamos b = roo + 3, 0 <
B < ry. Entonces

¢(2)¢(b) = ¢(2+b) +¢(2,b) +¢(b,2)
+ ZC(b — ¢(3,0),2 + ¢(i,0)) + Int (q f 1) q_LlC(Q,b),

donde Int (x) es 1 si x es entero y 0 en otro caso.

La Conjetura serd probada en la Seccién 2.6 (Teoremas y [2.6.6)). La
siguiente conjetura sera probada en la Seccion (Teorema [2.6.7)).

Conjetura 1.5.2. Sea ¢ = 2. Entonces

C(3)C() = C(b+3) +¢(3,b) +((D,3)
+ > C(b=0(i,0),34¢(:,0))

b—(3,0)>3

+ Z C(b - gb(% ]3,méx)a 3 + gb(% j3,méx))

b_¢(i7j3,méx)>3
2
+) It (%) (C(2,0+1) + C(3,D)).
i=1

Conjetura 1.5.3. Sean p=2 y q=p",n > 1. Entonces
¢(3)¢(b) = ¢(3+b) +¢(3,0) + (b, 3)
+ D (b= 9(i,0),3+ ¢(i,0))

b—(i,0)>3

+ Z C(b - ¢(17 j3,méx)a 3+ Qb(l, j3,méX))

b—¢(l j3 méx)>3

+ Int <b+1> ((b+1)/(2q71)+1)6(2’ b + 1)

1 Int (ﬁ) ((b/(q—21)+2) ~1)¢(3,0).
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Conjetura 1.5.4. Sea q una potencia de p = 2. Entonces

C(4)¢(b) = ¢(4+b) + ((4,0) +¢(b, )
+ Y (b= ¢(i,0),4+ ¢(i,0))

b—g(i,0)>4
+ Int (M) ¢(2,b+2) + Int (H—fﬂ C(3,b+1)

+ ilm (%ﬁ‘”) C(4,0).

1.5.2. ((a)((b) cuando a = 2,3 y ¢ es impar

Ahora daremos una conjetura completa para escribir ((a)¢(b) como suma de
multizetas, cuando a = 2,3 y ¢ es una potencia de un primo impar. El problema
se vuelve mas complicado porque ahora podriamos tener varios conjuntos S%(a, b)

que describir.

Conjetura 1.5.5. Sea p un primo impar y sea q una potencia de p. Entonces

C(2)¢(b) = C(2+b) +¢(2,b) +<(b,2)
+Y G+2) D, b—¢lip—1—]),2+¢(i,p—1—j))

b—g(i,p—1—7)>2

—_

.
Il
=)

+Int () 745¢(2.0).

La Conjetura serd probada en la Seccién (Teorema [2.6.6)).

Conjetura 1.5.6. Sea p un primo impar y sea q una potencia de p. Entonces

C(3)C(b) = ¢(3+0) +((3, b) ¢(b,3)

+ ) b= ¢(i,0),3+ ¢(i,0))
b—¢(3,0)>3
+(L=63) > Cb—0(i.3),3+ (i,3))
b—¢(4,3)>3

+i(j—gl) > Cb— i, i +2),3+ 66,5 +2) +

b—g(i,j+2)>3

> b—¢li,p+3—j—2),3+0(i,p+3-j—2)

b—¢(i,p+3—j—2)>3
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+(1-6)(3) Y Co— i, ), 3 + i, E2)

b—¢(i,242)>3

It (1) (V) 2, 4 1)

It (525) ((750%) = 1)¢(3,0),

donde ¢6;; denota la delta de Kronecker'.

1.5.3. Conjeturas completas para ambos indices grandes

En esta seccion presentamos algunas conjeturas, las cuales son generalizaciones
de las férmulas dadas en [Tha09b, 4.1.3].

Conjetura 1.5.7. Para q general tenemos:

Aa(q",q" — 1) = —=S4(¢", ¢" — 1). (1.5.7.1)

Ag(q" +1,¢") = Int (§> Sa(2,2¢" — 1)

— i SaB+ (G —1D(g—1),2¢" —2—(j —1)(¢g—1)). (1.5.7.2)
Add" L+ )=~ Y Su2 4 G-l 1,2%" 2 (i~ D(a 1)

Ag(q" " +1) =Int (§> Sa(2,4" 7 +q" 1)

q”flfl

=Y SBHG D@D =2 (- D D)

'La delta de Kronecker se denota con el simbolo d;; y se define como sigue: §;; = 1 si i = j
y 0i; = 0 en otro caso.
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Para 0 <1 < n,

A" +1,¢" +1—¢") =Int <§> Sa(2,2¢" — ¢)

Y SE G- D@12 ¢ 1 (j—1)(g— 1)

J=1

=4
q—1

+ Y SB+G-Da-1,2" ¢ —1- (G -1)(g—1). (1.57.3)

q'/L

—qt
-+1

J=4=

Observacién 1.5.8. Cuando 7 = 0, la Conjetura [1.5.7.3| coincide con la Con-
jetura [1.5.7.2] Mds ain, cuando p = 2, los conjuntos S(¢"™ + 1,¢" + 1 — ¢*) son
independientes de 1.

Conjetura 1.5.9. Para 2 < m < q, tenemos que

Cayi _ 1 layi
et e ity

Sd(mqi —1) =

Podemos deducir esta férmula para m = 2 e ¢ = 1 de la férmula para Sy(aq +
b) en [Tha09bl 3.3.1], y la hemos probado para m = i = 2 usando la funcién
generadora [Tha09bl 3.2] y también la hemos verificado numéricamente para varios
valores pequenos de m, i, ¢. Esta conjetura implica la Ecuacion justo como
en el Teorema 4 en [Tha09b]. En la Seccién 2.7 La Conjetura[l.5.7.1] serd probada
en tres formas diferentes (Teorema [2.7.2)).



CAPITULO 2

Relaciones entre los valores multizeta en caracteristica p

En este capitulo probaremos varias de las conjeturas enunciadas en el Capitu-
lo 1. Mas precisamente, probaremos la parte recursiva de la Conjetura princi-
pal[1.4.7] excepto los puntos referentes a los valores iniciales. También probaremos
algunas de las conjeturas formuladas por D. Thakur. Para ¢ general, probaremos
férmulas simétricas y no simétricas para expresar el producto de valores zeta como
una suma de valores multizeta. Finalmente, también probaremos las conjeturas
formuladas por el autor y por Thakur para valores pequenos o para familias es-
peciales de a’s acerca de cémo escribir ((a)((b) como una [F,-combinacién lineal
de valores multizeta.

2.1. Formulas basicas

Empezamos con la definicién de los nimeros [n], D, y L, que son fundamen-
tales para la aritmética de A = F,[t].
Sean A =F [t] y K =TF,(t), donde ¢ es una potencia de un primo p.

1. Sea
[n] =t" —t € A

2. Sea Dy =1, y para n > 0 sea,

n—1

D, =n]ln—1]7---[1]7 € A.
3. Definimos Ly =1 y para n > 0,
L, =[n][n—-1]---[1] € A.
Sea ¢, = (—1)"L,, € A.

19
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De la definicién vemos que ¢, = —[n]¢,_1 paran > 1,y D, = [n]DZ_,. Sean

d i
T z?
= E — € Klz|,
(qd>c —~ Dl 2
1

ak
a€A; ,deg(a)<d

El polinomio (q”fi)c es un analogo al polinomio binomial z(x—1)--- (z—n+1)/n! €
Q[z] [Tha04l, Seccién 4.14]. Tenemos los siguientes resultados de Carlitz (vea por
ejemplo, [Tha04l, 2.5, 5.6] o [Gos96])

D, = H a,

a€A,, deg(a)=n

(;d)c: Did [ @+a

acA, deg(a)<d
Un célculo simple muestra que (;Z)C =1

td 1 1 Dy
(0). M ¢ro-5 I -3

Dd d
acA, deg(a)<d beAL, deg(b)=d

Dado que (z + a)? = 29 + a se sigue que (”";“)C =

(”;d)c =(Z )c + 1. Por otro lado tenemos

(””d)c + (“d)c. Por lo tanto,

q q

q q4
T+ t? 1 1
(A | T | e
q C Dd Dd -
a€A, deg(a)<d ac€Ay, deg(a)=d
1 T T
=D IT « II (1+2) = 11 (1+2). (2101

a€AL, a€AL, ac€Ay, deg(a)=d

deg(a)=d deg(a)=d
Es bien conocido que (o se puede probar facilmente por induccién en d) que si
flz) = H;-izl(x — «;), entonces
fl@) _ Xd: 1
/ (SL’) T — o

=1

Dado que (—1)qi = —1 en K, de acuerdo con la primera linea de la ecua-
cién (2.1.0.1) tenemos que las raices del polinomio f(z) = Dg4(1 + (;f)c) =

Dy(1 — (;d)c) son todos los polinomios moénicos de grado d en A. Claramente
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f'(x) se reduce a —D;/ly. Asi, tenemos

flo -1
f(a:)_éd(l—(;d)c)_ Z r—a

ac€A4
deg(a)=d
Luego,
1 d
deg(a)=d deg(a)=d
00 d 1 00
— k __ k
=1 Y el = Sy(k+ 1)z
k=0 a€A+ k=0
deg(a)=d

Por lo tanto, tenemos la funcién generadora para Sy(k + 1):

; (1_ TN » st . (2.1.0.2)

Ahora usamos la Ecuacién (2.1.0.2] m para calcular Sy(k +1). En virtud de que
Yooy Sa(k)a® = 23702 Sa(k+1)x* vemos que el coeficiente de z* en la correspon—
diente suma parcial es Sq(k+1). Comparando ambos lados de la Ecuacion (2
vemos que Sy(k + 1) también es el coeficiente de z* en Zn 0 ( ) /lq, que es la

suma parcial de la serie geométrica 1/¢4(1 — (qd)c)' De acuerdo con el Teorema
Multinomial se tiene

koq®+++kaq?

k n k
1 T 1 n x
i (o) = e 2 () 5 e

donde la suma se extiende sobre todas las (d + 1)-adas (ko, ..., kq) de enteros no
negativos tales que ko + - - - + kg = n. Agrupando los términos z* vemos que

d ki

1 kqg+ -+ ko 1

Suk+1)=— Y ( )H( >

Ed Z?ZO kigi =k, kd7 BRI kO i—0 szg_z
ki>0

d i\ ki
1 (k;d+---+l<:0> ((gd/gd_i)q>
k>0

1 bt ko) T (D fd— i)\
Sa(k+1) = (FFT Z (k‘d,..-,ko >H< D; ) |

Zlc'lzo kiqi:kv
k; >0
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donde las sumas se toman sobre todas las (d + 1)-adas (ko,. .., kq) de enteros no
negativos tales que Zj:o kit = k.
Cuando d = 1, la Ecuacién (2.1.0.3) se convierte en:

lk/q]
(=1 k—ki(g—1) kiq1k1(g—

Sik+1)=——11 —DR[a)e o (2.1.0.4
1( + ) [1]k+1 + klzl ky ( ) [ ] ( )

Un caso especial de ([2.1.0.3)) es:
Sqlap™) = 1/0%", sia <q. (2.1.0.5)
Podemos deducir la formula (2.1.0.5)) de la Ecuacién (2.1.0.3)) observando que
cuando k + 1 = a < ¢, tenemos exactamente una (d + 1)-ada: (e — 1,0,...,0).

Asi, la Ecuacién ([2.1.0.3) se convierte en Sy(a) = 1/¢5.
Anélogamente, usando el polinomio Dy (;d)c obtenemos la funcién generadora

para Sc4(k) cuando k es “par”'

; ( = =1+ Z Sea(k)a”. (2.1.0.6)
Natlo k>0, “par”

El lado izquierdo de la Ecuacién 1) es igual a (1 — X)~!, donde

Y= Z —Ed.fq

i=1 ngl

i1

Expandiendo la serie geométrica obtenemos

o\ ks
1 kag+ - +k cld =i 1T\
S<d(k) B @ Z < kd, .. 1) k H ( D’L ) .

k=Y, ki(g'-1),
k;>0

(2.1.0.7)
Para calcular S—4(k), ahora comparamos los dos lados de la Ecuacién ([2.1.0.6]). Ob-

servamos que el lado izquierdo de ([2.1.0.6)) es igual a (1—X)~!, donde ¥ = Zle %.
*d—i
Concluimos que el coeficiente de z* en la serie 1 4+ ¥ 4 X2 4 - - - es igual a S-4(k).
A continuacién tenemos un caso especial de la funcién generadora ([2.1.0.6)):

layion 1 0 i
i gl i
ey 0 G
i 1 — 1 j—2]---[d]?
_(c)rl— : [d+1i ‘ ]‘[d—H |- [d]
- i~ 1]
La siguiente férmula se puede deducir de la funcién generadora (2.1.0.2), pero

también se sigue de la Ecuacién (2.1.0.8) y tomando en cuenta que S<(d+1)(k:) =
S<a(k) + Sa(k).

S<d(qi - 1) =

i

(2.1.0.8)

Salg' —1) = Leximy _ldF i1 A+ 1] (2.1.0.9)

Gl i1 eg
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2.2. La restriccion “par”

En [Tha09b], Thakur conjetura que en la identidad ((a){(b) = ((a + b) 4+ ((a,b) +
C(b,a) + > fi(as, b;) los indices b; deben ser “pares” y da algunas razones heuristicas
para ello. El siguiente teorema prueba la conjetura de la paridad de Thakur. Una prueba
diferente se da en la Seccién (como un corolario del Teorema [2.4.11)).
El siguiente teorema mejora el Teorema [1.4.1

Teorema 2.2.1. Sea A = F[t]. Dados a,b € Z, existen f; € F, y a; € Z, tales que

S1(a)S1(b) — Si(a+b) = fiS1(as). (2.2.1.1)
Mds atun, a +b— a; es “par” para cada a;.

Demostracion. La primera parte de este teorema ya estd probado en [Thal()]. Siguiendo
la prueba dada ahi, aqui probaremos la segunda parte.
Para simplificar un poco la notacién, haremos el cambio U +—

cién ([2.1.0.4) se convierte en
Ng 1 _1 ' '
Sl(a) _ (_1)aUa (1 + Z (a ;(q )) (_1)1U—z(q—1))

=1
= aa,OU@a(O) —+ Oéale‘Pa(l) + o+ aa7naU§0a(na)7

1

(1]

La ecua-

donde ¢q(i) =a—i(g—1),0<i<n,=[(a—1)/q],y
(—1) sii=0,
Qg = . .
’ (%—il(’))(—l)““ parai=1,...,nq.

Asi, Si(a) es una Fp-combinacién lineal de potencias de U y, por lo tanto, A(a,b)
también lo es. Més precisamente, dado que ¢4 (%) + ©b(j) = Pats(i + ), ¥ Qa0 0 =

Qatb0 = (—1)47?] se tiene que
Na+4b
S1(a)S1(b) — Si(a+0b) = (ZamU% ) ZO‘WU% Z gy UPar O

1=0

Na+np Na+b

= Z BkUSOaer(k) _ Z aa+blU¢a+b(l)
k=0 =0
Na+np Na+b

= > BUPHE) =Ny gy TP,

donde S, = Ziﬂ-:k Qg0 5. Note que
a+b—papp(k) =(a+b)—(a+b)+k(g—1)=k(g—1).

Por lo tanto, Si(a)S1(b) — Si(a + b) es un polinomio en U con coeficientes en F,, de
grado menor que a+ b, tal que a+b—1 es “par” para cada potencia ¢ de U. Escribamos

S1(a)S1(b) — Si(a+b) = 0,U" +--- + 6U°,
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donde 6,, # 0, n < a+b. Sean f; = (—1)"0,, y a1 = n. Cada potencia de U en Si(ay)
es de la forma g, (i) = a; —i(¢ — 1). Dado que ¢ — 1 divide a a + b — a;, ¢ — 1 divide
aa+b—a+i(g—1) = a+b— g (i). Entonces, S1(a)S1(b) — Si(a +b) — f151(a1)
es nuevamente un polinomio en U con coeficientes en F), de grado menor que n, y cada
potencia de U satisface la condicién “par”. Continuamos de esta manera inductivamente
hasta que la suma sea vacia. ]

Teorema 2.2.2. Sea g una potencia de p. Sea K un campo de funciones de una variable
con campo de constantes IFy; sea oo un lugar racional de K, es decir un lugar de grado
uno', y sea A el anillo de los elementos de K que no tienen polos excepto posiblemente
en 0o. Dados a,b € Z, existen f; € F, y a; € Zy tales que

¢(a)¢(b) = ¢(a+b) = C(a,b) = ¢(ba) = > fiC(ai,a+b—ay),
con a+b—a; “par”.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema [2.2.1] existen f; € F), y a; € Z4 tales que la
Ecuacion (2.2.1.1)) es vélida, y los a + b — a; son “pares”. Por el Teorema tenemos
que

Sd(a)Sd(b) — Sd(a -+ b) = Z f,-Sd(a,i, a-+b— ai)

es valido para d > 0. De esto se sigue el teorema. O

2.3. Prueba de la conjetura principal

En esta seccién probaremos la parte de la Conjetura Principal [1.4.7] que se refiere a
la recursién, excepto la parte que concierne a los valores iniciales.

Sean a,b € Zy. Sea r, = p™(q — 1), donde m es el entero mas pequeno tal que
a<p™m Seaje€{0,1,...,p™ —a}. Dado que p™ y ¢ — 1 son primos relativos, p™ es una
unidad en Z/(q — 1)Z; asi, la congruencia j = —ip" mdd (¢ — 1) siempre tiene solucién.
M4s atin, existe exactamente una solucién en el rango 0 < i < ¢ — 1 (cuando g = 2, i
siempre es 0).

Definicién 2.3.1. Sea i; el inico entero 0 < i; < ¢—1 tal que j+1i;p"™ = 0 mdd (¢—1).
Sea [; el entero no negativo definido por

J+ip™
lj = ———.
q—1
En general, la correspondencia j + i; entre los conjuntos {0,1,...,p"™ —a} y
{0,1,...,¢ — 2} no es ni inyectiva ni suprayectiva. Para la inyectividad, si j + i;p™ =

0méd (g—1)yl#0estal que 0 < j+1(g—1) < p™ —a, entonces (j+1(¢—1))+i;p™
0 méd (¢ — 1) (vea el Ejemplo a continuacién). Cuando ¢ =9y a = 21,...,27,
correspondencia no es suprayectiva (vea el Ejemplo ).

—
o

IEl grado de un lugar es el grado de la extensién del campo residual con respecto al infinito
sobre el campo de constantes.



2.3. Prueba de la conjetura principal 25

Ejemplo 2.3.2. Sean ¢ = 9y a = 17. Entonces, m = 3. Si j = 4, i4 = 4 ya que
44 4(27) = 112 = 14(¢ — 1). Si ¢ = 5, entonces hay dos j’s (1 y 9) tales que j +
5p™ = 0méd (¢ — 1). En la siguiente tabla, en la entrada (j,i;) aparece j + i;p™,
7=0,1,...,p™ —a.

; Y“lo 1 2 3 4 5 6 71
0 0
1 136
2 56
3 192
4 112
5 32
6 168
7 88
8 8
9 144
10 64

Ejemplo 2.3.3. Sean ¢ = 9 y a = 21. Entonces m = 3. En la entrada (j,i;) de la
siguiente tabla aparece j + i;p™ para j =0,1,...,p™ —a.

Y“lo 1 2 3 4 5 6 7T

0

136

56

192

112

32

| =W N~ O

168

La correspondencia j — 7; no es suprayectiva porque cuando ¢ = 3 no existe una
j€{0,1,...,6} tal que j 4+ 3p"™ =0 mébd (¢ — 1).

Ejemplo 2.3.4. Sea ¢ =5 y a = 16. Entonces m = 2.

. Ylo 1 2 3
J
0 0
1 76
2 52
3 28
1 1
5 80
6 56
7 32
8 8
9 84
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Este ejemplo sugiere que cuando ¢ es primo, i; es facil de calcular.

La siguiente proposicion nos dice cémo calcular 7; cuando ¢ es primo. Esto sera usado
en la prueba de la Proposicion [2.3.11

Proposicién 2.3.5. Sea q primo (de tal manera que g = p). Si j € {1,...,p™ — a},
entonces

. q—1—7r sir>0,
1, =
7700 sir=0.

donde j=rméd (¢—1),0<r<qg-—1.

Demostracion. Dado j > 0, calculamos i; como sigue. Primero escribimos j = I(q —
)+7r, 0<r<qg—1.Sir >0, entonces

JH@=1=r)p" =(10+p")(q—1)+r(1—-p™")=0méd (¢ — 1),

y0<g—1—r<qg—1.Sir=0,entonces j =0 méd (¢ — 1). De la definicién se sigue
que %; es como se afirmé. ]

Proposicién 2.3.6. El mapeo

{0,1,...,p" —a} — {l(g—1)|0<1< jomax}
J — j—i—ijpm

es 1nyectivo.

Demostracion. Dado que 0 < j <p™ —ay 0 <1i; < gq— 2, sesigue que 0 < j+i;p™ <
p"™ —a+ p™(q—2) = r, — a. Esto prueba que el mapeo estd bien definido. Si a = p™,
entonces el mapeo claramente es inyectivo. Supongamos que a < p™. En particular,
esto implica que m > 1. Si ji + i;,p™ = ja + i;,p"™, entonces p™ | j1 — j2. Dado que
0< 71,72 <p™ —a < p™, concluimos que j; = jo. O

Cuando ¢ = 2, el mapeo de la Proposicion [2.3.6] es una biyeccion, pero en general el
mapeo no es suprayectivo. Vea los Ejemplos [2.3.2] 2.3.3] y[2.3.4]
Necesitamos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.7. Las siguientes afirmaciones son vdlidas en F:

a) Si0<1i<q—1, entonces

<q N 1) = (—1)i. (2.3.7.1)

7

b) Si0<1i<p-—2, entonces

(p B 2) — (—1)i(i +1).

1
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c) El numero de j’s, 0 < j < p™ — a, tales que (pmfa) no es cero modulo p es t,.

Demostracion. a) Consideremos primero el caso 0 < i < p — 1. Entonces (p — 1), il, y
(p — 1 —1)! son distintos de cero médulo p; por lo tanto, en [F,, se tiene

<pf1> _ (p—l)(p—'?)“-(p—i)

(~1)(=2)-+ (=)

i!

= (-1)%

Asi, la igualdad ([2.3.7.1)) es vélida en este caso especial.
Para una ¢ general, sea ¢ = ls;ol i;p' la descomposicién en base p de i. La expansién
en base p de ¢ — 1 es Zf;&(p — 1)p!. Note que (—1)% = (—l)al”l. Por el Teorema de

Lucas concluimos

(q R 1) - l[[: <p i 1) - ﬁ<—1>“pl = (-1)".

Asi, (2.3.7.1)) es vélida en general.

b) Para la segunda parte, dado que (p —2)!, i!, y (p — 2 — 7)! no son cero médulo p,
obtenemos

il
_ (=2)(=3) - (=(i+ 1))
il
= (=1)"(i +1).

(pf2> _=2)p=3)---p-2-(-1))

c) Sea t/, el nimero de j’s en {0,1,...,p™ — a} tales que (pmjfa) # 0 méd p. Pro-
baremos que tlfl = t,. Como a Sl p™ entonces a — 1 < p" —1 = ﬁgl(p —1)p!. Sean
a—1=>%", ap'y j = Yoo bip' las descomposiciones en base p de a — 1y j, res-
pectivamente. Como p™ — 1 — (a — 1) = p™ — a, la descomposicién en base p de p™ —a
es Zﬁ_ol(p — 1 —a;)p'. Por el Teorema de Lucas,

m—1

mo_ _ 1 _

<p . a> = H <p b al) méd p.
J 1=0

Ya que (g) es cero médulo p si f > a, eligiendo b; en el conjunto {0,1,...,p — 1 — a;},

. m— 7’
garantizamos que (p p “) no se hace cero médulo p. Por lo tanto,

m—1 p—2
t=[]w—a) =[]0 — k" =ta,
1=0 k=0

donde py, es el nimero de k’s en la descomposicion en base p de a — 1. O
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Proposicién 2.3.8. Sea q = 2. Entonces jomsx = 0 si y solo si a = p™. Siq > 2,
entonces jomax = 0 st y s6lo sia = 1.

Demostracion. Recordemos que jgmax = V;%laJ Dado que 2 < gy a < p™ tenemos

a < p™(q—1) = rq. Como consecuencia, 0 < r, —ay 0 < ’”;%1“ (si ¢ > 3, entonces
20 <p™(g—1),yportanto0 <1 <a<p"(qg—1)—a=r,—a).

Si g = 2, tenemos Tq”%la =p™ —ay asl jgmsx = 0 siy sélosia=p™.
Supongamos que g > 3. Sea a = 1. Consecuentemente, m = 0y 0 < T;__la =
P’ — 25 < 1. Ash, jomax = 0.
Reciprocamente, supongamos que jgmsx = 0, es decir, 0 < T;%la =p" - q% < 1.
Entonces,
a
pm—1<——3§aépm
Luego, a = p™. Se tiene p™ — ;i”l =p" (g:—%) < 1. Ya que ¢ > 3,
-1 1
Pt < 1—° +—<2
q—2 q—2
Entonces m =0y a=1. O

Definicién 2.3.9. Para cada j, 0 < j < p™ —a, sea f,; € ), definida por

f@j—-(pm;_a>(—1y. (2.3.9.1)

Proposicién 2.3.10. El nimero de j’s tales que fqj # 0 es t,.
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién [2.3.7|c). O

Cuando ¢ es primo, tenemos otra descripcién para f, ; la cual es consistente con la
afirmacién 3 de la Conjetura (vea la Observacion [2.3.21f (1)).

Proposicién 2.3.11. Si q es primo, entonces para j € {1,2,...,p"™ —a}

Jj+ip™ 1 re—a
Joj=|—/—"— o] = Calys
Ja,méx J T up
donde Ca,l; €S CONO S€ definio en 1.4.5(

Demostracion. Ya que 0 < j < p™ —ay 0 <i; <q— 2, sesigue que 0 < j +1i;p™ <
p™ —a+p"(qg—2) =r, —a. Entonces 0 < [; < %. Siendo /; un entero, obtenemos
que 0 <1 < jg méax- Luego, [ estd en el dominio de definicién de ¢, .

Afirmamos que (A): i; +1 = {M—‘ , ( > 0), lo cual es equivalente a probar

Ja,méx

ijja,méx < j + ijpm < (ij + 1)ja,méx-
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Es suficiente probar la tltima desigualdad de la derecha, ya que
. a a
Ja,méx = \‘pm - J < pm —— < pma

implica i;jqmax < 40" < j+1i;p™. Notemos que j+i;p™ < j'+iyp™ siy sélosiij < ij
0ij =1y j <j'. Porlo tanto, es suficiente probar que A+i;p"™ < (i; + 1)jqmax donde
A =méx{j" | ij = i;}. Escribamos j = l(¢—1)+r,0 < r < g—1. Por la Proposicién|2.3.5
sabemos que 7; =q—1—7rsir >0ei; =0, en otro caso. Observe que 0 <i; < q — 2,
asi que i; + 1 es distinto de cero en F),. Escribamos a = l'(¢ — 1) +d/, 0 < d' < gqg—1.
Entonces jg max = p™ —1'—y, donde y = 0sia’ =0y y = 1 en otro caso. Consideremos
primero el caso j # 1 méd (¢—1). Asiij # q—2. Sea jo € {2,...,p" —a}n{2,...,q — 1}
tal que i; = 7j,. Entonces jo = ¢ —u para algin u, 1 < u < q¢q—2y i, = u—1,
0 <1, < g — 2. Entonces

p" —a+ip™ — (jo + i5p™)

q—1

m Pl —a—j
=q—u+(@u-1p"+(¢-1) {q_ljoJ
=qg—u+(u—1p"+p" —1-1I(¢g—1)—2(qg 1),

donde 2z =1si0< (d+jo—1)/(¢g—1)<1lyz=2sil<(d+j—1)/(g—1) <
14+(¢—2)/(¢—1). Puesto que u < g—1, se tiene l'u <1'(¢—1) <1'(¢g—1)+(z2—1)(¢—1).
Luego

j—i—ijpmﬁjo—i—ijopm—i—(q—l){

JHip" =up™ —u—1U(g—1) = (z=1)(¢—1) <up™ = l'u — yu
= (ij + 1)ja,méx-
Por otro lado, si j =1 méd (¢ — 1), entonces i; +1 = ¢—1. Ya que j < p™ — a, tenemos
Jj+i;p™ < ry — a. Ahora,
j+ijpm B j—|—ijpm < Tq —Q
1+ 1 g—1 — ¢g—-1°

La afirmacion se sigue en virtud de que el lado izquierdo es un entero.

Sean j = by +bip+ -+ bp_1p" Lya—1=ag+ap+- -+ amo1p™ " las
descomposiciones en base p de j y a — 1, respectivamente. La descomposicién en base p
de p"(p—1)—1es Z?;Bl(p —1)p! + (p — 2)p™. En consecuencia, la descomposicién en
basepder,—a=7r,—1—(a—1) es ﬁgl(p —1—a)p' + (p — 2)p™. Finalmente, la
descomposicién en base p de j +i;p™ es 22161 bipt + i;p™.

Note que j +1i; = j + i;p™ = 0mdd (¢ — 1), asi que (B): (—1)% = (—1)/. Por
el Teorema de Lucas, la parte b) de la Proposicién y (A), (B) respectivamente,

tenemos

() = ) O ) 0)
J+iipm bo bm—1 ij
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Proposicion 2.3.12. Sean q una potencia de p y a € Zy. Para cada n € A+, sea gn
definido por

[ e
np"—a

gn = — [1]*S1(a).

FEntonces,
p"—a
TS S )
j=1

donde f,; es como en la Definicion e i; es el unico entero 0 < 1; < q— 1, tal que
Jj+ip™=0méd (¢ —1).

Demostracion. Dado que 07 = 0 para 6 € Fy, tenemos que [1] =n? —n=n (n‘ﬁl — 1)
para n € Aj+. Entonces,

1 1
u =n"! —1 0 equivalentemente 1 + u =ni L
n n
Tenemos
m_ p"—a
. 1
71=0

Por otro lado,
[1]%S1(a) = (=1)* + D aq 1]
J2

=(-1)"+ iaa jznjz(fI*l)(an*l —1)72(a1),
J2

donde ng y g, son como se definieron en la Seccién Dado que

je(q—1) .
g1(a=1)j2(q—1) (a—1 _ 1\j2(a—1) _ 3200 = 1)\ /1 \jala—1)—js, (r-+da+is)(a—1)
n " (n 1) _ (-1) n )
j3=0 J3
Vemos que
[1)P" e
np™—a

m

[1]981(a) = —(n?~! = " ~*[1]S1(a)

gn = —

es un polinomio en n con coeficientes en F,, (cuando lo vemos como un polinomio en t,
entonces g, € F,[t]). Todas las potencias de n son “pares”. Sin = t—6 para algin § € Fy,
entonces gn(t+0) = gi. Si gn = 3, cn 0’ (@=1) s sigue que ¢, j = ¢;j para toda j. Ahora
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(t— 0" ((t — o)L — 1),

es suficiente calcular ¢; ;. Para hacerlo, pongamos hg =
¢ € . Entonces,

p"—a q—1 m
5 Yo (80 vy

§=0 i=0
p —a

Z fajt P —a—j (th q—1-1) gj+ip™ 9]>'

Como 09! =1 para 6 € [}, se sigue que

p"'—a q—1
—a— ™ (q—1—1) +1 j

E :he Z fwtp J E :tp (¢— E :93 p™ § :9]
eeIF* i=0 He]F* eeIF;;

p"—a q—2

- Z fa PO " (g—1-1) E :ga-ﬂp
=0 i=0 0€Fs:
an_a

= Z fast?" T (tpm(qflfij)(_l))
3=0

p"—a
- _ E fajtTa—a—(j+iij)+P
7=0

Aqui, usamos que Yy p- 0" es 0 si g — 1 no divide a I, y —1 si [ > 0 es divisible por
q

q — 1. Ahora, para cualquier n € A+, [1]P" = (n(n?™! — 1))pm; asi,tenemos

NECIOEDY [17]; S e ety

n€A1+ n€A1+
— " —a(re — +Zh’9
ock?

Se sigue que

m__

TR -
(1P S1(a) = —t"* + 1+ Z fa e tiP™)

gt = “r—a
=0
p"—a
= —t" 14 faot™ + Y fayt" U
j=1
p—a
=1+ Z faJtTa—(j-ﬁ-iij). 0
j=1

Ejemplo 2.3.13. Sean ¢ =9 y a = 17. Entonces, m = 3 y r, = 27(8) = 216. Dado que
a—1=1+2p+p?, tenemos t, = 3°22 = 4. Las j’s para las cuales faj #0s0n 0, 1,9,
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y 10. Usando la tabla del Ejemplo tenemos
gi=1+ fa’1t216—136 T fa,9t216_144 + fa710t216—64 1 4280 4 972 4 4152

Entonces, g;—g = 1+ 2(t — 0)% 4 2(t — 0)™ + (t — 0)1°2 para cualquier 6 € F,. Dado que
136 = 17(q — 1), 144 = 18(q¢ — 1) y 64 = 8(q — 1), el conjunto 117 es

Th7 = {(0,(0)), (1, ¢(17)), (9, $(18)), (10, ¢(8)) }
= {(0,199), (1,63), (9,55), (10,135)} .

El siguiente teorema prueba las partes 1 y 7 de la Conjetura vy es mas preciso
en el sentido de que da una descripcion completa para cualquier q.

Teorema 2.3.14. Sea q una potencia de un numero primo p. Sean a,b € Z,; sean

Tastasij, fa; como en las Definicionedl.4.5] 2.3.1] [2.3.9) Entonces

p"—a
Ala,b+1q) — Ala,d) = Y fajSila+b+(j+i;p™),
j=0

En particular, los conjuntos S(a,b) se pueden hallar recursivamente con longitud de
TECUrsion rq, por

S(a,b+1y) = S(a,b) UT(a,b+rg),
donde S(a,b) es como se definié en Yy
T(a,b+re) ={(fajoa+b+ (G+1ip™) | 0<j<p™ —a, fa; #0},
o equivalentemente,
T(a;b+r1a) =A{(faj,b+71a = 0(15)) [0 < <p™ —a, fa; # 0},

donde l; = (5 +14;p™)/(q—1) y ¢(l;) =74 —a—1j(¢ — 1). La cardinalidad del conjunto
T(a,b+1,) es tq.

Demostracion. De la definicién para Ag(a,b), se sigue que

Agla,b) = > al ; — Sa(a+b)

n17n26Ad+ nyng
1 1
- Z nanb + Z ath Sa(a +b)
ni#ns 1°%2 ni=ngz "1
ni,ng 6Ad+ ni eAd-‘r
- > =
- a, b’
nny

ni1#ng
ni,ng EAd+
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Por lo tanto tenemos

1 1 1
Alabt+ra)= Y b Yo o D s

n17#ng 1772 n2€A1+ TL2 nlyﬁng
nl,nQeAlJr 71161414r
Z 1 1 1
- btrg Z ne  pe
n2€A 4 Ng ni€A 4 1 2
1 1
= E “otra Sl ((I) - E
noeA,, 12 2
Por la Proposicién [2.3.12] para cada n € A+, tenemos
pm_a
— |+
gn = 1 + E fa jn Y b )
7=1

Sea ¥ = Zp " fa,jS1(b+re — ¢(1;)). Entonces,

p"—a fa,'
= >0 > b+7~a_(ra—a]+(j+z‘jpm>>

n2€A1+ j=1
p"—a
- Z b+ran Z fajna"” S
n2€A1+ =
Usando esto llegamos a
. Sl(a’) ]"F'LJp )
st -s= 3 A8 (1 (1478
’VL2€A1+ 2 n2
Si(a) < 1 )
nZGZAH l2>+ra Si(a) a na
$1(a) ( 1 e
= Y 1+ —[1]%S1(a)
b+7a =
na€A 4+ 2+r Si(a)ng ny "
= Z Si(a) 1+[1]pm
nb—i—ra npm
n26A1+ 2 2
- Z S1(a) 1+[—1] ’
- nb—i—ra no
n2€A1+ 2
S1(a)  g-1\P"
- Z nb‘f""’a (n2 )
n2€A1+ 2
nh?
:Sl(a) Z b‘~2‘7'a
n2€A1+ 2

33
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Por lo tanto, A(a,b+ ry) — S1(a)S1(b) = X. De aqui obtenemos

Aa,b+14) — Aa,b) = A(a,b+14) — S1(a)S1(b) + Si(a+b)
=YX+ Si(a+b)

= > faiSib+71a— ¢ (1) + Si(b+ra — $(0))
j=1

p"—a

= > fagSilb+ra— (1)),

J=0

Esto prueba que T'(a,b + r,) es exactamente como se afirmé. De la Proposicién [2.3.10
se sigue que la cardinalidad de T'(a,b+ r,) es precisamente t,. O

Observaciones 2.3.15.

(1) EI conjunto T, de los pares (fa;,#(l;)) con f,; # 0 es claramente independiente
de b como se predijo en la Conjetura m (1c) que no tenia una descripcién tan
precisa como la dada en el teorema.

(2) El nimero de términos t, que deben ser anadidos en cada paso de la recursién
depende de a, p y q.

Podemos enunciar el teorema anterior en términos de zetas como sigue.

Teorema 2.3.16. Sea q una potencia de un numero primo p. Sean a,b € Z,; sean

Tastasij, fa; como en las Definicionedl.4.5| [2.3.1] [2.3.9 Si se tiene que

C(a)C(b) - C(a + b) + C(a7 b) + C(bv a) + Z fiC(aiv bz)

para algunos f; € ¥y, y a; € Z4, entonces

C(a)C(b+ra) = Cla+b+7a) +((a,b+71a) + C(b+1a,a) + Y fil(ai,ra + b)
p"—a
+ Z fa,jC(a +b+ (] + ijpm)7ra - (] + ijpm))-
j=0

El niimero de coeficientes f,; distintos de cero es t,.
Ejemplos 2.3.17 (Indices especiales grandes, p. 2338 [Tha09h]). Sea ¢ = 2.

(1) Sea a = 2" — 1. Entonces m = nya—1= 2+ --- 4+ 2”1, Como hay exacta-
mente un cero en la descomposicién en base 2 de a — 1 se tiene t, = (2 — 0)! =
2. En cada paso de la recursion se deben anadir dos términos. Mas atn, T, =
{(1,rq —a),(1,r, —a— 1)} porque en este caso [; = j para j =0, 1.

(2) Sia=2"+1, se deben anadir en cada paso de la recursién 2" términos. Entonces,
m = n + 1. La descomposicién en base 2 de a — 1 tiene n ceros asi que t, = 2".
Como en el apartado anterior, para cualquier j, 0 < j <2" —1,4; =0,y l; = j.
Ast, T, ={(1,rq —a—7) | 0<j <2" —1}.



2.3. Prueba de la conjetura principal 35

Ejemplo 2.3.18 (Ejemplo p. 2337, [Tha09b]). Sean ¢ =2 y a = 19. Entonces, m = 5,
t19 = 8,y 119 = 32. En este caso, i; = 0, y [; = j para toda j. Las j’s para las cuales
fi9,j #0son 0, 1, 4, 5, 8,9, 12, y 13. El polinomio g; es g = 1 + 131 128 27 24
23 + ¢20 4+ ¢19_ Por lo tanto,

13
A(19,b+32) — A(19,b) = > S1(19+ b+ j)
j=0
= S1(b+19) + S1(b+20) + S1(b+23) + S1(b+24)
+ S1(b+27) + S1(b+28) + S1(b+31) + S1(b+ 32).

El siguiente corolario prueba las partes 2, 5 y 6 de la Conjetura [1.4.7]
Corolario 2.3.19. Sequimos usando la misma notacion.
a‘) (17¢(0)) = (17Ta - CL) € Ta-
b) T, = {(1,6(0))} siy sdlo sia=p™.
¢) Sid =p™a, entonces
Ty = {(fa,j7pml¢(lj)) 10<j<p"—a,fo; # 0} :
d) Siq es primo,

To = {(at; 6 (1) [0 j <p™ = a, fuy # 0}

Demostracion. Para probar a), sélo tenemos que notar que f, o0 = 1.

b) Si a = p™, entonces g, = 1 y asi, T, = {(1,r4 — a)}. Reciprocamente, dado que
te = 1, de la definicién de t,, se sigue que a — 1 = Z;if)l(p —1)pt=p™m — 1.

¢) Sea d' = p™ a para algin entero m’ € Z, . Entonces, m + m’ es el entero mds
pequetio tal que @’ < p™t™ . Ahora bien,

) = (‘nmpm Sl<a>>p7

npm+m’ —a’
= (gn)p

m

m/

P

p"—a
j=1

=1+ Z fé’; pP™ (ra=(i+i;p™))
j=1

— 14 Y fognt" eGP,

Jj=1

d) Si ¢ es primo, de la Proposicién [2.3.11] se sigue la igualdad f, ; = Cal;- ]
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Proposicién 2.3.20. Si (7("“ “) #0 en Fp para algin 1, 0 <1 < j, max, entonces existe
§,0<j <p™—a, tal quel(q—1) =j+i;p™ y (7;%) #0.

Demostracion. Primero notamos que

g—2=p"—1-1=(p-1)+@-Lp+--(p-1p" ' -1
=(p-2)+@—-p+-(p—1)p°"

Andlogamente,

rq—a=p" —a+p"(g—1)—
=p" —a+pT(¢—1-1)
=p" —a+p" ((p—1)+@-Dp+---(p—1p~'-1)

:pm_a+pm((p—2)+(p—1)p+...(p_1) 8—1)
m—+s—1

—Z —1—ap)p" +(p—2)p™ + Z

k=m-+1

Seal(q—1) = Zm+8 L bep” la descomposicién en base p de l(g—1). Dado que (z?Z:il)) +
0, por el Teorema de Lucas, tenemos que (p 1= “’“) # Qpara k =0,1,....m—1y
(7‘;;2) # 0. Por lo tanto, by < p — 1 — a para k =0,1,....m—1y b, <p—2. Sea
j = Zzzolbkpk y i = Zi;ébm-rkpk- Asi, 0 < j<pm"—ay0<i<gqg-—2 Yaque
Jj+ip™ =1(¢g—1) =0mdd (¢ — 1), se sigue que i = i;. Puesto que la descomposicién
en base p de p™ — a es Z;n;ol (p — 1 —ayg), se sigue que (pmj—a) #0. O

Observaciones 2.3.21.

(1) Como corolario de la Proposicién [2.3.20| tenemos la prueba de la Parte 3 de la
Conjetura _ 1.4.7; Si no hay acarreo en base p en la suma de I(¢— 1) y ¢(l), entonces
(r" a) # 0y asi, por la Proposicién[2.3.20]y el Teorema[2.2.1} (f, j, ¢(l;)) pertenece

a T (note que l; =1).

(2) Observe que (pmjfa) #0yl(g—1) = j+ 4;p™ no implica que (l’gq 1) # 0. Por
ejemplo, si ¢ =9, a =17,y 7 = 9, entonces r17 = 216 y (10) = 1, pero (}ZZ) = 0.

Para otro ejemplo, tome ¢ = 25, a = 103, y 7 = 1. Entonces, 7193 = 3000 y (22) 92,

pero (357¢) = 0.

Ejemplo 2.3.22 (Teoremas 3 y 7, [Tha09b]). Aqui damos otra prueba de los Teoremas
3y 7 en [Tha09b] usando el Teorema [2.3.14] Sea ¢ = 2.

a) Sea a = 1. Entoncesm =0,r; =1, gt =1, y t; = 1. Por el Teorema tenemos
A(l,b+ 1) — A(1,b) = S1(1 +b). Entonces, A(1,2) = A(1,1) + S1(2) = S1(2).
Repitiendo este proceso obtenemos A(1,3) = A(1,2) + S1(3) = S1(2) + S1(3). Se
sigue que A(1,b) = Z?:Q S1(7). Por lo tanto

b—1
C)C(b) =CA+Db)+ > ((ib+1—1).
=1
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b) Sea ahora a = 2. Entonces ry = 2, g = 1, y to = 1. Dado que A(2,1) = S1(2) y
A(2,2) = 0, procediendo como en la parte a), se sigue que para b

Zgb:_ll)ﬂ S1(2i+1) 4+ 51(2) si b es impar,

A(2,b) =
20 {25/22 S1(2i) si b es par.

2.4. Formulas explicitas

En esta seccién daremos una descripcion simétrica y una no simétrica para escribir
¢(a)¢(b) como una Fp-combinacién lineal de valores multizeta.

Hay una conexién cercana entre las relaciones entre los valores multizeta y la des-
composicién en fracciones parciales de A(a,b). A partir de la expresiéon de A(a,b) co-
mo una combinacién lineal de Si(a;)’s podemos obtener su descomposicién en frac-
ciones parciales y viceversa. Por el Teorema m, sabemos que existen f; € F, y
a; € Z4 tales que A(a,b) = Z?:o fiS1(a;). Podemos suponer sin perder generalidad
que ag > a; > --- > ag. Entonces:

_ Jo S s
200 = 3 (o gl )

neky
N S b= )T e Sy (= )
M%F:q (t — p)ao
hu(t)
— SR oA N 2.4.0.1
2%@—M% (2401)

donde hy(t) = fo+ fi(t — p)®~" + -+ + fa,(t — p)®~%. Luego, (2.4.0.1)) es la des-

composicién en fracciones parciales de A(a,b). La unicidad de esta descomposicién nos
garantiza la unicidad de los f;’s.

Proposiciéon 2.4.1. Sea q una potencia de un primo p. Sean a,b € Z, . Entonces, la
descomposicion en fracciones parciales de A(a,b) es de la forma

o fE=w)
A(a,b) = ;F:q i (2.4.1.1)

para algin n, donde f(t) = fo+ fit + -+ + fu_1t"" 1 € Fp[t] es primo relativo a t.
También,

n—1
Ala,b) =) fiSi(n —i).
=0

Demostracion. Para cualesquiera enteros positivos a, b, A(a,b) es un polinomio en 1/[1]
con coeficientes en F,, de grado menor que a + b. Dado que k+1 — |k/q| (¢ — 1) > 0,
tenemos

Lk/q]
Si(k+1) = ([_1]1]2:?1 1+ Z <k B klk(lq - 1)> (=1)kr[1]krla=1)
k1=1
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es un polinomio en 1/[1] sin término constante. Por lo tanto, A(a, b) es cero o es un po-
linomio en 1/[1], distinto de cero, con coeficientes en [F,,, que no tiene término constante
y de grado menor que a + b. Si A(a,b) # 0, escribimos
Op +0p_1[1] +---+ 611" Pi(t
Aa,b) = It On 1 e+ O 1(), (2.4.1.2)
[1]" Q1(t)
donde Pl(t) =0, + Hn_l[l] 4+ 4 91[1]”71, Ql(t) = [1]”, 0; € Fp, 0,, 7& 0,yn<a-+hb.
Ya que Pi(p) = 6, # 0 para toda p € Fy, Pi(t) y Q1(t) son primos relativos. Como
A(a,b) es un elemento de K, tiene una tnica descomposicién en fracciones parciales de
la forma:

Mab)= 30 ()

_ n’
Al 1)

donde h,(t) € Fy[t] es primo relativo con ¢t — p y degh, < n. Ahora bien, A(a,b) es
invariante respecto de los automorfismos ¢t — t 4 6, 6 € F,, de A. Por la unicidad de
la descomposicién en fracciones parciales tenemos que hy(t) = hy(t + 0) para cualquier
0 € IF,. Entonces, como polinomio en ¢ — u, h,, tiene los mismos coeficientes que hg. Sea
f@t)=ho(t) = fo+ fit+ -+ fo_1t""'. Entonces,

—_ n
e 1)
_ Z ho(t — 1)
— n
o (=)
-1
_ nz: filt = p)*
HEF, i=0 (t = p)m
-1
SIp R
= (t —p)n=t
Sy
= ; —
i=0  pekF, (t —pm
n—1
= fiS1(n —1).
=0
Por la unicidad de las f;’s y por el Teorema se sigue que f; € IF. O

Por lo anterior, para expresar A(a,b) como una F,-combinacién lineal de Si(a;)’s,
es suficiente encontrar su descomposicion en fracciones parciales. Para hacer esto, pro-
cedemos como sigue. Los polinomios ¢" y [1]"/t" son primos relativos y de aqui que

[1]™/t™ es una unidad médulo t". De (2.4.1.1]) se sigue que

T S U L
A = 3 Gl =)
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Por lo tanto, médulo " tenemos que [1]"A(a,b) = %f(t). Luego, médulo " tenemos
que

n -1
F(t) = (["Ala, b) méd ") (ﬂ méd t”) .

Observacién 2.4.2. Note que a priori, no conocemos el valor de n. Mas adelante
explicaremos cémo tratar este problema (Proposicién [2.4.14]).

Ejemplo 2.4.3. Sean ¢ = 3, a = 4, b = 5. Un célculo directo nos muestra que

1 1
Al4,5) = P~ B +1)5(t+2)>

Entonces n = 5. Asi, médulo ¢°
5 oy (P s -
f(t) = ([1]°A(4,5) méd ¢°) <t5 méd ¢ )
1o (80448 445 4 264 + 262 4 2mod £°)
— (2t + 2> +2m6d £7)
(t* +2) méd t°.

Luego f(t) = t? + 2. Asi, la descomposicién en fracciones parciales de A(4,5) es

A(4,5) = Z w

o7, P
2 1
-2 (o =)
2 1 2 1 2 1

e et e T T2 T2y

= 251(5) + 51 (3)

Ejemplo 2.4.4. Sean ¢ = 3, a = 13 y b = 14. Entonces

A(13,14) = [1]111

Asi, en este caso, n = 11 < a,b. El inverso médulo 11 de [1]* /t! es ¢8 4 25 4+ ¢2 4 2.
Luego, f(t) = t® + 2t% + 2 + 2. Por lo tanto

A(l?), 14) = 2S1(11) + 51(9) + 251(5) + 51(3).

Antes de explicar el caso general, explicaremos primero el caso ¢ = 2, que es cuando
podemos simplificar significativamente las cuentas y obtener una expresion relativa-
mente sencilla. Sabemos que si a = b, entonces A(a,b) = 0 [ThaQ9bl Teorema 8]. Por
definicién, S(a,b) = S(b, a); asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > b.
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Teorema 2.4.5. Sea g =2. Sia > b > 1, entonces

a—1

(a)¢(b) = C(a+b) = C(a,b) = C(b,a) = Y falla—k,b+ k)
k=0
donde
2m _q a—2>b
= 2 (770
' zék ! J

i<2™m™—q
j<a—b—1

y m es el entero mds pequeno tal que a < 2™.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema [1.4.2] es suficiente probar que

a—1
A(a,b) =Y fuSi(a— k).
k=0

Como a > b,

B 1 N 1 C(t+ 1) Si(b—a)
et 1)+ Dett e+ 1) U)o

A(a,b)

El grado del numerador de A(a,b) es menor que a — b y, por lo tanto, menor que el
grado del denominador. A continuacién, aplicamos el método explicado previamente
para escribir A(a,b) como una suma h‘;((f) + h(gﬁfl‘)}) Puesto que (t + 1)P" 7%t +1)? =
1 méd t* tenemos que (¢ + 1)2" = méd t* es el inverso de (t + 1)% méd ¢*. Entonces,
ho(t) méd t% = (t+1)2" =251 (b— a) méd t*. El tinico representante de grado menor que
ade (t+1)2" 7% méd t% es (t+1)2"~ ya que a > 2™ 1. El tinico representante de grado
menor que a de S1(b —a) méd t* es S1(b— a). Ahora,

2M—q

-+ e= 3" <2mz__ a)ti,

1=0

a—b—1
Sib—a)=t"" 4 (t+1)"= Y (a ; b)tj.
=0

J
El grado de (t + 1)2"7%81(b — a) es a lo més 2™ — b — 1. Tomando como ho(t) el
resto de (t +1)2" 7251 (b — a) al ser dividido por t* obtenemos

a—1
ho(t) =) fut®
k=0

= S (0)

donde

i+j=
i<p™—a
j<a—b—1
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Observaciones 2.4.6.

(1) Observe que S(a,b) ={(fx,a—k)| fu #0,0<k <a—1}.

(2) Sib>2"—a,entonces 2™ —b—1 < a y por lo tanto, no es necesario dividir por ¢*.
(3) Sik=0,entonces i =j =0y fo= (2m07a) (aab) =1.

Ejemplo 2.4.7 (Ambos indices grandes, [Tha09bl p. 2338]). Usaremos el Teorema
para probar dos conjeturas formuladas por Thakur. Sea g = 2.

a) Sean a =2"+ 1y b=2"— 1. Entonces,

PAETE
Ag(a,b) = > Sg(i,2" +1—4).
=2

b) Sean a = 2"+ 1y b= 2""1. Entonces,

an—l4g
Ag(a,b) = Sa(a,b) + > Sa(i,3-2"7"+1—1).
=2

Demostracion. De acuerdo con el Teorema [1.4.2] serd suficiente probar las igualdades
para el caso d = 1.
a) En este casoom=n+1,p"—a=2"—-1,ya—b—1=1.Parak=1,...,2" — 1,

h= Jio <21:—_j1> @

k—j<an—1
Jj<1

-(% )6+ (2D 6)

porque (?) es cero modulo 2 y (an_ 1) = 1 de acuerdo con la Proposicién m (a). Para

k=a—1=2"
m 1\ (2
= (3 0)(0) =0

Del Teorema obtenemos

2" -1 2741
AR+ L2V —1) =Y Si(2"+1—-k) = > Si(k).
k=0 k=2

b) Ahora, m = n+1,p™ —a = 2" — 1, y a — b = 2"~! + 1. Examinando las
descomposiciones en base 2 de j y 2"~ + 1, y usando el Teorema de Lucas, vemos que



42 2. Relaciones entre los valores multizeta

los valores de j, 0 < j < 2771 tales que (2n_j1+1) #0son j =0,1,2"". Por otro lado,
(2n;1) #0parai=0,1,...,2" — 1. Ya sabemos que fo =1. Parak=1,...,2",

k
2n — 1\ /21 41
fk - < ] > < ‘ >'
jz::o k=37 J
i<2n—1
J<27 41

Para 1 < k < 2" — 1, tenemos que

2" — 1\ /2" +1 2" — 1\ /2" +1 2 — 1\ /2"t +1
Jk= + + B B .
k 0 k—1 1 k — 2n—1 n—1
Por lo tanto, f, = O para 1 < k < 2" 1y fi, = 1 para 2" < k < 2" — 1. Si
k=a—-1=2"

fom 2m — 1\ (2"t 41 (2 21
N | 1 k—on-1)\ 2t ) T
Se sigue que S(a,b) = {(fo,a — 0)} U {(fr,a — k)| 2""1 <k < 2" —1}. Entonces

2" —1
Ala,b) =S12"+ 1)+ > Si(2"+1-k)
k=2n—1
2n—l41
=S12"+ 1)+ Y Si(k). O
k=2

Algunos casos especiales del Teorema [2.4.5| vienen en el siguiente corolario.
Corolario 2.4.8. Sea g = 2.
a) Sib< 2™, entonces

C2M)Cb) = ¢2™ +b) = (2" 0) —¢(b.2") = > (T

2m—p—1 <2m 5
k=0

>((2m —k,b+k).
St mo hay acarreo en base 2 en la suma de k y b— 1 tenemos que (kafb) #0.
b) Sia > 2, entonces

((a)f(a—1) =¢(2a = 1) = ((a,a = 1) = ((a—1,a)

2M—q

- kz_o <2mk_ a)g(a—k,a— 1— k),

donde m es el entero mds pequeno tal que a < 2™. El nimero de coeficientes distintos
de cero es tg.
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Demostracion. a) De acuerdo con el Teorema es suficiente probar que

2m—bp—1

A@m = 3 <2mk_b>sl(2m—k).

k=0

Sia=2", entoncesi =0y (Qmo_“) =1. Asi, fr = (2mk_b) para 0 <k <2™ —b—1. Sean
b—1=0by+b12+ - +bp_12" ' yk=ky+ki2+ - +kn_12™""! las descomposiciones
en base 2 de b—1 y k, respectivamente. Entonces, la descomposicién en base 2 de 2™ —b
es >(1 —b)2L Si k < 2™ —b— 1y no existe acarreo base 2 en la suma de k y b — 1,
entonces fi # 0 en virtud del Teorema de Lucas.

b) Es suficiente probar que

2t rom g
A —-1)= Si(a — k).
@a-1=3 (¥ )sia-n)
k=0
Sib=a—1, entonces a —b—1 =0y asi, j = 0. Por lo tanto, fi = (2mk—a) para
0 < k < 2™ —a. En este caso especial, el nimero de f, # 0 es t, por la Proposicién [2.3.7]

(c). O

Ejemplo 2.4.9. Usaremos el Corolario [2.4.8 para probar las siguientes conjeturas
[ThaO9bl, Seccién 4.1.3]:

Ag(27,2" — 1) = S4(2™,2" — 1) (2.4.9.1)
2n 41

Ag(2"+1,2") = > Sy(i, 2" +1— ). (2.4.9.2)
=2

Cuando | <n — 1,
Ag(2m =2 2" — 2l —1) = §y(2m — 2, 2" — 2 — 1) + Sy(2n — 2" 2" — 1), (2.4.9.3)
De acuerdo con el Teorema en todos los casos, es suficiente probar (2.4.9.1)),

(2.4.9.2) y (2.4.9.3) para d = 1. La Conjetura [2.4.9.1] se sigue inmediatamente ya sea

de a) o b) del Corolario tomando a = 2" y b = a — 1. Para la Conjetura [2.4.9.2
tomemos a = 2" + 1 y b = 2". Entonces m = n + 1. Por la Proposicién [2.3.11] (b),
tenemos (2n,;1) =1 para k=0,1,...,2" — 1. Luego,

2" —1 2" 4+1
ARV +1,2%) =) 52" +1—k) = > Si(k).
k=0 k=2

Finalmente, para la Conjetura[2.4.9.3] sean ¢ =2" — 2/ yb=a — 1. Entonces m =n y
P —a =2 Asi,

2! I 2t—1

Ala,b) = Z (i)Sl(a —k) =S (2" =2 + S5 (20 — 2t —2h) + ; <il>$1(a — k).

k=0

La valuacién 2-ddica de (2,:) es £(k)+£(2!—k)—£(2"), donde £(k) es la suma de los digitos
de k en base ¢ = 2. Ya que k # 0y 2! — k # 0, tenemos que £(k) + £(2! — k) — £(2") >
1+1-1=1y (z) =0parak=1,...,2" — 1y se sigue el resultado.



44 2. Relaciones entre los valores multizeta

Ejemplo 2.4.10. Continuamos con el Ejemplo Calculemos S(19,20). Sean a =
20y b=19. Entonces m =5y a—b—1=0. Entonces, fi = (f) para k=0,1,...,12.
Las k’s para las cuales fr # 0 son 0,4,8 y 12. Entonces S(19,20) = S5(20,19) =
{(1,20),(1,16),(1,12),(1,8)}. La cardinalidad de S(19,20) es 4 = tg0.

Ahora daremos férmulas explicitas para el producto de valores zeta que generalizan
el caso ¢ = 2.

Teorema 2.4.11. Sea q una potencia de un primo p. Sean a,b € Z4 tales quea > b > 1;
sea m el entero mds pequeno tal que a < p™. Entonces

a—1
¢(@)¢(b) = C(a+b) = Cla,b) = C(ba) = > fi(a—i,b+1),
=0

donde f(t) = fo+ fit + -+ fa_1t* 1 € Fp[t] estd dado por

_1 a

—(t - p _QZZ pd I+ 0) | (40 — 1) mad 1@
0€lF, pely \Jj=1

Q

Equivalentemente, f(t) estd dado por
1

(pmi:: a) (kb - fl? kq_1> <al_1 b) (U(kz;r il)

x (—1)bFitisgiatial=1) - (2.411.1)

p"—a a—b o(k)+ii—
IS
2

i3=0 k i1=0

donde la sequnda suma se toma sobre todos las (¢ — 1)-adas k = (ki,...,kg—1) de
enteros no negativos tales que ki + -+ + kg—1 = a; o(k) = Z?;}(j — Dkj, (k) =

Z?;i(q —1—j)kj; los indices i1,1i2,13 estdn sujetos a las condiciones ix +1i3(q—1) < a

(o(k) + i1 —i2) =0mdd (¢ — 1),
(r(k)+a—b—1i1) =0mdd (¢ — 1).

Demostracion. De acuerdo con el Teorema es suficiente probar que

a—1
b) = fiSi(a—1i).
=0

Tenemos que

=22 (t+0)a t+9 L

GEIF‘q HeFy

ZZ t+0— )(t+0—u)“’b

0elF, ;LE]F*

= (2.4.11.2)
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donde

PO= 3 3 gt Rl

0€lF, peky

Q(t) =[1]%, deg P(t) < a(q—2)+a—b, y deg Q(t) = aq. En particular, deg P < deg Q.
Comparando (2.4.1.2) y (2.4.11.2)), obtenemos PQ; = P,Q. Entonces, Q1 divide a P;Q
y por tanto Q1 | @ ya que @1 y P; son primos relativos. Entonces n < a 'y P(t) es un
polinomio en [1] de grado menor que a. Por lo tanto la descomposicién en fracciones
parciales de A(a,b) es de la forma

Ala,b) =Y {(t_’)‘n) (2.4.11.3)

nelfy b—m

donde f(t) € Fp[t] es primo relativo a t", y deg f < n. De (2.4.11.3) se sigue que

ta

[1]*A(a,b) méd t* = (t* "g(t) méd t*) (ma méd t“) .

Dado que [1]*/t* es una unidad mdédulo ¢, éste tiene un inverso médulo ¢*. Por lo tanto,

ta

19 (t) mod 19 = ([11A(a, b) méd ) (ma méd t“) o

Tenemos
[P e e [P

wh—a @ (G 1)pm =" -1,

y a < rg, entonces — (t"* — 1) méd t* = 1 méd t*. De aqui que,

(0 i) i
Ahora,
(et - 1)pm—a _ p%ia <Pm‘— a)t(q—l)is(_l)(pm—a—i3+1>_ (2.4.11.4)
i3=0 3

A continuacién calcularemos [1]*A(a, b). Sean 6, i € Fy, con p # 0. Ahora

[1] - -1
t+0)(t+0—pn) t+6
_ 1 [ (y)a—1-i _
- ;( oy -
1

B . I

—ﬁjﬂ(—l)J(H@)J(—l)q Ipt

q—1
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Tenemos que (t + )7 H ( + 0)U=Dk ya que o(k) = Z?;i(j — 1)k;. El
Teorema Multinomial 1mphca
[ ( a ) (®) (k)
= (4 0)7,
(t+0)a(t+ 60— p)a 2 ki, kgt ) (t+9)

ki4-+kg—1=a

donde 7(k) = Z (q —1—j)k;. Dado que

a—b
wro-t= 3 (1) et o

11

se sigue que

(t+6) ([;;l+ 0 — p)’ =2 Z ( ) (a N b) (—1)a-b=inyrR)ta=beis (y | gyoth)+in,

k 11=0

donde (}) denota al coeficiente multinomial (k:1 “kq 1). Puesto que ) ycp. 1 = —1,
yeeeyivg— q

notamos que

Z (t + 9)0’(k‘)+il _ ta(k)—f—h + Z (t + G)U(k)“r’il

0€l, S
k)+i1
k)+l1 + Z Z < + Zl)tzzeg(k)+zl io
QEF* 12=0
k)+i1 .
o (k)+i1 + Z Z 00(k)+i17i2 (U(k) + Zl)ti2
12=0 S s 2
O’(k)+’i1fl
— Z Z GU(k)+i1—i2 ( (k) + Zl)tw
i2=0 S iz

Por lo tanto,

[1]GA(Q, b) = Z Z Z 'UIT(k)+afb+i1 Z 90(k)+i17i2
k

i1=0  ip=0 pEF: 9EF?:

» <Z) <‘1 b) ("““2; “) S

Usando la Ecuacién (2.4.11.4)) y el hecho que deF* ¢ es 0siq—1nodivideal, y
q
—1sil >0 es divisible por ¢ — 1, obtenemos que h(t) = t*"f(t) es igual a

bl T G KON IS

3 12
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donde la segunda suma se toma sobre todas las (¢ — 1)-adas k = (ki,...,ks—1) de
enteros no negativos tales que ki +---+kq_1 = a, o(k), y 7(k), a, b, i1, iz e i3 satisfacen
que o(k) +i1 —i2 y 7(k) + a — b — i1 son “pares”, e iy + i3(q — 1) < a. Sea v(+) la
valuacién en t. Dado que f(t) y t" son primos relativos tenemos que v¢(f) = 0 . Luego
a —n = v(h). Por lo tanto, para obtener f(t) solamente dividimos a h(t) por V).
Sean f(t) = fo+ fit+- -+ fa—1t" Ly h(t) = ho+hit+- -+ he—1t*"1, entonces hj =0
para j =0,...a—n—1y hg—pni; = fjparaj=0,...,n—1. O

Observaciones 2.4.12.

(1) De la prueba del teorema tenemos que para cualesquiera a,b € Z4, A(a,b) es un
polinomio en 1/[1] de grado menor o igual que méx{a, b}.

(2) Sea g = 2. Entonces, a > 2™ — a porque a > 2™ 1. El tinico coeficiente multinomial
es (¢) =1,y asf, o(k) = 0 = 7(k). Tenemos que

a—b—1
Z(t+ 0 — 1)a—b — Z(t +9)a—b _ Z ((I; b)ti1~

0cF, 0€el, 11=0

Por otro lado,

0cF, 0cF,i1=0 “
a—b
a—>
= < ) (t+6)
11

Entonces,

S -EEC0e

11=0 11=012=0

Por lo tanto, en la Ecuacion (2.4.11.1]) en vez de cuatro sumas y cuatro coeficientes
multinomiales, tenemos dos sumas y dos coeficientes binomiales y la férmula se
reduce a la férmula que obtuvimos previamente para ¢ = 2.

(3) Por el Teorema de Lucas tenemos que los coeficientes binomiales o multinomiales
en son cero si hay acarreo en base p en la suma correspondiente. Asi sola-
mente necesitan ser tomados en consideracién aquellos términos en los que no hay
acarreo en base p.

Ya se ha probado en la Seccién [2.2]la conjetura relativa a la paridad formulada por
D. Thakur [Tha09bl, 5.3]. Como corolario del Teorema [2.4.11} damos otra prueba de
esta conjetura.
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Corolario 2.4.13. Sea q una potencia de p; sean a > b > 1. Dados a,b € Z, con
a>b>1, evisten f; € F, yi € Z tales que

C(@)¢(b) = C(a+b) = ¢(a,b) = C(ba) = > fila—i,b+1),

donde cada b+ 1 es “par”.

Demostracion. Cada i es de la forma ig +i3(¢ — 1). Dado que las dos sumas Zg;i(] —

Dkj+iy—izy Z‘j;}(q —1—j)kj+a—b—1i; son “pares”,y Z?;}(j —1)k; + Z?;%(q -
1—j)kj+a=a(q—1), sesigue que a(¢—1) — (b+1i2) es “par”. Entonces, b+io también
es “par”. Por lo tanto, b+ i = b+ iy +iz(qg — 1) es “par”. O

2.4.1. Formulas simétricas

En esta seccién daremos férmulas simétricas para calcular los pares (f;, a;) del Teo-
rema [[L4.1

Ya sabemos que A(a, b) es un polinomio en 1/[1] de grado n < a+b. Pero en general,
no sabemos con precisién el valor de n. La siguiente proposicién nos dice céomo tratar
el problema.

Proposicion 2.4.14. Sea q una potencia de p. Sean a,b € Z4. Sea n la potencia
comun de los polinomios monicos de grado uno que aparecen en el denominador de la
descomposicion en fracciones parciales de A(a,b). Seal € Z4 tal que n <1 y sea my un
entero tal que I < p™. Entonces,

-1
A(aa b) = Zglsl(l - ’5)7
i=0

donde g(t) = go + - -+ + g1t~ € F,[t] estd dado por

p™—l
g(t) = —[tll—z ([1]1A(a, b)) méd ¢,

0 equivalentemente,
g(t) = — (et — 17" ! ([1]1A(a, b)) mé6d .

Demostracion. Aplicaremos la Proposicién Sea

Ala,b) = ) m (2.4.14.1)

HEFp

la descomposicién en fracciones parciales de A(a,b), donde f(t) = fo + fit + -+ +
fooit™ e [F,[t] es primo relativo a t — p. Para determinar f, procedemos como sigue.
Para cualquier > 1, los polinomios t" y [1]"/t" son primos relativos y de aqui que
[1]"/t" es una unidad médulo ¢". Mas ain, dado que [ < p™,

iy

[Pttt e

Ll M ' — P (a1
T - !

)

SGRE
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y 1 <p™(q—1), tenemos — (tpml (¢=1) _ 1) méd ¢ = 1 méd t'. Luego,

-1 my_
<[1l]l méd tl> = _[t;])iz—ll méd ¢ = — (1971 = 1) mod ¢
De se sigue que
l
1A = Y et )
S
l l
G+ X e e - ).

HeF?
Por lo tanto, médulo ¢ tenemos que
1 l
11'A(a,) = Hg(t),

donde g(t) = tI=™ f(t). Asi,

g(t) méd £ = ([I]ZA(a, b) méd tl> ([L]l méd tl>_1.

Para finalizar la prueba, dividimos g(t) por t!=". Sea v(+) la valuacién en t. Entonces
ve(g(t)) = 1 —n ya que v(f(t)) = 0. Entonces, para obtener f(t) sélo tenemos que
dividir g(t) por t"*(9). Note que g(t) = gi_nt' ™" + - - + g1t~ ya que v;(g(t)) =1 — n;
también g;_p1; = fipara0<i<n—1y g, =0parat=0,...,l —n — 1. Por lo tanto,

n—1
Aa,b) = fiSi(n — i)
=0

n—1

=Y g1l = (= n+1i))
i=0
-1
= Z giSl(l — Z)
i=l—n
-1
:Zglsl(l—z) L]
i=0
Observacion 2.4.15. Del Teorema Binomial se sigue que
1Pl T mp ] , ,
_[ﬂ]amzz =@t =Y (p ; )t(ql)J(—l)(”]). (2.4.15.1)
j=0

Ejemplo 2.4.16. Sean ¢ =3, a =4 y b= 5. Por un calculo directo

1 1
Al4,5) = [P~ B+ 1)5(t+2)5
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Entonces n = 5. Si tomamos [ =n =5y m; = 2, entonces —(t2 —1)* = 2t8 416 + 2 -2,
Entonces, g(t) médulo ° es igual a

A* s 15 2
T ([1°A(a, b)) méd ¢ = t* 4 2.

Note que en este caso g(t) = f(t) = t* + 2. Luego,
A(4, 5) =257 (5) + 51 (3)

Si ahora usamos [ = a+b =9y m; = 2, entonces —(t> — 1) = -1y [1]A(4,5) =
(1] = #12 4 2¢10 + 246 + ¢4 Tuego

g(t) = [11°A(4,5) méd t? = (5 + 2¢*) méd 7 = % + 2t

Observe que f(t) = g(t)/t* donde v;(g(t)) = 4. Ahora

9
Ala,b) =Y giSi(l — i) = 251(5) + S1(3)
=0

y obtenemos el mismo resultado.

Teorema 2.4.17. Sea ¢ = 2. Sean a,b € Z4 y sea m el entero mds pequeno tal que
a—+b<2™. Entonces

C(G)C(b)-— C(a/+_b)'_ C(a7b)'_'g(b7a)
a—1 om _p, b—1 om _
_Z< . >((a—i,b+i) +y ( , )C(b—j,aJrj)-
i=0 §=0 J
Demostracion. Es suficiente probar
olrom g
Z ( i )Sl(b =)

j=0

A(a,b) = az_l <2mi_ b) Si(a— 1)+

=0

Aplicaremos la Proposicién 2.4.14 con | = a + b y m; = m. Entonces,

a+b—1
Ala,b) = > giSi(a+b—1),
=0
donde g(t) € F,[t] estd dado por
1 p™—a—b
g(t) = _[timab[l]a"'bA(a, b) méd ¢4+,

o equivalentemente

g(t) = (t+ 1) [1]°** A(a, b) méd 47,
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Ahora,
(t+ 17" P A, b) = (4 1) () 1))
Por lo tanto
g(t) = ((t +1)2" 0 4 (4 1)2“%0) méd 19+,
Dado que a < 2™ — by b < 2™ — g, se sigue que
_ (2" —b b+i — (2m - a) a+j
g(t)i;(i)t +jz::0 P e

Sean h; = (2m._b) y fi= (2mj_a). Supongamos que a < b. Entonces

b—1 a—1
g(t) _ Z fiti+a + Z hiti—i-b
1=0 =0
a+b—1 ' a+b—1 '
= Z fi—at' + Z hi_pt"
i=a i=b

a+b—1

b—1
- Z fimat' + Z (fia + hi_b)ti.
=a i=b

Por lo tanto

b—1 a+b—1
Ala,b) =Y ficaSi(a+b—i)+ > (fica+hip)Si(a+b—1)

i=a i=b
a+b—1 a+b—1

= Y fiaSilato—i)+ > hiySi(atb—i)

i=a i=b

b—1 a—1

=" £S1b—i) + Y hiSi(a—i). 0
i=0 i=0

Observacion 2.4.18. Para obtener el conjunto S(a,b) basta tomar la diferencia simé-
trica de los conjuntos {(f;,b—1)|0<i<b, f; #0} v {(hi,a—1)|0<i<a,h; #0},
donde f; y hj son como en el Teorema

Teorema 2.4.19. Sea q una potencia arbitraria de p. Sean a,b € Z ym el entero mds
pequernio tal que a + b < p™. Entonces

b—1

a—1
C(a)C(B) — Cla+b) = C(ab) = C(bya) = fiC(b—i,a+i)+ Y giCla—j,b+j),
7=0

=0
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donde f(t) = Hap(t) = fot+ fit+ -+ fo-1t""", g(t) = Hpa(t) = go+git+--+ga—1t*"",
H,p(t) estd dado por

1

Hop(t) = —

" (T =P YT (4 0)7 = 1) méd

0€F,,0+£0

y Hy o se obtiene intercambiando a y b. Equivalentemente

p"—a
=Y Y < . >(k1 ak 1)(1)a+j+1tﬂ'(‘1—1>+f’<’f>—a, (2.4.19.1)
o kg

Jj=0 > ki=a
q—1|o(k)

donde o(k) :== ki +2ky +---+ (¢ — 1)kq—1, y j, o(k) satisfacen la condicion j(qg—1)+
o(k) <a+b.
También, H,p(t) estd dado por

p —a a 7 . 1
Yyy ( > <a> < ilg—1) >(_1)a_it<k1+j><q-1)_a
J=0 =0 k1=0 i) \ki(g — 1)

y k1,7 son tales que (k1 + 7)(q — 1) es menor que a + b.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema es suficiente probar

b—1 a—1
b) = fiSib—i)+ Y g;Si(a—j).
i=0 Jj=0

Aplicaremos la Proposicién [2.4.14] con | = a + b. Asi, necesitamos calcular médulo ¢4+
el polinomio

et

Pt) = -y

[1]9TA(a, b).

Hacemos esto como sigue:

Py =0 5 s W _ by 4+ By(t) + Pas(t),

m_—q—>b a b
BT Lo (G4 0) (E )
0F
donde
Pt < e [1)p" e [1]”
=W s
640 60

B R 1V O VR 1 iy
Py(t) = —tpm_a_b,%ta(tww oo ,; (e )
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__ret e i
Pap(t) = =" ey 9%%# (t+0)" (t+p)

Para ¢ € F,,&6 # 0y 1 € Zy, la valuacién en t de [1]'/(t + €)' es I. Dado que la
valuacion en t de [1]/t es cero, se sigue que vy (Py(t)) > a, vi(Py(t)) > by ve(Pup(t)) >
a+b. Asi P, ,(t) = 0 médulo t**°. Entonces, médulo t4° tenemos que

et

_W[ [*TPA(a,b) = Pu(t) + Py(t).

Sea H,p(t) igual a 1/t veces el resto que resulta al dividir P,(t) entre t**°, esto es,

1

Hap(t) = — (Pa(t) méd ta+b) .

Note que
1 £ 1 4a+b
Hbﬂ(t) = tb (Pb(t) méd ¢ ) .

Sean f(t) = Hap(t) = fo+ frt+- -+ fom1t" 'y g(t) = Hpalt) = go+g1t+- - -+ga1t"".
Supongamos que min{a,b} = a. Entonces P,(t) + Py(t) médulo t*+ es igual a

b—a—1

taf( —|—tb Z fztl+a + Z flt1+a _i_ZthH»b
i=b—a
a+b—1 a+b—1
—Zfz atl"i‘ Z fz at2+ Z 9i— btl
a+b 1

72]“1 atl"i_ Z fl a+g’L

Por lo tanto, de la Proposicion [2.4.14] obtenemos

b—1 a+b—1
D)= ficaSila+b—i)+ > (fica+gi-s)S1(a+b—1)
i=a i=b

b—a—1

Z fzSI _Z +

o>~

-1

(]

(fi + Gita—p)S1(b—1)

Il
>

7 —a

b—1 b—1
=> [iSib—i)+ D gitasSi(b—1)
=0 i=b—a
b—1 a—1
= fiSiub—i)+ ) giSi(a—1).
=0 =0
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A continuacién calculamos H, (). Como (q 1) (—1)!, dela Proposiciénm (a),
tenemos que para ¢ €

qg—1 q—1
—1\ . . . .
40t —1=%" <q . )tzeq—l—z =3 (—tyieet,
i
i =1
Por el Teorema Multinomial,

[ “1_p)e
> — = (t+60)7" -1
o (t+0) ( )

Ty

k 040

donde la primera suma es sobre todas las (¢ — 1)-adas k = (k1, ..., kq—1) de enteros no
negativos tales que ki + -+ + kg—1 = a, o(k) := Z;]:_ll ik; y (k) = Zg:_ll ki(g—1—1).
Note que 7(k) = (¢ — 1) Ef;ll ki —o(k) = a(q — 1) — o(k). Usando el hecho de que
deﬂr; ¢ es —1 0 0 dependiendo de si [ es “par” o no, obtenemos

P(t) = p’f <pm - a) (C1p" et 3 <Z> (—1)e

=0 k
’ g1lo(k)
P —a m
_ 3 <p - a) (Z) (—1)ati+Lgila-D+o(k),
X J
7=0 k

El resto que se obtiene al dividir P,(t) entre t**? tiene valuacién en ¢ mayor o igual que
a. De aqui se sigue que H, 3(t) es igual al lado derecho de la Ecuacién (2.4.19.1)).
Desarrollando P,(t) en forma diferente, obtenemos la otra descripcion para Hgp(t).

27 [f;)a =D (4o —1)°

040 040
—ZZ(>t+9 “D(—1)e
0+#0 =0
a i(g—1)
_ Z Z ( ) ( q—1) )(_l)a—itkl Zei(q—l)—kl
=0 =0 \! 670

Observamos que {(¢g — 1) —u=0méd (¢ — 1) si y sélo si u = 0méd (¢ — 1). Usando el
hecho de que ZX@F* X' es 0sig—1nodivideal, y —1sil> 0 es divisible por g — 1,
q
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se sigue que

- Yo (O R

=0 azao Z:: < )( >< (EI 1))>( 1)eikta)la—1),

De aqui obtenemos la otra descripcién para Hy p(t). ]

3&)

.

Observaciones 2.4.20.

(1) De acuerdo con la Proposicién [2.4.14] en los Teoremas [2.4.17|y [2.4.19 somos libres
de usar cualquier m tal que a +b < p™, en lugar de usar [log,(a+b)]. Lo mismo se
aplica para los Teoremas y y también para los teoremas en la siguiente
subseccién.

(2) Cuando ¢ = 2, la Ecuacién (2.4.19.1]) se convierte en Hgp(t) = Z;’ (1) (p _a)tj Por

lo tanto, obtenemos el Teorema como un corolario del Teorema, |2

(3) Ya hemos probado la conjetura de Thakur [ThaO9bl 5.3] relativa a la paridad (vea la
Seccién y el corolario del Teorema [2.4.11f). Como corolario del Teorema [2.4.19
tenemos otra prueba de esta conjetura.

2.4.2. Otras formulas simétricas

En esta subseccién daremos otras férmulas simétricas para expresar el producto
¢(a)¢(b) como una suma de valores multizeta. Las férmulas que se dan en los Teore-
mas [2.4.21] 2.4.22] y 2.4.23] son mds complicadas que la férmula que se presenta en el
Teorema De hecho, los teoremas presentados en esta subseccién en realidad son
versiones previas del Teorema [2.4.19

Teorema 2.4.21. Sea q una potencia de p. Sean a,b € Z y m el entero mds pequeno
tal que a + b < p™. Entonces

a+b—1

¢(a)¢(b) = ¢(a+b) = ¢(a,b) - Z fi¢(a+b—i,i),

donde f(t) = fo+ fit+ -+ farp_1t“T0"" estd dado por
(DT TN ST () = 1) (6 — )7 — 1) mod ¢,

0€lF, peky

Equivalentemente, f(t) estd dado por

EEEEE 00

7 2
i5=0 41=01i9=0 13=0 14=0 5 2 3

% <i1(q _-1) + i3> (_1)i1+i2+i3+isti4+i5(qfl)
14
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donde i1, 12,13,14 estdn sujetos a que i1(q—1)+1i3—1iy, ia(q—1) —i3 sean ambos “pares”
eis+is(g—1) <a+b.

Demostracion. Aplicaremos la Proposicion [2.4.14] con [ = a + b y m; = m. Calculemos
[1]9T°A(a, b) como sigue. Para 6, € Fy, con p # 0, tenemos

[ [1]°
(t+0) (t+ 60— p)b

b

=(t+0)"' —1)" (t+0—p)9 ' —1)

i ( > < > (t + )@V (¢ 4 g — p)ia=1) (_1)atb—in—iz

SEE OO

x (t + g)il(qfl)JrisMiz(q*l)*is (_1)a+b7iri2+i2(q71)7i3

I
@Hpqg

Usando el hecho de que )y p. 1 = —1, obtenemos
q
S+ 6) =+ St 4 ) _tl+zz( it
0€F, 00 070 i4=0
iy (S| Y
is=0 \ 60 i4=0 60

Tomando la suma sobre 0 € Fy, u € F, se sigue que [1]9+°A(a, b) es igual a

a b d2(g—1)i1(g—1)+iz—1 a ia(qg — 1 i1(g—1) + i3
ey X GOS0

1 1 1 1
11=012=0 1i3=0 i14=0 1 2 3 4

« Z gil(q—1)+i3—i4 Z Mi2(q—1)—i3 (_1)a+b—i1—i2+i2(q—1)—i3ti4.
O€F HeFy
Multiplicando la Ecuacién (2.4.15.1)) tomando [ = a + b y m; = m, y usando el hecho
de que dep ¢ es —1 0 0, dependiendo de que [ sea “par” o no, obtenemos que f (t) es
q
exactamente como se afirmé. O

Teorema 2.4.22. Sea q una potencia de p. Sean a,b € Z y m el entero mds pequeno
tal que a + b < p™. Entonces

a+b—1

¢(a)¢(b) = ¢(a+1b) — ¢(a,b) - }jfl a+b—ii),
donde f(t) := fo+ fit + -+ + farp_119T"71 estd dado por
) S (0 - ) (- 1) mid e

w,0€lr,
p#
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Equivalentemente, f(t) estd dado por

p i b za: > ( a+ ’ > (11) (-b>(—1)““2“51[’(@'172'2,75)

(3
i5=0 41=01i2=0 2

donde
'3 14 1 )
(i1,1 12: 22: i2(g —1) tlis+ia+is)(g—1)
1,%2,1 is(q — 1)

13=014=0
i1+ia—1
N Z (“+;2_ ; 1)>t<j+z'5><q—1>

e is,i4,15,7 estan sujetos a que (is+1iq4+1i5)(¢q—1), (j+1i5)(q¢— 1) sean ambos menores
que a + b.

Demostracion. Aplicaremos la Proposicién 2.4.14] con | = a 4+ b y m; = m. Calculemos
[1]9T°A(a, b) como sigue. Para 6, € Fy, con 6 # 1, tenemos

a b
[1]a+bA(a’ b) — Z ( [1] [1]

a b
= t+0) (t+ p)
0Fpn

= Y (o) 1) ((t+ it 1)
0,uely
0Fp

EE (o

11=012=0
donde
P(iy,i9,t) = Z (t_|_9)i1(q71)(t_{_”)i2(q71)‘
0,u€lq
0F#p
Ahora,

P(iyyig, t) = Y (t+ )10t 4 @)D =3 (¢ 4 g)at)aD),
0,uel, 0=un

M4ds ain, P(i1,1i2,t) es igual a

Zt’il(q_l) (t + 'u)i2(q_1) + Z(t + 'u)il(q_l)tlé(q_l)_‘_
p#0 60

Z Z(t + )@= D (¢ 4 p)i2(a=D) — Z(t + &)(atiz)(a=1)

640 u#0 §#0
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Tenemos que

i2(q—1)
Ztll(q 1) t+ﬂ z2(q 1) _ tn q-1) Z < .7 )>ti4 Zuig(qfl)f
u#0 14=0 n#0

i1(g—1) ,.
Z(t + p)ilaDyizla=1) — yia(g-1) Z < ._ >tz3 Zgu(q -
040 i3=0 040

i1(q—1) i2(g—1)

ZZtJrQ“ql (t + )izl = Y% ( Q—1><i2(q.—1)>

(3
00 p£0 is=0  i4=0 4

« ¢i3tia Z gir(a—1)—i3 Z Iui2(q—1)—

040 1#0

(i1+i3)(g—1)

(4t - 7 <(i1 + i2])(q - 1)>tj 3 glintina-1-3,

££0 J=0 €40

Notamos que [(¢g —1) —u =0mbd (¢ — 1) si y sélo si u=0mdd (¢ — 1). Usando el
hecho de que Z&F* ¢ es —1 0 0, dependiendo de que I sea “par” o no, obtenemos que
q

P(i1,1i2,t) es exactamente como se afirmé. Multiplicando por la Ecuacién (2.4.15.1f) con
l=a+ by m; =m, obtenemos que f(t) es como se afirmé. O

Teorema 2.4.23. Sea q una potencia de p. Sean a,b € Z4 y m el entero mds pequenio
tal que a + b < p™. Entonces

a+b—1
C(@)¢(b) = Cla+b) = C(a,b) = ((bya) = Y (fi+gi)Cla+b—1i,i),

i=0
donde f(t) = fo+ -+ farp_119T0"  y g(t) = go + - + Gagp_1t*T07 estdn dados por
fOy=—@rt =P " ((t+6)T" = 1) méd ¢4t
0EF 4,040

g(t) =~ =1 ST ((t+6)7 —1)" mod 1+
0eF, 040

Equivalentemente,

L

P i3(q —

p m—b b i )

S e (e
i5=0 i2=01i4=0 (q_l)

e i3,14,15 estan sujetos a que (iz +i5)(q — 1), (i1 +i5)(q¢ — 1) sean ambos menores que
a—+b.



2.4. Férmulas explicitas 59

Demostracion. Aplicaremos la Proposicién con | = a+ b. Asi, necesitamos cal-
cular médulo 1t el polinomio

e

Pt) = -y

[1]%*°A(a, b).

Lo hacemos como sigue. Note que

Py = - 5 s 1 _ bt + By(t) + Palt),

m—a—b a b
tp 0ok t+0)e (t+ p)
0Fp
donde
[Pt 10 (1) [1)p" e (1]
P)=—"m D T D @
tp ot (t+0) e (t+9)
[1]pm—a—b [1]a [1]b pm—b
Pyt) =~ Y =
b(t) tpm_a_b Z ta (t+ﬂ)b tp —b Z t_|_0
p#0
y
[P b [ [P
Pop(t) = = imay D a b
tp 9#0#(t+0) (t+ )
0Fp

Para ¢ € Fy, & # 0yl € Zy, lavaluacién en ¢ de [1]'/(t +&)! es 1. Dado que la valuacién
en t de [1]/t es cero, se sigue que v(P,(t)) > a, v (Pp(t)) > by v4(Pap(t)) > a+b. Asi,
P, ;(t) = 0 médulo . Entonces médulo t+° tenemos

e

—W[ [*TA(a,b) = Pu(t) + Py(t).

Sea f(t) el resto que se obtiene al dividir P,(t) por t*%; andlogamente, sea g(t) = Py(t)
méd ¢+,
Por lo tanto, de acuerdo con la Proposicion [2.4.14] tenemos que

a+b—1

Ala,b) = D (fi+9:)Si(a+b—1).

=0

Desarrollemos P,(t) como sigue.

2 [i]Z)a =2 (t+oy ' =1)"

0<F; 9k
_ Z Z( ) t+9 i1(q— 1)( 1)11—2'1
O€Fy i1=0
a i1(¢—1)
_ Z Z ( ) < 1lg = 1))(_1)a—i1ti3 Z gir(a—1)—is
i1=0 1i3=0 HGJF;;
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Observamos que (g — 1) —u=0mdd (¢ — 1) si y s6lo si u =0 mébd (¢ — 1). Usando el

hecho de que ZxGF* x'es 0si¢g—1nodivideal, y —1sil > 0 es divisible por g — 1,
q

se sigue que

Pu(t) = %mza (pm._ a> (—1) @ sgisla—1) za: i (Z) (:EZ : B) (—1)a—ir+lgis(a—1)

11=013=0

BRI Yo

1 1
i5=0 i1=01i3—=0 5 1

2.5. Conjetura recursiva para ¢ = 2

En [ThaO9bl 4.1.4], para ¢ = 2, Thakur formula una conjetura recursiva de tres
pasos para escribir el producto de dos valores zeta como una suma de valores multizeta.
A continuacién reproducimos aqui la conjetura.

La siguiente definicién (siguiendo la notacién del articulo de referencia) serd usada
unicamente en esta seccién: Dados los conjuntos A, B definimos A& B = AUB\ (ANB)
(Usualmente el simbolo @ se usa para denotar la suma directa, pero aqui la estamos
usando para denotar la diferencia simétrica).

Conjetura 2.5.1 (Thakur).

(1) Sea A =TF,[t]. Dados a,b € Z, existen a; € Z, tales que para toda d > 0
Ag(a,b) =Y Si(ai,a+b—a;). (2.5.1.1)
El conjunto de a;’s denotado por S(a,b), es independiente de d.
(2) Los conjuntos S(a,b) se pueden hallar de manera recursiva
S(a,b) = S(a,b—r,) & T'(a,b).
La descripcidn para T'(a,b) es como sigue.

a) Paraa=1, S(1,b) ={2,...,b} y T'(1,b) = {b}.

b) Para a impar, escribaa =Y | 25 =3 12542 coneyg =0, ey, > €, > €1 >
---e1 > eg = 0. (En otras palabras, se toma la expansion en base 2 dea—1y
se descompone en bloques de 1’s y 0’s: mds precisamente, esta descomposicion
consiste de 1’s consecutivos entre los lugares e; — 1 y €;, y 0’s en otra parte).
Se da una descripcion inductiva en n (el caso n = 0 estd considerado en el
paso anterior): Si a' = a + 267+ — 2741 entonces

T'(a',b) =T (a,b) T (a,b—2°") @ --- @ T (a,b — (257+17n — 1)2¢n),
c) SiT'(a,b) ={b,b—"by,...,b— by}, entonces

T'(2ma, b) = {b, b— mel, ceey b— mek}
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(3) Los wvalores iniciales S(a,b), b < r, de la recursion se calculan de acuerdo a la
siguiente formula inductiva:

S(a,b) ® S(a,b+1,/2) =T (a,b+1,/2) ® S(b,a)
donde a=a méd r,/2, 0 <a<r,/2 y0<b<ry,/2.

El primer paso fue probado de manera general por Thakur [ThalQ, Teoremas 1,2].
Los Teoremas [2.4.11] 2.4.19] dan otra prueba del mismo resultado. Aqui probaremos el
segundo paso de la conjetura.

Dado que F% = {1}, para simplificar la notacién en la descripcién de T'(a, b) escribi-
remos by en vez de (1,bg).

Teorema 2.5.2. Sea ¢ = 2. Entonces T'(a,b) = T"(a,b) para cualquier a,b € Z,., donde

T'(a,b) es como en el Teorema |2.3.14]

Demostracién. Probaremos que T'(a,b) satisface las mismas condiciones que T"(a,b).
Del Teorema [2.3.14] sabemos que los conjuntos S(a,b) se pueden hallar recursivamente,
con longitud de recursién .

(a) Si a = 1, entonces p™ —a = 0, p = L. Por el Teorema A(l,b+1) —
A(1,b) = Si(1 4+ b). Dado que A(1,1) = 0 [ThaO9b, Teorema 8|, se sigue que
S(1,b) ={2,...,b}. Por lo tanto T'(1,b) = {b}.

(b) Sea a impar. Escribamos a = 1 | 2% — """ | 2% 4+ 2% con e, > €, > ep_1 >
€n_1 >+ > > eg. Sea a’ = a+ 20+t — 2%+1 donde r, = 2" y 1y = 271, Sea
o el nimero de ceros en la descomposicién en base 2 de a — 1. Como 26n+1 — 26n =
2¢n 4 ... 4 28n+171 ge sigue que el ntimero de ceros en la descomposicién en base 2
de @’ — 1 es po + €,41 — €y. Por lo tanto, t, = 2HoFTen+17€n GSeq j, 0 < j < 2% —q
y 0 <z <28n+17en 1 Entonces, 0 < j + 220 < 260 — g + 28n+1 — 26n = 26n+1 _ ¢/,
Dado que 2¢n+1 — @/ = 267 — q 4 2¢n+1 — 2¢ndel Teorema de Lucas se sigue que

2en+1 — g/ 26n — @\ [26n+1 — 260
. = . mod 2.
J+ z2¢n J z2¢n

El 1ltimo coeficiente binomial a la derecha siempre es distinto de cero mdédulo 2.
Dado que hay 2°»+17¢ 2’s y hay t, j’s tales que fq; = 1, se sigue que el conjunto
de 5/, 0 < j/ < 2°+1 — d tales que fy j» =1 es

{j4+22 |0<j <2 —a,fp;=1,0< z <2001 11,
Como ¢ = 2, tenemos que l; = . Si j' = j + 22°", entonces
T —a —j = (2% — (1 +2)2") + (1o —a—j) =22+ 1, —a—j
donde 2/ = 26n+17en — 1 — 2,
Por lo tanto, por el Teorema

T(a,’b = {b_ Ta' — a _j/) ’ 0< j/ < 20t — alafa’7j/ = 1}
={b—22" —(ra—a—j)|0<j <2 —a,0 <2 <2017 — 1}
=T(a,b) UT(a,b—2)U---UT(a,b— (26717 —1)2%).



62 2. Relaciones entre los valores multizeta

(c) Por el Corolario [2.3.19| (c) tenemos que si T'(a,b) = {b,b — b1,...,b — by}, entonces
T(2™ a,b) = {b,b—2™by,....b— 2"}

O

2.6. Relaciones para valores pequenos de a

En esta seccién probaremos que los conjuntos S(a,b) se pueden encontrar recursi-
vamente para 1 < a < p; también probaremos algunas de las conjeturas para valores
pequenos de a formuladas en [ThaO9bl [Lar10].

Los siguientes resultados seran usados en esta seccion.

Teorema 2.6.1. Sea k un entero positivo. Sea (k) la suma de los digitos de k en base
q.

a) Sid>{l(k)/(q—1), entonces Sq(—k) = 0 ([Lee43, Lema 7.1]; vea también [Gek8S,
Corolario 2.12)).

b) Sa(—(g"t4 — 1)) = (=1)4Dysr/LaD?" ([Car39), [GekSS, Teorema 4.1]).

En particular, cuando d = 1, tenemos que S1(—(¢ — 1)) = —1.
A continuacién probamos la Conjetura 4.3.1 formulada en [Tha0O9b].

Teorema 2.6.2. Para cualquier q, se tiene,

o—1

C(1CB) = C(1+b) +¢(1,0) +C(b, 1) + Y C(b— ¢(i), 1 + 6(0)),

i=0
donde ¢(i) y r1 son como en la Definicion yb=ro+pB,0<B<r].
Demostracion. Sea a = 1. Entonces, r1 = ¢ — 1. Por el Teorema [2.3.14] tenemos que
A(1,b+7r1)—A(1,b) = S1(1+b). Ahora, A(1,b) =0 para 1l <b < g—1, porque 1+b <
¢ [Tha09b), Teorema 1]. Por lo tanto, para cualquier b € Z, A(1,b) = 37 S1(b—(i)).

El teorema se sigue del Teorema [1.4.2 O

Observacién 2.6.3. En [Tha09b], el Teorema fue probado para ¢ = 2 y b arbi-
traria, y también para q general y b “par”.

A continuacién aplicaremos el Teorema [2.3.14] a valores pequenos de a.

Teorema 2.6.4. Sean a,b € Z,. Sea r, como en la Definicion [I.45 Si 2 < a < p,
entonces

Afa,b+14) — Aa,b) = ifa,jsl(a +b+(p—J)g—1)) +Si(a+d),
j=1

donde f,; = (a+§_1) = (‘T;ﬂ;l) es distinto de cero para cualquier j. En particular, los
conguntos S(a,b), 2 < a < p, se pueden hallar recursivamente con longitud de recursion

Tq-

S(a,b+ry) =S(a,b)UT(a,b+rg),
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donde
T(a,b+ra) ={(1,a+b)} U{(faja+b+(p—3j)g—1) [1<j<p—a}.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema es suficiente probar que j + i;p =
(p—7)(g—1)si 7 > 1,y 0 en otro caso. Dado que 2 < a < p, tenemos m = 1,
ra=pl@g—1),yta=p—(a—1).Seal <j<p—a. Comop<gqgyl<j, setiene que
p < jq o equivalentemente 1 < j(¢/p). Por lo tanto, ¢ — 1 — j(¢/p) < q — 2. Por otro
lado se tiene que p < ag porque p< gy 1 <a. Asij<p—a<p—p/q=(p/q)(q—1);
se sigue que 0 < ¢ — 1 — j(¢/p). Ya que

J+@—1-jg/p)p=(—1)(¢—1)=0mdd (¢ - 1),

tenemos que i; = ¢—1—j(g/p) si j > 1,y i; = 0 en otro caso. Note que por el Teorema
de Lucas tenemos que f, ;j # 0. Mdas atn,

= (75 )

:(—1)j(p_a)(p—a—1)"~(p—a—(j—1))

J!
(—a)(—a—1)---(—a—(j—1
R ! )j!( (G —=1)

_<a+j—1> 0
; )

A continuacion aplicaremos el Teorema [2.6.4] a a = 2 y p = 2 para probar la
Conjetura [1.5.1

Teorema 2.6.5. Sea q una potencia de p = 2. Sean ro, ¢(i,7) e Int (-) como en la
Definicion[1.4.5] Escribamos b =rqo + 3, 0 < 8 < ra. Entonces

¢(2)¢(b) = ¢(2+b) 4 ((2,) +((b,2)

o—1 . . b b
+ z; C(b—¢(i,0),2 4 ¢(i,0)) + Int (ql) ﬁw’ b).

Demostracion. De acuerdo con el Teorema m es suficiente probar que A(2,b) =
D(2,b), donde

o—1
D(2,b) = > Si(b— ¢(i,0)) + Int <qfl> - f -51(2).
=0

Note que b+ 19 = ro(o + 1) + (; también b + ro — ¢(2,0) = b — ¢(i — 1,0). Se tiene

(e

D(2,b+ 1) = ZSl(b — ¢(i —1,0)) + Int <l;+r12> bq”f S1(2)
o b+ro\ b+
= 3 s ofio) + e (2E2) g o)

i=—1
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Dado que g — 1 divide a ro, ¢ — 1 divide a b si y s6lo si ¢ — 1 divide a b+ ry; también
b— ¢(—1,0) = 2+ b. Entonces D(2,b+ r2) — D(2,b) = S1(2+ b). Por otro lado, dado
que a = p, por el Teorema se tiene A(2,b+r2) — A(2,b) = D(2,b+r2) — D(2,b).

Calculemos ahora A(2,b) para 1 < b < ry. Procediendo como en la prueba del

Teorema

Azn= 3 = % ;%

nb
n2€A1+ 2 nnlginz
1 1+
1 1
- ¥ (s )
n n
n2€A1+ 2 2
1 1 < [1]2>
A
b 2
[1] n2€A1+ TL2 n2

Sib=ry=2(q—1), entonces S1(0) = 0. Si b = g — 1, entonces, por el Teorema m
(b), se sigue que S1(—(¢—1)) = —1. Supongamos que 1 < b < ¢ — 1. Entonces ro — b =
(q—2—1b) + q es la descomposicién en base ¢ de ro —b. Puesto que ¢(rg —b) < ¢ — 1, del
Teorema (a) se sigue que Si(—(r2 — b)) = 0. Ahora, si ¢ — 1 < b < 3, escribamos
b= (q—1)+pdonde 0 < p < qg—1. Entonces r, —b = g—1 — p es la descomposicién en
base ¢ de 72 —b. Aplicando otra vez el Teorema[2.6.1] (a) tenemos que Si(—(ro —b)) = 0.
De aqui que,

0 sib# (¢ —1)

AR:b) = {51(2) sib=q— L

Por lo tanto, A(2,b) = D(2,b) para b= 1,...,ry. Esto concluye la prueba. O

A continuacién probaremos al mismo tiempo las Conjeturas[I.5.1]y [[.5.5] De hecho,
la Conjetura se convierte en la Conjetura [1.5.1| cuando p = 2.
Sea g una potencia de p. Seabe Z; y 0 < j <p— 1. Dado que

p(i,p—1—j)=re(1+i)—2—-(p—1-j)(g—1)
=@pi+1+j)(g—1) -2,

la condicién b — ¢(i,p — 1 — j) > 2 es equivalente a n(b,j) > i, donde n(b,j) =
Lb—l—(lﬂ’)(q—l)

J . Mas precisamente,
T2

—=b—(pi+1+4+j)(¢—1)+2>3

b—1
= ——>pi+1+7.
qg—1



2.6. Relaciones para valores pequenos de a 65

Ahora, tomemos p = 2 y escribamos b = re0 + 5, 0 < 8 < ro.

n(b,p—1) =n(b,1) = {b— L _f;q_ 1>>J

_ \‘TQO'—f-ﬁ—l—’l”gJ

T2

iz

T2

=0 —1.

Dado que 2 =0y 3 =1 en Fo, la Conjetura [1.5.5] se convierte en la Conjetura [L.5.1

1 o—1
DG +2)D Salb = (1= §),2+ 60,1~ ) + Tt (71 ) 52 Su(2,0)
=0 i=0
~3 Z Salb ),2 4+ ¢(i,0)) + Int (Ll) 2054(2,b)
o—1
=3 Salb ~ 6(,0),2+ 6(3,0)) + Tnt (37 ) 275a(2,b).
=0

A continuacién la prueba de la Conjetura [I.5.5]

Teorema 2.6.6. Sea p cualquier nimero primo y q una potencia de p. Entonces

¢(2)¢(b) = (2 b) +¢(2,6) +¢(b,2)

,_n

3 G+2) Y. Cb-gli,p—1-4),2+(i,p—1-7j))

7=0 b—¢(i,p—1—35)>2
rn (1) e,

donde ¢(i, k) e Int (-) son como en la Definicion [1.4.5

Demostracion. Sea f, = Int q_%) q_Ll. De acuerdo con el Teorema |1.4.2] es suficiente

probar que A(2,b) = D(2,b), donde

p—1 n(b.j)
D2,b) =) (1+2) Y Sib+2— (pi+1+4j)(q— 1)+ f51(2). (2.6.6.1)
7=0 =0

Tenemos que b+ry +2—(pi+1+j)(¢g—1) =b+2—-(pt—1)+1+4)(¢g—1)y
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n(b+rq,7) =n(b,j) + 1. Entonces

p—1 n(b+ra.)
D2,b+r) = (G+2) Y, Silb+ra+2—pi+1+;)(a—1)+ frrr,S1(2)

=0 i=0
p—1 n(b+rz,5)

=Y (+2) Z Si(b+2—(p(i = 1) +144)(g = 1)) + for,51(2)
7=0
p—1 (bvj)

=Y +2) > Sib+2—(pi+1+5)(g—1)+ forrnS1(2).
7=0 i=—1

Ahora, ¢ — 1 divide a b si y sélo si ¢ — 1 divide a b+ ry porque ¢ — 1 divide a ry. Por
lo tanto,

p—1
D(2,b+72) = D(2,b) =Y (j+2)S12+b+ (p— (j+1))(g— 1))
7=0
=Y G+ DS12+b+ (p—j)(g—1)).
7j=1

Porotrolado,fg,j:(ﬁl)—]+1para1<j<p 2,j+1=0cuando j=p—1,
y 7+ 1 =1 cuando j = p. Del Teorema |2.6.4] se sigue que

p—2
A@2,b+7r2) = AR2,0) =Y 2352 +b+ (p—j)(g—1)) + S1(2+b)
j=1
= D(2,b+ry) — D(2,b).

Para finalizar la prueba, probaremos que A(2,b) = D(2,b) para 1 < b < ry. Sea
1 <b<ry Sin(b,j) > 1, entonces ro > b > 1o+ (14 75)(¢ — 1) + 1 que implica la
contradiccién 0 > (1+7)(g— 1)+ 1 > 1. Asi, n(b,j) < 1. Ahora, n(b,j) = 0 si y sélo si
b—1—(14+7)(¢g—1) > 0. Asi, la Ecuacién se convierte en

D2b)= 3 (G +2Si(b+2— (1+))(q— 1) + Si(2). (2.6.6.2)

Escribamos b = A(g—1)+p donde 0 < p < ¢— 1. Si p =0, tomemos | = A —1; si p > 0,
sea | = \. Asi, [ es el entero en el conjunto {0,1,...,p—1} tal que l(¢ — 1)+ 1< b <
(l+1)(¢ —1). Entonces,

((=1(q-1)<b-qg<l{g—1)-1<l(qg—1).
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Por lo tanto, V:—IJ = — 1. Ahora, reescribimos la Ecuacién ([2.6.6.2) como sigue:

q

+2
D(2,b) = Z an+2j1+])q 1) Z

n€A1+] =0 ’I’L€A1+
1 Jnb+2=(a=1)
- Y e (L gt
b+2 b+2 (1+5)(g—-1)
TLGA1+ ]:0
> e
a b+2—(q-1)’
n
n€A1+

-1
donde P, = Z(] +2)n/@Y ¢ fnP~ (@) Dado
j=0

1 1 1 1 1 1
0= 3 o ¥ )= X ()

TL€A1+ TLGA1+ TLGA1+

obtenemos

n? —[1]? P,
A(2,6) = D(2,b) = Z (nb+2 [[1]]2 - nb+2(q1)>

TLGA1+

_ oy el wee
- b+2[112 :
n€A1+ " [1]

-1

Ahora calcularemos (n?~! — 1)2P,. Primeramente, notemos que

~
|

~
|

1
n2a—1) (G + Q)nj(q—l) —

1
(j + 2)nlt2a=1),

Ing

7=0 7=0
-1 -1
_9opd—1 G+ 2)nj(q—1) - _ 2(j + 2)n(j+1)(q—1)
7=0 7=0
-1
- _ 2(j + 3)n(j+2)(qf1)7
j=—1
y
-1 -1
Z(j +2)pda) = Z (j + 4)nU+Da-1),
§=0 j=—2

Por lo tanto, (n9~! — 1)2P, es igual a

2= n97t — (L 20! 4 14+ DpTDED (et 1) fynb 07D,

67
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Dado que n? 1[1]2P, = n4t1(n?1 —1)2P,, se sigue que n?~![1]?P, es igual a

ondtl _ p2¢ (I+ Q)n(l-i-l)(q—l)-‘r? +(+ 1)n(l+2)(q—1)+2 ni— 1[ ] £ nb—
Usando que n? — [1]2 = —n?¥ + 2n7t!| obtenemos

n? — 12 —n?71)2P, = (1 4 2)nHHa-D+2
- (l + 1>n(l+2)(fl—1)+2 _ nq—l[l]benb—(q—l)_

Dividiendo n? — [1]? — n91[1]2P, por n®*2 obtenemos

n2 — [1]2 — nq_1[1]2Pn
o2

[1}2fb'

= (14 2)ntHD=D=b _ (1 4 1)p+2a=D=b _ 3

Sumando sobre todas las n € A+, obtenemos
(1% (A(2,0) = D(2,0)) = (I + 2)S1(~k1) — L+ 1)S1(~k2) — fi,

donde k1 = (I+1)(¢g—1)—by ko = (I4+2)(¢—1)—b. Ahora, si b = 0 méd (¢—1), entonces
= q%l —1. Asiky =0y ko = g—1. Del Teorema (b) tenemos que S1(—(¢—1)) =
—1. Dado que S1(0) =0y f, = (FLI = [+ 1, se sigue que (A(2,b) — D(2,b)) =0
Supongamos que b # 0 méd (¢ — 1). Entonces, f, = 0. En este caso, b =1(¢—1) +p
con 0 < p < qg—1. Por lo tanto, k1 = ¢q—1—py ke = (¢ — 2 — p) + q. Note que
las expresiones anteriores para ki y k2 son sus descomposiciones en base ¢ porque
qg—1—p<qgq—1yq—2—p<q—1. Entonces, ¢(k1) = £(k2) = q— 1 — p. Puesto que
l(k1) = L(k2) < (¢ — 1), del Teorema (a), se sigue que Si(—k1) = S1(—ke2) = 0.
Por lo tanto, A(a,b) — D(2,b) =0 para 1 < b < ry. Esto concluye la prueba. O

A continuacién, probaremos la Conjetura

Teorema 2.6.7. Sea q = 2. Para b € Z, se tiene

C(3)C(b) = C(b+3) +((3,0) + ((b,3)
(b-5)/4] [(b—4)/4]
+ Y Cb—1—did+di)+ Y ((b—4i,3+ i)

i=0 =0
Z Int <

Demostracion. Es suficiente probar que A(3,b) = D(3,b), donde

> ¢(2,b+1)+¢(3,0)).

[(b—5)/4] [(b—4)/4]

Z Si(b—1—4i) + Z S1(b — 44)
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Sea a = 3. Entonces, m = 2, r3 = 4, p™ — a = 1. El mapeo i;: {0,1} — {0}
estd dado por iy = i1 = 0; también fo1 = (pml—a)(_1)1 = 1. Por el Teorema se
tiene que A(3,b+4) — A(3,b) = S1(3+ b+ 1) + S1(3+ b). Otra prueba de este hecho
es la siguiente. Tenemos que

ABb+4)—ABD) = > nb1+4<sl(3)_nlg>_ 3 é(SI(g)_711?)>

n€A1+ TL€A1+
1 1,
= D 5 (51 - —n'5i@3) - n
n€A1+
Por otro lado,
1 I 14+[] 1+4n(n+1)
A TR TEA TERTI Y
Entonces
1 1
$1(3) - — - n1S(3) = g (L+nn+1)+ (n+1)°+n*'(1+n(n+1)))
3 3
5. 4, 5, ¢ _n(ntl)
PCESE (n° +n* 4+ n> 4+ n°) PCESE

Usando el hecho que |z + 1| = |z| + 1, obtenemos [(b—5)/4] = |(b—1)/4] =1y
[(b—4)/4] = |b/4]| — 1. Entonces

L(b=1)/4] L(b=1)/4] L(b=5)/4]
Yo Sib+4-1-4i)= Z Sib—1-4(i—-1)= Y Si(b—1-4i),
=0 i=—1
1b/4] Lb/4J L(b—4)/4]
D Sib+4—4i)=> Si(b-4i—-1)= Y  Si(b—4i)
i=0 i=0 i=-1

Como (b—1i) =0méd 4 siy sélo si (b+4 — i) =0 mdbd 4, se sigue que
D(3,b4+4) — D(3,b) = S1(b+3) + S1(b+4) =A(3,0+4) — A(3,b).

Un célculo directo prueba que A(3,b) = D(3,b) para b = 1,2,3,4. Esto completa la
prueba. O

Observacién 2.6.8. Sean ¢ = 2 y a = 3. En este caso, ¢(i,j) = 1 — j + 4i. La
condicién b — ¢(,0) > 3 es equivalente a i < (b —5)/4. Como j3 max = 1, la condicién
b—¢(i, j3max) > 3 es equivalente a i < (b—4)/4. Por lo tanto la prueba del Teorema[2.6.7]
confirma la Conjetura [1.5.2
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Proposicién 2.6.9. Sean p =2 y q = p° con s > 1. Entonces A(3,b+r3) — A(3,b) =
D(3,b+r3) — D(3,b) para toda b € Z, donde

b—1—r3 b—gq
T3

DB3,b)= Y Si(b—¢(i,0)) + Z Si(b— ¢(i,3))
=0

+ Int <q f 1> ((b/(q _21) +2> - 1) S1(3).

Demostracion. Sea a = 3. Entonces, m = 2, p" — a = 1. Note que 3¢ — 4 = 0 mdd 4,
y1+ <¥>4:3(q—1) =0 mdd (¢ — 1). Asi, el mapeo i;: {0,1} = {0,1,...,¢— 2}
estd dado por ig =0y i3 = (3¢ — 4)/4. Por lo tanto,

A(3,b+ 7“3) —A(3,0) =513+ b+ 3((] — 1)) + 51(3 + b)

Por otro lado, se tiene que Lb*}ﬂing = L%J -1y V’;—;’J = V’JF:%WJ — 1, porque

|z £1] = |z]+1. Claramente, b+1 = 0 mdd (¢—1) siy sélosi b+rz+1=0méd (g—1).
Anélogamente, b = 0 méd (¢ — 1) si y s6lo si b+ r3 =0 mdd (¢ — 1). Luego,

D(3,b+r3) — D(3,0) = S1(b— ¢(-1,0)) + S1(b — ¢(—1,3))
=S(b+3)+S1(b+3+3(q—1))

= A(3,b+13) — A(3,b). O
Observacién 2.6.10. Sia = 3, entonces 73 = 4(¢—1) ¥ j3 max = L%J = LZL — %J =
3. Las condiciones b — ¢(i,0) > 3 e i < 17_1{73_” son equivalentes asi como también

lo son las condiciones b — ¢(i,3) > 3 e i < 1)—1—T7,(q—1). Por lo tanto, para probar la

Conjeturam solamente falta probar que A(3,b) Z D(3,b) parab=1,2,...,4(¢—1).

Proposicién 2.6.11. Sea q una potencia de p = 2. Entonces A(4,b+ r3) — A(4,b) =
D(4,b+r3) — D(4,b) para toda b € Z, donde

A(4,b) = Z S1(b — ¢(i,0)) + Int (b - méxjf =3 1}> S1(2)

=0

+ Int <b_2q+3> S1(3) + izg;lnt <’)_Z(Z_1)> Si(4).

T4 T

Demostracion. La prueba de esta proposicién es analoga a la prueba de la Proposi-
cién 2.6.9]) por lo que omitimos su justificacién. O
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2.7. Una relaciéon para indices grandes

En esta secciéon suponemos que g = p°® para algin s > 1. Probaremos la Conjetu-
ra[[L5. 7.1l en tres formas diferentes.

Proposicién 2.7.1.

n B I [14+n]  [n+1]
S 7 I (R T

Demostracién. Probaremos que para cualquier ki, 0 < ky < 2¢" 1 — 1,

<2qn_2—k1(q—1)>(_1)k1:{1 sik; €{0,1,1+4¢q,....,14+q+-+q" 1},

k1 0 en otro caso.

Por el Teorema de Lucas, sélo necesitan ser tomados en cuenta aquellos términos en los
que no hay acarreo en base p en la suma de k; v 2¢"™ — 2 — k1q. La descomposiciéon en
base p de 2¢" "' — 1 es

(n—1)—-1
2qn—1 1= qn—l — 14+ qn—l _ ps(n—l) 1 +ps(n—1) _ (p - 1) Z pi +ps(n—1)
=0

=(p-1)+@-p+-+ (- 1p T4 ph,

Sea k1 =ag+ap+---+ as(n_l)_lps("*l)*l + as(n_l)ps(”*l) la descomposicién en
base p de 0 < k1 < 2¢"~! — 1, donde Ag(n—1) € {0,1}. Por lo tanto, la descomposicién
en base p de kiq es agp® + a1p® T + - 4 agn_1)-10"" " + ag(n—1)p°". Finalmente, la

(n—1) (n—1)
descomposicién en base p de 2¢" — 2 es
2" —2=—-1+¢"—-144¢"
=—1+@-D+@E-p+-+ - 1p" " +p"
=(p-2)+(@-Dp+-+(p-1p" " +p™.

Denotemos con b; a los digitos de 2¢™ —2—k1q. Dado que los primeros s digitos de 2¢"™ —2
sonp—2,p—1,...,p—1, los primeros s digitos k1q son cero, y k1q+ (2¢" —2 — k1q) =
2q™ — 2:

p=2+(p—Upt+p—1p" " bp*t bepp™ e bp™
0+  Opt++  0p" '+ aop’+  ap™t'+ - Hagonp™
p—2+(p—Dp+ 4 — D" H+(p = Dp*+(p — Dp -+ Psn

Se sigue que los primeros s digitos de 2¢" — 2 — kjgson by = p—2y b; = p—1,
1 <i<s—1. A continuacién determinamos los restantes b;’s suponiendo que no hay
acarreo en la suma de 2¢" — 2 — k1q v k1:

2¢" =2 = kiq:p = 24+(p — V)p+ - +(p — Dp°  +0ep® +borap™ -

1 stly ..

ki:ag +aip +-Fas—1p® T FagpiFaspp
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De la suposicién se sigue inmediatamente que a; = 0 para 1 < ¢ < s—1. Asi, bgy1 =
.-+ =bos_1 = p—1. Usando otra vez que no hay acarreo en la suma de k1 y 2¢" —2 —k1q
obtenemos agso—1 = -+ = ass—1 = 0 y por lo tanto, bosy1 = -+ = b3s—1 = p — 1.
Continuando de esta forma obtenemos que ki = ag+ asp® + assps + - - -+a(n,1)sp(”_1)s.
También, dado que a;+b; < p—1y a;+b;4s = p—1, tenemos b; < b;s. Como by = p—2,
concluimos que as; =0 0 que ag; =1 parai=0,1,...,(n —1)s.

Razonando de la misma manera, concluimos que si ag; = 0 para algin ¢, entonces
as; = 0 para j > 1.

Ahora, si k1 = 0, claramente (Qqnfilfl(q*l))(—l)kl = 0. Supongamos que k; =
1+q+--+¢ paraalgin 0 <i <n—1. Entonces, ¢! — 1= (1+q+---+¢")(g—1).
Por lo tanto,

2¢" -2 -ki(g—1)=2¢"—2— (¢ 1) =¢" = 14+¢" (" - 1).
Los digitos ¢; de 2¢™ — 2 — ki(q — 1) son
p—2 sij=s(i+1)

;=141 sij = sn,

p—1 de otra manera.

Los digitos de k1 son a; = 1 para j = 0,s,...,siy 0 en otro caso. Del Teorema de Lucas
se tiene que

2¢" —2 — ki(g — 1 S ‘ '
( q 1(q )> =11 <0J> méd p = (p— 1) méd p = (~1)"! mod p.
ki 10 \%

Note que i+ 1y k; tienen la misma paridad, asi, en F,, se tiene que (an_lfl_qu) (—1)k =

(_1)i+1+k1 = 1.

Dado que (—1)%¢"~! = —1 para cualquier ¢, que [QqZ_QJ = 2¢""' -1, y que
Z;‘:O[l]qi = [n + 1], de la Ecuacién (2.1.0.4) se sigue

81(2(]” - 1) _ _[1]&3”1 1+ kzzl (2(]” —2 —klk'l(q - 1)) (_1)k1[1]k1(q—1)
- [1]2i”1 (1 + [ T [1]‘7"‘1)
~ e (1 0 P )
— e (W 07 107 o ) = B 0

El siguiente teorema es valido para cualquier q.

Teorema 2.7.2. Sea q general.

Clg")¢(g" = 1) =C(2¢" = 1) +¢(¢" — 1,4").
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Demostracion 1. De acuerdo con el Teorema [1.4.2] es suficiente probar que
S1(¢")S1(¢" = 1) = 51(2¢" — 1) — S1(q").

De las Férmulas (2.1.0.5) y (2.1.0.9)), y de la Proposicién se tiene

SIS 1) =520 - 1) = e 1]%_1 + b
n [+ 1
P P
[+l [ _ 1
P
1

n

Demostracion 2. De la definicién de A(a,b), se sigue que

Alg"q"—1)= > aqi_1<51(qn)—aln>

a€A1+

1]9"

a€A1+

= S =20+ 1)

= S1(¢")S1(—(¢"*" — 2¢" + 1))

Para finalizar, probemos que Si(—N) = —1 donde N = ¢"*! —2¢" + 1.

Si(=N)=>_(t+0)~

fcF,
=tN+ Y (t+o)"
9eF;:
:tN+§: Mg > ¢
l :
1=0 0EF;

Dado que la suma ), p- 6" es 0 sig—1nodivide al, y —1sil > 0 es divisible por
q
qg—1,y N =0mdd (¢ — 1), obtenemos
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Sea a = ¢" —1; entonces 74 = ¢"(q—1), 7a—a = N, ¥ jamax = N/(g—1). Por la Proposi-
cién |2.3.20} si (z(q]L)) # 0, entonces existe un j en el conjunto {0,1,...,¢" —a} = {0,1}

tal que j +1i;¢" = 0méd (¢ — 1). Ahora bien 1 = (](\)7) = (%) # 0; claramente ig = 0, y
i1 = q— 2 porque N =1+ (q — 2)q¢"; de la Proposicién [2.3.6| se sigue que (l(q]Xl)) =0
para 1 <1< N/(q—1). Por lo tanto,

Si(=N) = —1.
Esto completa la prueba. O

Demostracion 8. Procedemos como en la prueba del Teorema [2.4.11] Sea a = ¢", b =
" =1,y N=1+(¢—2)¢". Para 0 € Fy y pu € F;, tenemos que

n

q

p 0 (t 60— p)

-1

(=}

[
(t+0)(t+6 — p)

<
I
=

Ing

i
L

= " p @D (4 9)" 0D (40 — p)

Q<
(!
—_ =

= (quflfj(t + )" G i 4 9)(1”(]’*1)> .

<.
Il
-

Sumando sobre todas las 6 € Fy, u € Fy, obtenemos que

1]°A(a, b) = ZZ (t+6)? jfl)HZuq*l*j (t+ 6)? ]12/ﬂj

0elF, j=1 p#0 u#0

Por lo tanto,

[1°Afa,b) = > (—t+ 0N +1) == > (t+0)" = -5 (-N) =1.

0el, 0elF,

Entonces,

Observaciones 2.7.3.

(1) Podemos evitar usar las Proposiciones [2.3.20] y [2.3.6{ como sigue.

Sea g = p°® y sea m = sn. La descomposicién en base p de N es

N:1+(p—2)pm+(p—1)pm+1+'-‘—|—(p_1)pm+3*1'
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Seal(qg—1) = ZZZ“DS_I bip" la descomposicién en base p de I(g—1). Por el teorema
de Lucas, la siguiente igualdad es valida en I,

()= () 6) () () G Gl

l(g—1) bo/ \b1 bm-1/) \ bm /) \bm+1 bints—1)

Por lo tanto, (z(q]L)) # 0 siy solamente si by < 1,bpy =0parak=1,....m—1,y

Dado que p™ y ¢ — 1 son primos relativos, p™ es una unidad en Z/(q — 1)Z; asi, la

congruencia j = —p" mdd (g—1) siempre tiene solucién. Mds atn, hay exactamente

una solucion en el rango 0 < ¢ < ¢ — 1. Para j = 0 la soluciéon es 0 y para j =1 la

solucién es ¢ — 2 porque N =1+ (¢ —2)p"™ =0méd (¢ — 1).

Si (l(qjil)) # 0, entonces I(¢ — 1) = j+ip™, 0 < 35 < 1,0 < i< q—2, donde
m—+s—1

i = Z bmsip®. Dado que I(g — 1) > 0, se sigue que (¢ — 1) = N. Entonces,
k=0

(z(q]L)) =0 paral <! < N/(q—1). Por lo tanto,

Si(=N) = —@)tN—N Y

En [Larll], el arbitro sugirié que es facil ver que (l(qjil)) =0paral <I< N/(g—1)
sin usar la Proposicién [2.3.20, comparando las expansiones de dos polinomios sobre
F,. Sobre F, se tiene

A+z)¥ =1 +2)1+27)72,
Entonces,
N q—2
J — iq iq"+1
7=0 =0

Se sigue que (];[) =0 para j ¢ {ig",i¢" +1|0<1i < (q—2)¢"}. En particular, iq"
v 1q™ + 1 no son divisibles por ¢ — 1 para¢=0,...,q — 2.



76



CAPITULO 3

Relaciones entre los valores multizeta en lugares no racionales

3.1. Introducciéon

En 1775, Euler introdujo los valores multizeta, esto mas de 30 anos después de que
introdujera los valores zeta. Los valores multizeta han resurgido con renovado interés
dado que tienen conexiéon con otras partes de las matematicas, por ejemplo, con el
programa Grothendieck-Thara para estudiar el grupo absoluto de Galois a través del
grupo fundamental de la recta proyectiva menos tres puntos. Dado que el producto de
dos valores multizeta es una combinacién lineal de valores multizeta, se sigue que el
Q-espacio lineal generado por todos los valores multizeta es una Z-algebra.

Dinesh Thakur [Tha04, Seccién 5.10] define y estudia dos tipos de valores multizeta
para campos de funciones, una con valores complejos y la otra con valores en las series de
Laurent sobre campos finitos. El primer tipo de valores multizeta generaliza ciertos valo-
res especiales de la funcién zeta de Artin-Weil. Especificamente, generaliza a la funcion
zeta de Dedekind evaluada en ntimeros enteros. El segundo tipo de valores multizeta
generaliza los valores zeta de Carlitz. Para Fy[t], el primer caso estd completamente
estudiado en [Tha04]. Aqui nos enfocaremos en el segundo tipo de generalizacion.

Ha sido probado que los valores multizeta definidos por Thakur satisfacen identi-
dades interesantes pero combinatoriamente complejas. Thakur [ThalQ] prueba la exis-
tencia de relaciones barajeadas entre los valores multizeta en el contexto de los campos
de funciones para un anillo de enteros general A cuyo lugar al infinito es de grado uno.
En particular, prueba que el producto de valores multizeta se puede expresar como una
suma de valores multizeta, de tal manera que el Fj-espacio generado por todos los valo-
res multizeta es una dlgebra. En el caso de los campos de funciones, las identidades son
mucho mas complicadas que las identidades barajeadas del caso clasico. De hecho, hay
dos tipos de identidades, una con coeficientes en [F,,(t) y otra con coeficientes en F),.

Como en el caso clasico, los valores multizeta tienen conexiones con el grupo absoluto
de Galois via los anélogos a las series de potencias de Thara (trabajo en progreso de G.
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Anderson y D. Thakur) y también con los periodos de los t-motivos mixtos de Carlitz-
Tate-Anderson [And86, [AT09).

En su definicién, la funcién zeta de Riemann (z(s) = > ,cz, a°, (Re(s) > 1), sélo
considera a los elementos del anillo de enteros de signo positivo. De manera similar,
la funcién zeta de Carlitz Gp,1(s) = D er, i+ @ 5 (s € Zy), solamente considera
a los elementos “positivos”, es decir, a los polinomios ménicos. Cuando el grado du
del lugar al infinito es mayor que uno, es necesario modificar el concepto de elemento
moénico y por lo tanto ajustar la definicién de la funciéon multizeta. Una forma de
hacer esto es como en el caso de la zeta tal y como se explica en [Tha04, p. 156].
Aqui usaremos dos aproximaciones para definir la funcién multizeta. Con cualquiera
de estas aproximaciones, la evidencia numérica apunta a que, en general, el producto
de dos valores zeta no se puede expresar como una IF)-combinacién lineal de valores
multizeta. Por lo tanto, el F-espacio lineal generado por los valores multizeta no es una
algebra. También exploraremos qué relaciones se preservan del caso de grado uno.

3.2. Notacion

un campo de funciones es una variable con campo de constantes F,

un lugar de K de cualquier grado

el grado de oo

la completacion de K con respecto a oo

el anillo de los elementos de K que no tienen polos excepto posiblemente en
00

+ elementos monicos en A, con respecto a una funcién signo fija

A
Ay elementos de A de grado d
A
A

i

<4  elementos de A de grado menor que d
e+ AaN Ay
Acar AcaNAy

3.3. Antecedentes

Sea IF; un campo de g elementos, donde g es una potencia de un ntimero primo p. Sea
K un campo de funciones de una variable con campo de constantes IF,. Sea co un lugar
de K de grado d, y sea A el anillo de enteros de K, esto es, el anillo de los elementos de
K que no tienen polos excepto posiblemente en co. Luego, su campo residual respecto
a oo es Foo = Fae y su completacion Ko con respecto a oo es isomorfo al campo
de las series de Laurent Fo((u)), donde u es cualquier uniformizador en oo, i.e., es
un generador del ideal maximal del anillo de valuacién en oco. Asi, podemos considerar
Ko := Fiee ((u)) como la completacién de K en oo. Cada elemento distinto de cero
x € K se puede expresar como una serie de Laurent:

_E )
T = a;ju

jzv



3.3. Antecedentes 79

donde cada a; € F, a, # 0y vo(x) = v, donde v es la valuacién con respecto al
divisor primo que estamos tomando como primo al infinito. El grado de x se define por
deg x = —dovoo(x), de tal manera que para a en A, dega es precisamente el grado del
divisor de ceros de a, i.e., dega = dimy, (A/aA) = log, #(A/aA). Observe que el grado
siempre es un multiplo de d. Sea sgn(x) = a,, el coeficiente principal en la expansién
de z. Entonces sgn es un homomorfismo de K7 a [} que es trivial en las 1-unidades de
K. Es claro que el mapeo sgn depende de la elecciéon del uniformizador u. El niimero
de funciones signo es |F% | = g%~ — 1.

Fijaremos una funcién signo sgn: K — % que es trivial en las 1-unidades de Ko
y tal que sgn(u) = 1.

Cuando do, = 1, los elementos cuyo signo es 1 son llamados mdnicos o positivos.
Cuando el grado do del lugar al infinito es mayor que uno, para definir el concepto de
elemento ménico (y por lo tanto definir la funcién multizeta), para nuestros propdsitos
podemos seguir dos aproximaciones. (Al) Podemos fijar un elemento 6 € F¥_, poner
S = {6}, y definir como elemento ménico a aquel elemento cuyo signo es precisamente
0, o (A2) podemos tomar como S a un conjunto fijo de representantes de F&/FZ y
definir a un elemento moénico como aquel elemento cuyo signo es un elemento de S.
Ambas aproximaciones generalizan de manera natural el caso ds, = 1.

Sea S un subconjunto de I} elegido en cualquiera de las dos formas explicadas
anteriormente. Sea A, el conjunto de los elementos ménicos, esto es,

Ay :={a € A:sgn(a) € S}.

Definamos en primer lugar a las sumas de potencias. Para s € Z y d € Z>, sea

donde Ajy = {a € Ay: deg(a) = d}. Entonces, la funcién zeta estd dada por:

oo
((s) = Sa(s) € Keo.
d=0
Dados enteros s; € Z4 y d > 0, pongamos

Sa(st,..,8) =Sa(s1) Y. Sap(s2)-+ Sa.(sr) € K.

d>da>-->d->0

En particular, con la extensién obvia de notacion, tenemos

Sa(s1,82) = Sa(s1) > Say(s2) = Sa(s1)S<a(s2).
d>d2>0

Usando el orden parcial en A4 determinado por el grado y agrupando los términos
de acuerdo con este orden, para s; € Z,, se define el valor multizeta ((s1,...,s;)

1
C(Sla"'vsr) = Z Sdl(Sl)Sdr(Sr):ZWeKmﬂ
1 T

di>-->d->0
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donde la segunda suma se toma sobre todos los elementos a; € A de grado d; tales que
dy > -+ > d, > 0. Decimos que este valor multizeta o mas propiamente que la r-ada
(s1,...,8y) tiene profundidad r y peso >_ s;.

Para a,b € Z,, definamos

Ag(a,b) = Sa(a)Sa(b) — Sala +b).
Escribiremos A(a, b) en vez de Ag__(a,b).
Observaciones 3.3.1.

(1) La definicién implica inmediatamente que Ag(a,b) = Agy(b,a). Por lo tanto, sin
pérdida de generalidad y cuando sea necesario, podemos suponer que a < b o a > b.

(2) Dado que estamos en caracteristica p:
Sa(sp™) = Sa(s)”",  Sa(s10", 520™) = Sa(s1,52)"

Por tanto, a menudo sin pérdida de generalidad, nos podemos restringir a s’s que
no sean divisibles por p.

(3) Cuando el lugar al infinito de K = [Fy(t) es el usual, el uniformizador es 1/t y
consideramos la definicién usual de ménico, entonces el anillo de enteros A es Fyt]
y la funcién zeta coincide con la funcién zeta de Carlitz.

3.4. Relaciones entre los valores multizeta en lu-
gares no racionales

En esta seccién exploraremos las relaciones entre los valores multizeta cuando el
grado del lugar al infinito es mayor que uno, usando las convenciones para el signo Al
o A2 explicadas en la seccién anterior.

Primero, consideremos la relacién

Ag(a,b) =) fiSa(as,a+b— a;) (3.4.0.1)

donde f; € [Fp.

Recordemos brevemente cual es la situacién cuando el lugar es racional, esto es,
cuando el grado del lugar al infinito es uno. Sea ¢ una potencia de p. De acuerdo con
el Teorema sabemos que para F[t], dados a,b € Z;, siempre existen f; € F) y
a; € Z4 tal que la Relacion es valida para d = 1. Del Teorema sabemos
que si la Relacién [3.4.0.1] es vélida para algunos f; € F, y algunos a; € Z4 cuando d = 1
y A es F,[t], entonces la relacién sigue siendo vélida, con los mismos a;’s y los mismos
fi’s para toda d > 0 y para toda A correspondiente a la ¢ dada.

La generalizacién directa del Teorema |1.4.1] no es valida para lugares de grado
mayor que uno como se muestra en los Ejemplos[3.4.1] [3.4.2| v [3.4.3] a continuacion. La
evidencia numérica sugiere que independientemente de cual convenciéon para los signos
usemos, existen a,b tales que ((a)((b) no se puede escribir como una F,-combinacién
lineal de valores multizeta (todos los calculos en los ejemplos se hicieron usando software
matemédtico de cédigo abierto Sage [ST11]).
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Ejemplo 3.4.1 (S es un conjunto unitario). Sea K = Fy(t). Sean a = 1y b = 2. Para
Fs[t], tenemos que Ay(a,b) = S4(b, a) para toda d > 0. Ahora, sea oo el tnico lugar de
K de grado dos. La completacién respecto de 0o es Foo ((u)), donde Foo = {0,1,4,7 + 1}
ei®+i+1=0.

1) Consideremos el subconjunto S = {i} de F} . Se tiene que As(a,b) # 0y Sa(a,b) =
Sa(b,a) = 0. Por lo tanto, no es posible expresar Ag(a,b) como una Fe-combinacién
lineal de Sy(a;,b;)’s, con peso a; + b; = 3, donde d = do, = 2.

2) Si ahora tomamos S = {1}, entonces Ay(a,b) = Sa(b,a) pero Ag(a,b) # Sy(b,a)
para d = 2dso, 3dso, 4doo. Asi, Ay (a,b) = Sy (b,a) no implica Ay(a,b) = Sq(b,a)
para toda d > 0.

Una situacién similar ocurre cuando ménico significa un elemento cuyo signo perte-
nece a un conjunto de representantes de 5, /.

Ejemplo 3.4.2 (S es un conjunto de representantes de Fy /Fy). Sea K = Fa(t) vy
sea Py, = t2 +t + 1. Entonces Fo, = Fa(i) donde 3> + i + 1 = 0. Entonces S =
{1,4,i+ 1}. Sea B el conjunto de los pares (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8),
(2,5), (2,7), (3,4), (3,5), (3,6), (3,7), (3,8), (4,5), (5,6), (5,7), (5,8). Para cada par
(a,b) € B, es posible escribir A(a,b) como una combinacién lineal de Sy__ (a4, b;)’s, pero
la correspondiente combinacion lineal no es valida para d = 2ds, = 4.

1) Sea (a,b) = (1,2). Un célculo directo muestra que A(a,b) = 0. Ninguna de las
Fo-combinaciones lineales de Sy(1,2) y S4(2,1) coincide con Ay(a,b), cuando d =
2d oo, 3doo, 4d . Observe que para Fo[t], la relacion Ag(a,b) = S4(2,1) es vélida para
toda d > 0.

2) Sea ahora (a,b) = (1,3). Entonces, A(1,3) = 0, pero no existen f1, fa, f3 € Fa tales
que Ag(1,3) = f1S4(1,3) + f254(2,2) + f354(3,1) cuando d = 4, 6,8. Por otro lado,
para Fa[t], la relacién Ag(a,b) = S4(2,2) 4+ S4(3,1) es valida para toda d > 0.

3) La igualdad Ay4(1,4) = S4(2,3) + S4(3,2), es valida para d = d, pero no para
d = 2ds, 3dso,4dss. Més atin, cuando d = 2ds, no existen fi, fa, f3, f4 € Fo que
satisfagan la relacion Ag(1,4) = f154(1,4) + f254(2,3) + f354(3,2) + f1S4(4,1).

Ejemplo 3.4.3 (S es un conjunto de representantes de 5, /Fy). Sean ¢ = 3, P = t2+1
y S ={1,2i,i+ 1,7+ 2}. No es posible escribir Ag(a,b) como una combinacién lineal
de Sg(l,a+b—1),...,84(a+b—1,1) para d = doy, = 2 cuando (a,b) es alguno de
los siguientes: (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (2,3), (2,5), (3,4),
(3,5), (4,4). Si (a,b) = (1,3), ninguna combinacién lineal de Sy(1,3), S4(2,2), S4(3,1)
coincide con Ag4(a,b), d = vds = 2,4,6.

3.4.1. Aproximacion 1

En esta subseccién exploraremos las relaciones entre los valores multizeta cuando el
grado del lugar al infinito es mayor que uno y .S es un subconjunto unitario de F}_. Con
esta aproximacion, parece ser que la tnica relacién que sobrevive del caso racional es la

relacion clasica ((a)((b) = ((a+b) + ((a,b) + (b, a).
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Counsideremos la relaciéon
Ag(a,b) = S4(a)Sg(b) — Sq(a+b) = 0. (3.4.3.1)

El Teorema [3.4.4] a continuacién y el Teorema [3.4.12] en la siguiente subseccién,

fueron conjeturados por el autor y la pruebas fueron sugeridas posteriormente por D.
Thakur.

Teorema 3.4.4. Sea q general. Sia,b € Z son tales que la Relacion (3.4.3.1)) es vdlida
para Fy[t] cuando d =1, entonces, la Relacion (3.4.3.1) es vdlida para toda d > 0 para
cualquier A con oo de cualquier grado. En este caso se tiene la relacion cldsica

C(a)¢(b) =C(a+0b) +¢(a,b) + ((b,a). (3.4.4.1)

Demostracion. La prueba fue sugerida por Thakur [Thal2|] y se sigue de la primera
parte de la prueba del Teorema 2 en [Thal0)].

Note que si do no divide a d, entonces Ay es vacio (pero A4 podria no serlo) y
asf Ag(a,b) = 0. Note que e s posib le que Ay, sea no vacio pero A4 = 0.

Sea A arbitraria. Considere n,n’ € Agy, m,m’ € A_q4,. Defina

Sn,m = {(n+9m7n+/‘bm) Q,HEF(],Q#/L},
n ~m n' < n' =n+ 0m, para algin 6 € F,.

Entonces, los conjuntos Sy m y Sprm, los cuales son iguales o disjuntos, son las
clases de equivalencia de ~ y particionan al conjunto {(n1,n2): n; € Agy,n1 # na}. Sea
d > 0 divisible por d,. Haciendo t = n/m, tenemos

1 1
) D DD (n+ 0m)*(n + pm)®

nin
(nlynZ)GSn,m 1772 07EH€FQ

1 1
= a+b Z a b
meth L (4 0)(t+p)

1
s ()

=0.

La tercera igualdad se sigue de (3.4.3.1). Sumando sobre la particién llegamos a que
Ag(a,b) = 0. Dado que también se tiene Ay(a,b) = 0 para d = 0, el teorema queda
probado. ]

Observaciones 3.4.5.

(1) Excepto por la relacién , la evidencia numérica que hemos calculado con
valores pequenos de los parametros sugiere que no hay otra relacién del tipo “el
producto de dos valores zeta es igual a una combinacién lineal de multizetas con
coeficientes en F,” que sobreviva para lugares al infinito de grados superiores.



3.4. Relaciones entre los valores multizeta en lugares no racionales 83

(2) En [Tha09b, Teorema 1, p. 2324] Thakur provee una lista no exhaustiva de condicio-
nes en a,b € Z; tales que A(a,b) = 0. Serfa interesante tener una caracterizacién
de tales a,b. Note que de acuerdo con [Tha09bl 2.1] si p = 2 y a = b, entonces
C(a)¢(b) =C((a+b) = C(a+b)+ ((a,b) + (b, a). Del Teorema 8 en [Tha09a] sabe-
mos que para Fo[t], Aj(a,b) = 0 si y solamente si a = b. Pero observe que si a = 2
y b = 3, entonces para toda d > 0 se tiene Agy(a,b) = —Sy(a,b) — S4(b,a) y por lo
tanto, C(a)C(b) = C(a+b) +C(a, ) + C(b,a) — C(a,b) — C(bya) = C(a-+1b), con a # b
vy q=2.

Ahora trataremos de caracterizar los pares (a,b) tales que la suma barajeada clasi-
ca sea valida. El caso ¢ = 2 y algunos resultados generales parciales se mencionaron
anteriormente.

Teorema 3.4.6. Sea q general. Considere los siguientes casos:
(1) a=anq" yb=byq" —1,conl1<a,<q—2,2<b,<qg—1ya,+b, <gq,
2 a=q¢"-(¢-1) yb=4q" -1,
Si a,b € Zy satisfacen (1) o (2), entonces para A = Fy[t] se tiene la suma barajeada
cldsica
¢(a)C(b) = ¢(a+b) + ((a,b) + ((b, a).

Demostracion. De acuerdo con el Teorema [1.4.2] en cada caso es suficiente probar
A(a,b) = 0. Ahora,

1 1 1
nadng 12 na€A 4 ny 2
n1,n2€A1+

Para cualquier ng € A+ tenemos [1] = nd — na.
(1) De ([2.1.0.5)) sabemos que Sy(ap®) = 1/£Zps siempre que a < gq. Tomando a = a,q"
vy b="5,q" — 1 en (3.4.6.1)), se tiene
1 1 1
Alanq", bpq" — 1) = — - —
w0t =0 = 3 2 ()

na €A1+

n

1 1
=G 2 g (5 ()™ — o))’

1 TL2€A1+ 2
a qn

1 1 “~ (an _1)2an—j+1,aitan—]
~ oy a+b j ( ) g

Lnyea,, M2 j=1
B 1 1 an an q ] 41 q"+1j+anqn—jqn
- ﬁ a+b j (_ ) 2

1 no€A, 4+ N9 j=1

an qn

_ 1 an 1 ¢ j—jq" —bng+1
- ga ] (_1) n2

=1 na€A 4

n

_ el%i (%)q (=181 (=N,

=1 7
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donde N; = jg"™ — (b, + j)¢" + 1 > 0 ya que b, < j(g—1). Observe que la descompo-
sicién en base ¢ de Nj es Nj = 1+ (¢ —b, —)g"+ (j —1)¢"™!. Puesto que ¢—b,, < ¢—1,
se sigue que £(N;)/(¢ —1) = (¢ — bn)/(¢ — 1) < 1, donde £(N;) denota la suma de los
digitos de N; en base ¢. Por lo tanto, y de acuerdo con [Tha04, Teorema 5.1.2], se tiene
que S1(—Nj) = 0.

(2) De la identidad se sigue que S1(¢" — 1) = [n]/[1]?". Ahora, tomando
a=q¢"—1yb=¢q"—q+1en (3.4.6.1), obtenemos

Ala,b) = Z qn}q+1 ([17]?1]“ - n;l)

TL2€A1+ 2 2
1 1 n_1 n n+1 n

= Y e (18 )~ )

n2€A1+ o [ ] U
_ 1 1 2¢"~1 q”“)
i, X (8

2€A1+

= 11qn > (ngfl - ngnHquwq)

[ ] TL2€A1+

1

G (S1(=(g = 1)) = S1(=gN))

donde N = ¢" — 2¢"~! + 1. Por el Teorema se tiene S1(—(¢ — 1)) = —1. Por

otro lado, de la segunda prueba del Teorema se sigue que S1(—N) = —1. Luego
S1(—gN) = —1. Por lo tanto, A(a,b) = 0 como se queria. O

Observacién 3.4.7. La evidencia numérica que hemos calculado sugiere que cuando
q = 3, el Teorema m y el hecho de que ((3.4.4.1)) también se cumple cuando a +b < ¢
caracteriza completamente las a,b € Zy (suponemos sin pérdida de generalidad que

a < by que a,bno son simultdneamente divisibles por p) tales que la Relacién (3.4.4.1))
se cumple.

Conjetura 3.4.8. Sea q general. Sea n > 0. Considere los siguientes casos

(1) a:a8a+1q5a+l+...+anqn, b:bsb+1q3b+1+---+bnq”,
con =1 <sg,8,<n—1,1<a;,b; <q—1,9

q+j<q_1)San+an—l+"'+an—j—17 (OSjSH—SG—Q),
Q+]<q_1)§bn+bn—l++bn—]—17 (OSjSH—Sb—Q),
Y
q St Sqg=8Sp=n—1,

a4+ by < g—1 sisg<n—1,s,=n—1,
qg—1 sisg=n—1,<n—1,

q—2 Si8q,8, <mn—1.
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(2) n>1,1<ap,bp<q—1,a+by=qy

a=ay+q"—q, b=by+q" —q.
Si a,b € Zy satisfacen (1) o (2), entonces
((a)¢(b) = C(a+b) +¢(a,b) + ((b, a)
se cumple para Fy[t].
Observaciones 3.4.9.

(1) Del Teorema 1 [ThaQ9bl p. 2324], se sigue que si a = a,q" y b = b,q", entonces la
suma barajeada clasica se cumple siempre que a, + b, < q. Por lo tanto, la parte
de la Conjetura [3.4.8] correspondiente a s, = s, = n — 1 ya estd probada.

(2) La Conjetura es mas general que el Teorema De hecho, si en (1) de la
conjetura anterior tomamos a = a,q" y b= (¢— 1)+ (¢g—1)g+---+ (¢g—1)g" ' +
(bp—1)q" (asi s, +1=nys+1<n)conl<a,<qg—2y1<b,—1<qg-1,
obtenemos el Teoremam (1). Anélogamente, si tomamos agp =1y bg =q— 1 en
(2) de la conjetura anterior, obtenemos el Teorema (2).

(3) La evidencia numérica que hemos calculado sugiere que cuando g es 3 o 5, el recipro-
co de la Conjetura m también es valido (de nuevo, suponemos que a < by que
a y b no son simultdneamente divisibles por p).

Conjetura 3.4.10. Sea q general, d > 0 yn > 1. Entonces
gq—ao
Sa(ao +q"* —q) = % (1 <ap <q). (3.4.10.1)
d “n—1
Observaciones 3.4.11.

(1) De la Proposicién [2.7.1| sabemos que $;(2¢"! — 1) = —[n]/[1]2¢""". Sustituyendo

d=1en (3.4.10.1) obtenemos

Si(ao+¢q" —q) = (-1)

(1<ap<q).

Sean a,b como en la Conjetura (2). Luego ap + by = ¢y a+b=2¢" —q.
Entonces,
[n]q—ao-l—q—bo [n]?

S1(a)S1(b) = (~1)m0tb [1]24" - [1]24" = Si(a+b).

Por lo tanto, la Férmula (3.4.10.1)) implica la parte 2 de la Conjetura m

(2) Podemos deducir la Férmula (3.4.10.1]) para n = 1 0 a9 = ¢q de [Tha09bl 3.3] y para
ag =q—1de (2.1.0.9)).



86 3. Relaciones entre los valores multizeta en lugares no racionales

3.4.2. Aproximacion 2

En la subseccién anterior, consideramos como moénicos a los elementos cuyo signo
era igual a un elemento fijo, pero arbitrario, de F_, es decir, la aproximacién Al. En
esta subseccién usaremos la aproximaciéon A2. Sea S un conjunto fijo de representantes
de 3, /F;. Ahora exploraremos si ((a)¢(b) se puede escribir como una suma de valores
multizeta. De nuestros cédlculos, parece que usando esta aproximacion para los signos la
tunica relacién que sobrevive del caso racional es ((a)((b) = ((a + b).

Considere la relacién
Ag(a,b) = —Sg4(a,b) — Sq(b,a). (3.4.11.1)

Teorema 3.4.12. Sea q general. Si a,b € Z, son tales que la Relacion (3.4.11.1)) es
vdlida para Fy[t] y d = 1, entonces, la Relacion (3.4.11.1)) es vdlida para toda d > 0 y
para cualquier A con oo de cualquier grado. En este caso, tenemos la identidad

¢(a)C(b) = ¢(a+b). (3.4.12.1)

Bosquejo de la prueba. Sea A arbitraria. Sean n,n’ € Az y m,m’ € A_4, tales que
sgn(n) = sgn(n') y sgn(m) = sgn(m’). Definamos
Snm i={(n+0m,n+pm): 0, € Fy, 0 # p}
Spm i={(n+0m,m): 0 € F},
n ~mn <> n' =n+60m, para algin § € F,.
Ya que degm < d y degn = d, se tiene que sgn(n + 6m) = sgn(n). Se sigue que los
conjuntos Sy m ¥ Sp’m/, los cuales son iguales o disjuntos, son las clases de equivalencia
de ~, y particionan al conjunto {(n1,n2): n; € Agy,n1 # na,sgn(ny) = sgn(nz2)}. Por
otro lado, los conjuntos Sy, ,, particionan al conjunto {(n1,m1): n1 € Agy,m1 € Acqi}.
Para cualquier d > 0 se tiene que Ag4(a,b) = 81 + Sz, donde
1 1
S1 = Z nant’ S2 = Z nank
ni#na,n;€Aqy L2 ni#na,ni€Aq. 12
sgn(n1)#sgn(nz2) sgn(n1)=sgn(nz)

Se puede probar que S§; = 0 [Thal2].
Sea d > 0 divisible por d. Haciendo ¢ = n/m, se tiene

1 1
Z nind ~ Z (n 4+ 0m)*(n + pum)®

nin
(nlvnQ)ESn,m 17%2 O#MEFQ

1 1
= D (t+ 0)o(t + p)?

0F#pEF,
1 1 1
o
me ieF, (t+ 6)2 ber, (t+0)

1 1
= gt 2 ok g

0clF, 0clFy

1 1
- Z 20qb - Z xbya’

(x,9)€S), m (z,9)€S], m
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La tercera igualdad se sigue de la hipétesis. Sumando sobre la particion obtenemos que
Sy = —S4(a,b) — Sq(b,a). Dado que A4(a,b) =0y Sq(a,b) = Sq(b,a) = 0 para las d’s
que no dividen a d., el teorema queda probado. O

Observaciones 3.4.13.

(1) La evidencia numérica calculada sugiere que aparte de la Relacién (3.4.12.1) no

existe otra relacién con coeficientes en [Fy,.

(2) Es deseable tener una caracterizaciéon de aquellos a,b € Z, tales que la Rela-
cién (3.4.11.1)) se cumple. Una condicién necesaria es que tanto a como b sean

“pares” (Teorema o Corolario [2.4.13)).

(3) Ya que Si(k) = S<a(k) — 1, un cdlculo directo muestra que
A(CL, b) = —Sl(a) -5 (b) = S<2(a + b) = S<2(Q)S<2(b). (3.4.13.1)

Teorema 3.4.14. Sea q = 2. Seann > 0 y 0 < a < B. Sean a = 2"(2°F! — 2%) =

27(2% + - 4+ 28) y b= 27(20+1 —1). Entonces, (3.4.11.1)) es vdlida para Fa[t], y por lo
tanto

¢(a)¢(b) = C(a +b).
Demostracion. Es suficiente probar que
Aq(a,b) = Si(a,b) + S1(b,a) = Si(a) + S1(b),
para Fy[t] cuando a = 2871 —2% y b = 2641 — 1. Aplicaremos el Teorema Se tiene

a—1=2%—142v1 4 ... 498
=142+ 20714027 4207 44 28,

Dado que 2042 —b = 1 +26+1 y 2642 _ 4 = 22 1 2041 del Teorema de Lucas concluimos

que (QB?*I’) y (252.27“) son distintos de cero para i = 0,1y 5 = 0,2%. Luego,
Ai(a,b) = Si(a) + Si(a—1) + 51(b) + S1(b—2%).
Ya que a — 1 = b — 2%, el teorema queda probado. ]

Observacién 3.4.15. La evidencia numérica sugiere que para el caso Fslt], la rela-

cion (3.4.11.1)) es valida si y solamente si a y b son de la forma dada en el Teorema|3.4.14

Tenemos la siguiente generalizacién.

Teorema 3.4.16. Sea g general. Seann >0 y 0 < o < 3. Sean a = p™(¢?t! — ¢*) =

p"(q—1)(q* +---+¢°%) yb=p"(¢° " —1). Entonces, la Relacion (3.4.11.1)) es vdlida
para Fyt], y, por lo tanto,

((a)¢(b) = ¢(a+b).

La condicion es suficiente pero no necesaria.
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Demostracion. De acuerdo con el Teorema es suficiente probar que A(a,b) =
—S1(a) — S1(b), donde a = ¢+ — ¢ y b = ¢°*! — 1. Del Teorema [2.4.19| se obtiene

b—1 b—1
Ala,b) = fiSi(b—i)+ > g;Si(b—j), (3.4.16.1)
i=0 j=0

donde Ha,b(t) = (1/t%)(P,(t) méd t“er),

[ e [
Pot) = -t D , (3.4.16.2)
pM—a a
t = AG)
y m es el entero mas pequeno tal que a + b < p™.
Sea g = p® con s > 1. Tenemos ¢°t! < a +b < 2¢°H < pgPt?, asi que m =

[log,(a+b)| = s(8+ 1) + 1. De (2.1.0.9), se tiene
1 « —a+1 « [ﬂ —a+ 1](1&
Si(¢" —¢*) = Si(¢P T - )T = e

Ahora,

= e (s

0€F;

[1]* p+1 o p+2 41
ey
1

= e
ta _ lg=1)g"*?
T (1)
+a=2)¢" g ¢

tla=1)g~ _ 1

tatqa (tq,8+1_qa _ 1) _ tatqa (th+2_qﬂ+l _ 1)>

S—

Ya que (¢ — 1)(]/6”rl y a = ¢?*t! — ¢® son ambos divisibles por ¢ — 1 y ¢%, se sigue que

(q—1)g® divide (¢ —2)¢” ™! 4 ¢, y por tanto > ycp.[1]%/(t +6)* es un polinomio cuyos
q

coeficientes son todos iguales a —1. Como (q — 2)¢°T! + ¢* — (¢ — 1)¢* = (¢ — 2)a,

tenemos

Z [1](1 _ —ta(l 4 t(q—l)qa b t(q—2)a) _ _(ta 4 ta+(q—1)q°‘ e t(q_l)a).
= (o)
q

Por otro lado, la descomposicién en base p de a es (p—1)(p**+p*+14- . .4 psBHI=1),
Puesto que p™ —a = (p — 1)¢"™" + ¢, se sigue que (*'7%) # 0 para j = jsap*™ +
js(ﬂ-&-l)ps(ﬁ—i_l)a 0<jsa <1y0<Z j8(5+1) <p-—1.Yaqueb < q5+1 < ((] _ 1)q’8+1, se
tiene

at+b<a+(qg— 1) <a+llg—1)g"+jlg—1), 0<1I, j#0,q
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Entonces,

Pa(t) méd taer — _(ta 4ot t(qfl)a) B t(qfl)q& (ta R t(qfl)a) méd ta+b

= (=t 4 D9y g gath,
Supongamos que ¢ > 2. Asi P,(t) méd t** = —t® De manera semejante, Py(t) =
—t°. Luego H,p(t) = —1 = Hy4(t), y A(a,b) = —S1(b) — Si(a).
Si ¢ = 2, entonces Hyp(t) = —1 + 2" y Hpo(t) = —1 + ¢, asl que A(a,b) =

S1(b) 4+ S1(b—2%) + S1(a) + S1(a— 1) = S1(b) + Si(a) porque b — 2% =a — 1.
La condicién no es necesaria porque para Fs[t], a = 2 y b = 4, la Relacién (3.4.11.1))
se cumple para toda d > 0. ]

Teorema 3.4.17. Sean 3 >0y 1 <l;,la <q—1. Sia=1,(¢°—1) yb=1y(¢% - 1),
con li + 1y < q, entonces la Relacion (3.4.11.1) se cumple para Fy[t], y por lo tanto

C(a)¢(b) = ¢la+b).
Demostracion. De acuerdo con el Teorema m, es suficiente probar que A(a,b) =

—S1(a)—S1(b), o equivalentemente, que Sco(a+b) = Sca(a)S<2(b). Sustituyendo d = 2
en la siguiente férmula

gl
S<allle” = 1) = F5F (1<1<q),
glq gl
d—1%3
obtenemos
!
g oy B
Sco(l(¢” — 1)) = s (3.4.17.1)
Un célculo directo muestra que S<a2(a + b) = S<a2(a)S<2(b). O

El siguiente teorema es una generalizacion de los Teoremas (3.4.14] [3.4.16] y [3.4.17]

Teorema 3.4.18. Sea q general. Sean a = 11(¢°T" — ¢™) y b = la(¢°+ — ¢™2), donde
0<a,a<B,1<h,lp<qg—1yli+lz<gq. Entonces

¢(a)¢(b) = ¢(a+1b)
es vdlida en Fgt].

Demostracion. De acuerdo con el Teorema @, es suficiente probar que A(a,b) =
—S1(a) — S1(b). Debido a la Proposicién [2.4.14] en el Teorema podemos usar
cualquier m tal que a + b < p™, en lugar de m = ﬂogp(a—i— b)] Aqui tomaremos
m = (B + 2)log,q. Entonces a +b < p™ = ¢°*2. Dado que (I; + I)¢?t < P2y
g < 1ig® < 11g® + 12, se sigue que a + b < ¢#12 — ¢ y también a + b < ¢#12 <
(¢ —1)g"




90 3. Relaciones entre los valores multizeta en lugares no racionales

Por otro lado,

B (t(]*l B 1)pm_l1q5+1 _ (t((I*l)qﬁ_‘—l . 1)11—11

q—l1

. J
7=0

Ya que I; + Iy < q < 2q — 2, tenemos (I1 + I2)¢%t < 2(q — )¢t < 2(¢ — )% +
11g°" 4+ 1q®2. Asi a4+ b < j(q — 1)¢®*! para j > 2.
De (3.4.17.1)) tenemos

[8 — ay +2]hd™

Si(a) = T —1.
De (3.4.16.2) se tiene
[ 1
P,(t)=— 7 1] ( Si(a) — s
B [1]p'mta [/B —aq + 2][1(1‘11 ta + 1
R [aa e
) R LU AP
- tpm thq‘*l [1]l1q6+1 + tpm ( + )
B Al R LU 1) SO
T ]l tlig™ o (#"+1)

= (et oy he (tqﬁ_(’l“*l - 1)11[1&1 (0P 1) 4 1),
Por lo tanto,
P,(t) méd 27t = (((—1)’1 4 (=)l la ey () e 1) moéd 40
= (=t 4 1= D27y g poth
Anéalogamente,
Py(t) méd 910 = (—tb + [pt(@ DIy s otd,

Supongamos que (q—1)¢°T! < a+b. Entonces (¢—1—11—12)¢% T < —11¢™ —12¢®2 < 0
yasi g —1 <y +1s. Ya que l; + s < g, se sigue que l; + ls = q. Reciprocamente, si
li + 1y = q, entonces 11¢®* + loq®? < 11¢° 4 12¢° = ¢°F1. Por lo tanto ¢12 — ¢t <
@2 —11q™ —15¢™ = a + b. Luego, (¢ — 1)¢°T! <a+bsiysélosily +1y=q.

Sia+b> (qg—1)¢°, entonces H,p(t) = —1 + litla=De" —a, Hyo(t) = =1 +
Iot(@=Da" =t Asf por (3.4.16.1)

A(a,b) = =S81(b) + 11S1(b— (¢ — )¢ + @) — Si(a) + l2S1(a — (¢ — 1)¢" T +b)

= *Sl (a) — Sl(b),
porque I + 1z = ¢. Si a +b < (¢ — 1)¢°*!, entonces P,(t) méd t47° = —t* y Py(t) méd

0 = % Luego H,p(t) = —1y Hpa(t) = —1 y por lo tanto, A(a,b) = —Si(a) —
S1(b). O
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Corolario 3.4.19. Sea q general. Entonces,

[8 — a1 +2]19" [B — ap + 229"

Sca(li(q” = ¢™) + 1a(¢"T — ¢*?)) = [1]GH2)a? T ’

donde 0 < aj,a0 < B, 1 <l la<qg—1yli+1a<q.

Demostracion. Se sigue del Teorema y la Equivalencia . O
La siguiente conjetura es més general.

Conjetura 3.4.20. Sea q general.

(1) Sea B > 0. Definamos

a:(q—l)(ag+a1q+-'~+a5qﬁ),
b= (q—1)(bo +b1g+ - +bsg?),

tales que

ap<ap <---<ag<q-—1,
bp <by <---<bg<q-—1,
ag +bg < q

(2) Sean a, B tales que 0 < a < B — 2. Definamos

a= ao(qurl _ 1) + qa+2(qﬁfa71 o 1>7
b= bo(qa+1 _ 1) + qa+2(q6—a—1 o 1)’

donde 1 < ag,bp < q—1yap+by=gq.

Sia,b € Zy satisfacen (1) o (2), entonces la Relacion (3.4.11.1)) es vdlida para Fy[t], y

por lo tanto

C(a)C(b) = ((a+b).
Observaciones 3.4.21.

(1) La Conjetura [3.4.20| (1) es mas general que el Teorema [3.4.18 ya que a y b en el

teorema pueden ser escritos como

a=(q—1)(hq™ 4+ lLg ™t + -+ 11¢%),
b= (q—1)(1q® + gt + -+ 11¢%).

(2) Cuando g es 3 o 5, la evidencia numérica sugiere que la Conjetura3.4.20| caracteriza
alos a,b € Z4 tales que la Relacion (3.4.11.1)) es valida.
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En general, la relacién Ag(a,b) = ¢1S4(a,b) + c254(b, a) no implica que ¢; = ¢ =0

0 ¢; = cg = —1. Por ejemplo, para F5t] se tiene
Aq(1,1) = Sa(1,1) — Sa(1,1) = 254(1, 1) — 254(1, 1),
Aq(4,4) = Sa(4,4) +254(4,4) = —S4(4,4) — Sa(4,4),
Ag(2,4) = Sa(2,4) + 054(4,2).

La siguiente conjetura fue verificada numéricamente para varios valores de ¢q,a y b.

Conjetura 3.4.22. Sea q general y A = Fy[t]. St A(a,b) = c151(a)+c251(b) con a # b,
c1,c2 € Fp ycrea # 0, entonces c1 = cp = —1.

Observacién 3.4.23. Si g es par, entonces evidentemente ¢; = co = 1. Asi que si fuera
necesario podriamos suponer que ¢ es impar.
Una posible forma de probar la conjetura se muestra a continuacién. Suponiendo

que a < b se prueba como sigue que c3 = —1. De acuerdo con el Teorema [2.4.19|se tiene
b—a—1 b—1
Ala,b) = Y fiSi(b—1i) + (fi + 9i-(b-a))S1(b = 7), (3.4.23.1)
=0 i=b—a

donde f(t) = Hyp(t) = fo+ fit+--+ fo_1t®™ 1, g(t) = Hyo(t) = go+g1t+- -+ ga—1t*"1,
y Hap(t) estd dado por . Como cica # 0, se sigue ya sea del Teorema 0
del Corolario que a y b deben ser ambos “pares”. Ahora bien, k = (a,0,...,0)
es la tnica (¢ — 1)-ada de enteros no negativos tales que k1 + - + kg1 = a 'y o(k) =
ki4+2ko+---+(q¢—1)kg—1 = a es “par”. Asi que los términos constantes de los polinomios
Hop(t) y Hpgo(t) son ambos iguales a —1. Comparando con la hipétesis, se

sigue que co = —1,¢1 = foa— 1y fi=001<i<b—-a—1), fyari t9 =0,
(1<i<a-1).
Para probar que ¢; = —1 se debe probar que f;,_, = 0. Esto se sigue de la siguiente

afirmacion de la cual todavia no se tiene la prueba.

Afirmacién. El nimero de coeficientes distintos de cero de Hg(t) y de Hp (%) es
el mismo (en general esto no siempre es cierto, e.g., g =2, a =1y b = 2).

Dado que fp_qi; #0siysbélosi g, #0, (1 <i<a-—1),si fp_, fuera diferente de
cero, entonces el nimero de coeficientes distintos de cero de H, () serfa mayor que el
nimero de coeficientes distintos de cero de Hp 4(t). Por lo tanto, fp—q =0y ¢; = —1.

3.5. Profundidad superior

En la secciones previas, nos enfocamos solamente en el producto de dos valores zeta,
pero en general, podemos multiplicar cualesquiera dos valores multizeta. De hecho en
el caso racional, el producto de dos valores multizeta se puede expresar como una suma
de valores multizeta. Tal expresién preserva el peso total y mantiene la filtracién de
profundidad, de tal manera que el Fj,-espacio lineal de todos los valores multizeta es
una algebra [Thal(), Teorema 3]. La prueba sigue un proceso inductivo. Por otro lado,
para una A arbitraria con lugar al infinito no racional, la evidencia numérica parece
senalar que el [F-espacio de todos los valores multizeta no es una algebra.



3.5. Profundidad superior 93

Tabla 3.5.1: Los elementos del producto mezclado de (ai,a2) y (b) estdn en la
tercera columna.

(a1, az) (b,0) (a1 +b,as)

(a1, az) (0,b)  (ay,az +b)
(CL17(12,0) (O, O,b) (al,ag,b)
(a1,0,a2) (0,b,0) (a1,b,as)
(O,Cll,az) (b,0,0) (b, al,ag)

Tabla 3.5.2: Los elementos del producto mezclado de (ag,as) y (b1, by) estan en la
tercera columna.

(a1,az) (b1,b2) (a1 + by, as + by)
(0,&17a2) (b1,07b2) (bl,al,ag —f-bg)
(0,&1,&2) (bl,bg,O) (bl,al + bQ,CLQ)
(al,O,aQ) (O,bl,bg) (& bl,ag + b2)
(al,O,ag) (bl,bQ,O) ((11 +bl,b2, 2)
(al,ag,O) (O,bl,bg) (CL a9 +b1, 2)
(al,ag,()) (b1,07b2) ( +b1,a2, 2)
(0,0,&1,&2) (bl,bg,0,0) (bl,bg,al,ag)
(0,@1,0,&2) (bl,o,bg,()) (bl,al,bQ, 2)
(0,&1,&2,0) (b1,0,07b2> (bl,al,ag, 2)
(al,0,0,ag) (O, bl,bQ,O) (CL bl,bg, 2)
(CLl,O,(IQ,O) (0, bl,o,bg) (CL bhag, 2)
(a,l,ag,0,0) (O, O,bl,bQ) (&1,&2,()1,62)
3.5.1. Aproximacion 1
El producto mezclado de los vectores a = (a1,...,ar,) y b= (b1,...,br,) de enteros
positivos, denotado por pm(a,b), es la unién de todos los vectores ¢ = (cq,...,¢;)
obtenidos al insertar ceros, en cualquier posiciéon que se requiera (los ceros se pueden
insertar tanto antes del primer término como después del dltimo) tanto en (a1, ..., a,,)
como en (by,...,by,) de tal manera que los dos nuevos vectores tengan la misma longitud

r, con max{ry,re} < r < ry+rey sumar los dos vectores resultantes término a término.
Los ceros se deben insertar de tal manera que ninguna ¢; sea cero [Wal00].

Por ejemplo, los elementos del producto mezclado de (aj,a2) y (b) se listan en
la tercera columna de la Tabla De manera similar, los elementos del producto
mezclado de (a1,a2) y (b1,b2) se muestran en la tercera columna de la Tabla[3.5.2]

El producto mezclado nos sera de utilidad para escribir de forma mé&s compacta el
producto de valores multizeta.
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Calculemos primero el producto ¢ (a1, a2)((b) para F,[t] suponiendo que A(a,b) =0
v Aaz,b) = 0, ie., Si(a1)S1(b) = Si(a1 +b) y Si(az)S1(b) = Si(az + b). Del Teore-
ma se sigue que Sg(a;)Sq(b) = Sq(a; +b) (i =1,2) para toda d > 0.

Ahora

C(a1,a2)C(b) = Y Sq(a1)Say(a2) D> Say(b) = S1+ Sa+ S5+ Su+ S5

d1>d2 d3
donde

Si= > Su(a1)Sa,(az)Say(b),
d1>d2>d3

Sy= > Su(a1)Sa,(az)Say(b),
d1>d3z>d2

S3= > Si(a1)Sa,(az)Say(b),
ds>d1>dso

Si= Y Su(a1)Sa,(a2)Sa,(0) = Y Sa, (a1 +b)Sa,(az),
di1=d3>d> di1>do

Ss= > Su(a1)Sa(a2)Sas(b) = D Sa,(a1)Sa,(az +b).
di1>do=d3 d1>do

La cuarta y quinta igualdades se siguen usando el hecho que Sy, (a1)Sg, (b) = Sg, (a1 +b)
y Sa,(a2)S4,(b) = S, (a2 +b). Por lo tanto,

((a1,a2)C(b) = ((a1,a2,b) + ((a1,b,a2) + ((b, a1, az) + ((a1 + b, a2) + ((a1, a2 + b)
= > <o),
c€pm(a,b)
donde a = (a1, az2) y b= (b).
Anélogamente, si A(a;,b;) =0 para 1 <4,j < 2, entonces
C(a1,a2)¢(b1,b2) = ((a1, az, b1, b2) + ((a1,b1,az,b2) + ((b1,a1, a2, b2)
+ ((a1, b1, b2, az) + (b1, a1, ba, az) + (b1, b2, a1, a2)
+ ((a1, a2 + b1, a2) + ((a1 + by, az,b2) + ((a1, by, az + b2)
+¢(b1, a1, az + b2) + ((a1 + by, ba, az) + ((b1, a1 + ba, az)
+ ((a1 + b1, a2 + b2)
= > <o),
c€pm(a,b)
donde a = (a1, a2) y b = (b1, b9).
Tenemos el siguiente

Teorema 3.5.1. Sean q general, a = (ay,...,ar) € Z} y b= (b1,...,b,,) € Z'? tales
que A(a;, b)) =0, (1 <i<r, 1< 5 <ry) enFy[t], entonces para cualquier A con el
lugar al infinito de cualquier grado y usando la convencion Al para los signos se tiene

(@) = > <o)
cepm(a,b)

Demostracidn. Se sigue del Teorema y célculos rutinarios. O
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3.5.2. Aproximacion 2

Sean aj,ag,b € Zy tales que A(ay,a2) = —S1(a1) — Si(a2) y A(a1,b) = —=Si(a1) —
S1(b) son vélidos en Fg[t]. Como antes,

(a1, a2)C(b) = > Sa,(a1)Sa,(az) stg

d1>d2
= ((a1,a2,b) + C(ahb,az) +¢(b,a1,a2) + Ss + S5

donde
Si= Y Su(a1)Ss(a2)Say(b),
d1:d3>d2
S5 = Z Sdl (al)sdz(a2)5d3(b)
d1>d2:d3

De la hipétesis se sigue que Sg, (a1)Sq, (b) = Sq, (a1+b)—Sq, (a1,b)—Sg, (b, a1). Entonces,
Sy = Z (Sd1 (al + b) - Sd1 (alv b) - Sd1 (b’al))sdz (aQ) = C(al + b, a2) - SZIL - ‘Sz,llv

di1>d2
donde
Sy= > Sa(a1,b)S4,(az),
di1>d2
S” = Z Sd1 (b, a1)5d2 (ag).
di1>do
Ahora bien,

= > Y Sa(a1)Sa,(a2)Sa, (b) = ((a1,a2,b) + ((ar,b, az) + Ss.
d1>d2 d1>d3

Por otro lado,

S =33 S4,(5)Say(a1)Sa,(az) = C(b,az, ar) + (b, ar,a2) + S

d1>d2 d1>d3

donde
Sy = Y S (b)Su;(a1)Sa,(az)
d1>da=d3
= > S4,(b)(Say(a1 + az) — Sa,(a1,a2) — Sa, (a2, a1))
d1>da=d3
=((b,ar+a2) — Y Sa,(b)Say(ar,a2) — > Say (b)Sa, (a2, a1)

d1>d2 d1>d2
= ((b,a1 + a2) — ((b,a1,a2) — ((b,az,ay).

La segunda igualdad se sigue usando que Sg,(a1)Sq,(a2) = Sq, (a1 + a2) — Sq, (a1, az) —
Sa, (a2, ar). Poniendo todo junto y simplificando obtenemos

C(a1,a2)C(b) = ((b,a1,a2) + ((ar + b,a2) — ((b, a1 + az).

De esta manera hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.2. Sean q general, ai,as,b € Z tales que A(ay,a2) = —Si(a1) — Si(a2)
y Aai,b) = =Si(a1) — S1(b) son vdlidas para F,[t]. Entonces para cualquier A con el
lugar al infinito de cualquier grado y usando la convencion A2 para los signos se tiene

C(a1,a2)¢(b) = ((b,a1,az) + ((a1 + b,az) — ((b,a1 + az).



CAPITULO 4

Acerca de von Staudt para los numeros de Bernoulli-Carlitz

4.1. Introducciéon

En 1935, L. Carlitz introdujo y estudié los andlogos a los nimeros de Bernoulli en
caracteristica positiva [Car35|, para los cuales fue capaz de probar un teorema andlogo
al Teorema de von Staudt-Clausen [Car37, [Car40]. Para una exposicién auto-contenida
y en un lenguaje moderno vea [Gos78]; para algunas identidades entre estos andlogos a
los nimeros de Bernoulli vea [Gek89]. En los libros |[Gos96), [Tha04], el lector interesado
encontrard teoremas relacionados con los nimeros de Bernoulli desde la perspectiva de
los campos de funciones.

Recordemos primero la situacién clasica. Los nimeros de Bernoulli B,, y sus aso-
ciados B,,/m son importantes en varias ramas de las matemaéticas. Vea por ejemplo,
[MST74, [Leh88] y [Tha04, 4.16]. El Teorema de von Staudt-Clausen determina la parte
fraccional de los nimeros de Bernoulli. Mas precisamente, si m > 0 es un nimero par,
B, — > 1/p es un entero racional, donde la suma se toma sobre los primos p tales que
p—1 divide a m. De aqui que el denominador de B,, es el producto de todos los primos p
tales que p— 1 divide a m. El Teorema de Lipschitz-Sylvester dice que a™(a™ —1)B,,/m
es un entero para cualquier nimero entero a. Combinando estos dos resultados, se si-
gue facilmente que los primos que dividen a los denominadores de B, y de B,,/m son
exactamente los mismos (escoja a que sea una rafz primitiva médulo p que divida a m).

Para cualquier entero positivo, los nimeros de Bernoulli-Carlitz B, son elementos
de F,(t), pero sélo estamos interesados en las m’s que son miltiplos de ¢ — 1, es decir en
las m’s “pares” ya que By, = 0 si m no es “par”. Carlitz fue capaz de probar, sobre el
campo de funciones racionales K = [F,(¢), un analogo al Teorema de von Staudt-Clausen
(Teorema. El caso ¢ = 2 hay que tratarlo con cuidado, como fue notado por Carlitz
en [Car4l]. Ahi, él da una correccién cuando ¢ = 2 de su teorema andlogo al Teorema
de von Staudt-Clausen, ya que como originalmente fue establecido en [Car37, [Car40]
era incorrecto.

97
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Notemos que B,,/m no tiene sentido para los ntimeros de Bernoulli-Carlitz B, ya
que m puede ser cero en caracteristica positiva. Por otro lado, D. Thakur prueba que
un buen anélogo para B,,/m en el caso de campos de funciones es By,(m — 1)!l¢/m!c,
donde m!c denota el factorial de Carlitz. En [Tha04, Teorema 4.16.5], Thakur da un
teorema que compara la descomposicién en factores primos de los denominadores de B,
y Bm(m — 1)lc/m!c. El caso ¢ > 2 estd resuelto y el caso ¢ = 2 estd resuelto excepto
por algunas posibles excepciones. El propdsito de este capitulo es completar ese caso.

4.2. Numeros de Bernoulli-Carlitz

Aqui, nos enfocamos en el caso A = FF[t], con ¢ = p”, y p un ntmero primo. Para
la definicién de Dy, Ly y [k] vea la Seccién
La funcién factorial para A fue definida por Carlitz [Car37] como sigue:

Definicién 4.2.1. Sea m € Z, y sea m = Y. m;q" su expansién g-ddica. Entonces, el
factorial de Carlitz de m esta definido por

mlc = H D™,
i
El factorial de Carlitz tiene propiedades de divisibilidad analogas a las propiedades
del factorial cldsico [Tha04, Capitulo 4].
Ejemplos 4.2.2.
(1) Con esta definicién, tenemos que ¢'!c = Dj.

(2) Para cualquier entero positivo m, (gm — 1)!¢ = (g(m — 1))!¢. De hecho, si m —1 =
Yoo niq" es la expansién ¢-adica de m — 1, entonces, gm —1 = q¢—1+ Yoo an
es la expansiéon g-adica de gm — 1.

Ahora, usamos el factorial de Carlitz para definir los andlogos a los numeros de
Bernoulli. Para cada entero positivo m, los nimeros de Bernoulli-Carlitz B,,, € F4(t) se
definen por medio de la funcién generadora

z > Bn
SOE
ec(z) A= mlc

donde e¢ la exponencial de Carlitz

S,
&
!
o] %

Observaciones 4.2.3.

(1) Note que la suma que define a los nimeros de Bernoulli-Carlitz B,, contiene tni-
camente términos “pares”.

(2) Aqui, By, difiere de los correspondientes B, en los articulos de Carlitz por (—1)™.
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(3) Para cualquier [, tenemos [Tha04]

Bplm —_ (Bm >pl
(p'm)!c mlg)

Podemos ver esto tomando la p-ésima potencia de la funcién generadora y compa-
rando al sustituir z por 2P.

Definamos Aﬁ,’i) por medio de

eo(z)” = ) (4.2.3.1)
Carlitz [Car37] probé que

Bn= Y = (4.2.3.2)

donde A,(q]i) es entero y miltiplo de (¢ —1)!¢. Sea Cy(,f) € A tal que AW Cﬁff) (¢"—1)c.
Entonces,

Al -1le 1 ot (DL Dy)™' 1

Ly, Li_y [k] mn Ly (k]

(4.2.3.3)

Ahora, Lj,_ divide a (D1 ---Dy_1)9"! y, excepto cuando ¢ = 2 = k, los primos en [k]
de grado menor que k dividen al cociente resultante. Mas atn, excepto para el caso
q = 2 = k, los factores irreducibles del denominador de (¢* — 1)!¢/Ly, son todos de
grado k.

Sea m = > m;p’ la expansién p-ddica de m. Consideremos las condiciones

€Zy, q'—1|m. (4.2.3.4)

Observacion 4.2.4. Carlitz demostré [Car37, p. 514], [Card0), p. 63] que si P es un
primo de grado k, y k no satisface las condiciones (4.2.3.4)), entonces A,gf) =0 mdéd P.

Tanto los nimeros de Bernoulli clédsicos B, como sus asociados By, /m son importan-
tes ya que aparecen en muchas areas: sumas de potencias, medidas y valores especiales
de las funciones zeta y de las L-funciones, y también en topologia, s6lo por mencionar
algunas dreas. Vea por ejemplo el Apéndice B del libro de Milnor [MST74] para las apli-
caciones a topologia. Von Staudt probd que los primos que dividen los denominadores
de By, y By,/m son exactamente los mismos.

Los numeros By,(m —1)!¢/m!c se pueden pensar [Tha04l, 4.16] como los andlogos a
B,,/m, aunque los primeros parece que no satisfacen congruencias tipo Kummer. Para
los nimeros de Bernoulli-Carlitz, Thakur probé un anélogo al Teorema de Lipschitz-
Sylvester [Tha04, Teorema 4.16.3] (vea también algunas variantes més débiles en [Car37,
Teorema 5] y en [Cardll, Teorema 3]). Pero, también noté que ello no implica que los
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primos que dividen a los denominadores en la situacién andloga son los mismos. De
aqui que los siguientes dos teoremas que describen los denominadores por separado
pueden ser considerados como analogos al Teorema de von Staudt-Clausen.

Denotemos con Py al producto de todos los polinomios primos ménicos de grado k.
A continuacién presentamos el Teorema de Carlitz andlogo al Teorema de von Staudt-
Clausen para los numeros de Bernoulli-Carlitz.

Teorema 4.2.5 (Carlitz [Car37, [Car40, [Cardl]). Sea A = F,[t]. Sean m € Z4 “par”
ym = > m;p’ su expansion p-ddica. Denotemos por d(m) al denominador ménico de

B,,. Sea h como en (4.2.3.4). Entonces,

1. Sea g > 2. Si h es entero y ¢ — 1 divide a m, entonces d(m) = Py, en otro caso
d(m) =1.

2. Sea q =2, h#2. Si¢" —1 divide a m, entonces d(m) = Py, en otro caso d(m) = 1.
Sea h = 2. Si ¢" — 1 = 3 divide a m, entonces d(m) = Py cuando m es un multiplo
de 2 y d(m) = [2] = Pi P, en otro caso. Si ¢" —1 no divide a m, entonces cuando m
no es un maltiplo de 2, d(m) = Py y en otro caso d(m) = 1.

Observaciéon 4.2.6. Para ¢ = 2, el resultado como fue originalmente establecido
en [Car37], [Card0] y [Gos78] no es correcto. Una versién corregida de este resultado se
encuentra en [CardI].

Teorema 4.2.7. (1) Sea q > 2. Entonces, los primos que dividen al denominador de
By, 0 de By(m—1)lc/mlc son los mismos. De hecho, si ¢* es la mdzima potencia
de q que divide a m, y st el denominador de B, es Py, entonces el denominador
de By (m — 1)lo/mlc es P,&k/hHl.

(2) Sea q = 2. Entonces, los primos que dividen al denominador de B, o de By,(m —
1)lg/mlc son los mismos, a menos que m sea de la forma 2 + 2% con o > 1. Si
2% es la mdxima potencia de 2 que divide a m, y si el denominador de B,, es D,
entonces el denominador de By,(m —1)!c/mlc es DWF/MI+1,

(3) Seaqg=2, m=2+2% a>1.
a) Si m = 0méd 3, entonces el denominador de By, (m — 1)lc/mlc es PLPy =
tt+ )2+t +1).
b) Sim =1mdbd 3, entonces el denominador de By,(m—1)lc/mlc es P = t(t+1).
Demostracion. (1) Vea [Tha04, Teorema 4.16.5].

Por razones de tipo practico, probaremos (3) antes que (2).
(3) Note que para cualquier g,

(m — 1)!0 1

donde ¢* es la maxima potencia de ¢ que divide a m.
Escribamos By, = N,,,/d(m) con N, y d(m) primos relativos.
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Sim = 0 méd 3, se sigue que m = 2422 (i > 1). Entonces h = 2, ¢" — 1 = 3 divide
amym es par. Asf, d(m) = Py, =t>+t+ 1. Como (m — 1)!¢/m!c = 1/Ly, tenemos
N, —1)! Np 1
By, =~ Bmu _m -
PQ m!o P2 P1

Sim = 242%+! entonces h = 2, ¢" —1 = 3 no divide a m, y m es par. Asi d(m) = 1.
Por lo tanto,

B. — B (m—Dlg _ Niy 1
m — {Vm, m mlc T P, .

Resta probar que P; no divide a N,,,. Dado que m no es una potencia de 2, de (4.2.3.1))
se sigue que Aﬁi} = 0. Sea k > 2 tal que 2¥ —1 < m. Claramente, k no satisface (4.2.3.4).
Ahora, si P es un primo de grado k, de la Observacién se sigue que Py, divide a
07(,]:) asi que A%)/Lk pertenece a A. También, de (4.2.3.3), se sigue que P; divide a
Ag,]f)/Lk. Por lo tanto,

4@
By =Gy + L—m (4.2.7.2)
2
donde Gy, € F[t] es divisible por P; y
A%
Gm= > L—m (4.2.7.3)
gk —1<m k#2 k

Supongamos primero que m = 2 + 2%, Entonces

A 2+ i1 N
Lo [1][2] PPy Py’

donde N = [2i — 1]2/P? € Ay N es primo relativo a P. Del Algoritmo Euclidiano,
sabemos que existen Q(t) y R(t) en A, tnicos, tales que N = P»Q(t) + R(t), donde
R es distinto de cero y deg R < 2. Ya que N y P, son invariantes respecto de los
automorfismos ¢t — t + 1 de A, se sigue que R(t) = R(t + 1), asi que Rnoes ¢t ni ¢+ 1.
De aquf que R = 1. Ahora, dado que N es primo relativo a P2, entonces N = 1 méd P2.
Luego, Q(t)P> = 0 méd P2. Puesto que P, y P? son primos relativos, se sigue que
Q = 0 méd P?2. Tenemos que

1
Bm—E(Gm+Q+1)a

donde P; divide a G,,, + Q. Por lo tanto, el numerador de B,, no es divisible por P;.
Ahora, sea m = 2 4 2%+1 (i > 1). Entonces

AR 2 i)
Ly [ PR
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Asi A,(fL) /L2 estd en A y no es divisible por P;. Dado que B, = G, + Ag) /Lo, donde
G, es divisible por Pi, se sigue que el numerador de B,, no es divisible por P;.

(2) Ahora, tratemos el caso cuando m es un entero que no es de la forma 2 + 2%,
con > 1. Si k = 0, i.e., si m es impar, de tenemos que By, = B, (m —
1)!c/mlc. De hecho, si h # 2, por la parte que ya estd probada por Thakur [Tha04l
Teorema 4.16.5], tenemos que los primos que dividen al denominador de By, y los que
dividen al denominador de B,,(m — 1)!c/m!c son exactamente los mismos.

Sim =4+ 2%, con a > 2, escribamos m = 2m/, donde m’ = 2 + 2!, Entonces,

2m' — D)lcByy @nﬁlﬂc(2@ﬂ1»ky<@#1ﬂcBW>2

(2m’)!c C2m =D)le (m =112 m'lc
B (m' — 1)!cBp \ 2
De la parte (3), tenemos
N2,
(2m/ — DcBopy [1”(;].12 m’ - gi v es par,
(2m/)lc [12?]]%'2” si o es impar.

Entonces, el denominador de B,,(m — 1)!c/m!c es 1 o P2, dependiendo de que « sea
par o no.
A continuacién aplicamos induccién sobre k > 2. Como,

(m — Dl¢Bm \ 2
m!c ’

(2771 — 1)!CBQm
(2m)!c

vemos que si un primo P divide al denominador de Ba,,(2m — 1)!¢/(2m)!¢, entonces
divide al denominador de B,,,(m—1)!¢/m!c, lo cual por la hipétesis de induccién implica
que P divide al denominador B,,. La comparacion de las condiciones del Teorema
para m y para gm implica que P divide al denominador de Ba,,.

Note que [i] es el producto de todos los primos ménicos en A cuyo grado divide

a 7. Entonces P}gk/ ") es 1a méxima potencia de P que divide a Lj. Se sigue que el
denominador de B,,(m — 1)!¢/m!c es como se afirmd. O

— 2] e+ 1 (

Observacion 4.2.8. David Goss observd que nuestros resultados encajan en el marco
de su trabajo [GoslI]. De hecho, veremos a continuacién que el grupo S, (definido a
continuacién) se puede ver como simetrias de nuestro teorema tipo von Staudt-Clausen.

Sea ¢ una potencia de p y sea x € Z,. Escribamos z g-ddicamente como

o0
= cd
=0

donde 0 < ¢; < ¢ para toda i. Sea p una permutacién del conjunto {0, 1,2,...}. D. Goss
define [Gosll] p«(z), x € Z;, por

pu(2) = Z ciq”.
1=0
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Sea S(4) el subgrupo de las permutaciones de Z;, obtenida al variar p sobre todas las
permutaciones de {0,1,2,...}.

Denotemos con d(m) al denominador de B,,(m — 1)!¢/mlc para A. El siguiente
corolario prueba que la condicién de que un primo divida a 9(m) satisface las simetrias
dadas por los Corolarios 5 y 6 en [Gosl1].

Corolario 4.2.9. Sea g una potencia de p y P un primo de grado h. Si q = 2 y
h =1, entonces la condicion vp(0(m)) > 0 es un invariante del subgrupo Sy de S(4) que
surge de las permutaciones de {0,1,2,...} que fijan a 0. De otra manera, la condicion
vp(0(m)) > 0 es un invariante de la accion de S(gny sobre los enteros positivos divisibles
por g — 1. O
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APENDICE A

Lista de conjeturas probadas

En este apéndice presentamos la relacién de conjeturas que fueron probadas en este
trabajo. Algunas de estas conjeturas fueron formuladas por Thakur y otras por el autor
en su tesis de maestria.

Tabla A.0.1: Conjeturas formuladas por Thakur en [Tha09b.

Lugar donde aparece la conjetura Probada en

4.1.2 Indices grandes especiales, pag. 1338  Teorema [2.3.14] Ejemplos [2.3.17
4.1.3 Ambos indices grandes, férmulas 1, 2 y Ejemplo [2.4.9[ Corolario [2.4.8
5, pag. 1338
4.1.3 Ambos indices grandes, férmulas 3 y 4, Ejemplo [2.4.7]
pag. 1338
4.1.4 Paso 2 de la conjetura recursiva para Teorema [2.5.2
q = 2, pag. 1339
4.3.1 Una conjetura general para q, pag. 2342 Teorema [2.6.2
5.3 La restriccion “par”, pag. 2344 Teorema |2.2.1], Corolario
4.1.4 Paso 3 de la conjetura recursiva para Todavia no ha sido probada

q = 2, pag. 2340

El paso 1 de la conjetura recursiva para ¢ = 2 fue probado por Thakur en [Thal0).
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Tabla A.0.2: Conjeturas formuladas por el autor.

Conjetura(s) Probada en

excepto el apartado 4 Teorema, Corolario[2.3.19]y Ob-
servacion [2.3.21

1.5.1 Teoremas [2.6.5 v [2.6.6]

1.5.2 Teorema |2.6.7]

1.5.5 Teorema [2.6.6

1.5.3 Probada parcialmente en la Proposi-

cion
1.5.7.1| Teorema
1.5.3[1.5.4] [1.5.6] |1.5.7]excepto[1.5.7.1, Todavia no han sido probadas

59

La Conjetura ya fue probada por el autor, pero la prueba no fue incluida en
este trabajo.
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Relations between multizeta values in characteristic p

José Alejandro Lara Rodriguez

Departamento de Control Automdtico, Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del IPN, Av. Instituto Politécnico Nacional 2508,
San Pedro Zacatenco, 07360 México, D.F, Mexico

ARTICLE INFO ABSTRACT
Article history: We study relations between the multizeta values for function
Received 28 December 2010 fields introduced by D. Thakur. The product ¢(a)¢(b) is a linear
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Accepted 10 May 2011
Available online xxxx
Communicated by David Goss

combination of multizeta values. For ¢ = 2, a full conjectural
description of how the product of two zeta values can be described
as the sum of multizetas was given by Thakur. The recursion part
of this recipe was generalized by the author. In this paper, the main

Keywords: conjecture formulated by the author, as well as some conjectures
Multizeta of Thakur are proved. Moreover, for general g, we prove closed
Function fields formulas as well as a recursive recipe to express ¢(a)¢(b) as a sum
Product of zeta values of multizeta values.

Periods © 2011 Published by Elsevier Inc.

Drinfeld modules

1. Introduction

We refer to [Wal05], and the references in there, for a survey of many exciting recent develop-
ments related to the multizeta values introduced by Euler. We refer to [Gos96,Tha04] for discussion
of Goss zeta functions in connection with the function field arithmetic.

Dinesh Thakur [Tha04, Section 5.10] introduced two types of multizeta values for function fields
over finite fields of characteristic p, one complex valued (generalizing the Artin-Weil zeta function)
and the other with values in Laurent series over finite fields (generalizing the Carlitz-Goss zeta func-
tion). In this paper, we only focus on the latter. For its properties, connections with Drinfeld modules
and Anderson t-motives, we refer the reader to [AT09,Tha04,Tha09,Tha10].

Thakur proves the existence of “shuffle” relations for the multizeta values (for a general A with
a rational place at infinity) [Tha10]. In particular, he shows that the product of multizeta values can
also be expressed as a sum of some multizeta values, so that the [F;,-span of all multizeta values is an
algebra. In the function field case, the identities are much more complicated than the classical shuffle
identities. In fact there are two types of identities, one with I (t) coefficients and the other with I,

E-mail addresses: Irodri@uady.mx, jlara@ctrl.cinvestav.mx.

0022-314X/$ - see front matter © 2011 Published by Elsevier Inc.
doi:10.1016/},jnt.2011.05.007
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coefficients. (Note that although for many purposes a good analog of Q is Fg(t), the prime field in
characteristic p (0 respectively) is F, (Q respectively).) We concentrate only on the latter type.

The results in [Tha10], although effective, are not explicit and bypass the explicit conjectures for-
mulated in [Tha09,Lar09,Lar10]. In this paper, we use the ideas of the process in [Thal0] to prove
the main conjecture formulated in [Lar09,Lar10] and to give a closed formula for the expression of
the product of zeta values as the sum of multizeta values (Theorems 6.3 and 7.1). More precisely, for
general g, we prove that the expression of ¢(a)¢(b) as a sum of multizeta values is obtained by a
recursive process; we effectively determine the recursion length, the terms and the number of terms
to be added at each step of the recursion (Theorem 5.13). Also, when q = 2, we give formulas to
compute the initial values (Theorem 6.1 and Corollary 7.2) and, using one of these formulas, some
conjectures in [Tha09] are proved.

2. Frequently used notation

Z {integers}

Zy {positive integers}

q a power of a prime p, g = p*

IFq a finite field of g elements

t an independent variable

A the polynomial ring Fg[t]

Aq monics in A

K the function field Fq(t)

Ko =F,((1/t)) = the completion of K at co
Aqg {elements of A of degree d}

Ag+ AgNAL

(n] =t —t

‘even’ multiple of ¢ — 1

deg function assigning to a € A its degree in t
£(k) sum of the digits of the base q expansion of k
[x] the largest integer not greater than x

[x] the smallest integer not less than x.

3. Thakur multizeta values
For s € Z., the Carlitz zeta values [Gos96,Tha04] are defined as
) 1
()= ) — € Keo.
acAy
For s € Z and d > 0, write
) 1
Sa(s):=» Sk
ach i+

Given integers s; € Z4 and d > 0 put

Sa(s1, .-+, 8r) = Sdq(s1) Z Sd,(s2) - Sa,(sr) € K.
d>dy>-->d; >0

For s; € Z4, Thakur defined the multizeta values [Tha04,Tha09] by:
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1
Eorsi= Y Sas) e Sa =) s €Ku,

dy>-->dr >0 1

where the second sum is over all a; € A, of degree d; such that di > --- > d, > 0. We say that this
multizeta value has depth r and weight ) s;.

4. Relations between multizeta values

Recall that Euler’s multizeta values ¢ (only in this paragraph, the Greek letter ¢ will be used to
denote the classical multizeta values) are defined by ¢(s1,...,sr) = Z(ni‘ -..ny")~1, where the sum
is over positive integers n; >ny > --- > n, and s; are positive integers, with s; > 1 (this condition is
required for convergence). Since ny =njy, ny > ny or ny > ny, we have the “sum shuffle relation”

s(@¢(b)

1 =1 1
Z_:—qz—g anJrZ .

ny=ny '“1 ny>ny 1 2>1

=¢(a+b)+¢(a,b)+¢(b,a).

In the function field case, this sum shuffle relation fails because there are many polynomials of a
given degree. In contrast to the classical sum shuffle, in the function field case the identities we get
are much more involved.

For s1,s2 € Z4 put

1
Sq(s1,82) = Z P

d=di>d, 172
a;eA;

where d; = deg(a;). For a,b € Z., we define

Ag(a,b) = S4(a)Sq(b) — Sq(a+b).

We write A(a, b) for Aq(a,b). The definition implies Ag(a, b) = A4(b, a).

The next two theorems (the second theorem in the reference has implications to higher genus
function fields, but we state only a special case relevant to us) are due to Thakur [Thal0, Theo-
rems 1, 2].

Theorem 4.1. Given a, b € Z, there are f; € Fp and a; € Z, so that

Aga,b) =" fiSa(ai,a+b —aj) (411)
holds ford = 1.

Theorem 4.2. Fix A. If (4.1.1) holds for some f; € F); and distinct a; € Z. for d = 1, then (4.1.1) holds for all
d > 0. In this case, we have the shuffle relation

t@¢(b) —¢(@+b)—¢(ab)—¢b,a)=)_ fic(a,a+b—a).
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5. Main results
In this section we shall prove the recursion part of the main conjecture formulated by Lara [Lar10,
Lar09], except the items concerning the initial values.

Let us start with a definition.

Definition 5.1. Let a € Z..

(1) We set

ra=(q—1p",

where m is the smallest integer such that a < p™.
(2) Put

p(j)i=ra—a—j@g—1.

(3) We define

. | Ta—a
Ja,max = -1 .

(4) Let q be prime. For 0 < j < jg,max, let cq j € Fp be defined by:

1 if j=0,
Ca,j =1 ri@=D-1( ra— .
S TEESTT (605 0 < < damax.

(5) For each j, 0< j<p—1,let u; be the number of j's in the p expansion of a — 1. Set
p—2
ta=[Tw-0".
Jj=0

Remark 5.2. For q prime and 0 < j < jgmax» [j(@ — 1)/ja,max] is not zero in F, because 0 < j(q —
1)/ja,max < q — 1 < p. Therefore, ¢, j in Definition 5.1 (4) makes sense. For q non-prime, c, ; is not
always defined (e.g., =4, a=>5, j=3).

Leta,beZ;.let je0,1,...,p™ —a. Since p™ and q — 1 are coprime, p™ is a unit in Z/(q — 1)Z;
so, the equation j = —ip™ mod (q — 1) has always a solution. There exists exactly one solution in the
range 0<i<q—1.

Definition 5.3. Let i; be the unique integer 0 <i; <q — 1 such that j+i;p™ =0 mod (g —1). Let [;
be the non-negative integer defined by
= j+ijpp™
i= q—1

In general, the correspondence j+ ij between {0,1,...,p™ —a} and 0,1,...,q—2 is neither
injective (e.g., ¢ =3, a =4) nor surjective (e.g., g =4, a=3).
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Proposition 5.4. The map

{0.1,....p" —a} - {l(g— 1| 0 <I< jamax).
j=j+ipT

is injective.

Proof. Since 0 < j<p™ —aand 0<i; <q—2, it follows that 0 < j+ijp™ < p™ —a+p™(q—2) =
rq — a. This shows that the map is well defined. If a = p™, then the map is clearly injective. Assume
a<p™ If ji+ij;,p™ = ja2+ij,p™, then p™| ji1 — ja. Since 0 < jy, j2 < p™ —a < p™, we conclude that
ji=Jj2. O

When q = 2, the map of the above proposition is a bijection, but in general the map is not surjec-
tive. For instance, consider g =3 and a = 2.

Proposition 5.5. The following statements hold in IF:

a) If0<i<q—1,then
(q;l) = (=1, (55.1)

b) If0<i<p—2,then

(p;Z) = (=Dl +1).

) The number of j’s, 0 < j < p™ — a, such that (pmj_“) is not zero modulo p is t,.

Proof. a) First consider the case 0 <i < p — 1. Then, (p — 1)}, i!, and (p — 1 —i)! are non-zero mod-
ulo p; therefore, in I, we have

(=D

<p—1>= (P=DP=2)(p=i) _ (=1)(=2)+(=i) _

i i! i!

Thus, (5.5.1) holds in this special case.
For general i, let i = f;(} ijp! be the base p expansion of i. The base p expansion of q¢ — 1 is

Zf;(} (p — 1)p'. Note that (—1)% = (—1)“”". By the Lucas theorem, we conclude

q_] s—1 p—] s—1 - )
(" )=0(", ) =Heve=cv
1=0 1=0

Thus, (5.5.1) holds in the general case.
b) For the second part, we have

, S = (=D + 1.
1 1! 1!

<P*2): (Pp=2)--(p=2-@(-1)) _(=2)---(=(+1)
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c) Let ¢, be the number of j's in 0,1,..., p™ —a such that (pmj’a) #0 mod p. Let us prove that
¢, =tq. Sincea < p™, thena—1<p™ —1=Y" " (p—1Dp.. Leta— 1= qp' and j= Y7, bip!
be the base p expansions of a — 1 and j, respectively. Since p™ — 1 — (a — 1) = p™ — a, the base p
expansion of p™ —a is Z;":Bl (p —1 —ap)p'. By the Lucas theorem,

1

ph—a\ T (p-1-q
( ) )El_[( b ) mod p.
J =0 I
o

Since (ﬁ) vanishes modulo p if 8 > «, by choosing b; in the set {0,1,...,p — 1 — q;}, we guarantee

that (pmj’”) does not vanish modulo p. Therefore,

m—1 p—2
t=[le-w=][eo-b* =t o
=0 k=0

Proposition 5.6. Let q = 2. Then, jqomax = 0 if and only ifa = p™. If q > 2, then jqmax = 0 if and only if
a=1.

Proof. This follows by a straight calculation from the definitions. O

Definition 5.7. For each j, 0 < j < p™ —a, let f, j € F, be defined by

faj= (p f“)(_w‘.
J

Proposition 5.8. The number of j's such that fg j # 0 is tq.
Proof. It follows immediately from Proposition 5.5(c). O

When q is prime, we have another description for f, ; which is consistent with the part 3 of the
main conjecture in [Lar10] (see Remark 5.19(1)).

Proposition 5.9. If q is prime (so that q = p), then for j € {1,2,...,p™ —a}

L 1
j+ijp™ rq—a

fa,j: ’7— J —‘ ( ¢ . m) =Cal;»
Ja,max J+1ijp

where cq,); is as defined in Definitions 5.1 and 5.3.

J+p™

Ja,max

Proof. We claim that (A) ij +1=T 1, which is equivalent to showing

ijja,max < ijpm <j+ ijpm < (i + 1) ja,max-

It is enough to prove the rightmost inequality. To do so, we first compute i; for j > 0, as follows.
Write j=1(q—1)+r, 0<r<gq—1.1f r >0, then

j+@-1=np"=(1+p")(@-1)+r(1—-p")=0 mod(gq—1),
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and 0 <q—1-r<q—1.1fr=0, then j=0 mod (q—1). By definition, it follows that i; =q—1—r if
r>0and i; =0, otherwise. Note 0 <i; <q—2, so that ij+1 is non-zero in F,. Write a=1'(g—1)+a’,
0<d <q—1.Then jomax=p" —1I'—y, where y =0 if @ =0 and y = 1 otherwise. Let us consider
first the case j# 1 mod (g —1). Thus ij #q— 2. Let jo€{2,...,p™ —a}N{2,...,q — 1} such that
ij=1ij,. Then jo=q—u for some u, 1<u<qg—2andij,=u—1,0<1ij, <q—2. Then

L . . m_a+i;p™— (jo+ijp™
J+11Pm<10+ljopm+(q—l)v 11;_](10 joP )J
p" —a—jo

1

=q—-u+@u-Dp"+p"-1-I(q-1)—-2z(q-1),

=q—U+(u—1)p’“+(q—1){

where z=1if0< (@ +jo—1)/@q—1) <landz=2if1 <@ +jo—1)/@q@—1)<14+@—-2)/(q—1).
Since u<q—1, then 'u <I'(q—1) <lI'(gq—1) + (z—1)(q — 1). Therefore

jHipt=upm —u—-I'@-1)—-E-D@-D)<up™ —l'u—yu=(ij+1)jomax-

On the other hand, if j=1 mod (g —1), then ij+1=q—1. Since j < p™ —a, then j+i;p" <rg—a.
Now,

JHip" _jip" _ra—a
ij+1 qg—1 T qg-1°
The claim now follows as the left side is an integer.

Let j=bo+bip+---+bn1p™ 'anda—1=ag+a;p+---+am_1p™ ! be the base p expansions
of j and a — 1, respectively. The base p expansion of p™(p —1) — 1 is Z;’;B] (p—1Dp +(p—2)p™.
Consequently, the base p expansion of rg —a=r,—1—(a—1) is sz:B] (p—1—app' + (p —2)p™.
Finally, the base p expansion of j+i;p™ is Z;":B] bip' + ijp™.

Note j+ij=j+ijp™ =0 mod (q— 1), so, (B) (—1)li = (—1)J. By the Lucas theorem, b) of Propo-
sition 5.5, and (A), (B) respectively, we have

i D S ) ()
j+ijpm) bo bm—1 ij
m _ .
=(" ; a>(71>'1<ij+1)

j+ijp™
:fa,]’>—1-‘ O

ja,max
Proposition 5.10. Let q be arbitrary and a € Z.. For eachn € A+, let g, be defined by

_mpre

S 11°S1@).

&n =

Then,

m

p"—a
=1+ Z fa ].nfa*(erijP"')
=

where fq ; is as in Definition 5.7 and i; is the unique integer, 0 < i; < q — 1, such that j 4+ i;p™ =
Omod (g — 1).
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Proof. Note
m__ pmfa m
[1]p"-a - - . W
— =" )=y PP =) Cqyppreasjitigiia-n,
! j1=0 h

On the other hand, by specializing [Tha09, 3.3] to d =1 we see that

ke Wl g e
Sik+1) = %(1 +y <k k‘k(]q ]))(—1)"1[1]kl<q‘>>.
k1=1

Hence,

ng . .
[11S1@) = (1) + (“ ] ].“(q ]))(—1>°+f'2nf2<q*“(n“—1)”(‘*’”,
: 2
J2=1

where ng = | (a — 1)/q]. Since

) J2(q=1) (g —1)
nmq—unjz(qfl)(anl_])12@—1): > (JZ a )(_])jz(q—l)—jznm+jz+j;)<q—1>’

: 3
Jj3=0 J

we see that g, = —n9~! — )" ~9[11°S1(a) € Fp[n]. Note that all powers of n involved are ‘even'. If
n=t—0 for some 6 € Fg, then g, (t +6) =g¢. If ga =3 cn, jnf@7D, it follows that ¢y j = c,j for all
Jj. Now it suffices to compute ¢ ;. To do so let us put hg = (t —o)P" (-0 1" g e 5. Then,

rie p™—a\ m_,_ i e g—1\"" . S m :
hg = Z( j )tp —“—191(—1)1<Z< ; ) tP"@—1=Dgip (—1)'—1)

j=0 i=0
pm_a q_l

= Z fa‘jtp"'aj<ztp'"(qli)gHip"‘ _91‘).
j=0 i=0

Hence,

Z hg = p"ia fa,jtp'”—a—j(itp’"(q—l—i) Z gi+ip™ _ Z 91‘)
j=0 i=0

o€y Oelfy 0elFg

p"—a q-2
=Y fa jtp"‘aj(ztp'"(qlh > 9j+ip"‘>
j=0

i=0 Oelfy

p"—a
- Z fa‘jtp”‘fafj(tp'" (q=1-ij) (1)

j=0

pm—a

J— Z fa jtra*u*(}“*’ijpm)‘*’pm'
j=0
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Here, we used that Z"GFE ol is 0 if q — 1 does not divide I, and —1 if [ > 0 is divisible by g — 1. Now,

pm m m
1P s1@= Y = _ S mI T - 1)P =P (e~ 1) + Y by

nﬂ

neA + neA+ QE]FZI‘
It follows that
p"'—ﬂ pm—ﬂ
G=—t 14 Y ot TP =14 Y f 0P g
j=0 j=1

Example 5.11. Let ¢ =9 and a = 17. Then, m =3 and r, = 27(8) = 216. Since a — 1 =1+ 2p + p?,
ta =3%22 = 4. The j's for which f, j #0 are 0, 1, 9, and 10. Using that 0+ 0, 1+ 5, 9+ 5, and
10— 2, we have

g=1+ fa,1t2]6_136+fa,9t216_144 +fa.10t216_64= 1 +2t80 +2t72 +t]52.

Definition 5.12. Let q be arbitrary. For a,b € Z., let S(a, b) denote the pairs (fj,a;) such (4.1.1) holds
for d =1.

The following theorem proves parts 1 and 7 of the main Conjecture 1.5 in [Lar10], and is more
precise in that it gives a complete recipe for general q.

Theorem 5.13. Leta,b € Z, . Let rq, i}, fq,j be as in Definitions 5.1, 5.3, 5.7. Then

p"—a
A@,b+re) =A@, by= )" fa;Si(a+b+(j+ip™)).

j=0

In particular, the sets S(a, b) can be found recursively with recursion length r,, by

S@,b+ry)=S(a,b)yUT(a,b+rq),
where
T(@,b+ra) ={(fajoa+b+(j+ip™))[0<j<p™ ~a, fo;7#0},
or equivalently,
T(@,b+ra) ={(fajsb+1a—¢0))|0<j<p™ —a, fo;#0}.

where ¢ (lj) =1 —a—1j(q—1).
The set T (a, b + 1) is a set of size t,.

Proof. By definition of A(a, b + 1), it follows that

1 1 1
A@b+ra) = Z a bt Z b+ra (S](a) - n_a>
ni#ny nlnz np€A+ 2 2
ny,na€A +
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By Proposition 5.10, for any n € A+, we have g, =1+ Z]p:;” fo, eGP Let ¥ = Zf:l’” faj %
S1(b+rq—¢()). Then,

p"-a p"—a "
5o Z Z faj _ Z 1 l Z f ‘nrr(Hle’")
- b+ra—(ra—a+(+i;jp™) nbtra ng a2 :
meAy j=1 My mehAy 2 2 j=1

Using this leads to

S1(@)
n127+ra

p"—a
1 —(jtiip™
Ala,b+r1) — X = E 1— 1+ Z fa‘jn; (j+ijp™
n Sl(a)nZ f—
2€A1+ j=1

Z S1(a) <_1 _ 1 )
b+rq S1 (a)ng &ny

ny€A +

Z S1(@)
b+rq
np€A 4+
51 a) - m
> sy
b+1q \'2
npeA+ 2

=S1@S1(b).

Therefore, A(a,b+1,) — S1(a)S1(b) = X. From this, we get

A(a,b+r1g) — A(a,b) =X + S1(a+Db)
pM—a
=Y faiS1(b+1a— 1) +S1(b+1a—(0)
j=1

p"—a

=Y faiSi(b+ra—a ().

j=0

This shows that T(a, b-+rg) is exactly as claimed. By Proposition 5.8 it follows that the size of T(a,b+
rq) is precisely t,. O

Remark 5.14.
(1) The set T, of pairs (fq,j, ¢(lj)) with fg j # 0 clearly is independent of b as predicted in Conjec-

ture 1.5(1c) in [Lar10], which did not have precise description for it as above.
(2) The number of terms t, to be added at each step of the recursion depends on g only through p.

Examples 5.15 (Special large indices). (See [Tha09, p. 2338].) Let g = 2.

(1) Let a=2"—1. Then, m=n and a —1 =24 --- + 2", There is only one zero in the base 2
expansion of a — 1. Thus, t; = (2 — 0)! = 2. At each step of recursion, two terms must be added.
Furthermore, Tq = {(1,14 —a), (1,1 —a — 1)} because in this case Ij = j for j=0, 1.
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(2) For a=2"+1, 2" top terms are added. Then, m =n+ 1. The base 2 expansion of a—1 has n zeros
and so t; =2". As before, for any j, 0<j<2"—1,i;=0, and lj = j. Thus, To ={(1,rg —a—j) |
0<jg<2"—1}

Example 5.16. (See Example in [Tha09, p. 2337].) Let g =2 and a = 19. Then, m =5, tj9 =8, and
r19 = 32. In this case, i; =0, and Ij = j for all j. The j's for which fi9j#0 are 0, 1, 4, 5, 8, 9, 12,
and 13. The polynomial g is g; =1+ t31 4+ 28 427 4+ 24 423 4 20 4 19, Therefore,

13
A(19,b+32) = A(19,b) =Y f10,,S1(19+b + j)
j=0
=S1(b+19) + S1(b +20) + S1(b +23) + S1(b +24)

+S1(b+27) + S1(b +28) + S1(b + 31) + S1(b + 32).
The following corollary proves parts 2, 5, and 6 of the main conjecture in [Lar10].
Corollary 5.17. Let notations be the same as before.
a) (1,¢0)=(1,rg—a) €T,

b) Tq ={(1, ¢(0))} ifand only ifa = p™.
¢) Ifa’ = p™a, then

Ty ={(faj P"9U)) |0<j<P™ —a, fa;#0}.
d) If q is prime,
Ta= {(Ca,l,»vfp(lj)) | 0<j<p" —a, faj 750}
Proof. To prove a), just note that fgo=1.
b) When a = p™, then g, =1 and, thus, T, = {(1, 7 — a)}. Conversely, since t; = 1, by definition
of tq, it follows that a — 1= YT "(p — )p' = p™ — 1.

¢) Let a’ = p™a for some integer m’ € Z.. Then, m + m’ is the smallest integer such that a’ <
y
p™™ . We have

’

1 pm+m’ 1 pm pm
1 Sl(a,)=< [ Sl(a)>

npm+m/ —a - npm—a

=g

pm"—a p
= (1 + Z fa jnra—(j+i1p"“)>

j=1

m

m s m
:1+Zfap,j nP™ Ga=(+ijp™)
j=1

=1+ Z fa,jnpm (ra=(i+i;p™)
i=1

d) If q is prime, by Proposition 5.9 f; j = Ca l; follows. O
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Proposition 5.18. If (l(r;:%) #0in Fp for some I, 0 <1< ja,max, then there exists j, 0 < j < p™ —a, such

thatI(q — 1) = j+i;p™ and ("mj“’) #0.

Proof. Writing the base p expansion of a — 1 as Zakp" as before, we have

m—1 m+s—1
ra—a=p"—a+p"@-2)=Y (p-1-a)p*+(p-2p"+ Y (p-1p~.
k=0 k=m+1

Let I(q — 1) = Y5~ hyp* be the base p expansion of l(g — 1). Since (1a_1)) # 0, by the Lucas

theorem, we have (p_,}k_”“) £0for k=0,1,...,m—1 and ("b_mz) 0. Therefore, b, < p — 1 — ai, for
k=0,1,...,m—1and by < p—2. Let j =Y ' byp* and i = Y320 bumpp¥. Thus, Ogjmg p™—a and
0<i<q—2. Since j+ip™=1I(q—1)=0 mod (q — 1), we have i =ij. It follows that (* j’”) #0. O

Remark 5.19.

(1) This proposition proves part 3 of the main conjecture in [Lar10]: If there is no carry over base p
in the sum of I(q — 1) and ¢ (l), then (,(rg:f)) # 0 and, so, by Proposition 5.18 and Theorem 5.13,
(fa,j»#(})) belongs to T.

(2) By Proposition 5.9, if q is prime, f, j # 0 if and only if (

rg—a
li@=1)
m__ — .

have (? i %) %0 and (zjr(”qj)) =0(eg,q=4,a=5 j=1).

) #0. If q is not prime, we could

Example 5.20. (See [Tha09, Theorems 3 and 7].) We give another proof of Theorems 3 and 7 in [Tha09]
using Theorem 5.13. Let g = 2.

a) Leta=1.Thenm=0,r; =1, g =1, and t; = 1. By Theorem 5.13, we have A(1,b+1)—A(1,b) =
S1(1 4+ b). Then, A(1,2) = A(1,1) + S1(2) = S1(2). By repeating this process, we get A(1,3) =
A(1,2)+S1(3) =S51(2) + S1(3). It follows that A(1,b) = Z?:z S1(i). Therefore, we get

b—1
cEBY=¢(A+b)+ ) ¢li,b+1—1).

i=1

b) Now let a =2. Then r, =2, gr =1, and t; = 1. Since A(2,1) =51(2) and A(2,2) =0, proceeding
as in part a), it follows that

OV 5 i+ 1)+ 512) ifbisodd,
A@.by={ =it b
2 il $12D) if b is even.

6. Closed formulas

Let a,b € Z,. By Theorem 4.1, there are f; € F, and a; € Z so that A(a,b) = Z?:o fiS1(a;). From
this, we get the partial fraction decomposition of A(a, b):

Aa@b =Y % (6.0.1)

nelyg

where hy (t) = fo + fi(t — W)~ 4+ - + fo (t — pw)®*~% (we assume that n=ag > a; > --- > as).
Uniqueness of the partial fraction decomposition guarantees uniqueness of f;’s.
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Conversely, since the denominator of A(a, b) is a power of [1], its partial fraction decomposition is
of the form (6.0.1), where h, (t) € Fg[t] is relatively prime to t — w; also, degh, <n. Now, A(a,b) is
invariant with respect to the automorphisms t — t + 6, 6 € g of A. By the uniqueness of the partial
fraction decomposition, we have ho(t) = hy(t 4+ 0) for any 6 € Fy. Let ho(t) = fo+ fit+---+ fpoat" L
Then,

Zf,&(n—l)

/«L)’ =

san=Y I Sy
nelyg ( H) i=0 el

By the uniqueness of f;’s and by Theorem 4.1, it follows that f; € ).

We proceed as follows to find ho(t). Since [1]"/t" is a unit modulo t", it follows from (6.0.1) that
modulo ", we have [1]"A(a, b) = W ho(¢), so that ho(t) mod ¢" = ([1]A(a, b) mod ") (1 mod ™).
To finish, we pick the unique representative of ho(t) mod t" of degree less than n.

We first explain the case g =2, when we can simplify a lot to get a nice expression, before giving
the general case. When a = b, we know that A(a, b) =0 [Tha09a, Theorem 8]. Since S(a, b) = S(b, a),
we can assume, without loss of generality, that a > b.

Theorem 6.1. Let ¢ = 2. Ifa > b > 1, then

a—1

2M —a\ fa—b
A(a,b):kaS1(a—k) where fi, = Z ; ).
k=0 i+j=k J
i<2M—a
j<a—b-1

In particular,
S@.b)={(f.a=k | fi#0. 0<k<a-1}.
Proof. Since a > b,

1 1+ )"+ sib—a)

A(a’b):t“(t+1)b+<t+1>arb‘ Me+ne T e

The degree of the numerator of A(a,b) is less than a — b and, thus, less than the degree of the

denominator. Next, we apply the method explained above to write A(a,b) as a sum h‘;ﬁt) + "(‘;“U}).

Since (¢ +1)2"~%(t+1)% = 1 mod t* we have that (t+1)2"~9 mod t is the inverse of (t +1)? mod ¢°.
Then, ho(t) mod t% = (t + 1)2"~%S1(b — a) mod t°. The only representative of degree less than a of
(t+ 12" mod t? is (t + 1)2"~® because a > 2™~!. The only representative of degree less than a of
S1(b —a) mod t% is Sq(b — a). Now,

2M—q

m 2m — :
(t+1)2 -a_ Z ( ) a)tl’
i=0 !
a—b—1 a—b\ .
Sib—a) ="+t + 1) = 3 ( ‘ )H-
= N

The degree of (t + ])zm‘“51(b —a) is at most 2™ — b — 1. By taking as hg(t) the remainder of
(t + 1)2"-95,(b — a) when divided by t? the theorem follows. O
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Remark 6.2.

(1) If b>2™ —aq, then 2™ — b — 1 < a and, therefore, it is not necessary to divide by t9.
() Ifk=0, then i=j=0and fo=(*;%)(*") =1.

Now we make the recipe in Theorem 4.1 explicit by giving a closed formula for f; there.

Theorem 6.3. Let q be arbitrary. Let a, b € Z. such thata > b > 1; let m the smallest integer such thata < p™.
Then

a—1

Aa,b)=Y" fiSi(a—i), (63.1)

i=0

where f(t) := fo+ -+ + fa—1t9"1 € Fp[t] is given by

m qi‘l . . ¢
—E =) Y (Z/ﬂ”(we)“) (t+6—w* " modtd.

0€Fq pel; \ j=1
Equivalently, f(t) is given by

a—b o (k)+i;—1

ST () ()

i3=0 k i1=0 i=0

N <U (kl)_ + i1>(_1)b+i1+i3tz‘z+i3(q—l)y (632)
2

where the second sum extends over all (q — 1)-tuples k = (k1, ..., kq—1) of non-negative integers such that
ki +---+kg1=0a;0k) = Z‘};;(j — Dkj; k) := Z?;f(q —1— j)kj; and iy, i, i3 are subjected to
o (k) + i1 — iy, T(k) +a — b — iy being both ‘even’,and iy +i3(q — 1) < a.

Proof. The proof method is the same as the one of Theorem 6.1, but with more combinatorial com-
plications as we deal with any q. We now sketch the steps, omitting the routine calculations. First,
the inverse modulo t* of [1]%/t* is —(t9~1 — 1)P" ¢ responsible for the first binomial coefficient. Let
0, u € Fg, with p # 0. Then raising

[1] t+6— 9" —1 S(q—l) i1, a1
= = )+ o) (— gt
E+0)(t+6— ) t+60 PN
=D w0
j=1

to the a-th power by the multinomial theorem brings in 7 (k), o (k), the multinomial coefficient;
whereas the multiplication by (t + 6 — 1)@ the next binomial coefficient, and also (t 4 6)° ®+it
bringing in the last binomial coefficient. Finally, we sum over # and w and use the fact that Zsem‘; gt
is —1 or 0 as ¢ is ‘even’ or not, accounting for the conditions. O

Corollary 6.4. The i’s in Eq. (6.3.1) are such that b + i is ‘even’.
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Proof. Each i is of the form iy + i3(q — 1). Since both Z;’;}(j — Dk;j +1iy — i and Z‘}’.;](q —-1-

jkj+a—Db—iy are ‘even’, and erz_;} (—Dkj + Zj’-:(q —1-—jpkj+a=a(g—1), it follows that
a(@—1)— (b+iy) is ‘even’. Then, b + i, is ‘even’, too. Therefore, b+i=b+ip +i3(q—1) is ‘even’. O

Remark 6.5.

(1) Corollary 6.4 proves the parity conjecture of Thakur [Tha09, 5.3]. We have already proved the
parity conjecture by a different method [Lar].

(2) When g =2, in Eq. (6.3.2) instead of fours sums and four multinomial coefficients, we have two
sums and two binomial coefficients and we reduce to formula for ¢ = 2.

(3) By the Lucas theorem the multinomial coefficient or the binomial coefficients in (6.3.2) are zero
if there is carry over base p in the corresponding sum. So only terms where there is no carry
over base p (in the corresponding sums) need to be considered. Similarly, the other conditions
and vanishings of binomial coefficients reduce the number of terms in the sum a lot.

Example 6.6. (See [Tha09, Both indices large, p. 2338].) We use Theorem 6.1 to prove two conjectures
due to Thakur. Let g = 2.

a) Leta=2"+1 and b =2" — 1. Then,

2"+1
Agla, b) = Z Sa(k, 2" +1 —k).
k=2
b) Let a=2"+1 and b =2""1, Then,
21141
Aga.b)=Sa@.b)y+ Y Sa(k.3-2""+1-k).
i=k

Proof. It is enough to prove the case d =1 as it is established in Theorem 4.1.
a) In this case, m=n+1, p" —a=2"—1,anda—b—-1=1.Then, fy=1fork=1,...,2" -1
and f;—1 =0 for k=a —1=2". By Theorem 6.1,

"1
AR 1,2"=1)= )" 512" +1-k).
k=0
b) Now, m=n+1, p® —a=2"—1, and a — b =2""1 4+ 1. Looking at the base 2 expansions of
j and 2"=1 41 and using the Lucas theorem, we see that the values of j, 0 < j < 2"=1 " such that

(znf;.“) #0 are j=0,1,2""1. On the other hand, (2";1) #0fori=0,1,...,2" — 1. We already know
that fo=1. For 1 <k<2" -1, we have

fom 2" — 1) (2" 41 (¥ 2141 (2 2141
Tk 0 k—1 1 k—2n-1) 2n-1 )

Therefore, fiy =0 for 1<k<2"1and fy=1for 2" 1 <k<2"—1.For k=a—1=2",

foe 20— 1)\ (21 41 L(¥1 27141 —0
k-1 1 k—2n=1)\ 2n-1 )7
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It follows that S(a, b) = {(fo,a —0)} U {(fr,a—k) | 2"~ <k <2" —1}. Then

2"—1
A@b)y=S$12"+1)+ Y S1(2"+1-k. O
k=2n-1

The following corollary gives special cases of Theorem 6.1.

Corollary 6.7. Let g = 2.
a) Ifa=2™and b < 2™, then

2M—p—1

2m _p
AQ™M b= Y ( 0 >S1(a—k).

k=0

2'"k—b) # 0 if there is no carry over base 2 in the sum of k and b — 1.
b) Ifb=a —1, then

2M—q

m _
A@a-1)= )" (2 . a)sl(afk).

k=0

The number of non-zero coefficients is t,.

Proof. a) If a =2™, then i =0 and (Zmo’“) =1. Thus, fy = (ka’b) for 0<k<2™—b—1.leth—1=
bo4+b12+--4+bp_12""" and k =ko+k12+---+kn_12™"" be the base p expansions of b—1 and k,
respectively. Then the base 2 expansion of 2™ — b is Y_(1 — b))p'. If k < 2™ —b — 1 and there is no
carry over base 2 in the sum of k and b — 1, then fi # 0 because of the Lucas theorem.

b)If b=a—1,then a—b—1=0 and, so, j = 0. Therefore, f; = (ka’“) for 0 <k <2™ —a. In this
special case, the number of fi # 0 is t, because of Proposition 5.5(c). O

Example 6.8. We use the corollary to prove the following conjectures for ¢ = 2 [Tha09, Section 4.1.3]:

Ag(2",2" = 1) =54(2", 2" — 1) (6.8.1)
241
Ag(2"+1,2") =) Sa(i, 2" +1-1). (6.8.2)
i=2
When [ <n—1,
Ag(2" =220 —2' 1) =54(2" -2, 2" = 2" — 1) + 542" - 212"~ 7). (6.83)

In all cases, it is enough to prove for d = 1. Conjecture (6.8.1) follows immediately either from a)
or b) of Corollary 6.7, taking a =2" and b =a — 1. For Conjecture (6.8.2), take a=2"+1 and b =2".
Then m =n + 1. By Proposition 5.9(b), we have (an’l) =1fork=0,1,...,2" —1; so,

21 2741

ARM41.2) =) 512"+ 1—k) =) S1(k).
k=0 k=2

123
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Finally, for Conjecture (6.8.3), let a =2" — 2'and b=a— 1. Then, m=n, p"—a= 2! and, thus,

2! 1

2!
A(a,b):z<k>51(a—k)

k=0

21

I
:51(2'7 _21)+51(2n _21_21)+ Z (i)sl(a—k).

k=1

The 2-adic valuation of (i’) is (k) + £(2' — k) — £(2"), where £(k) is the sum of the digits of k base
q=2.Since k #0 and 2! —k 0, we have that £(k) +£Q2' —k) —£2)>1+1—-1=1 and (ﬁ’) =0 for
k=1,...,2! =1 and the result follows.

Example 6.9. (See [Lar10, Conjecture 2.8.1].) Now we prove that

Aq(q",q" —1) ==Sa(q"), (6.9.1)

for any g, which is a generalization of (6.8.1). In [Lar], we have already proved (6.9.1). Here, we prove
it again, as a corollary of Theorem 6.3. By Theorem 4.2, it is enough to prove the case d = 1. Let
a=q",b=a—1,and N=1+ (g —2)q". Then, p™ —a =0, and the polynomial f(t) of Theorem 6.3
becomes

N
t+0ON=—-1- (N-la=Dgl
Z( 0 Z <l(q—1)>

0elq 0<l< q%

Taking a as q" — 1 in Proposition 5.18, it follows that (I(q'i”) =0for 0<l<N/(qg—1). Also, it is easy

to see that the result follows from the comparison of the coefficients of x/ in the identity (1 +x)N =
(14 x)(1 +x7")72, which is valid over [Fq (the author thanks the referee for pointing this out).
Example 6.10. We continue with Example 5.16. Let us evaluate S(19, 20). Let a =20 and b = 19. Then
m=>5 and a — b — 1 =0. Therefore, f; = (1k2) for k=0,1,...,12. The k’s for which f; # 0 are 0,4,8
and 12. Then S(19, 20) = S(20, 19) = {(1, 20), (1, 16), (1, 12), (1, 8)}. The size of S(19, 20) is 4 = t20.
7. Symmetric closed formulas

In this section we give a symmetric closed formula for the f; in Theorem 4.1.

Theorem 7.1. Let q be arbitrary. Let a, b € Z..; let m be the smallest integer such that a + b < p™. Then

b-1 a—1
A@b)y=)"fisib—i)+ ) g;S1a—j),
i=0 j=0

where f(t) = Hap(0) = fo+ fit + -+ fy_1t?™, g(©) = Hpo(t) = go + g1t + -+ + Za—1t"", Hop (1) is
given by

Hap(t) = tla<—(tq-‘ - 1)"m‘“ > (€ +6)T" = 1)" mod t"“’),

0eF;
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and Hy, 4 is obtained interchanging a and b. Equivalently,

Hop(0) = Z Z( )(,ﬁ,_.ﬁ kq_l>(—1>”““tf<"*””<">*“, (711)

j=0 k
where the second sum runs over all (q — 1)-tuples k = (k1, ..., kq—1) of non-negative integers such that ky +
--+kg—1 =aand o (k) is ‘even’, where o (k) := ‘};} jkj—1 and j and o (k) are subject to j(q—1)+o0 (k) <

a+b.

Proof. Following the same steps as in the proof of Theorem 6.1, it is easy to see that A(a,b) =
9= piS1(a+b — i), where P(t) = po+ p1t + -+ + Pasp_1t*P=1 € Fp[t] is given by

[]p—ab

W[1]“+”A(a, b) mod P

P(t)=—

Let us write P(t) = Pq(t) + Pb(t) ¥ Py(t), where Po(t) = —L° Yoers @ A and Py () =

tP"-a

1P -a b 1@
[ﬂ]]me > RS 6 ([[Jr]e)a (t+;4)b Since v¢(Pqp(t)) > a+ b, where v¢(:) is the valuation at t, we

have P(t) = Pq(t) + Pp(t) modulo t%+?. Note that Hgp(t) = (1/t%)(Pa(t) mod t@*+b) (observe that
v¢(Pq(t)) > a) and that Hj4(t) is obtained by interchanging a and b. Suppose for example that
min{a, b} =a. Then P,(t) + Pp(t) modulo t%+? equals

b—1 a+b—1
CFO+PgO =) fiat'+ Y (fiia+gip)t"
i=a i=b
Therefore,
b—1 a—1
Aa,b)=Y " fiSib—i)+ ) giSi(a—i.
i=0 i=0

Now we compute P,(t). The factor —[1]P"~¢/tP" @ = —(t9=1 — 1)P"~® brings in the binomial coeffi-
cient. Let 6 € F}. Then, raising [1]/(t +6) = Z?;: (—=t)i99-1-1 to the a-th power, by the multinomial
theorem, brings in o (k) and the multinomial coefficient. Summing over ¢ € Fy and using the fact that
Zfe“’é‘ g' is —1 or 0, depending on ¢ being ‘even’ or not, we get

p"-a
P=3Y Y p"—a a (—1)eHH @D+ ®
o i I\ kg '

J=0 ki+--+kg-1=a
q—1|o (k)

Since Hq p(t) is 1/t times the remainder of Pq(t) when divided by t%h, we see that Hgp(t) is exactly
as claimed. O

When q =2, we get the following compact formula.
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Corollary 7.2. Let ¢ = 2. Let a, b € Z and let m be the smallest integer such that a + b < 2™. Then

b—-1

2m - S2m b
A(a,b>=2< j“)sl<bfj>+z< ,. )slmff).
i=0

j=0

Proof. For q =2, Eq. (7.1.1) becomes Hg j(t) = ']’-;(1) ("mj’“)tf. O
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Abstract. We study relations between multizeta values for function
fields introduced by Thakur in [25,24]. The IF,-span of Thakur’s multizeta
values is an algebra [26]. In particular, the product ¢ (a)((b) is a linear
combination of multizeta values. In this paper, several of the conjectures
formulated in [16,25] for small values or for special families of a about
how to write {(a)¢(b) as an F-linear combination of multizeta values,
are proved. Also, the parity conjecture formulated in [25] is proved.

1. Introduction

There are various interesting analogies [13,24,27,21] between function fields
over finite fields and number fields. These analogies have been used to guess
and prove results in one setting from the other. We start, at a very basic level,
with the simplest analogies. The field K = IF,(¢) of rational functions over
I, is a good analogue of the field Q of rational numbers. The polynomial
ring A = [F,[¢] is the analogue of the ring of integers Z. Similarly, we have
analogies Ko, <> Rand Co <> C, where the notation is defined below. These
analogies have helped the development of number theory.

Recall that the Riemann zeta function is defined as (z(s) = Z;’;l n=*,
where s € C and %is > 1. There is a rich special values theory associated
to (z(s), which is intimately connected to Bernoulli numbers, B,. If n > 0,
we have (7(—n) = —By+1/(n + 1). Consequently, if n > 1, (z(—2n) = 0.
Such zeros are called trivial zeros and they are simple zeros. With respect to

275
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the non-trivial zeros, the well known Riemann hypothesis says that the non-
trivial zeros of ¢z (s) lie on the line Ms = 1/2. It is still unknown whether the
Riemann hypothesis holds. For m = 2k, k > 0 an integer, we have Euler’s

Theorem
B, 2ri)"

2(m!)

There is no simple formula for ¢7(2k + 1) analogous to the previous one. It is
not known even whether (7 (2k + 1) is rational or irrational, except for k = 1
when it is irrational by well-known result of Apéry [1].

For function field analogy, the Artin-Weil zeta function is defined by
ca(s) = > Norm(Z)~*, where the sum is over nonzero ideals and s is a
complex variable, with %ts > 1. The Riemann hypothesis in this case is
known by Weil’s theorem, but it is only a rational function of ¢—*. So, for
example there cannot be an analogue of Euler’s Theorem connecting (4 (2k)
to (2mi)%k.

A more suitable analogue of transcendental special values of the Riemann
zeta are the Carlitz zeta values defined by (a(s) = > ,c4, @~*, wheres € Z
and A, denotes the monic polynomials in A = IF,[]. Here the requirement
monic is playing the role of “positive” in the classical Riemann zeta function
(z(s). In other words, instead of the norm which just depends on the degree
of the polynomial, Carlitz used the whole polynomial, paying the price of
considering a smaller domain for s, since we do not know how to raise a
polynomial to a complex power. More justification lies in the following result
[6,7], [24, Theorem 5.2.1]. If m is ‘even’ (that is, a multiple of ¢ — 1) and
positive,

(z(m) =

Calm) = —Bu™ /(g — DII(m).

Here, B, € K is a Bernoulli analogue, I1(m) € A is a factorial analogue, and

. g 1" — 1
T =(—1t?)aT H(l — m) € Coo,
n=1

plays the role of 2z and is known to be transcendental over K [28]. There is
no functional equation known. But in fact, much is known about the nature of
the special values at positive integers in contrast to the classical case. We have
the following result due to Anderson, Thakur, and Yu [2,31]: For m positive,
¢a(m) is transcendental over K, and ¢4 (m)/z™ is also transcendental if m is
not ‘even’.

In this case, the analogue of the Riemann hypothesis is known
([30,9,14,23,24,5]). Orders of vanishing of zeta at negative integers are not
yet fully understood (but see [24,14,10,4]). For the details of the analytic
continuation due to Goss, the theory of special values, its links with cyclo-
tomic theory, periods of z-motives, etc., we refer to [14,24].
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Now we turn to multizeta values. We refer to [29], and references in there,
for a survey of many exciting recent developments related to the multizeta
values introduced by Euler and their connections with theory of algebraic
number fields. We will be concerned with an analogous theory of function
fields.

Dinesh Thakur [24, Section 5.10] introduced two types of multizeta values
for function fields over finite fields of characteristic p, one complex valued
(generalizing the Artin-Weil zeta function) and the other with values in
Laurent series over finite fields (generalizing the Carlitz-Goss zeta function).
In this paper, we only focus on the latter. For its properties, connections with
Drinfeld modules and Anderson ¢-motives, we refer the reader to [3,24-26].

Thakur proves the existence of “shuffle” relations for the multizeta values
(for a general A with a rational place at infinity) [26]. In particular, he shows
that the product of multizeta values can also be expressed as a sum of some
multizeta values, so that the IF,-span of all multizeta values is an algebra.
In the function field case, the identities are much more complicated than the
classical shuffle identities. In fact there are two types of identities, one with
F,(t) coefficients and the other with IF, coefficients. Note that although for
many purposes a good analogue of Q is I, (7), the prime field in characteristic
p is F, as Q is the prime field in characteristic 0. We concentrate only on the
latter type.

The results in [26], although effective, are not explicit and bypass the
explicit conjectures formulated in [25,15,16]. In this paper, we use the ideas
of the process in [26] to prove the main conjecture formulated in [15,16].
In this paper, several conjectures for small values of a (Theorems 7.3, 7.6, 7.7,
and 7.9), and a conjecture for special large values of a and b (Theorem 6.3)
are proved. Also, the parity conjecture (Theorem 5.1) formulated in [25] is
proved.

2. Notation

VA Ring of integers,

Z4+  positive integers,

q a power of a prime p, ¢ = p*,

F, a finite field of ¢ elements,

t an independent variable,

A the polynomial ring F, [¢],

A4 monic polynomials in A,

K the function field I, (1),

Ko Fy((1/1)), the completion of K at oo,
Cs  completion of an algebraic clousure of K,
Ay elements in A of degree d,

Agr AgNAL,
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[n] =" —1, _
Cn =[Ii=i (¢ = 1) = (=1)"[n][n = 1]---[1],
‘even’ multiple of g — 1,
deg function assigning to a € A its degree in ¢,
nt(r) = 0 %f X %s .not integer

1 if x is integer
[x] the largest integer not greater than x.

3. Thakur’s multizeta values

For s € Z, the Carlitz zeta values [14,24] are defined as

1
C(s) =cals) == Z py € Koo

acAy

Fors € Z and d > 0, we write

1
Sa(s) := Z ey eK.

acA +

Given integers s; € Z4 and d > 0 put

Salsto..ns) =Sals1) DL Sa(s2)- Sy (5r) € K.
d>dy>->d, >0

For s; € Z4, Thakur’s multizeta values [24,25] are defined by:

1
C(Styenny8p) 1= Z Sdl(Sl)"'Sd,-(Sr)=zWGKoo,

dy>->d->0 1 r

where the second sum is over all a; € A4 of degree d; such thatd; > --- >
dy > 0. We say that this multizeta value has depth r and weight > s;.

4. Relations between multizeta values

Recall that Euler’s multizeta values ¢ (only in this paragraph, the greek
letter ¢ will be used to denote the classical multizeta values) are defined by
C(Sty ey 8r) = Z(ni' -~-ni’)*', where the sum is over positive integers
ny > ny > --- > n, and s; are positive integers, with s; > 1 (this condition
is required for convergence). Since ny = np, ny > np or ny > nj, we have
the “sum shuffle relation”

HONOEDY ni >

ni=1 1 ny=1

1 1 n 1 n 1
b Z a+b Z a,b z b,a
n ny=ny n ny>ny nyny ny>ny npny

={(a+b)+¢(a,b) + (b, a).
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In the function field case, this sum shuffle relation fails because there are
many polynomials of a given degree. In contrast to the classical sum shuffle,
in the function field case, the identities we get are much more involved.

For 51, 52 € Z4, put

1
Sa(s1, §2) = z S1_82

d=di>ad 1 %
ai€Ay

where d; = deg(a;). For a, b € Z, we define
Aa(a, b) = Sq(a)Sa(b) — Sala + b).

We write A(a, b) for Aj(a,b). The definition implies that Ay(a,b) =
Aq(b, a).

The next two theorems (the second theorem in the reference has impli-
cations to higher genus function fields, but we state only a special case relevant
to us) are due to Thakur [26, Theorems 1, 2].

Theorem 4.1. Givena,b € Z, there are f; € ¥}, and a; € Z, so that

@.L.D) Agla,b) = fiSaai,a +b— a;)
holds ford = 1.

Theorem 4.2.  Fix A. If (4.1.1) holds for some f; € ¥ and distinct a; € Z+
ford =1, then (4.1.1) holds for all d > 0. In this case, we have the shuffle
relation

c@e) —cla+b)—cab)—¢b,a) =Y ficlai,a+b—ap).

Remark 4.3. Foreacha, b € Z the set S(a, b) of pairs (f;, a;) is indepen-
dent of d. Notice that S(a, b) = S(b, a).

5. The ‘even’ restriction

In [25], Thakur conjectures that in the multizeta value identities all the iter-
ated indices are ‘even’ and gives some heuristics reason for it. The following
theorem proves the parity conjecture of Thakur. A different proof is given in
[17], but it is much more involved.

Theorem 5.1. Let A = Fy[t]. Given a,b € Z,, there are f; € F), and
a; € Z, so that

.11 S1(@)S$1(b) = Si(a+b) =D fiSi(@).

Moreover, the a;’s are such that a + b — a; are ‘even’.
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Proof. The first part is proved in [26]. Here, we shall prove the second part
following the proof in there. By specializing [25, 3.3] to d = 1 we see that

(5.12)

—1)k+1 k/ql . _
S = LR 3 Gy [T
ki=1 !

To simplify a little bit the notation, let us make the change U «— .

[1]
Equation (5.1.2) becomes
n
< la—1—i(g—1 -
S](a) — (_l)aUa(l +z(d .l(q ))(_])zU—t(q—l))
i=1 !

= ag0U%O 40, ,U0%WD ... g, U,

where g, (i) =a —i(q —1).0 <i <ng = [(a — 1)/q], and
(=D* ifi =0,

“ [(%,-'(i))(—l)““ fori =1,...,n,.

Thus, Sy (a) is a IF ,-linear combination of powers of U and, therefore, so is
A(a, b). More precisely, since ¢, (i) + ¢p(j) = @at+b( + j), and aq 00,0 =
Gatb0 = (=1)*’, we have

S1(a)S1(b) — S1(a +Db)

lta b Na+tb
(z au,iU%(l)) Zah,,‘U‘”"(/) - Zanrb,lU%“’(l)
i=0 j=0

=0
ng+np Na+b
— Pa+b (k) Z Patb(l)
= pU = D OatpiU
k=0 =0
nll+rlb n“+b
— Z ﬁkU(ﬂHb(k) _ z aa+b,kU%+b(k),
k=1 k=1

where B =3 ;. iy 0a,iap, ;. Notice that
a+b—gapk)y=(a+b)—(a+b)+k(qg—1)=k(g—1).

Therefore, S1(a)S1(b) — S1(a + b) is a polynomial in U with coefficients in
F, of degree less than a + b, such that a + b — i is ‘even’ for every power i
of U. Write

S1(a)S1(b) — Si(a+b) = 0,U" + - +6,U°,
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where 8, # 0, n < a + b. Let fi = (—1)"0, and a; = n. Each power
of U in Si(ay) is of the form ¢, (i) = a; —i(g — 1). Since ¢ — 1 divides
a+b—a,itdividesa +b —a; +i(g —1) = a+ b — ¢4 @i). Then,
S1(@)S1(b) — Si(a + b) — f1S1(ay) is again a polynomial in U with
coefficients in IF, of degree less than n, and each power of U satisfies
the ‘even’ condition. We continue in this way, inductively, untill the sum
is vacuous. ad

Theorem 5.2. Fix q. Let K be a function field of one variable with field of
constants Fy; let 0o be a place of K of degree one, and let A be the ring of
elements of K with no poles outside co. Given a, b € Z, there are f; € F,
and a; € 7 such that

c@e) = cla+b)—ca,b)—¢b,a) =Y ficlai,a+b—ap),
witha + b — a; ‘even’.

Proof. By the above theorem, there are f; € F, and ¢; € Z such that (5.1.1)
holds, and a+b —a; are ‘even’. By Theorem 4.2, or rather by its more general
version in [26] we have for general A as above that

Sa(@)Sa(b) = Sa(a+b) = Y fiSa(ai,a+b—a)

holds for all d > 0. O

6. A relation for large indices

In this section we shall prove the Conjecture 2.8.1 formulated in [15,16] in
two different ways. In [17], there is a third proof of this result.

Lucas Theorem [19,20,11] gives a method to determine the value of the
binomial coefficient (') modulo a prime number p:

m mo mg
(2)= () () s
n no ng
where m = mo+mp+---+myandn =no+nyp+-- -+ ng are the base p
expansions of m and n, respectively. Since (Z) = 0if b > a, Lucas Theorem
implies that the binomial coefficient (';’) does not vanish modulo p if and only

if there is no carry over in base p in the sum of n and m — n.

Proposition 6.1.  For general q, we have

n _ In+1]
6.1.1) S1(2¢" — 1) = ~ T
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Proof. We shall prove that for any k1,0 < k < 261"_1 -1,

29" =2 —ki(g —1) I8
( ki )(_1)

|1 itk ef0, L, 1+q,... THg+ -+ g™,
“lo otherwise.

By Lucas Theorem, only the terms where there is no carry over in base p in
the sum of k1 and 2¢" — 2 — k1 need to be considered. The base p expansion
of 2¢" ' — 1is

24" = 1= =D+ @-Dp+-+(p-Dp 4 p,

Letk; = ap+aip+- - -+agu—1)-1 psn=h-1 +as(n_1)p‘(’“') be the base p
expansion of 0 < k; < 2q”_1 — 1, where ag(,—1) € {0, 1}. Therefore, the base
p expansion of kg is aop® + a1 p*T! + -+ + agpu—1)=1 P + 51y P
Finally 2¢" =2 = (p—2)+(p—1)p+---+(p—1) p**~1 + p*" is the base p
expansion of 2¢" —2. Let b; denote the digits of 2¢" —2 —k;q. Since the first s
digits of 2¢" —2 are p—2, p—1, ..., p—1, the first s digits of k; ¢ are zero, and
k1g+(2q" —2—k1q) = 2q" —2, it follows that the first s digits of 2¢" —2—k1q
are bg = p—2andb; = p—1,1 <i < s—1. Next we determine the remaining
b;’s assuming that there is no carry over in the sum of 2¢" — 2 — kg and k.
By this assumption, it follows immediately that a; = Ofor 1 <i < s — 1.

Thus, bgy1 = --- = bag—1 = p — 1. Using again that there is no carry over
in the sum of k; and 2¢" — 2 — k1gq, we get asp—1 = --- = azs—1 = 0 and,
therefore, bys+1 = --- = b3g_1 = p — 1. By continuing this way we obtain

thatk; = a0+asps+azsp2s—|—~ . ~+as(n,1)ps("_”.Now, since ax+by < p—1,
ay + bxgyrs = p— 1 and bg = p — 2, we conclude that ag; = O or a;; = 1.
It follows that if ay; = O for some i, then az; = 0 for j > i.

Now, if k; = 0, clearly (2‘1"*2;?‘1 (qfl))(—l)kl = 0. Let us assume that
ki =1+qg+---+q' forsome0 <i <n—1.Then,¢' ' —1=(1+g+---+
g") (g —1). Therefore, 2¢" —2—ki(g—1) = ¢" — 1 +¢' T (¢"~"=' —1). The
digits cj of 2¢" —2 —ki(g — 1) are ¢5(i+1) = p—2,¢sn = l,and ¢cj = p— 1,
otherwise. The digits of ky are a; = 1 for j = 0, s, ..., si and 0 otherwise.
By Lucas Theorem, in IF;, we have

29" =2 —kilg— DY _ 1 Cj)_ )it = ()it
(" )_,.Uo(a- = (- =

J

Then (Zq”—kZI—/qq) (—=Dk = (=1)i*tHk = 1 because i + 1 and k; have the

same parity. Since (—1)2¢"~! = —1 for any g, qu%J =2¢""!'~1, and
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Z;':O[l]q[ = [n + 1], by (5.1.2) we have

S12¢" — 1)
1 W g 0 kg — 1) 1 )
—mer (e X (e
k=1
- _mz% (14007 (7 e )
_ [t
TR .

Remark 6.2. The Proposition 6.1 proves the Conjecture 2.10 in [16] for the
casem =2andd = 1.

Next we prove the Conjecture 2.8.1 formulated in [16]. For general g we
have the following theorem.

Theorem 6.3. Let g be arbitrary. Then

C@@" =D =¢Qq" =) +¢(q" = 1,9").
Proof 1. By Theorem 4.2 it is enough to prove
(6.3.1) S1(g")S1(g" = 1) = S512¢" — 1) — S1(¢").
From [25, 3.3], we know that
6.3.2) Saap™) = 176", ifa <q,

lavi-1 _[d+i—1]---[d+1]

(6.3.3) Sa(g' = 1) = : —
Gl =11

Equation (6.3.1) follows from formulas (6.1.1), (6.3.2), (6.3.3), and from the
fact [n + 1] — [n] = [1]". O

(Sl(a) — ni“) .
2

For any a € A+, we have [1]/a = a7l — 1. By (6.3.2), we also have
[119"$1(¢") = —1. Taking b = ¢" — 1 in (6.3.4), we have

Proof 2. By definition of A(a, b), it follows that

(6.3.4) A(a, b) = z “;nb: Z

n
ny#ny 172 ny€A |+
ni,na€A+

Ny
o
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1 [1]([“
n n _ _ n
Alg"q" =D =81¢") X —= (1+ aqn)

acA |+

1 T
= S1(g" Z aqﬂfla(q Dq

acA |+

= S1(¢")S1(—=N),

where N = ¢"+! — 24" + 1. To finish, we prove that §;(—N) = —1. Now

SI(=N)= D (t+60)"

0€F,
Y (N
_ 4N N _ /N N-I !
=S aro =+ 3 (V) o
0€ely 1=0 0eky

Since the sum Zae]F;; 6" is 0 if ¢ — 1 does not divide , and —1 if [ > O is
divisible by ¢ — I, and N = 0 mod (¢ — 1), we get

N
SI(=N) = —1 — ( ),N—l(q—l)l
2 -
0<l<qj
Let m = sn. The base p expansion of N is N = 1+ (p — 2)p"+
(p—Dp" " 44 (p— Dp"H L Letl(g — 1) = 355" by p be the

base p expansion of /(¢ — 1). By Lucas Theorem, the following equality
holds in IF,

(z(qr]i 1)) B (blo) (1?1) - (b:fl) (pb:, 2) (Z:) - (bi)n:)

Therefore, (l(qlil)) #0ifandonlyif by < 1, by =0fork =1,...,m — 1,

and b, < p — 2.
Since p™ and g — 1 are coprime, p™ is a unitin Z /(g — 1)Z. Therefore, the
equation j = —ip™ mod (¢ — 1) has always a solution. Furthermore, there

is exactly one solution in the range 0 <: < g — 1. For j = 0, the solution
is 0, and for j = 1 the solution is ¢ — 2 because N = 1+ (g —2)p" =0
mod (g — 1).

If(l(q’il)) #0,thenl(g—1)=j+ip",0<,j<1,0<i<g-—2,
where i = >34~ bk p*. Then, I(q — 1) € {0, N}. Thus, (")) = 0 for
1 <1 < N/(g —1). Therefore, S;(—N) = —1. m|
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7. Relations for small values of a

In this section we prove that for 1 < a < p, the sets S(a, b) can be found
recursively; we also prove some of the conjectures for low values of a given
in [25,16].

The following results will be used in this section.

Theorem 7.1. Let k be a positive integer. Let £(k) be the sum of digits of k
in base q.

a) Ifd > C(k)/(q — 1), then S4(—k) = 0 ([24, Theorem 5.1.2]; see also
[18, Lemma 7.1] and [12, Corollary 2.12]).

b) Sa(—(g"+ — 1)) = (=1)Dyyx/LaD{", where Dy = [nlin — 117 - --

(119" " and L, = [nlln — 11---[1 forn > 0, Do = 1, and Lo = 1 ([8];
see also [12, Theorem 4.1]).

In particular, when d = 1, we have Si(—(¢ — 1)) = —1.
Definition 7.2. Leta € Z.
(1) We set
ra = (g —Dp",

where m is the smallest integer such that a < p".
(2) Fori, j, put

S, j)=ra—a—jlg—1) +ira,
#(j) = ¢, ).

. \\ra_aJ
Ja,max = 5
qg—1

where | x| is the largest integer not greater than x.
(4) Let Int (x) be 1 if x is integer; and 0, otherwise.

(3) We define

Theorem 7.3 (Conjecture 4.3.1, [25]).  For general g, we have,

o—1

CEB) = +Db)+ (D) + (b, 1)+ D (b —¢@), 1+ (),

i=0

where ¢ (i) and r are as in Definition 7.2, and b = rio + ,0 < f < ry.
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Proof. Leta = 1. Then, rj = q — 1. By (6.3.3), we have [1]S;(1) = —1.
Proceeding as in the second proof of Theorem 6.3, we get A(1,b + r1) =
S1(1)S1(b). Therefore, A(1,b+r1)— A(1,b) = S;(1+b).Now, A(1,b) =0
for1 < b < g — 1because 1 + b < g [25, Theorem 1]. Therefore, for any
beZy A(L,b) = Z;':ol S1(b — ¢(i)). Theorem follows from applying
Theorem 4.2. a

Remarks 7.4.

(1) Theorem 7.3 is proved for ¢ = 2 and b arbitrary, and also for general ¢
and b ‘even’ in [25].

(2) The proof of Theorem 7.3 shows that the sets S(1, ) can be found recur-
sively, with recursion length rj = g — 1.

Theorem 7.5. Leta,b € Zy. Let ry be as in Definition 7.2. If 2 < a < p,
then

Aa,b+ry) — Aa, b)

p—a

= faiSila+b+(p—j)g—1)+Sia+b),
j=1

where f, j = (“‘Lj:*l) = (“Zi;l) is nonzero for any j. In particular, the sets
S(a, b), 2 < a < p, can be found recursively with recursion length r,, by

S(a,b+ry)=S(a,b)yUT(a,b+r,),
where
T(@a,b+rg)
={La+byU{(fa,jya+b+(p—=Ng-1)I11=j<p—a}.
Proof. Foreachn € A+, let g, = (—1)**1[1]P~%/nP~% Then

p—a
8n = (—l)a+1(nq—l _ I)P—a =14 Z fa,jnj(q_l),
j=l

where fo,; = ("7%)(=1)/. Let £ = 377V fa,jS1(b+7ra —¢(p — j))- Then,

P JEE.
nb+r“ —(ra—a—(p—j)(g—1))
2

meA+ j=I1

2

11K 1)
= 2 e 2 Jaimy .
n, 4N, i

na€A+ 72 =1
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By (6.3.3), we have [1]9S1(a) = (—1)%. Forany n € A+,

510~ 2 = 510) + i@ s = Si(@ (1 n U) — Sy (@naD,

Then,

p—a

1
Ala,b+ry)— X = z o l(a)__a 1+Zf n/<q 1
n

np€A+ 2 j=1
p(q 1)
- Sl(a) z b+ra
nEA+
= S1(a)S1(b).

Therefore, A(a,b + rg) — A(a,b) = X + Si(a + b). This shows that
T(a,b+r,) is exactly as claimed. Note that f, ; # 0 because of Lucas
Theorem. Finally,

fa,,-:( )( D= 1 H(p—a—z)
:—H(a+l) (“+J—1). .

Next, we apply Theorem 75toa=2and p =2.
Theorem 7.6 (Conjecture 2.1, [16]). Let g be a power of p = 2. Let ra,
¢ (i, j) and Int () be as in Definition 7.2. Write b = rpo + 5,0 < f < ra.
Then
(@) =¢Q2+b)+¢2,0)+¢(5,2)

o—1

3 - $G,0),2+ 60, 0))+1m( bl)q%c(z,b).

i=0
Proof. By Theorem 4.2, it is enough to prove A(2, b) = D(2, b), where

o—1
b b
(7.6.1) D@2,b)= > Si(b—$.0) + Int( ) 512).
= -1/ qg—-1
Note that b +r, = ra(c + 1)+ fralsob+rp — ¢(i,0) = b — ¢ — 1,0).
It follows that

—1
b+mrm\b+nr
) 512

D(2,b+r)= ZSl(b #G, 0))+Im( —

i=—1
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Since ¢ — 1 divides r,, then ¢ — 1 divides b if and only if ¢ — 1 divides b+ rp;
alsob—¢(—1,0) =2+b. Thus, D(2,b+r2) — D(2,b) = S1(2+b). On the
other hand, since a = p, by Theorem 7.5, we have A(2, b+ r2) — A(2,b) =
DQ2,b+r)—DQ2,Db).

Let us compute A(2,b) for 1 < b < rp. Proceeding as in the proof of
Theorem 6.3, we get A(2,b) = S1(2)S1(—(r2 — b)).Ifb=r, =2(qg — 1),
then S1(0) = 0.If b = g — 1, then, by Theorem 7.1 (b), S1(—(g — 1)) = —1
follows. Suppose 1 <b < g —1.Thenr, —b = (¢ —2 — b) + q is the base ¢
expansion of r, — b. Since €(r, — b) < g — 1, by Theorem 7.1 (a), it follows
that S;(—(r, —b)) =0.If now,q —1 < b < rp, write b = (¢ — 1) + p, where
0<p<qg—1.Thenr, —b =qg — 1 — p is the base g expansion of r, — b.
Applying Theorem 7.1 (a) again, we have that S1(—(r2—5)) = 0. In summary,
A2,b) = S1(2) if b = g — 1 and 0, otherwise. Therefore, A (2, b) = D(2, b)
forb=1,...,r. O

Theorem 7.7 (Conjecture 2.6, [16]). Let p be any prime and let q be a
power of p. Then

CQ)B) =@ +b) +¢Q2,b) +¢(,2)
p—1
+2G+2 D> b—¢lp—1-)),2
Jj=0 b—¢(i,p—1—j)>2

+ G p—1— ) +Int (L) e,
q—1) qg—1

where ¢ (i, k) and Int () are as in Definition 7.2.

Proof. Let f, = Int (th) qu. By Theorem 4.2, it is enough to prove
A(2,b) = D(2,b), where

p—1 n(b,j)
(17.0) DR.b) = > (j+2) > Sib+2—(pi+1+))q— D)+ fpS1(2).
j=0 i=0

Wehave b+ry+2—(pi+1+j)(g—1)=b+2—(pi—1)+1+j)(g—1)
andn(b +ro, j) = n(b, j) + 1. Then
D(2,b+r)

p—1 n(b,j)
=D G+2) D Sib+2— i+ 1+ )@= D)+ fornSi(2).
j=0

i=—1
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Now, ¢ — 1 divides b if and only if ¢ — 1 divides b + r; because ¢ — 1
divides r,. Therefore,

P
DQ.b+r)—D2.b)=> (j+DSiQ+b+(p—j)g— D).
j=1

On the other hand, f> ; = (-Hl'l) =j+1forl <j<p-2,j+1=0when
j=p—1,and j + 1 =1 when j = p. By Theorem 7.5, it follows that

p—2
AQR.b+1) = AR.b) =D 512 +b+(p—j)g—1)+ 512 +b)

Jj=1

=DQ2,b+r)— D(Q2,b).

To finish, we prove that A(2,b) = D(2,b)for1 < b <rp.Letl < b < rp.
If n(b,j) > 1, thenry > b > rp + (1 + j)(g — 1) + 1 which implies the
contradiction 0 > (14j)(¢—1)+1 > 1. Thus, n(b, j) < 1.Now, n(b, j) =0
ifand only if b — 1 — (1 4 j)(¢ — 1) > 0. Thus, equation (7.7.1) becomes

5

-1

(1172)  D2,b)= Z G+2851(+2-(0+j)g—1)+ /p51(2).
j=0

Write b = A(q — 1) + p,where 0 < p <qg—1.If p =0, take l = 1 — 1; if

p > 0,let!/ = A. Thus, [ is the integer in the set {0, 1, ..., p — 1} such that

l(g—D+1<b =< (+1)(g—1).Then,((—1)(g—1) <b—q <l(g—1)—-1 <

I(qg — 1). Therefore, U[FT({J = [ — 1. Now, we rewrite equation (7.7.2) as

follows:
-1 .
_ Jj+2 fo
D@2,b) = Z znh+2—(l+j)(q—l) + Z n2
neA 4+ j=0 neA 4+
-1 . —(g—
_ Z 1 Z (j +2)nbr2=la=1 + fynb=@=D
= 2= pbr2—pg-n b
neA + j=0
p— Pn
= 2 Sy
neA |+

where P, = 3"\ (j +2)n/@D + fynb~@=D By (63.2), $1(2) = 1/[1]%.
Then
n? —[1P? —n?~'[112P,

nb+2[1]2

AQ.b)—DQ2.b)= D

neA+
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Now, we compute (n4~! — 1)2 P,. Firstly, note that

-1 -1
n2@=D Z(] + Z)nJ(Q*l) — Z(] + z)n(j+2)(qfl)’
=0 j=0

-1 -1
—pd—! Z(j + 2l = — Z 2(j + 3)nUtDa-D,
Jj=0 j=-1

and

-1 -1

Z(j +2)nf@=b = Z (j + HnU+2a=D,

j=0 j==2
Therefore, (n4~! — 1)2 P, equals
Y I+ z)nl(qfl) +0+ l)n(l+1)(q—l) + (anl _ ])Zfbnb*(qfl).
Since 91 [112P, = n?t (91 — 1)2P,,, it follows that n¢~[1]2 P, equals
2+l _ 24 _ I+ z)n(l+1)(q*|)+2
+(+ l)nU“)(‘Fl)” + nq—l[l]sznh—(q—])'
Using n? — [1]1> = —n?¥ 4 291!, we get
n2 _ [1]2 _ nq—l[l]ZPn — (l + 2)n(l+l)(q—l)+2
— (I + D@42 _ nq—l[l]Zfbnb—(q—l)‘
Dividing n?—[11? —n9"112P, by n?t2 and summing over n € A+, we get
[12(AQ2,b) = D2, b)) = (L +2)Si1(—k1) — (I + DS1(=k2) — fp.
where kj = (I + 1)(g — 1) —bandkr = (I +2)(¢ — 1) — b. Now, if b =0

mod (g — 1), then! = qu — 1; thus, k; = 0and k; = g — 1. By Theorem 7.1

(b), we have Sj(—(¢ — 1)) = —1; since §;(0) = 0 and f}, = q%] =1+1,
it follows that (A (2, b) — D(2, b)) = 0. Suppose b # 0 mod (¢ — 1). Then,
f» = 0. In this case, b = (¢ — 1) + p with 0 < p < g — 1. Therefore,
ki =q—1—pandk, = (¢ —2 — p) + q. Note that these are the base ¢
expansions of k1 and kp because g—1—p < g—1landg—2—p < g—1. Then,
(k1) = t(ka) =g — 1 — p. Since £(k1) = C(k2) < (¢ — 1), by Theorem 7.1
(a), it follows that S1(—k;) = S1(—k2) = 0. Therefore, A (a, b)—D(2,b) =0
forl <b <. O
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Remark 7.8. Theorem 7.7 generalizes Theorem 7.6. Let g be a power of p.
Letb € Z,and0 < j < p—1.Since (i, p—1—j) = (pi+1+j)(g—1)-2,
the condition b — ¢ (i, p — 1 — j) > 2 is equivalent to n(b, j) > i, where
n(b, j) = LLWJ More precisely, b — ¢ (i, p— 1 — j) > 2
b_ > pi + 1+ j. Now, we specialize to p = 2 and write b = ryo + f,
O < ﬂ < ry. Then, n(b, p — 1) = n(b, 1) = 0 — 1. Equation (7.7.1) becomes
equatlon (7.6.1):

b b

=0 i=0

S1(2)

o—1

, b b
:3§S1(b—¢(z,0))+lnt(q_1) p

Theorem 7.9 (Conjecture 2.3, [16]). Let g = 2. Forb € Z4, we have
(BB =¢b+3)+¢B, D)+, 3)

S1(2).

L(b=3)/4] L(b—4)/4]
+ > b—1—4i 44D+ D> (b —4i,3+4i)
i=0 i=0

+ZInt( )(((2 b+ 1)+ (3, b)).

Proof. Tt is enough to prove that A(3, b) = D(3, b), where

Lb—5)/4] L(b—4)/4]
DB.by= Y. Sib—1-4i)+ D Si(b—4i)
i=0 i=0

th( ) (512) + $103)).

Using that [x + 1] = [x] + 1, we get [(b —5)/4] = |[(b—1)/4] — | and
L(b—4)/4] = |b/4] — 1. Then,
L(b=1)/4] L(=5)/4]
SoSsib+a-1-4)= > Si(b—1-40),
i=0 i=—1
and
Lb/4] L(—4)/4]
D Sib+4—4i)y= D Sib—4).
i=0 i=—
Since (b — i) = 0 mod 4 if and only if (b +4 — i) = 0 mod 4, it follows that
D@3,b+4) — D(3,b) = S1(b+3)+ S1(b+4). By (5.1.2), we have
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1 1 1 1
S1(3): W"I‘W = n3(n+ l)’& +n2(n+])2~

A straight-forward calculation shows that S;(3) — n% —n*S1(3) = 1.1t follows
that

AG.b+4) —AB.b)= | nblﬁ (51(3) - nl—g —n*S13) —n)

neA +
= Si(b+4) + Si(b +3).

Then, A(3, b) can be found recursively with recursion length r3 = 4, and
AB,b+4)— A@3,b) = D(3,b+4) — D(3, b). Finally, a direct calculation
shows that A(3,b) = D(3,b) forb =1,2,3,4. O

Remark 7.10. Let g = 2 and a = 3. Then, ¢(i, j) = 1 — j + 4i. The
condition b — ¢(i,0) > 3 is equivalent to i < (b — 5)/4. Since j3 max = 1,
the condition b — ¢ (i, j3,max) > 3 is equivalent to i < (b — 4)/4. Therefore,
the proof of Theorem 7.9 confirms Conjecture 2.3 of [16].
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Denominators form. The purpose of this paper is to completely describe this last
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1. Introduction

In 1935, L. Carlitz introduced and studied in positive characteristic analogues of Bernoulli num-
bers [Car35], for which he was able to prove an analogue of the von Staudt-Clausen theorem [Car37,
Car40]. See [Gos78] for an exposition in a self-contained and modern notation and [Gek89] for some
identities between these analogues of Bernoulli numbers. We also refer to [Gos96,Tha04] for various
related theorems for them and perspective of function field arithmetic.

Let us recall the classical situation. Bernoulli numbers 5y, and their relatives B, /m are important
in various branches of mathematics. See e.g., [MS74,Leh88] and [Tha04, 4.16]. The von Staudt-Clausen
theorem determines the fractional part of Bernoulli numbers. Specifically, for even m > 0, B, —Y_1/p
is integer, where the sum extends over the primes p such that p — 1 divides m. Hence, the denomi-
nator of By, is the product of all primes p such that p — 1 divides m. The Lipschitz-Sylvester theorem
says that a™(a™ — 1)Bp/m is integer for any integer a. Combining the two, it follows easily (choose
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a to be a primitive root modulo p dividing m) that primes dividing the denominators of B, and of
B /m are exactly the same.

For m a multiple of q — 1, the Bernoulli-Carlitz numbers By, are in Fq(t). Carlitz was able to
prove an analogue of the von Staudt-Clausen theorem (Theorem 3.5) over the rational function field
K =Tq(t). The g =2 case is more subtle, as was already noticed by Carlitz in [Car41]. There he gives
a correction if g = 2, for his von Staudt-Clausen type theorem, as originally stated in [Car37,Car40] is
not correct.

Note that Bp/m does not make sense for Bernoulli-Carlitz numbers By as m is in characteristic
zero! On the other hand, D. Thakur shows that a good analogue to B,;/m in the function field case
is Bp(m — 1)!c/m!c, where m!c denotes the Carlitz factorial. Thakur gives a theorem [Tha04, Theo-
rem 4.16.5] on comparing the prime decomposition of the denominators of By, and By (m —1)!c/m!c.
The q > 2 case is settled and the case g =2 was settled except for a sequence of possible exceptions.
The purpose of this paper is to complete this case.

2. Frequently used notation

Z+ {positive integers}

q a power of a prime p, q = p"

Fq a finite field of q elements

A the polynomial ring Fq[t]

K the function field Fg(f)

[i] =t —t

D =[ili— 10

L =[1]2]---[i]

A-even divisible by the number of units of A
|x] the largest integer not greater than x

3. Bernoulli-Carlitz numbers

Here we concentrate on the A =Fg[t] case, where g = p", p a prime.
The factorial function for A was defined by Carlitz [Car37] as follows:

Definition 3.1. Let m € Z; and let m =Y _m;q’ be its g-adic expansion. Then, the factorial of m is
defined by

— m;
mic:=[]D".
i
The Carlitz factorial has divisibility properties analogous to those of the classical factorial [Tha04,
Chapter 4].

Example 3.2.

(1) With this definition, we have, for instance, that q’ lc =Dy )
(2) For any positive integer m, (qm — 1)!c = (g(m — 1))!c. Indeed, if m — 1=Y"}_;niq' is the g-adic
expansion of m — 1, then, gm —1=q—1+ ) ;_ niqi+! is the g-adic expansion of gm — 1.

Now we use the Carlitz factorial to define the Carlitz’s analogues of Bernoulli numbers. For positive
integer m, define the Bernoulli-Carlitz numbers By, € Fq(t) by means of the generating function

. i Bm "
= —2z,
ec(z) = mlc
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where e is the Carlitz exponential
=) J

ec(z) = -

j=0

Remark 3.3.

(1) Note that the summation defining the Bernoulli-Carlitz numbers B, contains A-even terms only.
(2) Here, By, differs from the corresponding B, in Carlitz's papers by (—1)™.

(3) For any I, we have [Tha04]
!
Bym _ (Bm)"
@'mlc  \mlc) ’

We see this by taking the p-th power of the generating function and comparing it by substituting
z with zP.

Define A,(ff) by means of
ec@? 1= 3 Smgm (331)

Carlitz showed [Car37] that

A(k)
i (3.3.2)

e Y
gk<m+1

(k)
m

where A\ is integral and a multiple of (g — 1)!c. Let C(mk) € A such that A,(,’,‘) = C,(,f) (@ — 1)!c. Then,

k k _
AW C@ =Dlc 1 gy (D1 D) 1
_— = =Cpy ———— —. (3.3.3)
Lk Li— [k] Lg—1 [k]
Now Li_; divides (D1 ---Dk_1)?"!, and except when q =2 =k, the primes in [k] of degree less than
k divide the resulting quotient. Further, except for the case q = 2 =k, the irreducible factors of the
denominator of (q"‘ — 1)!c/Ly are all of degree k.
Let m=) m;p' be the p-adic expansion of m. Let us consider the conditions

h=—2="1_c7., ¢ -1|m. (33.4)

Remark 3.4. Carlitz showed [Car37, p. 514] [Car40, p. 63] that if P is a prime of degree k, and k does
not satisfy the conditions (3.3.4), then A,(ff) =0 mod P.

Both classical Bernoulli numbers By, and B, /m are important as they occur in many investiga-
tions: power sums, measures and special values of zeta and L-functions and topology, just to mention
a few. See for example Appendix B of Milnor’s book [MS74] for applications to topology. Von Staudt
proved that the primes dividing the denominators of B, or of By, /m are exactly the same.
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The numbers By (m — 1)!c/m!c can be thought [Tha04, 4.16] as analogues of B;/m, although
they do not seem to satisfy congruences of Kummer type. Thakur proved an analogue of Lipschitz—-
Sylvester theorem [Tha04, Theorem 4.16.3] for them. (See also weaker variants in [Car37, Theorem 5]
and [Car41, Theorem 3].) But he also noted that it does not imply the primes dividing the denomi-
nators in the analogous situation are the same. Hence both the theorems below describing the two
denominators separately can be considered to be analogs of von Staudt-Clausen theorem!

Let Py denote the product of all the monic primes of degree k. Now we state Carlitz's von Staudt-
Clausen type theorem for the Bernoulli-Carlitz numbers.

Theorem 3.5. (Carlitz, see [Car37,Car40,Car41].) Let A = Fg[t], with q = p", p a prime. Let m € Z be A-
even, and let m = Zm,-pi be its p-adic decomposition. Let d(m) denote the monic denominator of B, for A.
Let h be as in (3.3.4). Then,

(1) Let q > 2. If h is an integer and q" — 1 divides m, then d(m) = Py, otherwise d(m) = 1.

(2) Let q =2. Let h # 2. If " — 1 divides m, then d(m) = Py, otherwise d(m) = 1. Let h=2.If g" — 1 =3
divides m, then d(m) = P, for m a multiple of 2 and d(m) = [2] = P1P, otherwise. Ifqh — 1 does not
divide m, then for m not a multiple of 2, d(m) = P1 and otherwise d(m) = 1.

Remark 3.6. For g = 2, the result as originally stated in [Car37,Car40,Gos78] is not correct. A corrected
version is given in [Car41].

Theorem 3.7.

(1) Let q > 2. Then, the primes dividing the denominators of By, or By (m — 1)!¢/m!c are the same. In fact,
if g* is the maximum power of q dividing m, and if the denominator of By, is Py, then the denominator of
B (m — 1)lc/mlc is pL/MHT

m h

(2) Let q = 2. Then, the primes dividing the denominators of By, or of By (m — 1)!c /m!c are the same, unless
m is of the form 2 + 2% with o > 1. If 2% is the maximum power of 2 dividing m, and if the denominator
of By is D, then the denominator of By, (m — 1)!¢/m!c is DW/AI+1,

3) Letq=2.Letm=2+2% o > 1.
(a) If m =0 mod 3, then the denominator of Bm(m — 1)!c/m!c is P1 P2 =t(t + D2 +t+1).
(b) If m =1 mod 3, then the denominator of By(m — 1)!c/m!c is Py =t(t + 1).

Proof. (1) See [Tha04, Theorem 4.16.5].
Because of practical reasons, we shall prove part (3) before part (2).
(3) Note that for general g,

m-Dlc 1

3.71
m!c Ly ( )

where g is the maximum power of q dividing m.

Let us write By, = N /d(m) with Ny, and d(m) coprime.

If m=0 mod 3, it follows that m =2 + 22, (i > 1). Then h =2, ¢" — 1 =3 divides m and m is
even. Thus, d(m) = Py =t% 4+t + 1. Since (m — 1)!¢/m!c =1/L;, we have

Nm (m—-"1lc  Np 1

Bm=—2, =T
m Pz m!c P2 P]

If m=2+22%1 then h=2, ¢" —1 = 3 does not divide m, and m is even. Thus d(m) = 1. Therefore,

m=1lc  Np 1

Bmn=Nn, B = )
meom ™ mlc 1 Py
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It remains to prove that P; does not divide Np,. Since m is not a power of 2, by (3.3.1) it follows
that Aﬁ,}) =0. Let k> 2 and 2¥ — 1 < m. Clearly, k does not satisfy (3.3.4). Now, if P is a prime
of degree k, by Remark 3.4 it follows that Pj divides C,(,’,‘) so that A,(ff)/Lk belongs to A. Also, from
(3.3.3), it follows that Pq divides A,(,’f)/Lk. Therefore,

A@
Bpn=Gm+ ——, (3.7.2)
Ly
where G, € Fg[t] is divisible by P1 and
(k)
A
Gm= -m (3.7.3)
Lk

gk —1<m, k#2
Let us assume first that m =2 + 22, Then

AP 240" pRi-1P N

Ly [1112] P?P, Py’

where N = [2i — 1]2/Pf € A and N is relatively prime to P,. By Euclidean algorithm, there are unique
Q(t) and R(t) in A such that N = P,Q (t) + R(t), where R is nonzero and degR < 2. Since N and
P, are invariant with respect to the automorphism t — t + 1 of A, it follows that R(t) = R(t + 1),
so that R is not t nor t + 1. Hence R = 1. Now, since N is prime to Pf. then N =1 mod P%. Then,
Q(t)P2 =0 mod P2. Since P, and P? are coprime, it follows that Q =0 mod P2. We have

1
Bn=—(Gn+Q+1),
P,

where Py divides G, +Q. Therefore, the numerator of By, is not divisible by Py.
Now, let m =2 +22*1 (i >1). Then

AR 24 ip
L (121~ P2py

Thus Af,?)/Lz is in A and is not divisible by P;. Since By, = G +A§,§>/L2, where Gp, is divisible by P1,
it follows that the numerator of By, is not divisible by Pj.

(2) Now we turn to the case when m is an integer which is not of the form 2 + 2%, with o > 1. If
k=0, ie., if m is odd, by (3.7.1) we have By, = Bp(m — 1)!c/m!c. Indeed, if h # 2, by the part already
proved by Thakur [ThaO4, Theorem 4.16.5], we have that the primes dividing the denominators of By,
or of By (m —1)!¢/m!c are exactly the same.

If m=4+ 2%, with @ > 2, write m = 2m’, where m’ =2 +2%~!. Then,

@m' = DlcBym _ 2m' = Dlc (2(m’—1))!c<(m’—1)!c3mf>2
em)le  Qm -1 m -1 m'lc

' — DIcBu \?
m/!c ’

= [1][a]<

By part (3),
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(leINy, if a is even
m' —1)!cByw p? ’
2m)!c [[eINZ e .
rpr  ifais odd.
172

Then, the denominator of By (m — 1)!c/m!c is 1 or P%, depending on « being even or not.
Next we do induction on k > 2. Since,

(2m —1)!cBom

2m)!c m!

(m—1>1c3m>2
C ’

=[1][2]---[k][01+1]<

we see that if prime P divides the denominator of By, (2m —1)!¢/(2m)!c, then divides the denomina-
tor of By (m—1)!c/m!c, which by induction hypothesis implies that P divides the denominator of Bp,.
The comparison of the Theorem 3.5 statement conditions for m as for gm implies that P divides the
denominator of Byp.

Note that [i] is the product of the monic primes in A whose degree divides i. Then P,&k/ hl'is the
maximum power of Py dividing Li. Then, it follows that the denominator of By(m — 1)!¢/m!c is as
claimed. O

Remark 3.8. David Goss notes that our results fit into the setting of his work [Gos11]. Indeed, we
shall see below that the group S (defined below) may be realized as symmetries of our von Staudt-
Clausen type theorem.

Let g be a power of p and let x € Z,. Write x g-adically as

o0
i=0

where 0 < ¢; <q for all i. Let p be a permutation of the set {0, 1,2,...}. David Goss defines [Gos11]
P« (x), X € Zp, by

o0
Px) =Y cigP?.

i=0

Let S¢) be the subgroup of permutations of Z, obtained as p varies over all permutations of
{0,1,2,...}.

Let 9(m) denote the denominator of By, (m—1)!c/m!c for A. The following corollary shows that the
condition that a prime divides d(m) satisfies the symmetries given by Corollaries 5 and 6 in [Gos11].

Corollary 3.9. Let q be arbitrary. Let 3 be a prime of degree h. If ¢ = 2 and h = 1, then the condition
v (d(m)) > 0 is an invariant of the subgroup S4 of S(ay arising from the permutations of {0,1,2, ...} fix-
ing 0. Otherwise, the condition vs3(3(m)) > 0 is an invariant of the action of S on the positive integers
divisible by q — 1.
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