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Resumen

Las bases algebraicas, para los espacios lineales de dimensién finita, o las bases ortonorma-
les, en los espacios de Hilbert, son herramientas muy importantes para el estudio de dichos
espacios. Si queremos investigar a los espacios de Banach en general, es natural tratar de
encontrar una nocion correspondiente. La base de Schauder es una alternativa a esto, dicha
base ha mostrado ser una buena herramienta para el estudio de la estructura de los espacios
de Banach clasicos. Sin embargo, no todo espacio de Banach tiene una base de Schauder.

El problema de la existencia de una base de Schauder en los espacios de Banach separables
es conocido como el problema de la base, éste fue resuelto, en 1973, por Per Enflo. El probd que
existe un espacio de Banach separable que tiene un subespacio sin base de Schauder, incluso
cuando el espacio completo tiene una.

En esta tesis se presenta el problema de la base, su relaciéon con el problema de aproxi-
macién y se muestra de manera mas detallada la construccién del espacio de Banach que da

solucion, de manera simultédnea, a dichos problemas.
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Abstract

The algebraic basis, for a finite dimensional linear space, or the orthonormal basis, in the
Hilbert spaces, are very importan tools for the study of these spaces. If we want to investigate
the general Banach spaces, it is natural to try to find a corresponding notion. The Schauder
basis is an alternative to this, and it has proved to be an extremely useful tool in the study
of the structure of classical Banach spaces. However, not every Banach space has a Schauder
basis.

The problem of the existence of a Schauder basis in every separable Banach space is
known as the basis problem, it was solved, in 1973, by Per Enflo. He proved that there exist
a separable Banach space that had a subspace without Schauder basis, though the whole
space has one.

This thesis presents the basis problem, its relation with the approximation problem and is

shown in more detail the construction of the Banach space that resolved the above problems.
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Introduccion

La idea de una base para los espacios lineales es la de un conjunto minimo de elementos
tales que, puestos juntos de una manera unica, podemos obtener cualquier otro elemento del
espacio, es decir, son nuestros bloques para construir el espacio completo.

En cualquier espacio lineal podemos formar combinaciones lineales «finitas», de aqui se
parte para construir lo que se llama una base de Hamel (o algebraica) para dicho espacio
lineal. Esta base sirve perfectamente para los espacios de dimensién finita.

Ya que todo espacio de Banach es, en particular, un espacio lineal, tiene una base de
Hamel. Sin embargo, al tratar a los espacios de Banach infinito—dimensionales con las bases
de Hamel empiezan a aparecer ciertas dificultades como son, entre otras, no poseer de forma
explicita la base de Hamel, la no continuidad de los coeficientes funcionales, una cantidad
no numerable de elementos de dicha base, etc. Por ello es necesario encontrar una nocién de
base adecuada para los espacios de Banach de dimension infinita.

Los espacios de Banach tienen una norma y, por lo tanto, una idea natural de convergencia.
Esta es una buena razon para no restringirnos inicamente a combinaciones lineales «finitas»,
asi que se aprovecha la topologia de los espacios de Banach para generalizar el concepto de
combinacion lineal «finita» al de serie, lo que seria una combinacién lineal «infinita». De lo
anterior nace la base de Schauder para los espacios de Banach y con ello todo elemento del
espacio puede ser representado como una serie.

Se sabe que no todo espacio de Banach tiene una base de Schauder, por ello surge la
pregunta de como saber si un espacio tiene o no una base de Schauder. Desafortunadamente
no existe una respuesta a esta pregunta, por lo que surgen otras, mas concretas, que nos
llevaran en la misma direccién.

Una propiedad que tiene todo espacio de Banach con base de Schauder es que es separable.
Por otro lado, muchos de los espacios separables conocidos tenian base de Schauder y del

resto no se conocia una base pero tampoco se sabia si podian tenerla o no.



2 Introduccién

Por lo anterior, surge la pregunta de si todo espacio de Banach separable tiene una base
de Schauder, esta interrogante se conoce como el Problema de la Base y tiene una respuesta.
El Problema de la Base fue resuelto de manera indirecta, de hecho dando la solucién a otro
problema.

Todo espacio de Banach que cuenta con base de Schauder tiene también lo que se conoce
como la Propiedad de Aproximacion, esto es que todo operador completamente continuo es
limite uniforme de operadores de rango finito. Se conocia que en todo espacio de Hilbert
cada operador completamente continuo es limite uniforme de operadores de rango finito, es
decir, que tiene la Propiedad de Aproximacion. La pregunta natural era entonces si sucedia
lo mismo para todo espacio de Banach en general y a esto se le conoce como el Problema de
Aprozimacion.

Per Enflo construyé en 1973, cuarenta anos después de haber sido formulado el problema,
un espacio de Banach separable en el que algunos operadores completamente continuos no
son limite uniforme de operadores de rango finito y asi, dicho espacio, no puede tener una
base de Schauder.

El presente trabajo formula el Problema de la Base y el de Aproximacion, la relacién
entre éstos y da una explicacion mas detallada de su solucion, es decir, de la construccién del

espacio que da respuesta, de forma negativa, a los problemas anteriores.



Capitulo 1

Espacios de Banach y la Propiedad de Aproximacidn

Los espacios de Banach seran los principales objetos matematicos de nuestro interés en
este trabajo. Estos espacios tiene una estructura algebraica, a saber, la de espacio lineal! y
otra topoldgica, la cual es dada por una norma. Antes de introducir formalmente el concepto
de espacio de Banach (Definicién 1.7) enunciaremos ciertos conceptos que iremos necesitando

a lo largo del presente trabajo.

1.1. Espacios de Banach

Un espacio lineal sobre el campo K es un conjunto X, cuyos elementos llamaremos vecto-
res, que tiene definidas dos operaciones + : X x X — X y - : Kx X — X, las cuales cumplen
ciertas propiedades que no se enuncian pero pueden ser encontradas en [10]. El campo, repre-
sentado por K, sera o el campo de los niimero reales R o el campo de los niimeros complejos
C indistintamente y sus elementos seran llamados escalares. De ahora en més usaremos la

frase «espacio lineal» por la cual se debera entender «espacio lineal sobre el campo K».

Definicién 1.1. Sea E un subconjunto de un espacio lineal X. Decimos que E es lineal-
mente independiente si para cada subconjunto finito {x1,...,x,} C E y para algunos

escalares oy, . .., o, € K tenemos que

n
St Z a;x; =0  entonces «a; =0 para todo 1 <1 < n,
i=1

donde la suma finita se denominard combinacion lineal.

'E] término vectorial es equivalente a lineal, pero nosotros preferimos usar el segundo.
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Definicién 1.2. El espacio lineal generado por un subconjunto E = {z, :a € I} de un
espacio lineal X, es el espacio lineal minimo que contiene a E. Fxplicitamente es el conjunto

de todas la combinaciones lineales de vectores de F, es decir,

L(E):= {Z)\ixai NeKa,, € Eparai=1,...,n ynEN}. (1.1)

i=1

Las definiciones anteriores inicamente tienen que ver con la parte algebraica de un espacio
de Banach. Ahora pasemos a la parte topoldgica de los espacios de Banach y en particular a

una de sus componentes principales, la convergencia.

Definicién 1.3. Un espacio lineal X es normado cuando tiene definida una funcion, lla-

mada norma, ||-|| : X — R tal que para todo x,y € X y a € K cumple
1. lz]l > 0,
2. ||z =0 <= x =0,
3. o] = [ed[|]],
4o Nz +yll < llell + llyll-
donde |al es el mddulo usual en K.

Todo espacio normado X es, en particular, un espacio métrico ya que la funcién d dada
por d(z,y) := ||z —y|| para todo z,y € X, es una métrica en X. Asi los conjuntos, indexados

por r > 0,
By(z) :={y e X :[lx —yl| <r}

forman una base de vecindades para el punto x de X, y el conjunto
{B.(z) :z € X,r>0}

genera una topologia en el espacio normado X [6]. A esta topologia es a la que nos referiremos

cuando se hable de la topologia de un espacio normado.
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Definicién 1.4. Sean X un espacio lineal y {x,} una sucesion* en X. Decimos que {z,}
converge a x € X si

lim ||z, — x| =0,
n—oo

lo que escribiremos como x,, — x.

Definicién 1.5. Una sucesion de Cauchy o sucesion fundamental en un espacio
normado® {x,} es aquella en la cual, dado un € > 0, podemos encontrar un nimero natural

ng = no(e) tal que Ym,n > ny se cumpla que ||z, — x| < €.

Las sucesiones de Cauchy tienen la propiedad de que sus elementos «finales», cuando
n — 00, se van acercando tanto como deseemos, esto es que € — 0, tan sélo con tomar
un indice suficientemente grande. Dichas sucesiones tienen una relacién muy cercana con las
sucesiones convergentes. Tenemos que, en un espacio métrico, toda sucesiéon que converge
es de Cauchy [10], sin embargo la inversa no es siempre cierta. Sin embargo, como en las
sucesiones de Cauchy sus elementos se acercan tanto que pareciera que se acercan a algin
limite, podemos «agregar» dicho punto al espacio para hacer que dicha sucesion converja. De

lo anterior surge el concepto de espacio completo.

Definicién 1.6. Un espacio normado se llama completo cuando toda sucesion de Cauchy

del espacio es convergente.

Los espacios en los que no toda sucesién de Cauchy converge los podemos completar de
manera Unica al agregar los «puntos» a los cuales las sucesiones de Cauchy no convergentes
«quieren» converger. Por ello podemos hablar siempre de espacios completos. El espacio

original resultard ser un subespacio denso en su completacion [10].
Definicién 1.7. Un espacio de Banach es un espacio lineal normado completo.

Una de las razones por las que queremos trabajar con espacios completos es que preten-
demos que sus elementos sean representados en forma de series convergentes. Recordemos

que la convergencia de las series se obtiene de la convergencia de sucesiones (Definicién 1.4),

2A lo largo del trabajo representaremos la sucesiones de esta manera, cuando el conjunto es finito se ponen

los limites de forma explicita, es decir, {z,}%_;.
3La definicién es, en general, para los espacios métricos pero, dado que trabajaremos sélo con espacios de

Banach, nos restringiremos tinicamente a los espacios normados.
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en especifico de la sucesion de sumas parciales asociada a la serie, de ahi la importancia de
la completez.

Antes de continuar con la discusién, daremos algunos ejemplos de espacios de Banach
que, posteriormente, seran utilizados como ejemplos o contraejemplos de ciertos hechos. Se

pueden encontrar muchos méas ejemplos de espacios de Banach en textos como [2].

Ejemplo 1.8. El conjunto
loo ={x =A{x,} : z, € K {x,} es una sucesion acotada}

es un espacio lineal de sucesiones con entradas en K y operaciones entrada a entrada. Ademds,
st definimos una norma en este espacio como ||z|| = sup{|x,| : n € N}, lo es un espacio de

Banach [4).

Ejemplo 1.9. Sean MM una o—dlgebra y p : M — R U {oo} una medida en un conjunto X.
Si (X, 9M, 1) es un espacio de medida, y 1 < p < oo, el conjunto®

LP(X) = {f:X—>]R:f esgﬁ—medible,/x|f|pdu<oo}

es también un espacio de Banach con la norma

1/p
1l = ( / !flpdu) .

Para p = 2 tenemos que LP(X) es un espacio de Hilbert [4].

Ejemplo 1.10. Sea I un conjunto arbitrario. Introducimos el espacio £,(I), paral < p < oo,
como el conjunto de todas las funciones f : I — K tales que

D@ <,

iel
con la norma

1/p
If1l = (er@')rp)
iel

donde la suma estd definida por

Z |f ()P = sup {Z |f(D)|P : F es un subconjunto finito de I} :
il i€F

Ast definido, el espacio {,(I) es un espacio de Banach [4].

4Damos por entendido que f representa una clase de equivalencia y no una funcién como tal.
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Ejemplo 1.11. EIl conjunto C(la,b]) formado por todas las funciones f : [a,b] — R que son
continuas es un espacio lineal, con la norma || f|| := sup{|f(t)| : t € [a,b]} es un espacio de
Banach []].

Definicién 1.12. Sea E un subconjunto de un espacio lineal normado, decimos que la clau-

sura de F, denotada por E, es el conjunto cerrado minimo que contiene a E.

Proposicion 1.13. Sea Y un subespacio de un espacio de Banach X. Entonces Y es de

Banach si y sélo si es cerrado.

La demostracién del resultado anterior se puede encontrar en [4].

Recordemos que en un espacio topoldgico, un conjunto es cerrado si y sélo si contiene
todos sus puntos de acumulacién. Asi, para obtener la cerradura de un conjunto tan sélo
tenemos que agregarle todos sus puntos de acumulacion. También se tiene que en un espacio
métrico X, x € X pertenece a la clausura del subconjunto no vacio £ de X si y sélo si existe
una sucesién {z,} en E tal que z,, — z [6].

Mas adelante nos sera de importancia el subespacio de Banach generado por una sucesion
{z,} en un espacio de Banach X. Por ello daremos la forma explicita del espacio lineal

generado por dicha sucesién, por (1.1) tenemos que serd el conjunto

L{x,}) = {Z)\ Tn, N €Kz, € {z,} parai=1,....m, yme N} . (1.2)

=1

La clausura de £({x,}) serd entonces el conjunto

L({x,}) ={r € X : existe un sucesion {y,} en L({z,}) tal que y, — x}.

Como notacién tendremos que [A] := L(A) para un subconjunto A de un espacio de Banach
X.

Es conveniente hacer la siguiente observacion, que para nosotros sera muy importante mas
adelante en el texto. Como mencionamos anteriormente, para que un elemento pertenezca
a L({x,}) necesitamos de una sucesiéon de combinaciones lineales que converja a él, esto no
significa que dicho elemento se pueda escribir en forma de serie. Con ello se advierte que no

necesariamente se tiene la siguiente igualdad

L{z,}) = {Z)\ TN € K} (1.3)
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donde {z,} es un conjunto linealmente independiente.

Lo anterior es importante ya que, como veremos mas adelante, en los espacios de Banach
que cuenten con una base de Schauder (Definicién 2.9) todo elemento suyo podra ser escrito
en forma de serie, con lo cual el espacio puede ser representado como la parte derecha de (1.3).
Sin embargo, el espacio de Banach que construiremos es un espacio, sin base de Schauder,
generado por una sucesién, con lo cual tendrd la forma de la parte izquierda de (1.3) y la
igualdad no serd cierta.

Un ejemplo de la no igualdad de (1.3) lo da el Teorema de Aproximacién de Weierstrass, el
cual establece que cualquier funcion f en el espacio de las funciones continuas real-valuadas
C([a, b]) puede ser aproximada por un polinomio. En [15] se muestra que f puede ser apro-
ximada de manera uniforme tanto como queramos, tomando n suficientemente grande, por

los polinomios
b =31 (2) 1w (1.9

donde B} son los polinomios de Bernstein asociados a la funcién f dados por
Bl (z) = <n) (1 —z)" 1
i

Podemos notar que la mejor aproximacién es cuando n — ooy asi (1.4) serd una serie, pero
debemos observar que, para cada n elegido, los coeficientes de tal serie se van modificando,
esto es, son dependientes de n. Sin embargo, en los espacios de Banach que cuentan con base

de Schauder los coeficientes son independientes de n.

Definicién 1.14. Decimos que un espacio lineal normado X es separable, si existe un
subconjunto M numerable denso, esto es |[M| =Ry y M = X respectivamente. Aqui X es la

cardinalidad del conjunto de los numeros naturales.

Una caracterizacion de un conjunto Y denso en un espacio métrico X es que para todo
r € X y para todo € > 0 existe un y € Y que satisface ||z — y|| < €, es decir, podemos
aproximar cualquier elemento de X a través de un elemento en Y tanto como deseemos.

Mencionemos dos hechos importantes sobre los espacios separables que seran valiosos
cuando construyamos el contraejemplo al problema de las bases. La demostracion, del pri-

mero, se puede encontrar en [19] y, la del segundo, en [13].
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Proposiciéon 1.15. Sea X = HXi' Entonces X es separable si |I| < ¢ y cada X; es
iel
separable para i € I. Aqui ¢ es la cardinalidad del continuo.

La topologia de X es aquella que tiene como subbase topoldgica al conjunto {p; LUy) -

U; es un conjunto abierto en X;,i € I}, donde p; : X — X es la i—ésima funcién proyeccion.

Proposicién 1.16. Sea Y un subespacio de un espacio de Banach X separable. Entonces Y

es también separable.

1.2. Operadores en espacios de Banach

Ahora nos dedicaremos a las funciones o mapeos 7' : X — Y entre espacios normados.
En particular mencionaremos las funciones lineales y continuas, las cuales son las que, por
un lado, preservan la estructura lineal y, por otro lado, tienen relaciéon con la topologia.
Es importante hacer distincion entre los distintos tipos de funciones, por ello llamaremos

operadores a las funciones en las cuales Y = X y cuando Y = K las nombraremos funcionales.

Definicién 1.17. Denotaremos por B(X,Y') al conjunto {T : X — Y : T es lineal y continua}.
Al congunto de operadores lo denotamos por B(X) = B(X,X) y al de funcionales como
X* = B(X,K).

Las funciones lineales continuas tienen una caracterizacion la cual es frecuentemente uti-
lizada, tanto que se prefiere, generalmente, usar dicha propiedad como sinénimo de conti-
nuidad, asi a dichas funciones también se les llama acotadas. Lo anterior se establece en el

resultado siguiente, demostrado en [13].

Proposicién 1.18. Sea T : X — Y una funcion lineal entre espacios normados. Entonces

lo siguiente es equivalente
1. T es continua.
2. Eziste una constante v > 0 tal que | Tx| < v||z| para todo x en X.

Con ello podemos utilizar al minimo v que cumple lo anterior y definir una norma en
B(X,Y), es decir,
T[] := tf{y : [[T]| < yl[z]l,z € X}. (1.5)
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La demostracién de que esta funcién es una norma se encuentra en [16]. Ahi también se

muestra que la definicién siguiente es equivalente a (1.5).

1T} = sup{[|Tz[| : [|=[| = 1,2 € X}. (1.6)

1.2.1. Operadores compactos y de rango finito

El contraejemplo de Per Enflo [3] al Problema de la Base en los espacios de Banach
separables no da directamente un espacio de Banach separable sin base de Schauder. El
resolvié este problema indirectamente, de hecho resolviendo otro, a saber, el problema de
la Propiedad de Aproximacion. Ahora bien el segundo problema implica el primero. Las
siguientes definiciones y resultados estan encaminados a mostrar cual es la Propiedad de

Aproximacion y més adelante veremos su relacion con las bases de Schauder.

Definicién 1.19. Un mapeo lineal T : X — Y se llama compacto o completamente con-
tinuo si para todo conjunto A acotado en X el subconjunto T(A) es relativamente compacto

en'Y, es decir, T(A) es compacto. El conjunto de todos los mapeos completamente continuos

se denotard por C(X,Y).

Se puede ver que un operador completamente continuo es acotado, en efecto, como el

conjunto S := {x € X : ||z|| = 1} es acotado, la imagen de S bajo T serd compacta, lo cual
implica que sup {||T'z| : ||z|| = 1} < oo, lo cual es la equivalencia (1.6), de aqui que 7" sea
acotado.

Es importante senalar de que la inversa no es cierta, es decir, un operador acotado no
tiene por que ser completamente continuo. Por ejemplo, si la dimensién de X no es finita, el
operador identidad I : X — X transforma la bola unitaria U, que es acotada, en si misma,

que no es compacta, en general.

Definicién 1.20. Una mapeo lineal T : X — Y se dice de rango finito si dim(T (X)) < oc.
El congunto de todos estos operadores de denotard como K(X,Y). Aqui dim(X) denota la

dimension de X como espacio lineal (ver Definicion 2.1).

En las Proposiciones 1.21 y 1.22 veremos, primero que los operadores de rango finito son
completamente continuos y, segundo, que si tenemos una sucesion convergente de operadores

totalmente continuos, entonces el limite también lo es [16].



1.3. Propiedad de Aproximacion 11
Proposicién 1.21. Si T € K(X), entonces T € C(X).

Proposicién 1.22. Sea {T,,} una sucesion en C(X) tal que T,, — T, con la topologia inducida

por la norma de operadores, entonces T € C(X).

Es bien conocido que en los espacios de Hilbert H no hay mas operadores completamente

continuos que los anteriores, es decir, (H) = C(H) [13]. Pero en general en los espacios de

Banach dicho resultado es falso.

1.3. Propiedad de Aproximacion

Anteriormente hemos visto que todo operador de rango finito es completamente continuo,
aln mas, sucesiones convergentes de operadores completamente continuos tienen limites com-

pletamente continuos. Ademas indicamos que todo espacio de Hilbert H tiene la propiedad

de que K(H) =C(H).

Existen otros espacios de Banach, que no son de Hilbert, que tienen también esta misma
propiedad. Ejemplos de esto son los espacios ¢,(N) (Ejemplo 1.10) para 1 < p < ooy
p # 2 [16]. De aqui surge la pregunta de si para cualquier espacio de Banach X se cumple
K(X) = C(X). Esto es lo que se llama el Problema de Aprozimacion y este es el otro problema

que, como menciondbamos antes, Per Enflo resolvié en el mismo articulo [3].

Definicién 1.23. Se dice que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Aproxima-
cion si el conjunto de operadores de rango finito K(X) es denso en el conjunto de operadores

completamente continuos C(X).

Veamos ahora una condicién suficiente para que un espacio de Banach tenga la Propiedad

de Aproximacion.

Proposicion 1.24. Sea X un espacio de Banach. Supongamos que para cada conjunto com-
pacto C' C X y para todo € > 0 existe un operador lineal acotado de rango finito T : X — X
tal que | Tx — x|| < € para todo x € C. Entonces X tiene la Propiedad de Aprozimacion.

Demostracion. Sean Y un espacio de Banach arbitrarioy 7' : Y — X un operador compacto.

Entonces T'(U) es un conjunto compacto en X, donde U denota la bola unitaria cerrada
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en Y. Por hipétesis, para cada ¢, = 1/n existe un operador de rango finito 7} tal que

| T}z — z|| < 1/n para cada x en T'(U). Entonces, para cada n € N, tenemos que

17,7 =T\ = sup{|T;,Ty — Tyl : y € Y, [lyll < 1}

<
— 1
= sup{||T\z—z|:2€T(U)} < o

Con lo cual T es el limite en C(Y, X) de la sucesién {7/ T} de operadores de rango finito, y

por tanto X tiene la Propiedad de Aproximacion. |

Esto lo podemos entender como que queremos aproximar el operador identidad I a través

de operadores T' € K(X) en todos los conjuntos compactos K C X.



Capitulo 2

Problema de la Base en espacios de Banach separables

En esta seccion desarrollaremos lo que es el Problema de la Base en los espacios de Banach.
Como un preliminar daremos la idea principal de qué es una base en un espacio de Banach y

los distintos tipos de bases que tenemos segun las propiedades que vaya teniendo el espacio.

2.1. Bases en espacios de Banach

La idea de base en un espacio de Banach es la de un conjunto minimo de elementos del
espacio con el cual, a través de las operaciones y la topologia, podemos obtener el resto de
los elementos del espacio.

La forma en que se utiliza la topologia es la siguiente: el espacio debe contener un con-
junto {x;}ics, I puede ser de cualquier cardinalidad, con el cual podemos representar a todo

elemento del espacio como una «sumas!, esto es

xr = E ;5.

iel
El objetivo es representar a cada elemento del espacio como una serie, por ello I deberé ser
numerable. Como se verd mas adelante, un espacio que contenga dicho conjunto es separable.
La existencia de espacios de Banach no separables nos dice que este conjunto, que sera la
base, no existe en todo espacio de Banach, de ello surge la pregunta de si todo espacio de
Banach separable contiene un conjunto numerable con dicha caracteristica, es decir, tiene

una base o no. De forma general este problema se refiere a las bases en los espacios lineales

IPara que dicha suma sea convergente es necesario que, para cada z, exista un conjunto a lo més numerable

de indices ¢ € I tales que o; # 0.

13
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topoldgicos separables [9], pero nosotros estamos interesados en los espacios de Banach sepa-
rables, particularmente en lo que se llama el Problema de la Base en los espacios de Banach

separables, que veremos en este apartado.

2.1.1. Base algebraica

Primero veremos lo que se llama una base algebraica, el nombre viene de que esta base
tiene su origen unicamente en la parte algebraica del espacio de Banach, es decir, en la
estructura de espacio lineal. Esto lo hacemos ya que las demads bases que tratemos seran
subconjuntos de ésta. Se hace notar que, ya que no es necesaria la topologia en este caso, la

siguiente es una definicion para los espacios lineales en general.

Definicién 2.1. Una base algebraica o base de Hamel, para el espacio lineal X, es un

subcongunto {x; : i € I} el cual cumple que
a) el espacio generado por combinaciones lineales es X, esto es, L({x;:i€1}) =Xy
b) {x;:1 € I} es linealmente independiente.

Usando el Lema de Zorn se demuestra (Teorema 2.2) que en todo espacio lineal podemos
encontrar una base de Hamel. La cardinalidad de dicha base es la que da el concepto de
dimension de un espacio lineal. Recordemos que en los espacios normados de dimension finita
todas las normas son equivalentes y la finitud de la base hace innecesaria la representacion
de los elementos por medio de series. Por tanto no es necesaria la conexién entre la base y la

topologia.
Teorema 2.2. Todo espacio lineal X # {0} tiene una base de Hamel.

Demostracion. Definamos A como el conjunto de todos los subconjuntos linealmente inde-
pendientes de X. Tenemos que (A, C) es un orden parcial. Se tiene que A es no vacio ya que si
A = {z}, con x # 0, tenemos entonces A € A. Ahora sea B = {B;};c; una cadena en A, esto
es que para cualesquiera i1,i5 € I se tiene B;, C B;, o B;, C B;,. Veamos que Uie[ B; € A.

En efecto, tomemos un conjunto finito bq,...,b,, € UBi y veamos que es linealmente in-
iel
dependiente. Para este fin, se tiene que en la igualdad ", \;b; = 0, cada b; estd en algin

B; € By puesto que B es una cadena, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
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B, C---CB,, porloqueb € B, cont=1,...,m. Se sigue que \; =0 parai=1,...,m

lo cual nos da como resultado que | J,.; B; € A. Ademas, claramente | J,_; B; es cota superior

iel icl
de la cadena B en A. Tenemos que (A, C) cumple con las hipdtesis del Lema de Zorn, por
tanto existe S € A que es elemento maximal. Ya casi tenemos que S es la base de Hamel
que querfamos obtener para X, inicamente nos falta mostrar que x € £(S) Vz € X. En caso
de que z ¢ L(S) para algin x € X entonces S U {z} es linecalmente independiente, lo cual

contradice la maximalidad de S. Por tanto no existe dicho x y concluimos que X = £(5). R

Hemos mencionado que la base de Hamel es importante para los espacios de dimensién
finita, pero dicha base tiene ciertos inconvenientes para los espacios de dimension infinita.
Una muy importante es que en la prueba de su existencia se usa el Lema de Zorn, por tanto
es existencial y esto no es suficiente para obtenerla explicitamente. Otro es que esta base
tiene unicamente relacion con la parte algebraica. Mas exactamente, supongamos que X es
un espacio de Banach con base de Hamel {b;};c; v tomemos una sucesién {z,} en X que
converja a x € X. Todos los elementos de la sucesién y el mismo x tienen representacion en
la base de Hamel, esto es, z, = Zan,ibi yx = Zaibi. Ahora bien, la base de Hamel no

iel icl
garantiza que para todo ¢ € I se cumpla que «,,; — a; cuando n — oo. Un ejemplo de ello se

puede encontrar en [18]. Adema4s, en los espacios de Banach, usando el teorema de Categoria
de Baire, se prueba que sélo podemos tener bases de Hamel o finitas o no numerables [18],
es decir, la cardinalidad de la base de Hamel en los espacios de Banach de dimension infinita
es, como minimo, la del continuo, lo cual no pasa, en general, en espacios normados. Esto es
un problema al querernos aproximar a través de series, ya que, por definicién, las series son

numerables.

2.1.2. Base topolégica

Al agregar a un espacio lineal una topologia se hace de manera tal que esta iltima tenga

una relacion con la parte algebraica, esto es, con las operaciones.

Definicién 2.3. Un espacio lineal topoldgico es un espacio lineal dotado con una topo-

logia de forma tal que las operaciones + y - son continuas en dicha topologia.

Definicién 2.4. Una sucesion {x, }en un espacio lineal topoldgico se llama base topoldgica
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si, para cada x € X, existe una unica sucesion de escalares {\,} tal que

n [o.¢]
r = lim E Ai; lo cual se escribe como x = E x|
n—oo

i=1 =1

La definicion anterior es la forma en que se utiliza la topologia para generar los elementos
del espacio topologico, aparte de las combinaciones lineales, de hecho se puede tomar como
una generalizacion de estas tltimas al caso infinito. Notar que ahora tenemos, por definicién,
una cantidad numerable de elementos en la base topoldgica, por tanto se ha reducido, para
los espacios de dimensién infinita, la cardinalidad de la «base», ya que en la base algebraica
tenfamos un cantidad no numerable. Por otro lado, la definicién de la base topoldgica es
existencial, es decir, esta basada en la existencia de una sucesién que cumpla cierta hipotesis
por tanto no hemos tomado, en este caso, un conjunto de elementos que cuenten con cierta
propiedad que les da el espacio en el que se encuentran, como ejemplo recordemos que los ele-
mentos que forman la base algebraica tienen la propiedad de ser linealmente independientes.
Esto, como veremos mas adelante, traera ciertos problemas.

La Definicién 2.4 trae asociadas consigo las definiciones siguientes.

Definicién 2.5. Sea X un espacio lineal topoldgico con base topolégica {x,}. Para cada
m € N, el funcional z}, : X — K dado por z;, (Z Aizi | = A se llama la m—ésima
=1

coordenada funcional asociada a la base topoldgica {x,}.

Definicién 2.6. Sea X espacio lineal topoldgico con base topoldgica {x,} y coeficientes fun-
cionales {x’}. Se llama suma parcial o proyeccion n—ésima al operador P, : X — X

definido por
P,x =P, <Z xf(x)xz) = Z x}(z)x;.
i=1 i=1

Antes mencionamos que nuestros fines son los espacios de Banach, pero éstos son en
particular espacios topoldgicos lineales ya que las operaciones son continuas en la topologia
generada por la norma, de aqui que las definiciones anteriores sean también vélidas en los
espacios de Banach. Resulta que en un espacio normado de dimensiéon numerable la base
de Hamel coincide con la topolégica [9], por lo tanto las funciones coordenadas no son, en

general, continuas (el mismo ejemplo referenciado para las bases de Hamel [18]). Por tanto,
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tenemos espacios lineales topoldgicos con base topoldgica que no tienen funciones coordenadas
continuas, ello llevé a Schauder a pedir, de manera explicita, que dichas funciones tengan

esta propiedad, que es lo que se llamaré base de Schauder.

2.1.3. Base ortonormal

En el conjunto de los espacios de Banach podemos encontrar unos muy importantes,

llamados espacios de Hilbert definidos de la manera siguiente.

Definicién 2.7. Un espacio de Hilbert H es un espacio de Banach en el cual la norma
proviene de un producto interno, es decir una funcion (-,-) : H x H — K que cumple ciertas

propiedades encontradas en [10]. La norma de x € H es obtenida por ||x|| = (z,x)"/2.

El producto interno es una funcién que a pares de elementos del espacio de Hilbert les da
una propiedad llamada ortogonalidad, es decir, dos elementos de z,y del espacio de Hilbert
H se llaman ortogonales si (xz,y) = 0. Si ademéds (z,x) = 1y (y,y) = 1, el par z,y se
llama ortonormal. Esta propiedad es aprovechada para elegir cierto subconjunto del espacio

de Hilbert que formara lo que se llama la base ortonormal.

Definicién 2.8. Un conjunto ortonormal {¢;}icr, en un espacio de Hilbert H, se llama base

ortonormal de H si, para todo x € H, tenemos que

r= (z,0:)0:.
iel
Lo cual significa que, dado un € > 0 existe un J C I finito tal que si A es finito y J C A,
entonces

T — Z(I’ ¢Z)¢Z

€A

< €.

Se demuestra que todo espacio de Hilbert contiene una base ortonormal y, ademas, si el
espacio es separable la cardinalidad de dicha base es a lo mas numerable [10]. La definicién
de base de Schauder (Definicién 2.9), para espacios de Banach, es una generalizacién de la
base ortogonal, para los espacios de Hilbert separables, en el sentido de que la base ortogonal
en un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita es una base de Schauder (Ejemplo

2.15).
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2.2. Base de Schauder

Definicién 2.9. Una sucesion {x,}, en un espacio de Banach X, se llama base de Schau-

der de X si para cada x € X existe una inica sucesion {\,} de escalares tal que

n
n—00
i=1

Para los espacios de Banach tan sélo es necesario pedir que exista la sucesiéon unica ya
que las funciones coordenadas resultan ser continuas siempre (Proposicién 2.13). A diferencia
de los espacios lineales con sus bases algebraicas o de los espacios de Hilbert con sus bases
ortogonales, no todo espacio de Banach tiene base de Schauder.

De la definicién parece dificil saber cuando un espacio tiene una base Schauder, sin em-
bargo, dada una sucesion podemos saber si es 0 no una base de Schauder para el espacio.
Las caracteristicas que debe cumplir tal sucesion estan en la siguiente proposicion cuya de-

mostracién se puede encontrar en [14].

Proposicién 2.10. Una sucesion {x,} en un espacio de Banach X es una base de Schauder

sty solo si cumple las condiciones siguientes:
1. 2, #0 Vn € N.
2. Eziste k € R tal que, para toda sucesion finita de escalares {o; Y, y I < m, se tiene

! m
E ;T E ;05
i=1 i=1

<k

3. L({z,}) = X.

Ahora daremos algunas propiedades con las que cuentan los espacios que tienen bases de

Schauder.

Proposicién 2.11. Los elementos de una base de Schauder {z,} del espacio de Banach X

son linealmente independientes.



2.2. Base de Schauder 19

Demostracion. Supongamos que x € X puede ser escrito de dos maneras distintas como
combinacién lineal finita de elementos de la base de Schauder {x,}, esto es, para [,m €

N se cumple =z = Zaixi = Zﬁixi, y donde «; # [; para algin i. Asi, con {a/} =

i=1

(o1, .., 0,0,0,...) vy {B.} = (B1,--.,0m,0,0,...), tendremos = = Zagxz Zﬁxz, lo

=1
cual contradice la unicidad de la sucesién de coeficientes. Por tanto z tiene una umca forma de

escribirse como combinacion lineal finita de elementos de la base de Schauder del espacio. B

Los espacios de Banach con base de Schauder son una generalizacion de los espacios de
dimensién finita, es decir, tal espacio se puede identificar con un subespacio de K~. Explici-
tamente tenemos lo siguiente.

Supongamos que X es un espacio de Banach con base de Schauder {z,}, lo que implica
que para cada x € X tenemos una tunica sucesion {a,} de escalares. Definamos el espacio
siguiente

Y = {{an}CK:iaixiEX}.

i=1
Se tiene que Y es un espacio lineal y también es un espacio de Banach si lo dotamos con la

norma [[{a,}|| := sup HZ ;T

1
Con ello podemos definir también otra norma, equivalente a la original, en X dada por

18).

la anterior, es decir,

(2.1)

E O T4

|z]|" := sup
neN

o0

Entonces la aplicaciéon {«a,} — g a;;, es un isomorfismo (mas no una isometria, ya que,
i=1

en general, ||z|| < ||z]|") [14]. Por tanto podemos ver que de esta forma los espacios con base

de Schauder son una generalizacion a los espacios de dimension finita ya que se puede ver,

como mencionamos antes, como subespacios de KV, ademds de que también son separables.
Proposicién 2.12. Todo espacio de Banach X que tiene base de Schauder {z,} es separable.

Demostracion. La base de Schauder la podemos tomar normalizada, es decir, ||z;|| = 1 para

todo ¢ € N. Por la definicién de dicha base, dado €¢/2 podemos encontrar un N € N tal que

N
r — E ;05
i=1

57
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pero sabemos que Qg2 es denso en K, de ah{ que podamos encontrar o, ..., o)y € Qg tales
que |y —af| < €/2N V1 < i < N. Aplicando estas aproximaciones y con la ayuda de la

desigualdad del triangulo obtenemos que

N N N N
/ /
T — E x| = ||v— E Q;T; + E Q;T; — E ;X
1=1 i=1 1=1 1=1

N N N
< x—Zaixi + Zaixi—Za;mi
i=1 i=1 i=1
N N
= ||z — Z o || + Z(ai — o)z
i—1 i=1
. X
< S ol
i=1
N
2 2N ’

i=1

(o]
Por tanto el conjunto {anz T € @K} es denso en X. Por otro lado el conjunto Qg es
i=1
numerable y sabemos que la unién numerable de numerables es numerable, por tanto hemos

encontrado un conjunto denso numerable en X, lo que implica su separabilidad. [ |

Gracias a esto es sencillo demostrar la existencia de espacios de Banach que no cuentan
con base de Schauder, ejemplo de esto seria cualquier espacio de Banach no separable. En
particular tenemos que el espacio de Banach (,, (Ejemplo 1.8) y el espacio ¢,(I) con I
no numerable (Ejemplo 1.10) son espacios de Banach sin base de Schauder ya que son no
separables [4].

Demostremos ahora que las coordenadas funcionales son lineales y acotadas, es decir,
son elementos de X™, al contrario de lo que pasa con ciertos casos en las bases de Hamel
y topologicas. Ademas de ser la razén de que en la definicién de base de Schauder para los

espacios de Banach no sea pedida explicitamente la continuidad de tales funciones.

Proposicién 2.13. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder {x,}. Entonces las

coordenadas funcionales son lineales y acotadas.

2Qk representarda a Qsi K=RoaQ+iQsiK=C
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[e.o]

Demostracion. Para la linealidad tenemos que si x = fo(m)x, Vr € X tenemos que,
i=1
para todo z,y € X y a, 3 € K,

ar+ Py = ILm aZx xﬁ—ﬂZx )
= gggoz ) + B (y))

— > (axi (@) + Bl (y)) o

=1
por otro lado

ar+ By =Y w(ax + By)w;

asi, por la unicidad de los coeficientes, =} (ax + By) = ax}(z) + Bz} (y) Vi € N.
Para mostrar la continuidad dotemos al espacio X con la norma dada por (2.1). Al ser
equivalente con ||-|| tenemos la existencia de una constante M, la cual es de hecho mayor o

igual que la unidad, tal que para todo z € X se cumple
]| < M][z|]. (2.2)

Dado que todos los elementos de la base son distintos de cero, podemos obtener la siguiente

cota
—1 4
" Han Hl’nH
1> i @i (@) + sz L 7 (@)
- [l

2|z _ M

lenll — HII»’nH
de donde obtenemos que ||z}| < 2M/||x,]|. |

Al igual que las coordenadas funcionales, las proyecciones son acotadas.

Proposicién 2.14. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder {x,}. Entonces sus

proyecciones P, son acotadas.
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Demostracion. Mostraremos la continuidad de P,, de nuevo, a través de la norma (2.1)

00 n 0o 00
Pn E ;5 = E ;05 E ;05 E ;5
i=1 =1 =1 =1

La ultima desigualdad se obtiene por la relacién (2.2), con lo cual ||P,|| < M y por tanto

!/

< <M

uniformemente acotadas, asi terminamos la demostracion. [ |

2.2.1. Ejemplos de bases de Schauder

Algunos ejemplos de bases de Schauder son los siguientes:

Ejemplo 2.15. Sea H cualquier espacio de Hilbert separable de dimension infinita con base

ortonormal H = {e,}, entonces dicha base es también base de Schauder. Esto se debe a que al

ser separable el espacio tiene dimension de Hilbert a lo mas numerable y como es de dimension

ifinita debe de tener base numerable. Entonces todo elemento x de H serd representado por
T = Z(:L‘, e;)ei

=1

y la sucesion {(z,e;)} es unica.

Ejemplo 2.16. Sea X el espacio de Banach (,(N) (Ejemplo 1.10), para 1 < p < oo. Sea
{en} la sucesion en la cual cada e, € X tiene cero en cada entrada excepto en la n-ésima
componente y en la cual tiene un 1, es decir, €', = 0,;. Resulta asi que {e,} es una base de

Schauder para X llamada base estandar de vectores unitarios.

Ejemplo 2.17. El sistema de Haar [17] es un ejemplo de base para los espacios L,(0,1)

(Ejemplo 1.9) con 1 < p < 00, con p =2 dicho sistema es, también, una base de Hilbert.

En 1927 J. Schauder dio una base de Schauder para el espacio de Banach C0, 1], de hecho

este articulo fue del cual salié la nocién de base de Schauder.

Ejemplo 2.18. El espacio de Banach C([0,1]) (Ejemplo 1.11), con la norma del supremo,

tiene como base de Schauder (Figura 2.1) a la sucesion {s,}o>, [16] dada de la siguiente
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manera. so(t) =1, s1(t) =t cont € [0,1]. Paran > 2, sea m € N tal que 2™ < n < 2™,

definamos
2m(t— (32— 1)) B2 _1<t<t -1
()= J1-2 (- (B2 1)) B orsi< e
0 en otro caso.
Asot) s1(t) s2(1) s3(t) s4(1)
1+— 1 1 1 1
1 1 1 1 1
?8\5(0 TSs(t) T s7(t) ss(t)
1 1 /\ 1 /\ 1
Y+ + YV +—+ 1+
1 1 1 1

FIGURA 2.1: Primeros nueve términos de la base de Schauder para el espacio C([0, 1]).

Este ejemplo es muy interesante ya que, por un lado, muestra, evidentemente, que C'([0, 1])
tiene una base de Schauder y por ello es separable. Por otro lado, se puede mostrar que
cualquier espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo a un subespacio de
C(]0,1]) [4]. Ademés, el ejemplo de Per Enflo es un espacio de Banach separable, por tanto

es un subespacio de C[0, 1], que no tiene base de Schauder.

2.3. Problema de la Base en los espacios de Banach

separables

Ya hemos visto que los espacios de Banach que si cuentan con base de Schauder son
separables, por lo tanto existen espacios de Banach sin base de Schauder, a saber los espacios
no separables. Por otro lado tenemos que las bases ortogonales en los espacios de Hilbert
separables de dimensién infinita son a su vez bases de Schauder (Ejemplo 2.15), ademas los
espacios de Banach separables conocidos tienen base de Schauder también (Ejemplos 2.16,
2.17 y 2.18).
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Entonces, visto desde la perspectiva de las propiedades minimas que necesitamos para
tener bases de Schauder en los espacios de Banach, la pregunta que surge de manera natural
es si todo espacio separable tiene base de Schauder y esto es lo que se conoce como el problema
de la base en los espacios de Banach separables. La solucion a este problema resultd ser no
tan sencilla y fue dada por Per Enflo, en [3], cuarenta afios después de haber sido establecida.
La respuesta al problema es negativa, es decir, existen espacios de Banach separables que no

tienen base de Schauder.

2.3.1. Base de Schauder y la Propiedad de Aproximacion

Finalmente, mostraremos que todo espacio de Banach con base de Schauder tiene también
la Propiedad de Aproximacion, resultado que tiene como consecuencia el vinculo entre el

Problema de Aproximacién y el Problema de la Base en los espacios de Banach separables.

Teorema 2.19. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder {x,}. Entonces X tiene

la Propiedad de Aproximacion.

Demostracion. Por la Proposicion 1.24 es suficiente con encontrar, para cada conjunto com-
pacto C C X y e >0, un N € N tal que ||Pyz — z|| <e.
Sea M := sup{||P,|| : » € N}. Por la compacidad del conjunto C' podemos elegir

xy, ..., 2 € C tales que min{||z — ;|| :i=1,...,k} < m para todo x € C.
Elijamos ahora un z € C fijo pero arbitrario, entonces existe un j € {1,...,k} tal que
|z — ;]| < m Ya que X tiene base de Schauder tenemos que JLIQOHQCJ —P,z;||=01o

cual implica que existe un n, € N tal que ||z; — P,;|| < § para todo n > n.. Por lo anterior

le = Paall = llo = Pz +2; = 2+ Pa; = Pa|
< llo =l + |1 Paz; = Paall + lla; = Pac |
< o —ajll + |1 Pallle; = ol +
< o - ajll + Ml - all + 5
= 1+ Mlle -l + 3
€ €
< (1+M)m+§

= €.
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Preliminares para la construccion del contraejemplo

3.1. Funciones de Rademacher y de Walsh

En esta seccion definiremos las funciones de Walsh, las cuales serdn la base del espacio
que serd construido como contraejemplo. Dichas funciones estan definidas a partir de las
funciones de Rademacher, que son un sistema ortogonal en L?([0,1]) aunque no completo, de
hecho la completacién del sistema de Rademacher en L?([0,1]) es el sistema de funciones de
Walsh.

Consideremos la funcién periédica Ry, de periodo 1, definida en [0, 1) por

Ro(a) = 1 x € [0, %) (3.1)
-1 ze€[i1)
Definicién 3.1. El conjunto de funciones
Ri(7) := Ro(2"2) (3.2)
para k =0,1,2,... y x real se llama el sistema de funciones de Rademacher.

—_

La k—ésima funciéon de Rademacher R; es constante en los intervalos diadicos [Q,ﬁl, g}il)

con m=0,+1,4+2, ..., tomando el valor 1 para m par y —1 para m impar. Tiene, también,
discontinuidades en cada x = {7 y siempre es continua en por la derecha. Las funciones de
Walsh pueden tener sentido en todo el eje real, ya que se definen a partir de las funciones de

Rademacher, sin embargo, son consideradas frecuentemente en el intervalo [0, 1).

Definicién 3.2. Sea A un subconjunto finito de enteros no negativos. Entonces se define la

funcion de Walsh wa : [0,1) — {—1,1}, como producto de |A| funciones de Rademacher, de

25
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la siguiente manera

wa =[] B (3.3)

keA

Si A =0 definimos a la funcion de Walsh wy como la funcion constante 1 en [0,1). Esto es

wey = ]_[0’1) .

Hasta ahora tnicamente hemos definido las funciones de Walsh, para que sean una base
tenemos que darles un orden. Se conocen como sistema de Walsh a tres distintos sistemas
ortonormales completos. En los tres sistemas el conjunto de funciones es el mismo, lo que
los diferencia es el sistema de numeracion, a saber, la numeracién original de Walsh, el de
Walsh-Kaczmarz y, finalmente, el de Walsh—Paley. Nosotros trabajaremos con el sistema
Walsh—Paley, el cual describiremos ahora.

Escribamos a n € N en su expansion diadica, es decir,
o
n= E ;2" (3.4)
i=0

donde a; € {0, 1}. Dado que n es un nimero entero positivo, la suma necesariamente es finita
por lo que o; es distinta de cero inicamente para un ntimero finito de indices ¢. La igualdad
(3.4) nos permite poner en correspondencia a n con la sucesién {a;}. Dicho esto, definimos,

paran = 0, wy := 1 y, para n entero no negativo, la n—ésima funciéon de Walsh como
oo
wy, = H R} (3.5)
i=0

Definicién 3.3. El conjunto de funciones de Walsh ordenado por la relacion (3.5) es lo que

se llama el sistema de Walsh—Paley.

Notemos que, segun (3.4), las funciones de Rademacher son un subconjunto de las fun-
ciones de Walsh, de hecho tenemos que Ry = wqr. Por lo anterior y debido a que el sistema
de Walsh-Paley es un sistema ortonormal y completo en L%([0,1]) [22], se tiene que las fun-
ciones de Walsh son la completacién del sistema de Rademacher. De hecho el sistema de
Walsh—Paley forma una base de Schauder para L? con 1 < p < oo [17].

Si definimos a A(()O) =10,1) y a

AP =

m

[m m+1

277) 0<m<2F—1, (3.6)
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Awo(t) Awi(t) Aw2(t) Aws(t)

1 1 14 1+ —
H H H > H »
14 1 a4 L 14
wy(t) ws(t) we (1) wr(t)
1 1 1 r 1

o
-1 : 1 : 1Jr|—| I—l : 1 :

FI1GURA 3.1: Primeros términos del sistema de Walsh.

las funciones de Walsh son constantes en sus respectivos intervalos diddicos AP para k > 0.
Las funciones de Walsh pueden ser también definidas en el intervalo [0, 1] de una manera

equivalente.

3.2. El grupo diadico

Las funciones de Walsh con el orden de Walsh—Paley seran un conjunto muy importante
en el desarrollo del espacio de Banach construido mas adelante, pero no las ocuparemos en
la forma de la Definicién 3.2. Por lo anterior daremos una interpretacion distinta de dichas

funciones que servira mejor para nuestros fines.

Definicién 3.4. Un conjunto G se denomina grupo si esta dotado de una operacion - :

G x G — G que, para todo a,b € G, cumple las siguientes condiciones:
» (a-b)-c=a-(b-c),
w emiste e € G, llamado la unidad por la izquierda del grupo G, tal que e - a = a,
» existe, para a € G, el elemento a™* tal que ala = e.

Si ademds se cumple que, para todo a,b € G, a-b = b-a, entonces el grupo se llama abeliano.
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Definicién 3.5. Se llama grupo diddico al grupo D dado por el conjunto de todas las
sucesiones cuyos elementos son 6 0 ¢ 1 con la operacion de grupo dada por la suma mdodulo

2, esto es,

D =75 ={a={a,} : a, € {0,1}}

y sia={a,},b=1{b,} €D se tiene que
a+b={ay+by,...,a,+b,,...}

donde la adicion se da siguiendo la tabla siguiente

+ |0 1
0|0 1
111 0
Podemos generar una funcién entre D y [0, 1] expandiendo cada nimero real de [0, 1] en
su forma binaria, es decir, escribiendo a t € [0, 1] como

t= Z 9j+1 (3.7)

J=0
Ahora bien, esta funcién no es biyectiva ya que los nimeros racionales diddicos! tienen dos
representaciones, una finita y otra infinita, de la forma (3.7). Por lo anterior se usa el llamado
intervalo modificado [0, 1]*, el cual consiste en todas las expresiones de la forma

oo

> 2:11 (3.8)

J=0

pero no la suma, esto significa las dos expresiones para los nimero diadicos seran distintas.
Por ello podemos ver al intervalo [0, 1]* como el intervalo [0, 1] en el cual cada nimero diddico
x ha sido dividido en dos, uno izquierdo z~ (el cual es la representacién diddica infinita) y
otro derecho z (el cual es la representacién diddica finita).

Denotemos por {w'(t)}°, las funciones cuyo dominio de definicién es el intervalo modi-

ficado [0, 1]* y sus valores estan dados por

wi(t) = (~1) Tt (3.9)

'Ntmeros de la forma 5w, donde m € Zy n € N,
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donde n tiene expansién diddica de la forma (3.4) y t de la forma (3.7). Notemos que si
n = 2" entonces wh,(t) = (—1)", este conjunto de funciones serd denotado como {R}(t)}. Por

lo anterior tenemos que

R e e N (GO | (A (3.10)

Esto es ya andlogo a (3.5). Segin la definicién (3.9), para cada n < 2¥! la funcién w/,(t) es
constante, con valor 1 o —1, en los conjuntos de la forma {t € D : t; = t?,j =0,1,...,k} para
cada eleccién fija de elementos {t;) :7=0,1,..., k}. Estos conjuntos los podemos indexar por
nimero enteros 0 < m < 281 de la siguiente manera: para cada m sea {t? 17 =0,1,...,k}

tal que
k
m=>» 92", (3.11)
§=0

Si definimos

la transformacién A : D — [0,1] en la que a cada ¢t € D se le asocia el niumero ' = A(t),
t' €10, 1], de tal forma que se satisface (3.7). Debido a los nimeros diddicos la funcién A no
es biyectiva, pero se prueba que la imagen del conjunto A;n(k“) es la clausura del conjunto

A% con lo cual obtenemos la equivalencia entre (3.5) y (3.10).

3.3. Propiedades

Mostremos algunas propiedades de ciertos conjuntos de funciones de Walsh reunidas en
los Lemas 3.6 y 3.10. Anteriormente hemos mostrado que las funciones de Rademacher,
R; : [0,1]* — {—1,1}, se pueden definir como R;j(a) = (—1)%, para a € Z). Si tomamos
tinicamente las funciones de Rademacher definidas en Z3" tendremos, por tanto, sélo 2n de
ellas.

De acuerdo con la interpretacion anterior de las funciones de Walsh y que cada una de
ellas es producto de m diferentes funciones de Rademacher, podemos escribir una funcién de

Walsh, evaluada en a € Z3", de la siguiente manera® w™(a) = [[;~, Ri(a) = [[;~,(—1)%. Sea

m

2Esta notacién hace notar que w™ es una funcién de Walsh que es producto de m distintas funciones de

Rademacher, no tiene nada que ver con la numeraciéon de Walsh—Paley.
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W™ el conjunto de todas las funciones w™. Dado que para cada 1 < m < 2n podemos escoger

2 . . . .. 2
(W’Z) combinaciones de m funciones de Rademacher distintas, tenemos que |W"| = ( ")

m
2n
Sea F,, = E w™ y, para a € Z32", definamos |a| = E ai, esto es, el numero de
wmeWm i=1

coordenadas distintas de cero de a. El lema siguiente muestra un conjunto de propiedades de

la funcion F,, que seran utilizadas posteriormente.
2n
Lema 3.6. 1. F,(0) = ||Fnleo = ( )
m
2. F(a) = (1 —mn Y||F,|le para |a] = 1.
3. |Fac1(a)] = [Fasa(a)] < 07 Y[ Facilloo = 07 [ Frsalloo 10 < fa] < 2n.
4. Fyp(a) = (=1)"F,(b) si|a|+ |b] = 2n.

Demostracion. 1. Por definicién [|F,, || es el mayor valor que tomard F,, al recorrer a
en todo Z32". Ahora bien F}, es la suma de valores 1 y —1, por lo cual obtendremos el
mayor valor de F,,, cuando todos los sumandos sean 1. Lo anterior se obtiene cuando
a = 0. En este caso, se tendran (QTZ) sumandos todos iguales a uno. De ahi se sigue el

resultado.

2. Por definicién tenemos que w™(a) = [[*,(—1)* observamos que F,, no depende de

para qué indice 7 la entrada a; = 1, tan sélo depende de la cantidad de entradas con valor
1, con esto [}, depende de |a|. Por lo anterior, podemos suponer que a = (1,0,...,0).

De las 2n funciones de Rademacher que podemos tomar vamos a dejar fuera a R;. Por
2n —1 ) ) .
un lado tenemos funciones de W," que no tienen a R; en su representacion
m
como producto de funciones de Rademacher, todas ellas toman el valor 1 en a. Por

2n—1
otro lado, hay ( 1) funciones que tienen a R;, junto con otras m — 1 funciones
m

distintas, en su representacion de Rademacher, estas funciones toman el valor —1 en a.
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Por lo tanto obtenemos que

- (-

(2n —1)! (2n —1)!

m!(2n—1-—m)l  (m—-1!2n—1—m+1)!

(2n)!(2n—m) (2n)!m
2n(2n —m)lm!  2n(m!)(2n —m)!

B (2n)! 1
T ml(2n—m)!2n (2n —m —m)

- () () =1 ()

Los pasos se obtuvieron aplicando, de manera adecuada, varias veces la identidad n! =

n(n — 1)L

3. Formemos, para un a € Z3" fijo y z € C, el polinomio

> 2"F(a) = H(1 + 2R;(a)) = H(1 + (—1)%z) (3.13)

donde la primer igualdad se obtiene al desarrollar el producto. Para |a| = r tendremos

que
> ZMFala) = (1—2)"(142)™, (3.14)

esto se debe a que tendremos, en la parte derecha de la igualdad (3.13), r indices @
para los cuales a; = 1 y 2n — r indices ¢ en los que a; = 0. Dado que un polinomio es
una funcién analitica en todo el plano complejo, podemos aplicar la férmula integral

de Cauchy para la k—ésima derivada, esto es, el teorema siguiente.

Teorema 3.7. Sea () C C un subconjunto abierto y conexo, v una curva cerrada en €

y f:Q — C una funcion analitica en §2. Entonces

n(v,z)f®(z) = 2]{;_7;2 7{ %dw z€eQ\ " (3.15)
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donde v* es el rango de la curva v y n(7,2) es el indice® de la curva v alrededor del

punto z.

Tomando como v a la frontera del disco unitario, z = 0 y sustituyendo (3.14) en la

férmula de Cauchy (3.15) obtenemos

1 (1—2)"(1+z)*
F, = — dz. 1
m(a) 211 7£ zmtl : (3.16)
donde n(v,0) = 1. Tomando las identidades
1—¢e? = —2isen(h/2)e/?

14 ¢ = 2cos(0/2)e?
obtenemos

(1 — ™) (1 +e?)? " = 2"(—i)"sen" (0/2) cos™ " (0/2)e™". (3.17)

Si hacemos el cambio de variable z = €%, lo que implica que dz = ie?df, y sustituimos
la igualdad (3.17) en (3.16) obtenemos

F _ ﬁ " _ -1 i(n—m)f r Q 2n—r Q A6 3.18
m(a)—27T (—i) e sen” { 5 ) cos i . (3.18)

0 0
sen” <§> cog?n T (§> ’ def

22n s
= — i sen” (g) cos? " (g) do. (3.19)

En particular tendremos

22n ™

X3

[Fn1(a)] = [Fopa(a)|

IN

—T

Con las identidades

o (g) 1+ cos(6)

2 2
con? (Q) _ 1= cos(6)
2 2

3Este indice se puede interpretar como el niimero de vueltas que la curva ~ le da al punto z.
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n—1
con? (Q) o2 (Q) _ 1 —cos(9) (1 + cos(@)) |
2 2 2 2

0 AL 1+ cos(f) (1 — cos(0) et
o8 (2) wen (2) 2 ( 2 ’

y con esto la integral (3.19) toma el mismo valor para r = 2 y r = 2n — 2, ademads es

obtenemos

igual a |F,(a)|. Para 2 < r < 2n — 2 el integrando es un valor geométrico medio entre
sen? (g) cos?(»=1) (g) y cos? (g) sen?(»—1) (g), por ello la integral (3.19), con 2 < r <

2n — 2, es menor que la misma para r = 2.

Calculemos pues |F),(a)| para |a| = 2. Por las mismas razones que en 2, podemos tomar
a = (1,1,0,...,0) con lo cual podemos combinar tan sélo 2n — 2 funciones. Con ello
tenemos (2”7:2) funciones de Walsh que no tienen a R; y Rs en su representacién como
producto de n funciones de Rademacher (todas ellas toman el valor 1 en a), hay 2(2::12)
funciones de Walsh que tienen a R; o Rs, pero no las dos juntas (todas ellas toman el

2n—2

n_2) funciones que tienen tanto a Ry como a Ry

valor —1 en a) y, finalmente, existen (
en su representacién como producto (todas ellas toman el valor 1 en a). Con lo anterior

y utilizando la identidad n! = n(n — 1)! se obtiene que

2n — 2 2n — 2 2n — 2 1 2n
ro=|(" %) 2000 () - () e
Ademas, como

_ B 1/ 2n 1 (2n)!
Wl =1l = 22 =3

obtenemos la desigualdad deseada, es decir,

|Fa1(a)] = [P (@) < 7| Focifloo = 070 [ Frsalloo-

4. En la prueba de 2 vimos que F,, depende de |a| y no del orden de sus elementos. Por
ello y con la condicién |a| 4 |b] = 2n podemos suponer que a y b son complementarios,

esto es, a; + b; = 1 para 1 < i < 2n. De lo anterior obtenemos que R;(a) = —R;(b)
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para todo 1 < i < 2n. Por tanto conseguimos que

Fn(a) = Z w™(a) = Z Ry (a)- - Ry, (a)

wmeWm wmeWm
= Y (=DRy(0) - (DR, (b) = D> (=1)"w™(b)
= (=)™ > wn(b) = (—1)"Fu(b).

Definicién 3.8. Sea X un espacio de Banach generado por la sucesion {e,}, cuyos elementos

son linealmente independientes y sea, también, T un operador en X. Decimos que T' es un
oo

operador de expansion finita si para k € N se tiene que Te, = g QR€; €S UNa Suma

=1
finita, esto es que existe tan solo una cantidad finita de indices v tales que v, # 0.

Definicién 3.9. Sea B un espacio de Banach generado por la sucesion {e,}, cuyos elementos
son linealmente independientes, y sea T : B — B un operador de expansion finita. Sea M un

subconjunto finito de {e,}. Definimos los funciones Tr y Tr de la manera siquiente:

Definamos también a C(Z2") como el espacio de Banach de funciones g : Z2" — R con
la norma del supremo. Sea p una permutacién en Z3", entonces tenemos que R;(p(a)) =
R,-1(j)(a), en efecto definamos ¢ = p~'(j), entonces R;(p(a)) = (—1)? = (=110 =
Ry-1(j)(a). Tomemos U, : [W] — [W] definida por (Upw™)(a) = w™(p(a)), entonces
U, es una isometria de [W,"].

— (~1)%Ry(a) va que Ry(t(a)) = Ryla +b) =
(=1)%*t% = (=1)% R;(a). Tomemos U; : [W,™] — [W™] definida por (Uyw™)(a) = w™(t(a)),

entonces U; también es una isometria de [W"].

Sit:a — a-+ b tenemos que R;(t(a))

Con lo anterior, definamos a G' como el grupo de isometrias del espacio [W~1 U WH]
generado por todas las isometrias U, y U;. Veamos que podemos elegir, a través de alguna
isometria U € G, a [W"~1 U W] de tal forma que satisfaga una cierta desigualdad muy

importante a la hora de construir el contraejemplo.
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Lema 3.10. Sea T un operador lineal en [W=1 U W™, Entonces existe una isometria

U € G tal que, para f = F,_1/||Fo_1|| — Fni1/|| Fnsil|, cumple

Fr(Wn- i 2| TUf]]
[ Tr(We ™, T) = Tr(Wy ', T)| < = :
n [|Uf]l
Demostracién. Veamos que si a € Z3" es tal que |a| = 0 o 2n tenemos, por (1) y (4) del
Lema 3.6, que
Fo Foia > 2
- a)) =0=— 3.21

y para a € H tal que 0 < |a| < 2n tenemos, por (3) del Lema 3.6, que

() @) < Gre) @)+ () @)

LEnall | TFall 2

< = — = —. (3.22)
nllFall - nl[Feall n
Asi, con (3.21) y (3.22) se cumple que
A=< = 1< (323)
L —n|Uf] '
para cualquier U € G.
~ 1
Por otro lado, definamos T = @ Z U~'TU. Dadas las propiedades de U, recordemos
UeG
que o cambia signos o permuta elementos, tenemos que
Tr(Wr=tT)=Tr(Wr-tT) v Tr(WrT) = Tr(Wr T). (3.24)

Observemos también que la imagen de z € [W”~1 U W”*!] bajo el operador T tiene como
coeficientes al promedio de todos los coeficientes que toma la imagen de x bajo T en cada
espacio isométrico, dado por U € G, a [W"~1 U W], Por ello podemos escoger para cada
r e [Wrtu W un U tal que

ITUz|| > ||Tx]. (3.25)

Ahora, para cada par wy, wo € Wg_lLJW,’fH existe un U, tal que Uyw; = wy y Uyws = —ws,

en efecto, sean wy = [[[1| Rn,, y w2 = [[;2; Rn,, donde r; =n—1on+1siw; € Wyt
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0 W,?“ respectivamente. Ya que w; # wy existe al menos un indice i en 1 < i < ry tal
que Ry,, # Ry, para toda 1 < j < 7y, entonces el elemento b € Z3" correspondiente a la
transformacion U; serd b = (0,...,0,1,0,...,0), donde el 1 estd en la entrada n,.

Con lo anterior se satisface Tw = k,w, esto se debe a que para toda U € G tenemos que

U-'TU = T lo cual implica que TU = UT y si W' U W = {w} U {w;}5_, escribimos

Tw = a,w + >, oyw;. Mostremos que o; = 0 para i = 1,...,s, en efecto, sea U; tal que
Ujw =w y Ujw; = —w; entonces
S S
UTw = U/ apw+ E 0GW; | = QW — ow; + g Wy,
i=1 i=1,i#j
TUw = Tw= a,w+ ojw; + E W,
i=Lij
de donde concluimos que o; = —a; por lo que a; = 0. Ademads, como para cada par

wi wh ™ o wit wit! existe una isometrfa U, que mapea el primero en el segundo tenemos

que, por (3.24), o, = Tr(Wr1,T) = Tr(W» ', T) siw € W*' 0 ap, = Tr(Wr,T) =
Tr(Wr T) si w € WP, Asi ay, no depende de w y, por (1) del Lema 3.6 tenemos

TFn 1 TFnH

1 -
= I T T
Eon 2 T ||Fn+1|| 2. “’)

weWn-1 weWn+l

1
= kypw — k,w
[ Frtll 2 I\Fn+1H 2 )

weWn-1 weWn+l
1 . .
= Tr(W™.T) — Tr(Wn™ T)
[[Frrll we%l [[Frtrl WE;H
= |Tr(wnt,T) — Tr(wn, T)‘ . (3.26)

Finalmente, escojamos un U € G que cumpla (3.25). Por (3.23) y (3.26) queda mostrado
el lema, es decir
27U
n US|

[ Tr(Wy ™t T) = Tr(Wy )| < ||ITFI| < |TUF|| <



Capitulo 4

Contraejemplo al Problema de la Base en espacios de

Banach separables

En este capitulo se construird un espacio de Banach separable que no tiene la Propiedad
de Aproximacion y, como consecuencia, no tiene base de Schauder. Por lo anterior, se resuelve
el Problema de la Base en espacios de Banach separables de forma negativa.

Las caracteristicas que va a tener el espacio de nuestro interés se encuentran en las hipote-
sis del Teorema 4.1, el cual es el resultado principal de este trabajo. En lo que sigue, usaremos

|||l 4 para indicar la norma ||| del espacio X restringida al subconjunto A.

Teorema 4.1. Eziste un espacio de Banach separable B y una sucesion {[M,]} de subespacios
de B finito—dimensionales, con dim([M,]) — oo, y una constante C' tal que para todo operador

T de rango finito se tiene que | T — I||ar,) > 1 — C||T||/ log(dim([M,])).

Observemos que {C||T||/log(dim([M,]))} es una sucesién, indexada por n, que tiende a
cero cuando n — oo. Por tanto, en dicho limite, tendremos que entre el operador identidad
I y cualquier operador de rango finito 7" existe una distancia distinta de cero en el espacio
[M,], en particular en los conjuntos compactos contenidos en él. Por ello, Proposicién 1.24,
el espacio de Banach B, con tales caracteristicas, no tiene la Propiedad de Aproximacion.

Los pasos a seguir para la demostracion del Teorema 4.1 seran los siguientes

1. Mostraremos, Seccién 4.1, resultados con los que la funcién T (Definicién 3.9) «separard»
a los operadores de rango finito del operador identidad /. El Lema 4.5 nos proporciona
las caracteristicas que deben tener los espacios [M,,] para que, junto con la funcién Tr,

obtenegamos la demostracion del Teorema 4.1.

37
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2. Daremos, Seccién 4.2, un espacio de Banach particular, llamado B, que contendrd al
espacio de Banach! B del Teorema 4.1. En el espacio B; escogeremos una sucesién
de subconjuntos finitos M,,, cuyos elementos son seleccionados bajo seis condiciones
especificas, que serdn las bases de los espacios [M,]. Mostraremos también que dichos
espacios cumplen las hipdtesis del Lema 4.5. El espacio B sera el espacio de Banach
generado por | J 2, M, esto es, B = m

3. Finalmente, en la Seccion 4.3, construiremos cada M,, de forma tal que satisfaga las seis
condiciones mencionadas en el paso anterior, con lo cual el Teorema 4.1 quedara de-

mostrado.

4.1. Idea principal para la construccién del espacio de

Banach B

El espacio de Banach B construido es un espacio que estd generado por una sucesion
{e,} de vectores en By, cuyos elementos son linealmente independientes. La funcién Tr hace
corresponder un nimero a cada operador en cada conjunto M,. Esta funcién tendrd como
limites lim Tr(M,,I) #0y lim Tr(M,,T) = 0 para cualquier operador T' € K(B). Con
esta fur?cig; y con el Lema 474,Ooaplicado al operador I — T', obtenemos la conclusién del
Teorema 4.1, es decir, una distancia distinta diferente de cero entre cualquier operador de
rango finito y la identidad en ciertos subespacios, lo cual nos asegura que dicho espacio
asi construido no tendra la propiedad de aproximacion.

Recordemos que, en un espacio de Banach X, los operadores T': X — X de rango finito
son aquellos que cumplen dim(7'(X)) < oo, es decir, existe un subconjunto finito, llamémosle
Br, de una base de Hamel del espacio X que genera a T(X). Ahora bien, regresando al
espacio B, el conjunto By asociado a un operador T': B — B de rango finito no tiene que
tener relacién alguna con la sucesion que genera al espacio B. Sin embargo, la Definicion 3.8
y el Lema 4.2 nos dan una relacién entre el operador T y la sucesién {e,}.

Recordemos (Definiciones 3.8 y 3.9) que, en un espacio de Banach X generado por la

sucesion {e, }, T es un operador de expansién finita si para k € N se tiene que Tej, = E QiR €;
i=1

'De ahora en adelante nos referiremos a este espacio como el espacio B.
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es una suma finita y que Tr(M, T):=— Z Qi -

El siguiente lema nos dice que cualquier operador T' de rango finito (7" € IC(B)) puede

ser aproximado tanto como queramos por un operador de expansién finita.

Lema 4.2. Sea X un espacio de Banach generado por una sucesion de vectores {e,}, cuyos
elementos son linealmente independientes. Si T € K(X), entonces, para cualquier € > 0,

existe un operador de rango finito de expansion finita T' en X tal que ||T —T'|| < e.

Demostracion. Sean ||T|| = K y x1,...,z, una base para el rango del operador T. Ya que
X = L({e,}) podemos aproximar z;, con 1 < i < r, tanto como deseemos con algin vector
z, € L({e,}). Por lo cual también podemos aproximar, tanto como deseemos, una suma finita
de los r vectores base, es decir,

r r
2 : § : /

bjﬂ?j — bjl’j
=1 =1

€
<
- K

s
E b
=1

T T
SiTzr = E bjz; definimos el operador de expansién finita como T'z = g bjx;». Asi ob-
j=1 j=1
tenemos

€ €
Tz —T'z|| = = 2Tz = 2Tzl = ellz]

€
< —
- K

r r
§ : § : /

bjfL’j — bjxj
Jj=1 Jj=1

de donde |T—T"|| <e.

;
E bjx;
=1

Definicién 4.3. Decimos que la sucesion {e,} tiene la propiedad A si para cada suma

T T
finita g a,e; se cumple E ;65

i=1 =1

> ||ager|| para todo 1 < k <r.

Lema 4.4. Sea X un espacio de Banach generado por la sucesion {e,}, la cual tiene la
propiedad A. SeaT' : X — X un operador de expansion finita y sea también M un subconjunto
finito de {e,}. Entonces |Tr(M,T)| < T ||

Demostracion. Para e, € M se cumple

| crerl|
[lex]|

< |T|ian-

1
ol = < e

E 07711

e; €M
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Finalmente, enunciemos el lema mas importante de esta seccién, ya que nos proporciona

las caracteristicas que debe tener el espacio de Banach B.

Lema 4.5. Sea X un espacio de Banach generado por la sucesion {e,}, la cual tiene la
propiedad A. Supongamos que existen una sucesion { M, } de subconjuntos finitos mutuamente

disjuntos de {e,} y constantes a > 1 y K > 0 tales que para todo m € N se cumple
1. dim([Myn41]) > (dim([Mn])* v,

) . , K|
2 AT (Mo, T) = Tr (Mo, ') < i BT

para todo operador de expansion finita T' en X . Entonces existe una constante C' tal que para
cualquier operador de rango finito T en X se satisface que

ClIT|

I =Tl 2 1 = L)

donde C' = —&

l—a— 1"

Demostracion. Supongamos que 7" es un operador de expansion finita de rango finito. Note-
mos que [ es también un operador de expansion finita, ya que Iey = e para toda e, € {e,},
de donde oy, = 1. Ademas, el conjunto de operadores de expansién finita es cerrado respecto

a la suma. Calculemos

=T > |Tr(Mp,I-T) (4.1)
= |Tr(My,I) —Tr(M,,, T (4.2)
> Tr(Mm,[)‘ - )Tr<Mm,T') (4.3)
- |—11 |y (Fr(Mir, ) - Tr(Mk,T’)>| (4.4)
> 1- i )Tr(MkH,T’) —Tr(My, T') (4.5)
> 1= K1Y oy 40
o — 1
> KIS o ] (1.7
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K||T/|| 1
— 4.
~ Jog(dim(] Z ak (48)

k=m

R S 14
- 1 —a'log(dim([M,,]))

(4.9)

donde (4.1) se debe al Lema 4.4. Puesto que la funcién Tr es lineal respecto al segundo
argumento obtenemos (4.2). Las desigualdades (4.6) y (4.7) los obtenemos aplicando las
hipétesis del lema. Por dltimo, obtenemos (4.9) al agregar términos necesarios para completar
la serie geométrica, esto se puede debido a que a > 1.

Finalmente, por el Lema 4.2 podemos extender el resultado, probado ya para los opera-

dores de expansion finita, a los operadores de rango finito. |

Observemos que, para satisfacer la Hipdtesis 2, tendremos que elegir las bases M, de
forma tal que la funcién Tr no asigne, a los operadores de expansién finita, valores muy
alejados en los conjuntos sucesivos M,, y M, 1. Esto se logra, mas adelante, de una forma
muy interesante.

Debemos hacer notar lo siguiente: el Lema 4.5 nos dice que un espacio de Banach con las
caracteristicas ahi descritas es un espacio de Banach sin la Propiedad de Aproximacion. Sin
embargo, lo anterior no significa que aquellos espacios que cumplen las hipétesis del Lema
4.5 sean los unicos espacios de Banach sin la Propiedad de Aproximacién.

Tan sélo resta construir un espacio de Banach que cumpla las hipétesis del Lema 4.5 para

asi probar el Teorema 4.1. Pasemos, pues, a la construccion del espacio B.

4.2. Construccién del espacio de Banach B

Ahora construiremos un espacio de Banach particular que satisfaga las hipotesis del Lema
4.5, para ello recurriremos a los espacios C'(K) y sus propiedades, dados en el Capitulo 3.

Elijamos dos sucesiones crecientes {k,,} v {n,,} de niimeros naturales. Formemos ahora,
para cada par (k,,n,) y para todo m € N, los conjuntos K,,;, = 72 v a K,, como la
union disjunta de los anteriores K, ;, esto es, K, = K, 1 - -- &0 K, 1, .. Si observamos, K, ;
es independiente de j, por ello K, es unién disjunta de k,, conjuntos idénticos, por lo cual

podemos escribir K,, = {1,..., k,} x Z* cuya cardinalidad serd |K,,| = 2*"k,,.
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Tomemos ahora el espacio de Banach de funciones real-valuadas sobre K,, con la norma
infinito, esto es,
CKn) ={f: Kn = R: | flloc <o0}.

Notemos que C'(K,,) es de dimensién finita ya que K,, es finito, por ello el espacio C'(K,,) es
separable. Definamos ahora el espacio de Banach B; que contendra al espacio B del Teorema
4.1.

Definicién 4.6. Sea
Bi={f=(fi,.- .. fm:-- )t f € C(Ki) y || fIl < o0}

donde || fII* := 351 [ fml[3 < 00

Debido a que el espacio By es un producto de una cantidad numerable de espacios sepa-
rables tenemos, por la Proposicion 1.15, B; es separable. El espacio de Banach B sera un
subespacio de By con lo cual, por la Proposicion 1.16, B es separable. Con esto sélo falta que
probemos que B no tiene la Propiedad de Aproximacion.

Para cada m € N tomemos del conjunto {f = (0,...,0, fim, frs1,0,...) : f € By} los
conjuntos finitos M,, cuyos elementos son tomados bajo ciertas condiciones, mencionadas
mas adelante. Podemos considerar a M, como un subconjunto de C'(K,,) ® C(K+1). El
espacio de Banach en el que estamos interesados serd B = m

Las condiciones que deben cumplir los elementos seran divididas en dos partes. Las pri-
meras tres nos hablan acerca de las propiedades que deben de cumplir los elementos de M,
en cada componente, con estas tres condiciones podemos dividir al conjunto M,, en subcon-
juntos M, ; v Np, ;. Las tres dltimas nos enuncian las propiedades que deberdn satisfacer los
conjuntos M, ; y Ny, ; para que los conjuntos M, sean los que cumplen nuestros objetivos.

Para cada M, elegiremos k,,t,, elementos de C'(K,,) & C(K,,+1) que cumplirdn las si-

guientes tres condiciones siguientes:

1. La componente de e € M,,, en C(K,,;,) es 0 para toda 1 < j; < k,, menos una, donde
es un elemento de Wm*1. Ademds, todo elemento de W;'m*! tiene que estar en algin

€.

2. La componente de e € M,, en C(K,,11,,) es 0 0 o un elemento de W,?;"Ll_l y, para

cada 1 < js < ki1, todo elemento de W,’L"‘;jjll_l estd en algin e de M,,.
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3. Elementos diferentes de M,, nunca tienen la misma componente, distinta de cero, en

C(Kmyj,) oen C(Kpy1j,)-

Dado que podemos ver a e € M, como un elemento de C(K,,) @ C(K,,+1). Escribamos
e = (e',€?), donde ¢! € C(K,,) y € € C(Ky1), cada e' y e* tienen k,, y k,,+1 entradas?
respectivamente. Para 1 < j; < &, llamemos M,, ;, al conjunto de todos los elementos de M,,
que tienen una funcién de W[fg“ en la j;—ésima coordenada de su primera componente. Por
la Condicion 1, se tienen que tomar todos los elementos, para cada j;, del conjunto Wg;;“ no
mas de una sola vez (Condicién 3) y como W] = t,,, resulta que cada conjunto M,, ;,
con 1 < j; <k, tiene t,, elementos y, obviamente, son disjuntos a pares. Asi |M,,| = kytm,
y cada componente e! de e € M,, tiene todas sus entradas cero, menos una y sélo una.

Al limitar cada conjunto M,, a k,,t,, elementos, ya no podemos tener mas elementos que

los pertenecientes a los conjuntos M,, ;,, por ello

km
My, = | M. (4.10)

ji=1
Si para cada 1 < jy < k4 llamamos N, j, a los k41 conjuntos que tienen funciones
de W,;Ln’jjll_l en la jo—ésima coordenada. Las Condiciones 2 y 3 tienen como consecuencia que
| Nimjs| = tms1. Los conjuntos Ny, j, no son disjuntos a pares, ya que si lo fueran tendriamos
szn:ll N m,j2

componente e! de e € M,,, la componente e? pueda tener varias entradas distintas de cero.

que = kmy1ltme1 > kmtn 1o que no es posible, de aqui que, a diferencia de la

De manera similar a (4.10) obtenemos que

km41

My = | N (4.11)
jo=1

Enunciemos pues las condiciones restantes. Tomando en cuenta que si o(e) es el nimero

de indices j, tales que e € M, esta en Ny, j,, los subconjuntos My, ;; y Ny, j, de M, tienen

J20
que satisfacer lo siguiente

tm+1

4. |]\/T7n’i2 N Nm,jzl < 2 con Z-2 # j27

N1

t t
5. |Nm,j2 M Mm,j1| < min <_m7 m—H) s

Ny Mim41

2Serfa correcto llamarlas componentes, pero para hacer diferencia llamaremos entradas a las componentes

de las componentes e' y e de e € M,,.
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6. >

GEMm

ole) < 1

1
kmtm km—i—ltm—i-l - nm—s—l‘

Supongamos que hemos elegido, para cada n € N, el conjunto M,, de manera tal que
son satisfechas las seis condiciones anteriores. Mostremos que la sucesién de conjuntos {M,,}
satisface las hipdtesis del Lema 4.5.

El conjunto | J7 | M, tiene la propiedad A

Por la Definicién 4.3 tenemos que las combinaciones lineales del conjunto | J;~, M, deben

satisfacer

> |leer]|

,
g (8711
i=1

paracada 1 <k <r,a; € Kye; €U, M,.

Dado que los conjuntos K,,; son finitos, el supremo lo podemos tomar como el maximo

y tendriamos que probar que, para K,,;, se tiene

max { ‘ (Z aiei> (p)

Por construccién, la componente en K, ; de e, € M toma o la funcién cero o una funcién

'pE Kmﬂ} > max{|ager(p)| : p € K.} (4.12)

de Walsh, llamémosla wy. Si dicha componente es cero la Condicién (4.12) es satisfecha.
Consideremos entonces que la componente es una funcién de Walsh w;. Dado que las
funciones de Walsh toman unicamente los valores 1 y —1, tenemos que la parte derecha de

la desigualdad (4.12) es |ax|. Supongamos como falsa la desigualdad anterior, esto es

MmAax {‘ (Z oziwi) (p)

()

Sabemos, por otro lado, que las funciones de Walsh forman un sistema ortogonal si las

ip € Km’z} < o], (4.13)
lo que implica que

< ‘ak| vp € Km,i-

tomamos como elementos de /5, el cual es un espacio de Hilbert. Con lo cual, cualquier

combinacion lineal de ellas debe cumplir, para 1 < k < r,

-
g Q;W;
i=1

> |lagwy]|2-

2
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Escribiendo de forma explicita la norma tenemos

o\ 1/2 1/2
Z (Zaiwi) (p) > Z |(Oékwk)(p)’2
pEKm i i=1 PEKm i
1/2
= | 2 ) (4.14)
peKm,i

Sin embargo, la suposicién (4.13) contradice la desigualdad (4.14), la cual es siempre
valida para combinaciones lineales de conjuntos ortogonales como las funciones de Walsh.

Por lo anterior la desigualdad (4.12) es vélida y asi el conjunto |J,—, M, tiene la propiedad
A.

Los espacios [)M,] satisfacen la Hipétesis 1 del Lema 4.5

Para probar la relacién que deben mantener las dimensiones de los subespacios [M,,]
serd necesaria la formula de Stirling. Esta formula describe el comportamiento asintotico del
factorial n! en el limite cuando n — oo. La férmula de Stirling, demostrada en [11], es la

siguiente

n! ~ (E>n 27mn. (4.15)

e

La notacion anterior significa que 1im

5 (2)" v

= 1 y se dice que las dos sucesiones son
equivalentes.

También es de utilidad la aproximacion, obtenida con la formula de Stirling, del valor del

coeficiente binomial medio, dada como sigue

)"2ymn 4" (4.16)

)2” 21 D

<2n> Cn)t | ()" Vo

7 (@) Ve

QIS |03

~—~

n
e

2N . . .
Recordando que t,,, = ( , encontremos una aproximacion de t,, aplicado la férmu-

Ny — 1
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la de Stirling (4.15). Obtenemos lo siguiente

fm = <ninf 1) " (1 —(12;8’3; +1)!

(222) " Ty

- (2=2) "0 (i — 1) (22) ™ D7y, + 1)
22nm
~ = (4.17)

donde en el dltimo paso se tom6 en cuenta que n,, +1 ~ n,, para n,, suficientemente grande,
lo mismo para n,, — 1.

Daremos ahora la forma en la que se elegiran las sucesiones {n,,} v {k,.}, después mos-
traremos que, asi elegidos los valores n,, y k., los conjuntos M,,, cumplen la Hipotesis 1 del
Lema 4.5.

Seleccionemos dos constantes 1 < a y 1 <+ tales que

247
l<a< a < —, 4.18
7y T (4.18)

un ejemplo de esto seria v = 3 y cualquier a del intervalo abierto (1,1.25).

Definamos las sucesiones

{nm = [a"} y {kn = [th]} (4.19)
donde [z] indica el mayor nimero entero menor o igual a z. Observemos que a < 1 + T
~

y dado que v > 1 resulta que a < 2. Con lo anterior tenemos que
N < N1 < 2Ny (4.20)

Con la aproximacion (4.17), podemos observar que la dimensién de [M,,], que recordemos

es kytn, cumple con lo siguiente

log(dim([M)) = log(kntn) ~ log(t}) = (7 + 1) log(t)

o 1o () = (1) G o) ~ o)

< (y+1)log(4)a™. (4.21)

Con lo que también obtenemos, obviamente, que

log(dim([Min41])) ~ (7 + 1) log(4)a™ . (4.22)
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Si sustituimos la aproximacion (4.21) en (4.22) conseguimos la siguiente expresién
log(dim([Mp+1])) < alog(dim([My])).

Por tanto, con las sucesiones {n,,} y {kn} elegidas como dicta (4.19) logramos que las

dimensiones de los subespacios [M,,] satisfagan la Hipdtesis 1 del Lema 4.5.

Los conjuntos M, satisfacen la Hipotesis 2 del Lema 4.5

Las tres condiciones tltimas nos dicen la forma en que, de todas las posibilidades, debemos
escoger estas My, ;, v Np, j, para que, junto con los Lemas 4.7 y 4.8, enunciados a continuacion,

nuestra sucesion M,, satisfaga la Hipdtesis 2 del Lema 4.5.

Lema 4.7. Si las Condiciones 4 y 5 son satisfechas por M,, y T es un operador de expansion

finita en B. Entonces

- - 4T
|TT(Nm7j, T) — TT(Merl’j, T)‘ S .
Nm+1
Km Km+1 Km+2
C(Kma) - C(Kp) - C(Km k) C(Kmt1,1) C(Kmr15)  C(Kmg 1 k) C(Kmi2,1)  C(Km2,5) C(Kmt2,bmy)
N —1 N +1 Nm41—1 Nm41+1 Npy2—1 Nmt2+1
an WnT?’L Wn7n+1 Wn'm+1 an+2 an+2
Mm Mm+1

FIGURA 4.1: A cada m le corresponde un conjunto C(K,,), el cual tiene k,, copias del

conjunto C (K, ). Este iltimo tiene como subconjuntos a Wym=1 y Wym+1,

Demostracion. Recordemos, Figura 4.1, que para cada m € N creamos C'(K,,), donde K, =
{1,..., kn} x Z3™. Por lo anterior a cada x € C(K,,) restringido a {j} x Z3" lo podemos
ver como una funcién de C(K,, ), ya que K,,; = Z3"". Este tdltimo conjunto lo definimos

en el capitulo anterior como C(Z3") y tiene como subconjuntos a Wjm—1 y Wrm+l,
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Sea E = [N, ; U M,,11]. Creemos una biyeccién entre E y [Wrm+i—tJ Wrmeitl] para

Nm+1 Nm+1

ello tomamos el operador de extension finita T' y realizamos la siguiente «restriccion»: si
o0 o

Te, = Z o;e; definamos a T" como T'e;, = Z a;e; donde la suma queda restringida a aque-

llos Vecztzjlres que pertenecen a E. Con esto Z%;(NmJ,T) = Tr(Np;; T') y Tr(My1;,T) =

TT(MerLj, T"). Ademés, como para todo m € N todo elemento de M,, toma el valor cero

en K,,11; excepto aquellos pertenecientes a N, ; v M, 41 5, se tiene que Tx(a) = T"z(a) con
a € Kpy1j. Asi T'|k, ., ; es una biyeccién entre E y [Wimii=t U Wimeitl],

Sea ||z]|| ;= max{|z(a)| : @ € K41} para z € E. Con esta norma y la isometria entre

y [Wims =t U Wm 1+ podemos usar el Lema 3.10, tomando como U f el correspondiente

de x € E, para obtener

(Mg, T) = Fr (M1 s D = [T (Mg, T') = Fr (M1, ')
2 ||
Il o)
M1 |l
Dado que
ITll = méx{|T'2(0)] : @ € K1y} = mix{[Ta(a)] : a € Koy} < T2l
la desigualdad (4.23) queda como
- ~ 2 ||T
Tr(Mp . T) = Tr(Mpsn, T)) < —— 122l (4.24)
sy B
Por otro lado, tenemos que
=l = (4.25)
m+1
ya que existe a € K415 tal que z(a) = — . En efecto, para
f — an+1_1 o an+1+1
[P I P Y

y a € K,,11; tal que |a| = 1 tenemos, por la parte 2 del Lema 3.6, que se satisface

n'rn+l 1(@) an+1+1<a)

Uf(a) = f(a
@ =19 = Y5 T TEe
Nm, 1 Nm 1
(1= 2) Pl (1= 2222 By
1 Foa [ Fori

- (1 Hm+1 )—(1—”“+ >: . (4.26)
Nm+1 Mm+41 Nm1
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Ademas, si recordamos que unicamente en los conjuntos K,,, K1y Ko (Figura 4.1)
hay elementos que no toman el valor cero en K,,,1; y que estos elementos también toman
valores distintos de cero en otros conjuntos.

Veamos que se satisface ||z]] < 2|||z|| en todo caso, tomando en cuenta que || F,,, ,—1] =
||an+1+1|| = lm+1-

Para K41 los conjuntos Ny, ;, con i # jy 1 <i < ky,1q, tienen |N,,; N Ny, ;| elementos

con componentes no cero si a € K,,41,. Con lo cual

| Fpin—1(a)] < | Nom,i N Ni |

HFﬂm-H*lH o tm+1

|z(a)] = [Uf(a)| = |(a)] (4.27)

Para K,, son los conjuntos M,,;, con 1 < i < k,,, los que no se cancelan si a € K, ;. Por

tanto

|an+1+1 (a)| < ‘vaj m vai

[z(a)| = |Uf(a)| = [f(a)] 7 < ~ (4.28)
|| nm+1+1|| Zfm—f—l
De manera similar, para K, 2 con los conjuntos M,;14, 1 <@ < kyyo, a € Kiyia,
z(a)] < [ N1, +14] (4.29)

tm+1

Aplicando a (4.27), (4.28) y (4.29) las Condiciones 4 o 5 segin corresponda obtenemos que
lz(a)] < #ﬂ para todo a. Por tanto podemos aplicar la desigualdad (4.25), que recordemos
es satisfecha para a € K11, a (4.27), (4.28) y (4.29) obteniendo que (4.25) es valida para

cualquier a. Con lo cual podemos sustituir esta desigualdad en (4.24) y asi

4 |7z (4.30)

\Tr (M, T) — Tr(Myy15, T)| < .
! T N1 |2

Lema 4.8. Si M, satisface la Condicion 6, entonces para cualquier operador de expansion

finita T en B se tiene que

km+l -
- Tr(Npmy, T)| _ |7
Tr(Mm, T) — o < .
]Z:; K1 Nm+1
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Demostracion. Si e € M,,, al ser T' un operador de expansion finita, podemos escribir T'e =

afe)e + a 'y, por el Lema 4.4, tenemos que
a(e)| < |IT°|- (4.31)

Por otro lado, con la ayuda de (4.11), conseguimos la igualdad

Tr(My, T) — i L (N T) = 3 (“(e) - a(e)a(e)) (4.32)

=1 m+1 e€M,, kmtm km—f—ltm—i-l

con lo cual obtenemos

ae) _ a(e)a(e)
Tr(M,,, T) — Tr(Np; T)| = | ( - )
=1 m—+1 ecM,, kmtm km+1tm+1
3 o(c)
- eeM,, m+1tm+1
o T
N1
La ultima desigualdad se obtuvo al aplicar (4.31) y la Condicién 6. n

Supongamos ahora que M,, es tal que satisface los Lemas 4.7 y 4.8, entonces M,, sa-
tisface la Hipotesis 2 del Lema 4.5. En efecto, veamos que, sustituyendo por el momento

d = kst |TT(Myyy1, T) — Tr(M,,, T)| obtenemos

m+1
d = k’m+1TT' Mm,T Z T'r m+1,55 )
B km+1 5 km+1 B km+1 B
= |bmrTr(Mp, T) = Y Tr(Npj. T) + > Tr(Npy, T) = > Tr(Myir, T)
j=1 j=1 j=1
k1 km+1 Fm41
< b Tr(My, T) = > Tr(Npy s )| + | D Tr(Non i, T) = > Tr(Miy1,5,T)
j=1 j=1 j=1
km+1
T AT 5T
< 17l - 1] _ 5 |I,€m+1
N1 Nm+1 Nm+1

Jj=1
de aqui que

ST _ KIT KT

(Tr (M1, T) = Tr(My, T)| <
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Con lo cual hemos demostrado lo que queriamos.
Terminado este punto, hemos mostrado que los subespacios cerrados generados por cada
conjunto M,,, con k,,t,, elementos que satisfacen las seis condiciones anteriores, cumplen las

hipétesis del Lema 4.5. Pasemos ahora a la construccion de los espacios M,,.

4.3. Construccion de los conjuntos M,

Hemos visto que si elegimos las sucesiones en la forma como estan definidas en (4.19),
obtenemos que la sucesiéon M, cumple con la Hipotesis 1 del Lema 4.5. Supongamos ahora
que a M, le asociamos las sucesiones {n,,} y {kn,} definidas como en (4.19), con esto tan
sélo resta encontrar los M, ; v Ny, ; que satisfagan con las Condiciones 4, 5 y 6.

Mostremos antes un resultado necesario para lo que sigue. Observemos que, por (4.17),

tenemos
tnt1 i i (4.33)
TR R T O |
Sean [a"] = a™ — ey [T ] =a™ —§, con 0 <e<1y0<4 <1, entonces
ala™] = a™* — ae = [a™] + § — ae, (4.34)

si definimos = § — ae y dado que 1 < a < 2 tenemos |u| < 1.

"H-ale™) — 9720 e5 una cantidad acotada ya que [u| < 1.

Vemos que, por un lado, 22(@
Por otro lado, como a > 1 tenemos que [a™]* > [a™] lo cual implica que ([a™]/[a™]) >
([a™*1]/[a™]*), pero [a™ Y] /[a™] = a — u/[a™], la cual es también una cantidad acotada.

Por lo anterior (4.33) es acotada y menor a 1. Asi t,,11 = O(t%) v
b o = O(t57). (4.35)

4.3.1. Eleccién de los conjuntos M,, ; y N, ;

En el Capitulo 3 hemos dado una numeracion a las funciones de Walsh, a saber la nume-
raciéon de Walsh—Paley. Dicha numeraciéon de ahora adelante no sera necesaria, lo tinico que
nos interesa es que podamos diferenciar a las funciones de los conjuntos Wym+t y Jynm=1

para cada m € N. Por ello daremos otra numeracion que serd mas conveniente para nuestros
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propositos. Tomaremos el conjunto ngﬂ, el cual tiene t¢,, elementos, y numeraremos de
nuevo estas funciones con una biyeccién entre los conjuntos Z;,, (el grupo de los enteros
médulo ¢,,) y W1 Teniendo esta biyeccién en cuenta tendremos a los t,, elementos de

Wymtl ordenados de la siguiente forma
W:$+1 = {wl, Wa, . . . ,wtm}. (436)

Construyamos ahora un conjunto M, que satisfaga las seis condiciones. Recordemos que
tenemos una forma conveniente de como podemos representar a los elementos de M,,. Dado
que e € C(K,,) ® C(K,,11) tendra dos componentes, cuya primera componente tiene, a su
vez, k,, entradas y la segunda tiene k,,,; entradas. Por ello escribiremos a e € M,, como
e = (e',e?) donde €' es una k,,—upla ordenada y e* es una k,,;—upla ordenada.

La Condicién 1 establece que cada elemento e € M,, debe tener su primera componente e
de la siguiente forma: e! = (0,...,0,w;,0,...,0), es decir, debe tener todas las componentes
iguales a cero, menos una, la j;—ésima, en donde tiene una funcién w; de ng“. Si variamos
a los indices j; e 7 de la siguiente manera 1 < j; < k,, y 1 <1 < t,, obtenemos ya los k,,t,,
elementos que debe tener M,,.

Los elementos del conjunto M, se pueden presentar como en la Figura 4.2, donde e;;
representa al elemento de M, que tiene a la i-ésima funcién de Wm*! (segiin el orden (4.36))
en la j-ésima entrada de e};. Con esta notacién es facil ver que My, ; = {ej; 1 < i <t}

para 1 < 7 < k,,.

€11 €12 cee €1t
€21 €22 e €2t,,

C ejl €j2 ce ejtm ) My, ,
6km1 eka e ekmtm

FIGURA 4.2: Representacion del conjunto My, junto con un subconjunto M,, ;.

Los conjuntos N, ; son construidos de manera mas compleja. Por (4.35) tenemos que
tm+1/km es muy pequeno. Sea L = [k, /t;,11], este niumero lo podemos interpretar como
el nimero maximo de subconjuntos, disjuntos a pares, de t,,.1 elementos cada uno, que

podemos tomar en una columna de la Figura 4.3.



4.3. Construccién de los conjuntos M, 53

La forma en que esta definido este nimero L tiene como consecuencias, las cuales seran
utilizadas posteriormente, a las desigualdades (4.37) y (4.38), las cuales al ser unidas dan la

relacién (4.39).

k k
L = { "= L< " =0<ky— Lty (4.37)
b1 tm+1
ko, ko,
L = = —L<1=kyp— Lty <tmit, (4.38)
tm+l tm+1
0<k,— Lthrl < Tme1- (439)
€11 €12 ce Clty,
€21 €22 cee €2t,,
S| Ctmi1,2 Ctmi1,tm
Ctmr1+1,1 Ctmr1+1,2 e Ctmt1+1,tm
€2t 41,1 €2t 41,2 s €2t 11,tm
€Ltmy1,1 €Lt 41,2 s €Ltm41,tm
€Ltpm4+1+1,1 €Ltpy1+1,2 s €Ltrt1+1,tm
€k, 1 €k,,2 cee €kitm

FiGURrA 4.3: Representacion del conjunto M, mostrando el significado del valor L.

Demos una numeracion a las t¢,,1 funciones del conjunto W,Z”gjll’l, con ello tenemos que

WTTLL:;T_I - {w/h U}é, e 7w1,5m+1}‘ (440)

Por las numeraciones (4.36) y (4.40), podemos sustituir a Wm+ y Wimii=t por Z;, y
Ly, ., respectivamente. Por lo cual, los conjuntos N,, ; serdn escogidos como subconjuntos de
{1,..., Ltys1} X Zy,, (Figura 4.4). A este ultimo conjunto le vamos dar un orden lezicogrdfico

de la siguiente manera: formaremos la sucesion de pares ordenados

(J,Jp+Fk) (4.41)

donde las variables j, p y k son incrementadas en el orden siguiente: primero incrementamos a
p, después a k y, finalmente, a j. Las variables toman los siguientes valores j = 1,..., Lt,, 11,

k=0,1,...,t,,—1yp=1,2,....
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Nm,L+1

e11 Cltm

€21 €2t,,
Nm,l .

etm+1,1 e'tm.+1at7n

Ctmy1+1,1 Ctmy1+1,2 ce Ctmy1+1,tm
Nps | . .

€2t 1,1 €2t 41,2 cee €2t 11,tm
N : : :

m,L eLtm+1,1 eLtm+1,2 e 6Lt7n+17t7n
FIGURA 4.4: Representacion del conjunto {1,..., Lt,,+1} X Zy,, junto con algunos de sus

subconjuntos N, ;.

Los primeros elementos del orden (4.41) serian

(170)’(2’0)7"' 7(Lthrl’O)’(171>7(2>1)"" 7(Ltm+171)>"'
. 7(1atm_1)a 7(Ltm+17tm_1)7"'

Elijamos los conjuntos N, 1, Ny, 2, ..., cada uno con t,,1; elementos, de manera sucesiva

en el orden (4.41), esto es

Npp = {(3,0):1<i<tp}

)

Nm,Q = {(Z,O) . tm—i—l -+ 1 S 1 S th+1}

Nm,L = {(Z,O) : (L - 1)tm+1 + 1 S 1 S Ltm+1}
Ny = {(4,1):1 < <t}

Hagamos notar que la variable j cambia de elemento e en el conjunto NV, ;, k varfa de
Npjen{1,..., Lt,+1} X Zy,, y, por ultimo, la variable p toma de nuevo los elementos de
{1,..., Ltyys1} X Zy,,. Lo dltimo es debido a que cuando termina de recorrerse la variable k,
esto es en cada p, se han tomado ya todos los elementos de {1,..., Lt,, 11} X Z;,, una vez,
notemos que por cada incremento de p todo e € M, se toma una unica vez.

Ya que sélo necesitamos k,,41 conjuntos Ny, ; y cada incremento de p nos da Lt,, conjun-
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tos, tenemos que limitar la variable p hasta el valor

v = [kper /(Lt)]- (4.42)

Para cada e € M,, la componente e? tiene k,,,; entradas. Segtin la numeracién (4.40), el
conjunto N, serd {e;; € My, : 1 < i < t,,11} vy cada elemento suyo e tendrd una funcién
de Wﬁ;"jll_l en la primer entrada de la componente e?. Recordemos que no podemos repetir,
por lo cual ningtn otro elemento de M,,, que no esté en NNV,,; tendrd como primera entrada
en su segunda componente algo distinto de cero.

Los elementos del conjunto Ny,o = {e;1 € My, @ty +1 < @ < 2t,,41} tienen en la
segunda entrada de la segunda componente las t,,,1 funciones de W,?;"fllfl. Esto se sigue
hasta el conjunto N, = {e;1 € M, : (L — Dty +1 <@ < Lt,4q} que tiene las ¢4
funciones del conjunto Wgﬂ’jﬁ_l en su L—ésima entrada de la segunda componente. Con lo
cual hemos tomado ya la primera columna de la Figura 4.4.

El conjunto Ny, 141 = {€i2 € My, : 1 < i < t,,41} tiene las ¢,,41 funciones en la L + 1-
ésima entrada de la segunda componente e? de sus elementos. Asi se continua hasta acabar
con la t,,—ésima columna de la Figura 4.4. Hasta aqui todo elemento de {1,..., Lt 41} X Zy,,
tiene en al menos una entrada de su segunda componente una funcién de Wﬁxﬁ_l, con lo

cual hemos ocupado ya las primeras Lt,, entradas de la componente e? de cada elemento de
{1, R ,Ltm+1} X Ztm-

Recordemos que, por definicion, L = [k, /ti1] 1o que implica que
(km—l—l > k’m > tm+lL) = (km—i—ltm—f—l > tm+1Ltm) = km—l—l > Lt,,.

Por el momento hemos formado los primeros Lt,, conjuntos IV, ; de los k,,;1 necesarios.
La ultima desigualdad nos dice que no hemos terminado todavia, pero aun tenemos entradas
libres, ya que sélo tenemos hasta las primeras Lt,, entradas ocupadas, en los elementos de
{1,..., Ltyys1} X Zy,,. Incrementando p a 1 tomaremos por segunda vez cada elemento de
{1,..., Lt;ys1} XZy,, pero esta vez iniciando en la (L+1)t,, entrada. Obviamente son tomados,
siguiendo la numeracién (4.41), de distinta manera que con p =0

Tomando todo elemento de {1,..., Lt,,.1} X Z;, con p = 1 llegaremos hasta la entrada
2Lt,,. Pues bien, no sabemos si se sigue cumpliendo k,,+; > 2Lt,, por ello debemos poner
un limite a los incrementos de p. Este limite es v (definido en (4.42)), por lo cual tomaremos

unicamente 1 < p < v.
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Los conjuntos M,, ; y Ny, ; elegidos de la manera descrita satisfacen las tres primeras

condiciones. Probemos ahora que también satisfacen las Condiciones 4, 5 y 6.

Prueba de que la Condicién cuatro se satisface

La Condicion cuatro establece que

t
[Ny O N gy | < 2nm+1

para ji # jo. (4.43)
m—+1

Para que dos conjuntos N, ; distintos se intersecten es necesario que tengan un punto en
comun, esto es, (7,7p1 + k1) = (J, jp2 + k2). Debido a que en cada valor de p dos conjuntos
N, ; distintos son disjuntos tenemos que p; # ps.

Supongamos que dos conjuntos N, ;, digamos N, j, v N, j,, se intersectan en el punto

J20
(7,9p1 + k1) = (4, jp2 + ko), entonces los demds elementos comunes a los dos conjuntos son
de la forma (x, xp1 + k1) = (X, xp2 + k2) para algunos x tales que |x — j| < t;41. Sea xo de
tal forma que p := |yo — j| es minimo, esto es u < |y — j| para cualquier otro x. Con esto

tendremos a lo mas t,,11 /¢ elementos que pertenecen tanto a N, ;, como a Ny, j,, es decir,

tm
|Npjs O Np iy | < u+ L (4.44)

Veamos ahora que v > n,,,1, por la definicién de p se cumple que (1, pp1) = (p, p2) lo que

implica que p|py — ps| es divisible por ¢, y como |p; —po| < v se tiene que p > |—m| >
P1— P2 v
Recordemos que L = [k, /tii1] ¥ v = [kmy1/(Lty)], con ello obtenemos que

b Lt2, S kmt?,
v karl - km+1tm+17
como ademas se cumple
R A N A L - e
kmiitmer  ttmer 68 (kgth )V geltt)

concluimos que

14

Por otro lado si, para m suficientemente grande, aplicamos (4.16) y (4.20) a t,, consegui-

mos la siguiente desigualdad
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. 21\ (2n,,)! (2np)! N
m \n,-1/ (N — D (0, + 1)! N (N2 + 1
N, Tm

> 2Ny, > Nypat (4.45)

Ny + 1 /TN,
de donde, debido a que las constantes a y v han sido elegidas segun (4.18), tenemos que

2+~ —a(l+~) >0y asi, por (4.45), finalmente obtenemos

t
I > 7m ~ tzﬂ+’yfa(1+'y) > N1

Prueba de que la Condicion cinco se satisface

Ya que la variable j del orden (4.41) no pasa de k,,, tenemos como consecuencia que
ningin conjunto N, ; tiene dos elementos en la misma fila de la representacién de M,, de
la Figura 4.2, o lo que es lo mismo, no comparte mas de un elemento con el conjunto M,, ;.
Con lo cual obtenemos que

| Ny N M| <1

y asi estd probada la Condicién 5, debido a (4.19) y (4.45).

Prueba de que la Condicién seis se satisface

La Condicién seis dice que se debe cumplir que

1 e 1
> oo |1 (4.46)
e€M,, kmtm km+1tm+1 Nm41
Con los Ny, ; elegidos de esta manera se cumple que, para los e € My, U+ U My, 14, .15
o(e) satisface la condicién
km—H
— <1 4.47
ole) — 7| < (4.47)
esto se debe a que cada e aparece una vez por cada p, ya que en cada p los IV, ; son disjuntos.
K
Por ello, o(e) = v 0 o(e) = v — 1y, por definicién, v es L1, Por otro lado, o(e) = 0

para el resto de e en M,,. Para el primer caso tenemos que la desigualdad (4.46) queda de la

siguiente manera
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1 o(e) 1 kmy1tmy1 (e)
— = — e
o(e)£0 kmtm km+1tm+1 o(e)£0 karlthrl kmtm
1 kms1tm km, Em

= 2 h PR TR A

()0 m~+1tm~+1 mbm m m
< Z ( 1 kmyitmir  Kmaa
- (e)#0 km—f—ltm—i—l kmtm Ltm

1 km-ﬁ-l
km+1tm+1 Ltm U<€) )
1 1 1
< _ 4.48
- Ugéo ( kmtm Ltmtm-l—l km+1tm+1) ( )
k 1

= (|L-—= + ) 1

( bt | Ltk km—i—ltm—i-l Z
< R, P (4.49)
- Ltmk m+1tm+1 e .

1 kmtm 1
= — 4 < (4.50)

L kpatmer = N

donde aplicamos la Condicién (4.47) para obtener la desigualdad (4.48). La relacién (4.49)
se cumple, por un lado, del hecho de que L cumple (4.39) y, por el otro, de que unicamente
basta contar los e tales que o(e) # 0, pero si contamos todos los e que estan en M,,, a saber
los Kt elementos, obtenemos una cota més conveniente. Finalmente, (4.50) se da porque
los dos sumandos van como ¢’ y por la relacién (4.45), aplicada a t,,41, obtenemos el
resultado ya que 01 > 2np01 > Nyt

Para el segundo caso, esto es cuando o(e) = 0, observamos que el nimero de e que

cumplen o(e) = 0 es, por (4.38), (ky, — Lt,)tm < tiity, con lo cual

(km—Ltm)tm tm+1tm

1 — o m+1
agoﬁ_ Z1 Z kt

m
1=

que por (4.35) es del orden O(t% ) que es menor que n,, ;. Con lo cual la Condicién seis es
satisfecha.
De esta manera queda demostrado el Teorema 4.1 y asi se da respuesta al Problema de

Aproximacién y al Problema de la Base en Espacios de Banach Separables.
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4.4. Otros contraejemplos

Una vez que Enflo respondié negativamente al Problema de la Base en espacios de Banach,
A. M. Davie dio a conocer que también los espacios ¢, (2 < p < o0) tienen subespacios
cerrados sin la propiedad de aproximacién [1], al igual que S. Kwapien en [12]. A. Szankowski
[20], encontrd que los espacios de Banach ¢, con 1 < p < 2 contienen subespacios que no
tienen la Propiedad de Aproximacién, de hecho su método también obtiene dichos espacios
para 2 < p < o0.

G. W. Johnson y L. V. Petersen [8], con una modificacién en la construccién de Da-
vie, mostraron que ciertas clases de espacios de Banach, llamados espacios de sucesiones
de Lorentz d(w, p) tienen subespacios cerrados en los cuales también falla la Propiedad de

Aproximacién. Estos espacios son los siguientes: sea w = {w,} una sucesién no creciente de
o0

numeros positivos con lim w, =0y g w, = oo. Para 1 < p < 0o, definimos d(w, p) como
n—oo
n=1

el conjunto de todas las sucesiones complejas a = {a, } para las cuales

00 1/p
HaH = sup <Z |a7r(n)‘pwn) < 0Q,

n=1
donde el supremo se toma sobre todas las permutaciones 7 de enteros positivos.

Se dice que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Aproximacién acotada si
existe una sucesién {4, } en K(X) tal que lim ||A,z — z|| = 0 para todo = € X. Tenemos
que si X tiene base de Schauder = X tiengq;o Propiedad de Aproximacion Acotada = X
tiene la Propiedad de Aproximacion. Enflo contruyé un espacio que no tiene la Propiedad de
Aproximacion, T. Figiel y W. B. Johnson [5] encontraron un espacio que tiene la Propiedad de
Aproximacién pero no la Propiedad de Aproximacién Acotada. Enflo se preguntaba sobre la
existencia de uno que tuviera la Propiedad de Aproximacion Acotada pero que no contara con
base de Schauder, en 1987, Szarek [21] encontré dicho espacio.

Finalmente, en cuanto a la Propiedad de Aproximacion, W. Yuwen y P. Shaorong [23]
demostraron, en 2002, que un operador 7" : X — Y, con X,Y espacios de Banach, es
compacto si y solamente si T' es aproximado por una sucesion de operadores un poco mas
generales que los lineales, llamados homogéneos, cuyo nombre proviene del hecho de que se
debilita la propiedad de linealidad del operador a tan sélo la propiedad de homogeneidad, es

decir, que cumple T(az) = aT'(z), ya no tomando la aditividad.






Conclusiones

Las bases algebraicas son muy importantes en la teoria de los espacios de dimension
finita, al igual que las bases ortonormales en los espacios de Hilbert. Sin embargo, para
investigar a los espacios de Banach, y los topoldgicos en general, es necesario encontrar una
idea equivalente a ellas.

Las bases de Schauder son la «generalizacién» de las bases anteriores, no obstante, son una
generalizacion parcial, es decir, no abarcan a todo espacio de Banach pero han resultado muy
valiosas a la hora de trabajar con los espacios que si la tienen. Por lo anterior es importante
caracterizar los espacios de Banach que cuentan con una base de Schauder, sin embargo dicho
problema ha resultado ser bastante complicado.

Ya que todo espacio de Banach con base de Schauder es separable, es buena idea descubrir
si la inversa en cierta. El contraejemplo de Enflo da como resultado que ni la rica estructura
de un espacio de Banach separable, comparada con la de un espacio topoldgico, es suficiente
para garantizar la existencia de una base de Schauder.

Las bases son una herramienta muy importante para el estudio de espacios, por ello la
buisqueda de una base adecuada para los espacios de Banach en general se mantiene y ha dado
como resultado otras bases, una de las mas importantes es la llamada base de Markushevich
la cual abarca todos los espacios de Banach separables e incluso algunos no separables.

Sin embargo, las bases de Schauder no dejan de ser importantes, aun con la existencia de
estas generalizaciones, debido a que los espacios de Banach separables que no cuentan con
base de Schauder son espacios que dificilmente se encuentran de «manera natural» y todos
los espacios de Banach separables «mas usados» tienen una. Por ello es bastante notable la

solucién al Problema de Aproximacion y como consecuencia al Problema de la Base.
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C(X,Y)

o}, {nm}
Ko,

Notaciones

Espacio lineal generado por el conjunto de vectores E.
Sucesion.

Conjunto de mapeos T : X — Y lineales y continuos.
B(X,X).

B(X,K).

Conjunto de mapeos T : X — Y completamente continuos.

Conjunto de mapeos T : X — Y de rango finito.

la| el niimero de coordenadas distintas de cero de a € Z3".

n—ésima funcién de Rademacher.

Funcién de Walsh que es producto de m funciones de Rademacher distintas.

Conjunto de todas las funciones de Walsh w™.

2
tn — ‘Wn—ly — ‘Wn-i-l‘ — ( n )

n—1
F, = Z w™.

w'meW'm
N 1 s
Tr(M,T) = — Z a;;, donde M C {e;} finito y Tej, = Zaikei.
|M| e, EM
[M,,] = L(M,,).

Sucesiones crecientes de ntimeros naturales.

2
Km7j - Z2n7”‘
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i=1
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NOTACIONES

k“’VV‘L
o= Knj={1,... . kn} x Z3".
j=1

C(Kn) ={f: Kn = R: | flloc <o0}.

By=A{f= (s fmro ) o f € C(K) v [IfI] < o0}
My, € C(Kp) @ C(Knta)-

e=(el,e?) € M, tal que e' € C(K,,) vy €? € C(Kpi1).

Conjunto de todo e € M,, tal que la j—ésima entrada de e! es una funcién

de Wpm+t,

Conjunto de todo e € M,, tal que la j-ésima entrada de e? es una funcién
ma1—1

de Wiimet—=,

Numero de indices j tal que e € N, ;.

Mayor niimero entero menor o igual a x € R.

=2
tm+1

U= |:km+1:| ‘
Lt,,
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