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Resumen

Este trabajo de Tesis es motivado a un problema de control éptimo tipo LQ asociado con
una familia especifica de sistemas lineales en la presencia de restricciones adicionales en la
senal de control. Se consideran sistemas dinamicos gobernados por ecuaciones diferenciales
lineales con un conocimiento a priori de la estrategia de conmutacion de la senal de control y
el funcional de costo cuadratico. La estructura constante a trozos de los controles admisibles
en consideracién, es motivada por una variedad de aplicaciones de ingenieria concretas y
ademas, puede ser interpretado como el resultado de un proceso de cuantizacién asociado
con la dindmica original. Se propone un algoritmo numérico implementable que hace posible
calcular de manera efectiva una soluciéon aproximada a el problema restringido tipo LQ. En
este trabajo se discuten algunos aspectos tedricos del esquema computacional obtenido y
también se muestran algunos ejemplos numéricos.
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Abstract

This thesis is devoted to an LQ-type optimal control problem (OCP) associated with a
specific family of linear systems in the presence of additional control constraints. In this work
is consider control processes governed by linear differential equations with a priori known con-
trol switching strategies and quadratic costs functional. The piecewise constant structure of
the admissible controls under consideration is motivated by variety of concrete engineering
applications and moreover, can be interpreted as a result of a quantization procedure associa-
ted with the original dynamics. This work proposes an implementable numeric algorithm that
makes it possible to calculate effectively an approximating solution to the constrained LQ-
type OCPs. This contribution discusses some theoretic aspects of the obtained computational
scheme and also contains an illustrative numerical example.
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CAPITULO 1

Introduccion

Las técnicas de diseno de controladores basadas en técnicas de optimizacion convencio-
nales y avanzadas, son hoy en dia una metodologia madura y relativamente simple para la
sintesis practica de varios tipos de controladores para sistemas dinamicos, tanto convencio-
nales como hibridos (ver por ejemplo: [1], [3], [8], [24]).

Recientemente, el problema de métodos numéricos efectivos para el caso donde se busca
la minimizacién de un funcional de costo cuadrético asociado a un sistema lineal (problema
LQ) ha atraido mucha atencién, por lo que fueron desarrollados resultados teéricos y practi-
cos. (ver por ejemplo: [2], [9], [12]).

Notese que manejar restricciones en el disenio de un sistema practico es una cuestion im-
portante a tomar en cuenta, en todas las aplicaciones del mundo real. Se aprecia facilmente
que los sistemas de control implementables tienen un conjunto de restricciones intrinseco. Por
ejemplo, el conjunto de entradas admisibles siempre tiene un nivel minimo y un méaximo, mas
aun, los estados siempre estd restringidos a permanecer en ciertos conjuntos. Por supuesto,
el disenador del sistema de control podria ignorar estas condiciones y esperar que no haya
consecuencias serias, como resultado de tomar tal enfoque.

Por otra parte, es generalmente cierto que los niveles éptimos de rendimiento estan aso-
ciados con la operacion sobre o cerca de la frontera del conjunto de restricciones. Por lo tanto,
un ingeniero de control no puede simplemente ignorar las restricciones impuestas sin incurrir
en una degradacion en el rendimiento.

El objetivo de este trabajo de Tesis es elaborar un algoritmo computacional consistente

para un problema de control éptimo tipo LQ en la presencia de senales de entrada constan-
tes a trozos con tiempos de conmutacién fijos y niveles restringidos a ciertos conjuntos. La
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

estructura dada al conjunto de controles admisibles, es motivada por varias aplicaciones de
control practicas (ver [11], [25]) asi como por procedimientos de cuantizacién aplicados a la
dindmica original (ver [6], [17]).

En el presente trabajo se propone un método numérico basado en una combinacién de un
esquema de relajacién clasico y un enfoque de proyeccién. Ademaés, debe ser notado que el
algoritmo propuesto puede ser efectivamente usado para llevar a cabo la sintesis de contro-
ladores asociados con sistemas lineales convencionales y algunos sistemas lineales conmutados.

Recordando que un sistema conmutado general constituye una clase de modelos donde
estan presente dos tipos de dindmica: continua y discreta (ver por ejemplo [16]). Con el
fin de entender como este tipo de sistemas pueden ser operados de manera eficiente, ambos
tipos de dinamicas deben de ser consideradas durante el proceso de diseno del control éptimo.

El resto del trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se presenta
el marco tedrico necesario para la formulaciéon del problema y la version relajada, mostrando
algunos resultados clasicos del andlisis convexo. En el capitulo 3 se hace una descripcion
de los conjunto de restricciones, para posteriormente realizar el planteamiento formal del
problema, a continuacién se estudian las propiedades de convexidad del funcional de costo
asociado y se plantea el problema relajado. En el capitulo 4 se presenta el algoritmo para
encontrar la solucién del problema relajado de forma numérica, ademés se plantea (cuando
es posible) la solucién analitica del problema relajado, posteriormente se plantea el problema
existente al buscar la solucion al problema original, a lo largo de este capitulo, se muestra un
ejemplo de aplicacién para este tipo de sistemas. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan
las conclusiones obtenidas como producto de este trabajo.



CAPITULO 2

Marco Teorico

2.1. Elementos de Analisis Convexo

A continuacion se presentan algunas definiciones y propiedades béasicas de los elementos
del anélisis convexo que serdn de utilidad en lo que sigue, ver [10], [19], [22].

Definicién 2.1 Un conjunto A es convexo si para cada par de elementos de A, ay y as,
tenemos que:
(1= Xay + dasg € A, 0<A<1.

El conjunto {(1 — A)z + Ay : 0 < X < 1} es llamado el segmento de linea cerrado que une
los puntos z, y. Entonces, un conjunto es convexo si y sélo si para cualquiera dos puntos del
conjunto, el segmento de linea que une dichos puntos esta completamente contenido en el
conjunto.

Proposicion 2.1 La interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos converos es un
conjunto convexo.

Prueba. Sea B = N;¢;B; para algin conjunto de indices arbitrario I. Sean by, by elementos
de B, entonces, by, by € B; Vi € I. Puesto que cada conjunto B; es convexo, se tiene:

(1—)\)bl+)\bQGBi, OS)\SL Viel
Por lo tanto, (1 — A\)b; + Aby € B.

Definicién 2.2 Sea A C R", la interseccion de todos los conjuntos converos que contienen
al conjunto A es llamada el ‘convex hull’ de A y se denota por conv(A).

13



14 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Nota. El conv(A) es un conjunto convexo por la proposicién 2.1.

Definicién 2.3 Una combinacion de elementos aq,as,...,a, € A de la forma:
A1a1+/\2a2+...—|—/\nan, Z/\Zzl, /\ZZO, z:l,,n
i=1

Se denomina combinacidon convexa de elementos de A.

Lema 2.1 Para cualquier conjunto A C R", el conjunto conv(A) es igual al conjunto for-
mado por todas las combinaciones convezras de los elementos de A.

Definicién 2.4 Una funcion f: C C R" — R, (donde C es el dominio efectivo de f), se
denomina convezra si para todo x,y € C' tenemos:

FA=Nz+dy) <A =Nf(2)+Af(y), 0<A<I (2.1)

Nota. El dominio efectivo C' C R™ de una funcién f esta dado por:
C={zeR": f(z) < oo}

A la funcién g que cumple con la desigualdad opuesta (>) de la ecuacion (2.1) se le denomina
concava.

Definicién 2.5 Una funcion h : C C R™ — R se le denomina afin si es concava y convexa
a la vez. Es decir:

h((1— Nz +My) = (1— Mh(z)+ M(y), 0<A<1 (2.2)

2.2. El Problema Clasico de Control ()ptimo

Se considera un sistema dindmico descrito por la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

{;i:(t) = f(t,z(t),u(t),  t€[toty] (2.3)

.T(tg) = Xy

Donde f : [to,tf] x R* x R™ — R". El mapeo u(-) : [to,tf] — R™ es llamado el control,
o € R" es el estado inicial y la solucién de (2.3) es una funcién absolutamente continua
z(+) : [to, tf] — R™ llamada la trayectoria de estado correspondiente al control u(-).

De aqui en adelante se asume que para cualquier z y cualquier control u(-) existe una
tnica solucién de la ecuacién (2.3) dada por z(-) = z(-, u(+)).
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Ademas, también estd dado un funcional de costo que mide el rendimiento del control
aplicado al sistema:

I = [ gtt.a®).u)dr + hate) (2.4)

to
Donde g : [to,tf] x R* x R™ — Ry h : R* — R. El primer término del lado derecho de
la ecuacién (2.4) se le conoce como ‘running cost’ y al segundo término se le conoce como
‘terminal cost’.

En los problemas de control éptimo es comun encontrar restricciones sobre los estados
y/o sobre el control, estas restricciones pueden caracterizarse como:
xz(t) e S, wu(t)eU Vtelty,ty]

donde S C R" y U C R™. Un control u(-) es llamado control admisible y el par (z(-),u(-))
par admisible si:

o u(-)eU.
e z(-) es la unica solucién absolutamente continua de (2.3).

e La restriccidén de estado es satisfecha.

® f(t,x(t),u(t)) S ]Ll[to,tf].

El conjunto de todos los controles admisibles es denotado por Uggmto, tf].

El problema de control éptimo se enuncia a continuacion:

Problema A Minimizar (2.4) sobre Uygpn/[to, t7].

El problema A se dice que es finito si (2.4) tiene una cota inferior finita, y se dice que es
(unicamente) soluble si existe un (inico) control u*(-) € Uuamlto, tf] que satisface:

Jw ()= mf  Ju(). (2.5)

u(')eUadm[t07tf}

Cualquier control u*(-) € Ugam[to, tf] que satisface (2.5) es llamado control dptimo, la corres-
pondiente trayectoria de estado z*(-) = z(-, u*(+)) es llamada trayectoria dptima y (x*(-), u*())
es el par optimo.

Definicién 2.6 Un control u*(-) € Uuam[to, t¢] es llamado un minimo local de (2.4) si:
J(W () < J(u()  Vu() € We(u'(-)).

Donde:
We = {u(") € Uagmlto. ty] | [u(-) —u" ()| <&}
En el caso donde W, = Uuam|[to, tf] entonces el minimo es global.
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En las siguientes dos subsecciones se enuncian dos teoremas fundamentales en la teoria
de control éptimo: El Principio del Maximo de Pontryagin y el Principio de Optimalidad
de Bellman, los cuales son de gran utilidad en el desarrollo de las secciones subsecuentes,
en especial para la solucion del problema del Regulador Cuadratico Lineal y la extension
propuesta a una clase de sistemas lineales hibridos con funcional de costo cuadratico.

2.3. El Principio del Maximo de Pontryagin

Uno de los principales enfoques en optimizacién es obtener un conjunto de condiciones
necesarias que debe satisfacer una solucién 6ptima. Estas condiciones necesarias también se
vuelven suficientes bajo ciertas condiciones de convexidad en el funcional de costo. Los pro-
blemas de control 6ptimo pueden ser tratados como problemas de optimizacién en espacios
de dimensién infinita que son bastante dificiles de resolver.

El principio del maximo es una base importante en la teoria de control 6ptimo, enuncia
que cualquier control éptimo junto con la trayectoria de estado éptima debe de resolver el
llamado sistema Hamiltoniano, el cual es un problema de 2 puntos con valores en la fronte-
ra, ademas de cumplir con una condicién de maximo de una funcion llamada Hamiltoniano.
La importancia matematica del principio del maximo recae en el hecho de que es mas facil
maximizar el Hamiltoniano del sistema que el problema original de dimension infinita.

Retomamos el problema clasico de control 6ptimo descrito en la secciéon anterior. Es decir,
se considera el sistema dado por (2.3) y el funcional (2.4) donde ademds se asume que los
mapeos f(-,x,"),9(-,z,-), h(x) € C'[to, ;] lo que implica que existe una solucién unica z(-)
de (2.3).

El siguiente teorema enuncia el bien conocido Principio del Mazximo de Pontryagin el cual
nos proporciona un conjunto de condiciones necesarias para los pares éptimos.

Teorema 2.1 (Principio del Mdximo). Sea (z*(-),u*(-)) un par dptimo del problema
cldsico de control dptimo. Entonces, existe una funcion absolutamente continua p(-) : [to, tf] —
R™ que satisface las siguientes condiciones:

P(t) = —fult, 2" (), u* (1)) Tp(t) + gu(t, 2" (), u*(t)), t € [to. ty]. (2.6)
p(ty) = —ha(a*(ty)).
Donde el subindice x indica derivada parcial, es decir:

_of 0Oy _ Oh
f””_aa:’ gx_ax hx_@x

H(t,2"(t),u™(t), p(t)) = max H(t, 2" (t), u. p(t)), 1t € [to,ts]. (2.7)
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donde U representa el conjunto de controles admisibles y ademas:
H(t,z,u,p) = (p, f(t,x,u)) —g(t,x,u), (t,x,u,p) € [to,tf] x R" x U x R". (2.8)
con (-,-) representa el producto interno estandar en R™.

La prueba del teorema se puede consultar en [28].

A la funcién p(-) se le denomina variable/funcion adjunta y a (2.6) la ecuacién adjunta
(correspondientes al par éptimo (z*(-), u*(+))).

La funciéon H definida por (2.8) es llamada el Hamiltoniano del sistema. La ecuacién de
estado (2.3), la correspondiente ecuacién adjunta (2.6) y la condicién de maximo (2.7), puede
ser escrita como:

50 = Hy(. (0,000, 0)
§UE) = —H, (1, 2(t), ult), ()
2(0) =30, p(T) = —ho(e(T)) -

(
H(t, 2*(t), u*(t), p(t)) = méxuer H(t, 2" (), u, p(t), t € [to,ty].

El sistema (2.9) es conocido como sistema Hamiltoniano. Este sistema caracteriza parcial-
mente la optimalidad del problema. FEn casos donde ciertas condiciones de convexidad estan
presentes, el sistema Hamiltoniano completamente caracteriza un control 6ptimo.

2.4. Programacién Dinamica y la Ecuacion de Hamilton-
Jacobi-Bellman

Al igual que en la seccién anterior se considera un sistema dindmico como el descrito por
(2.3):
c(t) = f(t,z(t t t € |ty t
{w() F(t,a(t),u(t)), fo. /] (210)

l‘(t()) = X9

y se busca minimizar el funcional de costo dado por:

J(U(-))Z/fg(t (1), u(t))dt + h(z(ty)) (2.11)

to

Cabe mencionar que el tiempo inicial ¢y y el estado inicial z(tg) = x¢ permanecen fijos en la
formulacién del problema. La idea basica del método de programacién dinamica es encontrar
las relaciones existentes en toda un familia de problemas de control éptimo tomando como
parametros que describen la familia el tiempo inicial y el estado inicial.
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Para precisar lo mencionado en el parrafo anterior se considera el par (s,y) € [to,t;) x R"
y el siguiente sistema de control:

{i;(t) = f(t,z(t),u(t),  t€[stf] (2.12)
z(s) =y

junto con el funcional de costo:

J(s,y5u(-)) = / fg(t,x(t),U(t))dtJr h(x(ty)) (2.13)

donde:
u(-) € I[s, ty] = {u(:) : [s,tf] = U C R™ | u(-) es medible}

Problema B. Minimizar (2.13) sujeto a (2.12) sobre I'[s, t/].

El problema anterior en realidad es una familia de problemas de control éptimo parame-
trizadas por (s,y) € [to,tf) x R™ en donde el problema original se encuentra embebido®.

Ademds, se asume que las funciones f : [to, tf]] X R" XU — R", g : [to, tf| xR"xU — R"y
h : R™ — R son uniformemente continuas y satisfacen la condicién de Lipschitz en la variable
x y estan acotadas uniformemente en ¢ y u.

Las condiciones anteriores garantizan que para cualquier (s, y

Y) € [to, tr) xR yu € T'ls, 1]
la ecuacién (2.12) tiene una tnica solucién x(-) = z(-, s, y;u(+)) y (

)
y (2.13) estd bien definido.
Se define la siguiente funcion:

{V(s,y) = fyyerse) (5,95 u()),  V(s,y) € [to,tr) X R™.

Vit y)=h(y) VyeR™ (2.14)

la cual es conocida como ‘wvalue function’ del problema original.

A continuacién se presenta un teorema importante conocido como el principio de opti-
malidad de Bellman.

Teorema 2.2 Bajo las consideraciones mencionadas arriba, para cualquier (s,y) € [to, tf) X
R",

Visy) = iuf { /Sgu,:c(t;s,y,u<->>,u<t>>dt+v<§,x<§;s,y,u<->>>}

u(-) €l st 5]
VO <ty <s <8<ty (2.15)

'El problema original se obtiene al hacer s =0 e y = zg.
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La prueba del teorema anterior se puede consultar en [28].

Supongamos que el par (z*(-),u*(-)) es un par 6ptimo del problema B y § € (s,t5).
Entonces:

Vis,y) = J(s,y;u7()) = /sg(taﬂf*(t)yu*(t))dt +J(8,27(5),u*())
> /sg(t,x*(t),u*(t))dt +V(8,2°(5)) > V(s,y).

Donde la ultima desigualdad se obtiene a partir de (2.15), por lo que tenemos la siguiente
igualdad:

ty
V(5,2 3) = I (9w () = [ glta (6,00 ()t + B ()
Esta ultima relacién muestra la esencia del principio de optimalidad de Bellman, es decir:

u*(-) es 6ptimo en [s,t/|( con condicién inicial (s,y))

)
= u"|(s,¢,(-) es 6ptimo en [3,¢]( con condicién inicial (5, 27(3))).

es decir:
Optimalidad global = Optimalidad local.

La ecuacién (2.15)caracteriza la solucién al problema B via la value function’, aunque esta
ecuacion es bastante complicada de resolver. Es posible obtener una ecuaciéon més sencilla
que caracterice el control éptimo a través del siguiente teorema.

Teorema 2.3 Supongamos que V € C*([to, tf] xR"), entonces V es una solucion al siguiente
problema de valor final de la siguiente ecuacion diferencial parcial de primer orden:

{_\/;f +sup,ep H(t,v,u, =V,) =0, (t,x) € [to, ty] x R", (2.16)

V=, = h(z), = €R"
donde:
H(t,z,u,p) = {p, f(t,z,u)) — g(t,z,u) V(t,z,u,p) € [to,t;] x R" x U x R"
Una prueba completa del teorema puede ser consultada en [28].

La ecuacién (2.16) es llamada la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) asociada
al problema A.Si a partir de la ecuacién HJB se encuentra la walue function” V entonces es
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posible construir un par 6ptimo para cada problema B en especial para el problema original
A haciendo uso de la condicién de supremo en el Hamiltoniano de la ecuacién (2.16), es decir:

H(t,z*(t),u"(t), = Va(t,x*(t))) = sup H(t, 2" (t),u, =V, (t,x*(t))) (2.17)
uelU
El procedimiento descrito es conocido como técnica de verificacion. La técnica de verificacion

involucra los siguientes pasos:

e Resolver la ecuacién HJB (2.16) para encontrar la value function V(t,x).
e Encontrar u*(t) a través de (2.17).

e Resolver (2.12) con (s = ty,y = xo) para obtener el par 6ptimo (z*(-), u*(-)).

Hasta el momento se ha asumido que la value function V € C! y ademés que las ecuacién
HJB tiene una solucién tnica los cual no es cierto en general, por lo que se vuelve necesario
redefinir el concepto de solucién para la ecuacion HJB tomando en cuenta las soluciones de
viscosidad las cuales se encuentran fuera del alcance de este trabajo.

2.5. El Regulador Cuadratico Lineal

Se considera el siguiente sistema lineal:
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + b(t), x(tg) = o (2.18)
Donde:
A() € Lot ts R™™],  B(:) € Log[to, 1 R™™], b(-) € Lalto, t5; R"]

En donde los espacios Loo[to, t; R™*™] y L [to, t£; R™*™] corresponden a los clasicos espacios
de Lebesgue compuesto por todas las funciones matriciales esencialmente acotadas definidas
sobre el intervalo [to,ts]. Es decir:

Loo[to, ty; R = {F : [to, tg] = R™"|||F|lo = ess sup |F(t)| < oo}
t€(to,tf]

De igual manera el espacio Lq[to, tr; R"] define el clasico espacio de Lebesgue compuesto por
todas la funciones vectoriales cuadrético integrables en el intervalo de tiempo [to,¢].

Loft, t; R"] = {u(-) :[to, t] — R"| /t: w(®)Tu(t)dt < oo}

Siguiendo con la descripcion del regulador cuadratico lineal, tenemos que el funcional de
costo toma la forma:

) = 5 [ (@et).a(e) +2(SOa(e). u(t) +

(R(t)u(t), u(t))]dt + % (Ga(ty), x(ty)) (2.19)
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Donde:

G eR™" Q) € Loo[to, tp; R™™]
S() S Loo[to,tf,Rnxm], R() S Loo[to,tf7Rm><m]

Ademds para casi todo t € [to, ty]:
G>0, Q(t)>0, R(t)>d0l con:d>0

Se asume que el control admisible es cuadratico integrable en [ty, 7], y no existen restricciones
terminales, es decir:

Uaimlto, t7] = {u(-)u(-) € Lalto, t7; R™]}

El problema del regulador lineal cuadrético (LQR por sus siglas en inglés), consiste en en-
contrar la sefial de control u%*(t) € Uyamlto, t¢] que hace el funcional de costo dado por (2.19)
tan pequeno como sea posible, es decir:

J™() = if - {J(u()} (2.20)

ueuadm [tO’tf}

2.5.1. El principio del maximo aplicado al problema LQ

Aplicando el teorema 2.1 al problema del regulador cuadratico, tenemos el siguiente co-
rolario:

Corolario 2.1 Si el par (z°P'(-),u?'(-)) es dptimo, entonces:

1. Eziste una solucion p(+) a la ecuacion:

(1) = ~AT(@)p(0) + Q)2 (1) + ST (0 (1) o)

plty) = =G (ty)

2. Ademds el control u?*(t) cumple con:
R(t)u?(t) — BT (t)p(t) + S(t)x"'(t) = 0, R(t) >0 (2.22)

Prueba: Puesto que el problema es regular (ver [21], [28]), es aplicable el principio del
maximo, de tal manera que el hamiltoniano del sistema esta dado por:

H(t,x,u,p) = (p, A(t)zr + B(t)u +0b(t)) — %((Q(t)% )
+2(S(t)x,u) + (R(t)u,u))
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Entonces:
p(t) = _5H(t£,u,p)
: 0 1
§0) = 55 ({00, ACVLe) + 5QOLE). (0 + (SO0 ()
5t = —ATOP(O) + QO () + 5" (Ou ()
o (1 t
pit) = g (5Gatt)at) ) = ~Co (e

La cual es la misma condicién que la ecuacién (2.21). Aplicando el principio del méximo, es
decir:
u™(t) = arg max H(x(t),u, p(t))

ueR™

Y puesto que H(-,-,u,-) es una funcién céncava, tenemos:

_ OH(t,z,u,p)
0= ou
0= . Blt)w) — S2AS()r,w) -+ (R(D)w, )

0= BT (t)p(t) — S(t)z(t) — R(t)u(t)
con R(t) >0
[ |

A partir de (2.22) puede verse facilmente que el control u’(t) es tnico, si R(t) > 1,
0 > 0. lo cual nos lleva al siguiente lema.

Lema 2.2 Si el control u®P'(-) estd dado como en (2.22), y ademds:
Q) — SHR'ST(t) >0

entonces el control optimo es unico.

Prueba: El Hessiano de H(t,z,u,p) estda dado por:

0 0
@H(t, T, u,p) 8aé§uH(t’x’ wp)| {g((tg) z((g]
8uaxH(t,a:, u, p) WH(L‘,% u, p)
Verificamos que { S;QT((t t)) }9%((3} > 0, esto pasa si y solo si:

Qt)>0 y  QE)—SHR'ST(t) >0 (2.23)

Lo anterior implica que el Hessiano es una funcién céncava en u(-) lo cual asegura que
uP'(+) es como en (2.22). La unicidad se sigue de la condicién sobre R(t).
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2.5.2. La ecuacién de Riccati asociada al problema

Una forma de encontrar el control éptimo u°*(-) es encontrando la solucién a la ecuacién
diferencial de Riccati asociada como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Bajo la consideracion de que P(t) = PT(t) es solucién de la ecuacion dife-
rencial de Riccati dada por:

P(t) + AT()P(t) + P()A(t) + Q(t)—
[BT(t)P(t) + S(t)]" R7(t) [BT(t)P(t) + S(t)] = 0 (2.24)
P(t;) =G

Entonces, el control dptimo u?(+) € Unam|to, tf] que satisface (2.20) estd dado por:

uP(t) = —R7Nt) ([BT(t)P(t) + S(t)] z7(t) + BT (t)¢(t)) (2.25)
Prueba: Se propone que la solucién de la ecuacién (2.21) tiene la siguiente forma:

p(t) = —P(t)z(t) — o(t) (2.26)

Sustituyendo (2.26) en (2.22), obtenemos:

u(t) = =R (t) [(BT(0)P(t) + S(t)) =" (t) + BT (t)p(t)] (2.27)
Si sustituimos (2.26) y (2.27) en el lado derecho de (2.21), obtenemos:

p(t) = —A(t) [-P)z™(t) — o(t)] + Q(t)z™"(t) +
ST(t) [-R7H(t) (B ( )P(t) +S(1)) z(t) + B (t)p(t))]

)
)
pt) = [A'( )P(t)+62() STORT(t) (BT (1) P(t) + S(t))] 2"(t) +
[AT(t) = ST(OR™ ()BT ()] ¢(t) (2.28)

Ahora bien, derivando la ecuacién (2.26) resulta:
—P(t)aP(t) — P(t)i™(t) — p(t)
P(t)z'(t) — P(t) [A(t)x Opt(t) B(t)u™(t) + b(t)] — (1)
[ P(t) — P(t)A t)} 2PH(t) — o(t) — P(t

i
Z

- ) — b(t) +
P(H)B(t)R™\(t) [(B"(t) <t>+s<t>x"f’f<t>+ (t)p(1)]
plt) = |=P() = PWOAR) + POBOR™ (1) (B"()P@) + S(1)] (1) -

)
p(t) + P(t)B)R™ (1) BT (t)o(t) — P(t)b(t) (2.29)
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Igualando (2.28) y (2.29):

0 = [P(t)+ () () + AT P() + Q1) -
(BT()P(t) +S()" B7'(t) (BT(®)P(t) + S(8) 2™ () + $(t) +
[(AT() ( Y1)+ P)B() BB (1) ()] + P(t)b(t)

P
Por lo tanto, si seleccionamos P(t) y ¢(t) tales que se satisfacen las siguientes ecuaciones:

P(t) + AT(t)P(t) +T (t)A(t) + Q(t)—
[BT(t)P(t) + S(t)]” R'(t) [BT(t)P(t) + S(t)] =
P(ty) =G

p(t) + (AT(t) = ST(A)R™'(t) B (t) — P(t)B(t)R~(t) BT (1)) (t)
+P(t)b(t) =0
p(ty) =0

Entonces se cumple la ecuacién (2.26) y la ley de control dada por (2.25) es vélida.

A partir del Teorema 2.4 obtenemos el siguiente Corolario:

Corolario 2.2 Si en la ecuacion (2.18) el termino b(t) = 0. Entonces, el control dptimo
uPt(t) debe cumplir con:

uP(t) = —R7(t) [BT(t)P(t) + S(t)] z7(t) (2.30)

Hasta este punto se concluye con las condiciones necesarias para el control éptimo propor-
cionadas por el principio del maximo de Pontryagin, en la siguiente sub-seccion se abordan
las condiciones suficientes proporcionadas por el principio de optimalidad de Bellman y la
ecuaciéon HJB.

2.5.3. La ecuaciéon HJB aplicada al problema LQ

El control dado por (2.30) cumple con las condiciones necesarias impuestas por el principio
del maximo, en esta sub-seccién trataremos acerca de las condiciones suficientes del control
6ptimo y veremos como en el caso del regulador lineal con funcional de costo cuadratico las
condiciones necesarias son también suficientes.

De la secciéon 2.4 tenemos que para el caso del problema del LQR la ecuaciéon HJB (2.16)
toma la forma:

V, = sup {(—Vm, A(t)x + B(t)u) — % (Q(t)x,x) +2(S(t)x,u) + (R(t)u, u))} (2.31)

uelU
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con la condicién de frontera: )

Vty,z) = §a:TGx (2.32)
En vista de que R(t) > 6, § > 0Vt € [to, t] es posible alcanzar el maximo en el Hamiltoniano
aplicando el enfoque clasico, es decir se calcula el gradiente de H con respecto a u e igualando
a cero, resulta que el control que maximiza el Hamiltoniano esta dado por:

u (t,z) = —R7'(t) [BT(t)Vu(t, z) + S(t)x] (2.33)
Sustituyendo (2.33) en la ecuacién HJB (2.31) se obtiene:

—Vi(t,x) = — 1 [BT(t)Va(t,z) + S(t):c]T R7(t) [BY(t)Va(t, ) + S(t)z] +
| (2.34)
§xTQ(t)x + VIt z)A(t)x

Con el fin de aplicar las condiciones suficientes vistas en la seccion 2.4, es necesario encontrar
la solucién V (-, -) de (2.34). Entonces, para que la ley de control dada por (2.33) sea éptima,
ésta debe de satisfacer la condicién necesaria (2.30). Igualando (2.30) y (2.33) se obtiene que:

Ve(t,x) = P(t)x

Donde P(-) satisface la ecuacion diferencial de Ricatti dada por (2.24). Ademds, se tiene que
V(-,-) debe de satisfacer la condicién de frontera (2.32), tomando en cuanta estos hechos se
hace evidente que la seleccién de la value function:

Vit z) %xTP(t)x, (2.35)

satisface ambas condiciones.

Resta mostrar que la value function dada por (2.35) satisface la ecuacién HJB (2.34).
Calculando las derivadas parciales de V (¢, z), obtenemos:

Vi(t,x) = 2T P(t)z, Vi(t,x) = P(t)x
sustituyendo en (2.34):

AT Pt = — % (BT () P(t)x + S(t)]

%xTQ(t)x + (P(t)x)  A(t)x

T

R7U(t) [BT(t)P(t)z + S(t)z] +

- %xT [BT(6)P(t) + S(t)]" R7\(¢t) [BT())P(t) + S(t)] o+

%xT (t)x + 2T P(t)A(t)x
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Y puesto que P(-) satisface (2.24) se tiene la igualdad deseada.

Por lo tanto la funcién (2.35) es la value function y la ley control retroalimentada dada
por (2.30) es el control éptimo.

Resumiendo, se tiene que para un sistema lineal de la forma:
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), z(0) =z

el control que minimiza el funcional de costo (2.19), estda dado por (2.30), y tiene la forma
de un control por retroalimentacion de estado. Es decir, el control 6ptimo puede expresarse

de la forma:
u(t) = =K (t)z°"(t)

Hasta este punto termina el marco tedrico necesario para el planteamiento del problema para
una clase especial de sistemas lineales hibridos en la siguiente seccion.

Cabe mencionar que en la solucion al problema LQR no se tiene en cuenta ningin tipo
de restricciéon en el control ni en la trayectoria de estado, pues el conjunto de controles
admisibles corresponde a todo el espacio Ls[tg, ts; R™]. La falta de inclusién de restricciones
en el algoritmo del LQR representa una desventaja significante al tratar de extender esta
teoria al campo de los sistemas hibridos donde es comun encontrar restricciones sobre el
control.



CAPITULO 3

Planteamiento del Problema

3.1. El Problema Original

Se considera el siguiente sistema lineal:
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(tg) = o (3.1)

Ccon:

A() € Loo[to, t;R™™,  B(-) € Lufto, ty; R™™]

Es bien sabido que si el par (A(t), B(t)) es controlable para todo ¢ € [ty, f], es posible asignar
los polos del sistema al lugar deseado a través de una retroalimentacion de estado lineal de
la forma:

u(t,z()) = =K (t)x(t)

Si ademas se desea que la senal de control cumpla con ciertas restricciones de consumo de
energia y comportamiento de los estados, estas restricciones pueden ser caracterizadas por el
siguiente funcional de costo cuadratico:

) = 5 [ HQE).x(t) + (ROu(e) u(®)ld: + 5(Galty).alty)

to

donde:
G >0, Q(t) >0, R(t) > 461, ¢>0, Vit € [to, ty].

Entonces, el problema se reduce al problema del regulador lineal cuadrético estdandar (LQR
por sus siglas en inglés), tal que el control que asegura el rendimiento esta dado por:

u(t) = —R~'(t) [BT(t)P(t)] =P (t) (3.2)

27
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con: P(t) + AT(t)P(t) + P(t)A(t) + Q(t)
- [BT0P®)]" R (1) [BT(0)P(1)] =0
P(ty) =G

Ademas:

J (' () = min {J(u(-)} (3.3)
u()eU
Donde U es el conjunto de todos los controles admisibles que para el caso del LQR es todo
el espacio Ly[tg, tr; R™] pues en la teorfa del LQR no se toma en cuenta ningun tipo de res-
triccién en los estados ni el control.

Para la clase de sistemas hibridos que se estudian en este trabajo, es posible caracterizarla
como una familia de sistemas lineales variantes en el tiempo con restricciones en la senal de
control u de tal forma que u es una senal de tipo escalera.

Un ejemplo de este tipo de control es dado en la figura 3.1, en donde la senal de
control unidimensional u(t) solo puede tomar un valor (nivel) dentro del conjunto Q =
{—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} durante el intervalo de tiempo [t;_1,t;),i = 1,...,12. Ademds,
a la senal de control solo se le permite cambiar su valor en los tiempos to,1,...,t12 = t¢
manteniéndose fija entre estos tiempos, en otras palabras u es constante a trozos.

u(t)

-3

-4

Figura 3.1: Control u(t) € S

Es fécil ver que la funcién u(-) € Ls[to, t¢], pero el enfoque clasico del LQR, en general
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no proporciona un resultado de este tipo.

En el caso multidimensional se trata con controles u(t) € R™, donde cada componente
uk(t), (k = 1,...,m), estd restringido a un conjunto finito de niveles admisibles denotado

por Q, (k=1,...,m).

De manera general, se tiene para cada componente de u(+) = [u(+), . .., uy(-)]" el siguiente
conjunto finito de niveles admisibles:
Qui={a) eR:q) <qf™j=1,.... 0} (3-4)

donde no necesariamente todos los conjuntos Qj son iguales, ni tampoco tienen el mismo
nimero de elementos.

También, se define la sucesion finita de tiempos de conmutacién para cada componente
uk(+), k=1,...,m como:
T ={t" eR"i=0,..., N} (3.5)
donde R* denota el conjunto de los reales no negativos. Es decir, Rt = {z € R|z > 0}.
Cada sucesion 7 es estrictamente creciente, es decir:

te) <t <<t

Nota. Aunque las sucesiones 7, en general son diferentes, se tienen las siguientes restric-

ciones:
to=t = =™ (3.6)

Es decir, se pide que los tiempos iniciales y finales para cada 7, sean iguales.

Teniendo en cuenta las restricciones sobre los niveles de u y los tiempos de cambio, el
conjunto de controles admisibles denotado por S se define como:

S=5x...x85,
={u(t) = [u(t), ..., um(®)]" €ER™ :up(-) € Sp bk =1,...,m}

Con cada conjunto Sy, definido como:

(3.7)

N
Si={v: [to ty] = Rlv(t) = Y Lo 0, (Daf”s  af” € Qs
=1

i—1"%

GeZn[L, Mt e T, Vi=0,..., N}

Donde la funcién Iyx 4(t) es la funcién indicadora del intervalo [tk |, tF) dada por:

1, siitelth  th)

I t) =
[tﬁl,tf ( ) {07 si: t ¢ [tf_ptf)
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Entonces, el conjunto S puede ser visto como el conjunto de todas la funciones posibles

u : [to,t;] — R™, tal que, para cada intervalo [t ;,t¥) cada componente de u(-) permanece
(k

en un nivel constante qu) € QF, pudiendo cambiar de nivel solamente en los tiempos t¥ € 7;,

especificados , i =0, ..., N;.

Ejemplo 3.1 Supongamos que u(t) € R%. Es decir, la serial de control u(-) tiene dos compo-
nentes denotados por: uq(-), us(+), y ademds se tienen restricciones sobre estos componentes
de la siguiente forma:

Ql = {07 17 2}7 QQ = {07 _1}

Es decir, el componente u; solo puede tomar valores dentro del conjunto descrito por Qi y
Uy en Qo. Ademdas, la secuencia de tiempos de cambio para cada componente estda dada por:

7, ={0,0.5,1}, 7, = {0,0.33,0.66, 1}
Por lo que el conjunto de controles admisibles S resulta en:
S=85 x5 = {[Ul,UQ]T S R?: U € Sl,UQ € 82}
donde:
S ={v:(0,1] = R : v(t) = Toos)(t)a™ + Tosn (e,
¢, € Q' ji € {1,2,3}, Vi = 1,2}
Sy ={w : [0,1] = R : w(t) = Ijp0.33) (t)qgl) + 1[0.33,0.66) (t)qéh) + 1[0‘66,1)(75)(1;]'3),
a5 € @ ji € {1,2},i = 1,2,3)

En este caso tenemos: My = 3, My = 2, Ny = 2 y Ny = 3. La cardinalidad del conjunto S
en el ejemplo estd dada por:
S| =32-2° =72

Es decir, se tienen 72 controles admisibles, de entre los cuales tenemos que encontrar el que
minimaiza el criterio de desempeno.

De manera general, la cardinalidad del conjunto de controles admisibles & como el descrito
por (3.7), para el caso donde el control u(t) € R™, esta dado por:

S| = H MlNl (3.8)
=1

Es facil ver que todos los controles en S son cuadratico integrables, es decir S C Lalty, tf; R™].
En comparacién con el problema clasico del LQR sin restricciones, el control éptimo u(-)
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también es un elemento de Ly[tg, t;; R™] aunque en general este tltimo no pertenece a S, ya
que la estructura de escalera de la senal u(-) € S, caracterizada por las restricciones sobre

los niveles constantes y los tiempos de cambio especificos, no son contemplados en el diseno
del LQR clésico.

Resumiendo, la teoria clasica del LQR no puede ser aplicada directamente en la clase de
sistemas hibridos estudiada aqui, por lo que se presenta un nuevo problema, el cual, puede
ser formulado como:

Problema 3.1 Encontrar el control u*(-) € S tal que:
J(u()) = min {J (u(-))} (3.9)

El principal problema para encontrar el control v*(-) € S que cumpla con (4.29), se encuentra
al no tener una herramienta matematica que ataque el problema directamente. Para resol-
ver este inconveniente se propone el uso de elementos de analisis convexo presentando una
versién relajada del problema original y asi obtener un conjunto de soluciones! del problema
relajado, a partir del cual se puede obtener la soluciéon al problema original.

3.2. El Problema Relajado

Para el problema (4.29) descrito en la seccién anterior no existe un herramental ma-
tematico bien definido para resolver el problema directamente, es por eso que se utilizan
herramientas de andlisis convexo para hacer una generalizacién del problema. Esta genera-
lizacién consiste en llevar el problema particular a una versién relajada que sera convexa,
por lo que surgird un nuevo problema de programacién convexa?. La ventaja de usar esta
metodologia es que si existe el herramental matematico para resolver el problema relajado
de manera eficiente.

Para llevar el problema original a un problema de programacién convexa, primero es ne-
cesario estudiar las propiedades del funcional de costo asociado al problema, asi como las
propiedades del conjunto de controles admisibles S.

A continuacién se muestran algunas propiedades del funcional de costo J(u(-)) que serdn
de utilidad para el planteamiento del problema relajado.

1Si el funcional de costo es estrictamente convexo y el conjunto de controles admisibles es convexo, enton-
ces, la solucion es Unica

2El problema de programacién convexa consiste en encontrar el minimo de una funcién convexa en un
conjunto de restricciones que también es convexo.
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Proposicién 3.1 Sea el sistema dado por (3.1)
&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), z(ty = 0) = xg (3.10)

Entonces, la solucion x(t) de (3.10) es una funcion afin en u(-).
Prueba. Aplicando la fémula de Cauchy a la ecuacién (3.10), tenemos:
¢
(60 = 0(6,0)2(0) + | B(t,7)B(r)u(r)dr (3.11)
7=0

donde ®(t,1p) es la matriz de transicién de estados del sistema (3.10) (ver [7]), definida por:
D(t,t9) = X ()X (to) y X(¢) es una solucién a la ecuacion homogénea.

X(t)=A)X() (3.12)

con X (o) invertible. De la definicién 2.5, tenemos:
¢
x(t)(l—k)m(')“\u?(') = ®(t,0)z(0) + / O(t, 7)B(7) [(1 — Nuy(7) + Aus(7)]dT
7=0
¢
—B(t,0)2(0) + (1 A) / (¢, 7) B(r)uy (r)dr
=0
¢
—i—)\/ O(t, 7)B(T)us(1)dr
7=0

= 1= (2000 + [ anBrwr) +

=0

= (1=XNz(®)“O +xz(®)=0). |

A (@(t,O)x(OH[ (I)(t,T)B(T)u2<7‘)d7‘)

Proposicién 3.2 Sea f : A C R™ — RP wuna funcion convera y g : B C R — R™ una
funcion afin, tal que, g(B) C A. Entonces, la composicion de f y g denotada por h = fog
es una funcion convexa.

Prueba. Sean x; y x5 elementos de B, se tiene:

h((1 =Nz +Avz) = flg((1—N)z1 + Avy)]
= fI(1=Ng(x1) + Ag(z2)]
< (=N flg(x1)) + Af(g(x2)) = (1 = A)h(z1) + Ah(22) W

En base a las proposiciones anteriores tenemos la siguiente propiedad fundamental sobre el
funcional de costo dado por (3.2).
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Proposicion 3.3 El funcional de costo dado por

7)) = 5 [ Q) (0) + (RO, u(e)ldt + 5(Ga(T), (7))

es una funcion convexa en u.

Prueba El funcional J(u(-)) puede ser descompuesto en la suma de dos funciones convexas
de la manera siguiente.

J(u() = Ji(u())+ J(ul-))
donde:
1

Su() = 5/0 [(R(@)u(t), u(t))]dt

R() = 5 [ HQO(O, )t + 5 (Ga(T), o(T))

Ahora bien, J; (u(+)) es una funcién convexa en u, pues su matriz Hessiana es positiva definida.
Por otra parte, Ja(u(-)) es la composicién de una funcién convexa en x y x a su vez es una fun-
cién afin en u y a partir de la proposicion 3.2, se tiene que Jy(u(-)) es una funcién convexa en
u 'y puesto que la suma de dos funciones convexas es convexa, tenemos el resultado deseado. B

Ahora cambiamos al estudio del conjunto de controles admisibles S. De la definicién 2.1
es facil ver que el conjunto S no es convexo. En este punto es donde se aplica la relajacién del
problema al tomar un nuevo conjunto de restricciones que resultara en un conjunto convexo,
la forma de obtenerlo es a partir del lema 2.1, por lo que el nuevo conjunto de restricciones
estd dado por conv(S) de la siguiente manera:

IS| IS|
conv(S) = {veR™:v(:)= Z,uluz(), Z,ui =1,
i=1 i=1
u; € S,p; >0, Vi=1,...,|S[} (3.13)

En este punto es util mencionar un par de lemas que seran de utilidad en la seccién siguiente.

Lema 3.1 Sean A C RP y B C R? conjuntos finitos con |A| = My y |B| = Ms. Entonces:
conv(A x B) = conv(A) x conv(B).

Prueba: Primero es fécil ver que el conjunto conv(A) x conv(B) es un conjunto convexo

que pertenece al espacio de nimeros reales p + ¢ - dimensional. Ademads, A x B C conv(A) x
conv(B) y por la definicién de convex hull, tenemos:

conv(A x B) C conv(A) x conv(B)
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Por otra parte, a partir de la caracterizacion del conver hull dada por el lema 2.1, los elementos
del conjunto conv(A) x conv(B) tienen la siguiente forma:

M, My T
[Z aaly ﬁjbf] (3.14)
i=1 j=1

con:

aiEA,aiZO,Wzl,...,Ml, Zaizl,

bi€B, §;>0,¥i=1,....,M, ¥ f=1.

Entonces, a partir de la caracterizacion de los elementos de conv(A) x conv(B) se tiene:

= Z Z iy

i=1 j=1

Mo My M M M,
> = (L) (L) -3 (7 2o
j=1 i=1 j=1 i=1

J=1
M2 M1 Ml M2
E 2 T 2 § T
= Oéiﬂjbj = Ckiﬁjbj
j=1 i=1 1=1 j=1

Lo cual implica que:

My Ms My M ]

M, Mo T
[Z@ia?’zﬁjbfr] - [ZZ%@ al, > D ibsb;
i=1 j=1

=1 j5=1 i=1 j=1

My Mo
=53 [auBial, aipp?]”

i=1 j=1

—iiazﬁ] al,b]T

=1 j=1
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Ademas:
My Mo M,
ZZalﬂj:Zaizl, Oéiﬂj ZOViZI,...,Ml, Vj: 1,...,M2.
=1 j=1 =1

Por lo tanto:
conv(A) x conv(B) C conv(A x B)m

A partir del lema 3.1 se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1 Sea una familia finita de conjuntos finitos {A; : |A;] < co,Vi =1,...,N}.
Entonces:

conv(A; x Ay X ... x Ay) = conv(Ay) x conv(Ay) X ... x conv(An)

Prueba: Aplicando induccién matematica y el lema 3.1 se obtiene el resultado deseado. m

Haciendo uso del corolario 3.1, se tiene que el conjunto de restricciones esta dado por:
conv(S) = conv(Sy) X ... x conv(S,,) (3.15)

donde cada conjunto conv(Sg) estd dado por:

|Sk|

conu(Se) = {w(:) : lfo, 7] — Rlw(t) = 3 Ao (1)
j=1
vi() €SF N >0,V5=1,...,|S}
Ny
= {U)() : [tﬂatf] - R|w<t) = Z[[t,gli)l,tl(-k))(t>Qi’
j=1

g; € conv(Qk)}

Esta dltima caracterizacién del conjunto conv(S) sera de gran utilidad en la siguiente seccién.
Es facil ver que los conjuntos S y conv(S) son cerrados y acotados. Una propiedad impor-
tante a considerar, es que mientras el conjunto S es finito (ver ecuacién (3.8)), el conjunto
conv(S) no lo es, pero a cambio se obtiene un conjunto de restricciones convexo y se pueden
aplicar métodos niimericos eficientemente.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede formular el siguiente problema:

Problema 3.2 Encontrar el control (-) € conv(S) tal que:

JG) = min {7 ()} (3.16)
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Hasta este punto termina la formulacién del problema. Resumiendo tenemos un sistema
en tiempo continuo, lineal y variante en el tiempo con un conjunto de controles admisibles
del tipo escalera, es decir senales de naturaleza discreta, con un secuencia de conmutacion
fija, por lo que surge un sistema hibrido.

Los sistemas hibridos vistos en este capitulo pueden ser caracterizados como sistemas
lineales con controles constantes a trozos, la principal dificultad estd en no contar con un
método eficiente para el calculo del control 6ptimo. A partir de este inconveniente, se propone
relajar las restricciones, haciendo el conjunto de controles admisibles convexo, con el fin de
aplicar métodos numéricos de manera eficiente.

En el siguiente capitulo se abordaran las cuestiones relacionadas al uso del algoritmo del
gradiente con proyeccién para la buisqueda del control éptimo del problema relajado, asi como
las cuestiones relacionadas con la obtencion del control éptimo para el problema original y
se presentan algunos ejemplos que muestran la efectividad del enfoque propuesto.



CAPITULO 4

Resultado Principal

El problema 3.2 de la pagina 65 consiste en un problema de programacion convexa con
restricciones, el cual es sencillo de resolver analiticamente en el caso de sistemas lineales in-
variantes en el tiempo y para sistemas variantes en el tiempo (con matriz de transicién de
estados conocida), donde el conjunto conv(Q; X ... x Q,,) = R™ y donde se tiene cierto
desacoplamiento entre los componentes del control wu.

En el caso general, no es posible resolver analiticamente el problema, por lo que se justifi-
ca el uso de métodos numéricos. Técnicas basadas en gradiente son usadas para el problema
restringido (conv(Q; X ... x Q,,) C R™) obteniendo resultados satisfactorios.

4.1. Solucién Analitica del Problema Relajado
Se considera el siguiente sistema lineal variante en el tiempo:
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), xz(ty) = xo. (4.1)
y con el funcional de costo asociado:

1

Tl =5 [ (QOR(), ) + (ROu®, ) de+ 5(Galthalty)). (42

Para la solucion analitica del problema 3.2, primero se asume que se conoce la matriz de
transicion de estados del sistema y posteriormente se plantea un problema equivalente, el
cual resulta més sencillo de analizar.

37
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El funcional de costo dado por (4.2) se puede reescribir de la siguiente manera:

1

J() =32 Hul) )

Donde:
- 1[4 .
T(u()) _5/t. (QM)(t), 2(8)) + (R()u(t), u(t))) dt. Vi=1,...,N —1.
I =5 [ Q) 0) + (ROUO. ) dt+ 5 (Gotty).alty)

Ahora como primer paso, se considera que todas las secuencias de tiempos de conmutacion
T* son iguales y solo se considera la secuencia de conmutacién 7 dada por:

T={teR :ty<ty<...<ly=1ls} (4.4)

Entonces, la descomposiciéon del funcional original dada por (4.3) se pude realizar de tal
forma que en cada intervalo de integracién [t;_1,;],¢; € T, Vi =1,..., N el control u(-) sea
una constante, es decir:

Tu) =5 [ (@ata.ate, ) + (REa ) de.

Vi=1,...,N—1.
B tn (4.5)
Inu) =5 [ (@)l a).alt,5) + (RO)T 7)) des

S (Galty, 1), alty, 7))

De esta forma cada control u(-) admisible estd dado por:

N
u(t) = Z][ti,l,ti)(t)ﬂi- i € Q= conv(Q;) x ...x conv(Qp)
i=1

En esta nueva descomposicién del funcional original, es posible ver una propiedad fundamen-
tal, pues el hecho de que el control @' es constante en cada J;(u(-)), el problema original
realmente trata de N problemas de dimension finita. Es decir, cada problema de dimension
finita consiste en encontrar el control @** tal que:

Ji(@) = min  (J(a)) (4.6)
ﬂzke_cgnv(Qk)
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Para resolver este ultimo problema, en primer lugar se tiene que la solucion del sistema
dado por (4.1) en el intervalo de tiempo [t;_1, ;] se puede expresar como:

x(t,u) = Ay(t) + Ti(t)a' vt € [ti1, ] (4.7)
donde:
Az(t) = (I)(t,ti_l)l‘(ti_l)

Fi(t):/t' O(t,0)B(o)do

Sustituyendo (4.7) en (4.5), el problema descrito por (4.6) es equivalente a minimizar:
N B A , T = .
Ji(u') :—/ [2AiT(t)a’ + (u’)TFi(t)az] dt, i=1,...,N—1.
2 ti—1
_ 1 [t~ _ T — 1 ~ T ~ (4'8>
I (@) :5/ [QA%(t)aN + (@) FN(t)aN] dt + 3 [QAMN + (@) FNaN}
tN-1
donde:

Ai(t) = T Q) Ay(t) = ( /t | CD(t,a)B(a)da) QU)D(t, ti ) (tis)
T,(t) = IT(O)Q(Ty(t) + R(t) = ( /t @(t,J)B(J)da) Q) ( /t (I)(t,cr)B(a)da) + R(t)
An =Tn(tn) GAN(ty)
Ty = T4 (tn)GT n (ty)
(4.9)

Ahora bien, en el caso donde 4™ estd en el interior de = conv(Q;) x conv(Q,,), Vi =
1,..., N, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1 El control u(t) que es solucion al Problema 2 (sin restricciones en los conjun-
tos Qx, es decir, cada conjunto Qp = R), estd dado por:

N
ﬂ(t) = Zl[tiflyti) (t)ﬂz*
k=1

donde:
. i tz — -1 tl —

't = — / Pi(t)dt} U Ai(t)dt] CWi=1,... N-1
LJSti—1 ti—1
- L (4.10)

tn _ B tnN B B

aVr = — / Iy(t)dt + Ty / An(t)dt + Ay

| JtN—1 tN—1

y las matrices Ay(t), Ti(t), Ay y Ty estdn dadas por (4.9).
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Prueba. Derivando (4.8) con respecto a u’, se obtiene:
t; _ t; _ )
VJ; :/ A;(t)dt + (/ Fi(t)dt> a, Vi=1,...,N—1.
ti—1 ti—1

B tN B tN B 5 5

VJy :/ Ay (t)dt + / Cn(t)dt | a™ 4+ Ay + Tya®
ti— N tN-1

Y aplicando las condiciones necesarias de primer orden para la optimalidad de @, se tiene:

t

i i )
0= A (t)dt + ( / Fi(t)dt) u'*
ti—1

ti—1

tnN—1 tN—1

tn tn N 5
0:/ Ay (t)dt + (/ FN(t)dt> i + Ay + Tya™*

Debido a que las matrices Q(t) > 0y R(t) > J, § > 0, Vt es facil ver que la matriz T;(t) es
simétrica, y ademas es estrictamente positiva definida, pues:

n Ti(t)n =n" [TT ()Q(t)Ls(t) + R(t)] n
=" TT(®)QW)Ts(t)n +n" R(t)n > 6

La integral de T;(t) en el intervalo [t;_1,t;], es estrictamente positiva definida, por lo que
la inversa siempre existe y entonces, despejando @(V* de la tltima ecuacién se obtiene el
resultado deseado. Ademds, puesto que cada J;(-), i = 1,..., N es una funcién convexa, se
tiene que la condicién de primer orden también es suficiente. H

Ahora bien, para el caso con restricciones en los niveles 9., el problema se vuelve méas
complicado. En primer lugar se hace una caracterizacion funcional de las restricciones, es
decir, en especial se buscan restricciones de la forma r(u’) < 0. Obtener este tipo de ca-
racterizacién es muy facil para el conjunto de restricciones dadas por €2, pues para cada
componente @}, de u' se tiene:

o) <a,<ql), vk=1,...m Vi=1,... N, P eQj=1,.. M
por lo que la restriccién, @ € ), se puede interpretar como 2m restricciones de la forma:

hl(al:)
hy(u")

1 —i —i =i 1
q(E)Q;—ulSO, 91(U)=u1—q§%§0
— b <0, ) = ub — <0
hon (@) = 8™ — @, <0, gu(@) =@, — 7’ <0

cada punto %’ que cumple con las restricciones anteriores se denomina realizable.
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Se puede consultar en [5], [18] y [20], las condiciones necesarias y suficientes para un
extremo con restricciones del tipo desigualdad. En especial las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker para las cuales son necesarias las siguientes definiciones tomadas de [18].

Definicién 4.1 Una restricciion de desigualdad rj(u) < 0 se dice que estd activa en el
punto realizable u sir;(u) =0 e inactiva en u si r;(u) < 0.

Entonces, es claro que las restricciones activas en un punto realizable u restringen el
dominio de realizabilidad en vecindades de u, mientras que, las restricciones inactivas no
tienen influencia en las vecindades de w.

Definicién 4.2 Sea u* un punto que satisface las restricciones:
ri(u*) <0, j=1,...,2m. (4.12)

donde cada r; € C'y sea A(u*) un conjunto de indices j para los cuales r;(u*) = 0. Entonces,
u* se dice que es un punto regular de las restricciones (4.12) si los vectores gradiente
Vri(u*), j € A(u*) son linealmente independientes.

Es decir, un punto u* es regular si los gradientes de las restricciones activas son lineal-
mente independientes.

Para el caso de las restricciones descritas por (4.11) es claro que solamente se tienen a
lo mucho m restricciones activas. Ademas, debido a la simplicidad de las restricciones, los
gradientes de éstas siempre son linealmente independientes, por lo que todos los puntos en
() son regulares.

Teorema 4.2 (Condiciones Karush-Kuhn-Tucker). Sea v* un minimo relativo para el
problema:

minimizar J(u)
sujeto a h(u) <0,g(u) <0

y supongase que u* es un punto reqular para las restricciones. Entonces, existe un vector
A € R™ y un vector p € R™ tal que:

VIW) + ) NVhi(u') + @V (ut)] =0
=1

/\l Z 0, /\lhl(u*) ZO, = 1,...,m.

w >0, wg(u*)=0,1=1,...,m.

Ademas, en presencia de convexidad las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son también
suficientes. Entonces, aplicando el teorema 4.2 al problema 2 del capitulo anterior, se obtiene
la solucién del problema relajado. En general, la determinacion de la forma analitica del
control éptimo u no es simple, pues se trata mas de una busqueda usando el método de
prueba y error (ver [20]). En el caso en donde cada matriz T';(t) es diagonal Vi = 1,..., N es
posible calcular el control @ de forma analitica como se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 4.3 Para el caso donde las matrices Ty(t), Vi=1,...,N —1 y Ty dadas por (4.9)
son diagonales. El control i que minimiza el criterio de desempeno dado por (4.2) para el
sistema descrito por (4.1) estd dado por:

N
a(t) = Zl[tz?l:ti)(t) [ﬂz*]g
k=1

donde, u™ estd dado por (4.10) y [u™*|& representa la proyeccion del elemento u®™ sobre el
conjunto 0 = conv(Qy X ... x Q) definida como:

—ix]+ s =ik =
[@"]q = min [[a” — v (4.13)

Prueba. Como se mostr6 anteriormente, la minimizacién de (4.2) es equivalente a la mini-
mizacion de las N funciones dadas por (4.8), donde el conjunto de restricciones esta descrito
por (4.11). Entonces, aplicando el teorema 4.2 a cada J;, se tiene:

VI + > [NV h(@) + V(i) =0

la cual es equivalente a:

m

t; B t; B )
/ A(t)dt + (/ Fi(t)dt) @+ 3 (5= M) e =0
ti1 ti—1 =1

donde cada vector € corresponde al [-ésimo elemento de la base canénica de R™. Tomando
en cuenta que la matriz I';(t) es diagonal, se tiene:

§1 ’:Ynl:ti* 1 — A 0
5.2 + %2.%* L _ ol ? (4.14)
Om T i — A 0
donde se considerd que:
0 ¥ 0 0

ti _ ) ti _ 0 A ... 0
/ A= |, / fod=| . 2
ti—1 : ti—1 : i :
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Cada una de las m ecuaciones que aparecen en (4.14) estd desacoplada completamente
del resto, es decir, cada término de la k-ésima ecuacién aparece solamente en dicha ecuacion
y no vuelve a presentarse en otra. Con esto en mente, el andlisis se desarrolla solamente para
la k-ésima ecuacion sindo el andlisis igual para todas. Entonces, tenemos que:

O + Twry + pix — Ay =0 (4.15)
existen 3 casos a tomar en cuenta, los cuales se describen a continuacion:

1. ul* € conv(Qy). En este caso las k-ésimas restricciones (hy,(4™) y gx(u™*)) estdn desac-
tivadas, y a partir de la condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se tiene que, A\, = pp = 0,
lo cual implica:

ay =y, con: u™* € conv(Q)y

con 4" dado por (4.10).

2. uy < q(() ). En este caso la restriccién hi (@) esté activada (es decir, 4} = q(()k)) y la

restricciéon gx(4™*) estd desactivada, lo cual implica que A\x # 0 y g = 0. Despejando
A de (4.15) se tiene:

A = 5k +7kq0 > 5k + ’qu
a partir del teorema 4.2 se tiene que:

i =, con: @yt < ¢

3. uy > q§w)
estd activada (es decir, @y = qM ) lo cual implica que Ay = 0y ug # 0. Despejando

de (4.15) se tiene:

En este caso la restrlc(non hi (™) estd desactivada y la restriccion gg (@)

< = k < ~ bk
iy = —0p — %q}/ > —0p — Yl =0
a partir del teorema 4.2 se tiene que:

iy =gy, con: qy) < @y

Resumiendo, el k-ésimo componente del control éptimo u}* estd dado por:

k —ix
q(())_, iy < gf”

~ ik O, k ik k
Uy = —%7 & <al <qff
k k Uk
Q§\4 ) QJ(W) < U
o equivalentemente: '
ay = [a’*];;m(gk)

y realizando el andlisis anterior para cada coordenada, se tiene que:
~ik [0k
a” = [u"]g

de donde se obtiene el resultado deseado. B
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4.2. Solucién Numérica del Problema Relajado

El teorema 4.3 resuelve el problema con restricciones cuando las matrices T(¢) son diago-
nales. El problema general (problema 3.16) no es posible resolverlo de forma analitica, pues
se necesitan saber cuales son las restricciones activas, es por eso que se hace uso de métodos
numéricos, en concreto se hace uso de métodos de conjuntos activos. Ademas, el caso gene-
ral donde se tienen secuencias 7 fijas y no necesariamente iguales entre ellas, no es posible
resolverlo analiticamente.

La idea detras de los métodos de conjuntos activos consiste en dividir las restricciones
de desigualdad en dos grupos: activas e inactivas. Es claro que si en el problema general se
conocen a priori cuales son las restricciones activas, el problema original puede ser reempla-
zado por un problema donde solamente aparecen restricciones de igualdad [18].

Es en esta categoria de métodos numéricos donde pertenece el algoritmo de gradiente
con proyeccién (ver [18] para detalles acerca de los métodos de conjuntos activos y como el
algoritmo del gradiente pertenece a esta familia).

4.2.1. El algoritmo del gradiente con proyeccion

En la seccion anterior, los teoremas desarrollados recaen en el hecho de que el problema
original (de dimensién infinita) se puede descomponer en N problemas de dimensién finita.
Aunque este enfoque se puede seguir tomando, el caso de dimensién infinita puede ser resuelto
directamente con este enfoque por lo que es el enfoque se que discutira a lo largo de la seccién.

Recordando el problema relajado original, se tiene que encontrar el control 4(-) € conv(S)
tal que:
J(a(-)) = min  {J(u(-)} (4.16)
u(-)Econv(S)

Para resolver este problema, se propone el uso del método del gradiente con proyecciéon, el
cual es enuncia en el siguiente teorema tomado de [15].

Teorema 4.4 Sea A un conjunto convexo cerrado y acotado en un espacio de Hilbert H,
J(u) una funcion diferenciable en A, donde VJ(u) satisface la condicion de Lipschitz con
constante M. Se considera la secuencia:

w ) = () = VI (W ()4 (4.17)
donde []:Z es el operador proyeccion sobre A, dado por:
+ _ . _
(2] = argmin(]| 2 —z [})
Y a,, cumple con:
2

0<e<ay<—0
=TS (M A 26y)

€2>0
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Si ademds el funcional J es convexo. Entonces, la secuencia (4.17) es convergente a el minimo
*

La demostracién se puede consultar en [15].

A partir de capitulo anterior se tiene que el conjunto conv(S) es cerrado, acotado y con-
vexo. Ademds también se mostré que el funcional de costo dado por (4.2) es continuo, de
clase C? y convexo, y puesto que el espacio La[to, t; R™] es Hilbert, el método de gradiente
con proyeccién es adecuado para resolver el problema relajado descrito por (4.16).

Para la implementacion del algoritmo del gradiente con proyeccion es necesario calcular
la derivada del funcional de costo (4.2) con respecto a u, el cdlculo de esta derivada puede
ser en el sentido de Gateaux como en [13]. Una forma sencilla de obtener tal derivada es
mostrada en [4] y es calculada como:

VJ(u) == Hyu(t, z(t, u), u, p(t,u))

p(t,u) = — Hy(t, x(t,u), u(t), p(t,u))
p(tr,u) =— Gx(tf, u) (4.18)
(t, u) =H, (£, 2(t, u), u(t), p(t, v))

x(to) =g

donde H es el Hamiltoniano del sistema dado por:

H(t7 :E(t, u)? U(t),p(t, U’)) :<p(t), A(t)x<t’ u) + B<t)u(t>>_ 119
L Qatt .ot ) + (ROuE. )

La seleccion del parametro a,, en el teorema 4.4 se puede llevar a cabo de distintas maneras,
una forma comun de establecer este parametro es usando la conocida regla de Armijo con
proyeccién (ver [26]), la cual consiste en seleccionar el méximo «, € {1,1/2,1/4,...} tal que:

T ([ () = VI (w ()] — T (u( <——H )= VI ()L - O (4.20)

donde v € (0,1) constante. Es demostrado en [26] que la seleccion de ay, usando la regla de
Armijo resulta en convergencia al minimo global en el caso convexo.

Cabe notar que, en algoritmo del gradiente con proyeccion es necesario calcular la pro-
yeccion sobre el conjunto de restricciones en cada iteracion. En el caso donde el conjunto A
es convexo, tal proyeccién siempre existe y es inica. Ademas, calcular la proyeccién consiste
en resolver un problema de minimizacién restringida, por lo que, para que el algoritmo del
gradiente con proyeccién sea implementable, es necesario que la proyeccién sobre el conjunto
de restricciones sea sencilla de calcular.
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En el caso del problema relajado descrito por (4.16), la proyeccién de un elemento u(-)
en el conjunto conv(S) estd dada por:

[ Neomois) = 00, o Ma() = 00 ot i

donde la norma || - [|L,[t,¢;:rm], €8 la norma del espacio Lylto, t5; R™] dada por:

ty 1/2
) stz = [/ utoet)
to

Entonces, se tiene que:

t 1/2
0 i = v i ([ ) = o) ) — o0 )

(-)Econv(S) to

De manera equivalente:

" 1/2
() eonu(s) = a1 o s </to (Z alt) = Uk<t>)2> dt>

=1

- v(~)érC137rle($) (i </t:f ((®) = (®)° dt)) :

=1

aplicando el corolario 3.1 del capitulo 3, se tiene que si v(-) € conv(S), entonces, vg(-) €
conv(Sy) Yk = 1,...,m. Ademas, de la dltima ecuacién se puede apreciar que cada compo-
nente de la raiz cuadrada es no negativo, por lo tanto, la proyeccién se puede llevar a cabo
sobre cada elemento del vector u(-), es decir:

[U(')];m(a: [[“1(‘)];@1}(&1) 1o [Um(')]:;m(sm)r (4.21)

donde:

)

f
(U] cono(s,) =arg  min ( / (ur(t) — Uk(t))2dt> M e T,
t

v (+) Econv(Sk) (()k)

Ahora bien, considerando que los elementos de conv(Sy) son funciones constantes a trozos,
se tiene que la proyeccién de cada uy es de la forma:

Ny,
e Z I[tﬁli)l,tﬁk))(t)clg: U, G e conv(Qy).
i=1
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Entonces, para calcular cada Q,gﬁ) procedemos como sigue:

)
Mm%mfmglm»</ m@—mm%)

vk () Econv(Sy) ték)

Ny
= ar min
s (Sk) Z (

v (+)Econv -
=1

e N 2
o, (=)'
ti—l

y se tiene que:
. ") i\ 2
l(cjl) =arg min /(k) (Uk(t) — U](Cﬂz ) dt
v €conv(Qk) t
") . N 2
=arg min / <—2uk(t)v,(€”) + (U(Ji)> ) dt
v,(gh')Ecom}(Qk) tg@l

Aplicando la condicién necesaria de primer orden de optimalidad a la tdltima expresion, se
obtiene lo siguiente:
NS S
—2¢ ) / w(t)dt 4 2¢” / dt =0
1 1)

lo cual implica que:

g 1
Ji) __

Ak S,

we()dt, Agy =t — 1% >0

siempre y cuando
(k)
1"

A /tE’”l ug(t)dt € conv(Qy)

Por lo tanto, la proyeccién del k-ésimo componente de u(-) sobre el conjunto conv(Sy) se
obtiene como:

N

(1t fomisy = 2 L1 (G
=1
k k
", pix <ay”
lf:j) = Pik 0" < pip < CIMc (4.22)
k k
q](\/f,)€> q](\/[i < Pik
S

Pik = Uk(t)dt, A@k = tfk) — tgli)l > 0.

Aig Jy®),
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En este caso puede verse como las restricciones sobre los tiempos de conmutacién 7 son
consideradas de manera natural al poder descomponer la proyeccién del vector u(-) como la
proyeccion sobre cada uno de sus componentes.

Todo lo descrito hasta el momento nos lleva a formular el siguiente algoritmo para resolver
el problema relajado dado por (4.16).

1. Establecer el valor del indice v a cero.
2. Proponer la condicién inicial u°(-) como:
uo() = [uopt(')]:ronv(«?)

donde u*(-) representa el control éptimo para el sistema (4.1) sin restricciones (es
decir, u?'(-) resuelve el problema LQ clésico). En caso de no contar con el valor de
u°P!(-) proponer cualquier condicién inicial que cumpla con u°(+) € conv(S).

3. Calcular la correspondiente trayectoria del sistema z”(-) asociada al control u”(-).
4. Calcular el gradiente del funcional de costo V.J(u”(+)) a partir de (4.18).
5. Calcular el valor del tamano de paso «, como lo indica la regla de Armijo (4.20).

6. Calcular el elemento:
u () = () 4 VI (U ()] ns)
a partir de (4.21) y (4.22).

7. Si |J(u’(+)) — J(ut(-))| < e, para algin € > 0 pre-especificado, entonces, detener el
algoritmo. De lo contrario, incrementar el indice v en uno y regresar al paso 3.

Al finalizar el algoritmo se obtiene una aproximacion al control 6ptimo @(-) para el problema
relajado.

4.3. Ejemplos

En esta seccion se presentan un par de ejemplos numéricos sobre la utilizacion del algorit-
mo del gradiente con proyecciéon para resolver el problema relajado. El ejemplo en concreto
trata sobre el control de la trayectoria de un satélite, el cual se obtuvo de [23]. Debido a
que la dindmica asociada a tal sistema es no lineal, se hace la linealizacion alrededor de una
trayectoria nominal para posteriormente aplicar el algoritmo propuesto.
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Como un primer caso, se considera una trayectoria nominal circular, resultando en un sis-
tema lineal invariante en el tiempo, y en el segundo caso la trayectoria nominal corresponde a
una elipse, resultando en un sistema lineal variante en el tiempo. Se considera que los actua-
dores del satélite se encuentran alineados en la direcciéon normal y tangencial de movimiento,
proporcionando una cantidad constante de aceleracién en la direccién correspondiente ante
una entrada wu(-).

4.3.1. Satélite

Un satélite de masa unitaria puede ser modelado como una masa puntual moviéndose en
un plano mientras es atraido al centro del plano por la ley de fuerza cuadratica inversa. Para
este caso es conveniente el uso de coordenadas polares, donde: r(t) representa la distancia
medida desde el origen a la masa y 0(t) representa el angulo medido a partir de un eje de
referencia dado. Se asume que al satélite se la aplica una fuerza wu;(t), (la cual actiia en la
direccién radial del movimiento) y una fuerza us(t) (actuando en la direccién tangencial)
como se muestra en la figura 4.1.

uy(t)
uy(t)

W

60

Figura 4.1: Un satélite en érbita circular

Las ecuaciones de movimiento tienen la forma:

F(0) =r (1) = 5 + ()

C=2(0)6(1) | ua(t) (4.23)

o(t) = r(t) r(t)

+
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donde 3 es una constante. Para construir una representacion en espacio estado de las ecua-
ciones de movimiento, sea:

x1(t) = 1r(t), za2(t) = 7(t), x3(t) = 0(t), x4(t) = H(t)
entonces, las ecuaciones toman la forma:
(t) i Ig(t)ﬁ ]
o v1(t)2i(t) — 5 +w(t)
o T2t _ 3 (t)
z(t) = is(t)| = F(x(t),u(t)) = 2a(1) (4.24)
x4(t) —QIQ(t)I4(t) 1 UQ(t)
L x1(t) xq(t)

Para el primer caso se considera la 6rbita mas simple, la cual consiste en una circunferencia
donde r(t) y 0(t) permanecen constantes. Por lo que la trayectoria nominal estd dada por:

7(t) = 10, O(t) = wot + o, U1 (t) = Ua(t) =0

o equivalentemente, en representacién matricial:

3%1 (t) To
o |zt 0 N G I L
T = 15,0 wot + 00| MO = )| = o (4.25)
5}4(” wWo
Linealizando el sistema (4.24) alrededor de la trayectoria nominal (4.25) se obtiene:
0 P 1 0 0 0 1 0 0
OF $Z+QF 0 0 2274 3w? 0 0 2rowp
oz | 0 0 0 1 Y
i;g 21721'4 U9 2[E4 2ZE2 0 0 0 0
> —— 0 ro
L 23 xy xq Ty Je=i (4.26)
[0 0 0 0
1 0 1 0
OF
B=— =10 0 =10 0
Oul,_; 1 1
u=1 0 — 0 —
L T ng To
Por lo tanto, el sistema:
2(t) = Az(t) + Bu(t)
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donde A y B estan dadas por (4.26), representa la linealizacién del sistema (4.24) alrededor
de la trayectoria nominal dada por (4.25).

Ahora bien, para este caso se consideran los siguientes valores para los parametros wg y
To:
wo = 0.1 [rad/s], ro = 200 [m]

Por otra parte, se asume que los conjuntos Q). de restricciones sobre los niveles de wuy(t) estan
dados por:

Q1 ={q] € Rlg] =j/10,j € [-50,50] N Z}

Q» ={¢} € Rlg = j/100, j € [~100,100] N Z}

Con la siguiente secuencia de tiempos finita:

z:%:T:{t€R|0:to<t1<<tN:507
tl—t1,1:1v221,,N}

Es decir, el primer componente de u(t) € S solo puede tomar niveles constantes desde —5
hasta 5 con incrementos de 0.1 unidades, mientras que el segundo componente solo puede
tomar niveles constantes desde —1 hasta 1 con incrementos de 0.05 unidades. Ademas, cada
componente permanece constante en un intervalo de tiempo de longitud 1, desde ¢ty = 0s.
hasta ¢ = 50s.

Se busca minimizar el siguiente funcional de costo:

1 [l
J(u) = 3 / (2" ()Qx(t) + u” (t)Ru(t)) dt
to
donde:
05 0 0 0
05 0 0 0.5 0
@=10 00.30’R:{0 0.5}
00 0 1

Para el caso sin restricciones, es decir, se trata de un problema LQ clasico, el control éptimo
denotado por u?'(t) estd dado por:

u'(t) = —R™' BT Pz (t)

donde P es la solucién a la ecuacién de Ricatti asociada al sistema. En esta caso (sin restric-
ciones) el costo 6ptimo genera un valor de 149.3759 unidades.

Al aplicar el algoritmo del gradiente con proyeccién al problema relajado, después de 4
iteraciones se obtienen las trayectorias z(t) del sistema, mostradas en las figuras 4.2 - 4.5 y la
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senal de control @(t), la cual se muestra en las figuras 4.6 - 4.7 y el costo asociado al control
u(-) es de aproximadamente 149.7898 unidades.

El costo asociado a @(t) es un 0.2771 % mayor comparado con el costo obtenido con el
control u?*(t).

1.2

— 21 (t)
A0

0 10 20 30 40 50

Figura 4.2: &(t) vs. z(t)

Para el segundo caso, se tiene que la trayectoria nominal representa una elipse en R?
descrita por:

E={zcR®: z"Pr=1}

donde P es una matriz simétrica positiva definida. En coordenadas polares se tiene la siguiente
representacion:

1
B \/pn cos2 6 + 2pyo cos Osin @ + pay sin® 6

7(0)

como en el caso anterior se busca velocidad angular constante, es decir: § = w, constante,
lo cual implica 8 = wyt + 6y. Entonces la representacion matricial de la trayectoria nominal
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Figura 4.4: 23(t) vs.
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-0.075

-0.08f ~ ~ ~ .

-0.085F 7

-0.09r : 7

-0.095r 7

_0'10 10 20 30 40 50

Figura 4.5: 24(t) vs. 2(t)

— 1 (t)

2-8 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Figura 4.6: @, (t) vs. u?(t)
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0.7

— 1 (t)
- u;”t (t)

0.6

0.51

0 10 20 30 40 50
Figura 4.7: dy(t) vs. us"(t)

90 50

180

270

Figura 4.8: Trayectoria del satélite (21 vs Z3) al aplicar el control u(t)

95
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esta dada por:

[ _1
&(t)
z1(t)
N n(t) N
z(t) = 28 _ Wo_g(t)?’/? ,u(t) = {Z;gﬂ = m (4.27)
i‘4(t) w0t+00

donde:

£(t) = pricos®(wot + 0p) + 2p1a cos(wot + ) sin(wot + Op) + paa sin®(wot + G)
n(t) = pio (Sin2 (wot + 6y) — cos®(wot + 90)) + (p11 — p22) cos(wot + o) sin(wgt + o)

Linealizando el sistema (4.24) alrededor de la trayectoria nominal descrita por (4.27) se
obtienen la siguientes matrices A(t) y B(t) como sigue:

[ 0 1 0 0 7
242 s 0 0 2
" OF Ty + x—:l,) XT104
=% omilt) 0 0 0 1
u=a(t) 20024 Uy 214 0 —29
L ZE% ZE% T T iz%
0 1 0 0 1
2w
2 3/2 0
wg + 20¢(t) 0 0
_ £(t) (4.28)
0 0 0 1
2wan(t) 2won (1)
2wo+/E(t) O
SGCEE VED 0 e
? 8 0 0
oF 1 0
O |o—s(t) ) L 00
w0 ) [0 VED
u=1u(t)

En este caso, se consideran los siguientes conjuntos de restricciones:

Q1 ={q] € Rl¢g] = j/10,5 € [-10,10] N Z}
Q, ={q} € R|g} = j/200, j € [-200,200] N Z}
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Con la siguiente secuencia de tiempos finita:
Th=T=T ={tcR0=ty<t; <...<ty =50,
ti—ti1=1Vi=1,...,N}
De manera similar, como en el ejemplo anterior se busca minimizar un criterio de costo
cuadratico dado por:

1 [
J(u(-)) = §/t (z(t)"Qx(t) + u(t)" Ru(t)) dt
donde:
05 0 0 0
0 5 0 0 0.5 0
@=10 00.30’R:{0 0.5}
0 0 0 1

La solucién al problema LQ clésico (sin restricciones) se obtiene como:
u'(t) = —R'B(t)T P(t)x°F (t)

donde P(t) es la solucién a la ecuacién diferencial de Ricatti asociada al sistema. En esta
caso el control u?*(t) genera un costo de 1.7795 unidades. Después de aplicar el algoritmo del
gradiente con proyeccién se obtienen después de 3 iteraciones el control u(t) y las correspon-
dientes las trayectorias del sistema z(t). En las figuras 4.9 - 4.12 se muestran la trayectorias
&(t) del sistema y en las figuras 4.13 - 4.14 se muestran los componentes del control 4(t).

El costo generado por aplicar el control u(-) al sistema es de aproximadamente 3.1202
unidades, lo cual representa un incremento del 75.3414 % con respecto al costo generado por

uPt(-).

Esta diferencial porcentual es mayor comparada con la diferencia porcentual del caso
anterior, esto se debe principalmente a que la dindmica del sistema variante en el tiempo
es mas rapida comparada con la velocidad de respuesta del control 4(-). Por ejemplo, si se
aumenta la taza de conmutacién de la senal de control de 1 s a 0.5 s. Es decir, el nuevo
conjunto de tiempos de conmutacién esta dado por:

z:E:T:{t€R|0:to<t1<<tN:50,
tl—t1_1:O5VZ:1,,N}

Entonces, se obtiene una mejora en el rendimiento general del sistema, como se muestra en
las figuras 4.16 - 4.22. En este caso, el control calculado por el algoritmo del gradiente con
proyeccién (denotado por @%%%(+)) genera un costo de 2.0783 unidades el cual representa un
incremento del 16.7912 % con respecto al costo generado por u®*(-).

Hasta este punto se tiene soluciéon numérica para el problema relajado en general, haciendo
uso del método del gradiente con proyeccién expuesto en la sub-seccién anterior. El problema
relajado fue relativamente sencillo de resolver debido a una propiedad clave del conjunto de
restricciones a saber la convexidad.
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—21(t)

0s 0

0.6 | | | 4 .

0.4

0.2r : 7

|
o
N

T

I

_0'80 10 20 30 40 50

Figura 4.9: £(t) vs. 237(t)
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_0'30 10 20 30 40 50

Figura 4.10: &5(t) vs. z3"(t)
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0.8
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Figura 4.13: 1 (t) vs. u(t)
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Figura 4.14: Gy(t) vs. ud (t)
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180

270

Figura 4.15: Trayectoria deseada vs. Trayectoria real del satélite al aplicar el control @(t)
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Figura 4.16: #9-55(t) vs. " (t)
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Figura 4.21: 4355(¢) vs. ud” (t)

180

270

Figura 4.22: Trayectoria deseada vs. Trayectoria real del satélite al aplicar el control 4%%(t)
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4.4. Solucién del Problema Original

Recordando el problema original planteado en el capitulo anterior, se tiene:

Problema 4.1 Encontrar el control u*(-) € S tal que:

J(w(-)) = min {.J (u(-))} (4.29)

u(-)eS
donde el conjunto de restricciones S estd dado por:

S=5x...x85,

={u(t) = [ui(t),... ,um(t)]T ER™:up() €Spk=1,...,m} (4.30)

Con cada conjunto Sy definido como:

Ny
Se={v: [to ts] = Rlo(t) = > L (g g € Qi
=1

ezZn, M)t €T, Vi=0,... N}

Puesto que el conjunto S no es convexo, entonces no se puede aplicar directamente el enfoque
anterior. Mas atun, el conjunto S esta completamente contenido en su complementaciéon con-
vexa conv(S), por lo cual surge la idea intuitiva de poder obtener la solucién del problema
original a partir de la solucién del problema relajado.

A partir de la continuidad del funcional, se sigue que, la ley de control perteneciente a S
lo suficientemente cercana a el control 4(-) producird un costo pequenio comparada con cual-
quier otro control en S. Por supuesto, esta es solo una idea intuitiva, la cual, como veremos
mas adelante no necesariamente se cumple.

Basados en esta idea intuitiva, se puede calcular el elemento u*(-) € & més cercano al
control u(-) como:
u*(-) = arg min_[[a(-) — ()| (4.31)
v(-)eS
Cabe mencionar que debido a que el conjunto S no es convexo, el elemento u*(-) no nece-
sariamente es tnico, su existencia queda garantizada debido a que S es un conjunto finito.
Ademas, debido a la naturaleza constante a trozos de las senales involucradas, el problema de
optimizacion restringida motivado para encontrar «*(-) tiene una solucién bastante sencilla.
Primero, recordando que el control 4(-) tiene la siguiente forma:

a-) = [aa() o ()]

Ny,
Ug(-) = Zf[tk iy (t) ,g”), ,5“) € conv(Qyg), t; € Ty.
i=1

1—1
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Entonces, el control @*(-) més cercano a u(-) esta dado por:
w() = [’LT{(') ()]
Zf[tl O G e (LM NZ, G € Oy, ti €T
~(d3) — i) —_
G = arg min G — al

Asi, de esta forma el control u*(-) representa una aproximacién al control u*(-) € S que
resuelve el problema original. Ademas, otra consecuencia de la no convexidad del conjunto S
es que existe una brecha entre el control @(-) € Sy el control w*(+), la cual afecta de manera
directa el rendimiento del sistema. Esta brecha esta principalmente afectada por los conjuntos
de restricciones en los niveles constantes Q,, donde como consecuencia se tiene que:

min  J(u(+)) < mln J
i () < min Ju()

Con la caracterizacion del control méas cercano a 4(+) se tiene una aproximacién a la solucion
del problema original, siempre y cuando el funcional de costo sea bien comportado. Por
ejemplo, en la figura 4.23 se muestra un ejemplo de un funcional de costo mal comportado
con un control de dos entradas.

El término mal comportado es asignado en el sentido de que el control @*(-) genera un
costo mayor que algtin otro elemento dentro de §. Por ejemplo, en la figura 4.23 se muestra
como el control u™M(-) genera un costo mayor que el control u(¥(-) a pesar de ser u'(-) el
elemento mas cercano a (-) en el sentido de la definicién (4.31).

La existencia de estos ejemplos mal comportados representa todo un reto a resolver, pues
al no tener la convexidad del conjunto S no existe herramental mateméatico para resolver el
problema de manera directa y eficiente. Cabe notar que debido a la convexidad del funcional
de costo J, éste presenta una conducta mondtona creciente en cierta direccién y decreciente
en otra a partir del minimo J(4(-)). Entonces, el control que resuelve el problema original se
debe de buscar en una vecindad del control (-) volviéndose un problema combinatorio.

Para los ejemplos de la subseccién anterior, se muestra el control mds cercano u*(-) al
control 4(-) en el sentido de (4.31) en ambos casos (sistema LTI y sistema LTV). El costo
generado por @} p;() es de 152.3109 unidades para el sistema LTI, mientras que el costo
generado por @,y (+) es de 12.602 unidades para el sistema LTV. En las figuras 4.24 - 4.30
se muestran las trayectorias en el caso LTI y en las figuras 4.31 - 4.37 se muestran para el
caso LTV.
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Figura 4.23: Funcional de costo mal comportado



CAPITULO 4. RESULTADO PRINCIPAL
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Figura 4.24: z5(t) vs. Z1(t)
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Figura 4.25: 75(t) vs. Za(t)
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Figura 4.26: z35(t) vs. &3(t)
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Figura 4.27: z;(t) vs. Z4(t)
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Figura 4.30: Trayectoria deseada vs. Trayectoria real del satélite al aplicar el control u*(t)
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Figura 4.31: zj(t) vs. &1(t)
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Figura 4.33: z5(t) vs. Z3(t)



4.4. SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL
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Figura 4.34: z;(t) vs. Z4(t)
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Figura 4.36: uj(t) vs. ta(t)
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Figura 4.37: Trayectoria deseada vs. Trayectoria real del satélite al aplicar el control a*(t)



CAPITULO 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

En el presente trabajo se propuso un nuevo enfoque numérico para resolver un problema
tipo LQ para un sistema lineal en tiempo continuo con controles constantes a trozos y secuen-
cias de conmutacién fijas.Ademas, se considera que el conjunto de controles admisibles queda
restringido por un conjunto de niveles aceptables, los cuales dependen de cada aplicacion y
afectan directamente el rendimiento del sistema.

El esquema computacional propuesto se basa en obtener una version relajada del proble-
ma, primero tomando el conjunto convexo més pequeno que contiene a todas las restricciones,
para posteriormente aplicar técnicas numéricas clasicas tipo gradiente. Al reformular el pro-
blema original en su version relajada, se hace un estudio de las propiedades de convexidad
de sus elementos, haciendo posible el uso de técnicas clasicas de programacion convexa.

También se hizo un pequeno estudio para buscar la solucion analitica del problema, aun-
que para este caso dicha representacion estd lejos de ser alcanzable, pues nuevamente las
restricciones salen a flote para mostrar la complejidad del problema, ya que en el estudio
analitico no fue posible agregar los tiempos de conmutacién distintos entre componentes del
control de una manera natural y sencilla de analizar y solamente se encontré dicha solucién
para casos particulares donde hay cierto desacoplamiento entre los componentes del control
6 cuando el conjunto de restricciones en los niveles es muy grande.

A lo largo de este trabajo, se ha buscado obtener una solucién al problema original 4.1 (p.
65), obteniendo una versién relajada de éste, para posteriormente hacer una aproximacién al
control que resuelve el problema original, explotando el hecho de que el funcional J(-) es una
funcién continua en u(-). Esta iltima aproximacion resulta no muy satisfactoria para algunos
problemas, (como en los ejemplos de seguimiento de trayectoria del satélite en el caso de
trayectoria eliptica), pero debe considerarse que la ley de control admisible esté restringida
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a un conjunto muy pobre (comparado con L,), por lo que la degradacién en el rendimiento
es debida a las restricciones y no al enfoque propuesto.

Ahora bien, el enfoque propuesto resulté satisfactorio para sistemas lineales invariantes
en el tiempo donde la dindamica del sistema no es muy rapida en comparaciéon con los tiempos
de conmutacion de los controles admisibles, y donde las restricciones en los niveles del control
no representan una restriccién activa para el sistema.

El método propuesto en este trabajo puede ser visto como una parte de un algoritmo
mas complejo, por ejemplo, para el caso donde la secuencia de tiempos no es fija, entonces
se puede hacer una busqueda recursiva sobre la secuencias de tiempos admisibles y en cada
iteracion del algoritmo aplicar el método propuesto para asi obtener la siguiente iteracion,
como es el caso en la Etapa 1 del algoritmo presentado en [27].
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