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Capitulo 1

Introduccion

En muchos sistemas de ingenierfa, eléctricos, mecdnicos y quimicos, es de gran in-
terés analizar el comportamiento de los sistemas que oscilan, en particular cuando son
excitados por alguna senal periédica, pues entonces se puede presentar el fenémeno de
la resonancia, el cual hace crecer la amplitud de la respuesta del sistema y que general-
mente es dafiino para el funcionamiento de estos sistemas, es decir el sistema se vuelve

inestable.

Por otra parte hay sistemas que osilan y su respuesta es inestable sin que ninguna
senal externa excite el sistema, basta con que alguno de sus pardmetros varie de forma
periddica para provocar inestabilidad en el sistema, a este fenémeno se le conoce como

resonancia paramétrica.

En el trabajo presente se presentan dos ejemplos donde se aprovecha de forma
positiva la resonancia paramétrica, uno de ellos es un nifio meciéndose en un columpio
el cual a través de mover su centro de masa logra columpiarse sin la accién de ninguna
fuerza externa. Otro de los ejemplos es del péndulo con vibracién vertical, el cual modela
el espectédculo turistico del botafumeiro o incensario que se usa para poder hacer llegar
el humo de incienso a toda la iglesia, estos dos ejemplos se pueden describir por la
ecuacién de Mathieu & + (o + Bcos(t))r = 0 z € R, la cual es un caso particular
de la ecuacién de Hill. Pero en la ingenieria existen distintas aplicaciones de analizar
el fenémeno de la resonancia paramétrica, la cual de manera general se quiere evitar,
algunos ejemplos de control de estos sistemas se han publicado recientemente en [21],
donde se utiliza la excitacién paramétrica para describir mateméaticamente y controlar
algunos sistemas dindmicos. Por ejemplo la estabilizacién de las oscilaciones debidas a
las olas del mar en un barco las cuales pueden provocar que el barco se voltee en poco
tiempo, debido a que el barco entra en resonancia paramétrica. En otra publicacion de

[21] se observa la estabilizacién de un péndulo sobre una superficie con movimiento (un
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carro), el péndulo esta acoplado a la superficie por un resorte y un amortiguador, por lo
que vibra verticalmente, lo que produce resonanacia paramétrica. En el ultimo capitulo
del este trabajo se presenta un ejemplo para la ecuacién de Hill cuando = € R?, que es
un sistema de dos masas y tres resortes, de los cuales dos resortes varfan su constante
de elasticidad de forma periddica.

En el capitulo 2 de este trabajo se hace un repaso de la estabilidad de estos sis-
temas los cuales son descritos de manera general por la ecuacién de Hill & + p(t)x = 0
p(t) = p(t +T), la cual ha sido estudiada a profundidad en distintos textos [11]. En el
capitulo 3 se hace este anélisis para la ecuacién de Hill cuando 2 € R? y se mencionan
algunas propiedades de esta ecuacién, entre ellas, que para algunos casos es un sistema
Hamiltonenano Lineal. Finalmente en el capitulo 4 se elabora una descripcién de las
lenguas de Arnold para la ecuacién de Mathieu para € R? , estas graficas se elaboran,
mediante Parallel Computing en una GPU, lo que ayuda a reducir el tiempo de com-
puto significativamente. Dentro de las técnicas para graficar las lenguas de Arnold para
la ecuacién de Hill con = € R?, se puede usar la técnica de discretizar la ecuacién como
se muestra en [9]. Otra manera de graficar las lenguas de Arnold es con los llamados
"Determinantes Infinitos"tal como realiza un ejemplo Hansen en [10] . En el trabajo
se usa la integraciéon numeérica de cada punto a graficar para construir la matriz de
monodromia para averiguar sobre la estabilidad del sistema, y se consiguié reducir el
tiempo de computo de 24 horas aproximadamente a 12 minutos, lo cual es un resultado

satisfactorio.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Resonancia

La resonancia es un fenémeno fisico que se presenta, en los sistemas que oscilan, la
cual en general hace que la amplitud de las oscilaciones aumente rdpidamente lo que
puede hacer que el sistema sea inestable en pocos segundos. Para analizar este fenémeno
veamos un sistema de masa m con un resorte con una constante de elasticidad & como

se muestra en la Figura: 2.1

Figura 2.1: Sistema Masa resorte

La dindmica del sistema sin friccién esta dada por

1
i+ wiz = —F(t) (2.1)
m

donde wy = \/% .Cuando F(t) = Bcos(wt), la solucién para las condiciones inciales

x2(0) = 2(0) =0 es
B

= W(cos(wt) — cos(wot)) (2.2)

El sistema bajo la accién de una fuerza externa que oscila peridédicamente experimen-
ta un movimiento el cual depende de las combinacién de las 2 oscilaciones la frecuencia

natural wy y de la frecuencia de la fuerza externa al sistema w. En la ecuacién (2.2)

3
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podemos ver que cuando wg = w la ecuacién se indetermina, y no es valida, a este
fenémeno se le conoce como resonancia. Es decir un sistema experimenta el fenémeno
de resonancia cuando la frecuencia natural y la frecuencia de la fuerza externa son
cercanas.

Para tener una ecuacién que describa que pasa cuando el sistema entra en resonancia,

resolvemos la siguiente ecuacién:
.9 B
¥ + wir = — cos(wot) (2.3)
m
Entonces la solucién de (2.3) es:

U sin(wot)
xr = S1n(w
2mwyq 0

Entonces observamos una caracteristica notable de que cuando un sistema entra en
resonancia es decir wg = w la amplitud de sus oscilaciones crece de forma lineal con
respecto al tiempo. Y por tanto el sistema se hace inestable.

Si damos los siguientes valores numeéricos al sistema (2.1) B =6N;m = 1,5 kg; k =
0,9N/m; entonces wy = \/% = 0,7760%1 y simulamos cuando w = wy podemos ver en

la Figura 2.2 como la respuesta crece linealmente conforme crece el tiempo

300

200

100

-100

-200

_300 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.2: Respuesta del sistema en resonancia

Si el sistema cuenta con friccién, entonces la dindmica esta dada por

F(t)

P+ M4 wir = —=
m

donde A es el coeficiente de friccién, si realizamos la simulacién pasada con el sistema en

resonancia agregando el termino A7 a la dindmica del sistema, observamos en la Figura
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2.3 que la respuesta del sistema crece pero no hasta infinito como en el caso cuando
el sistema no tiene friccién, entonces podemos decir que la friccién puede hacer que la
respuesta de un sistema cuando éste estd en resonancia, no tienda a infinito, es decir
la respuesta se ecuentra acotada. Esta es una diferencia importante con la resonancia

parameétrica la cual se presenta a continuacion.

500

400 - : : : H

Figura 2.3: Respuesta en resonancia con friccién

2.2. Resonancia Paramétrica

La resonancia paramétrica a diferencia de la resonancia, se presenta a partir de la
variacién de uno de pardmetros del sistema el cual varia de forma periédica, es decir no
se debe a las oscilaciones de una fuerza externa si no a la dindmica del sistema mismo.
La siguiente ecuacién es la forma general de representar este fenémeno de resonancia
paramétrica, se le conoce como la ecuacién de Hill ; en memoria al matematico George
William Hill, el cual trataba de demostrar la estabilidad en la rotaciones de la luna al

rededor de la tierra.
T4+pt)r=0 zeR* plt+T)=np)

Para describir que es la resonancia paramétrica, y sus caracteristicas describiremos el

siguiente sistema, el cual es un ejemplo de este fenémeno.
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2.2.1. Péndulo con vibracién vertical del soporte (Kapitza)

y

Figura 2.4: Péndulo con vibracién vertical

Ahora para describir el sistema suponemos que la vibracién del punto de soporte
del péndulo, es de la forma acoswt. Entonces de la geometria del sistema se obtiene
que:

x = lIsin(0)
y = lcos(f)+ acoswt

La energfa cinética del sistema esta dada por:
Lo a
K = 2m(:r: +7°)

Donde

= — sin(@)@ — aw sin wt (2.4)

& = lcos(0)f (2.5)

y la energfa potencial es:
U =mgl(1 — cos(f))

por lo que la funcién de Lagrange del sistema esta dado por:
1
L=K-U= im(fv2 +9%) — mgl(1 — cos()) (2.6)

y para obtener la dindmica del sistema aplicamos la formula de Euler-Lagrange [7]

d oL 0L

%% - % = Qnofpot
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Donde @o—pot = 0 para nuestro caso pues el sistema no tiene una fuerza externa ni
presenta friccién ni ninguna fuerza no potencial, por lo que sustituyendo (2.4) en (2.6)

y aplicando la formula:
— = — == = ml?*0 + mlaw®sin 0 cos wt + mgl sinf = 0

dividiendo entre mi? y si definimos wy = ﬁ entonces obtenemos

0+ <w§ + e coswt) sinf =0 (2.7)
Ahora podemos ver que es una ecuacién no lineal de segundo orden si linealizamos al

rededor de = 0, = 0, [16] obtenemos

.. 2
0+ (w(z) + % cos wt) =0 (2.8)

podemos rescribir (2.8) como
0+ (a+ Beoswt)d =0 (2.9)

que se conoce como la ecuaciéon de Mathieu, esta ecuacién es un caso particular de la
ecuacion de Hill, & + p(t)x = 0, con p(t) = cos(wt). En la parte final de este capitulo
analizaremos la estabilidad de esta ecuacién y podremos concluir las diferencias con la
resonancia normal.

Un ejemplo en aplicacién de este modelo de un péndulo con vibracién vertical, es
del de una gria sobre un barco, si consideramos que las olas del mar varfan de forma
periddica, y que el modelo de la gria es un péndulo, cuando el oleaje crece provoca
que el barco se mueva verticalmente, entonces es imposible operar la grua [22], pues
las oscilaciones del péndulo se vuelven inestables, por lo que en este caso la resonancia
paramétrica es un problema.

Otro ejemplo es cuando algunos turistas visitan ano con ano la ciudad de Santiago de
Compostela en el estado Espanol, donde utilizan la resonancia paramétrica para dar un
espectdculo, se trata del llamado "Botafumeiro"nombre en portugués, de un incensario,
con el cual echan incienso en toda la iglesia, es un péndulo de 21 metros de longitud
y pesa 53kg [18] como se puede ver en la Figura 2.5. Las fotos muestran a algunos
sacerdotes los cuales jalan de una cuerda, provocando elevar el péndulo verticalmente
de acuerdo al diagrama de la Figura 2.4, aqui existe una diferencia pues la frecuencia
con la cual hacen vibrar el soporte del péndulo no siempre es la misma, es decir cambia
conforme el periddo de oscilacién se va haciendo mds grande. Este dispositivo existe

desde 1600, y es muy impresionante observar que con solo 2 o 3 tirones de la cuerda por
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Figura 2.5: "Botafumairo"

parte de los sacerdotes, la amplitud de la oscilacién crece significativamente, después
de unos pocos segundos, aqui se puede observar una diferencia de la resonancia y la
resonancia paramétrica, si el sistema es inestable la amplitud de las oscilaciones crece
exponencialmente y no de forma lineal como en la resonancia. Por lo que este espectaculo

es un buen ejemplo para apreciar esta propiedad.

2.2.2. Un nino en un columpio

Un ejemplo de la vida cotidiana en donde se presenta la resonancia paramétrica, es
un nino en un columpio, si recordamos cuando nos columpiamos de ninos, sin que nadie
nos empuje, sin que ninguna fuerza externa intervenga, podemos columpiarnos, tan solo
moviendo nuestro cuerpo arriba del columpio, concretamente moviendo el centro de
masa, si observamos la Figura 2.6 vemos a un nifio meciéndose en un columpio, cuando
esta en el punto ’a’ se encuentra de pie, y al pasar por el punto 'b’ el nino se agacha o
se pone en cuclillas, y cuando llega al punto ’¢’ nuevamente se pone de pie. Cuando nos
mesemos de un columpio empezamos en el punto ’b’ en reposo y después de mecernos 2
0 3 veces alcanzamos a columpiarnos con amplitudes grandes, nuevamente observamos
algo parecido al "botafumairo", que a través de la excitacién de algin pardmetro del
sistema de forma periddica, la inestabilidad provoca que la respuesta crezca de forma
exponencial.

Ahora analizaremos el modelo del nifio en el columpio, proponiendo un péndulo con

una longitud variable, a diferencia del péndulo con vibracién vertical ahora lo que va
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Eb)

Figura 2.6: Un nifio en un columpio

variar de forma periédica es la longitud del péndulo como se observa en la siguiente
Figura 2.7.
En la Figura 2.7 tenemos el diagrama de un péndulo el cual, se describe por:
4 % sin(6) =0 6=16(t) (2.10)

Ahora si se mueve el centro de gravedad significa que la longitud del péndulo oscila, si

se supone una oscilacién senoidal al rededor de una longitud [

I(t) =l [1 — e cos(wt)]
£

6

mg

Figura 2.7: Péndulo con el centro de masa variable
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Para un a € > 0 pequena, ahora sustituyendo en 2.10 y realizando la expansién de

Taylor para € encontramos, como lo propone [5] entonces:
0 + w2 [1 4 € cos(wt)] sin(h) = 0

Donde wy = \/% . Si reescalamos el tiempo ¢ = wt podemos encontrar que

6 + [ov + B cos(t)] sin(f) = 0

con a = z—é y 3= 5%@ Nuevamente si se linealiza obtenemos la ecuacién de Mathieu
(2.9). Realizando una simulacién del nino en el columpio tomando como modelo la
ecuacién de Mathieu, con una longitud de la cuerda ly = 3m, g = 9,81m/s* y si
el nino se agacha y se pone de pie cada 6 segundos entonces T = 6 = w = 27/T,

a =2,9819, 8 = 2,9819

400 T

Figura 2.8: Simulacién de la ecuacién de Mathieu.

Como se observa en la Figura 2.8 a) después de 4 segundos la amplitud aumenta 2
veces, por lo que vemos que con una sola vez que el nino cambie su centro de masa es
suficiente para que el columpio aumente la amplitud de su oscilacién. Esto se debe al
fenémeno de la resonancia paramétrica, més adelante veremos las condiciones de esta-
bilidad para estos sistemas. En el caso de la figura 2.8 b) dejamos correr la simulacién
y podemos observar que la amplitud de la respuesta del sistema crece al infinito, ahora
esto nos indica que el sistema al mover el nino su centro de masa se vuelve inestable y a

diferencia de la resonancia, en la resonancia paramétrica vemos que la respuesta cuando
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el sistema es inestable crece de forma exponencial y no de forma lineal con respecto al
tiempo.

La resonancia se presenta en un sistema

Z+ w%:z: = w
m

cuando una fuerza externa al sistema oscila y esta oscilacion tiene una frecuencia igual
a la frecuencia natural del sistema, es provocada por la respuesta forzada del sistema y
solo se presenta en un solo punto en w = wy, y cuando se presentan la respuesta crecen
de forma lineal con respecto al tiempo, si existe friccién en el sistema la respuesta crece
pero ya no crece hasta infinito, converge a algin punto por lo que, con cierta friccién
se puede cancelar la inestabilidad.

En el caso de la resonancia paramétrica, esta no depende de una fuerza externa, si no
del la excitacién de uno de los pardmetros, la inestabilidad se presenta por intervalos
no en un solo punto a diferencia de la resonancia, cuando es inestable la respuesta

del sistema crece exponencialmente. Y finalmente la tltima diferencia es que si existe

friccién no se puede presentarse el crecimiento exponencial.

RESONANCIA RESONANCIA
CLASICA PARAMETRICA
i+ ki + wir = F coswt E4+ki+ (a4 Beost)r =0
La inestabilidad se presenta Existen Intervalos de
en un tnico punto Inestabilidad y Estabilidad
w = Wy a:”;; para [ >0

6 300

4

2 200

0 100

2

4 0

S0 2 4 6 8 10 1 o 2 4 6 8 10 12
La respuesta en resonancia crece La respuesta inestable crece

de forma lineal con respecto al tiempo exponencialmente

Si k£ > 0 la respuesta es acotada Si k > 0 la respuesta permanece

la respuesta inestable
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2.3. Sistemas lineales

Para poder determinar la estabilidad de los sistemas con los cuales estamos tra-
bajando, que estdn descritos por la ecuacién de Hill, es necesario nombrar algunas
propiedades de los sistemas lineales.

Sea el sistema lineal variante en el tiempo
x(t) = A(t)x A(t) e R z e R" (2.11)

con condiciones iniciales x(ty) = xo. Como se sefiala en [6], no es posible obtener una
solucién analitica para esta ecuacién de manera general, por lo que es necesario usar
otro enfoque para analizar el sistema (2.11)

Entonces existen n soluciones linealmente independientes v;(t) € R" de la ecuacién
(2.11), definimos a N(t) = [v1,v2...v,] como una matriz fundamental, al ser los v;(t)
linealmente independientes se observa que N~1(¢) siempre existe, ademds se satisface
que:

N(t) = A(t)N(t). (2.12)

Definicién 2.1 La matriz de transicion de estados del sistema (2.11) es:
B(t,t9) = N(t)N "' (to)

Se puede demostrar la que ®(¢,ty) es tnica, y la solucién del sistema (2.11) condi-
ciones iniciales x(tg) = xg es: z(t) = ®(t,tg)xg. Algunas de las propiedades de la matriz
de transicién de estados [6] son:

i) O(t,t)=1
it) D7t ty) = D(to, 1)
iii) 2®(t,to) = H(t)P(t, o)
w) Zo(t,7)=—P(t,7)H(T)
v) Bty to) = B(ta, t1)B(t1, o) Y by, t1, to
El siguiente teorema [15] es de gran utilidad para nuestro anélisis

Teorema 2.1 [Jacobi-Liouville]. Sea N(t) una matriz fundamental de (2.11) entonces
det(N(t)) = det (N (ty)elo rA@NT
donde tr(A) es la traza de la matriz cuadrada A

Ahora analizaremos el sistema (2.11) pero cuando A(t + T) = A(T) es decir el
sistema varia con del tiempo de forma periédica, y T' es el periodo fundamental del
sistema.

(t) = Alt)x At +T) = A(T) (2.13)
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Lo que primero tenemos que mencionar es que el sistema no tiene necesariamente solu-

ciones periédicas [4] un ejemplo de esto es:

y(t) = (p+ cost)y y(0) =1

la solucién es
(1) = (o)

y solamente es periédica <= p =0

2.3.1. Teoria de Floquet

Ahora presentamos una herramienta fundamental en el anslisis de estabilidad para

los sistemas periddicos lineales.

Definicién 2.2 Sea ®(t,ty) la matriz de transicion de estados, de (2.13), entonces

decimos que e®T = ®(T,0) es la matriz de monodromia.

Teorema 2.2 [Factorizacion de Floquet | Sea el sistema 2.13 , entonces la matriz de

transicion de estados asociada al sistema se puede factorizar como:
D(t,tg) = P7H(t)el ) P(ty)
donde
P7Yt) = ®(t,0)e (2.14)
ademds
PHty=P'(t+T)
Corolario 1 Sitg =0 entonces:

®(t,0) = P~H(t)el"

Al definir P7!(t) de esta manera observamos que es una funcién T periédica. Una
de las cosas que podemos concluir de este teorema es que podemos realizar una trans-
formacién de un sistema lineal con coeficientes periédicos, a un sistema lineal invariante
en el tiempo.

Sea el sistema (2.13) definimos el cambio de cordenadas de la siguiente manera
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de 2.14 sabemos que P(t) = ef®(0,t) entonces
) = P()a(t) + P)i(t) = [P(t)P—l(t) +P(t)H(t)P-1(t)} (1)
= { [ReRt@(O t) + eRticb(o t)] P7Y(t) + P(t)H(t)Pl(t)} 2(t)
) dt )
= {[Re™®(0,t) — ™ ®(0,t)H(t)] P~ (t) + P(t)H(t)P~"(t)} 2(¢)
= {[Re™®(0,t) — e™®(0,t)H(t)] ®(t,0)e™ ™ + ™ ®(0,t)H(t)D(t,0)e "} 2(t)

= {ReM™®(0,)®(t,0)e "} 2(t) = Ra(t)

(t) = Ra(t) (2.15)

Como se observa bajo este cambio de variable el sistema lo podemos ver como un sistema
invariante en el tiempo, pero para conocer la matriz R necesitamos calcular la matriz
de monodromia, lo que implica que es necesario conocer las soluciones del sistema o

calcularlas numéricamente.

En general para los sistemas lineales variantes en el tiempo es dificil conocer las
condiciones de estabilidad, pues difieren significativamente de los sistemas lineales in-
variantes. Para los sistemas periédicos podemos obtener algunas propiedades, las cuales

permiten determinar criterios de la estabilidad de estos sistemas.
Sea el sistema (2.13) la solucién del sistema con condiciones iniciales z(0) = zq es

x(t) = ®(t,0)xg t>0

y siempre podemos expresar a t = kT + 7 para k € Ny 7 € [0,7") lo podemos apreciar

mejor en el siguiente diagrama

¢



2.3. Sistemas lineales 15

Usando las propiedades de la matriz de transicién de estado, tenemos que:

2(t) = &t 0)z
= ®(kT +7,0)z0
= O(kT + 7, kT)B(KT, (k — ) T)®((k — 1) T, (k — 2) T)...8(T, 0)z,
= O(7,0)0(T,0)2(7T,0)D(T,0)2(T,0)D(T,0)...0(T, 0)xo

Vv
k—veces

= 2(t) = (r,0) M* Jo, = o(7,0) [eRT]k:EO

Acotado Acotado

El termino ®(7,0) no puede ser inestable pues 7 es un numero finito, y los sistemas
lineales, si #(t) — oo es para t — oo (Ver apéndice A), las condiciones iniciales zy esta
acotadas, por lo que el inico termino que podria causar la inestabilidad del sistema es
la matriz de monodromia M* = ®*(T',0)

Entonces como k es un nimero entero positivo, cualquier valor caracteristico M que

sea mayor a 1 hace que el sistema sea inestable.

Teorema 2.3 [Lyapunov-Floquet] Sea M la matriz de monodromia del sistema (2.13)

con o(M) ={M, da A}, 0(R) = {pu, piz.....} entonces:
i)El sistema es Asintéticamente Estable

o(M)C Dy ={z€C: |2 <1}
ii)El sistema es Estable si

& oM)c D ={2zc€C:l|z| <1}

y si || = 1 son raices simples del polinomio minimo de M
iii) El sistema es Inestable

<~ HAZGU(M)|>\1|>1
o

o(M) C D& 3 |N| =1 que es una raiz multiple del polinomio minimo

Entonces como podemos ver del teorema la estabilidad del los sistemas periédicos
depende los valores caracteristicos de la matriz de monodromfia, a los cuales se les llama
los multiplicadores caracteristicos. Pero también observamos que a su vez dependen
de 0(R) = {1, o p1;}, a estos valores caracteristicos de R se les conoce como los

exponentes caracteristicos. Lo cual es congruente con la transformacion (2.15).
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2.4. Ecuacién de Hill

Como mencionamos la ecuacién de Hill, es la forma méds general de expresar el fené-
meno de la resonancia paramétrica, a continuacién hablaremos de algunas propiedades

y condiciones de estabilidad para la ecuaciéon de Hill, entonces sea
Z+p(t)r=0 reR” p(t+T) =p(t) (2.16)

nuestro sistema el cual observamos que no cuenta con el termino #, entonces la pre-
gunta jpor qué solo analizaremos para este caso? el siguiente teorema nos muestra
que cualquier ecuacién diferencial de 2do orden de puede trasformar a la forma de la

ecuacién de Hill.

Teorema 2.4 Si tenemos una ecuacion diferencial de la forma

d? d
d—; + a(t)d—; Fr(t)z =0 (2.17)
siempre se puede transformar, a la forma de la ecuacion
d*y
haciendo el siguiente cambio de variable [11]:
y = (e24); (2.19)
dA(t)
lda(t) 1
q(t) = > 1a(t)2 +7(t) (2.21)
Prueba 2.1 De (2.19) observamos que:
z= e_%A(t)y
Entonces desarrollando (2.17):
d*z dz
pro) + a(t)% +rt)z = 0
_ d 1d —La@w) —La@) dy
= a | zgt ey e g
a(t)
1d —La@) —1A@) dy —LA@)
+a(t) —§%A(t)e Wy e+ r(t)e 24y
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1d 1

2
— —Z—a(t)e Oy 4 Za(t)?e 2 AWy — fa(t)eféA(t)@ - 1a(t)eféA(t} dy + eiéA(t)d Y

2dt 4

—%a(t)Qe*%A(t)y + a(t)eféA(t)% +r(t)e” 740

agrupando terminos

multiplicando por e~ 24®)

d*y 1d 1,

SV —2Za() - Zalt |y =
Y 2oy = ey e v = 0
q(t)

d*y
— t =0
Tz Talty

Entonces es por eso que vale la pena solo analizar el caso de la ecuacién (2.16). Por
otra parte para poder utilizar el Teorema 1.3 es necesario colocar el sistema como en
(2.13) (y = A(t)y con A(t) = A(t+1T)), entonces sabemos que cualquier ecuacién lineal
de orden n la podemos expresar como n ecuaciones diferenciales de primer orden, si
realizamos el siguiente cambio de variable y; = x; 1 = y2; 2 = &, entonces:

o-

P(t) 0 Y2

0 L ] {yll P e R™" (2.22)
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2.4.1. Ecuacién de Hill para z € R

Si z € R, entonces de (2.22) tenemos que

1 B 0 1 1
HEEIe =

0 1
o ”

Sea M € R**? la matriz de monodromfa de (2.23) con M (ty) = I, ,to = 0,entonces su

polinomio caracteristico es:
P(\) = det(AMa — M) = N> + trace( M)\ + det(M)

Pero por el teorema de Jacobi-Liouville sabemos que det(M) = 1, pues det M(t) =
det(M (tg))elro AT 1 4) = 0.

P(\) = A* — trace(M)X + 1 (2.25)

Por el teorema de Lyapunov-Floquet la estabilidad esta determinada por los valores

caracteristicos de M, entonces resolviendo (2.25) tenemos que la ecuacién (2.23) es:

Estable [A\| < 1< trace(M) <2
Inestable |A\| > 1< trace(M) > 2

Como se puede ver es necesario conocer la matriz de monodromia para poder concluir
acerca de la estabilidad de los sistemas periédicos, lo que implica necesariamente conocer

o calcular numéricamente las solucién del sistema.

Ecuacion de Meissner

Un caso particular de la ecuacién de Hill (2.16) es la ecuacién de meissner (2.26),

que es un caso donde si podemos calcular una solucién analitica.

1 0<t<T/2

2.26
~1 T/2<t<T (2.26)

Z+ (a+Bpt)r=0 conp(t+T)=np(t) = {

Para calcular la solucién del sistema procedemos a escribirlo de la siguiente manera:

Z+(a+pB)x = 0 0<t<T/2
I+ (a—pB)x = 0 0<t<T/2
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definimos w; := Va + [; ws := /a — B. Y calculamos la matriz de transicién de estados
@(%, 0) para 0 <t < T/2,y posteriormente ®(7, %), y finalmente calculamos ®(7',0) =
®(T, Z)®(%,0). Entonces: la matriz de monodromia para T = 27 es:

Sia>p

_wig ; 1 . 1 .
(27, 0) = COS w1 COS TwWo— b SIN Tw1 SIN Tws o7 COS W) SIn w1+~ €oS Twy Sin 7w
—W1 COS MWy SIN TW1 —Wa COS TW1 SIN Wy COS TW1 COS TWo— 52 Sin Twy Sin 7w

Wi . . W2 . .
tr(®(27,0) = cos w1 COS Twy—— Sin w1 Sin Twa+ COS TW1 COS TwWe—— SIN TwW1 SiN Twe
Wa w1
Sia<f
cos w1 cosh mwqy— j—; sin 7w sinh wws w% sin mw; cosh Trwg—i—w% cos w1 sinh mwy

®(27,0) = ) . o s .
—wq sin Twq cosh mwge—wsq cos Twy sinh mwy  cos mw; cosh mwy— 22 sin mw, sinh 7wq

w1 . . Wy . .
tr(®(27m,0) = cos mw; cosh mwe—— sin Tw; sinh mwa+ cos Tw; cosh Twe—— sin mw; sinh Twsy
W2 w1
Si a=p
COS TWw1 — TW1 Sin Twq w% sin mwy + T cos Tw

o(27,0) =

—w1 Sin Twq COS W1
tr(®(2m,0) = cos Twy — Twy Sin Twy + oS w1 = 2 oS Twy — Twy Sin Twq

Entonces como vemos en este caso particular podemos conocer la traza de M de forma
analitica y saber si el sistema es estable o inestable, ahora si elaboramos un programa
que calcule la traza de M para algunos valores de «, 8 y graficamos « contra 3, entonces
obtenemos una grafica como en la Figura 2.9, en la cual las zonas de color rosa son las
zonas inestables del sistema, y las zonas sin pintar o de color blanco son las zonas
de estabilidad. A estas graficas se les conoce como las "Lenguas de Arnold", debido
al matematico Ruso Vladimir Arnold, por sus estudios en las ecuaciones diferenciales
ordinarias.

De (2.25) observamos que A Ay = 1, entonces de acuerdo al teorema de Lyapunov-
Floquet para la estabilidad de (2.23) los multiplicadores caracteristicos estdn condi-
cionados a que |A1] = |As| =1 por lo que deben ser complejos conjugados. Si Ay # Ag y
A1, A2 € R entonces el sistema es inestable pues uno de los multiplicadores se encuentra
fuera del circulo unitario. Entonces la frontera entre las regiones estables o inestables

sucede cuando A\; = Ay = 1 o cuando \; = Ay = —1, de donde se observa que:

A = A=—1&trace (®(27,0)) =2
A = Xl =1%trace (®(27,0)) = -2
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Figura 2.9: Lenguas de Arnold para la ecuacién de Meissner

Si consideramos la matriz de monodromia de la ecuacién de Meissner para o > 3, y
£ = 0 entonces podemos ver donde nacen las lenguas de Arnold si =0 — w; = ws =

Va
trace (®(2m,0)) = cos® 7w, — sin® mw; + cos® mw; — sin? 7w,

= 2(cos’my/a —sin’ 7/a)

Entonces es necesario que se cumpla la condicién

trace (®(2m,0))
2 (cos2 m/a — sin® ﬁ\/a) =
cos(mv/a + m/a)
cos(2my/)

=N DN

2my/a = nrw n=20,1,2,3,4...
2V/a = n

Entonces la lenguas de Arnold nacen en o = %2 para n € Z, . Si graficamos las lenguas
de Arnold para la ecuacién de Mathieu, podemos comprobar lo que habiamos men-
cionado anteriormente, la inestabilidad del sistema se presenta en intervalos, primero
siempre empezando con una zona estable y después con una inestable, como se observa
en las Figuras 2.9 y 2.10. Adem4s esta grafica corresponde con el ejemplo del nifio en
el columpio, si recordamos para los valores de 5 = 2,9819 « = 2,9819 el diagrama nos

marca que es una zona inestable, tal y como observamos en la simulacién.
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Figura 2.10: Lenguas de Arnold para la ecuacién de Mathieu

Hasta ahora podemos notar con mucho mas detalle la diferencia entre la resonancia
y la resonancia paramétrica. Para que exista el fenémeno de resonancia es necesario
que una fuerza externa a la dindmica del sistema intervenga, la resonancia se presenta
en un solo punto wy = w, en cambio en la resonancia paramétrica la inestabilidad no
se presenta en un solo punto, si no en intervalos. Por otra parte si existe friccién en el
sistema, en la resonancia se puede evitar que nuestra respuesta tienda a infinito con la

resonancia paramétrica no.
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Capitulo 3

Ecuacién de Hill con z € R?

Las graficas de las lenguas de Arnold que hemos mostrado en el capitulo anterior
corresponden para el caso cuando = € R, ahora para el objetivo del trabajo es poder
graficar las lenguas de Arnold cuando x € R2?, por lo que es importante analizar las

condiciones de estabilidad para este caso, entonces sea:
i+ p(t)r =0, pt) =pt+T) con z€R?

Colocando el sistema en espacio de estados

y = Ay yeR¥™ AcRY Pl)=Pt+T)cR¥>  (3.1)
A 02><2 _12
—P(t) 0Oy

3.1. Valores caracteristicos de la matriz de mon-

odromia

Nuevamente sea M la matriz de monodromia asociada a (3.1). Si M(ty) = I, =

det(M(t)) =1, por el teorema de Jacobi-Lioville. En consecuencia sabemos que:
O'(]\/[) = {)\1,)\2,)\3,)\4,} = A3 =1 (32)

De acuerdo con el Teorema de Lyapunov-Floquet, la estabilidad del sistema va estar
dada por los valores caracteristicos de la matriz de monodromia, si |A;| < 1 el sistema
es estable. Si \; € C — Ay = A\, \y = A3 entonces el sistema solo puede ser estable

cuando los valores caracteristicos se encuentran sobre el circulo unitario, pues:

[MAeAsha| = 1] (3.3)
Al [Ae] [As] | Ad 1 (3.4)

23
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Si algin |\;| < 1, entonces necesariamente de acuerdo a la ecuacién (3.3) |A;| > 1.
Por lo tanto si A; € R es inestable pues, en el caso que A\ = Ay = A3 = Ay = 1,
son raices repetidas, por lo que el sistema es inestable. Entonces se puede notar que los
valores caracteristicos de la matriz de monodromia se comportan de forma simétrica con
respecto al circulo unitario, esto debido a que la matriz de monodromia es simpléctica
y estas matrices tienen la caracteristica que siempre son invertibles ademds que si

A€ a(M) = A" € a(M), este hecho lo demostraremos en la proxima seccion.

051 1 051

Im
o
Im

o

05 4 -05f

Figura 3.1: Valores caracteristicos M

Como la Figura 3.1 a) muestra que un valor caracteristico estd dentro del circulo
unitario (J\;| < 1), y otro esta afuera de €l (J]\;| < 1) por lo que el sistema es inestable.
En la 3.1 b) vemos el caso estable, donde todos los valores caracteristicos tienen su
modulo igual a uno. Entonces para nuestra condicién de estabilidad basta con que un
valor caracteristico sea en modulo mayor o menor a 1, para decir que el sistema es

inestable.

3.2. Sistemas Hamiltoniano lineales

Los sistemas Hamiltoneanos modelan muchos problemas fisicos, de astronomia, so-
bre la dindmica de fluidos, entre otros. Una propiedad de los sistemas hamiltoneanos en

su dindmica la energia permanece constante. Entonces sea H(q, p) una funcién escalar
T

T
de energia, donde ¢ = |¢1 ¢z ... qn} ;P = [pl P2 ... Pn| ,ladindmica del sistema
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esta dada por

o
, - O
Si el sistema es Hamiltoniano se cumple que
dH
22—
dt

an (o) (o'
dt dq a dp p
o (o) o on)
 9g \ Op Op dq a
Si la funcién H representa la energia del sistema entonces ésta permanece constante con

respecto al tiempo. Si linealizamos cerca de algin punto (go, po) el cual es una solucién

del sistema con la que se cumple que go = po = 0. Entonces si§=q¢—qoy D =p — po

g o (or\' 0 (om\' oM P
dt dqg \ Op q Op \ Op b= Bqﬁpq (9p0pp
dp a( 8’H>T~ ) ( oHN\" PH _ O*H

d ~ g\ aq) "o

“0q0q" "~ opog”

T
Six= [q p:| x € R? | podemos escribir como

T =Gx
donde
O*H O*H 0 I O*H O*H
G — dq0p OpOp — n 0q0q  Opdq | _ JH
_9*H  _ 9%H I 0 PH  O?H
9q0q Opdq " 0q0p  Opdp

Se observa que G € R*"2" entonces un sistema Hamiltoniano tiene dimensiones 2n x 2n

para n = 1,2, 3,....Un sistema Hamiltoniano lineal se expresa como
i=JHx H=H" (3.5)

Donde se puede notar que J' = J ' = —J J? = —I,,, a G = JH se le denomina

matriz Hamiltoniana. En general podemos definir a una matriz Hamiltoniana como:

Definicién 3.1 P € R?*"?" es una matriz Hamiltoniana si y solo si JP es una matriz
simétrica

& JP—PTJT = JP+PTJ =0 (3.6)
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Para poder averiguar sobre la estabilidad de los sistemas Hamiltonianos Lineales,
tenemos que ver como se comportan los valores caracteristicos de las matriz G. Y el

siguiente teorema nos ayudard a ello:

Teorema 3.1 Si G es una matriz Hamiltoniana, con un un polinomio caracteristico
Ps(X) entonces A € o(A), = —\ € o(A),

Prueba 3.1 queremos probar que Pg(\) = Po(—\), entonces

Po(A) = det(G = AI) =det(JH = \_I_) = det(JH + JAJ)
_J2

= det(J)det(H + \J) = det(HJ " + \J) det(J) = det(\ — H.J)
= det(M — (HJ)") = det(\[ — JTHT) = det(\[ + JH) = P(=\) N

El teorema es muy importante pues indica que si A € R — \; = —\y y entonces
lo valores caracteristicos se presentan en pares y son simétricos con respecto a el eje
imaginario como lo muestra la Figura 3.2 a). Si A € C como JH es real entonces se
cumple que A\ = —Xa, A3 = A1, Ay = —\; por lo que los valores caracterfsticos de JH
se presentan de forma cuddruple y son simétricos con el eje real y con el eje imaginario

como lo muestra la Figura 3.2 b)

a) X X b)

Figura 3.2: Valores caracteristicos de JH

Entonces podemos notar que la dnica manera de que un sistema lineal Hamiltonano
(3.5)sea estable es que A € jR, es decir que los valores caracteristicos se encuentren
sobre el eje imaginario, si A € R para que fuera estable necesariamente A = 0, pero
no seria una solucién del polinomio minimo de JH o de otra manera no es un bloque
de Jordan simple, por lo que en ese punto el sistema es inestable, por lo que podemos
concluir que:

El sistema (3.5) es estable < o(JH) C jR
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3.2.1. Matrices Simplécticas

Ahora vamos a demostrar que si un sistema lineal es Hamiltoniano entonces su
matriz de transicién de estados es simpléctica, la cual como veremos tiene la propiedad
que sus valores caracteristicos son simétricos con respecto al circulo unitario, es decir

se comportan igual que para la matriz de monodromfa del sistema 3.1.

Definicién 3.2 Definicion se dice que A € R?*"*es una matriz es simpléctica si

ATJA = J, con
0 I,
I, O

de las propiedades de J podemos ver que J' = J ' = —J,J% = —1I,,

J:

De la definicién podemos notar que:

det (ATJA) = det(J)=1
det (ATJA) = det (A”) det(J)det(A) = det (AT) det(A) = det (4)* =1
det(A) = =1

pero se puede demostrar que siempre det(A) = 1 [24], entonces usaremos siempre este
resultado. Ahora enunciaremos un teorema que nos muestra la propiedad de siemetria

con respecto al circulo unitario.

Teorema 3.2 Si A € R*" ¢s una matriz simpléctica, entonces \ € o(A) = X"
o(A).

Prueba 3.2 De la definicion sabemos que A = J~! (AT)_1 J=Jr (AT)_1 J; AT =
(7 (4! J)T = JTALT

Py(N) = det(\ — A) = det(A — AT)
= det(\[ — JTA'T) = det()\& —JEATY)) = det(JTAT — JTATL))
= det(J")det(A\ — A7')det(J) = det(A] — A™") =det(ANA — 1) A7)
= det (AA — I)det(A™") = det (AA — I) = det (—1 (=1 (AA —1)))

= (=1)*"det (I — \A) = det(A(i A>>

I 1
= Adet (= — A | = \"Py(=
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De la prueba podemos observar una caracteristica importante, si A € R"™*™ con

m = 2n es simpléctica entonces:

PA() = X" PA(5) (3.7)

si su polinomio caracteristico es Pi(A) = @A™ + a1 A™ ' + ... + a1\ + ap entonces

1 —m
PA(3) = APa())
1
Pa(3) = N7 [amA" 4 G X" @+ ag)
A" A N L aN T a0 =t @ AT e AT g

En consecuencia a,, = ag, @y—1 = G1.Q4;yy_2 = as.... por lo que entonces el polinomio

caracteristico de una matriz simplectica es
Py(N) = am A" 4 G A" Gt A F A

Quiere decir que el polinomio caracteristico siempre es ménico y el término indepen-
diente a,, = ag = det(A) = 1 y los demds terminos del polinimo caracteristico son
simétricos con respecto al termino a,,.

Ahora para usar estas propiedades de las matrices simplécticas vamos a probar que la
matriz de monodromia de un sistema Hamiltoniano es simpléctica, y si después podemos
probar bajo cuales caracteristicas la ecuacién de Hill (3.1) es un sistema Hamiltoniano

lineal entonces podemos asumir que todas estas pripiedades se cumplen para la ecuacién
de Hill.

Teorema 3.3 Sea un sistema hamiltoneano (3.5)
i=JHx reR™ H=H"
entonces su matriz de transicion de estados es simpléctica

Prueba 3.3 Sea M = ®(T,0) la matriz de transicion de estados asociada al sistema
Hamiltoniano, si M es simplectica debemos probar que MTJM = J. Como M es una

por definicion matriz fundamental normalizada entonces de 2.12 sabemos que:
M= JHM (3.8)

Por otro lado g
aMTJM =MY"JIM + MTIM
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sustituyendo 3.8

d T _ T T 7T _ T T T T
GMUIM = (MTH'JT)IM + MJ(JHM ) = MTH' JJOM + M JLHM

Iy, —Ian

= MTHM — MTHM =0

Entonces cuando el sistema es hamiltoneano la matriz de transicion de estados normal-
izada o la matriz de monodromia M es constante con respecto al tiempo, entonces si
t =0, sabemos que M(t = 0) = Iy,:

MTIM |imo= Iy JIon = J [ |

Continuando si podemos probar para que casos la ecuacién de Hill es un sistema
Hamiltoniano entonces asumimos todas las propiedades anteriores mencionadas. En-
tonces sea nuestro sistema

j=Ay (3.9)
O2x2 1o

—A O2><2
averiguar si es una matriz Hamiltoniana para poder asegurar que el nuestro sistema

con yp,y; € R?*1 A € R entonces si A = . A € R?*2 tenemos que

(3.9) es un sistema lineal Hamiltoniano. De la definicién (2,2) sabemos que una matriz
es Hamiltoniana si al premultiplicarla por J obtenemos una matriz simétrica entonces

si (3.9) es un sistema Hamiltoniano si

JA = ATJT
0 I -A 0 | |0 -4
—A 0 0 —L| | L 0
JA = ATJT s AT=A

0 —I
I, 0

Entonces podemos concluir que mientras el termino A sea simétrico (3.9) es un sistema

Hamiltoneano lineal. Ahora si tenemos la siguiente ecuacion

i+ [A+ Bcoswt]r = 0 con A, B € R¥?
—————
A

observamos que el sistema es Hamiltoniano si A+ B = AT + BT & AT = A, B = BT

3.3. Transformacion bilineal

Un sistema discreto y;.1 = Ay; para que sea estable los valores caracteristicos A

deben estar dentro del circulo unitario, o sobre el circulo unitario con la condicién que
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los valores caracteristicos son raices simples del polinomio minimo, observamos que las
condiciénes de estabilidad son las mismas para la matriz de monodromia, entonces si

el polinomio caracteristico del sistema discreto es:
Pa(2) = ap2" + ap 12" P+ .+ ayz + ag

Pero para nuestro sabemos que la matriz de monodromia es simpléctica entonces los
términos de su polinomio caracteristico cumplen con la propiedad (3.7), entonces si
M e R4X4, ag =ag=1,a3 = a;

Py(2) =2+ a12° + ag2® + a1z + 1 (3.10)

Este polinomio no puede tener sus valores dentro del circulo unitario, como se indica en
[2], una condicién necesaria para que los valores caracteristicos estén dentro del circulo
unitario es que:
ay
— <1
Qo
y la cual no se cumple pues este término siempre es Z—g = 1, entonces como ya habfamos
mencionado anteriormente la matriz de monodromia solo puede tener sus valores sobre
el circulo unitario, como lo indica la ecuacién (3.3). Ahora vamos a transformar este
sistema "discreto" a un problema en el tiempo continuo, si realizamos la siguiente
transformacion:
z+1 s+1
§ = z=
z—1 s—1
Y realizando operaciones algebraicas obtenemos el siguiente polinomio

(s — D*Py(s) = (2a1 + az + 2)s* + (12 — 2a3)s* + 2 + a3 — 24, (3.11)

se nota que (3.11) no cuenta con los términos s, s, lo cual nos indica que tiene raices

conjugadas o repetidas, lo cual se pude ver més claro con este cambio de variable

r = sf=1"=s" (3.12)
S1,2 = :l:\/E (313)

ahora tenemos que resolver una ecuacién de segundo orden para encontrar las raices de
(3.11), para ver en donde es estable nuestro sistema. Si {s1, $2, 53,54} C Re{s;} <0 el
sistema es estable. Si s; € R el sistema es inestable pues la parte real es simétrica con
respecto al eje imaginario como se observa en al ecuacién (3.12), lo que es congruente con
lo que habfamos explicado anteriormente para un sistema Hamiltoniano el cual tiene
sus raices en pares y solo es estable cuando sus raices estdn sobre el eje imaginario,
entonces la tnica posibilidad de que sea estable es que las raices s; € C con parte real

cero



Capitulo 4

Lenguas de Arnold para Dimension
Dos

En distintos textos se usan diferentes técnicas para graficar las lenguas de Arnold,
uno de ellos es el expuesto por Hansen en [10] donde se iguala la respuesta de la ecuacién
de Hill a la serie de Fourier compleja, y desarrollando las series se puede llegar al llamado
Determinante de Hill, el cual es un ejemplo de un determinante infinito. El problema
de este método es que para cada funcién periddica p(t) = p(t + T') hay que realizar
todo el desarrollo desde un inicio. Y al igual que los otros métodos tarda un tiempo
considerable en graficar las lenguas de Arnold.

Otra opcién para graficar las lenguas de Arnold, es discretizar la ecuacién de Hill [9],
y con el sistema discreto se analiza la estabilidad y se grafica las zonas de estabilidad
e inestabilidad del sistema, este método es eficiente pues se puede lograr una buena
resolucién de las lenguas de Arnold cuando se grafica « contra . En nuestro caso es
necesario graficar w contra 3, ahora mientas w se hacen pequenas las lenguas de Arnold
se van adelgazando, por lo que una buena resolucién depende de valores pequenos de w,
en consecuencia el tiempo de computo es muy largo. Bajo esta consideracién es como
uno de los objetivos es poder reducir el tiempo de cémputo para graficar las lenguas de

Arnold mediante el uso de una GPU.

4.1. Soluciones Numeéricas

Otra manera de elaborar las graficas de las lenguas de Arnold es calculando la
matriz de monodromia por medio de algin integrador numérico, para cada oy 3y
posteriormente calcular su valores caracteristicos, al igual que resolver el método por

determinantes infinitos, el cémputo es muy tardado. Uno de las tareas que hemos re-
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alizado es poder reducir significativamente el tiempo de cémputo. Si nosotros usamos
un computo normal con ciclos "for"sobre Matlab un programa con buena resolucién
dura alrededor de 23 a 25 horas, sin embargo usando la programacién en paralelo con
la instruccién "parfor" reducimos el tiempo 4 veces (ver apéndice B), con lo cual el pro-
grama tarda alrededor de 6 o 7 horas, todo dependiendo de la resolucién que deseemos,
es decir el incremento que hacemos en w y en 3.

Entonces un gran problema que tenemos es si queremos realizar algunas pruebas
para ver algunas propiedades tenemos que esperar algunas horas para ver la graficas,
con la ayuda de una GPU (Graphics Processing Unit) pudimos resolver una parte del
problema, implementado un programa que use la GPU el tiempo de cémputo de redujo
significativamente, de 6 o 7 horas que obtenfamos de la programacién en paralelo, ahora
podemos hacerlo en 12 o0 13 minutos (Ver apéndice B), un problema hasta ahora es que
no se puede usar ciertas funciones de matlab, ademd&s que no se puede indexar, es decir
construir matrices ni vectores dentro de la GPU al menos con la técnica de paralelismo
usada, por lo que es necesario implementar las funciones propias como el ODE45 que es
el integrador que resuelve la ecuacién diferencial para calcular la matriz de monodromia.
Por otra parte el manejo de memoria interna de la GPU solo se puede manipular por
medio de un lenguaje de programacién llamado CUDA [14] . Entonces el programa que
usamos para graficar la lenguas de Arnold logramos reducir significativamente el tiempo
de procesamiento, pero si queremos graficar una gran cantidad de puntos mayores a 6.6
millones de puntos la memoria de la GPU se desborda, entonces salvo esta consideracién

es una gran utilidad reducir el tiempo de 6 hora a 11 o 12 minutos.

4.2. Descripcion de la graficas
Si ahora variamos w y § para el siguiente sistema:
i+ [A+ BBcoswt]z =0 con A, B € R*?

Donde la matriz A permanece de forma constante se observa que es la ecuacion te

Mathieu pero con z € R?

o

En este caso se observa que A = AT, B = BT y que ambas son diagonales por lo que

10

0 2 0

+ [3 g] cos (wt)) z=0 (4.1)

en este caso el sistema (4.1) se puede ver como 2 sistemas por separado,

1+ (1 +38cos(wt))zy =0 (4.2)
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y

Fo+ (2+ 3B cos(wt))zy =0 (4.3)
por lo que se puede graficar por separado, se sabe que las lenguas de arnold para
la ecuacién de Mathieu nacen en a = (k{f )2 para k € N, sustituyendo 7' = %7’

tenemos que w = % en el subsistema (4.2) a = 1 por lo que las lenguas de Arnold
nacen en wy = 2,1, %, %, %, %, ... si definimos a w? = o, entonces las lenguas de Arnold

nacen para los sistemas que se presenten como (4.2) en 27“’ las cuales se aprecian de

color azul en la Figura 4.1 y para el subsistema (4.3) las lenguas de arnold nacen en

wy = 2v/2,V/2, %, ?, %, %, ... las cuales se observan de color rojo en la Figura (4.1).

o1 ®2 2w1 202

Figura 4.1: Lenguas de Arnold para el sistema (4.1)

Se puede observar que la diagonal de la matriz B no define donde nacen la lenguas
de Arnold, lo tnico que hace es reescalar las lenguas, debidas a cada subsistema, por
ejemplo para los subsistemas (4.2) y (4.3) aparece un factor multiplicando a 3 en este
caso 3, lo inico que hace es reescalar 5.

Ahora si tenemos el sistema

.. 10 31
x+< 0 2]+B[1 3] cos(wt))x—O (4.4)

donde B no es diagonal, entonces existe interaccién entre los subsistemas, es decir estdn

acoplados, ahora la lenguas de Arnold nuevamente solo dependen de los valores de la
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matriz A, si los valores caracteristicos de A son o(A) = {w?, w3} las lenguas de arnold
205
k
ahora aparecen la otras lenguas que dependen de la interaccién o el acoplamiento de

nacen en j = 1,2; las cuales corresponden a cada uno de los subsistemas, pero

los subsistemas y estas aparecen tal y como lo senala Yakubovich en [24]:

|wy £ wy

k=1,2,3,4,5,6...
k »EY Y Y

Entonces si realizamos la grafica del sistema (4.4) podemos observar en la Figura 4.2
|witws| w1tw2
%

que las lenguas aparecen en 5

= 2w9, w1 + w2, 2wr, wa, W1

ol (o1+02)/2 02 201 ol+e2 201

Figura 4.2: Lenguas de Arnold para el sistema (4.4)

Ahora en estas dos graficas mostramos solo las primeras lenguas, pero en realidad
entre w — 0 se presentan mucho mds, y al igual que en el caso de las lenguas para
la ecuacién de Mathieu de una dimension se hacen cada vez més delgadas conforme
w — 0.

Se puede concluir elbaroando distintas graficas y observando que las siguientes ma-
trices son equivalentes B = BT = —B es decir dan como resultado lenguas de Arnold
similares. Por otra parte también se cumple que las gréaficas de las lenguas de Arnold
son exacamente iguales para los siguientes casos:

B — bll b12 ;B: bll _b12 ,B: _bll b12
b2l b22 _le b22 b21 _b22
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Como se observa en los tres casos los elemetos de la diagonal principal permanecen del
mismo signo, ya sea positivo o negativo, pero para los dos elementos es el mismso signo.
Ademads de que el elemento de acoplamiento entre los subsistemas b3 aparece también

del mismo signo en los cuatro casos.

4.3. Control para la estabilizacién de la ecuacién de
Hill

Figura 4.3: Lenguas de Arnold del sistema (4.6)

Ahora queremos variar el ancho de la lenguas de Arnold, para poder hacer que se
hagan més delgadas y las zonas estables sean mayores a las zonas estables, o si se sabe
con certidumbre los valores de w = wg 8 = f3;, es decir un punto de operacién. Por lo

que se propone que una ley de control de la siguiente manera:

I+[A+BBpt)x = u(t) (4.5)
conu(t) = —pCq(t)x, con q(t+1T) = q(t) C € R**?

de tal manera que
&+ [A+ B [Bp(t) + Cq(t)]]z =0
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Figura 4.4: Lenguas de Arnold con la ley de control (4.7)

Ahora vamos a graficar T' contra 3 de la ecuacién [A + 5 [Bp(t) + Cq(t)]] x = 0 donde
T = 2% ¢s el perfodo. Por otro lado r(t) = ¢(t) + p(t) es periddica y fOT r(t) = 0 donde
T es el periédo fundamental.

Si graficamos la ecuacién de Hill con

10 31
0 2} 5= [1 3} (46)

observamos las lenguas de Arnold en la Figura 4.3

A:

Figura 4.5: Lenguas de Arnold con la ley de control 4.8

Ahora si introducimos la ley de control (4.5), proponiendo

08 0 B B
C= l 0 0] q(t) = cos(mwt) con m =2 (4.7)
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Se observa en la Figura 4.4 que las zonas de estabilidad crecen, las lenguas de Arnold

se adelgazan. Si proponemos un control

C = [0’8 0 ] q(t) = cos(mwt) con m = 2 (4.8)
0 09

Podemos observar en la Figura 4.5 ahora si se aplica un control con accion en los 2

estados del sistema las primeras lenguas de Arnold se hacen un poco més anchas, pero

por otra parte cuando T crece las lenguas se adelgazan. Ahora si se realizan distintas

pruebas se puede observar que para escoger la mejor m para el control ¢(t) = cos(mwt)

en general es m = 2 o m = 3 dependiendo de la zona a la que queramos estabilizar, es

decir depende del punto de operacién en el que deseamos trabajar.



38

Capitulo 4. Lenguas de Arnold para Dimensién Dos



Capitulo 5
Ejemplo de Aplicacion

En la Figura 5.1 se observa un sistema de dos masas con tres resortes, donde los
resortes varfan su constante de elasticidad de forma periédica k;(t) = k;(t + T), este

sistema mecdnico presenta el fendmeno de la resonancia paramétrica.

k1 [ ko ﬁ k3

WAV AV s ARG WV
AR M1 VARARYG me DAV

Figura 5.1: Sistema de masas con resortes

El lagrangeano del sistema es [1]:

1
L= 5 {(mlm% + mgl‘%) — (klx% + k’gfl)%) — kz (ﬂ?l — ZUQ)Q}

Entonces la dindmica del sistema esta dada por:

BRI

Colocando el sistema en la forma de la ecuacién de Hill:

k1 + k2 —ko
—ko ks + ko

x1] —0
X2

. k1+k
i (kitka) ko T
_ mi mi
.| = katk
To _ ko M Ty
mo mo

Ahora si k1(t) = ki(t + T), ka(t) = cte , ks(t) = k3(t + T) es decir el resorte que
acopla a las dos masas permanece constante y los otros dos resortes varfan con el tiempo

39
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Figura 5.2: Lenguas de Arnold para el sistema (5.1)

de forma periddica:

ki(t) = ki, + ki, cos(wt) con ki, >0, |ki,| > |k1,]
]{?Q(t) = ]{52 = cte
k3(t) = ks, + ks, cos(wt) con k3, >0, |k3,| > |ks,]

entonces el sistema lo colocamos en la forma de la ecuacién de Mathieu

kg +h k
z+ o T + 0 hy cos (wt) | =0 (5.1)
_ky  ksgthe 0 k - .
mo mo “3p
A B

Donde se observa que si m; =mgy — A= ATy B =BT

Si proponemos los siguientes valores:

mp = Mg = 1
ki(t) = 2+ 1,5cos(wt)
ky — 0,1

ks(t) = 2+ 1,5cos(wt)

entonces:

2,1 -0,
Y 7} y B:

1,56 0
' 5.2
0 1,5] (5:2)



41

Graficando las lenguas de Arnold del sistema (5.1) con las matrices (5.2) observamos
en la Figura 5.2 que para un punto de operacién (Tp, 5,) = (5,1) (el punto rojo en la
Figura 5.2) esta en la zona inestable, calculando los valores caracteristicos de la matriz

de monodromia son:

7y = 2z =0,72683 4 0,68678j — |z| = |=| = 1
2 = 087641, 23 = 1,141 — |z >1

Por lo que conlcluimos que el punto de operacién es inestable

3

Figura 5.3: Lenguas de Arnold para el sistema (5.1) con la ley de control (5.3) y (5.4)

Para estabilizar el punto de operacién proponemos una ley de control como en la

seccién pasada.

. % ks_ﬁ2 + 5, [k1b 0 ] cos (wt) + 1 Cii 012] q(t) z=0 (5.3)
e 0 ks, o
A B ¢
con
C - (1) 8] y  q(t) = rcos(2wt) (5.4)

Graficando las lenguas de Arnold para el sistema (5.1) con la ley de control (5.3) y
(5.4) podemos ver que el punto de operacién esta en la zona estable para r = 0,3 como
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lo muestra la Figura 5.3. Los valores caracteristicos del matriz de monodromia son:

Zy = 2z =0,67112+ 0,74131) — |2| = |24| =1
23 = Z4= 0,9285 — 0,3713J — ‘§3| = |Z4| =1

Entonces el sistema es estable.

Realizando algunas simulaciones se puede notar que cuando r = 0,1 el punto de
operacién es estable pero se encuentra muy cerca de la frontera de estabilidad, ahora
cuando r = 0,98 el punto de operacién se encuentra lo més alejado de la frontera de
estabilidad por la derecha. Por lo que podemos decir que los valores admisibles para
estabilizar el sistema para ¢(t) = r cos(2wt) son r € [0,1, 1,2].

Si tenemos que:

m; = 0,5
me = 1

ki(t) = 2+ 1,5cos(wt)
ky = 0,1

ks(t) = 2+ 1,5cos(wt)

entonces:

~0,05 1,05 0 0,75

31 —0,1] , 32[0,5 0] (55)

Observamos que A # AT entonces las lenguas de Arnold se pueden ver en la Figura
54

15

05~

Figura 5.4: Lenguas de Arnold para el sistema (5.1)
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Si un punto de operacién del sistema es (7o, 3,) = (6, 1), entonces los valores carac-

teristicos de la matriz de mondromia son:

22 = 21 = —0,48371 + 0,87492] — |22‘ = ’Zl| =1
ze = 0,39471, 23 =25337 — |23| >0
Por lo que el punto es inestable. Si aplicamos una ley de control (5.3) con:

10
01

C:

] y q(t) = rcos(2wt) (5.6)

Entonces podemos ver que el punto de operacién se vuelve estable para » = 0,9, como

lo muestra la Figura 5.5, y los valores caracteristicos de la matriz de monodromfa son:

z 2 = —0,56229 — 0,82684) — |Zo| = |z1| = 1
Z3 = 24 = 0,19575 4 0,98082) — |z| = |23 = 1

N
I\
I

Figura 5.5: Lenguas de Arnold para el sistema (5.1) con la ley de control (5.3) y (5.6)

Nuevamete si se realizan algunas simulaciones se puede observar que cuando r =
0,3 el punto de operacién es estable pero se encuentra muy cerca de la frontera de
estabilidad, ahora cuando r = 0,9 el punto de operacién se encuentra lo més alejado
de la frontera de estabilidad. Por lo que podemos decir que los valores admisibles para

estabilizar el sistema para ¢(t) = r cos(2wt) son r € [0,3,0,9].
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En este ejemplo podemos observar mejor la caracteristica de introducir una exitacién
pardmetrica para estabilizar el sistema. En la Figura 5.4 correspondiente al sistema (5.1)
con (5.5) podemos observar que las lenguas de Arnold que nacen en T' = 2,2, 3,6, 4,5,
5,2 son lenguas muy delgadas, en cambio las lenguas que nacen en 7' = 3, 6 son anchas.
Aplicando la ley de control (5.3) con (5.6) entonces se nota en la Figura 5.5 que las
lenguas que nacen en 7' = 3,6, 5,2 se hacen mds anchas, es decir zonas que eran estables
se vuleven inestables, y por otra parte las lenguas que nacen en T' = 3, 6, se adelgazan,
zonas que eran inestables ahora son estables. Si realizamos una simulacién del sistema

sistema (5.1) con (5.5) podemos ver la respuesta en la Figura 5.6Ahora simulamos

x10°

Figura 5.6: Respuesta del sistema (5.1) con (5.5)

para (5.1) con (5.5) con la ley de control (5.3) y (5.6), observamos en la Figura que la

respuesta es acotada
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Figura 5.7: Respuesta del sistema (5.1) con (5.5) con la ley de control (5.3) y (5.6)



Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo futuro

En el trabajo presente se pudo describir el fenémeno de la resonancia paramétrica,
en la ecuacién de Hill en dimensién dos. Se describieron algunas propiedades de las
lenguas de Arnold para la ecuacién de Hill, en particular para la ecuaciéon de Mathieu,
se propuso una ley de control para estabilizar la ecuacién de Hill en un punto, para el
caso cuando la matriz A es diagonal y cuando no lo es. Ademas esta ley de control se
puede aplicar a un sistema subactuado pues la ley de control que se propone funciona
si solo interactuamos con uno de los estados.

Se presenta en los apéndices una manera de reducir el tiempo de cémputo con ayuda
de la GPU, para poder graficar las lenguas de Arnold en pocos minutos a diferencia de
los programas existentes hasta ahora para la ecuacién de Hill con # € R?, lo cual es de
gran ayuda para este andlisis. En el trabajo futuro elaborard un programa en CUDA"[§]
que es un lenguaje con una filosoffa diferente a los convencionales, sobre todo en el
enfoque de cémo trabajar la memoria de la GPU, el objetivo es que ayude a obtener las
lenguas de Arnold més répido y con una mejor resolucién, para poder facilitar el trabajo
de andlisis del comportamiento las graficas. Por otra parte es importante poder hacer
un andlisis con més rigor matemético para comprobar las leyes de control, ademds de
analizar con maés detalle el hecho que el sistema sea Hamiltoniano a la hora del proceso
de graficar las lenguas de Arnold.
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Capitulo 7

Apéndices

7.1. A Pruebas

7.1.1. Sistemas lineales

Como se menciona en el capitulo 2, los sistemas lineales solo pueden ser inestables

sit — 00, en al prueba del siguiente teorema se muestra esta situacién.

Teorema 7.1 Sea & = A(t)x entonces x(t) es acotado para todo t acotado

Prueba 7.1

Jz)? = 2"z
d d AT + A(t
dt dt 5
sea

by = o [ )
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Por la desiguladad de Raylegh

AT + A(t
ol < 2t |[HEAO <
2 2l < Ll < oy o)
< Dy <
t CleE
/2u1dt < /d 5 §/ 2uqdt
0 o |zl 0

t
2u,dt

t ¢ 2 i
2u,dt In =( >”> g/ 2uqdtyt
0

|
|z ()] efs % < Jla(@)] < [l (0)] el #2*

IN
E
—~
s
—~
~
SN—
SN—
|
—
B
—
8
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(e}
N—
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o\w
DO
=
N
IS
Py

IN

S— S—

por lo tanto x(t) esta acotado para cualquiert > 0 finito, la Winica manera que x(t) — oo

es que t — 00

7.2. B Programacién en Paralelo

El objetivo de poder realizar célculos en la computadora en paralelo es reducir el
tiempo de computo. Como se explico en el capitulo 4 el resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias numéricamente es un proceso tardado, por ejemplo si queremos graficar las
lenguas de Arnold para alguna ecuacién de Hill, incrementando 8 en 0,001 de § = 0
af =1y w = 01aw = 2 incrementdndola en 0,005, tenemos que calcular la
matriz de monodromia para un poco mas de Imillon de puntos, lo que implica que
debemos resolver mas de 4millones ecuaciones diferenciales, si realizamos los cédlculos
con programacién bdsica el programa tardarfa 16 horas aproximadamente, y ain asf
no tendriamos tan buena resolucién, las graficas mostradas en el trabajo, regularmente
tienen 6 millones de puntos. Entonces es importante poder buscar algunas técnicas de

programacién para reducir el tiempo de cémputo.

7.2.1. Programacién con la instruccién parfor

La primera observacién que tenemos que hacer es que nuestro problema de computo
es paralelizable, es decir tenemos un conjunto de operaciones que se pueden hacer por
separado. Concretamente podemos calcular cada matriz de monodromia por separado,
una matriz de monodromia no depende de la otra por lo que podemos decir que nue-

stro problema es paralelizable. En el programa normal usamos ciclos "for"indexados y



7.2. B Programacioén en Paralelo 49

calculamos para cada punto (wy, 3,) su matriz de monodromia y analizamos su estabil-
idad, ahora gracias a que matlab incorporo un Toolbox llamado "Parallel Computing",
nos permite conectar varias computadoras en red para que cada computadora realice
algunos de los calculos, es decir dividir el numero de célculos entre el numero de CPUs a
trabajar. Para nuestro caso no usamos varias computadoras en red, gracias a que ahora
las maquinas cuentan con 4 CPUs podemos generar una red interna con la instruccién
"matlabpool ( )"la cual crea una red interna con los procesadores con las que cuente
la computadora hasta 8 procesadores. En nuestro caso contamos con 4 por lo que el
tiempo de cémputo se reduce 4 veces. En la Figura 7.1 de observa del lado izquierdo la
PC pudede trabajar hasta con 8 nucleos internos, del lado derecho de la Figura cual es
la Arquitectura si se conecta un cluster o muchas computadoras en red para dividir los

calculos. La manera en la que opera el toolbox es mediante la instruccién "parfor"que

Computer Cluster
Desktop Computer | MATLAB Distrouted Compting Server™

 Paratlel Computing Toslbax™

4\ £
1
ooccl EEEECT I
o

Figura 7.1: Esquema de la programacién en paralelo, con un cluster o varios CPUs en

red

es un como un ciclo for normal solo que lo que se encuentra dentro del parfor es lo que

se divide entre los 4 procesadores. Un esquema de esta idea se muestra en la Figura 7.2.

A continuacién se muestra el programa donde se implementa la programacién es
importante mencionar que dentro del parfor no se puede indexar vectores, pues la
ejecucién no la realiza en orden es decir por lo que se corre el riesgo de perder datos
0 no saber el orden en que aparecen por lo para solucionar este problema es necesario
usar variables auxiliares y guardar los datos en matrices. Por lo que el proceso de ploteo

es tardado de alrededor de 3 o 10 min dependiendo del nimero de puntos a graficar.

7.2.2. Programa usando 4 procesadores

ot oo o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o

%#El programa calcula las lenguas de Arnold
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HATLAR®
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Figura 7.2: Esquema de la programacién con parfor

%para la ecuacion de Hill

%cuando x es un vector de 2x1,usando

%hcomputacion en paralelo,con la instruccion "parfor"
Tl ToToTo 1o 6o o o o o ToToTo oo o o o o T To To T o o oo o o

function [z p]=main
hhhhkDefinicion_de_los_datos_del_programa
w_max=1;%omega maxima

w_min=0.1;%omega minima

paso_w=0.001;

beta_max=1;

paso_beta=0.01;

ToloTotoTo o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o o JoTo o o o o To T o o o o
Jparametros_de_integracion
options=odeset(’RelTol’,le-2, ’MaxStep’,le-2);

ToloToto oo ToTo o o o ToToo To o ToTo o o o ToTo o o o Jo To o o o o o
w_ini=w_min/paso_w;

w_final=(w_max-w_min)/paso_w;
beta_final=beta_max/paso_beta;
y=zeros(beta_final+1l,w_final);%variables_del_programas

p=zeros(beta_final+l,w_final);

parfor betal=0:beta_final)inicio_del_programa_en_paralelo
beta=betal*paso_beta;

disp([’beta=’ ,num2str(beta)]);
ytempl=zeros(l,w_final);Variables_auxiliares

ptempl=zeros(1l,w_final);
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for wl=w_ini:w_final

w=wl*paso_w;

T=2*pi/w;%per\U{ed}odo_de_integracion

tspan = [0,T];

Xol = [1 0 0 0]’;%condiciones_iniciales

[t,X1] =o0de45(Ghill,tspan,Xol,options,w,beta);

nl=size(X1);

N1=X1(n1(1),:);

Xo2 =[0 1 0 0]’;%condiciones_iniciales

[t,X2] =ode45(@hill,tspan,Xo02,options,w,beta);

n2=size(X2);

N2=X2(n2(1),:);

Xo3 = [0 0 1 0]’;%condiciones_iniciales

[t,X3] =ode45(Ghill,tspan,Xo3,options,w,beta);

n3=size(X3);

N3=X3(n3(1),:);

Xo4 =[0 0 0 1]’;%condiciones_iniciales

[t,X4] =o0de45(Ghill,tspan,Xo4,options,w,beta);

nd=size(X4);

N4=X4(n4(1),:);

N=[N1’ N2’ N3’ N4’];
a=isnan(N);%Conidicion_si_la_matriz_de_monodromia_tiene_algun
m=0; %hdato_NaN_lo_cual_indica_que_es_muy_grande_entonces

for i=1:4 %el_sistema_es_inestable

for b=1:4
if a(i,b)~=0
m=1;
end
end
end
ifm "= 0

ytempl (wl)=beta;

ptempl (wl)=2xpi/w;
else

s=eig(N);
ri=abs(s(1));
r2=abs(s(2));
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r3=abs(s(3));
r4=abs(s(4));
r=[rl r2 r3 r4];
if max(r)>1.0001%Condicion_de_estabilidad
ytempl (wl)=beta;
ptempl (wl)=2%pi/w;
end
end
end
y(betal+l,:)=ytempl’;
p(betal+l, :)=ptempl’;
end
#Ploteo_de_las_lenguas_de_Arnold
figure (1)
for j=1:beta_final
plot(p(j,:),y(j,:),’b.?)
axis([0.1 2*pi/w_max beta_min beta_max])
x1label(°T’)
end
return
Toloo o To o oo To o o Too o oo o o Jo o o To o o o Too o To o fo o To o oo
#Definicion de la ecuacion de Hill
Toloto o Too oo Too o Too o o To o o Too o o Jo o o To o o oo o o oo o
function [dx_dt]= hill(t,x,w,beta)
A=[1 0;0 sqrt(2)];
B=[1 0;0 11;
Di1=A+beta*B*(cos(w*t));
D=[-D1 zeros(2)];
C=[zeros(2) eye(2)];
R=[C;D];
dx_dt=Rx*x;

return

7.3. C Programacién en una GPU

Las GPUs (Graphics Processing Unit) fueron creadas para acelerar los procesos

graficos, ultimamente se han mejorado y se usan para el cémputo cientifico. En la Figura
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7.3 podemos ver a la GPU que se uso para graficar las lenguas de Arnold, es la Tesla 2075
la cual cuenta con 448 procesadores internos. Matlab estd empezando a implementar
en su toolbox de "Parallel Computing.?lgunas funciones que nos permitan usar la GPU

para realizar cdlculos con ella. La filosofia de como se programa sobre una GPU es

AT TESLR

Figura 7.3: Imagen de la GPU , Tesla 2075

completamente diferente a al uso del "parfor"de matlab, como sea mencionado las
GPUs fueron diseniadas para procesos grificos y es hasta ahora que se usan para realizar
computo cientifico por lo que algunas de sus aplicaciones en Matlab son limitadas. En
la Figura 7.4 se observa la arquitectura del CPU y de la GPU.

CPU (Multiple Cores) GPU (Hundreds of Cores)

v
Core 4 Core 3

COChe

System Memory

Figura 7.4: Esquema de la GPU

Como se observa a diferencia de la arquitectura de un cluster, cada procesador esta
ligado a una unidad de memoria tinica para toda la GPU, mientras que en el esquema
del Cluster cada elemento cuenta con su unidad de memoria. Entonces uno de los puntos
claves para poder utilizar al méximo la GPU es operar correctamente el uso de memoria.

La interfaz entre Matlab y la GPU ya estd implementada. La forma ma&s sencilla de
utilizar la GPU es creando un vector datos, se envian estos datos a la GPU y realizar de
forma paralela en cada uno de los 448 procesadores de la GPU la misma operacién para
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cada dato. y para después regresar este mismo vector ya modificado con el resultado de
las operaciones realizadas. El problema de esta técnica es que el nimero de funciones o
operaciones desarrolladas hasta ahora por Matlab para trabajar sobre la GPU son muy
bésicas. Entonces con esta técnica se puede mandar datos al GPU resolver de forma
paralela algunas operaciones y regresar los datos a la PC y nuevamente mandar los datos
a la GPU realizar otras operaciones y asi sucesivamente hasta terminar el proceso, el
problema es que para mandar datos a la GPU tiempo de computo, y regresarlos también
toma tiempo, por lo que ésta técnica no nos sirve en lo absoluto.

Entonces lo que vamos a realizar es una funcién la cual se pueda operar en paralelo,
esta funcién es realizar un método de resolucién de ecuaciones diferenciales, en nuestro
caso utilizamos un el método de Runge-Kutta que es el mismo que usa matlab en el
ode4b. Lo que hacemos bésicamente en la programacion es crear un vector de datos en
este caso todas las omegas, mandamos los datos a la GPU y en la GPU resolvemos las
ecuaciones diferenciales, regresamos las respuestas y en la PC construimos la matriz de
monodromfia y analizamos su estabilidad. .

Como se puede pensar es porque no hacer todo dentro de la GPU, el problema
es que las el tipo de funciones no permite realizar indexaciones, es decir no podemos
construir dentro de la GPU la matriz de monodromia. Pero ain asf el resultado es muy
satisfactorio pues pudimos reducir el tiempo de computo a unos cuantos minutos, a
pesar que no podemos realizar todo el computo en la GPU.

Es por ello que el trabajo futuro se propone realizar un programa el cual esté basado
en un lenguaje diferente, concretamente CUDA, para poder controlar la memoria de la
GPU, y poder aprovechar al maximo la GPU.

7.3.1. Programa con usando la GPU

A continuacién se muestra el programa principal para poder graficar las lenguas de
Arnold con la GPU, posteriormente se muestra, el programa de la funcién .°de_hill"que

se manda a llamar a lo largo del programa.

Programa principal

clear all
beta_min=0;%
beta_max=.35;
inc_beta=0.001;
w_max=2;

w_min=0.2;
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w_max1=logl0(w_max) ;

w_minl=logl10(w_min) ;

w_size=5500;

wl= parallel.gpu.GPUArray.logspace( w_minl, w_maxl, w_size);
tic %#Craci\U{f3}n de los datos

n=1; %en la GPU

for betal=beta_min:inc_beta:beta_max

x1=1;

x2=0;

x3=0;

x4=0;

[yl y2 y3 y4] = arrayfun(@ode_hill,wl,betal,x1,x2,x3,x4);
z1(n, :)=gather(y1); % Resolucion de la ecuaci\U{f3}n
z2(n, :)=gather(y2); Y%diferencial sobre la GPU
z3(n, : )=gather(y3);

z4(n, : )=gather(y4); %regresamos los datos de la GPU
x1=0;

x2=1;

x3=0;

x4=0;

[y5 y6 y7 y8] = arrayfun(@ode_hill,wl,betal,xl,x2,x3,x4);
z5(n, : )=gather(y5);

z6(n, :)=gather(y6) ;

z7(n, :)=gather(y7);

z8(n, : )=gather(y8);

x1=0;

x2=0;

x3=1;

x4=0;

[y9 y10 y11 y12] = arrayfun(@ode_hill,wl,betal,x1,x2,x3,x4);
z9(n, : )=gather(y9);

z10(n, : )=gather (y10);

z11(n, :)=gather(y11);

z12(n, :)=gather(y12);

x1=0;

x2=0;

x3=0;
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x4=1;
[y13 y14 y15 y16] = arrayfun(@ode_hill,wl,betal,x1,x2,x3,x4);
z13(n, :)=gather(y13);
z14(n, :)=gather(y14);
z15(n, : )=gather(y15);
z16(n, : )=gather(y16) ;
n=n+1;
end
tiempo_GPU_ode=toc/60;
tic
w_aux=gather(wl) ;/Regresa los datos de la GPU a matlab
p=1;
for i=1:n-1
beta=(i-1) *inc_beta;
for k=1:w_size
M=[z1(i,k) z5(i,k) z9(i,k) z13(i,k); %%%%
z2(i,k) z6(i,k) z10(i,k) z14(i,k); %%hhh
z3(i,k) z7(i,k) z11(i,k) z15(i,k); %%lk/iMatriz de monodromia
z4(i,k) z8(i,k) z12(i,k) z16(i,k)]; %hkh
s=eig(M);
rl=abs(s(1));
r2=abs(s(2));
r3=abs(s(3));
rd=abs(s(4));
r=[r1 r2 r3 r4l;
if max(r)>1.000001 %%Condici\U{f3}n de Estabilidad
b(p)=beta;
d(p)=w_aux(k);
h(p)=1/w_aux (k) ;
pP=p+1;
end
end
end
time_calculos=toc/60; %Tiempo en los calculos fuera de la gpu
tic
hfigure (1)
%plot(d,b,’b.’)
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haxis([w_min-.1 w_max beta_min beta_max])

%xlabel \omega

%ylabel \beta

hfigure(2)

plot(h,b,’b.?)

axis([.01 1/w_min beta_min beta_max])

x1label (°T’)

ylabel \beta

time_ploteo=toc/60; Jtiempo del ploteo
tiempo_total=tiempo_GPU_ode+time_calculos+time_ploteo

disp(’minutos’)

Funcién : Ode_hill

function [yl y2 y3 y4 ]=ode_hill(wl,beta,x1,x2,x3,x4)
Toto o lo oo to oo o oo o oo o o oo oo o To o oo o Yoo fo o o Fo o
% x’’=-[A+betax(Bxcos (wt)+Cxcos (mwt))]x
ToloTo o To o oo To o o Too o o To o o Jo o o To o o o To o o To o o o To o o o
w=wl;
h=0.005;%paso de integraci\U{f3}n
m=3; % hototo e
all=1;a12=0; %%% Matriz A
a21=0;a22=1.44; %%
b11=1;b12=0; %%k Matriz B
b21=0;b22=1; %%k
c11=3;c12=-1; %%% Matriz C
c21=-1;¢c22=3; %%%
t_inicial=0;
t_final=2*pi/w;
for t=t_inicial:h:t_final
f= sign(cos(w¥t)); %%% CAMBIO DE LAS FUNCIONES PERIODICAS
f2=sign(cos (m*w*t)) ; %k
Toloo o ToTo o foTo o o o To o o To Tl
K1_1=h*x3;
K1_2=h*x4;
K1_3=h*(-x1*(all+beta*x(bli*f+cl1*£f2))-x2*(al2+beta* (b12xf+c12*xf2)));
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K1_4=h*(-x1*(a2l+beta* (b21*f+c21*f2))-x2* (a22+beta* (b22*f+c22*f2))) ;
Toloto o Toto oo To o foToto o To o o o To o o Jo o o o
fil=sign(sin(w*(t+0.5%h))); %%% CAMBIO DE LAS FUNCIONES PERIODICAS
f2=sign(cos (m*wx (t+0.5%h))) ; %%%
Toloto o Toto o ToTo o foToo o To o o o To o o To o o o
K2_1=h*(x3+0.5*K1_3);
K2_2=h*(x4+0.5*%K1_4);
K2_3=h*(-(x1+0.5*%K1_1)*(all+beta* (bllxf+c11%f2))
-(x2+0.5%K1_2) *(a12+beta* (b12*f+c12%£2)));
K2_4=h* (- (x1+0.5%K1_1) * (a21+beta* (b21*f+c21*£f2))
- (x2+0.5%K1_2) * (a22+betax (b22*xf+c22*£2))) ;
K3_1=h*(x3+0.5*%K2_3) ;
K3_2=h*(x4+0.5%K2_4) ;
K3_3=h*(-(x1+0.5*%K2_1)*(all+beta* (bllxf+c11*£f2))
-(x2+0.5%K2_2) * (a12+beta* (b12*xf+c12%f2)));
K3_4=h* (- (x1+0.5%K2_1) * (a21+beta* (b21*f+c21*£f2))
- (x2+0.5%K2_2) * (a22+betax (b22*xf+c22*£2)) ) ;

Tolo oo To oo foTo o o To o o o To o o To o o o

f=sign(sin(wx(t+h))); %%% CAMBIO DE LAS FUNCIONES PERIODICAS
f2=sign(cos (m*w* (t+h))) ; %%%
Toloo o Too oo To o o Too oo To o o To o oo

K4_1=h*(x3+K3_3);

K4_2=hx*(x4+K3_4);
K4_3=h*(-(x1+K3_1)*(all+beta*(bll*f+c11*f2))-(x2+K3_2)* (a12+beta*x (b12xf+c12%f2)));
K4_4=h* (- (x1+K3_1)*(a21+beta* (b21*xf+c21*f2) ) - (x2+K3_2) * (a22+betax (b22*f+c22x£f2))) ;

x1=x1+(1/6)* (K1_1+2*K2_1+2*K3_1+K4_1);

x2=x2+(1/6) * (K1_2+2*K2_2+2xK3_2+K4_2);
x3=x3+(1/6) * (K1_3+2*K2_3+2xK3_3+K4_3) ;
x4=x4+(1/6) * (K1_4+2*K2_4+2%K3_4+K4_4) ;

end

yl=x1;

y2=x2;

y3=x3;

y4=x4;

return
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