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Resumen

En esta tesis se realiza un andlisis profundo del desempeno de un sistema de primer
orden en lazo cerrado con la ley de control Proporcional-Integral (PI) a través de la
interconexion de un canal de comunicacion con retardos, basado en un enfoque de pa-
siwidad. El estudio se lleva a cabo en el dominio de la frecuencia, centrdndose en la
ubicacion de las raices dominantes en el plano complejo, que a menudo se denomina o -
estabilidad. En particular, se usa una extension del método de D-particion propuesto
por Neimark.

La transformacion de dispersion, caracterizada por su tmpedancia virtual d, emula los
retardos como una linea de trasmision. Esta se introduce con el fin de recuperar la
propiedad de pasividad que se pierde cuando los retardos estdn presentes en el canal
de comunicacion. Se muestra que el desempeno del sistema en lazo cerrado mejora, el
cual se cuantifica en términos de su o-estabilidad.

Se proponen esquemas de control donde los pardmetros de la planta se conocen y los
retardos se suponen conocidos, constantes e iguales. Se proponen reglas de sintoniza-
cion para las ganancias de control, k, y k; para lograr un desempeno dado o mdzimo
en una serie de casos especiales.

Como la impedancia virtual d de la linea de transmision emulada también es un pardme-
tro libre, se realiza el andlisis del desempeno del sistema en este caso. Se muestra que
el maximo decaimiento alcanzable no depende de los pardmetros de la planta y es in-

versamente proporcional a la suma de los retardos en el canal de comunicacion.
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Abstract

In this thesis, the in depth analysis of the performance of a Proportional-Integral (P1)
control law applied to a first order system through a delayed interconnection channel
within a passivity based framework is performed. The study is carried out in the fre-
quency domain, focusing on the location of the dominant roots in the complex plane,
which is often called o-stability. In particular, an extension of the D-partition method
proposed by Neimark is used.

The scattering transformation, characterized by its virtual impedance d, emulates de-
lays as a transmission line. It is introduced in order to recover the passivity which is
lost when delays are present in the communication channel. It is shown to improve as
well the performance of the closed loop system, which is quantified by its o-stability.
It’s propose control schemes where the plant parameters are given and the delays are
assumed to be known, constants and equals. It’s propose tuning rules for the control
gains, k, and k; to achieve a given or maximum performance in a number of special
cases.

As the virtual impedance d of the emulated transmission line is also a free parameter,
the analysis of the system performance s also performed in this case. It is shown that
the mazimum achievable decay does not depend on the plant parameters and that it is

wnversely proportional to the sum of delays in the communication channel.
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Introduccion

El control basado en pasividad se fundamenta en el hecho de que la interconexion de
dos subsistemas pasivos genera un sistema pasivo. La estabilidad de Lyapunov del sis-
tema interconectado sigue de la propiedad de pasividad, mientras que la estabilidad
asintotica es usualmente alcanzada mediante la adicién adecuada de amortiguamien-
to. Debido a su simplicidad y robustez, el control basado en pasividad ha atraido la
atencién de los investigadores en el area de control por décadas, ejemplo de ello son los
trabajos de Ortega et al. [40] y Van der Schaft [13].

Sin embargo, si un canal de comunicacién con retardos se introduce entre la planta y
el controlador, el argumento de pasividad falla debido a que un canal de comunicacién
con retardos no es pasivo [1]. Anderson y Spong en [1] proponen una modificacién sim-
ple en el canal de comunicacion, inspirada en el estudio de lineas de transmision. Esta
permite la transformacién del canal de comunicacién con retardos en un sistema pasi-
vo, recuperando la simplicidad y eficacia del diseno basado en pasividad. En estd tesis
la ided de desempeno en un sistema lineal invariante en el tiempo se establecera en

términos de la ubicacion de las raices dominantes, denominada o-estabilidad.
Antecedentes

En la literatura existen dos enfoques para analizar la estabilidad de un sistema de-
pendiente del retardo: () el frecuencial, donde la estabilidad se determina a partir de
la ubicacién de las raices de la funcién caracteristica asociada al sistema en el plano
complejo, como se puede observar en [2], [19], [20], [26]; (i) el temporal, donde las
condiciones de estabilidad se basan en la extensién del segundo método de Lyapunov
a sistemas con retardos [2], [14], [19].

En el marco del enfoque frecuencial sobresalen las siguientes propuestas; en Neimark [31],
[32] plantean las ideas bésicas sobre las regiones de estabilidad de los sistemas con re-
tardos y se introduce el método de D-particion o D-subdivisién. En Cooke y Van Den
Driessche [11] y Cooke y Turi [12], entre muchas otras propuestas, se determinan las
regiones de estabilidad estudiando la ubicacién en el plano complejo de las raices de

un tipo especial de cuasipolinomios o funciones caracteristicas.
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Villafuerte et al. [45] estudian el uso del método de D-particién extendido propuesto
por Neimark para determinar las regiones de o-estabilidad de un cuasipolinomio, es
decir, las regiones donde se asegura que la solucion del cuasipolinomio tiene un decai-
miento exponencial dado.

Un problema que ha recibido gran atencién por parte de la comunidad cientifica en el
area de control en anos recientes, es la estabilidad de un sistema teleoperado, donde la
distancia que existe entre los sistemas interconectados genera un retardo en la comuni-
cacién que afecta directamente la estabilidad del sistema [42]. En 1965 se aborda por
primera vez el problema de teleoperacién con retardos en la comunicacién en [15]; el
esquema de control propuesto no presenté problemas de inestabilidad. En 1966 en el
trabajo de Ferrel [16] se observa por primera vez inestabilidad debida a los retardos en
el canal de comunicacion.

Fue en 1989 cuando Anderson y Spong en [1] dan solucién al caso escalar del proble-
ma, basandose en la teoria de sistemas pasivos y en las variables de dispersién, donde
proponen emular los retardos presentes en el canal de comunicacion como una linea de
transmision pasiva. Una extensién es el trabajo de Niemeyer y Slotine [33], donde se
hacen consideraciones importantes sobre la causalidad de la linea de transmision y se
introducen técnicas de control adaptable.

A partir de la propuesta de Anderson y Spong han surgido muchos esquemas de control
para dar solucién a éste problema; por ejemplo en [43] se analiza el caso multidimen-
sional a través de la transmisién digital de datos, mientras que en [44] se proponen
técnicas de control adaptable para la interconexion de dos sistemas Hamiltonianos in-
terconectados a través de una linea de transmisiéon con retardos. En [30] se propone el
uso del predictor de Smith, del filtro de Kalman y de un regulador de energia, el cual es
un filtro para mejorar el rendimiento de un teleoperador con retardo variable. El caso
de retardo constante es estudiado en [29]. Otras propuestas simples se realizan en [39]
y [38], en estas referencias se propone una ley de control P y PD mads la inyeccién de
amortiguamiento respectivamente. También se ha visto como un problema de sincro-
nizacién de posicién en [8], [9] y velocidad en [6], un esquema para lograr estabilidad
asintética en posicién y velocidad con retardo constante la encontramos en [35]. Exis-
ten muchos trabajos con diferentes enfoques de control, como pasividad, prediccién y
control adaptable. Para mayor referencia se pueden revisar [37], [27], [36], [28], [7], [5]-

En [21] se pueden encontrar distintos esquemas de control propuestos para solucionar
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el problema de inestabilidad generado por el retardo en la comunicacion.
Nuio et al. en el tutorial [34] se revisan diferentes esquemas de control que aseguran
estabilidad asintética basados en pasividad, organizados en tres grupos: (i) variables

de dispersién, (ii) inyeccién de amortiguamiento y (iii) control adaptable.

Motivacion

A lo largo de la historia el problema de teleoperacion se ha centrado en analizar la
estabilidad cuando existen retardos en el canal de comunicaciéon entre dos sistemas
interconectados debido a diferentes causas, entre las que se encuentra la distancia en-
tre los sistemas como la mas comtin. A partir de la primera propuesta realizada por
Anderson y Spong [1], basada en la teorfa de sistemas pasivos y en las variables de dis-
persién, se han derivado muchas propuestas, donde el problema se ataca desde distintas
perspectivas y con diferentes esquemas de control, algunos manteniendo el enfoque de
pasividad y de variables de dispersion con retardo constante o variable, algunos otros
desde el punto de vista de tiempo discreto, entre muchas otras propuestas.

Consideremos un esquema de control como se muestra en la Fig. 1, donde la planta es

m uI
Controlador Planta
e Yy
y L 5
Yy

F1iGurA 1: Lazo de control.
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un sistema lineal de primer orden de la forma

T = —apr + ajuy, (1la)

y = . (1b)
Proponemos una ley de control Proporcional P de la forma
u = kye. (2)

Usando el siguiente patréon de interconexiéon: u; = —u y e = y — y*, donde y* es la
referencia de control. La ley de control (2) estabiliza la planta (1), pero presenta error
en estado estacionario. Para corregir el error agregamos un término integral a la ley de

control produciéndose una ley Proporcional-Integral (PI) de la forma

E=e, (3a)
u = kye + k& . (3b)

Ahora bien, surgen las siguientes preguntas: ;El sistema en lazo cerrado es pasivo?,
. Cémo sintonizar la ley de control PI (3)7 y ;Cudles son los valores de las ganancias
de la ley de control PI (3) que estabilizan el sistema tal que se alcanza un desempenio
dado o méaximo?.

Si el sistema presenta retardos en la comunicacién, esto es u; = —u(t—h) y e =
y (t — h) — y*, donde h es el retardo. Sabemos que el canal de comunicacién con retar-
dos no es un elemento pasivo por lo que el sistema en lazo cerrado no es pasivo, ademas
de que puede generar inestabilidad, entonces: ; Com¢ se afecta la o-estabilidad del sis-
tema en lazo cerrado con los retardos en el canal de comunicacién?, ;Comé sintonizar
la ley de control PI (3) con la presencia de retardos en el canal de comunicacién?.

El método de D-particién extendido presentando por Villafuerte et al. en [45] permi-
tirda obtener estabilidad exponencial del sistema con retardo en la comunicacién. El
tutorial de Nuno et al. [34], presenta un sistema con retardo en la comunicacién que
recupera la pasividad y estabilidad a partir de la aplicacién de la transformacion de
dispersién. Aplicando esta transformacién en el sistema en lazo cerrado con retardos

en la comunicacion: §El sistema recupera la pasividad?, ;Como sintonizar la ley de
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control PI (3) con retardos en el canal comunicacion mas la transformacién de disper-
sion?, ;jCual es el efecto en la o-estabilidad con la introduccién de la transformacion
de dispersion?.

Este trabajo se desarrolla en torno a estas preguntas.
Objetivos de la tesis

En el presente trabajo se pretende sintonizar una ley de control Proporcional-Integral
(PI) que estabilice un sistema lineal de primer orden, garantizando una cota de decai-

miento exponencial dada. Se presentan los siguientes casos de estudio:

I . La comunicacién entre el controlador PI y el sistema lineal se encuentra libre de
retardos. En este caso el argumento de pasividad se satisface debido a que cuando
dos subsistemas pasivos se interconectan con realimentacion negativa el sistema es

pasivo.

II . Se introducen retardos entre la comunicacién del controlador PI y el sistema
lineal de primer orden. El argumento de pasividad falla en este caso, porque el

retardo es un elemento no pasivo.

11 . La pasividad se recupera al introducir la transformacién de dispersion en el ca-
nal de comunicacién con retardos, emulando una linea de transmision pasiva, sin
perdidas. Se revisan los siguientes casos:

a . Uso de una transformacion de dispersion general.
b . Uso de una transformacion de dispersiéon normalizada.
¢ . Analisis del efecto del parametro d, que corresponde a la impedancia virtual de

la linea de transmisién emulada, sobre la o-estabilidad.

IV . Se realiza una comparacién numérica entre los distintos esquemas analizados.
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Metodologia
La metodologia propuesta es la siguiente:

1. En cada uno de los esquemas estudiados, canal de comunicacién libre de retardos,
con retardos y con retardos mas la transformacion de dispersién, se emplea el
método frecuencial de D-particion para delimitar en un espacio paramétrico las
ganancias de la ley de control PI que estabilicen a un sistema lineal de primer

orden en lazo cerrado.

2. Se realiza un estudio analitico para validar los resultados graficos y se obtienen
expresiones para calcular el valor de las ganancias de la ley de control PI que
generé en un sistema lineal de primer orden una solucién con la cota de decai-
miento exponencial maxima cuando sea posible, ademas se obtienen férmulas
analiticas para determinar las ganancias minimas para la ley de control Pl para

un decaimiento exponencial dado.
Organizaciéon de la tesis

En el primer capitulo se dan algunos resultados sobre la teoria de sistemas pasivos,
sistemas con retardo de tipo retardado y de tipo neutral, asi como su estabilidad. Asi-
mismo, se da una breve explicaciéon y un ejemplo del método de D-particién propuesto
por Neimark [31], [32].

El segundo capitulo esta organizado en dos partes; en la primera se considera el caso
con canal de comunicacion libre de retardos, se propone y analiza un método grafico
frecuencial para sintonizar la ley de control PI con el fin de estabilizar un sistema
lineal de primer orden en lazo cerrado para una cota de decaimiento exponencial dada.
Asi mismo, se presentan formulas algebraicas para determinar las ganancias minimas
del controlador PI tal que el sistema en lazo cerrado tenga una cota de decaimiento
exponencial dada. En la segunda parte se introducen retardos en el canal de comuni-
cacion, de manera que la propiedad de pasividad falla. De igual manera se propone

y analiza un método grafico frecuencial para sintonizar la ley de control PI en lazo
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cerrado. En este caso es posible determinar de manera analitica formulas algebraicas
para la cota de decaimiento exponencial maxima y para las ganancias correspondientes
del controlador PI. También se obtienen féormulas algebraicas para las ganancias mini-
mas del controlador PI para un decaimiento exponencial dado menor al decaimiento

exponencial maximo alcanzable.

En el tercer capitulo se recupera la propiedad de pasividad al introducir la transfor-
macién de dispersion. En este caso, se emula el canal de comunicacién como una linea
de transmisién. Al igual que en el capitulo 2 se propone y analiza un método grafi-
co frecuencial para sintonizar la ley de control PI con el fin de estabilizar el sistema
lineal de primer orden en lazo cerrado. Se determinan férmulas analiticas para obte-
ner el maximo decaimiento exponencial alcanzable y las ganancias del controlador Pl
correspondientes; ademads, se proporcionan féormulas para las ganancias minimas del
controlador PI dado un decaimiento exponencial menor al maximo decaimiento expo-
nencial alcanzable para las elecciones particulares de la impedancia virtual d constante
y d = (k,, analizando el caso particular d = k,, que reduce el cuasipolinomio de ti-
po neutral a uno de tipo retardado. Se realiza un andlisis grafico sobre el espacio de

pardmetros (k,, k;, d) € R,

En el Capitulo 4 se propone una formula para determinar la cota superior para el
decaimiento exponencial o0,,, la cual no depende de los parametros de la planta; sélo

se necesita conocer los valores de los retardos en el canal de comunicacién.

En el iltimo capitulo se hace una comparacién cualitativa y cuantitativa entre los
esquemas analizados y se dan algunos comentarios sobre el beneficio que brinda el
introducir la transformacion de dispersion en un canal de comunicaciéon con retardos y

la correcta eleccion del parametro d.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Teoria de sistemas pasivos

Un sistema pasivo se caracterizan porque la energia almacenada en éste es inferior a
la energia suministrada desde el exterior. Por lo tanto, un sistema pasivo es incapaz
de almacenar toda la energia que se le suministra, es decir, un sistema pasivo “gasta”
parte de la energia adquirida. Si puede almacenar toda la energia que se le suministra
es estrictamente pasivo, es decir, sin pérdidas; por ejemplo una linea de transmision..
Como consecuencia, un sistema pasivo tienen propiedades de estabilidad deseables [47].
Se ha mostrado, por ejemplo, que los sistemas pasivos que satisfacen la propiedad de
detectabilidad pueden estabilizarse por medio de una realimentacién estatica de sali-
da [4].

A continuacién se dan algunos conceptos y definiciones bésicas sobre la teoria de siste-

mas pasivos, su estabilidad y la interconexién de los mismos.
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1.1.1. Sistemas pasivos

Consideremos el sistema

= [f(x)+g@)u, (1.1a)
y=h(z), (1.1b)

donde el estado x € X = R", la entrada u € U = R™ y la salida y € Y = R™.
[y g son campos vectoriales suaves y h es un mapeo suave. Se supone que f tiene un
punto de equilibrio en el origen, i.e. f(0) =0, y que h(0) = 0.

En el espacio U x Y de variables externas se define una funcién
w: UxY =R, (1.2)

llamada tasa de suministro. Esta funcién constituye una abstraccion del concepto de
“potencia de entrada”. En los sistemas fisicos, la potencia de entrada estd asociada
con la energia almacenada. Para sistemas mas generales, como los descritos por (1.1)
no es facil asociar la energia almacenada con la potencia de entrada. Sin embargo los
conceptos de energia almacenada y disipacion estan relacionados a través de la siguiente

definicién.

Definicién 1.1. [13] Decimos que el sistema (1.1) es disipativo con respecto a la tasa
de suministro w si existe una funcién S : X — R, llamada funcién de almacenamiento,

tal que para todo xg € X, todo t; > tg, y todas las funciones de entrada u € U

t1

S(o(0)) <SG o)) + [ wlu(®).y(®) d. (1)
to

donde x (tg) = xo es la condicién inicial y x (t1) es el estado de (1.1) en el tiempo t;

que resulta de la condicién inicial z y la funcién de entrada w (). Si la igualdad se

mantiene en (1.3) para todo zy, t; > to, y toda u (+), entonces, (1.1) es un sistema sin

perdida con respecto a w.

La expresion (1.3) se llama desigualdad de disipacion [46] y expresa el hecho de que la

energia almacenada S (x (t1)) del sistema (1.1) en un tiempo ¢; es, a lo més, igual a la
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suma de energfa almacenada en ty, S (z (t9)), y la energia suministrada externamente
durante el intervalo de tiempo [to, t1]. Es decir, no hay creacién interna de energia, sélo
es posible tener disipacién. La siguiente definicion caracteriza la nocién de almacena-
miento disponible, la cual juega un papel importante para determinar si un sistema es

pasivo o no.

Definicién 1.2. [13] El almacenamiento disponible S, de un sistema (1.1) con tasa

de suministro w es la funciéon S, : X — R", definida por

s@= s (= [Twwo.w) . (1.4)

zo=x, uclU, tg>0 to

El almacenamiento disponible puede ser interpretado como la cantidad de energia maxi-
ma que puede ser extraida del sistema (1.1). En [46] se muestra que si un sistema de la
forma de (1.1) con tasa de suministro w es disipativo, entonces el almacenamieto dispo-
nible S, (z) es finito para cada x € R™ y ademads cualquier funcién de almacenamiento
S satisface

0< S, (2) < S () .

El término S, también es una funcién de almacenamiento.
Una eleccion importante de la tasa de suministro esta dada por el producto interno

w = uly. Ahora podemos dar una definicién de pasividad.

Definicién 1.3. [13] El sistema (1.1) con U = Y = R™ es pasivo si es disipativo
con respecto a la tasa de suministro w (u,y) = u’y. El sistema (1.1) es estrictamente
pasivo con respecto a la entrada si existe § > 0 tal que (1.1) es disipativo con respecto
aw(u,y) = ul'y — §||ul|?. El sistema (1.1) es estrictamente pasivo con respecto a la
salida si existe € > 0 tal que (1.1) es disipativo con respecto a w (u,y) = uly — €lly||*.
Finalmente, el sistema (1.1) es conservativo si es estrictamente pasivo con respecto a

la tasa de suministro w (u,y) = u’y.

1.1.2. Estabilidad de sistemas pasivos

Regresemos a la desigualdad de disipacién (1.3) y consideremos una funcién de almace-

namiento S continuamente diferenciable. Dividiendo por t; —ty, y haciendo que t; — tq,
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podemos ver que (1.3) es equivalente a
S (1) (f () + g (2)w) < w(w,h (2), Vau, (15)

donde S, () es el vector columna de derivadas parciales
S S
5.0 = (fo @ g @),

La desigualdad (1.5) se llama desigualdad diferencial de disipacion. Podemos establecer
una relacién directa entre disipatividad y la estabilidad de Lyapunov para este fin.
Nos concentraremos en los resultados para estabilidad de un punto de equilibrio de
&= [ (z).

Recordaremos algunas nociones y resultados de la teoria de Lyapunov. Consideremos

el conjunto de ecuaciones diferenciales

T = f(x) ) (16)

donde x € R"™. Suponemos que f es continua y localmente Lipschitz, lo que implica
la existencia y unicidad de las soluciones de (1.6) [10]. La solucién de (1.6) para la
condicién inicial z (0) = zg estd dada por z (t, ), con t € [0, T (z9)) y T (x¢) > 0 es el

tiempo maximo de definicion de la solucién.

Definicién 1.4. [13] Sea z* un punto de equilibrio de (1.6), esto es, f(z*) =0y

asi x (t,z*) = x*, para todo t. El punto de equilibrio z* es
1. Estable, si para cada ¢ > 0 existe 0 (¢) tal que
|20 — ™[] <d(e) = |la (t,x0) —a™|| <€, V=0,
2. Asintéticamente estable, si es estable y existe r (z*) > 0 tal que
|lxo —2*|| <7 (z*) = tlg})lox (t,x0) = 2",

3. Globalmente asintéticamente estable, si es estable y 1tlim x (t,z9) = x* para todo
—00

.T()EX.
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4. Inestable, si no es estable.

A continuacién enunciamos dos herramientas para el andlisis de estabilidad usando

funciones de Lyapunov.

Teorema 1.5. [13] Sea x* un punto de equilibrio de (1.6). Sea V : X — R" una

funcion continuamente diferenciable con

tal que
V(z):=Vof(2) <0, VreX

Entonces x* es un punto de equilibrio estable. Si, ademds,
V(z)<0, YVoeeX, z#a".

entonces x* es un punto de equilibrio asintoticamente estable, el cual es globalmente
asintdticamente estable si V' es una funcion propia, esto es, los conjuntos {x € X|0 <

V (z) < ¢} son compactos para cada ¢ € RT.

Del Teorema 1.5 y haciendo uso del Principio de Invarinaza de LaSalle [22], se tiene

el siguiente lema.

Lema 1.1. [13] Sea S : X — R una funcion de almacenamiento continua para (1.1),

i.e., (1.5) se satisface. Supongamos que la tasa de suministro w satisface
w(0,y) <0, Vuy.

Supongamos que x, € X es un minimo local estricto para S. Entonces, x, es un punto
de equilibrio estable del sistema no forzado © = f(x,0) con funcion de Lyapunov
V(z) =S5 (x)— S (z.) >0, para x en torno a x.. Supongamos que no hay solucion de
& = f(x) que no sea otra que x (t) = x, que permanece en {x € X | w(0,h(x,0))}
para todo t. Entonces x, es un equilibrio asintoticamente estable, el cual es globalmente

asintoticamente estable si V> 0 es propia.
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1.1.2.1. Estabilizacion de sistemas pasivos

Consideremos el sistema

con funcién de almacenamiento S, esto es

dsS
= <y
aw =Y

Si el sistema no es estrictamente pasivo con respecto a la salida y, una manera sencilla

de hacerlo pasivo con respecto a y es a través de una realimentacion estatica de salida
u=—-ky+v, k>0,

con la nueva entrada v € R™. Entonces el sistema en lazo cerrado satisface

ds

< ’UT —k 2

y por lo tanto es estrictamente pasivo con respecto a la salida. Note que ésto puede ser
interpretado como la interconexién de realimentacién del sistema pasivo (1.7) con un

sistema estatico estrictamente pasivo con respecto a la entrada w = ky, k > 0, a través

de las restricciones de interconexién de realimentacion v =u + v, §y = y.

1.1.3. Interconexioén de sistemas pasivos

En la Fig. 1.1 se muestra el esquema que representa a dos sistemas que se encuentran
en una conexion paralela. Consideremos a ambos sistemas pasivos de manera que se
tienen dos funciones de almacenamiento, V) para el primer sistema cuya entrada es uy

y su salida y;, y V5 la segunda funcién de almacenamiento correspondiente al segundo
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sistema con entrada us y salida y,. Por lo tanto se satisface que

vV, < ufyl , (1.8a)
Va<ulys. (1.8b)

Notemos que debido a la manera en que estan conectados los sistemas, se tiene que la

i} Sistema 1

— 3
+Y

Y2

Y1

9| Sistema 2

FiGURA 1.1: Conexion en paralelo de dos sistemas pasivos.

entrada u se conecta a ambos sistemas esto es u = u; = usg, y la salida total resultante
de la conexién paralela es y = y; + yo. Por otra parte, sabemos que la funcién de
almacenamiento se puede interpretar como la energia del sistema. Por consiguiente, la
funcién de almacenamiento de los sistemas conectados en paralelo es simplemente la

suma de sus correspondientes funciones de almacenamiento, esto es

i+, < ulyy +udys
Vi+Va < " (g +1p)

Vi+Va < uly.

Por lo tanto, dos sistemas pasivos que se conectan en paralelo como se muestra en la
Fig. 1.1, dan como resultado un sistema pasivo.

Ahora abordaremos la situacion en la que dos sistemas pasivos se conectan en realimen-
taciéon como se muestra en la Fig. 1.2. Nuevamente se satisface (1.8) y por la disposicién
de las senales en la figura vemos que la salida total del sistema realimentado es igual

a la salida del primer sistema y a su vez es igual a la entrada del segundo sistema,
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Yy = y1 = ug. La entrada del primer sistema estd expresada por u; = u — yo. Una vez

definido ésto se hacen las siguientes manipulaciones algebraicas

Vi+Va < ulyi+ujys,
Vi+Ve < (u—1)" y+y"ys,
Vi+Ve < Wy—my+uiy,
Vi+Ve < dly,

las cuales expresan el hecho de que la pasividad se mantiene en un sistema construido
por la realimentacion de dos sistemas pasivos como se muestra en la Fig. 1.2.

Estas propiedades de los sistemas pasivos conectados en paralelo o realimentacién abren
alternativas interesantes para resolver problemas de control basados en un enfoque de

pasividad.

Y1

U»,Q—} Sistema 1 y

Y2

Sistema 2 |(¢———

FigurA 1.2: Conexion en realimentacién de dos sistemas pasivos.

1.2. Sistemas con retardo en el tiempo

1.2.1. Sistemas de tipo retardado

Consideremos el sistema lineal invariante en el tiempo con retardo de la forma

z(t) = Aoz (t) + Awz (t —h) , (1.9)
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donde Agp, A; € R™ ™ son matrices constantes, h € R" es el retardo.
Sea la condicién inicial ¢ : [—h,0] — R™. Suponemos que ¢ pertenece al espacio de
funciones continuas a pedazos definidas en el segmento [—h, 0], PC': ([—h,0],R"). Sea

x (t,p) la solucién de (1.9) para la condicién inicial
z(0,0) =@ (0) 0€[=h0]
y z; () denota la restriccién de la solucién al segmento [t — h, t]
()0 =z (t+0,p), 0€[—h0].
Para elementos del espacio PC': ([—h, 0], R") usamos la norma uniforme
lelln = sup [l (0) ]l -
0e[—h,0]
En [20] se demuestra que para cada condicién inicial ¢ la existencia y unicidad de las

soluciones del sistema (1.9) estdn garantizadas.

1.2.2. Sistemas de tipo neutral

Consideremos el sistema con retardo en el tiempo de tipo neutral de la forma
T —Di(t—h)=f(t,z) . (1.10)
Aqui, la funcional f (¢, ) esté definida para t € [0,00] y ¢ € C ([—h, 0], R"),
f:[0,00] x C ([-h,0],R") — R" |

y es continua con D € R™™ y h € R". La informacién necesaria para el célculo de
una solucién particular del sistema incluye un instante de tiempo inicial t; > 0 y una

funcién inicial ¢ : [—h, 0] — R™, y se supone que

z(to+0)=p() , 6€[-h0].
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El estado del sistema en t > t; esta definido como la restriccion,
r:0—ax(t+0), 0€l-h0],

de la solucién x (t) en el segmento [t — h, t].

La existencia y unicidad de la solucién se puede revisar en [20].

1.2.3. Analisis de estabilidad

A continuacion se enuncian algunos conceptos acerca de estabilidad de los sistemas con

retardos en el marco de los enfoques temporal y frecuencial.

1.2.3.1. Enfoque temporal para la estabilidad de sistemas de tipo retardado

Definicién 1.6. [14] El sistema (1.9) es estable si para cada € > 0 existe un § = 9 (¢) >

0 tal que
[lln < 6= |lz(ty) || <e, VE=0.

Definicién 1.7. [14] El sistema (1.9) es estable asintéticamente si es estable y ademads

para cada € > 0 existe un A = A (e) > 0 tal que
Il < A = tlim x(t,)=0.
—00

Definicién 1.8. [14] El sistema (1.9) es exponencialmente estable si existen § > 0,

o >0y [ >0 tales que

[l <6 = llztd) | <BlYlne™" YE>0. (1.11)

1.2.3.2. Enfoque frecuencial para la estabilidad de sistemas de tipo retar-
dado

En el enfoque frecuencial el criterio de Mikhailov y Nyquist son los resultados més

usados [18], [41]. A continuacién se enuncian los conceptos y resultados principales.



Capitulo 1. Antecedentes 11

Al igual que en los sistemas libres de retardos, una condicion necesaria y suficiente
para concluir sobre la estabilidad en un sistema de la forma (1.9) es que su funcién
caracteristica,

p(s,h) :=det{sl, — Ay — Aje™"} =0, (1.12)

donde I,, € R™"™ es la matriz identidad, tenga todas sus raices ubicadas en el semiplano

complejo izquierdo, es decir

Definicién 1.9. [14] El sistema (1.9) es estable si
{se€C:p(s,h) =0y Re{s} >0} =10

Definicién 1.10. [14] Las raices de la funcién caracteristica (1.12) que se encuen-
tran ubicadas en el semiplano derecho del plano complejo son conocidas como raices

inestables de (1.9). Las raices estables de (1.9) son las que no son inestables.

Debido al termino trascendental e=*", la funcién caracteristica (1.12) tiene un ntimero

infinito de raices. Sin embargo, es posible establecer los siguientes resultados.

Lema 1.2. [2] Para cada oo € R eziste un nimero finito de raices con parte real mds

grande que «. Considere la funcion caracteristica dada en (1.12) y defina

0p = max {Re{s;}:p(sj,h) =0; heR*, s; € C}.

J

Entonces, para cada o > o0g, existe una constante L > 1 tal que las soluciones del

sistema (1.9) satisfacen la siguiente cota de decaimiento exponencial
lz (t) || < Le*[[ofln, ¥ 20

Ademas, sila estabilidad del sistema (1.9) es dependiente del retardo, entonces el valor

de oy = 0o (h) varia continuamente con respecto al valor del retardo h.

Como consecuencia del Lema 1.2, si el sistema (1.9) es estable asintéticamente, entonces
también es estable exponencialmente, asi las soluciones del sistema (1.9) tienen una cota

de decaimiento exponencial o por lo que se dice que el sistema es o-estable. Aqui, se
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emplea el término ¢ para categorizar las soluciones del sistema (1.9) de acuerdo a su
velocidad de convergencia. También se emplea para enfatizar que todas las raices de
la funcién caracteristica (1.12) se encuentran a la izquierda de la abscisa —o del plano

complejo. De manera formal se declara en el siguiente lema

Lema 1.3. Consideremos el sistema dado en (1.9) y su funcion caracteristica corres-
pondiente (1.12). Si el sistema (1.9) es estable asintdticamente, entonces, es estable

exponencialmente, es decir, existen constantes positivas [ y o tales que

lz (&, ) | < Be™ [[¢lln, VE=0,

Asimismo, se dice que el sistema (1.9) es o-estable.

1.2.3.3. Enfoque temporal para la estabilidad de sistemas de tipo neutral

A continuacién se dan algunos conceptos acerca de la estabilidad de los sistemas con

retardo del tipo neutral.

Definicién 1.11. [24] La solucién trivial del sistema (1.10) es estable si para cualquier
e >0y ty > 0 existe 0 (e,t9) > 0 tal que para cada funcién inicial ¢ € PC ([—h, 0], R"),

con ||p|ln < 6 (€, tp), la siguiente desigualdad se cumple:
[z (¢, to, ) [| <€, t=to (1.13)

Definicién 1.12. [24] La solucién trivial del sistema (1.10) se dice asintdticamente
estable si para cualquier € > 0 y ¢ty > 0 existe A (e,ty) > 0 tal que para cada fun-
cién inicial ¢ € PC ([—h,0],R"), con [|¢||n < A€ ty), las siguientes condiciones se

mantienen:
L. ||z (t,to, ) || <€, para t > t.

2. z(t,ty, ) — 0, cuando t — ty — oc.

Definicién 1.13. [24] La solucién trivial del sistema (1.10) se dice exponencialmente

estable si existe Ag >0y o >0y v > 1 tal que para cada ty y ¢ € PC ([—h,0],R™),
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con |lplln < A (e, tp), las siguiente desigualdad se cumple:

Iz (¢, to, ) | < e " lgln , ¢ > to. (1.14)

1.2.3.4. Enfoque frecuencial para la estabilidad de sistema de tipo neutral

Consideremos un sistema de la forma (1.10), tal que f (t,x;) = Aoz (t) + Az (t — h),
esto es
&t —Di(t—h)= Az (t)+ Az (t—h),

con las matrices constantes Ag, A; € R™™. El sistema (1.10) tiene la funcién carac-

teristica
p(s,h) = det { (In — De’Sh) s— Ay — Ale"*h} =0, (1.15)

donde I,, € R™™ es la matriz identidad. Entonces, el sistema (1.10) es estable si todas
sus raices estan ubicadas en el semiplano complejo izquierdo. Para el sistema (1.10)

definimos
0p = max {Re{s;}:p(sj,h) =0; heR", s; €C}, (1.16)

J

Teorema 1.14. [17] Considere el sistema descrito por (1.10). Las siguientes afirma-
ciones son ciertas:
a . El sistema (1.10) es estable si og < 0.

b . Para cualquier o > oy, existe L > 0 tal que cualquier solucion x (t) de (1.10) con

condicion inicial o estd acotada por
|z () || = Lme™,

donde

my = max ([ (&) [ +[le ) 1])-
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1.3. Método de D-particion

Existen métodos que permiten determinar condiciones bajo las cuales una funcién ca-
racteristica tiene raices ubicadas en el semiplano izquierdo complejo. La idea basica fue
propuesta por Neimark [31], [32]. Esta consiste en calcular una descomposicién o sub-
divisién particular del espacio paramétrico de una funcién caracteristica en regiones.
La particularidad de estas regiones es que la funcién caracteristica tiene raices estables
o inestables respecto a los puntos paramétricos que se encuentran dentro de las regio-
nes. Ademds, para cada punto de la frontera de las regiones la funcién caracteristica
correspondiente tiene por lo menos una raiz sobre el eje imaginario. Este método es
conocido como el método de D-particion o D- subdivision [11], [25].

La idea de hacer uso del método de D-particién en esta tesis se debe a que el proble-
ma en consideracion, aun que de dimension infinita, implica un nimero reducido de

parametros.

El método de D-particién estd basado en el hecho de que las raices de una funcién
caracteristica son funciones continuas con respecto a sus parametros, incluido el retar-
do, y el hecho de que las raices pasan de un semiplano complejo a otro sélo a través del

eje imaginario. A continuacion se da a conocer el método de D-particion y un ejemplo.

Consideremos el cuasipolinomio caracteristico

f(s)=p+qe™, (1.17)

donde p y ¢ son polinomios tal que grad (p) > grad (¢). Las raices de (1.17) para un h fijo
son funciones continuas de sus coeficientes, suponemos que el coeficiente del termino
principal de (1.17) no es igual a cero, lo cual significa que siempre se satisface para
ecuaciones con el argumento retardado. El método de D-particién divide el espacio de
parametros en regiones. Las fronteras de estas regiones corresponden al cuasipolinomio
teniendo al menos una raiz sobre el eje imaginario o el origen en el plano complejo. En
cada region de tal D-particion el cuasipolinomio tiene el mismo ntimero de raices con
parte real positiva contando sus multiplicidades. Para una variacién continua de los

parametros, el nimero de raices con parte real positiva cambian sélo si una raiz cruza
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el eje imaginario, esto es, si el punto en espacio de parametros cruza la frontera de la
D-particion.

Para cada regién de la D-particiéon, es posible asignar un entero ¢ que es el nimero de
raices con parte real positiva del cuasipolinomio definido por los puntos de esta region.
En la D-particién es posible encontrar regiones que corresponden a cuasipolinomios
con raices con parte real negativa. Estas regiones se denominan simplemente regiones
o dominios de estabilidad.

Asi, la estabilidad por el método de D-particién en el espacio de pardametros se reduce
al siguiente esquema: A partir de un cuasipolinomio de la forma (1.17) realizar la D-
particién y encontrar las regiones de estabilidad. Es suficiente verificar la estabilidad
de un solo punto dentro de cada region.

Cabe senalar que para un punto interior de la region la funcién caracteristica tiene n

raices inestables. Este nimero n es llamado grado de inestabilidad de una regién [25].

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema
(t) = —ax(t) —bx(t—h) , (1.18)
donde a, b € R y h € RT. El cuasipolinomio caracteristico es escrito como
f(s)=s+a+be ", (1.19)

el cual tiene una raiz en cero si

a+b=0, (1.20)

que corresponde a la linea recta roja de la D-particion de la Fig. 1.3. Ahora, siguiendo
el método de D-particion, encontrar el conjunto de puntos en los parametros (a,b) tal
que el cuasipolinomio (1.19) tiene al menos una raiz sobre el eje imaginario. En este

orden de ideas, considerar s = jw en (1.19):

jw+a+be " =0 . (1.21)
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Separando la parte real e imaginaria y haciendo uso de la identidad e=7*" = cos (wh) —

sin (wh) obtenemos
a+bcos(wh) =0 y w—bsin(wh)=0, (1.22)

respectivamente. Resolviendo para los parametros a y b obtenemos las ecuaciones pa-

ramétricas para las fronteras de la D-particion:

a(w) = —wecot(wh) , (1.23)
b(w) = ﬁ (1.24)

De las ecuaciones de arriba tenemos que como w — 0, (a,b) — (—,—11, %), que pertenecen
a la linea recta dada por (1.20). Entonces, las fronteras de la D-particion de la Fig. 1.3
estdn compuestas por la linea recta roja (1.20) y las ecuaciones paramétricas (1.23),

las lineas azules, haciendo w — 0o.

10 —
r >T, Regloﬁ/
T T, T T
5l ! ® Region Il 2 0 |
Regién I
b
0- Rosic |
egion 11
" %o
—5¢ ,
Regi6n IV
_1 i i
-10 -5 0 5 10
a

FiGurA 1.3: Ejemplo: Fronteras de la D-particion.

En cada region tenemos el mismo numero de raices inestables, asi que solo basta con

revisar cuantas raices inestables de un punto en cada region del espacio de pardmetros
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tiene el cuasipolinomio.

Denotando r; como las raices del quasipolinomio donde i es el nimero de raices con
parte real positiva dentro de la region. Principio de la flecha indica cuantas raices con
parte real positiva r; hay en la region presente y el final de la flecha indica la cantidad
de raices con parte real positiva hay después de cruzar una frontera. Cabe senalar que
por la frontera s = jw cruzan un par de raices complejas conjugadas al semiplano de-
recho (linea azul), mientras que por la frontera s = 0 sélo cruza una raiz al semiplano

positivo (linea roja).

Podemos observar que en la region I no hay raices con parte real positiva por lo que

podemos concluir que es la region estable.

En esta tesis usamos el programa QPMR por sus siglas en inglés ” Quasi-Polynomial
Mapping based Rootfinder” en Matlab para determinar el niimero de raices con parte
real positiva. También es posible usar el Criterio de Mikhailov [26] en un punto de cada

region.



Capitulo 2

Pérdida de desempeno debido a los
retardos en el canal de

comunicacion

2.1. Introducciéon

Consideremos un sistema lineal de primer orden de la forma

T = —ax + buy , (2.1a)
Yy =x, (2.1b)

(por ejemplo un motor de corriente continua CD), donde u;, y; y € R son el voltaje
de entrada, la velocidad de salida y el estado respectivamente. Los parametros a y b se

suponen positivos por lo que el sistema es pasivo con la funcién de almacenamiento
Vs (z) = =, (2.2)

esto es,

. 1 a
Vs (z) = o (—az + buy) = —ZxQ +y1uy < yiuy

18
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Ahora consideremos el controlador Proporcional-Integral (PI)

é = Uy, (23&)
Yo = kpuo + ki& (2.3b)

donde ug, 4o, & € R son la entrada, salida y estado del controlador respectivamente.
Las ganancias proporcional e integral &, y k; se suponen positivas. De igual manera el

controlador es pasivo con la funcion de almacenamiento

V(o) = Ne, (2.4)

en otras palabras
Ve (&) = ki€ug = (yo — kpuo) uo = youo — kpu? .

Debido a que la interconexién por realimentacién negativa de dos elementos pasivos es
pasiva, el sistema de primer orden y el controlador PI se interconectan bajo el siguiente
patron:

U =—Y Y U =Y —Y- (2.5)

El sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control PI (2.3), siguiendo el patrén de

interconexién (2.5) es pasivo con la funcién de almacenamiento

Vi(z,8) = Vs () + Ve (§),

esto es

. . . a
Vi(z,&) = Vs(z)+Ve(§) = —5362 + w4 uyo — kyug = — (

a

ba:Q + kpug) .

Cuando un canal de comunicacién con retardos se introduce en el lazo de control, con
hy como el retardo entre la comunicacion del controlador PI al sistema y hy el retardo
entre la comunicacion del sistema al controlador PI como se muestra en la Fig. 2.1, la

pasividad del sistema falla debido a que un canal de comunicacion con retardos no es
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pasivo [1], la funcién de transferencia en lazo cerrado es

yi(s) be M (k,s + k;)
yr(s) 82+ (a+ bkpe"s) s + bkjehs

(2.6)

donde h := hy + hs. Los calculos de la funcién de transferencia (2.6) se encuentran en

—Yo
+
So [alS
gl o
hy
A 4
Yo 1 Si
1stema
Control PI i
. , pasivo
Ug : _ h2 _ : Y1

Canal de
comunicacion

FiGURrA 2.1: Lazo de control con retardos en el canal de comunicacion.

el Apéndice A.1.

Observacion 2.1. Note que en todas las figuras y ejemplos de este trabajo, los valores

de los pardmetros son a = 0.4, b =50 y h = 0.3.

2.2. Retardos cero en el canal de comunicacion

Consideremos la funcién de transferencia

p(s) (ks + k)
vi(s) 52+ (a+bk,)s+bk; (2.7)

Un caso particular de la funcién de transferencia (2.6) sucede cuando no existen retardos

en el canal de comunicacién, esto es hy = hy = 0.
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La funcién caracteristica en este esquema es el siguiente polinomio
p(s, kp, ki) = s* + (a + bky,) s + bk; . (2.8)

La o-estabilidad de un sistema lineal puede ser caracterizada en el dominio de la fre-
cuencia: Todas las raices de la ecuacion caracteristica deben de tener la parte real mas
pequena que —o. Asi, haciendo el cambio de variable s — s — o reduce el andlisis de

la o-estabilidad de (2.8) a la estabilidad del polinomio transformado

Po(s,kp, ki) = s° + (a — 20 + bky) s + (0% — ao + bk; — bkyo) . (2.9)

2.2.1. Fronteras de o-estabilidad

Siguiendo el método de D-particién determinamos las fronteras en s = 0y s = jw. Para

la primera frontera sustituimos s = 0 en (2.9), donde obtenemos la siguiente ecuacién
po (0,ky, ki) = 0® — ao + bk; — bk,o =0,

la cual corresponde a la linea descrita por

g

ki (kp) b

(bky+a—o0). (2.10)

Para obtener la segunda frontera sustituimos s = jw en (2.9), el polinomio se transforma
en

Po (jw, kp, ki) = —w? + jw (a — 20 + bk,) + (02 — ao + bk; — bkpa) =0.

Separando la parte real e imaginaria de este polinomio, obtenemos el siguiente par de

ecuaciones

§R(pa (jwakpaki)) - _WQ +02 — aO"f“blﬂ — bpr' =0 ,
S (po (jw, kp, ki) = w(a+bk,—20)=0.
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Resolviendo para k, and k; se llega a las soluciones

2 _
k, = Ub ¢ (2.11)
2 2
ki(w) = 2 Jb”", (2.12)

que determinan las regiones de o-estabilidad en el espacio de pardmetros.

2.2.2. Regiones de o-estabilidad

Las regiones en el espacio de pardmetros (k,,k;) € R? donde el polinomio (2.9) es
estable, i.e. el polinomio (2.8) es g-estable, se dibujan a partir del método de D-particién

con la ecuacién (2.10) y las ecuaciones (2.11) y (2.12) de la seccién anterior.

2 Uoe (005
o e (05,1)
L5l Boc (1,15
' Boe (152
Boc 24
ko ce (4,7)
Bo>7
0.5}
0,
0 0.1 0.2, 0.3 0.4 0.5
p

FiGurA 2.2: Regiones de g-estabilidad, canal de comunicacion libre de retardos.

Observacion 2.2. En el mapa de la D-particién de la Fig. 2.2 se puede observar que es

posible asignar un decaimiento exponencial o arbitrariamente grande. Por otro lado,
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se puede caracterizar de manera analitica el punto donde las fronteras (2.10) y (2.11),
(2.12) se intersectan dado un valor de o, es facil observar en la Fig. 2.2 que esté punto
corresponde a las ganancias con valores mas pequenos de la ley de control PI. De esta
forma se propone una regla de sintonizacién tal que para alcanzar una o-estabilidad
deseada se tienen expresiones analiticas y no sera necesario recurrir al mapa de D-
particién. En la interseccion de las fronteras el polinomio (2.9) se tienen dos raices en
s=0.

2.2.3. Ganancias minimas para un decaimiento exponencial o

prescrito
Las observaciones anteriores permiten caracterizar el controlador P/ con las ganancias
mas pequenas tal que se puede alcanzar un o-estabilidad dada.

Proposiciéon 2.1. Considere el sistema (2.1) y el controlador PI (2.3) en lazo cerrado.

Para un o dado las ganancias minimas para el controlador PI, estin dadas por

20 —
K, = — % (2.13)
b
2
ag
ki o= 2 2.14
b (2.14)

Demostracion. En la interseccién de las fronteras (2.10) y (2.11), (2.12) el polino-
mio (2.9) tiene una raiz doble en s = 0, entonces se satisface p, (s, kp, ki) |s=o= 0y

%pa (87 kpa kl) |s:0: O, €S decir,

Do (S, kp, ki) |s=0 = 0% — ao + bk; — bok, =0, (2.15)

9,
9sbe (5,kp, ki) |s=0 = a+0bk,—20=0. (2.16)

La expresion (2.13) sigue de (2.16). Finalmente, sustituyendo (2.13) en (2.15) obtene-
mos (2.14) O

Ejemplo 2.1. A partir de (2.13) y (2.14) determinamos las ganancias minimas k, y
k; para los valores de o que se muestran en la Fig. 3.10. Los resultados se observan en
la Tabla 2.1.
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o 0.5 1 1.5 2 4 7
k, (2.13) | 0.012 | 0.032 | 0.052 | 0.072 | 0.152 | 0.272
k; (2.14) | 0.005 | 0.02 | 0.045| 0.08 | 0.32 | 0.98

TAaBLA 2.1: Ganancias minimas para la ley de control PI, caso libre de retardo.

Las condiciones para que la ley de control PI sea pasiva, lo que deriva en la pasividad
y estabilidad del sistema en lazo cerrado son k, > 0 y k; > 0. Entonces, las ganancias

de la ley de control PI admisibles son todas aquellas positivas.

2.3. Retardos no cero y constantes en el canal de

comunicacion

El retardo es un elemento no pasivo, debido a ésto la propiedad de pasividad del sistema
en lazo cerrado se pierde. En estd seccion analizamos cémo el desempeno del sistema
se afecta con la presencia de retardos fijos y constantes en el canal de comunicacion.

La funcién de transferencia con retardos en el canal de comunicacién de acuerdo a
la interconexién descrita en la Fig. 2.1, es (2.6). Para detalles de los calculos ver el

Apéndice A.1.

La estabilidad del sistema esta determinada por el cuasipolinomio caracteristico
p (s, kp ki) = s>+ (a+ bkpe ™) s + bhe ™. (2.17)

La o-estabilidad de este cuasipolinomio es analizada estudiando la estabilidad del cua-

sipolinomio transformado

Po (8, kp, ki) = s>+ (a — 20 + bkpe_h(s_")) s+ 0% —ao +be "7 (k; — ko). (2.18)
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2.3.1. Fronteras de o-estabilidad

De acuerdo al método de D-particion, las fronteras pueden ser calculadas como sigue.

La primer frontera se obtiene sustituyendo s = 0. La expresion (2.18) se reduce a
Po (0,kp, ki) = 0? — ao + be" (k; — kyo) = 0,

que corresponde a la ecuacion

ki = (a_—a + I-cp> . (2.19)

beha

La segunda frontera se obtiene sustituyendo s = jw y

e~hiw=9) = ¢hv (cos (hw) — jsin (hw)) en (2.18), esto es

Po (jw, kyp, ki) = —w? + jw (@ — 20 + bk,e (cos (hw) — jsin (hw)))
+0?% — ao + be" (cos (hw) — jsin (hw)) (k; — kyo) =0 .

Separando la parte real e imaginaria del cuasipolinomio, se tiene

Ja—02+w2

ky (wsin (hw) — o cos (hw)) + k; cos (hw) = o , (2.20)
e ag
. : w (20 —a)
k, (w cos (hw) + osin (hw)) — k; sin (hw) = e (2.21)
e loa
Reescribiendo (2.20) y ( 2.21) en forma matricial, se llega a
wsin (hw) — o cos (hw)  cos (hw) kp | %ﬁ“ﬁ
w cos (hw) + o sin (hw) —sin (hw) k; w(l?:;;a) .
Resolviendo para k, y k;, obtenemos las siguientes ecuaciones paramétricas
b(w) — (20 — a)w cos (hw) + (ho — 0% + w?) sin (hw)’ wAD.  (229)
bweho
h(w) = (0% + w?) (wcos (hw) + (a — o) sin (hw))7 w£0 (2.23)

bweho
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2.3.2. Regiones de o-estabilidad

A partir del método de D-particién, la ecuacién (2.19) y las ecuaciones paramétricas
(2.22), (2.23) de la seccién anterior permiten determinar las regiones en el espacio de
parametros (k,, k;) € R? donde el cuasipolinomio (2.18) es estable, i.e. el cuasipolinomio
(2.17) es o-estable.

0.15 = ‘
-l o€ (0,0.2)
6 e (0.2,0.5)
o e (05,1
| Boc (1,15
0.1
Boe (152
k. - 6=2.1484
0.05+ |
0, ,
-0.02 0 0.02 0.04k 006 0.08 0.1 0.12
p

FicuraA 2.3: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicaciéon con retardos.

Observacion 2.3. Uno puede observar en la Fig. 2.3 que la regién de estabilidad en el
espacio de parametros se ha reducido de manera drastica con respecto a la Fig. 2.2.
Por otro lado, conforme el decaimiento exponencial deseado incrementa, la region de
o-estabilidad se contrae y colapsa en algin valor o*. Esta claro que la o-estabilidad del
sistema en lazo cerrado disminuye. Para un decaimiento dado la regién esta delimitada
por la ecuacién (2.19) y las ecuaciones paramétricas (2.22), (2.23) correspondientes al
cruce de una raiz real en s = 0, y un par de raices imaginarias en s = jw respectiva-
mente, del cuasipolinomio (2.18). En consecuencia, para los valores de las ganancias de

control k, y k; en el punto de colapso el cuasipolinomio (2.18) tiene una raiz triple en
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s = 0.

Debido a ésto podemos caracterizar el maximo decaimiento exponencial ¢* alcanzable
y las ganancias correspondientes para el controlador PI. Ademés como se observa en
la Fig. 2.3 una de las intersecciones de las fronteras corresponde a las ganancias mas
pequenas para la ley de control PI dado un valor de o, para las ganancias de control

k, y k; en este punto el cuasipolinomio (2.18) tiene una rafz doble en s = 0.

2.3.3. Sintonizacion del maximo decaimiento o alcanzable en

lazo cerrado

En contraste con el caso libre de retardo, no es possible alcanzar un decaimiento ex-
ponencial arbitrariamente grande. En esta seccion caracterizaremos el maximo decai-

miento exponencial o alcanzable.

Proposicién 2.2. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control (2.3)
donde ky, k; > 0 y retardos en el canal de comunicacion hy > 0 y hy > 0. El mdzimo

decarmiento exponencial alcanzable estda dado por

., ah+4—+a?h?+38

o = o (2.24)
y corresponde a las ganancias de control k; y kf
/o2h2 _
oo Yemr8z2 (2.25)
p hberz
P — (ah +1)* = 27 + (ah + 10) Va?h? + 8 -
v 2h2be ’ (2.26)

donde
_ah+4—+/a*h?+8

Y2 = 5

Demostracion. La observacion anterior de que en el punto de colapso existe una raiz
triple en s = 0, implica que el cuasipolinomio (2.18), su primera y segunda derivada

son iguales a cero. En otras palabras, las condiciones p, (+) |s=0= 0, %pg () [s=o= 0y
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g—;pg (+) |s=0= 0 se cumplen, esto es

Do (8, kp, kish) lsmo = —boe"k, +be"k; + 0 —ac =0, (2.27)
gp(, (5,kp, kish) |s=o = be" (1 +ho)k, — hbe"k; +a—20=0, (2.28)
S
2
%pg (5,kp, ki, h) |s=o = —hbe" (24 ho)k, + h*be" k; +2 = 0. (2.29)
S

Obtenemos k; de (2.27)

boe"k, — 0% + ao

k; = , 2.30
hohe (2.30)
sustituyendo (2.30) en (2.28) se obtiene la solucién para k,
—a—ho? + (24 ah)o

ky = e . (2.31)

Ahora se sustituye (2.31) en (2.30) y simplificando se obtiene

2
— 1

- (ah — ho + ) (2.32)

beha

Sustituyendo (2.31) y (2.32) en (2.29), se reduce a la ecuacién de segundo grado
h*o? — (ah2 + 4h) o+ 2ah+2=0.

Resolviendo esta dltima obtenemos

ah +4++vVa?h? +8
2h '

01,2 =

Si sustituimos la primera soluciéon o, = (ah +4 4+ vVa?h? + 8) /2h, entonces k, se define

como sigue
va*h?+8+2
hben ’

k, = —
y k; esta dada por

b — (10 + ah) Va?h? + 8 + a*h? + 2ah + 28
e 2h2bem ’
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donde

Y=

ah +4 4+ +va?h?+8

2

Se observa que en este caso las soluciones son negativas y no satisfacen las condiciones
k, > 0y k; > 0, por lo que esta solucién es descartada.

Ahora, sustituimos la segunda solucién o5 = (ah + 4 — Va?h? +8) /2h y k, se define

como sigue

Va?h? +8 —2

= T hpen
y k; es
P G 1) = 27 + (10 + ah) Va2h? + 8
e 2h2be2 ’
donde
ah +4 —+va’h? + 8
T2 = .
2

En este caso las soluciones son positivas y satisfacen la condicién para k, > 0y k; > 0
y se obtiene (2.24), (2.25) y (2.26). O

Observacion 2.4. En este caso, proveemos formulas analiticas en términos del retardo
h y los parametros del sistema a y b para el maximo decaimiento exponencial o*
alcanzable, asi como para las ganancias de control correspondientes k;, y k;. Claramente,

ésto es una regla de sintonizacion.

Ejemplo 2.2. Cdlculo del mdzimo decaimiento exponencial o* y las ganancias corres-

pondientes k, y k; de la ley de control PI.

o1 = 11.585 | k, = —0.0099 | k; = —0.1956
o9 = 2.1484 | k, = 0.02907 | k; = 0.02304

TABLA 2.2: Maximo decaimiento exponencial en lazo cerrado; canal de comunicacion
con retardos.

FEs claro que la sequnda solucion satisface la condicion k, >0 y k; > 0.
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2.3.4. Ganancias minimas para un decaimiento exponencial o

prescrito

Las observaciones de la Seccion 2.3.2 permiten caracterizar las ganancias mas pequenas

del controlador PI para un decaimiento exponencial o < ¢* dado.

Proposiciéon 2.3. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control (2.3)
donde k,, k; > 0 y retardos en el canal de comunicacion hy >0 y hy > 0. Entonces las

ganancias minimas del controlador PI para un o < o* dado, son

ho? — (2+ah)o +a

k, = — e , (2.33)
2 _

ho— O (ah — ho + 1) . (2.34)

bth

Demostracion. En la interseccién de las dos fronteras (2.19) y (2.22,) (2.23) el cuasi-
polinomio (2.18) tiene una raiz doble en s = 0. Por lo tanto, la expresién (2.18) y su
derivada con respecto a s son igual a cero, esto es, p, (+) |s=o= 0y %pa () ls=0= 0, las

cuales corresponden a (2.27) y (2.28), repectivamente
—baeh”kp +be"k; + 0% —ao =0,

be" (1 + ho) k, — hbe" ki + a — 20 = 0.
De igual manera podemos escribirlas como sigue

—0? 4+ ao

_Ukp + kl = beho ’

—a+ 20
beha ?

—0 1 ky | et | o(a—o)
14+ho —h k; b a— 20 '

Resolviendo el sistema lineal para k, y k;, obtenemos (2.33) y (2.34). O

(14 ho) k, — hk; =

o, en forma matricial
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Ejemplo 2.3. Las ganancias minimas para o < o* = 2.1484, para los valores de o de

la Fig. 2.3, estan dadas en las tabla 2.3.

o 0.2 0.5 1 1.5 2 2.1484
k,(2.33) | 2.26 x 10~* | 0.0101 | 0.021 | 0.0268 | 0.029 | 0.02907
k:(2.34) || 7.98 x 1071 | 0.0042 | 0.0121 | 0.0192 | 0.0228 | 0.02304

TABLA 2.3: Ganancias minimas para la ley de control PI; canal de comunicacién
con retardos.

Como en el ejemplo 2.2 las condiciones k, > 0 y k; > 0 se satisfacen para o > 0.2,
lo que permite tener estabilidad en el sistema en lazo cerrado con retardos en el canal
de comunicacion, ademdas, en este ejemplo el valor de o estd acotado por arriba por
o* = 2.1484.

2.4. Conclusiones

En el caso libre de retardos en el canal de comunicacion es posible alcanzar una o-
estabilidad arbitraria como se observa en la Fig. 2.2, ademas, se provee una regla de
sintonizacién para determinar las ganancias minimas del controlador P/ dado un valor
de o arbitrario. Al introducir retardos en el canal de comunicacion las regiones de o-
estabilidad se reducen de manera drastica con respecto al caso libre de retardos. El
decremento en la o-estabilidad del sistema se debe a la introducién de los retardos, ya
que éstos no son elementos pasivos. Aun asi podemos garantizar o-estabilidad para una
zona en el espacio de pardmetros k, y k;.

En este 1ltimo caso se proporcionan dos reglas de sintonizacién. En la primera es posible
proveer férmulas analiticas en términos del retardo A y los parametros del sistema a y
b para el maximo decaimiento exponencial o™ alcanzable y las ganancias de control &
y kI correspondientes. En la segunda se proporcionan expresiones para determinar las

ganancias minimas del controlador PI para un decaimiento exponencial o < o* dado.



Capitulo 3

Uso de la transformacion de

dispersion

3.1. Introduccion

Como se observé en el Capitulo 2, la introducciéon de un canal de comunicacién con
retardos provoca la pérdida de la propiedad de pasividad del sistema en lazo cerrado.
En el caso libre de retardos se tiene estabilidad en todo el primer cuadrante del espacio
de pardmetros y se puede alcanzar una o-estabilidad arbitraria como se observa en la
Fig. 2.2, cuando los retardos se introducen en el canal de comunicacion se pierde la
estabilidad en todo el primer cuadrante en el espacio de parametros y la o-estabilidad
se afecta de manera drastica como muestra la Fig. 2.3.

Una propuesta para recuperar la propiedad de pasividad en la presencia de retardos
en el canal de comunicacion es emular una linea de transmision sin perdidas, debido a
que ésta es un elemento pasivo [34]. Esto permite recuperar la pasividad y estabilidad
en el sentido de Lyapunov independientemente de los retardos. En este Capitulo se
analiza bajo un enfoque frecuencial, el método de D-particion, como se ve afectada la

estabilidad y la g-estabilidad al introducir la transformacién de dispersion.

32



Capitulo 3. Uso de la transformacion de dispersion 33

Un enfoque clésico en el estudio de lineas de transmisién consiste en aplicar una trans-
formacién lineal en las variables del puerto [3]. Mediante la aplicacién de esta trans-
formacion las ecuaciones de la linea de transmision, modelada por las ecuaciones del
telégrafo, se transforman en un par de ecuaciones con retardo desacopladas, que mo-
delan la ecuacion de transporte usada para modelar un canal de comunicaciéon con
retardos.

El argumento inverso fue propuesto por Anderson y Spong en [1]: Suponer que se tiene
un canal de comunicacién que consiste en un par de retardos desacoplados y aplicar
la transformacion inversa para emular el comportamiento de una linea de transmision.
Debido a que las lineas de transmisién son pasivas, el argumento de pasividad en la
interconexién del sistema se restaura.

De manera mas precisa, consideremos un par de retardos dados por la ecuacion dife-

rencial parcial de transporte que modelan un canal de comunicacion con retardos

T o 9
as (lvt)__hlas (lvt) y ES (l7t>_h2§8 <l7t)7

<s,+(z,t)) _ (—hl 0> <sj(z,t)> | 51)
s, (1,t) 0 hy s; (1)

donde [ € [0,1] es la variable espacial. Note que en las fronteras del canal de comu-

o en forma matricial

nicacién, las variables de dispersién satisfacen s*(1,¢) = s7(0,t — hy) y s7(1,t) =

s7(0,t + hs). Consideremos ahora la transformacion lineal estandar

wt\ (1 a\ (st e .
v(l,t) 1 —d s—(,t)) ’ '

donde d es la impedancia virtual, el voltaje y la corriente se modelan con las variables
[y v respectivamente, la capacitancia se define como C' = h/d y la inductancia como
L = dh. Siguen de (3.2), (3.1) y h := hy+hs el siguiente par de ecuaciones diferenciales

parciales 5 5 5 Lo
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(m(z,t)) :_h< 0 d) <ut<z,t>> | 33)
u(l,t) 1/d 0] \wv(l,t)

las cuales son un par de ecuaciones de telégrafo que modelan una linea de transmisién

o en forma matricial

sin perdida. La linea de transmision (3.3) es pasiva, lo cual se demuestra con la funcional

de Lyapunov-Krasovskii [34]

Vi (1 (1) 0 () = g/o (é,ﬁ (0 8) + do? (/\,t)> dx, (3.4)
esto es
VL (:UJ ('7 t) y U ('7t)) = MoV — 11 ,
donde

o ::,U(Oat)v M1 ::M(Lt)? Vo ::U(()’t) y U ::U(l’t) ’

Es facil demostrar la pasividad de la linea de transmision, derivadando con respecto
al tiempo la funcional de Lyapunov-Krasovskii (3.4) y haciendo uso de la regla de

Leibnitz, es decir

Vi o) = g %@Mu,twdvm,w) i

- h/ol (éu 0 8) e (1) + do (A, ) v (A,t)) dx .

Sustituyendo (3.3) e integrando por partes obtenemos

Vo (u () 0 (1) = —/0 u(A,tmu,t)dA—/o o (0t pia (0, 1) dA
- —M(A,t)uu,t){;+/0 v (A1) i (A ) dA

—/1v()\,t)u,\()\,t)d)\
= M(07t>v(07t) _:U'(lvt)v<17t>
VL (/L('at)>v('>t)> = MoVp — H1U1
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lo que muestra que la linea de transmisién es pasiva.

La transformacién (3.2) puede ser facilmente aplicada en las fronteras del canal de
comunicacién con retardos (3.1), sélo es necesario tener precaucién con respecto a la
causalidad del sistema: Las variables s; := s7(0,1), sy = s (1,t), o := u(0,t) y
vy := v(1,t) son libres, mientras que s{ := sT(1,t), s; = s (0,t), v := v(0,t) y
i1 := p1(1,t) dependen de las variables anteriores y sus valores pasados. Considerando

estas restricciones, podemos aplicar (3.2) en la frontera [ = 0, esto es

(?) =T, (M()) , (3.5)

donde

Y aplicando (3.2) en la frontera | = 1 obtenemos

()= )
(1)
T, = .
—2d 1

Para mas detalles de las transformaciones en las fronteras del canal de comunicacion

donde

ver [34] y [33]. Finalmente, podemos usar el siguiente patrén de interconexién

Uozvo—yfa Ho= =Y, UI=H1 Y V1=1UY1, (3-7)

como se muestra en la Fig. 3.1.

Al emular una linea de transmisién pasiva sin perdidas, la propiedad de pasividad se
restablece en el sistema en lazo cerrado. El sistema (2.1) conectado en lazo cerrado con
la ley de control PI (2.3), emulando el canal de comunicacién con retardos como una

linea de transmision, es pasivo con respecto a la funcional

Va (ZE,S,M ('7t) U ('7t)) =Vs (I) + Ve (f) + Vi (:U“ ('7t) U ('7t)) ) (38)
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donde Vg, Vo y Vi son (2.2), (2.4) y (3.4) respectivamente. La funcional estd dada

cOomo

h

4 1
V(e bulnt) o) = g+ 5+ 8 [ (G0 ovn ) an.

Derivamos con respecto al tiempo y usamos las ecuaciones del sistema (2.1), la ley de
control PI (2.3) y el modelo de la linea de transmisién (3.3); entonces, la derivada con

respecto al tiempo de (3.8) se reduce a
: a
Vo (z, &, (1), v (1)) = —ExQ + 2y + uoyo — kyud + prove — p1vs -

Sustituyendo el patrén de interconexién (3.7) obtenemos

a

Va w6 (,0) 0 (1) = = (5

2+ kpug + yoy]k> ,

lo que demuestra que la pasividad en el sistema ha sido restaurada.

Yo
] + + :
So [ 151
' 'Iﬂl 1
h,l —|_
' ST L
o | K ' Sistema
: TO Tl . pasivo y
Yo ! - sty !
Control v | leos 5 .
' 7y '
PI Lt Chy ; "
Up ' N W‘SI : T
(IR
O] : :
: Canal de comunicacion

modificado '

FIGURA 3.1: Lazo de control incluyendo canal de comunicacién con retardos mas
transformacion de dispersion.

En la Fig. 2.1 se observa el sistema pasivo de primer orden (2.1) y el controlador PI
(2.3) interconectados a través del canal de comunicacién con retardos bajo el patrén

de interconexién (2.5). Para emular una linea de transmisién pasiva se introducen las
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transformaciones 7Ty y 71} en las fronteras [ = 0 y [ = 1 del canal de comunicacién con
retardos respectivamente. De esta manera se tienen tres sistemas pasivos interconecta-
dos entre si, donde el patrén de interconexion (3.7) asegura la pasividad del sistema en

lazo cerrado.

3.2. Sistema en lazo cerrado y el efecto de la nor-

malizacion

3.2.1. Cuasipolimio en lazo cerrado

La funcién de transferencia correspondiente al esquema de la Fig. 3.1 es

y1 (s) B 2bde "8 (kps + ki)
yi (s) P25 4+ p15 + po

(3.9)
donde

pp = d+k,+e " (d—k,),
o= alk,+d) +k+e (B (k,—d) —k),
Po — kl (Oé+€7h86).

y las constantes @« = db+ a y f = db — a. Los detalles de la obtencién de la funcién de
transferencia se encuentran en el Apéndice A.2. La estabilidad del sistema esta deter-

minada por su cuasipolinomio caracteristico
p(sakpak’iad) :p252+p18+p0- (310)

La o-estabilidad del cuasipolinomio (3.10) se analiza haciendo el cambio de variable

s — s — o y estudiando la estabilidad del cuasipolinomio resultante, esto es

Do (8, kp, ki, d) = pa, 5% + P15+ Do, - (3.11)
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donde

po, = d+k,+e " (d—k,),
p, = (@=20)(d+k,)+k —e " ((B+420)(d—ky) + ki),
po, = —(a—0)(o(d+k)—k)+e " (B+0)(o(d—ky)+ki).

Es digno de resaltar que el cuasipolinomio caracteristico (3.10) es de tipo neutral. Su
coeficiente principal, el coeficiente de grado mas grande en s, es py_. De hecho, el grado

~hs estd presente en este coeficiente, en [2], [23] se puede

mas grande en la variable e
encontrar un analisis sobre cuasipolinomios de tipo retardado y neutral. En el dominio
del tiempo, ésto significa que la derivada con respecto al tiempo del estado del sistema
no sélo depende de los estados retardados, sino también de la derivada del estado

retardado.

Proposicién 3.1. Una condicion necesaria para la estabilidad de sistemas con retardo
de tipo neutral es la estabilidad del operador en diferencia, la transformada de Laplace
del término principal; esto es, d + k, + e "*e" (d — k,). Por lo tanto, el operador en
diferencia del sistema de tipo neutral impone una nueva condicion de estabilidad, que

esta dada como
eho d - k:p

d+k,

<1. (3.12)

Observacion 3.1. La condicion de estabilidad del operador en diferencia de la Proposi-

cién 3.1 cuando o =0 es |(d — kp) / (d + k,)| < 1, esta condicién siempre se cumple.

3.2.2. Transformacién de dispersion normalizada

En esta seccién analizamos el efecto de usar una transformacion de dispersién norma-

lizada [34], esto es
1 1 (It
1 1)(3_(’)>. (3.13)
i Td 5™ (1,1)

La transformacién (3.13) puede ser facilmente aplicada en las fronteras del canal de

comunicacién con retardos (3.1), s6lo es necesario tener precaucién con respecto a
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la causalidad del sistema: Las variables s§ := s7(0,t), s; = s (1,t), po := u(0,t)
y vy := v(1,t) son libres, mientras s := s*(1,1), sy = s (0,t), vy := v(0,t) y
w1 = p1(1,t) dependen de las variables anteriores y sus valores pasados. Considerando

estas restricciones, podemos aplicar (3.13) en la frontera [ = 0, esto es

L |2
B T R B S . (3.14)
50, So,, 2 -1

En (3.13) aplicamos [ = 1, entonces tenemos

(Zi”>ZT1n<Zi”>, T1n<_?/% @) (3.15)

El subindice n indica que se trata de la transformacion y variables normalizadas.
Finalmente, podemos usar el patrén de interconexién (3.7) como se muestra en la
Fig. 3.1, asi la funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado usando la transfor-

macién de dispersion normalizada es

yi(s) 2bde"° (kys + k;)
Y7 (s) p2s% 4 p15 + po

(3.16)
donde

P2 = d"'kp“’e_hs (d_kp)a
o= alk,+d) +k+e(B(k,—d) —k),
po = ki (04 + efhsﬁ) .

Los detalles del célculo de la funcion de transferencia se encuentran en el Apéndice A.3.

Observacion 3.2. La funcién de transferencia (3.16) es la misma que la funcién de
transferencia (3.9). De esta manera, el anélisis en el dominio de la frecuencia no se ve

afectado por la eleccién del tipo de transformacion de dispersion.

Se emplea la transformacion de dispersién normalizada con el fin normalizar las varia-

bles de dispersion en el esquema de control. Esto se puede mostrar al obtener la norma
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de las transformaciones de dispersion estandar y normalizada y su inversa. Las normas

de T y T~! para la transformacién estandar son

V2sid<0,
1T = .
V2dsid>0.

L sid<1,
HT‘le{ Vi

\%sidzl.

Las normas de T, y T,;! para la transformacién normalizada son

1 .
TESId<1,
T =T, =4 1sid=1,

Vdsid>1.

Como se puede observar las normas para la T;, y T, ! son iguales, lo cual permite que
las variables de dispersién sean iguales.

Ahora bien, centraremos nuestra atencion en las senales que se envian a través del canal
de comunicacién, las variables de dispersién sg v s;, que dependen de las variables de
entrada pg, s, y v1, s; respectivamente. Para la transformacién estdndar las senales

s¢ v sy siguen de (3.5) y (3.1) respectivamente

s¢ = W <50> W0:(2 —1),
0

s o= W <“i> Wy = (—Qd 1) . (3.17)
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Y para la transformacion de dispersion normalizada las senales sarn y sp, siguen de

(3.14) y (3.15) respectivamente

sgnzwon<i’““), Won:( 5—1),
0
T W1H<Ui>, W1n<_\/ﬁ 1). (3.18)

Una comparacion de las senales (3.17) y (3.18) en magnitud se puede realizar en funcién
de la norma de los vectores correspondientes, los resultados obtenidos son los siguientes:

Las normas de Wy y Wy estan dadas como

2
Woll =v5 ¥ [[Wo,ll=y/5+1,

Y las normas de Wy y W7, son las siguientes
Will = V4 +1 y [[W, | =v2d+1,

Es facil observar los siguientes resultados:

1 .Sid> 0.5, se satisface |[Wy|| > [|[Wo, || v Wil > [[Wh,]], de (3.17) y (3.18) sigue
que las variables de dispersién s5 > s v s > s7 .

2 . Sid = 0.5, se satisface [|Wy|| = ||[Wo, || v [[Wil| = [|[Wy, ], de (3.17) y (3.18) sigue

que las variables de dispersién s3 = s v s = s7 .

3 . Sid < 0.5, se satisface |[Wo| < [[Wo, || v [[Wi]| < [[Wh, ||, de (3.17) y (3.18) sigue

: : i of « of v oF « oF
que las variables de dispersion sy < s5 y s{ < s7 .

Simulando el sistema en lazo cerrado de la Fig. 3.1 en MATLAB Simulink para las
ganancias de la ley de control k, = 0.1 y k; = 0.1 se comprueban los resultados

anteriores.

En la Fig. 3.2 se observa que la eleccién de la transformacion de dispersién normalizada

permite tener variables de dispersién de menor magnitud con respecto a las variables
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de dispersién de la transformacion estandar para un valor de la impedancia virtual

d > 0.5, esto es que sg > sarn y s > sfn.

T
— Transformacién estandar
— Transformacién normalizadal

—Transformacién estandar a‘
0| — Transformacién normalizad

% 5 - 10 -0
Tiempo (s)

10
Tiempo (s)

(a) Variables de dispersién 53 y sarn. (b) Variables de dispersién sy y s .

FIGURA 3.2: Variables de dispersién para d = 1: (a) s{, SE");L y (b) 51, sy, -

En la Fig. 3.3 se observa que las variables de dispersién son iguales, esto es si = sg{n y

&=
si = si , para la eleccién de la transformacién de dispersién normalizada y la trans-

formacion estandar para un valor de la impedancia virtual d = 0.5.

35 T T

T
— Transformacion estandar
—Transformacién normalizadaj

— Transformacion estandar
— Transformacién normalizadaj

Sefal s

10 10
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Variables de dispersién sa' y sa'”. (b) Variables de dispersién sy y s .

FIGURA 3.3: Variables de dispersion para d = 0.5: (a) si, 55 y (b) s7, s

Y en la Fig. 3.4 se observa que la eleccién de la transformacién de dispersion nor-
malizada permite tener variables de dispersion de mayor magnitud con respecto a las
variables de dispersion de la transformacion estandar para un valor de la impedancia

virtual d < 0.5, esto es que s5 < sy s7 < s .
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20, - . = 15, . . =
— Transformacion estandar — Transformacion estandar
— Transformacién normalizadal 10 — Transformacién normalizad

~+
Sefial Sy
Sefial s

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Variables de dispersién sg y sgn. (b) Variables de dispersién s; y s .

FIGURA 3.4: Variables de dispersion para d = 0.2: (a) si, 55y (b) s7, s
Los resultados anteriores nos permite tener una idea clara de la magnitud de las varia-
bles de dispersién en el canal de comunicacion en relacién a la eleccién de la impedancia

virtual.

3.3. Impedancia virtual d constante

Como se observa en la Subseccion 3.2.2 los resultados de un analisis en el dominio de
la frecuencia no se ven afectados por una eleccién en particular de la transformacién de
dispersiéon. Como un primer caso, en esta secciéon se analiza la situaciéon més sencilla,
una impedancia virtual d constante, se realiza un andlisis a partir del método de D-
particién de Neimark [31], [32] sobre el cuasipolinomio transformado (3.11) de la funcién

de transferencia (3.9).

3.3.1. Fronteras de o-estabilidad

De acuerdo al método de D-particion obtenemos la primer frontera sustituyendo s = 0
en (3.11), esto es, p (0, k;, ky, d) = po, = 0. Simplificando obtenemos una ecuacién para
k; en funcién de k,

o(d((a—0)—e" (B+0))+k,((a—0)+e"(B+0)))

ki (ky) = ot (31 0) . (3.19)
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La segunda frontera se obtiene sustituyendo s = jw y e "%~ = ¢ (cos (hw) — j sin (hw))

en (3.11), de esta manera obtenemos
Po (](U, k:pa kia d) = _p20w2 + jwpla + Po, = 07
donde

po, = d+ky,+e" (d—k,) (cos(hw) — jsin (hw)),
p, = (@—20)(d+k,)+E

—e"(cos (hw) — jsin (hw) ) ((B + 20) (d — k) + k;),
p, = —(a—0)(o(d+k,)—k)

+e" (cos (hw) — jsin (hw) ) (B + o) (o (d — k) + ki).

Separando la parte real e imaginaria de este cuasipolinomio, obtenemos el siguiente par

de ecuaciones

R (s (Jw, kp, ki, d)) =

(0° — a0 — w* + €" (W* — Bo — 0?) cos (hw) + we" (B + 20) sin (hw)) k,

+ (a — 0 — we" sin (hw) + € (B + 7) cos (hw)) k;

+d (0% — ac —w® + €' (Bo + 0 — w?) cos (hw) — we" sin (hw) (8 + 20)) =0,
(3.20)

S (po (s b, ki, d)) =

(w (o = 20) + we™ (B + 20) cos (hw) + € (Bo + 0% — w?) sin (hw)) k,

+ (w — we" cos (hw) — " (B + o) sin (hw)) k;

+d (w (a — 20) — we" (B4 20) cos (hw) + " (w? — Bo — ¢*) sin (hw)) =0 .
(3.21)
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Reescribiendo en forma matricial las expresiones (3.20) y (3.21) y definiendo A =

H

e cos (hw) y B = e"? sin (hw) se obtiene

02 —aoc—w+Aw?—Po—0%)+Bw(B+20) a—0c—Bw+A(B+0)
w(a—20)+ Aw (B +20) + B(fo + 02 — w?) w—Aw — B (B +0)
— (0 —aoc —w?) — A(Bo + 0% — w?) + Bw (B + 20)
—w (a0 —20) + Aw (8 + 20) — B (w? — Bo — a?)

Resolviendo el sistema matricial para k, y k;, y definiendo I' = (beta + 0)2 +wly

—_ 2 . . . L.
= = (a — 0)” + w?, obtenemos las siguientes ecuaciones paramétricas

d (e’ Tw — Zw 4 2A(a + B)ow — 2Bo ((—a + o) (B + o) + w?))
w (2T + 2 —2B(a + B)w + 24 ((ar — 0) (8 + 0) — w?))

ky (W) = . (3.22)

_ 20(0” + &) (Ao + B)w — B((—a+0)(B+0) +?))

ki) = T 12— 280+ Plo 1 2((a—0) B 1 o) —a?) (3:23)

Donde el denominador de (3.22) y (3.23) deben ser diferentes de cero, para cada caso

particular de un valor o en el intervalo w € [0, 00).

3.3.2. Regiones de o-estabilidad

La ecuacién (3.19) y las ecuaciones parametricas (3.22), (3.23) se usan para determinar
las regiones de o-estabilidad en el espacio de pardmetros (k,, k;) € R? a partir del
método de D-particién, donde el cuasipolinomio (3.11) es estable, i.e., el cuasipolinomio
(3.10) es o-estable.

Observacion 3.3. En esta seccién se elige la impedancia virtual d = 1, debido a que es

un valor muy usado en la literatura.

Las regiones de o-estabilidad para los parametros a = 0.4, b = 50, h = 0.3 se muestran
en la Fig. 3.5.
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Corolario 3.4. La condicion de estabilidad de la Proposicion 3.1 impone la siguiente

restriccion
eho —1 el 41
<k, <

eho +1 P gho 17

Adicional a las fronteras de o-estabilidad de la ecuacion (3.19) y la ecuaciones pa-
ramétricas (3.22) y (3.23).

Esta condicion reduce la regiones de o-estabilidad en el espacio de parametros para
valores de 0 < 0 < 0.4 como se observa en la Fig. 3.6 con respecto a la Fig. 3.5, debido
a que la condicién para k, del Corolario 3.4 son un par de lineas verticales en el espacio

de pardmetros (k,, k;) € R2.

10

o e (0,0.5)
o e (051
Boc (1,15
Boe (152
Boc 249

6,
ki ce (4,7.07)
+ 6=7.07
4r
2,
0,
0 1 K 2 3 4
p

FicurA 3.5: Regiones de o-estabilidad; canal de comunicacién con retardos maés
transformacion de dispersion.

Observacion 3.5. La transformacion de dispersion introducida en el canal de comuni-
cacién con retardos permite recuperar estabilidad en todo el primer cuadrante en el
espacio de pardmetros k, y k;; que se pierde cuando existen retardos en el canal de

comunicacion sin la transformacién de dispersion. En cuanto a la o-estabilidad para un
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valor de o dado, el tamano de las regiones de la Fig. 3.5 son méas grandes que las de la
Fig. 2.3. Asi mismo, el decaimiento exponencial maximo alcanzable es ¢* = 7.07, mas
grande al obtenido en el esquema de control con canal de comunicacién con retardos
sin la transformacion de dispersién, que es de o* = 2.1418. Claramente el decaimiento
exponencial maximo alcanzable es superior al introducir la transformacion de disper-

sion.

500/ |
400! |16 (00.D)
i 6 e (0.1,0.2)
k300 6 e (0.2,0.3)
i Mo e (03,04
200" Mo >04
100/ !
oL
0 1020 30, 40 50 60 70
p

FicURA 3.6: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicaciéon con retardos mas
transformacion de dispersién, o < 0.4.

Observacion 3.6. Las regiones de o-estabilidad colapsan en un punto donde existe una
raiz triple, en s = 0, cuando la curva correspondiente a (3.22) y (3.23) intersecta en un

solo punto a la linea descrita por (3.19).
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3.3.3. Sintonizacién del maximo decaimiento exponencial o al-

canzable en lazo cerrado

Nuevamente, caracterizamos el médximo decaimiento exponencial o%!' alcanzable y las
ganancias de control correspondientes usando la Observacion 3.6. En este caso, se ob-

tiene una férmula implicita para o).

Proposicién 3.2. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control
(2.3) donde k, > 0 y k; > 0, con retardos en el canal de comunicacion hy > 0 y
hs > 0, cuando se introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control como
se muestra en la Fig. 3.1. El mdximo decaimiento alcanzable es la solucion positiva

mas grande de la funcion implicita para o

h?o* 4+ h (hf — 2ha + 2) 0® — ha (2hf3 — ha 4 6) 0° + ha (4a — 28 + haf) o

+2a (a+ B+ haB) + €' (h?o* — h (ha — 2hB + 2) 0°)

—i—eh”(—hﬁ(?hoz—h6—|—6)02—|—h5(2a—4ﬁ—hozﬂ)a—l—Zﬁ(oH—ﬁ—i—hozﬂ)) =0,
(3.24)

tal que las ganancias k, (o) y ki (o) son positivas

k(o) = d((a+ﬂ)262h"+2a(a+ﬁ+h(a—U)(J+B))eh"—(a—0)2)
i (v — 0 4 e (o + ) ’

(3.25)

_ 2do?e" (a+ B+ h(a— o) (o + B)) _

ki () (v — o+ el (0—1-5))2

(3.26)
Demostracion. Para caracterizar el maximo decaimiento exponencial ¢}, y las ganan-
cias k, y k; correspondientes a este valor o, se sabe que este maximo se alcanza en el
punto de colapso de las fronteras para s = 0y s = jw del cuasipolinomio (3.11), donde
existe una raiz triple. Para la asignacién de una raiz triple las condiciones p, () |s=o= 0,

T o () ls=o=0y 5—;190 () |s=0o= 0 para el cuasipolinomio (3.11) deben cumplirse. Esto

g% denota el maximo decaimiento exponencial alcanzable para una impedancia virtual d constante.
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implica

p(s,kp kind) |smo = —(a—o+e" (B+0))ok,+ (a—0+e" (B+0))k
—(a—o—€"(B+0))od=0, (3.27)

%p(s,kp,k:i,d) im0 = (a—20+€" ((B+0)(ho+1)+0))k,

+(1—€" (hB+ho +1)) k;
+((a=20) =" ((B+0) (ho+1)+0))d=0,

(3.28)
2
5P (8 kp ki d) iz = (2= €' ((ho + hB + 1) (ho +2) + ho))
+heh? (ho + b+ 2) k;
+ (24" ((ho+ hB+1) (ho +2)+ ho))d=0.
(3.29)
De (3.27) obtenemos k;
(a—o+e (B+0)) ok, 4 (a—0—e" (B+0))ad
ki (ky, 0) = e s . (3.30)
Sustituyendo (3.30) en (3.28) obtenemos (3.25)
k(o) = d(20 (a+ B+h(o+p)(a—0)) e + (0 + )" — (a—0)°)
T (@ =0 + e (o +5))* '
De (3.25) y (3.30) llegamos a la expresion (3.26)
2do*e" (a+ B+ h (o + B) (a — o))
ki (O') = 3 3 .
(@ =0+ et (0 +5))
Usando (3.25) y (3.26) en (3.29) y simplificando obtenemos (3.24) O

Observacion 3.7. En este caso no fue posible determinar férmulas explicitas para el

méaximo decaimiento exponencial y las ganancias de control k, y k; en funcién de
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los parametros de la planta y el retardo A como en la Subseccién 2.3.2, cuando se
tiene un canal de comunicaciéon con retardos sin la transformacién de dispersion. Sin
embargo, fue posible determinar para el maximo decaimiento exponencial una funcién
trascendental de cuarto grado y ecuaciones que dependen de o para las ganancias del
controlador PI, donde la solucién debe de satisfacer la condicién de positividad de las

tres variables o, k, y k;.

Ejemplo 3.1. A partir de la proposicion 3.2 se determina el mdzimo decaimiento ex-
ponencial oy para d = 1, usando los parametros a = 0.4 y b = 50 para la planta con
h = 0.3. La expresiones para determinar o, k, y k; obtenidas en la proposicion 3.2
se usan, donde o = bd + a = 50.4 y = bd — a = 49.6. Los resultados obtenidos se

muestran en la Tabla 5.1.

o (324) [k, (3.25) [ k; (3.26)
—56.4758 | —1 —2.9491 x 10~°
—7.0408 | —1.1978 | 2.5514

7.0707 | 1.2026 | 2.6204

57.269 | 1 —2.386 x 10°°

= WD =

TABLA 3.1: Maximo decaimiento exponencial en lazo cerrado, canal de comunicacién
con retardos méas transformacién de dispersion.

Claramente, las soluciones de (3.24) que proveen un decaimiento exponencial o pardme-
tros negativos deben ser descartadas. El punto de colapso estd dado por o) = 7.0707,
k,, = 1.2026 y ki, = 2.6204.

3.3.4. Ganancias minimas para un decaimiento exponencial o

prescrito

En este caso, también se pueden determinar las ganancias minimas del controlador Pl
para un decaimiento exponencial deseado en lazo cerrado, usando el hecho de que hay

una raiz doble del cuasipolinomio en este punto.

Proposicién 3.3. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control

(2.3) con retardos en el canal de comunicacion, cuando se introduce la transformacion
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de dispersion en el lazo de control como se muestra en la Fig. 3.1. Para un decaimien-
to o < o} deseado, las ganancias minimas k, y k; estdn dadas por (3.25) y (5.26)

respectivamente.

Demostracion. El resultado sigue de (3.27) y (3.28). O

Ejemplo 3.2. A partir de la Proposicion 3.5 determinamos las ganancias minimas k,
y ki para un valor de la impedancia virtual d = 1. Calculando las ganancias minimas

para o < 0; = 7.0707, en este caso para los valores de o de la Fig. 3.5.

o 0.5 1 1.5 2 4 7.0707
k, (3.25) || 0.1613 | 0.3262 | 0.4822 | 0.6255 | 1.0328 | 1.2026
k; (3.26) || 0.0422 | 0.1656 | 0.3601 | 0.6103 | 1.7859 | 2.6204

TABLA 3.2: Ganancias minimas para la ley de control PI, canal de comunicacién
con retardos mas transformacion de dispersion.

Para satisfacer la propiedad de pasividad k, y k; deben de ser positivas.

Como se observa en la Fig. 3.5 y en la Tabla 3.2, la introduccién de la transformacion de
dispersién permite mejorar el desempeno en el sistema en lazo cerrado, desde el punto
de vista del maximo decaimiento exponencial alcanzable. Ademas, permite ampliar la
zona de o-estabilidad, para un ¢ dado, en el espacio de parametros.

La impedancia virtual d puede ser elegida arbitrariamente, en este caso se analiza el
caso constante, en particular d = 1. En las secciones posteriores revisaremos varios
casos donde el parametro d puede ser elegido de otra manera y como la eleccién afecta

el comportamiento del sistema, en particular la o-estabilidad.

3.4. Impedancia virtual d variable

En la Seccion 3.3 para efecto de resultados graficos y numeéricos se eligié una impedancia
virtual constante d = 1, por ser un parametro muy usual en la literatura.
Ahora, analizamos como se ve afectada la o-estabilidad del sistema en lazo cerrado

cuando d es variable, esto es, d € [0, dyqz], donde dpq, es elegido de manera arbitraria
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el cual puede ser tan grande como se quiera. Asi, a partir de la ecuacién (3.19) y las
ecuaciones paramétricas (3.22), (3.23) podemos determinar las zonas de o-estabilidad
en el espacio de parametros (k,, k;, d) € R® para un o dado.

A continuacion se presenta un ejemplo para 0 = 4, donde se observa el comportamiento
de la zona de o-estabilidad en el intervalo d € [0.1225, 1].

Ejemplo 3.3. Para la funcion de transferencia (3.11) fijamos o = 4,mdzimo de-
carmiento exponencial alcanzable para d = 0.1225. Usando los resultados de la pro-
posicion 3.2 obtenemos oy, ky y ki, para d = 0.1225, como se muestra en la Ta-
bla 3.3. Donde los parametros del sistema son a = 0.4, b = 50 y la suma de retardos
h := hy + hy = 0.3.

d o (324) [ k. (3.25) | ky, (3.26)
0.1225 | 4 0.1573 | 0.2106

TABLA 3.3: Maximo decaimiento exponencial para d = 0.1225.

En la Fig. 3.7 se muestran las zonas de o-estabilidad en el plano (k,, k;) € R?, deter-
minadas a partir de la ecuacion (3.19) y las ecuaciones paramétricas (3.22) y (3.23)
para d = 0.1225, donde el valor de o)} = 4 es el mdximo decaimiento exponencial.

En el plano (ky, ki, d) € R® de la Fig. 3.7 se muestra la zona de o-estabilidad para
o = 4. Como se observa en la figura el punto inicial es d = 0.1225, conforme esté valor
aumenta el punto de colapso o}, se transforma en una zona de o-estabilidad. La zona
de o-estabilidad aumenta conforme el valor de la impedancia virtual crece, lo cual per-
mite tener intervalos mds grandes para las ganancias de control k, y k; para un mismo
decarmiento exponencial, pero un diferente valor de impedancia virtual.

Ahora, en la Tabla 3.4 se muestran las ganancias mds pequenas k, y k; de la ley de
control PI para o = 4, los resultados son generados a partir de la Proposicion 3.3 para
diferentes valores de la impedancia virtual d.

Se observa en la Tabla 3.4 que la ganancias de control k, y k; aumentan conforme el

valor de la itmpedancia virtual aumenta.
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— d
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F1GURA 3.7: Zona de estabilidad en tercera dimensién para o =4y d € [0.1225, 1].

k, (3.25) | k; (3.26)
1.99 3.5021
3.9295 | 6.922

5.8580 10.3393
7.7863 13.7556
10 | 9.7144 17.1716
100 | 96.4747 | 170.8741

CO| Oy W= DN

TABLA 3.4: Ganacias minimas para la ley de control PI para diferentes valores de
la impedancia virtual d.

Un analisis numeérico se realiza partir de la pProposicién 3.2. En la Tabla 3.5 se mues-
tran los resultados del maximo decaimiento exponencial ¢); alcanzado y las respectivas
ganancias k; y k; de la ley de control PI para diferentes valores de la impedancia
virtual d.

Se observa en la Tabla 3.5 que el méximo decaimiento exponencial ¢; estd acotado,
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d oy (3.24) k., (3.25) k;, (3.26)
2 7.5055 2.4019 5.5277
4 7.7437 4.8012 11.373
6 7.8266 7.2005 17.2255
8 7.8687 9.5998 23.08
10 | 7.8942 11.9992 28.9352
100 | 7.9873 119.97 292.46

TABLA 3.5: Maximo decaimiento exponencial para diferentes valores de d.

entonces, el maximo decaimiento exponencial alcanzable al que se puede aspirar para
un valor muy grande de la impedancia virtual es og,, ~ 7.99.
De la Tabla 3.5, observamos que existe una relacion lineal entre la impedancia virtual

d y la ganancia de control k,, la cual es d = 0.833 Fk,.

Observacion 3.8. La relacion lineal entre la impedancia virtual y la ganancia de con-
trol presente en la Tabla 3.5, puede ser interpretada como una regla de sintonizacion
para la impedancia virtual para obtener el maximo decaimiento exponencial, el cual se

aproxima a og,, ~ 7.99.

Ahora bien, podemos ver que la ganancias de control &, y k; aumentan conforme el valor
de la impedancia virtual es mas grande. Para comprobar estos resultados observamos

de manera grafica en la Fig. 3.8, para diferentes valores de o.

Podemos observar que las zonas de o-estabilidad se contraen y al final colapsan en algiin
punto, donde el maximo decaimiento exponencial para un d muy grande es o4,;, ~ 7.99,.
A partir de este punto no es posible obtener mas zonas de o-estabilidad, ni alcanzar
un mayor decaimiento exponencial o.

Como conclusién, a partir de los resultados graficos y numeéricos el elegir un valor de la
impedancia virtual grande nos permite tener zonas de o-estabilidad més grandes en el
espacio de parametros (k,, k;) € R?, no asi el médximo decaimiento exponencial, el cual
se encuentra acotado y aumenta muy poco al aumentar el valor de d. Asi, el maximo
decaimiento exponencial se alcanza cuando d — oo, lo que implica que k,, k; — oo,

esto de la relacién lineal que existe entre la impedancia virtual y la ganancia de control
k.
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FIGURA 3.8: Zona de estabilidad en tercera dimensién para diferentes valores de o.

3.5. Impedancia virtual d = ¢ k,

Como se observé en la seccién anterior, existe una relacién lineal entre la impedan-
cia virtual d y la ganancia de control k,. Ademds, para un valor muy grande de la
impedancia virtual se alcanza el maximo decaimiento exponencial. Asi, una eleccion
general de la impedancia virtual es d = (k,, donde ¢ € R*. Con la eleccién d = (k, el

cuasipolinomio caracteristico de tipo neutral (3.10) se convierte en
p (87 kpa kz) = p282 + P1s +p0, (331)

donde

p2 = ky (Cl + C2€_hs) )
P = (kz + Ciky (a + bCky) + e (Coky (@ — bCKy) — kz)) )
po = ki (a+bCk,+e " (—a+bCk,)),

y las constantes (; = (+1y (o = (—1. Si elegimos ¢ =1, i.e., d = k, el cuasipolinomio
se reduce a un cuasipolinomio de tipo retardado; éste sera analizado como un caso
particular en la Seccién 3.6. La o-estabilidad del cuasipolinomio (3.31) se determina

a partir de la estabilidad del cuasipolinomio transformado (3.32), esto es, haciendo el



Capitulo 3. Uso de la transformacion de dispersion 56

cambio de variable s — s — ¢ en el cuasipolinomio (3.31), lo que resulta en el siguiente

cuasipolinomio
Do (8, kps ki) = pa,s” + pr,s + po,. (3.32)

donde

P2, = ky (Cl + Cze_h(s_a)> ;
p, = (Gky(a+bCk, —20) + ki + e "7 (Goky (a — bChy, — 20) — k7))
po, = —(a+bCk,—0)(Gkyo—ki)—e "7 (a —bCk, — o) (Gokpo + ki) .

3.5.1. Fronteras de cg-estabilidad

A partir del método de D-particién podemos determinar las fronteras de las zonas de
o-estabilidad, la primera frontera se obtiene sustituyendo s = 0 en (3.32), que se reduce

a po (0, kp, ki) = po, = 0, entonces tenemos

G (a+ bCky, — o)+ 6h0§2 (a — bCky, — )

ki(k,) =k
(ky) = ko a+blk, —o — e (a — bk, — o)

(3.33)

La segunda frontera se obtiene sustituyendo s = jw y

e~ hiw=9) = ¢h7 (cos (hw) — jsin (hw)) en (3.32), el cuasipolinomio se reduce a

Po (](.U, kpu kl) = _wszU +jwplg — Po, -

donde

po, = ky (G + (e (cos (hw) — jsin (hw))),
P, = CGkp(a+0bCk,—20)+Fk;

+¢e" (cos (hw) — jsin (hw)) (CGoky (a — bCk, — 20) — ki)
po, = (a+bCky —0)(Gkyo — ki)

+¢e" (cos (hw) — jsin (hw)) (@ — bCk, — o) (Gokyo + ki) .
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Separando la parte real e imaginaria, tenemos las siguientes ecuaciones

R (po (jw, kp, ki) = —bCK. (G — Goe™ cos (hw) + (we sin (hw))
+ky (G (a — 20) wsin (hw) — (a0 — 0 + w?) (¢ + (e cos (hw)))
+k; (a + bCk, — 0 — €" (a — bk, — o) cos (hw) — " wsin (hw)) =0,

(3.34)
S (po (jw, kp, ki) = bCk? (Gw — (e (wcos (hw) + o sin (hw)))
+ky ((a — 20) w (G + (€™ cos (hw)) + G (a0 — 0° + w?) € sin (hw))
+k; (w — " wcos (hw) + €" (a — blk, — o) sin (hw)) =0 . (3.35)

Para obtener las soluciones k, y k; de (3.34) y (3.35), primero obtenemos k; de (3.34),

esto es

81 (a0 — 02 + w?) + 6bChkyo — Gow (a — bCk, — 20) € sin (hw)
a+ bk, — o — (a — bCk, — o) eh cos (hw) — weh? sin (hw)

ki (w, k) =k, , (3.36)

donde 6, = (Cl + (el cos (hw)) y 0 = (Cl — (€M cos (hw)).

Sustituyendo (3.36) en (3.35) y simplificando, obtenemos la ecuacién de segundo grado
b (O1w +7) Ky + 26Cw (B2 (a — 0) = n) ky + ((a = 0)* + &%) (fiw —7) =0,

donde v = 2e"? (wcos (hw) — Cosin (hw)) y n = 2e" (Co cos (hw) + wsin (hw)), 6, =
G — Ge?ho y 0y = ¢ + (e, La solucién que determina las regiones de o-estabilidad

en el espacio de parametros (k,, k;) € R? es

(n—(a—0)by)w + \/ (a —0)82)%w? + ((a — 0)* + w?) (72 — fjw?)

hp (W) = b (7 + 61w)

(3.37)

Ahora, la condicién de estabilidad de la proposicién 3.1 se resume en el siguiente coro-

lario para la eleccién particular d = (k.
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Corolario 3.9. La eleccion d = Ck, en la condicion de estabilidad de la Proposicion3.1,

se reduce a una cota para el decaimiento exponencial, esto es

1 1
(3<Eln<‘%>, con ¢ #1. (3.38)
Demostracion. La prueba sigue de sustituir d = (k, en la proposicién 3.1. ]

Observacion 3.10. Esta nueva condicion impone una cota sobre el decaimiento expo-
nencial. Es digno de resaltar que para ( = 1 esta condicion de estabilidad no es valida,
debido a que el cuasipolinomio se transforma de un cuasipolinomio de tipo neutral a

uno de tipo retardado.

A partir del método de D-particion podemos obtener las regiones en el espacio de
pardmetros (k,, k;) € R? donde el cuasipolinomio (3.32) es estable, i.e., el cuasipolino-
mio (3.31) es o-estable, usando la ecuacién (3.33) y el par de ecuaciones paramétricas

(3.36) y (3.37). El caso particular ( = 1 es analizado en la Seccién 3.6.

3.5.2. Sintonizacion del maximo decaimiento exponencial ¢ al-

canzable en lazo cerrado

Al igual que en el caso con retardos en el canal de comunicaciéon y el caso general
donde se introduce la transformaciéon de dispersion, es posible determinar el maximo
decaimiento exponencial alcanzable o2,

A continuacién se da un lema que se necesita antes de dar la proposicién correspondiente

al méximo decaimiento alcanzable.

Lema 3.1. Sea (i = min ( sujeto a
C+1—(¢C—1)e* —2e" (Cho — 1) = 0. (3.39)

Entonces se tiene que (pnim = 0.833557.

202 denota el maximo decaimiento exponencial alcanzable para un ¢ dado.
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Demostracion. La expresion (3.39) podemos escribirla como una ecuacién de ¢ en fun-

cion del producto ho, como sigue

1+ e 4+ 2eM
((0) = (3.40)

1 — e2ho — 2hgeho’

La gréfica de (3.40) para diferentes valores de h se muestra en la Fig. 3.9.

—h=0.01
1.2f —h=0.05
—h=0.1
h=0.3
11 —h=1
Ol
RN
0.8
L L L L |
0 50 100 150 200 250
o

FIGURA 3.9: Gréfica de ( (o) para diferentes valores de h.

En la Fig. 3.9 se observan dos cosas importantes. La primera, para cualquier retardo h
el minimo valor de ¢ (ho) es 0.833557, en este punto también se localiza el méximo de-
caimiento exponencial 04,,. La segunda, el maximo decaimiento exponencial alcanzable
es inversamente proporcional al retardo h. A partir de la observacién anterior deter-
minaremos el minimo de la expresién (3.40), para lo cual derivamos la ecuacién (3.40)

con respecto a o, como sigue

2he" (14 €"7) (2+ ho + €' (2 — ho))

d
o= - —0,
dO’C (o) (€2ho 4 2ehohg — 1)°

De aqui, para satisfacer la ecuacién anterior sigue

ho +2—€" (ho —2) =0, (3.41)



Capitulo 3. Uso de la transformacion de dispersion 60

donde la solucién positiva de (3.41) es 04, como funcién de h. De (3.41) despejamos

e vy tomamos la solucién positiva, esto es

h() + 2
hos sup
e P = FEE— (342)
ho_sup -2

Ahora sustituimos (3.42) en (3.40), la cual se reduce a

<_2

- I
ho gy

(3.43)

Despejando ho de (3.43) y sustituyendo en (3.42), obtenemos una funcién para deter-

minar el minimo valor de (, esto es
Cmin + 1 + (szn - 1)62/Cmm - O, (344)

de donde se verifica al resolver la ecuacién (3.44) que (i = 0.833557, y que este

resultado no depende del retardo A. O

A continuacion se propone una regla de sintonizacién para poder determinar el maximo

o alcanzable y las ganancias de control correspondientes.

Proposicion 3.4. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control PI
(2.8) donde k, > 0 y k; > 0 con retardos en el canal de comunicacion, cuando se
introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control como se muestra en la

Fig. 3.1 y se elige la impedancia virtual de la linea de transmision d = Ck,, donde

¢ € RT.
Sea
0 =0 (¢,h) = min{o|o > 0, satisface (3.39)},
! 1. [|¢C+1
A4 +
=0 ((h)= ﬁln (’m ) , con ( # 1.
Entonces

{ g St ¢ > Guin, con ¢ # 1. (3.45)

o s C<Cmin-
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Demostracion. El méximo decaimiento exponencial of ocurre cuando las ganancias k;
y k; son infinitas. En la interseccién de la ecuacion (3.33) y las ecuaciones paramétricas
(3.37) y (3.36) hay una raiz doble en s = 0; esto nos permite determinar las ganancias
minimas del controlador PI dado un valor de o. Para la asignacion de la raiz doble
las condiciones p (-) ‘5:0 =0y %p (+) ‘5:0 = 0 deben cumplirse para el cuasipolinomio
(3.32). Esto implica

Do (8, kp, ki, h) |5:0 = —bCk; (Qa — Cgeh"a) — kyo (Cl + Qgeha) (a— o)
+k; (a4 bCk, — 0 — €"(a—bCk, —0)) =0,  (3.46)

B
5P (8 kp ki h) | o = bCky (G = e (14 ho))

+ky (¢ (a —20) — (o (ho® + (2 — ah) 0 — a) ")
+k; (1—€" (1—h(a—bCk,—0))) =0. (3.47)

De (3.46) obtenemos

bC (G — Ge™) ky + (G 4 Ge™) (a— o)
a+blk, —o—e(a—blk,—0)

ki (k) = kyo (3.48)

Sustituyendo (3.48) en (3.47) llegamos a una ecuacién de tercer grado. Debido a que
buscamos soluciones para la ley de control k£, > 0 y k; > 0, la solucién k, = 0 se

descarta, asi tenemos la ecuacion de segundo grado

b2 (91 — 2¢h (h¢o — 1)) K24 2K (92 (a—a) - 2<aeh0) k

+ (a—o)? (91 +2¢M (h¢o — 1)) —0,

con 0 = (; — (e* y 0y = (1 + (2?7, donde la solucién tal que k, y k; son positivos
es

—0, (a —0 (1 + eh"))
b¢ (01 — 2eh (h¢o — 1))

V(b (a— 0) = 2006M)? — (a— 0)? (62 — 4¢® (hCo — 1))
* bC (65 — 26M (o — 1))

k, =

(3.49)
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Como sabemos el maximo decaimiento exponencial se alcanza cuando k, y k; estan en
el infinito®. Esto es, que el denominador de (3.49) es igual a cero, la ecuacién (3.39)
sigue de esta consideracién.

Ahora bien, la condicién de estabilidad del operador en diferencia del cuasipolinomio
de tipo neutral, dada por el corolario 3.9 impone una restriccion adicional sobre el
méximo decaimiento exponencial, de tal manera que la ecuacién (3.38) es vélida para
¢ < Gnin, debido a que la ecuacién (3.39) no tiene solucién para estos valores de (. Por
otro lado, para ¢ > Gnin, 0f siempre es menor a ¢ como se observa en el Ejemplo 3.4,

donde (i = 0.833557 como se muestra en el lema 3.1. O

Ejemplo 3.4. En el siguiente ejemplo determinamos el mdximo decaimiento exponen-
cial of alcanzable para la eleccion d = Cky, para diferentes valores de C.

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.6.

¢ 0.2 0.5 0.833557 | 1 2 4 7
g (3.39) || — —— | 7.9978 4.2615 | 1.7422 | 0.8422 | 0.4778
g (3.38) || 1.3516 | 3.662 | 7.9978 * 3.662 | 1.7028 | 0.9589

TABLA 3.6: Maximo decaimiento exponencial o alcanzable para d = (k,, para dife-
rentes valores de (.

Observacion 3.11. En la Tabla 3.6 se puede observar que el maximo decaimiento expo-
nencial alcanzable disminuye conforme ¢ aumenta. De esta manera cuando ( tiende a
un valor muy grande, of tiende a ser cero.

La condicion de estabilidad del Corolario 3.9, que da una cota superior para el maximo
decaimiento alcanzable dado un (, se descarta para valores mayores a (,,;, = 0.83355
debido a que el maximo decaimiento exponencial alcanzable es menor a la cota dada
por la ecuacion (3.38) del Corolario 3.9.

Para valores menores a (,;, = 0.83355 la ecuacién (3.39) no tiene solucién, por lo tanto
el decaimiento exponencial esta delimitado por la condicién de estabilidad del operador
neutral dada por la ecuacién (3.38).

La x en la Tabla 3.6, es un caso particular, debido a que el cuasipolinomio es de tipo

retardado, por lo tanto el Corolario 3.9 no aplica en este caso.

3Al elegir d = Ck, y de acuerdo a la seccién 3.4 el méximo decaimiento exponencial se alcanza
cuando d — oo esto implica las condiciones k, = oo y k; — 00
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3.5.3. (Ganancias minimas para un decaimiento exponencial o

prescrito

A continucién se proponen formulas analiticas para determinar las ganancias més pe-

quenas k, y k; para la ley de control PI.

Proposicién 3.5. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control PI
(2.8) donde k, y k; son positivos, con retardos en el canal de comunicacion hy, hy > 0,
cuando se introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control como se
muestra en la F'ig. 3.1 y se elige la impedancia virtual de la linea de transmision d = Ck,.
Para un decaimiento o deseado, las ganancias minimas k, y k; estdn dadas por (3.49)

y (3.48) respectivamente.

Demostracion. En la interseccién de las fronteras que determinan las regiones de o-
estabilidad del cuasipolinomio (3.32) se tiene una raiz doble en s = 0, entonces se
.o = 0, es decir, (3.46) y (3.47), de
donde sigue (3.49) y (3.48). O

satisface p, (s, kp, ki) |S:0 =0y %pa (s, kp, k;) ‘

3.6. Impedancia virtual d = k,, cuasipolinomio de

tipo retardado, ( =1

La eleccion particular d = (k, nos arroja un caso especial cuando ¢ = 1, lo cual resulta

en la impedancia virtual d = k,, la funcién de transferencia (3.9) se reduce a

yi(s) 20k, e~ (kys + k;)
yr(s)  2k,s% 4 (2K, (a + bk,) + ki — kie=s) s — kje=hs (a — bk,) + k; (a + bk,)
(3.50)

Como se puede observar d = k, permite que el cuasipolinomio caracteristico de tipo

neutral de la funcién de transferencia (3.9) sea reducido a uno de tipo retardado en la

funcién de transferencia (3.50), esto es

p (s, kp ki) = 2k,s”+ (2k, (a+ bk,) + k; — kie™"*) s
—kie™" (a — bky) + k; (a + k) . (3.51)
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La o-estabilidad del cuasipolinomio (3.51) es determinada a partir de la estabilidad del

cuasipolinomio transformado

Do (8, kpy ki) = 2k,s” + (2K, (bky +a —20) + Kk — e "7k,) s
+ (k; — 2k,0) (Dky +a — o) + e "=k (bky, —a+0) .
(3.52)

3.6.1. Fronteras de og-estabilidad

A partir del método de D-particién se puede determinar las fronteras de las zonas de
o-estabilidad, las fronteras son obtenidas sustituyendo ¢ = 1 en la ecuacién (3.33) y el

par de ecuaciones paramétricas (3.36) y (3.37). La frontera para s = 0 sigue de (3.33),

esto es -
+a—o
ki (k,) = 2k d . 3.53
(Fp) pabkp+a—0+eh"(bk:p—a+a) (3:53)
Las ecuaciones para la frontera s = jw siguen de (3.36) y (3.37), las cuales son
200k — 2 (0% — ao — w?) k,
ki (w, kp) = N _ , (3.54)
bk, + a — 0 + e"7 (bk, — a + o) cos (hw) — e"w sin (hw)
(1= (a—0)w+ /(0= (a—0)%? + ((a - 0)° +w?) (42 - w?)
y () = . (3.55)

b(y+w)
donde v = €’ (wcos (hw) — o sin (hw)) y n = €' (0 cos (hw) + wsin (hw)).

3.6.2. Regiones de o-estabilidad

Usando la ecuacion (3.53) y el par de ecuaciones paramétricas (3.54) y (3.55) obtenemos
las regiones en el espacio de pardmetros (k,, k;) € R? donde el cuasipolinomio de tipo
retardado (3.52) es estable, i.e., el cuasipolinomio (3.51) es o-estable. Los mapas de

o-estabilidad se muestran en las Figs. 3.10 y 3.11.
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FiGurA 3.10: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicacién retardado con trans-
formacién de dispersién, d = kp, o < 3.

La Fig. 3.10 muestra las zonas de o-estabilidad para ¢ < 3 y la Fig. 3.11 muestra
la zonas para o € [4, 02‘], de manera individual, debido a los valores grandes de las

ganancias k, y k; para ley de control cuando o — of.

Otra manera de obtener las regiones de og-estabilidad para el cuasipolinomio de tipo
retardado (3.52), se describe a continuacién: A partir de las ecuaciones (3.19) y (3.22),
(3.23) que determinan las fronteras s = 0 y s = jw respectivamente para el cuasi-
polinomio de tipo neutral (3.11), se determina la zona de c-estabilidad en el plano
tridimensional para un valor o dado, con el pardmetro d € [0, d,,q.] en el eje z, don-
de dq, se elige arbitrariamente. Trazamos un plano d = k,, que corte la zona de
o-estabilidad para el cuasipolinomio de tipo neutral. Asi, la zona que corta la regién es
la zona de o-estabilidad para el cuasipolinomio de tipo retardado (3.52) para el mismo
valor de o.

A continuacion se muestran las Fig. 3.12, 3.13 y 3.14 para los valores de 0 = 1, 2 y 4

respectivamente, tomando los parametros a, b y h ya mencionados.
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FicuraA 3.11: Mapas de o-estabilidad, canal de comunicacién retardado con trans-
formacién de dispersion, d = ky, o € [4,07].
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Zona de g-cstabilidad
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FiGurA 3.12: Regién de o-estabilidad en tercera dimension, canal de comunicacién
con retardos mas transformacion de dispersién, d = kp, o = 1.

Al realizar un andlisis en las Figs. 3.12, 3.13 y 3.14, se observa que las ganancias mini-
mas corresponden con las que se observan en el caso donde se usa el cuasipolinomio
de tipo retardado (3.51) para determinar las regiones de o-estabilidad. También, las
zonas de o-estabilidad son las mismas de las Figs. 3.10 y 3.11. De la misma manera
en las Figs. 3.12, 3.13 y 3.14, la palabra retardado indica que se trata de las zonas de
o-estabilidad para cuasipolinimio de tipo retardado (3.51) y la palabra neutral indica

que se trata de las zonas de o-estabilidad para el cuasipolinomio de tipo neutral (3.11).

Observacion 3.12. En este caso la condicién de estabilidad del Corolario 3.4 se descarta,
debido a que sdlo es cierta para un cuasipolinomio de tipo neutral. Note que el valor de
o para la eleccion particular ¢ = 1 es menor al caso con cuasipolinomio de tipo neutral

y que el maximo decaimiento exponencial o] se alcanza bajo la condicién k,, k; —
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10
Zona de o-estabilidad
(Retardado)

Zona dec g-cstabilidad
(Neutral)

FicurA 3.13: Regién de g-estabilidad en tercera dimension, canal de comunicacién
con retardos mas transformacion de dispersién, d = k,, o = 2.

oo. También, para un o dado, las ganancias de control de magnitud mas pequena

corresponden a las raices en la interseccién de las fronteras para s =0y s = jw.

3.6.3. Sintonizacion del maximo decaimiento exponencial ¢ al-

canzable en lazo cerrado

El maximo decaimiento exponencial alcanzable puede ser determinado a partir de la

proposicién 3.2, en este caso se resume en el siguiente corolario.

Corolario 3.13. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control PI
(2.3) donde k, > 0 y k; > 0, con retardos en el canal de comunicacion, cuando se
introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control como se muestra en la

Fig. 3.1 y se elige la impedancia virtual de la linea de transmision d = k,, el mdximo
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/ Zona de o-estabilidad
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FicuraA 3.14: Regién de o-estabilidad en tercera dimension, canal de comunicacién
con retardos mas transformacién de dispersién, d = kp, o = 4.

decarmiento exponencial alcanzable es la solucion positiva de la funcion implicita para

g
e (1—ho)+1=0, (3.56)

tal que las ganancias k, y k; son infinitas.

Demostracion. La prueba sigue de sustituir ( = 1 en (3.39). O

Ejemplo 3.5. El mdzimo decaimiento exponencial of para ¢ =1, esto es d =k, como

se observd en el ejemplo 5.4 es of ~ 4.2615.
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3.6.4. Ganancias minimas para un decaimiento exponencial o

prescrito

A partir de la prosiciéon 3.5 podemos determinar la ganancias minimas para la ley de

control PI. El siguiente resultado es dado.

Corolario 3.14. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control PI
(2.8) donde k, y k; son positivos, con retardos en el canal de comunicacion hy, hy > 0.
Cuando se introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control como se
muestra en la F'ig. 3.1y se elige la impedancia virtual de la linea de transmision d = k,.

Para un decaimiento o deseado, las ganancias minimas k, y k; estdn dadas por

a+bk,—o

ki(ky,) = 2k L 3.57
() pga—i-bk:p—a—eh"(a—bkp—a)7 (3:57)

_ —(a=o(i+e))

P (1 —eho (ho — 1))

\/(a —o(1+e))? —(a—0)° (1 —e* (ho — 1)2)
+ b (L= (ho — 1) . (3.58)
respectivamente.

Demostracion. La prueba sigue de sustituir ¢ =1 en (3.49) y (3.48). O

Ejemplo 3.6. En este ejemplo determinamos las ganancias minimas para el caso d =
k,, cuasipolinomio de tipo retardado (3.51) dado un valor de o. La expresiones para k,
y k; obtenidas en el Corolario 3.14 se usan.

Los resultados se muestran en la Tabla 3.7.

o 0.5 1 1.5 2 4 4.25
k, (3.58) || 0.0137 | 0.04 0.0737 | 0.12 1.9969 | 48.062
Ek; (3.57) || 0.0054 | 0.0228 | 0.0566 | 0.1157 | 3.4968 | 89.001

TABLA 3.7: Ganancias minimas para la ley de control PI, canal de comunicacién
con retardos mas transformacion de dispersién, d = k.
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El maximo decaimiento exponencial alcanzable es menor con el cuasipolinomio de tipo
retardado (3.51) cuyo valor es o¢ = 4.2615, mientras que con el cuasipolinomio de tipo
neutral (3.11) con la eleccién d = 1 se tiene oy = 7.0707. Las zonas de o-estabilidad son
méas grandes para el cuasipolinomio de tipo retardado (3.51) en comparacién con las
zonas del cuasipolinomio de tipo neutral (3.11), proporcionando un rango mas amplio

de ganancias de control k, y k; para un valor de o dado.

3.7. Conclusiones

Al introducir la transformacion de dispersién, se logran dos objetivos fundamentales:
El primero, recuperar la pasividad del sistema al emular una linea de transmision
pasiva sin perdidas, lo que ayuda a tener estabilidad en el sistema en lazo cerrado
independientemente de los retardos en el canal de comunicacién. La segunda, mejorar
el desempeno del sistema en lazo cerrado, cuantificado en términos de su o-estabilidad.
Ahora, se tiene estabilidad en todo el primer cuadrante del espacio de parametros, algo
que se perdié al tener un canal de comunicacién con retardos, también la o-estabilidad
del sistema se ve afectada de manera positiva, como se observa en la Fig. 3.5 las
zonas de o-estabilidad han aumentado de manera considerable, ademas de obtener un
decaimiento exponencial més grande comparado con el caso con canal de comunicacion
con retardos sin la transformacién de dispersion. La eleccién de d = k, para reducir
el cuasipolinomio de tipo neutral (3.11) a un cuasipolinomio de tipo retardado (3.52)
permite tener zonas de o-estabilidad mas grandes que la eleccion de una impedancia
virtual constante d = 1 en el cuasipolinomio de tipo neutral (3.11), pero el maximo
decaimiento exponencial es menor.

Fue posible determinar de manera grafica la cota superior para el méaximo decaimiento
exponencial, el cual se aproxima a o4, ~ 7.99, cabe senalar que este maximo no es
alcanzable, debido a que implica una impedancia virtual infinita, lo que conlleva a
tener ganancias de control k, y k; infinitas. Sin embargo, da una idea clara de cual es
el maximo decaimiento exponencial y en base a esto elegir uno adecuado que se pueda
llevar a la practica, el cual no involucre ganancias de control o impedancia virtual

infinitas o muy grandes.
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El hecho de usar una transformacion de dispersion normalizada no afecta el andlisis y
resultados en el dominio de la frecuencia. Al comparar la transformacion de dispersion
normalizada y estandar se observo que la magnitud de las variables de dispersion en
el canal canal de comunicacién con retardos es diferente de acuerdo al valor de la
impedancia virtual que se elija. Para d > 0.5 la magnitud de las variables de dispersion
es menor para la transformacion de dispersiéon normalizada, mientras que para d < 0.5
la magnitud de las variables de dispersion es mayor para la transformacién de dispersion
normalizada, ademas si d = 0.5 la magnitud de las variables de dispersion es igual para

las dos transformaciones.



Capitulo 4

Limite tedrico de desempeno en el
uso de la transformacion de

dispersion

4.1. Introducciéon

Como se observé en capitulo anterior, existe una cota para el maximo decaimiento
exponencial cuyo valor es oy, ~ 7.99. Este limite es tedrico debido a que implica

ganancias de control k, y k; infinitas, de esta manera el oy,, no es alcanzable.

4.2. Determinacién del o supremo en funcion de los

retardos

Las observaciones anteriores motivan la siguiente proposicion. Para determinar el de-
caimiento exponencial o,,, note que esta ecuacion (4.1) no depende de los pardmetros

de la planta a y b, sélo de la suma de retardos h.

Proposicién 4.1. Considere el sistema (2.1) en lazo cerrado con la ley de control

PI (2.83) donde k, > 0 y k; > 0, con retardos en el canal de comunicacion hy > 0
73
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y hy > 0.C cuando se introduce la transformacion de dispersion en el lazo de control

como se muestra en la Fig. 3.1, el decatmiento exponencial mdximo oy, €s

2.39936
Tuip = T (4.1)

donde h := hy + hs.

Demostracion. De la proposicién (3.4), sabemos que el maximo decaimiento exponen-
cial of para un valor ¢ particular es la solucion positiva para o de la ecuacion (3.39)

tal que k, y k; son positivas, esto es
C+1—(¢C—1)e* —2e" (Cho — 1) =0,

Del Lema 3.1 sabemos que (,,;, = 0.833557, sustituyendo este valor en (3.43), se obtiene

2

)
ho sy

Cmin =

y despejando o4y, se reduce a (4.1). Claramente, el maximo decaimiento exponencial

solo depende de los retardos. O

4.3. Conclusiones

Claramente, el decaimiento exponencial oy, es tedrico, ya que no puede ser alcanzado
en la practica debido a que se obtiene bajo la condiciéon de que las ganancias de la
ley de control estan en infinito. Es importante recordar que este resultado no depende
de los parametros de la planta, inicamente de la suma de los retardos del canal de

comunicacion.
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Resultados cuantitativos y

cualitativos

5.1. Introduccion

En este Capitulo se realiza un analisis cuantitativo y cualitativo de los esquemas de
control analizados con el fin de mostrar que la introduccién de la transformacién de
dispersién, ademas de recuperar la pasividad del sistema en lazo cerrado, permite me-
jorar el desempeno perdido por la presencia de retardos en el canal de comunicacion,

el cual se cuantifica en términos de su o-estabilidad.

5.2. Resultados cuantitativos

Un analisis numérico entre los diferentes esquemas de control analizados en los Capitu-
los 2 v 3 se muestran en la Tablas 5.1 y 5.2. Los esquemas de control analizados son

los siguientes:

» Esquema de control libre de retardos (ECLR).

» Esquema de control con retardos en el canal de comunicacion (ECRCC).

75
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= Esquema de control con retardos en el canal de comunicacion compensados

(ECRCCQ).

e Impedancia virtual d constante.

e Impedancia virtual d = Ck,.

En la Tabla 5.1 se muestra el maximo decaimiento exponencial para los esquemas de

control mencionados.

Esquemas d ¢ Maximo decaimiento Ganancias de la ley
de control exponencial alcanzable | de control P/
ECRCC — | — o* =2.1484 (2.24) ky,=29- 1072 (2.25)
ki =23-107% (2.26)
ECRCCC 100 | —— oy =T7.9873 (3.24) ky =119.97 (3.25)
(d constante) ki =292.46 (3.26)
ECRCCC 1 —— oy ="7.0707 (3.24) ky =1.2026 (3.25)
(d constante) k; =2.6204 (3.26)
ECRCCC — |1 ol =4.261548 (3.56) k:;c =00 (3.58)
(d = Cky) k;“g =00 (3.57)
ECRCCC —— 1083355 | of . =T.99786 (3.56) k;c =00 (3.58)
(d = Gninkyp) ki, = o0 (3.57)

TABLA 5.1: Maximo decaimiento alcanzable y ganancias de control para los diferentes

esquemas de control.

Como se observa, el hecho de introducir la transformacion de dispersion en el lazo

de control permite mejorar el desempeno del sistema en lazo cerrado. Para el caso d

constante se observa que si d = 0o se obtiene o0y,,, €l cual también se logra en el caso

d = Ckp cuando (i, = 0.833557 y k. — oo. Hay que hacer notar que el oy, se alcanza

para ganancias de control infinitas. El esquema de control ECLR no se toma en cuenta

debido a que tiene o-estabilidad arbitraria.

En la Tabla 5.2 se muestran las ganancias minimas tal que se alcanza un decaimiento

exponencial o dado. Como se observa en la Tabla, la introduccion de la transformacién

de dispersion permite mantener estabilidad del sistema en lazo cerrado, pero para

alcanzar una o-estabilidad arbitraria en necesario aumentar las ganancias de control
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k, y ki, teniendo precauciéon de no usar valores muy grandes debido a que se pueden

generar problemas de inestabilidad a la hora de realizar una implementacion fisica.

Esquemas d ¢ o ky k;

de control

ECLR —— | —= 1.5 | k,=52-107% (2.13) | ki =4.5-107% (2.14)
ECRCC —— | —= 1.5 | k,=268-10"% (2.25) | k; =1.92-1072 (2.26)
ECRCCC 100 | —— 1.5 | k, = 43.573 (3.25) k; = 32.237 (3.26)
(d constante)

ECRCCC 1 —— 1.5 | k, = 0.4822 (3.25) k; = 0.3601 (3.26)

(d constante)

ECRCCC —— 11 1.5 | k, = 0.0737 (3.58) k; = 0.0566 (3.57)
(d= (kp)

ECRCCC —— 1 0.83355 | 1.5 | k, =0.0619 (3.58) k; = 0.0471 (3.57)

(d — (minkp)

TABLA 5.2: Ganancias minimas para o = 1.5 para los diferentes esquemas de control.

5.3.

Resultados cualitativos

En esta seccién realizamos una comparacion cualitativa entre los esquemas de control

analizados desde el punto de vista del tamano de las zonas de o-estabilidad. En la

Tabla 5.3 se comparan las zonas de estabilidad entre los esquemas de control y como

la transformacién de dispersion permite mejorar las regiones de estabilidad.

Esquemas Estabilidad

de control

ECLR Estabilidad en todo el primer cuadrante

ECRCC La zona de estabilidad se reduce a una pequena
zona cerrada en el primer cuadrante

ECRCCC Se recupera estabilidad en todo

(d constante) | el primer cuadrante

ECRCCC Se recupera estabilidad en todo

(d = Cky) el primer cuadrante

TABLA 5.3: Estabilidad en los diferentes esquemas de control.
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En la Tabla 5.4 se muestra una analisis de o-estabilidad para las diferentes esquemas
de control y cémo la transformacién de dispersion permite mejorar las regiones de

o-estabilidad.

Esquemas o-estabilidad
de control

ECLR o-estabilidad arbitraria con regiones grandes y abiertas
ECRCC Existe una o-estabilidad méxima alcanzable

con regiones pequenas y cerradas
ECRCCC Existe una o-estabilidad maxima alcanzable con un valor de o

(d constante) | mayor al esquema ECRCC con una eleccién adecuada de la
impedancia virtual y regiones mas grandes y cerradas
ECRCCC Existe una o-estabilidad méaxima alcanzable con un valor de o
(d = Cky) mayor al esquema ECRCC con una eleccién adecuada de

¢ (€ = Gmin) v regiones méas grandes y abiertas

TABLA 5.4: o-estabilidad para los diferentes esquemas de control.

5.4. Conclusiones

Con el andlisis cuantitativo y cualitativo se concluye que con la presencia de retardos
en el canal de comunicacion, la estabilidad y o-estabilidad del sistema en lazo cerrado
se ve afectada de manera negativa. La introduccién de la transformacién de dispersion

permite recuperar la estabilidad en el primer cuadrante y mejorar la o-estabilidad.
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Conclusiones

En este trabajo se realizé un andlisis detallado de como el desempeno en un sistema
interconectado pasivo se deteriora debido a la presencia de retardos en el canal de co-
municacién, ya que el retardo no es un elemento pasivo. También se muestra como la
introduccion de la llamada transformacién de dispersion permite mejorar el desempeno
del sistema en lazo cerrado y recuperar la pasividad del sistema en lazo cerrado, todo
en el caso de un sistema escalar.

El problema se estudia en el contexto de sistemas con retardo en un marco frecuen-
cial, que muestra el papel esencial de la naturaleza del cuasipolinomio en lazo cerrado.
Ademas, se proponen formulas para el maximo decaimiento alcanzable en los esquemas
ECRC y ECRCCC (impedancia virtual constante y d = (k,), y para la sintonizacién
de las ganancias minimas cuando un decaimiento exponencial deseado es especificado
en todos los esquemas de control.

Asimismo, para el caso general se obtuvo una formula para determinar el decaimiento
exponencial og,y, el cual, proporciona una cota teérica para el maximo decaimiento
del sistema en lazo cerrado cuando la transformacién de dispersién se introduce en el
canal de comunicacién. Es importante senalar que para determinar oy,, no se necesita
conocer los parametros de la planta ya que solo depende de los retardos en el canal de
comunicacion.

Es importante mencionar que los mapas de g-estabilidad pueden sufrir algunas varia-
ciones de escala si otros pardametros a y b se eligen. Asimismo, la caracterizacién de
puntos especiales y formulas de sintonizacién referidas al maximo decaimiento expo-
nencial o alcanzable y ganancias minimas para el controlador PI son validas para todos

los parametros positivos del sistema.
De esta tesis se desprendi6 el siguiente articulo:
» Edgar Estrada, Sabine Mondié y Fernando Castanos. ‘o-estabilidad de sistemas

de control basados en pasividad con retardos en la comunicacion”. Congreso Na-

cional de Control Automatico 2013, Ensenada, B.C., México.



Apéndice A

Funciones de transferencia

A.1. Canal de comunicacion con retardos

Consideremos el sistema

T = —az + buy,
Y1 =7z,

con la ley de control PI
S = Uo,

Yo = kpuo + ki&

usando el siguiente patrén de interconexion con el canal de comunicacion con retardos

como se muestra en la Fig. 2.1

ug (t) = y1 (t — ha) — 7,
uy (t) = —yo (t —hy).

(A.3a)
(A.3b)

donde y7 es la referencia de control;, ademas, hs es el retardo que existe de la planta

hacia el controlado PI y hy el retardo que existe del controlador PI hacia la planta.

80
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Obteniendo la transformada de Laplace de (A.1), (A.2) y (A.3) generamos el siguiente

conjunto de ecuaciones

(s+a)x(s)=bu(s) , (A.4a)
yi(s) =z (s) (A.4b)
s€(s) =g (s), (A.4c)
Yo (s) = kpuo (s) + ki€ (s) (A.4d)
uo (s) = e~y (s) — 7 (s) (A.de)
uy () = —e M5y, (s) (A.4f)

Sustituyendo (A.4e) en (A.4c) y (A.4d); y (A.4f) en (A.4a), se reduce el conjunto de

ecuaciones a las siguientes cuatro

(s+a)x(s) = —be "%y (s) , (A.5a)
y1(s) =xz(s) , (A.5D)
s€ () = e "1 (s) — i (5) (A.5¢)
Yo (8) = Ky (751 (5) — 7 (5)) + ki (s) - (A.5d)

A partir de (A.5a) y (A.5b), y de (A.5¢) y (A.5d) se obtienen (A.6a) y (A.6b) respec-

tivamente, esto es

(s+a)y1 (s) = —be ™*yy (s) (A.6a)

Yo (S) _ kp (e—hgsyl (S) . yf (8)) " k‘l <e—h25y1 (3) — U (5)) . (A6b>

Ahora, sustituimos (A.6b) en (A.6a) y simplificando llegamos a la siguiente funcién de

transferencia
Y1 (s) - b(kys + k;) e—his
yi( (S) B 82 + (a/ + bkpei(h1+h2)s) S + bk"ie*(h1+h2)s :

(A7)

Tenenemos los siguientes casos
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1. Definiendo el pardmetro h como h := hy + hs la funcién de transferencia (A.7) se

reduce a (2.6)
y(s) b(kys + k;) e s
yr(s) 82+ (a+ bkye hs) s + bkehs

El cuasipolinomio caracteristico es del tipo retardado.

2. Cuando no hay retardos en el canal de comunicacién, esto es hy = hy = 0, la

funcién de transferencia (A.7) se reduce a (2.7)

U1 (S) b (k’pS + kﬁl)

yt (s) 824 (a + bky,) s + bk;

Como podemos observar (2.7) es un caso particular de (2.6), en este caso la

funcién de transferencia (A.7) tiene un polinomio caracteristico.

3. Cuando no existe retardo del controlador PI (A.2) hacia la planta (A.1), esto es

hy = 0, la funcién de transferencia (A.7) se reduce a

y1(s) _ b(kps + k;)
yr(s) s+ (a+ bkye=™%) s + bke=Ms

El cuasipolinomio caracteristico es del tipo retardado.

4. Cuando no existe retardo de la planta (A.1) hacia controlador PI (A.2), esto es

hy = 0, la funcién de transferencia (A.7) se reduce a

v (s) b(kps + k;) e s
yr(s) 82+ (a+ bkye"25) s + bkehes

El cuasipolinomio caracteristico es del tipo retardado.
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A.2. Canal de comunicacion con transformacion de

dispersion estandar

Consideremos el sistema (A.1) y la ley de control PI (A.2).

Para una linea de transmisién virtual consideremos las transformaciones (3.5) y (3.1)

Vo
So
M1
S1

)= ()
- (A ()

Donde el sistema en lazo cerrado estd interconectado bajo el patrén de intercone-

xion (3.7)

*
Uo = Vo — Yy,

Ho= —Yo, U1 =M1 Y UV1=1UY1.

Entonces tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

T = —ax + buy ,

h =,

SZUO,

Yo = kpug + ki€,
1 1

Vg = —llg — =S

SgZQMO_S(;a
ulz—dm%—sf,

sp = —2dvy + 57 .
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Usando el patrén de interconexién (3.7) el conjunto de ecuaciones (A.8) ahora estd dado

como sigue

T = —ax + buy , (A.9a)

Yy =1, (A.9b)
€=y, (A.9¢)

Yo = kpuo + ki€, (A.9d)

up +yj = —éyo - ésa : (A.9e)
se = —2yo— 5o , (A.9f)

up = —dy; + s{ (A.9g)

sy = —2dy; + si . (A.9h)

Calculando la transformada de Laplace del conjunto de ecuaciones (A.9) obtenemos

(s +a)x(s) =bui(s) (A.10a)
yi(s) =z (s), (A.10D)
s€(s) = ug (s) (A.10c)
Yo (s) = kpuo (s) + ki€ (s) (A.10d)

o () + 07 (5) = =70 (5) — 755 (5) (A10c)
sy (s) = —2y0 (s) — 55 (s) (A.10f)
uy (s) = —dyi (s) + 57 (s) , (A.10g)
s1 (s) = —2dyy (s) + 57 (s) (A.10h)
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y las transformadas de Laplace de (A.11a) y (A.11b) son

si(s) =sg (s)e™*,

sy () =1 (s)e ™,

(A.12a)
(A.12b)

entonces sustituyendo (A.12a), (A.12b) y usando la notacién sg (s) = po (s) y s7 (s) =

my (s), el conjunto (A.10) de ecuaciones ahora es

(s+a)x(s)—buy(s)=0, (A.13a)
y1(s)—x(s)=0, (A.13Db)

s€(s) —ug(s) =0, (A.13c)

Yo (8) = kpuo (s) — ki& (s) =0, (A.13d)

o (8) + 730 () + 7ma ()7 =~ (5) (A130)
po (8) + 240 (8) +my (s)e ™ =0, (A.13f)
uy (8) + dyy (s) —po (s)e™™* =0, (A.13g)
mi (s) + 2dyr (s) — posye ™ = 0. (A.13h)

Se escribe el sistema de ecuaciones (A.13) en forma matricial como se muestra a con-

tinuacién

((s+a) O —b 0 0 0 0 o [z ] [ o ]
—1 0 0 1 0 0 0 £ (s) 0
0 s 0 -1 0 0 0 0 uy (s) 0
0 —k 0 —k 0 1 0 0 up (s) 0
0 0 0 1 0 1 lehs g Y1 (s) —yt (s)
0 0 0 0 0 2 et 1 Yo (s) 0
0 0O 1 0 d 0 0 —e s my (s) 0
0 0 0 0 20 1 —elis o (s) 0
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Entonces, la funcién de transferencia para la salida y; (s) y la referencia yj (s) esta
dada como
yi(s)  2bde ™ (ks + k;)

= , A.14
yi (s) P25 4+ p15 + po ( )

donde

pr = d+ky,+e Mths (g L)),
o= alky+d) +k+e M (8 (k, —d) — k),
Po — ]{Zz (Oé + 67(h1+h2)86) .

y las constantes @ = a + bd y 8 = bd — a. En este caso el cuasipolinomio caracteristico
de la funcién de transferencia (A.14) es del tipo neutral.

Tenemos los siguientes casos

1. Definiendo el parametro h como h := h; + hy la funcién de transferencia (A.14)

se reduce a (3.9)

Y1 (S) . 2bde‘h15 (kpS + k,L)
vt (s) P25% + P15 + po

donde

pp = d+k,+e " (d—k),
P11 = a(kp+d)+ki+6_hs(ﬁ(kp_d)_ki)y
Po = l{iz (Oé + G_hsﬁ) .

2. Si la impedancia virtual es d = k,, el cuasipolinomio caracteristico se reduce a

uno del tipo retardado, esto es

yi(s) 20k, e (sk, + k;)
yr(s)  2k,s2+ (2ak, + ki — e7hsk;) s + ak; + e Mk B
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A.3. Canal de comunicacion con transformacion de

dispersién normalizada

Consideremos el sistema (A.1) y la ley de control PI (A.2).

Para una linea de transmision virtual considere las transformaciones (3.14) y (3.15)

()0 5)()
sa \/% —1 So 7
()= (2 7))
sy _\3_;171 1 st

Donde el sistema en lazo cerrado estd interconectado bajo el patrén de intercone-
xi6n (3.7)

Up =V — Yy, Ho=—Yo, Wi =f1 Y UVI=UY1.

Entonces, podemos escribir de la siguiente forma las ecuaciones

T = —ax + buy , (A.15a)
h=ua, (A.15D)

&=y, (A.15c¢)
Yo = kpuo + ki§ (A.15d)
Vo %l,uo - @SO : (A.15e)
sg = \/%ZMO -5 , (A.15f)
1 = —dvy + V2ds7 (A.15g)
s] = — 2d v+ st (A.15h)

V2d
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Usando el patrén de interconexion (3.7) la expresiones de (A.15) son como sigue

T = —axr + buy , (A.16a)
nh=x, (A 16b)
§=1up, (A.16c)
Yo = kpuo + ki§ (A.16d)
1L V2
up + Yy = —gYo Tsa : (A.16¢)
2 -
Sg = —Eyo - Sy, (A.16f)
uy = —dyy + V2ds7 | (A.16g)
_ 2d
S1 = —m?h + ST . (Alﬁh)
Calculando las transformadas de Laplace de (A.17) obtenemos
(s+a)x(s)=bu(s) , (A.17a)
yi(s) = (s) (A.17b)
s€(s) =g (s) (A.17c)
Yo (3) = kpuo (S) + sz (S) ’ (Al?d)
1 V2d
o () + 91 () = g (5) = Y%7 (s) (A17e)
2
s5(8) = ———1o (s) — 55 (s) A17f
o (5) m@/o( ) =50 (s) (A.171)
uy (s) = —dyy (s) + V2dst (s) | (A.17g)
2d
sy (s)=— s)+ st (s) . A.17h
1 (8) \/ﬁyl( ) + 51 (s) (A.17h)

Los retardos en el canal de comunicacién en el dominio de Laplace estan dados por
(A.12a) y (A.12b), entonces, sustituyendo (A.12a) y (A.12b), y usando la notacién
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sq (s) =po(s) y sy (s) = my (s), las expresiones de (A.17) ahora es
(s+a)x(s)—bui(s)=0 (A.18a)
y1(s)—x(s)=0 (A.18Db)
s€(s) —ug(s) =0 (A.18c)
Yo (s) — kpug (s) — ki€ (s) =0 (A.18d)
uo (s) + éyo (s) + @ml (5) e "2 (s) , (A.18e)
2 —hos __
po (s) + Eyo (s)+my(s)e = (A.18f)
uy () + dys (s) — V2dpy (s) e =0 (A.18g)
my (s) + 2d Y1 (s) —po (s)e™ ™5 =0. (A.18h)

Se escribe el sistema de ecuaciones (A.18) en forma matricial como se muestra a con-

tinuacién

(s +a)
-1

o O O o o o©

o = O O O o O

o O O =

e O§|w&.h—‘ - o O O

o O O O

I
<

o O O B O O O O

Entonces, la funcién de transferencia para la salida y; (s) y la referencia yj (s). Defi-

niendo h := hy + hy la funcién de transferencia resultante es igual a (3.9)

y1 (s) B 2bdehs (kps + ki)

i(s)

75)

P25 + p15s + po
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donde

po = d+k,+e " (d—k,),
po= ak,+d) +ki+e™(B(k,—d) —k),
po = ki(a+ep).

y las constantes a = a+bd y 5 = bd — a.
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