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Resumen

El estudio del problema de coloracion de aristas en gréaficas geométricas
es reciente. Una grafica geométrica es una grafica dibujada (encajada) en
el plano donde los vértices son puntos y las aristas son segmentos de recta
entre parejas de puntos. El problema de la coloracion de aristas consiste en
asignar un maximo o minimo de colores a las aristas de la gréafica, de tal for-
ma que las aristas que son disjuntas posean colores distintos. Este niimero k
de colores utilizado, se encuentra acotado por las condiciones que impone el
llamado indice de coloracién. Actualmente, los resultados existentes en la li-
teratura para coloraciones en graficas bipartitas geométricas, son escasos. En
esta tesis estudiamos algunos indices de coloracién para graficas geométricas.
Especificamente, obtenemos cotas para los indices de coloraciéon cromdtico,
acromdtico y de Grundy; en particular, nos centramos en el estudio de los dos
ultimos. Disenamos algoritmos de coloraciéon para dar cotas inferiores para
ciertas familias de gréficas, mientras que, para obtener las cotas superiores,
utilizamos procesos de conteo para ciertas familias de graficas, y buscamos
encajes que requieran pocos colores para cualquier familia. Las cotas obteni-
das son bastante justas, y en algunos casos son cerradas. Ademads, disenamos
diversas aplicaciones y experimentos computacionales, los cuales usamos co-
mo apoyo para obtener las cotas combinatorias. Asi también, implementamos
los algoritmos de coloracion propuestos.






Abstract

The problem of coloring the edges of a geometric graph, has been studied
only recently. A geometric graph is a graph drawn in the plane, such that its
vertices are distinct points and its edges are straight-line segments connec-
ting pairs of points. An edge coloring of a geometric graph is an assignment
of colors to the edges of the graph, so that no two adjacent edges have the
same color. There exist a collection of edge-coloring type problems, that is,
problems in which the question is whether it is possible to color the edges of
a given graph using k colors, and in such a way that the coloring meets some
additional requirements. These additional requirements are defined by one of
the (so called) coloring indexes. Currently, there are only few results about
edge-coloring problems for geometric graphs. In this thesis, we study some
edge-coloring problems for some families of geometric graphs. Specifically,
we give upper and lower bounds for the chromatic, achromatic and Grundy
indexes. For each one of these indexes, we designed coloring algorithms to
provide lower bounds for some families of geometric graphs. As for the upper
bounds, we used combinatorial techniques to obtain them for some families
of graphs, and we searched for geometric embeddings requiring few colors for
every family of graphs. The obtained bounds are quite tight and, in some
cases, even closed. In addition, we designed computer applications and per-
form experiments which helped us to support these combinatorial bounds.
We have also implemented the proposed coloring algorithms.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la teoria cromatica de graficas comenzdé con el conocido pro-
blema de los Cuatro Colores en 1852. Desde entonces, numerosos resultados
han consolidado esta drea de estudio. Actualmente, los conceptos estudiados
en esta area son de utilidad para resolver un gran ntimero de problemas en
diversas areas de investigacion.

En esta tesis estudiamos la Teoria Cromatica de Graficas aplicada a graficas
geométricas, en particular, a graficas bipartitas. Una grafica geométrica es
una grafica dibujada en el plano tal que sus vértices son puntos y sus aristas
son segmentos de recta que unen parejas de estos puntos. El estudio formal
de las graficas geométricas es una disciplina relativamente nueva donde abun-
dan los problemas abiertos [19]. Esta disciplina posee resultados importantes
dentro de dreas como Combinatoria, Anélisis y Diseno de Algoritmos y Vi-
sualizacién de Graficas, entre otras.

El problema de coloracién de graficas geométricas comenzo a ser estudiado
recientemente [19]. En este problema se desea conocer el nimero de colores
necesarios para colorear las aristas de una grafica. Dicho valor se encuentra
acotado por las restricciones que impone el indice de coloracion estudiado.
En esta tesis nos limitamos a estudiar coloraciones donde las aristas inciden-
tes tienen colores distintos y que, dada cualquier pareja de colores, existen al
menos dos aristas incidentes con estos colores. Segin el indice de coloraciéon
nos puede interesar que el nimero de colores sea minimo (indice cromdtico),
maximo (indice acromdtico ) o méximo y que cumpla la propiedad de Grundy
(indice de Grundy). Esta dltima propiedad serd definida més adelante.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis es determinar el niimero de colores para los indices
de coloracion cromdtico, acromdtico 'y de Grundy en graficas geométricas que
son bipartitas y completas, es decir, que los vértices tienen una etiqueta roja
o azul y cualquier vértice azul es adyacente a cualquier vértice rojo. Nuestro
interés, en particular, se encuentra en los dos ultimos indices de coloracién
mencionados. La experiencia indica que determinar de manera exacta estos
valores es complicado. Por esto deseamos, como minimo, obtener cotas para
cada uno de ellos. Es importante senalar que, en general, el estudio de colora-
cién de graficas geométricas tiene un enfoque tedrico. Una parte importante
en este trabajo es disenar algoritmos de coloracién que ayuden a obtener los
resultados esperados, y ademas hacer implementaciones de los mismos.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. En el capitulo [2| intro-
ducimos la notacién, los conceptos basicos y algunos resultados importantes
referentes a graficas geométricas y a coloraciones completas. En el capitu-
lo |3| describimos un algoritmo, mediante el cual, obtenemos el nimero exacto
de colores para el indice croméatico de graficas bipartitas convexas. En el
capitulo 4] obtenemos una cota superior para el indice pseudoGrundy, la cual
resulta de gran utilidad para acotar el nimero de colores de cualquier colo-
raciéon completa. También exhibimos un algoritmo para acotar inferiormente
el indice acromatico en graficas alternantes. En el capitulo |5 obtenemos, a
través de un algoritmo, el nimero de colores para los indices acromatico y
de Grundy simultdneamente, esto para graficas que son convexas separables.
También explicamos un algoritmo para la cota inferior del indice de Grundy
en graficas alternantes, asi como algunos procesos de conteo tutiles para ob-
tener cotas superiores. En el capitulo [0] presentamos los experimentos por
computadora, asi como las aplicaciones desarrolladas que fueron ttiles para
obtener los resultados. Finalmente exponemos nuestras conclusiones y posible
trabajo futuro en el capitulo



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo definimos los conceptos utilizados a lo largo de este tra-
bajo. Comenzamos con algunas definiciones y resultados clasicos referentes
a graficas y a graficas geométricas. Posteriormente nos centramos en los te-
mas esenciales de esta tesis, los cuales son gréficas bipartitas geométricas y
coloraciones completas, enfatizando los indices de coloracién a estudiar. Fi-
nalmente exponemos algunos articulos relacionados y posicionamos nuestra
investigacion a través del estado del arte.

2.1. Graficas

En esta seccion nos centramos en los conceptos referentes a graficas abs-
tractas. Estas definiciones se encuentran principalmente en [5] y [8].

Una grafica (o grafo) es una pareja de conjuntos G = (V, E) donde V # @
y E ¢V xV. Al conjunto V se le denomina el conjunto de vértices y
al conjunto E se le denomina el conjunto de aristas de la grafica. Nos
referimos a V' como V(G) y a E como E(G). Denotaremos a las aristas
(u,v) € E(G) como (u,v) = uv cuando necesitemos especificar sus inciden-
cias, o como (u,v) = e en otro caso.

El grado de un vértice v en la grafica G es el nimero de vértices adyacentes
a v; es decir, el niumero de aristas de GG incidentes con v. A este valor lo
denotamos como gr(v). El siguiente teorema demuestra una propiedad bésica
para cualquier grafica G.



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

Teorema 2.1.1. Sea G una grifica con |E(G)| = m para algin m € Z*,

entonces
> gr(v) =2m.
veV

Demostracion. Al sumar gr(v) para todos los vértices, cada arista de G es
contada dos veces, una vez por cada uno de sus vértices. ]

Una grafica G es completa si para cualesquiera vy, v9 € V(G), se tiene que
wv € E(G). Es decir, si para cualesquiera dos vértices en G existe una arista
de la grafica que los conecta. Si G es completa y [V(G)| = n la denotaremos
como K. La figura muestra la grafica completa con cinco vértices, K.

Figura 2.1: K.

Sean u y v dos vértices de una gréafica G. Un camino P de v a v en GG es una
secuencia de vértices en G de la forma P = {u = x1,29,23,... 25,0 = Tpy1},
tales que vértices consecutivos en P son adyacentes en GG. Un ciclo C' es un
camino P con u = v, k > 2, tal que los vértices intermedios x; para 2 <i < k
son distintos. Si k es impar diremos que C' es un ciclo impar, en otro caso
diremos que C' es un ciclo par. Una grafica G es conexa si para cualesquiera
u,v € V(G), existe un camino P de u a v en G.

Decimos que una gréafica G es bipartita si existen un par de conjuntos dis-
juntos U y W tales que V(G) = U u W, y donde cada arista de G conecta
un vértice de U con un vértice de W. El siguiente teorema muestra una
caracterizacion para este tipo de graficas. Debido a que la demostracion uti-
liza conceptos que no son requeridos en esta tesis, inicamente mostramos un
bosquejo la misma. La prueba detallada del teorema puede verse en [§].

Teorema 2.1.2. Una grdfica G es bipartita si y solo si G no contiene ningun
ciclo impar.

Bosquejo. Supongamos primero que G es bipartita, entonces V(G) = UuW.
Sea C' = {x1, 2, ... 1,21} un ciclo cualquiera en G. Supongamos que x; € U.
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2.2. GRAFICAS GEOMETRICAS

Entonces, como G es bipartita, tenemos que x5 € W, x3 € U y asi sucesiva-
mente. De esta forma, x; € V cuando ¢ es impar, y z; € U cuando ¢ es par.
Como x7 € U, se sigue que x, € W y k es un nimero par, es decir, C' es un
ciclo par.

Supongamos ahora que GG no contiene ningun ciclo impar, la idea de la de-
mostraciéon es que, a partir de un darbol generador de la grafica GG, hacemos
una particién de V(G). Esto dependiendo de la paridad de la distancia desde
la raiz del arbol a cada vértice. Finalmente se muestra que G es bipartita
utilizando dicha particion. [ |

2.2. Graficas geométricas

En esta seccién presentamos los conceptos y resultados de graficas geométri-
cas. Para un estudio més detallado de este tipo de gréficas véase [19].

Un encaje h de una grafica G = (V, E) es una funcién inyectiva que aplica el
conjunto de vértices V' a un conjunto S c R? de puntos en el plano, y al con-
junto de aristas £ a un conjunto de curvas cuyos puntos finales pertenecen
a 5. Si las curvas de S son segmentos de recta, diremos que h es un encaje
geométrico.

Decimos que una grafica G es planar (o aplanable) si existe un encaje de G
tal que ninguno de los segmentos de recta asociados a E(G) se intersectan
(excepto, quizd, en sus extremos). Decimos que G es planar maximal si es
planar y para cualquier uv € E(G), la gréafica G con artistas F(G) u{uv} no
es aplanable.

Los teoremas y muestran propiedades fundamentales para carac-
terizar a las graficas planares: el teorema [2.2.1] es la conocida identidad de
Euler, y el teorema [2.2.2| acota el nimero de aristas para cualquier grafi-
ca planar. A continuacién se muestran bosquejos de las demostraciones de
ambos teoremas. Para una presentacion completa de estas demostraciones
véase [5].

Teorema 2.2.1 (Identidad de Euler). Sea G una grdfica planar conezxa con
[V(G)| =n, |E(G)|=m, yr regiones. Entonces

n-m+r=2.
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Bosquejo. La idea de la demostracion es reducir G a un arbol y contar su
nimero de caras, y aristas. Si G no es un arbol, removemos una arista que
pertenezca a un ciclo. Eliminar esta arista reduce » y m en 1, mientras que
n+m-—r permanece constante. Continuamos removiendo aristas de esta forma
hasta que G sea un arbol. Un arbol tiene n = m+ 1y r = 1, por lo tanto,
n—m+r =2, como lo deseamos. [

Teorema 2.2.2. Sea G una grifica planar con |V(G)|=n>4 y|E(G)| =m.
Entonces
m < 3n +6.

Bosquejo. Si G es planar maximal, entoncess cualquier region esta rodeada
por 3 aristas (las regiones son tridngulos), y cualquier arista pertenece a 2
regiones. Por lo tanto,

2m = 3r.

Si usamos el teorema [2.2.1| v sustituimos r = 22 obtenemos
3 bl

2
n—m+?m:2zm:3n—6.

Por tanto, si GG es una grafica planar que no es maximal, se tiene que
m < 3n - 6,

como lo deseamos. ]

El siguiente teorema demuestra que cualquier grafica planar puede ser dibu-
jada en el plano, con la caracteristica de que sus aristas son segmentos de
recta (un encaje geométrico) y ninguna de estas aristas se intersecta. Una
demostracién similar del teorema puede verse en [22]. Un algoritmo para
generar este tipo de encajes sin cruces se encuentra en [7].

Teorema 2.2.3 (de Fary). Sea G una grdfica planar. Entonces existe un
encage geométrico de G en el que ninguna de sus aristas se intersectan (salvo,
quizd, en sus extremos).

Bosquejo. La idea de la demostracion es la siguiente: supogamos que G es
planar maximal. En caso contrario, agregamos aristas disjuntas (es decir,
que no intersectan a ninguna otra arista de G) a la grafica hasta que sea
planar maximal. Como G es planar maximal, todas las regiones de GG deben
ser triangulos (formadas por 3 aristas), de lo contrario, podemos agregar al

6



2.2. GRAFICAS GEOMETRICAS

menos una arista disjunta, contradiciendo que G es planar maximal.

Sean a, by c los vértices de un triangulo en GG. Probaremos por induccién
sobre m que existe un encaje geométrico de G tal que el triangulo abc es
la cara exterior del encaje (figura . Si n = 3 el resultado es inmediato.
Suponemos que se cumple para 1 <7 <n. Notamos que gr(v) > 3, para todo
veV(G) con n >4 (todas las regiones son tridngulos).

b
C

Figura 2.2: Encaje que tiene a abc como cara exterior.

Notemos que, para n > 4 se tiene que gr(v) > 3, para todo v € V(G). Por
el teorema [2.2.2] la grafica G tiene 3n — 6 aristas. Definimos la deficiencia
de v € V(G) como def(v) = 6 — gr(v). Al sumar las deficiencias de todos los
vértices, y por el teorema obtenemos

Y, def(v) > (6-gr(v))

veV(G) veV(G)
= 6n- Y gr(v)
veV (@)
= 6n-2m
= 6n-2(3n-6)
= 12

Para todo v € V(G) se tiene que def(v) <3 ( gr(v) > 3). Como la suma total
es 12, existen al menos 4 vértices con deficiencia positiva. Elegimos uno de
ellos que sea diferente de a,b y ¢, llamémosle w.

Creamos la grafica G’ = G~ {w} y agregamos las aristas necesarias a G’ para
que sea planar maximal (se agregan dentro de la regién donde se encuentra
w). Por la hipétesis de induccién, G’ tiene un encaje geométrico en el cual el
triangulo abc es la cara exterior del encaje. Al remover las aristas agregadas,
nos sobra un poligono P de 5 lados como méximo (gr(w) < 5 puesto que

7



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

def(w) >0).

Por el Teorema de la Galeria de Arte [9], existe un punto interior de P,
llamémosle v, de tal forma que las aristas que van de v a los vértices de P
no cruzan ninguna arista de P. Finalmente colocamos a w en la posicion de
v. ]

Una grafica geométrica G = (S, E) de G es la imagen de un encaje geométri-
co particular de G. Nos referiremos a los puntos de S como los vértices de
G, y a los segmentos de recta que conectan a puntos en S, como las aristas
de G. Nos referimos a estos conjuntos como V(G) y E(G), respectivamente.
Llamaremos a la grafica geométrica G de G como la grafica geométrica G, y
si solo trabajamos con gréaficas geométricas, nos referiremos a ésta como la
grafica G. Sean u,v € V(G), denotaremos a los elementos de E(G) como uv
cuando sea necesario especificar sus incidencias, o como e en otro caso.

Una grafica geométrica G es completa si, para cualesquiera u,v € V(G),
con u # v, se tiene que wv € F(G). Una grafica completa con n puntos se
denota como K,,. La figura [2.3] muestra la grafica abstracta K, y dos graficas
geométricas distintas asociadas a esta grafica.

Figura 2.3: K, y dos encajes geométricos distintos.

Decimos que S c R? finito estd en posiciéon general si no hay tres puntos en
el conjunto que pertenezcan a una misma recta. Decimos que S c R? finito
estd en posicion convexa si los puntos del conjunto forman los vértices de
un poligono convexo. Nétese que cualquier conjunto de puntos en el plano
en posicion general induce de manera natural una grafica completa. La fi-
gura muestra un conjunto de puntos que no se encuentran en posicién
general, mientras que la figura muestra un conjunto de puntos que se
encuentran en posiciéon convexa.

Cuando sea necesario distinguir a una gréfica geométrica G, si V(G) estd en
posicién general, nos referiremos a esta grafica como grafica geométrica
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Figura 2.4: Puntos en posicion no general y puntos en posicién convexa.

general. De manera andloga, si V' (G) estd en posiciéon convexa, nos referire-
mos a esta grafica como grafica geométrica convexa.

Sea G una grafica geométrica, decimos que dos aristas de G son adyacentes
si sus segmentos de recta asociados se intersectan (figura|2.5a)) o tienen algin
vértice en comun (figura|2.5b]). Si dos aristas no son adyacentes diremos que

son disjuntas.
(a) (b)

Figura 2.5: Aristas adyacentes.

Definimos el ndmero de incidencias c¢r(G) de una grafica geométrica G
como el nimero de parejas de aristas adyacentes. Denotamos como cr.(G) al
numero de aristas cuyos segmentos de recta se cruzan en su interior, y por
cr,(G) al niimero de aristas que tienen algtin vértice en comun.

El siguiente teorema, extraido de [19], exhibe una cota inferior para el nimero
de incidencias por segmentos de recta de una grafica geométrica G.

Teorema 2.2.4. Sea G una grdfica geométrica con V(G) =n >3 y E(G) =m,
entonces

cre(G) 2m—3n+6.

Demostracion. Para la prueba del teorema utilizamos induccion sobre m:
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Sim < 3n +6 el resultado se cumple trivialmente. Supongamos ahora que se
cumple para 1 <x <m-1.

Por el teorema [2.2.2] una gréfica geométrica G con n vértices y més de 3n—6
aristas es aplanable. Por lo tanto, si m > 3n — 6, sabemos que G tiene al
menos un cruce. Definimos la gafica geométrica G; con V(Gy) = V(G) y
E(G) = E(G) - {d}, donde d es una arista de G que participa en, al menos,
un cruce. Por la hipodtesis de induccién obtenemos

cre(G) =1+cr (Gy) <1+[(m-1)-3n+6]=m+3n+6,

como lo deseamos. ]

2.3. Graficas bipartitas geométricas

En esta seccién definimos el tipo de graficas utilizadas en esta tesis. De
igual forma, se muestran algunos resultados fundamentales referentes al te-
ma. Para profundizar en el estudio de este tipo de graficas y, en general, de
conjuntos de puntos rojos y azules, véase [14].

Una grafica geométrica G es bipartita geométrica si existe un par de con-
juntos disjuntos R, B € R? tales que V' (G) = Ru B, donde cualquier arista de
G conecta vértices de R con vértices de B. Nos referiremos a los elementos
de R como puntos rojos y a los elementos de B como puntos azules. De
esta forma, cada arista de £/(G) une un punto rojo con un punto azul. A este
tipo de graficas geométricas las denotamos por Ky, , donde |R| =m y |B| = n.

La gréfica K, » es bipartita geométrica completa si para cualquier pareja

(r,b) € Rx B, se tiene que rb € E(Kn ). La figura muestra la gréfica Ks s
geométrica completa en posicion general.

Figura 2.6: K35 completa en posiciéon general.
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2.4. COLORACIONES COMPLETAS

A lo largo de esta tesis estudiaremos unicamente graficas bipartitas geométri-
cas completas. Esto debido a que, para este tipo de gréficas, la cantidad de
resultados es escasa para los indices de coloracion de interés.

Sea Kmn bipartita completa convexa. Decimos que K, , es alternante si
m=ny Yz e V(Ky,), sus dos vértices consecutivos z; y x, (respecto al
poligono convexo que forman los puntos de S) son de color contrario, es decir,
si x es azul, x; y x, son rojos y viceversa. Decimos que K, , es separable si
existe una recta [ que separe R de B. La figura muestra la grafica Kq 4
alternante, y la figura muestra a Ks 3 separable.

(a) (b)

Figura 2.7: Vértices de K44 alternante y Ks 3 separable.

El siguiente teorema demuestra una cota inferior para el nimero de aristas
que inciden a pares. En este caso solo se consideran las incidencias respecto
a los segmentos de recta. La demostracion puede verse en [4].

Teorema 2.3.1. Sea K, una grdfica bipartita completa, entonces existen,
al menos, \/5; aristas incidentes a pares (por aristas).

2.4. Coloraciones completas

A continuacién definimos los diferentes indices de coloracién que estudia-
mos en este trabajo.

Una coloracién de los vértices de una grafica abstracta G, usando k co-
lores, es una funcién suprayectiva f: V(G) - {1,2,...,k} que asigna a cada

vértice de G un color del conjunto {1,2,... k}.

Una coloracion de las aristas de una grafica geométrica G, usando k co-
lores, es una funcién suprayectiva h: E(G) - {1,2,...,k} que asigna a cada

11



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

arista de G un color del conjunto {1,2,... k}.

En esta tesis trabajaremos tinicamente con coloraciones de aristas. Pero, co-
mo se vera mas adelante, es posible trabajar este tipo de coloracion como
una coloracion de los vértices. Estas coloraciones tienen las siguientes pro-
piedades basicas.

Sea h : E(G) - {1,2,...,k} una coloracién de las aristas de G. Decimos
que h es propia si para cualesquiera d,e € E(G) adyacentes, se tiene que
h(d) # h(e). Es decir, cualquier pareja de aristas adyacentes posee colores
distintos. Decimos que h es completa si para cualesquiera i,j € {1,2,...,k},
existen d,e € F(G) adyacentes tales que h(d) =iy h(e) = 7. Es decir, para
cualquier pareja de colores existe, al menos, una pareja de aristas adyacentes
que tenga dichos colores.

La figura muestra una coloracién completa para dos encajes distintos de
la grafica completa de cuatro puntos.

3

3

Figura 2.8: Coloraciéon completa de dos encajes de Kj.

Sea G una grafica geométrica, el minimo entero k para el cual existe una
coloracién propia y completa de las aristas en G, se conoce como el indice
cromético de G y se denota por x1(G). El méximo entero k para el cual
existe una coloracién propia y completa de las aristas en G, se conoce como
el indice acromatico de G y se denota por a;(G).

El algoritmo de coloracion voraz se define de la siguiente forma: supon-
gamos que las aristas de una gafica geométrica G estan etiquetadas de la
forma ey, eq,...,e,, entonces

1. A la arista e se le asigna el color 1.

2. Una vez que las aristas e, es,...,e; tienen colores asignados, donde
1 <j < s, ala arista ej;; se le asigna el minimo color que no ha sido
asignado a ninguna arista adyacente a e;,; del conjunto {ey, e, ..., €;}.

12
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Cuando el algoritmo termina, a las aristas de G se les han asignado colores
de {1,2,... k} para algin k € N. Notemos que la implementacién de este
algoritmo tiene una complejidad O(|E(G)[?) (para un estudio completo de
andlisis de algoritmos, véase [0]).

Una coloracién voraz (o glotona) de las aristas de G es una coloracién c
que, dada una etiquetacién ey, es, ..., e, de E(G), utiliza el algoritmo voraz
para colorear las aristas {ej,es,...,e,}. De esta definicién observamos que
la coloracion voraz es propia y completa.

Una coloracién de G es de Grundy si cumple la llamada propiedad de
Grundy, es decir, si para cualquier pareja de colores (i,7) con i < j, cada
arista de G coloreada con color j es adyacente a una arista coloreada con
color 7. El indice de Grundy de G se define como el maximo valor k£ para
el cual existe una k-coloracién Grundy propia de G y se denota por 71(G). El
indice pseudoGrundy de G se define como el maximo valor k para el cual
existe una k-coloracién Grundy de G y se denota por w;(G).

La figura muestra una coloracién de Grundy para una grafica geométrica
de siete vértices.

Figura 2.9: Coloracién de Grundy para una grafica con |V (G)|=T7.

El siguiente lema demuestra que la coloracién voraz y la coloracién de Grundy
son equivalentes. Esto facilita el diseno de algoritmos exhaustivos y de apro-
ximacién para este indice de coloracién.

Lema 2.4.1. Sea ¢ una coloracion de G. Entonces ¢ es una coloracion de
Grundy si y solo si ¢ es una coloracion voraz.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ es una coloracion de Grundy de G
que utiliza t colores. Sea {€11,€12,. .. €1k ;€215 €2kys---sCtlyr.,Crp,} €l
conjunto etiquetado de aristas de E(G), de tal forma que primero aparecen
las kq aristas con color 1, luego las ks aristas con color 2 y asi sucesivamente

13



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

hasta las k; aristas de color t.

Demostraremos que ¢ con este ordenamiento de las aristas es una coloracién
voraz. Nétese que las primeras k; aristas son disjuntas, puesto que poseen el
mismo color (1) en la coloracién de Grundy. Por lo tanto, el algoritmo voraz
que utilice la misma etiquetacion les asignaria a estas k; aristas el mismo
color (1). En general, las k; aristas son disjuntas por poseer el mismo color
(1) en la coloracién de Grundy. Por lo tanto, el algoritmo voraz les asigna el
color 7. Esto se justifica por la definicion de coloracién de Grundy, ya que
cada una de estas aristas intersecta a aristas con los 7 — 1 colores previos,
dejando como minimo color disponible a .

De esta forma, existe una etiquetaciéon de E(G) para el cual obtenemos la
misma coloracion con el algoritmo voraz, es decir, ¢ es una coloracién voraz.

Supongamos ahora que ¢ es una coloracién voraz. Por contradiccion supone-
mos que ¢ no es Grundy. Como ¢ es propia y completa, la coloraciéon debe
fallar en la propiedad de Grundy. Es decir, existe una arista e; con color 7,
tal que no intersecta a ninguna arista con color ¢ < j. Pero si esto pasa, el
algoritmo voraz encuentra que el color ¢ estd disponible para colorear e;. Por
lo que ¢(e;) =1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢ tiene que ser una
coloracion Grundy. ]

La siguiente propiedad compara los tres indices de coloracién definidos:

Xl(G) < Tl(G) < Oél(G)

Definimos el indice acromatico geométrico o, (G) de una gréfica G' como
el maximo valor k para el cual existe una gréafica geométrica H de G tal que
aj(H) = k. De forma andloga, el indice de Grundy geométrico 7,(G) y
el indice pseudoGrundy geométrico w,(G) se definen como el méximo
valor k para el cual existe una grafica geométrica H de G tal que 1i(H) =k y
wi(H) = k, respectivamente.

Los conceptos de coloracion propia, completa e indices de coloracién se defi-
nen de manera andloga para coloraciones por vértices en gréaficas abstractas,
con la diferencia de que nos referiremos a los indices de coloraciéon como
nimeros de coloracién y omitiremos el subindice de su respectiva simbologia.
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En ocasiones, resulta de utilidad trabajar el problema de coloraciéon por aris-
tas como un problema de coloracion por vértices. La relacién entre los indices
de coloracién y los nimeros de coloracién estd dada por la grafica de inter-
seccion.

Sea G una grafica geométrica. La grafica de interseccién L(G) de G es una
grafica tal que V(L(G)) = E(G), y dados u,v € V(L(G)), la arista uv existe
si y sélo si, las aristas correspondientes en G son adyacentes. Notemos que
esta gréfica es abstracta (no geométrica).

El siguiente teorema, obtenido de [5], proporciona el valor exacto de nimero
acromatico para graficas bipartitas completas.

Teorema 2.4.2. Sea K,,, una grdfica bipartita completa, entonces
a(Kpmn) =2,
donde o denota el niumero acromdatico.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que existe alguna grafica bi-
partita completa K7, , para la cual a(K7, ) # 2. Sabemos que x(K7/,,) =2,
ya que podemos asignar un color a todos los vértices de R y otro distinto a
los vértices de B, ademas de que es imposible colorear G con 1 color por la
completitud de la grafica. Esto implica que K7, ,, > 3. Sea h una 3-coloracién
de K, ,, notemos que, para al menos dos vértices u,v con u,v € R 6 u,v € B,
se tiene que h(u) =i # j = h(v). Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que u,v € B. Como esta coloracion es propia, ningin vértice de R esta co-
loreado con color ¢ o j. Esto implica que no hay ninguna pareja de vértices
adyacentes con colores i y j. De esta forma, contradecimos que la coloracion
es propia, demostrando lo deseado. [ |

El siguiente teorema, extraido de [5], demuestra que el nimero de Grundy
7(G) de una grafica conexa G es 2.

Teorema 2.4.3. Si G es una grifica conexa con 7(G) = 2, entonces G es
bipartita completa.

Bosquejo. Puesto que 7(G) = 2 y sabemos que x(G) < 7(G), entonces x(G) =
2. Mostraremos ahora que GG no contiene ningiin camino Py como subgrdfica
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CAPITULO 2. ANTECEDENTES

inducida. Supongamos por contradiccion que si existe. Sea P = vy, vq,v3, 0y
una subgrafica inducida de GG. Consideremos la siguiente coloracién voraz

U1,V2,V4,V3,VUs5,...,Un

Esta coloracién utiliza, al menos, 3 colores (v3 es adyacente a vy y vy por
P). Por lo tanto, 7(G) > 3, contradiciendo que 7(G) = 2. Asi, G no contiene
ningiin P de tamano 4 como subgrafica inducida. Finalmente, por el teore-
ma se muestra que G es bipartita completa. Los detalles pueden verse
en [5]. m

El siguiente teorema presenta una cota superior, obtenida en [19], para el
nimero acromatico de cualquier grafica G.

Teorema 2.4.4. Si G es una grdfica con |V(G)| =n, entonces

a(G) < 1+vi+8n V21+8”

Demostracion. Supongamos que «(G) = x. Sabemos que cada pareja del con-
junto {1,...,x} de colores utilizados debe intersectarse (por ser completa).
Por tanto, n debe ser, al menos, suficiente para cubrir las posibles parejas
distintas con x colores. Es decir

lo cual es equivalente a
2?2 -2 -2n<0.

Al resolver esta ecuacién para x obtenemos

1+vV1+8n

x <
2

como deseamos. ]

Los teoremas [2.4.2, [2.4.3| y [2.4.4] muestran que, para graficas abstractas, el
problema de coloraciéon ha sido ampliamente estudiado. Se tienen valores
exactos para diversos nimeros de coloracion. Como se verd en los capitulos
posteriores, estas herramientas no son de utilidad para las coloraciones en
graficas geométricas.
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2.5. Estado del arte

El estudio de coloraciones completas en graficas geométricas bipartitas
completas es practicamente nulo. Sin embargo existen trabajos relaciona-
dos a los indices cromatico y acromatico en graficas geométricas, asi como
coloraciones completas en graficas abstractas. A continuacién mencionamos
algunos de estos articulos, los cuales resultan fundamentales para posicionar
la originalidad del trabajo de tesis.

Una referencia fundamental para el estudio de gréficas geométricas es [19].
En este trabajo, J. Pach define y formaliza los conceptos basicos del area.
Contiene una amplia gama de resultados clasicos y técnicas ttiles para tra-
bajar diversos problemas en graficas geométricas. En particular, caracteriza
las graficas geométricas que no contienen cruces por aristas. Muestra cotas
inferiores, propuestas por diversos autores, para el niimero de cruce de cual-
quier grafica geométrica. Propone cotas respecto al nimero de aristas para
encontrar un thrackle de cierto tamano. Muestra el uso de gréficas geométri-
cas como herramienta para resolver problemas geométricos y combinatorios,
entre otros.

Los autores en [I] extienden la nocién de indice pseudoacromético y acromati-
co para graficas geométricas. Su principal aportacion se muestra en el siguien-
te resultado.

Teorema 2.5.1. i) Para cualquier n + 4 y cualquier grdafica geométrica con-
vexa K, se tiene que

n2+nJ
4 )

a1(Ka) = (K, = |
ii) Para cualquier n > 18,
0,0710n% - ©(n) < 1, (K,) < 0,1781n2 + O(n).

El primer inciso determina el valor exacto para el indice acromatico pa-
ra graficas en posiciéon convexa, asi como cotas para el indice acromatico
geométrico. El segundo inciso muestra cotas para cualquier grafica geométri-
ca con n > 18, o de otra forma, para el indice acromatico geométrico para
valores grandes de n. Es importante resaltar que dicho articulo es la principal
referencia para esta tesis. Las definiciones y conceptos basicos de coloracio-
nes completas en graficas geométricas se encuentran en este trabajo. Los
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resultados obtenidos en la seccién [ para graficas alternantes utilizan ideas
y técnicas de este articulo.

En [15] los autores estudian el indice cromético para un tipo especial de grafi-
cas v(P) llamadas grdficas de visibilidad. Estas gréficas se definen en base a
un conjunto P c R2, donde los vértices son los elementos de P, y u,v € v(P)
son adyacentes si ningtin otro punto de P esta en el segmento de recta de
u a v. Entre las principales aportaciones se encuentra la cota inferior, de
complejidad super polinomial, para el nimero cromético de v(P). Algunos
resultados secundarios de interés son la caracterizacion de las gréaficas 2 y 3
coloreables, las condiciones para determinar el diametro de visibilidad y los
requisitos para la planaridad de v(P). Es importante remarcar que en este
articulo resuelven un problema geométrico aplicando una transformacion a
graficas abstractas. Aprovechando, de esta manera, la teoria clasica de colo-
racion por vértices.

En [2] los autores trabajan con dos tipos de graficas D(S) y I(S), cuyos
conjuntos de vértices consisten en todos los subconjuntos de k£ puntos en
S c R2. Dos conjuntos son adyacentes en D(.S) si sus envolturas convexas son
disjuntas, y son adyacentes en I(.S) si sus envolturas convexas se intersectan.

Obtienen, entre otros resultados, cotas para el nimero cromatico de la grafica
D(S) con valor de

n+1 [logn|

2| -1| < x(D(n)) <min(n-2,n - 5

),

y el valor exacto de x(I(n)) =n.

En [3] los autores trabajan con la coloracién por aristas para graficas abs-
tractas completas. Demuestran que, dados v > 2 entero, ¢ =27y m = (¢+1)?2,
para valores de a € {0, 1,2} se cumple lo siguiente:

¢1(Km—a) = al(Km—a) = q(m — 2&)

Donde ¢, (K,,) y a1 (K,,) representan los indices pseudoacromatico y acromati
co respectivamente. Su principal contribucién radica en mostrar la existencia,
bajo ciertas condiciones, de una familia infinita de graficas donde se cumple
la igualdad de los indices de coloracién mencionados. En el capitulo [5 de esta
tesis, mostramos una igualdad similar entre cuatro indices de coloracion.
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En [I3] los autores se centran en el anélisis de la complejidad para el problema
de determinar el nimero de grundy en graficas bipartitas. La aportacion
principal del trabajo se muestra en el siguiente teorema, el cual demuestra
que la coloracién grundy por vértices es un problema N P—completo.

Teorema 2.5.2. Es un problema N P—completo decidir si una grafica bipar-
tita G satisface que I'(G) = A(G) +1

La coloracién grundy por aristas estudiada en este trabajo resulta mas com-
plicada que la coloracion clasica. Por esta razén, sospechamos que este pro-
blema igualmente es N P—completo. Esto justifica el interés en el estudio de
este tipo de coloraciones.

R. Fabila y D. Wood en [10] mejoran la cota inferior para el niimero cromético
de un tipo especial de grafica geométrica D,,.Donde V' (D,,) son los segmentos
de recta que unen puntos de un P c R2? finito, con P en posicién general o
convexa, y las adyacencias estan dadas por las intersecciones entre dichas
rectas. Uno de sus principales aportes son las siguientes cotas.

1 1 1 1
n—\/2n+1+§SX(DH)<\/§n—§(logn)+4.

Dado un conjunto P de n puntos en posicién general en el plano, R. Fabila y
D. Wood en [11] estudiaron y determinaron cotas para el nimero cromético
de graficas geométricas Gp. En este trabajo, V(Gp) son los tridngulos deter-
minados por P, donde las adyacencias existen si dos triangulos comparten
algin punto interior. Su principal aporte es el siguiente teorema.

Teorema 2.5.3. Para cualquier conjunto P de n puntos en posicion general

en el plano
n3 27n3

ﬁ SW(GP) < X(Gp) < 520

Parte de los articulos mostrados trabaja con graficas muy particulares. El es-
tudio de la literatura referente del tema nos muestra la ausencia de resultados
para graficas bipartitas geométricas. No existen trabajos sobre coloraciones
completas para este tipo de gréaficas. Esto constituye el principal aporte y
originalidad del presente trabajo de tesis.

+0(n?).
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Capitulo 3

Indice cromatico

Sea Ky, una grafica bipartita geométrica convexa con m < n, deseamos
encontrar x1(K,,). Es decir, el minimo nimero de colores necesario para
colorear todas las aristas de la grafica. Recordemos que aristas con el mismo
color deben ser disjuntas en esta coloracion.

Trabajamos primero con graficas separables seguido de graficas alternantes.
Posteriormente obtenemos el tamano del thrackle para cada uno de estas
familias de graficas. Finalmente, con ayuda de los dos resultados anteriores,
obtenemos cotas para cualquier grafica convexa.

3.1. Definiciones

En esta seccion introducimos los conceptos de thrackle y graficas de camu-
los. Dichos conceptos son utilizados ampliamente en éste y posteriores capitu-
los. Para obtener una definicion mas general y diversas propiedades del con-
cepto de thrackle, véase [16] y [20].

Definicién 3.1.1. Sea G una gréafica geométrica, decimos que el subconjunto
T c E(G) es un thrackle[l|de G si para cualesquiera u, v € T', las aristas u y v
son adyacentes. Denotamos a T' como Tr(G). Si [T'r(G)| = x para algiin x € N
y no existe otro thrackle T'ro(G) tal que [Tre(G)| > 2, diremos que Tr(G) es
un thrackle maximal.

1La palabra thrackle fue introducida por el matemético britanico John H. Conway como
una variacion tonal de la palabra tangle, que quiere decir enredo.
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En la figura se muestra un thrackle maximal Tr(K77) alternante con
|Tr(G)| = 7. Notemos que, en general, existen distintos thrackles maximales
(en este caso, un thrackle maximal distinto es aquel formado por todas las
aristas que salen de un vértice).

O

TS,

Figura 3.1: Ejemplo de thrackle maximal para K;; alternante.

El siguiente teorema acota superiormente el tamano del thrackle de cualquier
grafica geométrica, en funcion de su cantidad de vértices. La demostracion
se puede ver en [20].

Teorema 3.1.2. Sea, G una grdfica geométrica y Tr(G) cualquier thrackle
de G. Entonces
Tr(G)[ <[V(G)].

Para trabajar de manera sencilla con gréaficas convexas, agruparemos sus
vértices en cimulos y contaremos su nimero de cimulos. Este par de con-
ceptos los definimos a continuacién.

Definicién 3.1.3. Sea K,,,, convexa. Un cimulo de K,,,, es un conjunto
Cc V (Kin.n) tal que todos los vértices de C son rojos o son azules, ademés si
veC yueV(Knpy) es un vecino de v (sobre la envoltura convexa de K,,,,)
con el mismo color que éste, entonces u € C.

Definicién 3.1.4. Sea K,,,, convexa. El nimero de ctimulos de K,, ,, se
define como .
> Ci
k= )
2

Es decir, el numero de cimulos de cualquier color.

Ahora definimos una grafica geométrica de cimulos. Esta grafica es de gran
utilidad para restringir el espacio de bisqueda del thrackle. Nos permite tra-
tar cualquier grafica bipartita convexa como una grafica bipartita alternante
convexa. En particular podremos utilizar los lemas referentes a graficas al-
ternantes.



3.1. DEFINICIONES

Definicién 3.1.5. Sean K,,, una grafica convexa completa, y S ¢ R? un
conjunto con |S| = 2k. Definimos la grafica geométrica de ctimulos Rkk
como la grafica bipartita donde V(RM) =S, cada vértice de RM representa
un cumulo de K, ,, y los cimulos vecinos en K,,,, son vértices vecinos en
Rkjk. Cada arista de Rk,k representa todas las aristas posibles de los ctimulos
asociados en K, ,,.

Notemos que esta grafica de cimulos Rkyk es completa, ya que K, , es com-
pleta, y es alternante por definiciéon. La figura muestra la gréfica K77 y
su respectiva gréafica de cimulos Ky 4.

AT

Figura 3.2: Gréfica K77 convexa y su respectiva grafica de cimulos Ky 4.

Para encontrar el thrackle de K,, ,,, nos limitamos a encontrar el thrackle en
Rk,k. Ahora debemos fijarnos en las aristas de K,,,, que tienen asociada una
arista en el thrackle de l?k,k (recordemos que cada arista de K ki Tepresenta
las aristas en K,,,, que van de los vértices de un cimulo al otro).

Podemos ver que si dos aristas se intersectan en el thrackle de la gréafica Rkﬁk,
todas las aristas entre los dos pares de cumulos en K,,, igualmente se cor-
tan. Esto puesto que cualquier recta de una pareja de cimulos separa a los
dos cimulos por completo, lo cual implica que cualquier arista entre estos
cumulos forzosamente cortard a dicha recta.

Unicamente nos resta encontrar el maximo nimero de rectas incidentes por
cada arista de Rk,k. Notemos que cada pareja de estos cimulos puede verse
como el caso bipartita separado por una recta. De esta forma, el maximo
numero de rectas que se intersectan entre un par de cimulos es b+ r — 1,
donde b es el nimero de vértices azules y r de rojos.
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3.2. Graficas convexas separables

En esta seccién estudiamos las gréficas de tipo K,,, convexas separables.
Es decir, los m puntos rojos pueden ser separados por una linea recta de
los n puntos azules. Demostremos primero la siguiente cota inferior para el
tamano del thrackle.

Lema 3.2.1. Sea K,,,, separable, entonces
T (K )| 20 +m - 1.

Demostracion. Sean a y b dos vértices vecinos de K,, ,, de colores diferentes.
Podemos construir un thrackle con la arista ab, asi todas las aristas de K, ,,
que tienen como vértice en comun a a o a b. La figura muestra este

thrackle:
\

Figura 3.3: Rectas que se cruzan todas entre si en K, ,,.

Notemos que todas las aristas con vértice en a se cruzan entre si, de igual
manera que aquellas que comparten al vértice b. Cualquier arista que tiene
en comun al vértice de a, separa al vértice b con aquellos vértices de color
contrario a b. Por lo tanto, todas estas aristas se cruzan.

De esta forma obtenemos n aristas con vértice en a mas m aristas con vértice
en b menos la arista ab duplicada, lo cual nos da el resultado deseado. [

Ahora procedemos a demostrar una cota superior para el indice cromatico
en este tipo de gréficas. Este resultado se obtuvo en colaboraciéon con C.
Matias [17], lo mismo sucede en los lemas que posean las siglas M ML (por
los autores) dentro de este capitulo.

Lema 3.2.2 (MML). Sea K,,,, separable, entonces

X1(Kpn) <n+m—1.
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Demostracion. Mostraremos un algoritmo de coloracién para K,, ,, separable
que utiliza n +m -1 colores.

Figura 3.4: Algoritmo para la coloracién del caso 2 de K, .

Primero se fija un punto, en este caso uno de los m rojos y se colorean todas
sus adyacencias, lo cual requiere de n colores (figura [3.4h). Posteriormente
se recorren los puntos de color rojo en sentido de las manecillas del reloj y
se colorean en el mismo orden. Notemos que la primer arista que se coloca
induce un nuevo color, puesto que corta el racimo de aristas del punto an-
terior. El resto de los colores para dicho vértice pueden ser completados con
los mismos colores utilizados en el vértice anterior, siguiendo el mismo orden
hasta completar todas las adyacencias del vértice en cuestion (figura [3.4p).

Este proceso se repite para cada uno de los puntos rojos restantes, obteniendo
finalmente la grafica totalmente coloreada (figura ). El procedimiento
propuesto genera n colores para el primer punto rojo y un color por los m—1
puntos restantes. Notemos que, por construccién, esta coloracion es propia y
completa. [

La implementacién para el algoritmo del lema |3.2.2] se generaliza en la sec-
cion . Sin embargo, podemos notar que, si la entrada es K,, ,,,, la comple-
jidad del algoritmo es O(nm).

Ahora, utilizamos los lemas anteriores para obtener el valor exacto del indice
cromatico.

Teorema 3.2.3. Sea K,,,,, una grdfica geométrica bipartita separable, enton-
ces
X1(Kmn) =n+m-—1.

Demostracion. Es consecuencia directa de los lemas v 13.2.2 [
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Finalmente, con ayuda de los resultados previos, obtenemos el tamano exacto
del thrackle de K,, ,, separable.

Lema 3.2.4. Sea K,,,, una grdfica geométrica bipartita separable, entonces

Tr(Kpn)| =n+m-1.

Demostracion. Se sigue del lema y del teorema [3.2.3]

3.3. Graficas alternantes

En este seccion trabajamos gréficas convexas alternantes. Comenzamos
acotando el tamano del thrackle para este tipo de graficas de la siguiente
forma:

Lema 3.3.1. Sea K,,,, alternante, entonces
Tr(Knn)| 2 n.

Demostracion. Para todo v € K,,, tenemos que deg(v) = n, por lo tanto
existen, al menos, n aristas con un vértice en comun. [

A continuaciéon mostraremos, por medio de un algoritmo de coloracién, que
podemos obtener una coloracion propia de la grafica alternante utilizando n
colores.

Lema 3.3.2 (MML). Sea K,,,, alternante, entonces

Xl(Kn,n) <n.

Demostracion. A continuacién exhibimos un algoritmo para colorear K, ,
utilizando n colores. Es importante remarcar que todas las operaciones rea-
lizadas en el algoritmo son modulo n.

Primero enumeramos los vértices respecto al orden de las manecillas del reloj.
Asi, para un vértice fijo 7, colorearemos las n aristas siguientes con el color 7:

€i-j-1,i+; Para j = 1, Lo, n
Las aristas coloreadas de esta forma se muestran en la figura |3.5]

26



3.3. GRAFICAS ALTERNANTES

— -2

. . 1_1 / 1_1
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Figura 3.5: Algoritmo para la coloracién de K, ,,.

Al repetir esta coloracién, variando el valor de ¢ para i = 1,...,n, se logran
colorear las n? aristas de la grafica K,,,, utilizando n colores.

Notemos que la coloraciéon propuesta es propia. Esto debido a que, para un
color 7, las aristas e;_j_1 ;+; son paralelas (por la posicién convexa de los vérti-
ces y la enumeracién elegida).

Como logramos obtener una coloracién que para K,,,, alternante que utiliza
n colores. Se sigue que x1(K,, ) > n, como lo deseamos. ]

El algoritmo|I] representa el algoritmo de coloracién del lema[3.3.2] De esto se
sigue que, para una grafica K, , como entrada, la complejidad del algoritmo
es O(n?). Como el nimero de aristas es n?, afirmamos que la implementacién
del algoritmo tiene la minima complejidad posible.

Ahora, al utilizar los lemas anteriores obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. Sea K,,,, alternante, entonces
X1(Kpn) = n.

Demostracion. Es consecuencia directa de los lemas v 13.3.2L [ |

Al utilizar los resultados anteriores, obtenemos el tamano exacto del thrackle
de K,,, alternante de la siguiente manera.

Lema 3.3.4. Sea K,,,, alternante, entonces
ITr(Kpn)| =n.

Demostracion. Es consecuencia del razonamiento utilizado en la demostra-

cion del lema y del teorema |3.3.3| [ |
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Algoritmo 1 Indice cromético para graficas alternantes

1: Input: graph :GeomGraph \*alternantex\.
2: Output: graph \*coloreadax\.

3: iL : Int, iR : Int, edge : GeomFEdge.

4: 'V : Int < graph.get NumV ertices();

5: t 1 Int < 0;

6: for 1=0to V do

if edge.Color = NONE then return graph;
iR «1i;

Lo« i+1:

10:  edge < graph.get Edge(iR, iL);

11:  edge.Color < t;

12:  while (iL+1)mod(V) !=iR do

13: iL « (iL4+1)mod(V);
14: iR < (iR-1)mod(V);
15: edge.Color « t;

16: end while
17 t <t + 1;
18: end for

19: return graph;
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Finalizamos esta seccién con un resultado que sera de utilidad para trabajar
el caso general.

Lema 3.3.5. Sea Tr(K,.) un thrackle maximal con n de tamarno par, en-
tonces existe al menos un vértice de K,,,, que no pertenece a ninguna arista

del thrackle.

Demostracion. Por el lema3.3.4] el tamano del thrackle es n. Suponemos que
cada vértice de la grafica aparece en al menos una arista del thrackle. Puesto
que tenemos 2n vértices y n aristas, cada vértice debe pertenecer a una tinica
arista.

Figura 3.6: Contradiccién de t > n.

Para que estas aristas formen un thrackle, debe existir al menos una arista que
divida los puntos en n—1 puntos cada color, es decir, que divida exactamente
a los puntos. Por la paridad de la gréfica, el vértice diametralmente opuesto,
que separa el conjunto de vértices en n—1 elementos de cada lado de la recta,
posee el mismo color (n es par).

Esto hace imposible encontrar dicha arista, y por tanto, existe al menos un
vértice que no pertenece a ninguna arista del thrackle. [

3.4. Graficas convexas

Sea K, convexa, donde hay m vértices azules y n vértices rojos. Mos-
traremos, a través de un algoritmo, que n +m — k es una cota superior para
el indice cromatico de K,, ,,.

Lema 3.4.1 (MML). Sea K,,,, conveza con k cimulos, entonces

X1(Kpn) <n+m—k.
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Demostracion. Utilizaremos un algoritmo, cuya idea es generar una grafica
alternante K, que contenga a la grafica K,,,, para asi poder utilizar el
teorema m Esto lo logramos agregando un vértice azul (con todas sus
posibles adyacencias) entre dos rojos que sean vecinos y viceversa, un vértice
rojo entre dos azules vecinos. La figura [3.7] ejemplifica este proceso.

Figura 3.7: Grafica alternante generada de G arbitraria.

Para facilitar los resultados expresados, diremos que la grafica K,, , tiene
r1,...,Te vértices por cada cimulo rojo, lo cual implica que Y, r; = m. De
igual forma la grafica tiene by, ..., b, vértices por cada cumulo rojo, lo cual
implica que Y.;_; b; = n.

Veamos que, para generar la gréafica alternante K, necesitamos que, por
cada cumulo (rojo o azul) con cualquier niimero b vértices, se agreguen b — 1
vértices intercalados del color contrario. De esta forma, el nimero total de
vértices de color rojo para esta grafica alternante generada es:

k
m+Yy (bi-1)=m+n-k
i=1
de igual forma para los vértices del color azul son:

k
n+y (ri-1)=n+m-k
i=1

Asi, por el caso 1, para este alternante K, con s = m +n -k, se colorea
utilizando n + m — k colores, es decir

X1(Kss)=m+n-k

Removiendo los mismos vértices que se agregaron para generar este alternan-
te, obtenemos una coloracion propia con el mismo niimero de colores para la
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gréafica original K,, ,,. De esta forma tenemos:

X1 (Kpmpn) <m+n-—k.

La conclusion se sigue. [

El algoritmo 2] muestra la implementacién realizada del algoritmo de colo-
raciéon del lema Como la grafica alternante generada tiene n +m -k
vértices y la complejidad del algoritmo (1] es cuadratica, se sigue que, para
una grafica K,, ,, convexa como entrada, la complejidad de nuestro algoritmo

es O((n+m-k)?).

Algoritmo 2 Indice cromatico para graficas convexas

Input: graph :GeomGraph \*convexax\.

Output: graph \*coloreadax\.

pointsToRemove : List Int < ExtendToAlternant( graph );
graph < Algoritmo 1] ( graph );

graph.RemovePoints( pointsToRemove );

return graph;

Para la obtencién de la cota inferior de K, ,, trabajaremos por separado los
casos donde el nimero de ctimulos k es impar o es par.

3.4.1. Numero impar de ciimulos

El siguiente lema acota el tamano del thrackle cuando el nimero de cimu-
los es impar.

Lema 3.4.2. Sea K,,,, con k cimulos impar, entonces
Tr(Kpn)| 2 +m - k.

Demostracion. Consideremos la grafica de cimulos RM. Como k es impar,
podemos obtener el thrackle maximal de tamano k£ tomando, para cada vérti-
ce, la arista correspondiente a su vértice més lejano. La figura muestra
estas aristas.

Es claro que cada cimulo aparece unicamente en una diagonal de Rk7k, y
que todos ellos aparecen en una de estas diagonales. Ademads cada una de
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Figura 3.8: Thrackle alternante por cimulos y un respectivo thrackle.

estas aristas contiene, en K,, ,,, b; + r; — 1 aristas que se cruzan a pares, para
t=1,...,k. Por lo tanto, el nimero total de aristas del thrackle en K,, ,, es:

K K K
S (bi+ri-1)=>b+Y ri-k=m+n-k.
i=1 i=1 =1

Esto nos indica que, al menos, existen n +m — k aristas que se cruzan a pares
en la grafica K,, . Es decir,

Tr(Kmn)| 2m+n -k,
para este caso. ]
Utilizando los lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.4.3. Sea K,,,, con k cimulos impar, entonces
X1(Kmn) =n+m-k.
Demostracion. Es consecuencia directa de los lemas v [3.4.2 n

Al utilizar los resultados anteriores, obtenemos el tamano exacto del thrackle
maximal de K,, ,, para este caso.

Lema 3.4.4. Sea K, ,, con k cimulos impar, entonces
Tr(Kpn)| =n+m—k.
Demostracion. Se sigue del lema y del teorema [3.4.3] [ ]
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3.4.2. Numero par de ciimulos

En el siguiente lema obtenemos el nimero de aristas del thrackle cuando
el nimero de cumulos es par. Notemos que, en este caso, influye el tamano
del cimulo més pequeno (Chin)-

Lema 3.4.5. Sea K,,,, con k cimulos par, entonces
|Tr(Kimn)| =m+n—|Cpin| - (k-1).

Demostracion. Por el lema m para la gréafica de ctimulos Rkk asociada,
sabemos que, para cualquier thrackle maximal, existe al menos un ciimulo de
vértices que no pertenece a ninguna arista. Podemos remover este ctimulo,
puesto que no afecta en nada nuestro conteo del thrackle de Rkyk. La gréfica
restante es, de hecho, una grafica bipartita que contiene k—1 cimulos. Este k
es impar, y ademads, tiene n+m — s vértices, donde s es el nimero de vértices
del cimulo extraido.

o - 6\\‘ min min :
K ® ) \—. ® .mm
O S -

|
|
o o

Figura 3.9: Maximo thrackle para el caso par.

Este caso impar ya lo resolvimos en la seccién anterior y es un valor cerrado.
Por lo tanto, sabemos que el tamano del thrackle en este caso es

Tr(Kpn)|2n+m-s—(k-1).

El resultado se maximiza cuando s tiene el menor valor posible, es decir,
cuando s = |Cyin|- Por lo tanto

|Tr(Kinn)| =n+m—|Chinl — (k-1),
dando por terminada la demostracion. [ |

Utilizando este lema obtenemos nuestra cota més estrecha para el indice
cromatico de K,, , para este caso.
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Lema 3.4.6. Sea K, ,, con k cimulos par, entonces
m+n—|Coin| — (k=1) <x1(Kppn) <m+n-—k.

Demostracién. Es consecuencia directa de los lemas v [3-4.5] n

Finalmente, al observar las cotas obtenidas para el tamano del thrackle en
ambos casos, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.7. Sea K,,,, convezra, entonces
n<|Tr(Kps)| <n+m-—1.

Demostracion. Obtenemos la cota inferior notando que deg(v) = n para cual-
quier v € K, ,,, mientras que la cota superior es consecuencia de los lemas

yB.46 u
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Capitulo 4

Indice acromatico

En este capitulo presentamos las cotas obtenidas para el indice acromati-
co en graficas bipartitas geométricas completas. Recordemos que, en el indice
acromatico, buscamos que la coloracion tenga el méaximo nimero de colores
posible, ademas de que sea propia y completa. En la seccion obtenemos
una cota superior véalida para cualquier distribucién de los vértices, con algu-
nos casos particulares para posicién convexa. Posteriormente estudiamos las
graficas alternantes, cerrando el resultado cuando el nimero de vértices es
impar y obteniendo una cota estrecha cuando es par. Finalmente obtenemos
cotas para graficas bipartitas generales. El indice acromético para graficas
separables se trabaja en el capitulo [5]

4.1. Definiciones

En esta seccién enunciamos los conceptos utilizados en el desarrollo del
algoritmo de coloracion del teorema @4.3.1l Estos conceptos fueron definidos
anteriormente en [1].

Definicién 4.1.1. Sean K,,,,, y €;; € E(K,,,,) con i,j € {1,...,n+m}. Deci-
mos que e; ; es una arista bisectora (halving edge) si en los dos semiplanos
definidos por la recta de e;;, se encuentran al menos | 22| vértices de
Ki.n- En particular, si K,,,, es alternante, debe haber n -1 vértices en cada
semiplano.

El siguiente concepto caracteriza parejas de aristas que, indirectamente, con-
tienen una arista bisectora.
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Definicién 4.1.2. Sean K, ,, y €/, €j11% € E(Kpn ) coni, j, ke {1,... ,n+m}.
Decimos que la pareja (e; ;, e;411) una pareja bisectora (halving pair) si, al
menos, una de €; j.1, €5 O €, es arista bisectora. A esta arista la llamamos
testigo (witness) de la pareja bisectora.

En la figura se muestran ejemplos de una arista bisectora y una pareja
bisectora. Notemos que, como se ve en la figura, la arista testigo puede ser una
arista no factible, solamente debe cumplir el requisito de separar el espacio
de vértices adecuadamente.

O O O
° O °
° o k
(] [ J L]
O [ ]

Figura 4.1: Ejemplos de una arista bisectora y una pareja bisectora para Kz -
convexa.

Decimos que una arista e incide con una pareja bisectora si e incide con algu-
na arista de la pareja. De manera analoga, decimos que dos parejas bisectoras
inciden si, al menos, una arista de la primer pareja incide con una arista de
la segunda pareja bisectora.

El siguiente lema demuestra que cualquier pareja de aristas bisectoras, pa-
rejas bisectoras o combinacion de éstas inciden, ya sea por vértices o por
segmentos de recta. La demostracién se puede ver en [I].

Lema 4.1.3. Sea K, ,,, entonces:

i) Cualesquiera dos aristas bisectoras inciden.

ii) Cualquier arista bisectora incide con cualquier pareja bisectora.
iii) Cualesquiera dos parejas bisectoras inciden.

Finalmente enunciamos el concepto de gréfica circulante, el cual nos sera de
gran utilidad para dividir el conjunto de aristas de manera conveniente. Esta
definicién la tomamos de [I], la cual adaptamos para gréficas bipartitas. Si
se desea una definicién més general, véase [12].
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Definicién 4.1.4. Sea K, ,, alternante donde sus vértices estdn etiquetados
en sentido horario, y sea J c {1,...,[5]}. Una grafica circulante C,(J) de
K, . es una grafica geométrica, donde el conjunto de vértices es

V(Cn(])) =V (Knn)
y el conjunto de aristas es
E(C,(J))={eije E(Kpn)|j—i=kmodn o j-i=-kmodn, kelJ}.

Una particién inmediata de K,, ,, inducida por J es

(51
E(Knn) = L:JlE(Cn({i}))-

Usaremos esta particién para desarrollar los algoritmos de los teoremas

y [p.2.1} La figura muestra la gréfica circulante Cs({3}) = Cs({[5] - 1})

de Kgg alternante. Notemos que, intuitivamente, las aristas de esta grafica
representan saltos de tamano k€ J.

Figura 4.2: Aristas de la gréfica circulante Cs({3}) de Kgg alternante.

4.2. Cota superior

En esta seccién acotamos superiormente el indice pseudoacromatico. Ob-
tenemos corolarios de este resultado para algunas familias especificas de grafi-
cas.

El siguiente teorema da una cota superior para el indice pseudoacromético
de cualquier grafica bipartita completa en posicion convexa, la cual tenga un
thrackle de tamano ¢ (véase la definicién [3.1.1)), donde n <t < n+m-1 (véase

el lema [3.4.7)).
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Teorema 4.2.1. Sea K, ,, conveza y sea Tr(K,, ) un thrackle de K, ,, con
| Tr(Kpn)| =t mdzimal, donde n<t<n+m-1. Entonces

V1(Kinn) < l

t+nmJ

donde Y1 (K, ) es el indice pseudoacromdtico de K, ,.

Demostracion. Sea C' una coloracion pseudoacromatica que usa x colores.
Puesto que el total de aristas es nm, el maximo numero posible de clases
cromaticas de cardinalidad mayor que uno en C' es nm — z. Por lo tanto
existen al menos = — (nm — ) = 2x — nm clases crométicas de tamano uno
en C'. Como el tamano del thrackle es t, el maximo nimero de estas clases
cromaticas es justamente ¢. Entonces, en el mejor caso

20 -nm = t
t+nm

2

Y, puesto que x debe ser un nimero entero, tenemos

lt+nmJ
T =
2

xr =

Veamos ahora que este valor es el minimo posible. Supongamos, por con-
tradiccion, que existe una grafica geométrica K,,, para la cual existe una

coloracién completa que utiliza [“%J + 1 colores.

Esta coloracién debe tener a lo mas nm— [”ﬂ

2
nalidad mayor que uno. Entonces, existen al menos [MJH—(nm - [“ﬂj - 1)

2 2
clases cromaticas de tamano uno, esto es:

J—l clases cromaticas de cardi-

t+ i ]
5 nm = t+2 sinym son impares,
t+1 otro caso.

Lo cual contradice la hipétesis de que [Tr(K,, )| = t con ¢ maximo. Concluye
asi la demostracion. |

Por lo demostrado en el lema [3.2.4] sabemos que si K,,,, es una grafica bi-
partita completa con un nimero k impar de cimulos, entonces |17 (K, )| =
n+m — k. Usando el teorema obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea K,, ,, convera con m <n yun k impar de cimulos. Entonces

el indice pseudoacromdtico de K, ,, es a lo mds [%’MJ
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Si la grafica bipartita es separable, entonces k = 1. Por lo tanto, obtenemos
el siguiente corolario.

Corolario 4.2.3. Sea K,,,, conveza separable. El indice pseudoacromdtico

(n+1)(m+1)J 1.

de Ky, €5 a lo mds [ 5

Notemos que, para una grafica bipartita alternante se tiene que £k = n y
m = n. Recordemos ademas que el tamano del thrackle maximal de una gréfica
alternante es n. Asi, del teorema obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.4. Sea K,,,, alternante. El indice pseudoacromdtico de K, j,

, 2
es a lo mds "5™.

4.3. Graficas alternantes

En esta seccién consideramos graficas alternantes. Demostramos que, para
este tipo de gréficas, nuestra cota para el indice acromatico es cerrada cuando
el nimero de vértices por color es impar, y damos una cota inferior para el
caso contrario.

4.3.1. Cota inferior

El siguiente teorema da una cota inferior del indice acromaético, la cual,
obtenemos al exhibir un algoritmo de coloracién. Una demostracién andloga
se hizo en [I] para grificas geométricas completas (no bipartitas).

Teorema 4.3.1. Sea K, ,, alternante. Entonces

n?+n . ,
5 S1 M es impar,
al(Kn,n) 2 n2
? otro caso.

Demostracion. A continuacién mostramos un algoritmo para colorear K, ,
con el numero de colores deseado. La idea de este algoritmo es colorear la
mayor cantidad de parejas bisectoras con colores distintos, aprovechando que,
por el lema |4.1.3] estas parejas inciden.

En cualquier caso, el algoritmo requiere que dividamos el conjunto de aristas
de K,,,, como particién de sus graficas circulantes ( el tamafio del salto de las
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aristas o el minimo nimero de vértices que separa la recta asociada ) de la
siguiente manera:

E(Kn,n) = %E(Cn({z})%
con D ={1,...,[%]}. El algoritmo comienza con t = 0 colores utilizados y lo
manejamos por casos dependiendo de la paridad de n.

- Caso impar

1. Si n es impar, utilizamos la particién de E(K,,) de la siguiente manera:

Bk, = £ (G ([31) 0 {UE (@ (5] )

iel

M\:

donde T ={1,... [ J} Como n es impar, esto es igual a:

Bk, =B (€ (5)) o U (G (i - )|
donde I ={1,...,|™]}. Vamos a colorear primero las aristas de

U E(C({i. 5 -1})),

iel’

iel

donde [" = I\{| 2 |}. Para cada {i |1 < < | |-1} definimos ¢’ = 21 —i. La
idea es colorear una arista de C,,({i}) y una arista de C,({i'}) con el mismo
color. De esta forma, realizamos la asignacién de colores a C,({i,i'}) de la
siguiente manera:

€jj+2i-1 L Yy
€j+2ij+2(i+i)-1 > b, (4~1)
t = t+1

para cada {j | 1 <j <2n}. La figura |4.3| muestra un ejemplo de estas aristas.
Notemos que la asignacién de las aristas forma una pareja bisectora, ya que
la arista €; jio(i+i)-1 = €j,j+n- Después de repetir el proceso para cada i € I' y,
como cada C,({i}) tiene 2n aristas, se sigue que, hasta el momento, hemos

utilizado ¢ = 2n(| 2 | - 1) colores.
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(i)l @ O

°
° o
o) °
° o
© j
AT i

Figura 4.3: Aristas coloreadas con color j paran=7,i=1y i =3.

2. Las siguientes clases de aristas permanecen sin colorear:

E(Co({51))) v E(Cu({i 558 = 1}))

con i = |22 |. Ahora vamos a colorear

E(Co({i "5 -i}))-

Sii# ”T” —1, entonces para colorear las 4n aristas con 2n colores utilizamos

. . ., c o _n+l
la misma asignacién que en (4.1)). Si i = %4 — 4 entonces

E(Cn ({i,%5% = i})) = B(Ca({i}))-

Por lo tanto, coloreamos las 2n aristas con n colores de la siguiente forma:

€jj+2i-1 >t Y
€j+2ijdi-1 > L, (4.2)
t = t+1

para cada {j | 1 < j < n}. Notemos que, en cualquier caso, las aristas utili-
zadas forman una pareja bisectora. De esta forma hemos utilizado, hasta el

momento, un total de ¢ = 2n| 2 | colores en cualquier caso.

3. Finalmente vamos a colorear las n aristas de

E(C.({*})-

Como estas aristas son bisectoras, se les asignan n colores distintos. De esta

forma, cuando ¢ # "T” — 4 el numero final de colores es:

t = 2n[2L]+n
= 2n(t) +n

n+n

2
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De igual manera, cuando 7 = "T“ — 4 el numero final de colores es:

t = 2n[2]+n

= 2n()
2

n-+n
2 Y

que es el mismo nimero de colores en ambos casos. Con esto concluimos que,

si n es impar, entonces

nZ+n
al(Kn,n) >

- Caso par
1. Si n es par, utilizamos la particién de F(K,,) de la siguiente manera:
B =UE(Ca({i[5]+1-1}))

1+1
2

E(Kn,n) = ZLJE(OTL ({27 % +1 _Z}))

dondeI:{l,...,[[%

|}. Como n es par, esto es igual a:

donde I = {1,...,|™2]}. Vamos a colorear primero las aristas de
B (i3 +1-11).

donde I" = I\{| %2 ]}. Para cada {i |1 <i < |™2|-1} definimos i’ = [2]+1-1.
La idea es colorear una arista de C,,({i}) y una arista de C,,({¢'}) con el mis-
mo color. De esta manera, utilizamos la asignacion de colores del caso
impar. Notemos que, hasta el momento, hemos utilizado ¢ = 2n(| 22| - 1)
colores distintos.

2. La siguiente particién de aristas permanece sin colorear:

E(Co({i 5 +1-1})).

coni=|"=2]|. Sii# §+1-1 entonces las 4n aristas se colorean con 2n colores

utilizando la asignacién (4.1)) del caso impar. Si i = § +1 -1 entonces
E(Ca({i.5 -i})) = E(Cu({3}))
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Por lo tanto, coloreamos las 2n aristas con n colores utilizando la asignacion

(4.2) del caso impar.

De esta forma, cuando ¢ # § + 1 - el ntmero final de colores es

t = 2n(|22]-1)+2n
- on[22]
— Qn(n-#Z—Q)

n2

7.
De igual manera, cuando i = § + 1 -4 el ntimero final de colores es

t = 2n([®2]-1)+n
= 2n(%E-1)+n

TL2

2

que es el mismo nimero de colores en ambos casos. Con esto concluimos que,
si n es par, entonces

2
n
al(Kn,n) > ?

La conclusion se sigue. [

El algoritmo [3, muestra la implementacién del algoritmo de coloracion del
teorema . De esto se sigue que, para una grafica K, , como entrada,
la complejidad del algoritmo es O(n?). Como el nimero de aristas es n?,
afirmamos que la implementacion del algoritmo tiene la minima complejidad
posible.

4.3.2. Cotas finales

En el siguiente teorema mostramos que, si K,, ,, alternante con n impar,
el indice acromatico tiene un valor exacto, cerrando el problema en este caso.
Cuando n es par tenemos cotas superior e inferior con una distancia de g
entre estos valores.
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Algoritmo 3 Indice acromético para graficas alternantes

Input: graph :GeomGraph \*alternantex\.
Output: graph \*coloreadax\.
V : Int < graph.getNumVertices();
n: Int < %;
t: Int < 0;
nlsOdd : Bool < (n)mod(2) ==1;
maxJump : Int;
if nIsOdd then

maxJump « floor( 2 );
else

maxJump « floor(
. end if
: tol : Int, to2 : Int, iPrima : Int;
: vPerJump : Int < V;
: for 7=1 to maxJump do

— =
— O

2

— = =
Ut = W N

16: if nlsOdd then

17: iPrima « "T” —1;

18:  else

19: iPrima « § —7+1;

20: end if

21: if i == maxJump and i == iPrima then vPerJump <« n;
22:  for j =0 to vPerJump do

23: tol < (j +2i—1)mod(V);

24: to2 « (j +2(i +iPrima) — 1)mod(V);
25: graph.Color Edge(j, tol, t);

26: graph.Color Edge((tol+1)mod(V) , to2, t);
27: t <t 4+ 1;

28:  end for

29: end for

30: if nIsOdd then

31: for j=0ton do

32: tol < (5 +n)mod(V);

33: graph.Color Edge(j, tol, t);

34: t<t+ 1

35:  end for

36: end if

37: return graph;
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Teorema 4.3.2. Sea K,,,, alternante, entonces:

i) sim es impar tenemos que

n2+n

al(Kn,n) = 9

i) sin es par tenemos que

n?+n
5

2
% <o (Kpp) <

Demostracion. Se sigue del teorema y del corolario 4.2.4]. [

4.4. Graficas generales

Notemos que, en el teorema [£.2.1] la posicién convexa se utiliza tinica-
mente para acotar el thrackle. Por esta razén, podemos utilizar dicho teorema
para acotar el indice pseudoacromatico de gréaficas en posicion general de la
siguiente manera.

Lema 4.4.1. Sea K,,,, en posicion general. Entonces

V1(Kmyn) < [

nm+n+mJ
2

Demostracion. Del teorema sabemos que |Tr(Kp,,)| < m+n, y por el
teorema la conclusién se sigue. [ |

Finalmente, en el siguiente teorema demostramos nuestra cota superior ob-
tenida para el indice acromatico geométrico.

Teorema 4.4.2. Sea K,,,, con m <n una grdfica abstracta, entonces
+1
ay(Fonn) <[22,

Demostracion. Construimos una grafica geométrica alternante K,, ,, de K, ,
(st m = n) o sub-alternante (si m < n). El nimero de cimulos de K,,,, es
m, es decir, k = m. Por lo demostrado en la seccién sabemos que, sin
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CAPITULO 4. INDICE ACROMATICO

importar la paridad de k, el tamano del thracke maximal es |T7r(K,, )| = n.
De esta forma, por el teorema tenemos que

n(m+1
(K [2]
2
En particular esta cota se cumple para el encaje con el minimo indice acromati-

co, es decir
1
aty(Km) < [%] ’

como lo deseamos. [}
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Capitulo 5

Indice de grundy

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos para el indice de
Grundy en graficas bipartitas geométricas completas. Recordemos que, en el
indice de Grundy, buscamos que la coloraciéon tenga el maximo nimero de
colores posible, ademas de que esta coloracion debe ser propia, completa y
que cada arista con color j, debe ser adyacente con al menos a una arista
de color i para todo i € {1,...,5 - 1}. En la seccién acotamos inferior-
mente este indice para graficas convexas separables, cerrando esta cota en
la seccién [5.1.2] Posteriormente , en la secién obtenemos cotas para gréaficas
alternantes. Finalizamos el capitulo con el andlisis para encontrar una cota
superior para graficas en posicion general.

5.1. Graficas convexas separables

En esta seccion trabajamos con graficas convexas separables, es decir,
que sus puntos rojos son separables (por una recta) de sus puntos azules.
Los resultados obtenidos en esta seccién son los mismos si se trabaja con el
indice acromatico.

5.1.1. Cota inferior

El siguiente teorema exhibe un algoritmo de coloracién donde buscamos
utilizar la mayor cantidad de colores, conservando que la coloracién sea propia
y de Grundy (como veremos mds adelante, el valor obtenido es el maximo
posible para este caso). Esto nos proporciona la cota inferior que buscamos.
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CAPITULO 5. INDICE DE GRUNDY

Teorema 5.1.1. Sea K, ,, convexa separable, entonces

01+])§nl+1)J-

71 (Kn) > l

Demostracion. Utilizamos un algoritmo de coloracién para obtener la cota:

La idea central de este algoritmo es, para cada color, cubrir todos los vérti-
ces utilizando a lo més dos aristas disjuntas. Al decir cubrir nos referimos a
colorear aristas de la grafica con un color 7, de tal forma que, cualquier arista
posterior que sea coloreada con un color j > ¢ forzosamente incida con alguna
de las aristas que tienen el color 7, ya sea por vértices o por interseccion de
los segmentos de recta.

Recordemos que nos referimos al conjunto de los n vértices como rojos (blan-
cos en las figuras) y al conjunto de los m vértices restantes como azules
(negros en las figuras). El algoritmo funciona de igual manera si se eligen al
revés. Sin embargo, el proceso difiere ligeramente dependiendo de la paridad
de n, razén por la cual sera dividido por casos en el ultimo paso.

1. Etiquetamos como a y b al primer y ultimo vértice de color azul, respec-
tivamente, con respecto al sentido de las manecillas del reloj (figura .
Asi también etiquetamos los vértices rojos en el mismo sentido con los valo-
res 1,2,...,n. Asignamos a una variable ¢, que indica el niimero de colores
utilizados, el valor £ =1

2. Ahora coloreamos las aristas e, 1 y ey, con los colores t y t+1 (figura|5.1)).
Las demas aristas que inciden en a o en b se colorean a pares por medio de
la funcién f(E,p) - {t+2,...,t+n} tal que:

ep; = t+1+1

€aiv1 P t+1+1

Notemos que este paso colorea 2 + 2 * (n — 1) = 2n aristas utilizando n + 1
colores.

Este proceso de coloracién es grundy puesto que cada diagonal o pareja de
aristas separa al conjunto de vértices rojos de los vértices azules, y por ser
bipartita, cualquier arista toma vértices de colores opuestos. Por lo tanto,
cualquier arista por colorear sera adyacente a alguna de estas aristas, ya sea
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2
o ° ¢
lo o)
n
. o)
° o
e, °

Figura 5.1: Primer paso para la coloracién grundy de K,, , separable.

por poseer un vértice en comun o por intersectar al segmento de recta.

3. Ahora, asignamos t =t +n+ 1 y etiquetamos como a y b a los respectivos
vecinos (del mismo color) de los vértices que tenian esta etiquetacién previa-
mente (figura . Repetimos el paso 2 con estos nuevos vértices a y b. Este
proceso se repetira [’”T_IJ veces. Es decir, hasta que falten uno o dos vértices
por asignar, dependiendo de la paridad de m.

Con esto tendremos coloreadas 2n [mT_lj aristas utilizando (n + 1) [mT‘lj co-

lores.

Figura 5.2: Se repite el paso 1 [mT’lj veces variando los vértices a y b.

3-impar. Si m es impar, entonces queda un vértice al final del paso 2. Asig-
namos cada una de las aristas de dicho vértice con un color nuevo. Por cons-
truccién estos nuevos colores intersectan a todos los colores anteriores y son
adyacentes entre ellos por compartir un vértice.
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CAPITULO 5. INDICE DE GRUNDY

De esta forma, todas las aristas han sido coloreadas utilizando
(n+1)[m_1J+n (n+1)(m—1)+n
2 2
(n+1)(m+1) _q
2
l(n+ 1)(m+ 1)J _q

2

colores.

Figura 5.3: Se colorean las n aristas del iltimo vertice con un nuevo color.

3-par. Si m es par, entonces quedan dos vértices al final del paso 2. Reasigna-
mos t =t+n+1, asi como los vértices a y b, notando que ya no queda ningun
vértice intermedio. Primero coloreamos parejas de aristas paralelas, una de
a y otra de b. Para esto utilizamos la funcién f(E,p) —» {t+1,...,t+ l%J}

(figura tal que:

€pi > t+1

€an-it1 t+1
Notemos que este paso colorea 2 [%J aristas utilizando [gJ colores.

Las 2 [g] aristas restantes se colorean asignando un nuevo color para cada

una (figura [5.4)).

Con esto logramos colorear 2 [gJ +2 [%] = 2n aristas utilizando [%J +2 [%]
colores.
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Figura 5.4: Primero se colorean las aristas que no se intersectan a pares.
Posteriormente se asigna un color a cada una de ellas.

Asi, las aristas han sido coloreadas utilizando

<n+1)[m2‘1J+{gJ Q[g] i (n+1)2(m_2)+37n
_ (n+1)(7;1+1)—1_1

_ [(n+1)2(m+1)J_1

colores.

Por lo tanto, para cualquier caso, este algoritmo genera una coloracién Grundy

(n+1)(m+1)
2

para K,,,, separado por una recta utilizando [ J — 1 colores.

De esta forma concluimos que

(n+1)(m+1)J_1’

71 (Kn) 2 [ 5

como lo deseamos. ]

El algoritmo[d] muestra el algoritmo de coloracién del teoremal5.1.1} Podemos
notar que, para una grafica K, , como entrada, la complejidad del algoritmo
es O(n?). Nuevamente, como la grafica tiene n? aristas, la complejidad del
algoritmo es minima.
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Algoritmo 4 Indice de Grundy para graficas convexas separables
Input: graph :GeomGraph \*separablex\, RBounds : (Int,Int).
Output: graph \xcoloreadax\.
V : Int < graph.get NumVertices();
t: Int < O;
il : Int « (RBounds.max +1)mod(V) ;
iR : Int « (RBounds.min - 1)mod(V) ;
BAvailable : Int « V - (RBounds.max-RBounds.min +1);
while BAvailable > 2 do
graph.Color Edge(iL, RBounds.min, t);
graph.Color Edge(iR, RBounds.max, t+1);
t <t 4+ 2
for i = RBounds.min to RBounds.max do
graph.Color Edge(iR, i, t);
graph.Color Edge(iL, i+1, t);
t<t+ 1
end for
iL < (iL +1)mod(V) ;
iR < (iR - 1)mod(V) ;
BAvailable < BAvailable -2 ;
: end while
. if BAvailable == 1 then
for i = RBounds.min to RBounds.max do
graph.Color Edge(iL, i, t);
t<t+1;
end for
. else
27 aux : Int < 0;
28:  for i = RBounds.min to RBounds.max do
29: graph.Color Edge(iR, i, t);

N DN NN DN DN DN — = = = e e e e
S D © 00Ny

30: if 1> (RBounds.max - aux) then t < t + 1;
31: graph.Color Edge(iL,, RBounds.max - aux, t);
32: t<t+ 1

33: aux <« aux + 1;

34:  end for

35: end if

36: return graph;
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5.1.2. Cotas finales

El siguiente teorema engloba las cotas superior e inferior obtenidas en las
secciones anteriores para el indice de Grundy en graficas convexas separables.

Teorema 5.1.2. Sea K,,,, convera separable, entonces

(n+1)2(m+1)J_1

1K) = 01 (Kin) = 71(Kon) = T (Ki) = |

Demostracion. Por el corolario y, como toda coloraciéon acromatica es
pseudoacromatica, tenemos

CVl(Km,n) < wl(Km,n) <

[(n+1)2(m+1)J_1'

Ademas, como toda coloracién de Grundy es acromatica y toda coloracion
pseudoGrundy es pseudoacromatica, entonces

1 (Konn) < T1 (Kon) < l(n+ 1)2(m+ l)J .

Ahora, por el teorema podemos generar una coloraciéon Grundy con

[ (n+1)(m+1)
2

una coloracién acromatica. Esto nos lleva a

(n+1)(m+1)J_1.

J — 1 colores. También sabemos que este mismo algoritmo genera

al(Km,n) > Tl(Km,n) > l 2

Combinando estas desigualdades obtenemos

(n+1)2(m+1)J_1.

a1(Kpn) =11 (Kinp) = [

Ademas las cotas propuestas también son validas para las coloraciones pseu-
doacromdtica (Y1) y pseudogrundy (I'1). Por lo tanto, nuestro resultado final
muestra que, para K,,,, separable por una recta, se tiene

(n+1)2(m+1)J_17

1 (Kon) = 01 (Kin) = 71 (Knn) = Ty (Ki) = [
como lo deseamos. ]
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5.2. Graficas alternantes

En esta seccion consideramos graficas alternantes. Hallamos cotas, supe-
rior e inferior, de orden cuadratico para este indice de coloracion.

5.2.1. Cota inferior

El siguiente teorema proporciona una cota inferior del indice de Grundy,
la cual, obtenemos con un algoritmo de coloracion.

Teorema 5.2.1. Sea K,,,, conveza alternante, entonces

= [2] 4|2

Demostracion. Para obtener la cota inferior utilizamos el siguiente algorit-
mo de coloracién. La idea del algoritmo es colorear aristas con el mismo
color, de tal forma que, para aristas con nuevos colores, estemos seguros que
incidan con el color previo.

Dividamos el conjunto de aristas de K, ,, como particién de sus graficas cir-
culantes (véase la definicién [4.1.4) de la siguiente manera:

E(Kn,n) = UE(Cn({Z}))a

ieJ

donde J = {1,...,[%]}. Asumimos que los vértices estan enumerados en or-
den de las manecillas del reloj. Por tanto, las operaciones son congruentes
modulo n. El algoritmo comienza con ¢t = 0 colores utilizados y k = 1.

1. Coloreamos | 7] aristas de E(C,,({k})) con 2k colores distintos. Para cada
{i|0<i<2k}, coloreamos las | ] aristas mediante la siguiente asignacién:

€iv2kjiv2k(j+1)-1 P> T+ 1,

para cada {j | 0 < j < [%]-1}. La forma de estas aristas se muestra en la
figura |5.5

Finalmente incrementamos el valor de t = ¢t + 2k. Notemos que, en este pa-
so, coloreamos 2k| 7] aristas utilizando 2k colores. Ademads, es importante
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Figura 5.5: Aristas coloreadas con color t + 1 paran=7,k=2y |}]-1=2.

senalar que no se colorean todas las aristas de E(C,({k})), solo las suficien-
tes para obtener la cota (las aristas restantes se colorean con el algoritmo
voraz,).

2. Repetimos el paso 1 para cada {k|2<k<[5]-1}.

3. Vamos a colorear las aristas restantes de:

E(C.({T511)-

Independientemente de la paridad de n, el niimero de colores utilizados sera n.
Si n es par, coloreamos 2n aristas por medio de la asignacion
Ciin-1 > T+1
Citnitan-1 P L+1
Y si n es impar, |E(C,({[5]}))| = n. Por lo tanto, le asignamos un color

diferente a cada arista. De esta forma, logramos obtener una coloracion de
Grundy de un subconjunto de E(K,, ) utilizando

1311
2 Z k+n

2
[2]%+n—[%]

517+ (5]

colores. Como podemos colorear las aristas restantes por medio del algoritmo

voraz, tenemos que
2
n n
K..)>|=1 +]=]1.
1(Hnn) [2] [2J

~
Il

|3
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Concluye asi la demostracion. ]

El algoritmo [5] muestra el algoritmo de coloracién del teorema Por lo
tanto, para una grafica K, , como entrada, la complejidad del algoritmo es

O(n?).

Algoritmo 5 Indice de Grundy para gréaficas convexas alternantes

Input: graph :GeomGraph \*alternantex\.
Output: graph \*coloreadax\.

V : Int < graph.getNumVertices();

t: Int < 0;

n: Int < V/2;

nlsOdd : Bool < (n)mod(2) ==1;

maxJump : Int < ceil( § );

nFloork : Int, boundPerJump : Int;

from : Int, to : Int;

10: for k=1 to maxJump do

11:  nFloork < floor( % );

12:  if k == maxJump and nlsOdd then
13: boundPerJump « 2k-1;

14: else

15: boundPerJump <« 2k;

16: end if

17: for 7=0 to boundPerJump-1 do
18: for j =0 to nFloork-1 do

19: from « (i+2kj )mod(V);

20: to « (i+2k(j+1)-1)mod(V);
21: graph.Color Edge(from, to, t);
22: end for

23: t <t + 1

24:  end for

25: end for

26: return graph;

5.2.2. Cota superior

En esta seccion exhibimos una cota superior del indice de Grundy pa-
ra graficas alternantes. Esta cota la obtenemos contando las incidencias por
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aristas, por vértices y realizando un proceso de conteo, aprovechando la pro-

piedad de Grundy.

Incidencias por aristas

En el siguiente teorema obtenemos una expresién para el nimero de in-
cidencias por aristas en graficas alternantes.

Teorema 5.2.2. Sea K,,,, convexa con k cimulos, {by,bs,..., by} vértices
azules por cumulo y {r1,7a,... 1} vértices rojos por cumulo. Entonces

- (SO S )0 )

Demostracion. Para obtener el nimero de incidencias por aristas para K, »,
contamos todas las parejas de aristas que se cruzan a pares. Esto lo realiza-
mos encontrando todas las cuartetas de vértices (dos rojos y dos azules) de
manera que los vértices rojos sean separables de los vértices azules. Notemos
que, como K,, ,, es convexa, los cuatro vértices separables son la tnica confi-
guraciéon que generan un cruce.

%
o o

Figura 5.6: Incidencias para uno y para diferentes ciimulos.

Dentro de un mismo ciumulo (figura , cualquier pareja de vértices fuera
del cimulo de color contrario, es separable a cualquier pareja de vértices
dentro del cimulo. De manera indistinta realizamos el conteo para todos los
cumulos azules, el cual es

+ ot = > :
2/\2 2/\2 2/\2 2)15\2
Para el caso donde los vértices azules pertenecen a diferentes cimulos (i y j),

aprovechando la etiquetacién de los ciimulos y la posicion convexa de la grafi-
ca, cada vértice del cimulo ¢ con cada vértice del cimulo j son separables
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a cualquier pareja de vértices entre los ¢ y 7 — 1 cimulos de color contra-
rio, asi como también entre cualquier pareja de la otra regién (figura [5.6)).
Indistintamente realizamos el conteo para todos los cimulos azules, el cual

€s
e[ (75)

De esta forma, el nimero total de incidencias por aristas para cualquier K, ,,
convexa es

ero (Ko n) = (”2”‘) [f; (Z)] ; %f; ibibj [(Zj; rs) . (m - 221;3 r)] |

como lo deseamos. ]

Como consecuencia del teorema tenemos los siguientes corolarios, los
cuales caracterizan el nimero de cruces por aristas cuando K,, ,, es separable
y cuando K,,,, es alternante, respectivamente.

Corolario 5.2.3. Sea K,,,, conveza separable. Entonces

- ()

Demostracion. Se aplica el teorema con k=1,b; =myr; =n. Notemos
que no existen vérices de distintos cimulos. ]

Corolario 5.2.4. Sea K,,,, conveza alternante. Entonces

cre(Knn) = n(g)

Demostracion. Aplicamos el teorema con k=n, b; =r; =1 para todo
1 <7 <n. Notemos que el primer término es 0, ya que (;) = 0. Por lo tanto,
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5.2. GRAFICAS ALTERNANTES

como todos los ciimulos son semejantes, la expresién se simplifica a

|
—

n

re(Kan) = 5 3 [(;)+("2‘Z)] |
) g’g[z(z;l)+(n—z)(g—z—l)]
- %ni;lﬁ—nzzlz+n_1n2—2n§z+?§n+7§22+7§@]
_ %—2j:ji2—2n§i+(n2+n):§1:|
_ % i2(n— 1)7:3(271— 1) ~ 2n(n2— n +(n- 1)277,]
= g—(n—l)n(Qng_l—n+(n—1))]
] E:2(n—1)n(n—2)]

41 3
e )
como lo deseamos. n

Incidencias por vértices

A continuacién realizamos el conteo del nimero de incidencias por vértices
para cualquier grafica geométrica K,, ,. Notemos que este conteo es el mismo
para cualquier encaje de la grafica abstracta K,, .

Teorema 5.2.5. Sea K,,,, general o convexa, entonces
nm
Crv(Km,n) = T(TL +m — 2)

Demostracion. Como K, , es completa, para cada r € R, existen n aristas
que tienen al vértice r en comun, y para cada r € R, existen n aristas que
tienen al vértice r en comun (recordemos que V(K,,,) = Ru B disjuntos con
|R| = m y |B| = n). De esta manera, para cada v € V(K,,,), su nimero de
incidencias son todas las parejas distintas de aristas que tienen en comin a v.
Es decir, (g) si v es rojoy (TQ”) si v es azul. Sumando para todos los vértices

59



CAPITULO 5. INDICE DE GRUNDY

obtenemos
cry(Kin) = m(n) + n(m)
' 2 2
_ mn(n-1) +nm(m—1)
- 2 2
nm
= 7[(”‘1)+(m—1)]
= @(n +m-2),
2

como lo deseamos. ]

En particular, cuando K, , es alternante (o simplemente n = m), se tiene que
Corolario 5.2.6. Sea K,,,, alternante, entonces

cry(Kpp) =n?(n-1).

Obtencion de la cota

En el siguiente teorema utilizamos los conteos por vértices y por aristas
obtenidos previamente, con el fin de acotar superiormente al indice acromati-
co en cualquier grafica bipartita con thrackle de tamano ¢, donde el niimero
de incidencias es conocido.

Teorema 5.2.7. Sea K, , general con |Tr(K,, )| =t, entonces

(Ko < (t+1)+ \/1 -2+ 4(cry(Kpn) + cre(Kimn))
1(Kmn) < 5 )

Demostracion. Suponemos que 71(K,y, ) = 2, es decir, K,,, ,, utiliza x colores.
Como el thrackle maximal es de tamano ¢, para maximizar el nimero posible
de colores, las primeras x —t clases croméaticas deben contener dos aristas y
las ultimas t clases cromdticas deben contener una arista (de otro modo x
es menor, puesto que, por cada clase cromatica, habria més aristas con ese
color). Como la coloracién cumple la propiedad de Grundy, cada arista de la
1—ésima clase cromatica debe incidir con, al menos, ¢ — 1 aristas. Sumando
las incidencias para las x —t clases croméaticas con dos aristas y las ¢ clases

60



5.2. GRAFICAS ALTERNANTES

con una arista, el minimo numero de incidencias necesarias es

r—t-1 x—1
Tin(Kinn) = 2 ) i+ Y i
=0 R
r—t-1 x—t—1 x-1
= > i+ i+ z)
=0 =0 1=x+t
r—t—1 x—1
= 7+ Z 7
=0 =0
~ (x—t—l)(:c—t)+(x—1)x
- 2 2
~ x2—2xt+t2—x+t+x2—x
- 2 2
~ 202 -2t —2x +t2 + ¢
- 2

t(t+1
= 22— (t+1)x+ (; )

Por otro lado, tenemos que ¢rpin(Kin) < cre(Kimn) + cry(Kinn), es decir

xQ—(t+1)x+t(t+1)

<ere(Kmm) + cry(Kn)s

o de otra forma

t(t+1)

x2—(t+1)x+[ —cre(Kmm)—crv(Km,n)] <0.

Resoviendo esta ecuacién cuadratica y simplificando, obtenemos

< (t+1)+ \/1 —t2+4(cry(Kmn) + cre(Kimn))
x
- 2 b

como lo deseamos.
En particular, para K, ,, alternante, la cota superior es la siguiente

Corolario 5.2.8. Sea K,,,, alternante con n > 2, entonces

(n+1)+\/1+n2(ﬂ36”+5)
5 :

T (Kn,n) <
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CAPITULO 5. INDICE DE GRUNDY

Es importante remarcar que esta cota superior es mas estrecha que la ob-
tenida en el lema para graficas alternantes. Cuando K,, ,, es separable,
la cota del lema [4.2.3| es una mejor cota, y de hecho, como se vio en la sec-
cién [5.1.2] es cerrada. La grafica muestra la comparacion entre la cota
del lema y la obtenida en el corolario [5.2.8] notando que esta tltima es
mas estrecha, aunque la diferencia es relativamente pequena.

Pseudoacromatica Alternante Grundy Alternante

1400

1050

700

colores

350

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
n

Figura 5.7: Comparativa entre las cotas superiores pseudoacromatica y
Grundy para K, ,, alternante.

5.2.3. Cotas finales

A continuaciéon mostramos el resultado final para el caso K, ,, alternante,
al combinar los resultados previamente obtenidos.

Teorema 5.2.9. Sea K,,,, alternante con n > 2, entonces

21 o2 miu « SR O

Demostracion. Se sigue del teorema y del corolario [5.2.8 [
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La gréfica[s.8 muestra las cotas inferior y superior del teoremal5.2.9] Observa-
mos que, aunque la distancia entre dichas cotas comienza estrecha, conforme
n aumenta, esta distancia se hace cada vez mayor. A pesar de esto, estas
cotas resultan efectivas para valores pequenos de n (n < 50).

Cota Inferior Cota Superior

1200

900

600

colores

300

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51

n

Figura 5.8: Cotas inferior y superior para el indice de Grundy de K, ,, alter-
nante.

5.3. Graficas generales

Comenzamos esta seccién con una cota superior del indice de Grundy
para graficas en posicion general.

Lema 5.3.1. Sea K, ,, en posicion general, entonces

n+m+1y/1-(n+m)?+nm(nm+n+m-3)
5 :

Demostracion. Para cualquier distribucién de los vértices de K,,, tenemos

e n\{m
= ()(2)
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CAPITULO 5. INDICE DE GRUNDY

y ademas

cry(Kin) = m(g) + n(T;),

al sumar y simplificar esto, tenemos
cry(Kimn) + cre(Kimp) = %(nm +n+m-23)

Por el teorema sabemos que T7(K,,,)| < n+m. Al utilizar el teore-
ma [5.2.7] con este valor obtenemos

n+m+1+/1-(n+m)2+nm(nm+n+m-3)
5 :

Como lo deseamos. ]

T (Km,n) <

A pesar de esto, como observamos en la grafica[5.9] la cota [4.4.1] resulta ser
una mejor cota, ademas de que funciona para cualquier coloracion comple-
ta. Esto muestra que el teorema funciona mejor para casos especificos
donde conocemos el nimero exacto de incidencias.

Al utilizar pruebas aleatorias sobre el nimero de incidencias para graficas
bipartitas completas (explicadas en el capitulo @, obtuvimos la estructura de
la gréfica con el menor nimero de incidencias (figura[5.10)), la cual denotamos
por Ky, .. Convenientemente, esta misma estructura contiene el menor nimero
de cruces en su arista con mas intersecciones. Esta grafica geométrica resulta
de interés puesto que, como se verd mas adelante, para el indice de Grundy
geométrico, sabemos que existe un encaje, el cual, no podemos colorear con
mas colores que este nimero de incidencias.

Sabemos que, en una grafica bipartita convexa, dos aristas inciden por aris-
tas si sus respectivos vértices rojos y azules son separables. Si los vértices
se encuentran en posicion general, se debe cumplir ademas que la cuna de
cualquier vértice, formada por los dos vértices de color contrario, no contenga

al vértice sobrante (figura |5.11]).

Por lo tanto, el niimero de incidencias por aristas es
(S (- (2030 (2)03)
- [G)-CME)-(E0)
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cota superior completa cota superior grundy

140

105

70

colores

35

Figura 5.9: Comparativa entre cotas superiores pseudoacromatica y de
Grundy para K,, , general.

Esto porque solo se consideran las parejas de vértices por cada cuadrante, ya
que, en otro caso, los vértices forman alguna de las posiciones que no generan
incidencias.

Ahora, como las pruebas exhaustivas muestran la misma distribucién de pun-
tos para minimizar los cruces de la arista con mayor incidencias, notamos que
dicha arista es mostrada en la figura[5.10] El nimero de incidencias para esta
arista es

cremaz(K:mn) = (

[51-1)(51-
= [3] ]

[ 1
[S1-131-T51+1,
ya que, cualquier pareja de vértices de colores distintos, dentro del mismo

cuadrante, incide con esta arista. Utilizando este conteo, en el siguiente teo-
rema obtenemos una cota superior para el indice de Grundy geométrico.
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Figura 5.11: Aristas que no inciden por segmentos de recta en K, .

Teorema 5.3.2. Sea K,,, abstracta. Entonces

s[5 5]

Demostracion. Sea K,,, una grafica abstracta. Por la estructura de la fi-
gura [5.10] sabemos que existe un encaje Ky, . de K,,, donde el ntimero de
incidencias de la arista con mas cruces es

Temar(Kmn) + (n+m) = [31[3]=15]=[F]+1+n+m,

donde n + m corresponde a las incidencias por vértices de la arista. Como la
coloracién debe cumplir la propiedad de Grundy, no puede haber més colores
que este numero de incidencias. De lo contrario, existiria un color que tenga
que incidir con al menos este niimero de colores, lo cual es imposible. De esta
forma

T1 ( K:—n,n) <

—
JE—
—

23 wl3

1-[31-T5]+neme1
1+15]+15]+1.

De esta forma, acotamos superiormente al encaje con el minimo indice de
Grundy, es decir, al indice de Grundy geométrico. ]

IS NS

Il
—
J—
—
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Capitulo 6

Experimentos e
implementaciones

En este capitulo describimos los programas y experimentos desarrollados
como apoyo para obtener las cotas de los capitulos previos. En la seccién
describimos el proceso para realizar las pruebas exhaustivas, mencionamos
las estructuras utilizadas, los resultados obtenidos, y algunos algoritmos re-
levantes en la implementacién. En la seccién [6.2] detallamos el trabajo detras
de la aplicacion movil utilizada, resaltando puntos especificos de la imple-
mentacion.

6.1. Pruebas aleatorias y exhaustivas

Realizar pruebas computacionales nos permitié obtener una nocién del
problema en general, asi como estimar el comportamiento esperado de las co-
tas. Realizamos diversos experimentos con un niimero importante de graficas
geométricas generadas aleatoriamente, asi como algunas pruebas exhaustivas
para instancias pequenas. Estas pruebas fueron programadas utilizando el
lenguaje de programacion C++, por medio del ambiente X code. Estos expe-
rimentos se encuentran en una aplicacion manejada por consola. A continua-
cién describimos la estructura utilizada para representar graficas geométricas,
asi como una descripcién de la estructura, y los resultados de las pruebas rea-
lizadas.

Para manejar graficas geométricas computacionalmente utilizamos una cla-
se que llamamos GeomGraph, la cual contiene cuatro estructuras de datos
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CAPITULO 6. EXPERIMENTOS E IMPLEMENTACIONES

(figura . Dos de estas listas contienen enteros que almacenan los indices
de vértices y las aristas. Las dos restantes son listas bidimensionales, una
almacena las incidencias por vértice (constante para una grafica dada), y la
otra almacena las incidencias por aristas (que varia para cada encaje de la
grafica).

GeomGraph f277°

\\\\\*I AdjacencyList ( Node )|

*| AdjacencyList ( Edges )|

Figura 6.1: Estructuras de datos para manipular graficas geométricas.

Antes de realizar cualquier experimento generamos una grafica bipartita con
la cual trabajamos. Una vez hecho esto, podemos realizar cualquiera de los
siguientes experimentos: (a) coloracién voraz de las aristas, (b) busqueda de
los encajes con el maximo/minimo de incidencias en total y (c) busqueda
de los encajes donde la arista con mas incidencias es maxima/minima. Estos
experimentos se describen a continuacion:

(a) En el experimento de coloracién voraz de las aristas primero elegimos si
la gréafica es convexa o general. Ademads, por cada repeticién, modifica-
mos la posicién de los vértices (el encaje geométrico) o la etiquetacion
de las aristas. Al pardmetro que modificamos (posicién o etiquetacion)
lo llamamos pardmetro dindmico. Si elegimos graficas convexas, pode-
mos trabajar con graficas alternantes, separables o arbitrarias. Para
calcular la coloracion, utilizamos el algoritmo voraz definido en la sec-
cién [2.4] el cual depende de la etiquetacién de las aristas. Para determi-
nar la interseccion de segmentos de recta de manera eficiente utilizamos
el algoritmo descrito en [18].

Cualquiera que sea la opcion, repetimos el proceso de coloracion k veces,
actualizando el parametro aleatorio. Si elegimos variar la etiquetacion,
podemos realizar una busqueda exhaustiva para encontrar los valores
optimos, aunque es recomendable utilizar este tipo de busqueda pa-
ra instancias pequenas (K,,, con mn < 15). Al final del experimento
mostramos el maximo y el minimo de colores utilizados, asi como las

68



6.1. PRUEBAS ALEATORIAS Y EXHAUSTIVAS

distribuciones de los vértices que alcanzaron estos valores. La tabla[6.1a]
muestra algunos resultados de K,, ,, convexa alternante, mientras que
la tabla utiliza K,, , en posicién general. Para todos los resultados
se realizaron k = 20,000 repeticiones.

K, colores Kn colores
n min | max n min | max
5 5 11 5 6 14
6 6 14 6 8 17
7 8 16 7 10 22
8 10 20 8 13 26
9 12 22 9 15 29
10 14 25 10 18 32
11 15 29 11 20 36
12 19 31 12 23 41
13 21 33 13 26 44
14 23 37 14 29 48

(a) Kpn,n convexa alternante. (b) Kin,n general.

Cuadro 6.1: Algunos resultados del experimento de coloracién voraz.

(b) En este experimento buscamos los encajes con el maximo/minimo niime-
ro de incidencias. Elegimos la posicion de los vértices de manera alea-
toria sobre un plano de longitud fija, contamos las incidencias y repe-
timos este proceso k veces. La figura [6.2] muestra la distribucién con
el maximo numero de incidencias después de k = 100,000 repeticiones
para Ky 7. Esto reafirma nuestra sospecha de la seccién , que esta
distribucion siempre es separable.

(c) En este experimento buscamos los encajes cuya arista con mds inciden-
cias es mayor/menor. De manera anédloga al caso anterior, elegimos la
posicién de los vértices de manera aleatoria, contamos las incidencias
de la arista estudiada y repetimos este proceso k veces. La figura [6.3
muestra un encaje de Kgr general donde se minimizan las incidencias
de la arista con més cruces. La estructura de este encaje fue utilizada
para obtener la cota superior del indice de Grundy geométrico en el
teorema [5.3.2] Es importante mencionar que esta distribucién es equi-
valente a la de minimas incidencias del experimento anterior.
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Maximum graph distribution(0)

T T
‘pointsAuxMax.dat' index 0 %
10 - "index1 A |

Figura 6.2: Encaje de Kg7 que minimiza el nimero de incidencias (A — rojos,
* — azules).

Ademas de los experimentos, se implementaron los algoritmos desarrollados
en los capitulos 3] [ y [f] En particular se pueden colorear graficas con el
algoritmo para indice cromético en graficas convexas (lema , para indi-
ce acromético en graficas alternantes (teorema (4.3.1)), y para el indice de
Grundy en gréficas convexas separables (seccién |5.1.1]).

Cuando cualquier experimento termina, damos la opcién de generar un ar-
chivo de texto con un formato establecido para visualizar la coloracion. Para
esto realizamos un visualizador sencillo en el lenguaje de programacion JA-
VA. Este programa recibe como entrada el archivo de texto y la duraciéon de
la animacion. Posteriormente observamos cémo las aristas se colorean en el
mismo orden que el algoritmo utilizado. Cuando la animacién termina, mos-
tramos cada clase cromatica por separado, con el fin de analizar la coloracion.
La figura muestra las ventanas inicial y principal de la aplicacién.
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Minimum Graph distribution (2)

T T
‘pointsAuxMin.dat' index 0 %
10 - "index1 A

Figura 6.3: Encaje de Kg7 que minimiza el nimero de incidencias por arista
(A - rojos, * > azules).

A manera de ejemplo, analizamos brevemente los datos experimentales ob-
tenidos en las tablas y [6.ID] con respecto a las cotas obtenidas en el
capitulo [5

Recordemos que la tabla muestra el méximo y el minimo nimero de
colores (de acuerdo al algoritmo voraz) utilizados en un experimento de co-
loracién. Realizamos k = 20,000 cambios aleatorios de la etiquetacién de las
aristas de K, ,, convexa alternante, coloreando las aristas y almacenando los
colores utilizados. Este proceso se repiti6é para n € {5,...,14}. La gréfica
muestra el maximo nimero de colores de la tabla (O), los valores de la
cota inferior del teorema [5.2.1] (4) y la cota superior del teorema [5.2.8] (o).

De la gréﬁcapodemos notar que, para valores pequenos de n (5y 6), el va-
lor experimental se encuentra dentro del rango de la cota. Mientras més crece
n, resulta insuficiente el nimero de repeticiones (20,000) para alcanzar a la
cota inferior (recordemos que la cota es el minimo para el méximo nimero de
colores posibles). Esto muestra que la cota inferior se ajusta, aunque debemos

71



CAPITULO 6. EXPERIMENTOS E IMPLEMENTACIONES

L] Edge Coloring Solution
COLORSFILTER | ALL ¢  CROMCLASSES [ ALL &

Press 'S' to Save Image
(] Graph Edge Colorer

Graph Edge Colorer

Load colouring file \

Duration: 5 \

Start Colouring

Num Colors

Figura 6.4: Ventana inicial y ventana principal para visualizar coloraciones.

considerar también que el nimero de etiquetaciones crece exponencialmente
conforme aumenta n (n2!). Es conveniente, como un trabajo a futuro, reducir
el espacio de bisqueda en las pruebas aleatorias (algunas etiquetaciones son
andalogas salvo rotaciones).

Nuestro segundo conjunto de datos se encuentra en la tabla [6.1b] Aqui mos-
tramos, de forma andaloga, el maximo y el minimo nimero de colores en otro
experimento. Realizamos k = 20,000 variaciones de la posicion de los vértices
de K,,,, general. Este proceso se repitié para n € {5,...,14}. La grafica
muestra los valores méximos de la tabla |6.1b], asi como la cota superior ob-

tenida en la conjetura [4.4.1]

Sabemos que, el caso de K,,,, en posicién general es un problema dificil (sos-
pechamos que es NP-completo). Esto se ve reflejado en la grafica ya
que nuestra cota superior se mantiene bastante holgada respecto a los datos
obtenidos. Claro que debemos considerar que, como variamos la posicion y
trabajamos con una sola etiquetaciéon de las aristas, el valor de 20,000 repe-
ticiones resulta ser poco representativo. Es importante senialar que, en este
trabajo, el estudio de gréficas en posicién general fue escaso (nos centramos
en posicién convexa para trabajar de forma secuencial). Sin embargo, estos
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experimental cota inferior cota superior

100

75

50

colores

25

Figura 6.5: Prueba experimental y cotas para el indice de Grundy de K,,,
alternante (O — experimental, A — inferior y o — superior).

experimentos proporcionan un punto de partida para poder analizar a detalle
este tipo de graficas y la estructura de sus coloraciones.

6.2. Aplicacién para dispositivos méviles

La fase de diseno de los algoritmos de coloracion, y en general, la obten-
cién de ideas para posibles coloraciones, han sido los puntos fundamentales
en el desarrollo de este trabajo. Por esta razén, desarrollamos una aplicacion
para dispositivos méviles, especificamente para [Phone y IPAD, que sirve
como apoyo en esta etapa temprana del desarrollo. A continuaciéon mostra-
mos algunos detalles de esta aplicacion, asi como las principales ventajas de
utilizarla para el desarrollo tedrico de los algoritmos.

La aplicacion fue desarrollada utilizando el lenguaje de programacion SWIFT,
en el ambiente de Xcode. Permite crear, de manera rapida y efectiva, grafi-
cas geométricas simples y bipartitas. Aprovecha la caracteristica multi-touch
para agregar vértices y aristas con facilidad. Esta compuesta principalmente
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experimental cota superior pseudoacromética
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Figura 6.6: Prueba experimental y conjetura de cota superior para coloracio-
nes completas de K, ,, general.

por cuatro acciones: (a) edicién, (b) envoltura convexa, (c) bisqueda de ruta
y (d) coloracién de aristas. Estas acciones se describen a continuacién:

(a) La accién de editar permite crear, modificar, y eliminar vértices y aris-
tas de gréaficas geométricas. Utilizamos una lista list < GraphNode >
para almacenar los vértices, donde GraphNode es una estructura que
contiene posicion, color e identificador. De igual manera utilizamos una
lista list < GraphFEdge > para almacenar las aristas, donde GraphEdge
contiene identificadores de sus vértices y color. La figura muestra
esta accion de edicion.

(b) La accién de envoltura convexa muestra un poligono convexo que con-
tiene los vértices de la grafica y se modifica al mover cualquier vértice.
Esta accion permite comprobar si la gréfica a utilizar es convexa. Uti-
liza el algoritmo de Graham (véase [2I]) para realizar este proceso, el
cual tiene una complejidad de O(nlogn). La figura muestra esta
accion de envoltura convexa.

(c) La accién de busqueda de ruta permite realizar pruebas de conexidad.
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APLICACION PARA DISPOSITIVOS MOVILES

[ ) i0S Simulator - iPhone 6 Plus - iPhone 6 Plus / iOS 8.4 (12H141)

Properties

LaeleVi=eI1ll Find Path ‘ Find Hull ‘ Colouring]

Figura 6.7: Modo de edicién de graficas geométricas.

Encuentra la ruta mas corta posible, de acuerdo a la distancia eucli-
diana, utilizando el algoritmo de bisqueda Ax (véase [21]).

(d) Finalmente, la accién principal para nuestro objetivo es la coloracién

de aristas. Esta accion permite asignar y eliminar colores etiquetados a
las aristas. Comprueba, ademés, en cada asignacion, las propiedades de
coloracion propia, completa y Grundy. Utiliza un arreglo bidimensio-
nal para contar todas las incidencias de cada pareja de colores posible
(de acuerdo a los colores utilizados). Este proceso se realiza en cada
movimiento, para asi comprobar las propiedades de coloracion de ma-
nera eficiente (por ejemplo, la coloracién es propia si la diagonal de la
matriz es el vector 0). La figura muestra esta acciéon de coloracién
de aristas.

Notemos que la mayor ventaja de esta aplicacion radica en poder comprobar,
al momento, las principales propiedades en coloraciones completas (propia,
completa y Grundy). Esto ayuda al desarrollo de algoritmos de coloracién,
detectando aquellos que son correctos o que fallan, es decir, que no cumplen
con alguna propiedad.
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[ ) i0S Simulator - iPhone 6 Plus - iPhone 6 Plus / iOS 8.4 (12H141)

Properties

Figura 6.8: Modo de envoltura convexa.

(] iOS Simulator - iPhone 6 Plus - iPhone 6 Plus / iOS 8.4 (12H141)

Properties Proper: FALSE Complete: TRUE  Grundy: TRUE

Figura 6.9: Modo de coloracién de aristas.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis mostramos cotas para ciertos indices de coloracién de graficas
geométricas bipartitas completas. En particular obtuvimos cotas cerradas en
distintas familias de graficas: para el indice cromatico en graficas convexas
impares (respecto a los cimulos) y el indice acromdtico en graficas conve-
xas alternantes impares (respecto a los vértices), asi como para los indices
acromatico y de Grundy (simultdneamente) en graficas convexas separables.
Asimismo obtuvimos cotas estrechas para el indice cromatico en graficas con-
vexas pares y el indice acromatico en graficas alternantes pares, asétomo para
el indice de Grundy en graficas convexas alternantes. Obtuvimos ademas,
por procesos de conteo, cotas superiores en posicion general de los indices de
Grundy y acromético, asi como sus respectivas cotas geométricas, es decir,
para cualquier posible encaje.

Para las familias donde no logramos cerrar las cotas, sospechamos que, para
el indice cromatico, nuestro algoritmo debe proporcionar el minimo niimero
de colores sin importar la paridad de los cimulos. Esto sospechamos, de ma-
nera analoga, para el indice acromatico en graficas alternantes. En cuanto al
indice de Grundy, creemos que el algoritmo propuesto puede ser mejorado,
ya que sobran aristas que completamos utilizando el algoritmo voraz.

Los experimentos comparativos realizados mostraron que la coloraciéon por
aristas es un problema dificil. Nuestras cotas obtenidas para cualquier fami-
lia de graficas resultaron ser bastante holgadas. Esto nos motiva a continuar
la busqueda de algoritmos eficientes de coloracion para graficas convexas y
generales principalmente en los indices acromatico y de Grundy.
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CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Tomando esto en cuenta, como posible trabajo a futuro esta mejorar las co-
tas para graficas bipartitas en posicion general. Para este fin necesitamos
optimizar nuestros métodos busqueda de soluciones aproximadas. Una po-
sible linea de investigacién seria el diseno de heuristicas para mejorar estas
busquedas. Otra cuestion de interés se encuentra en cerrar las cotas para los
indices acromatico y de Grundy en graficas convexas. Esto por medio de un
algoritmo mas general, como el hicimos para el indice cromatico. Comenza-
mos el andlisis de estos algoritmos, pero por cuestiones de complejidad (los
cimulos y sus cardinalidades entran en juego) no logramos finalizarlos. A pe-
sar de esto, sospechamos que obtener estos indices de coloracion en gréficas
convexas requiere tiempo polinomial.

Finalmente, debido al gran interés que mostré la comunidad que trabaja
temas afines graficas por la aplicacién movil desarrollada, tenemos como tra-
bajo futuro inmediato extender la funcionalidad y alcances de la aplicacion
movil. En particular deseamos redisenar la aplicacién en alguna plataforma
que facilite el desarrollo de aplicaciones en Android y iOS de manera si-
multanea. Mejorar la apariencia y el diseno con el fin de agregar moédulos y
funciones genéricas de manera sencilla. Esto con la finalidad de poder distri-
buir la aplicacion y consolidarla como una herramienta de apoyo para temas
afines a graficas.
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Apéndice A
Lista de resultados

A continuacién mostramos las cotas obtenidas en esta tesis, las cuales re-
presentan nuestro principal aporte. Las graficas K,,, ,, son bipartitas geométri-
cas, mientras que las gréaficas K,,, son bipartitas abstractas. Recordemos
que los resultados del indice croméatico los obtuvimos en colaboracién con C.
Matias [I7], razén por la cual tienen las siglas M M L.

= Indice cromitico (MML)

o Graficas alternantes:
Xl(Kn,n) =n

e Graficas separables:
X1(Kpmpn) =n+m-1
e Gréficas convexas:
X1(Kmn) =n+m-k si k es impar
n+m—|Cupin| = (k-1) <x1(Kinp) <n+m—-k si k es par
» Indice acromatico

e (réaficas alternantes:

2 . .
ar(Kppn) =52 si n es impar

2 2 .
L <on(Ky,) <552 si m es par
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e Gréficas generales con thrackle maximal ¢ (pseudoacromético):
V1(Kinm) < lH%J
e Grificas generales (pseudoacromético):
Ur(Knn) <[ 22522
e Cota superior para el indice geométrico:

g (Ko n) < [%]

= Indice de Grundy

e Gréficas separables (coloraciones completas):
wl(Km,n) = al(Km,n) = 7_1(Km,n) = Fl(Km,n) = [Wl)gﬂJ -1

o Graficas alternantes:

(n+1)+y/1+n2 ( 2n2+6n+5 +36"+5 )

21"+ 2] < mi(Kow) < >

e Cota superior para el indice geométrico:
To(Kmp) <[5115 ]+ 5]+ [5]+1

» Resultados complementarios para graficas convexas

e Tamario del thrackle maximal:
Tr(Kpn)|=n+m—-k si k es impar
|Tr(Kinn)| =n+m—|Cpin| — (k-1) si k es par

e Incidencias por aristas:
m\[& b\ 1 & & Yy, m-Y"r,
K — - b:b. 5=1 5=1
ere(Kimn) (2)@(2)}“2223[( 2 )+( 2 )

e Incidencias por vértices:

cry(Kmn) = B (n+m-2)
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