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Resumen

Un triangulo esta determinado por tres vértices y tres aristas que unen dichos vértices.
La grdfica de interseccion de triangulos es una grafica definida a partir de un conjunto
de tridngulos abiertos (es decir tridngulos que no incluyen su frontera), donde cada
vértice representa a un triangulo del conjunto, y existe una arista entre dos vértices
si y so6lo si los tridangulos correspondientes se intersectan. El conjunto de triangulos
abiertos esté determinado por un conjunto de n puntos en el plano en posicion general.
Una coloracion de Grundy de los vértices de una grafica consiste en que cada par de
vértices adyacentes tenga color distinto, y ademas cada vértice sea adyacente con al
menos un vértice de cada color més pequeno que el suyo. El problema que estudiamos
en esta tesis es encontrar el maximo nimero k de colores para el cual la grafica de in-
terseccion de triangulos tiene una coloracion de Grundy usando k colores. A este valor
lo denominamos como el nimero de Grundy de la gréafica de interseccién de triangulos.

En este trabajo de tesis, damos cotas para el nimero de Grundy de la grafica de
interseccion de triangulos. Ademas del nimero de Grundy, estudiamos otros parame-
tros para la grafica de interseccion de triangulos: su grado méximo y el tamano del
conjunto con numero méximo de triangulos que se intersectan dos a dos y cuya inter-
seccion total es vacia. Construimos un programa que realiza coloraciones de Grundy.
Estas coloraciones nos ayudaron a obtener nuestras cotas inferiores. Mientras que,
para obtener nuestras cotas superiores utilizamos técnicas de conteo.
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Abstract

A triangle is a polygon with three edges and three vertices. The intersection graph of
triangles, is a graph in which the set of vertices corresponds to a set of open trian-
gles(i.e. triangles that don’t include its border), and there is an edge between two
vertices if and only if the corresponding triangles intersect. The set of open triangles
is determined by a set of n points in general position in the plane. A Grundy coloring
of a graph G is a vertex coloring of G having the property that for every two colors i
and 7, @ < j, every vertex colored j has a neighbor colored 7. The maximum positive
integer k for which a graph GG has a Grundy k- coloring is called the Grundy number
of G. We study the Grundy number of the intersection graph of triangles.

In this thesis, we give upper and lower bounds for the Grundy number of the
intersection graph of triangles. If the points are in in general position, we give upper
and lower bounds for the maximum degree for the intersection graph of triangles.
Moreover when the points are in convex position, we give a lower bound for the
maximum set of triangles in which each two intersect but the intersection of all the
triangles is empty. We develop a computer program to search for the Grundy number.
This program helped us to obtain the lower bounds. To obtain the upper bounds we
used combinatorial techniques.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis se encuentra en la interseccion de dos areas de investigacion: la Geometria
Combinatoria y la Geometria Computacional. La Geometria Computacional estudia
problemas geométricos desde el punto de vista de la Computacion. En esta area se
disenan y analizan algoritmos computacionales eficientes para la manipulaciéon de ob-
jetos geométricos. Por ejemplo, un algoritmo que calcule la envolvente convexa de
un conjunto S de n puntos en el plano, un algoritmo que calcule el diametro de S,
un algoritmo que calcule la distancia entre dos puntos, por mencionar algunos ca-
sos. La Geometria Computacional esté estrechamente relacionada con la Geometria
Combinatoria, la cual estudia las propiedades combinatorias de objetos geométricos
discretos, por ejemplo, como se intersecta un objeto con otro, cuéntas caras o inter-
secciones tiene cierta familia de objetos, etcétera.

Una grafica es definida como un conjunto de vértices y un conjunto de aristas
que unen pares de vértices. La coloraciéon de una grafica consiste en asignar un color
a cada uno de sus vértices. Es comtun que en las coloraciones de gréficas los colores
sean representados con numeros enteros positivos. Una razén por la que se utilizan
los nimeros enteros positivos como colores, es que muchas veces el objetivo de los
problemas es conocer el nimero de colores que se usan en una coloraciéon. El area de
Coloracion de Gréficas es un area importante para la Teoria de Graficas. Por ejemplo,
el problema de los cuatro colores es un problema destacado en el area de Coloracion
de Graficas, porque marcoé un notable desarrollo en el area de Teoria de Gréaficas.
Algunos problemas de diversas areas como la Biologia, la Quimica, la Sociologia, la
Electronica y la Computacion, son modelados por medio de graficas, para ejemplos
concretos consultar [1]. En algunos de estos problemas se utilizan coloraciones de es-
tas graficas para su solucion. La coloracién de graficas tiene aplicaciones en la vida
cotidiana y en las Ciencias de la Computacion, donde se usa en diversas areas como
la minerfa de datos, segmentacion de imégenes, agrupamiento, redes, etcétera [1]. Por
ejemplo, para asignar horarios a reuniones de comités en una empresa, para el control
de trafico mediante una buena administraciéon del funcionamiento de los semaforos,
para resolver el problema de la galeria de arte, etc. Para descripciones detalladas de
estos problemas, ver [10].



Las gréaficas de intersecciéon de objetos geométricos son importantes para el es-
tudio de esta tesis. Dada una familia F' de objetos geométricos (por ejemplo cajas,
intervalos en el plano, tridngulos, discos, etc.), una grafica de interseccion de objetos
geométricos esté definida como la grafica que tiene un vértice por cada miembro de
F', dos de los cuales se conectan con una arista si y solo si sus objetos geométricos
correspondientes se intersectan.

Las graficas de interseccién son importantes desde un punto de vista tanto teo-
rico como practico ya que aportan resultados en areas como la Combinatoria y la
Computacion. En la Geometria Computacional, los problemas de intersecciéon de ob-
jetos surgen en diversas aplicaciones como la deteccion de colisiones o planeacion de
movimientos de robots.

En esta tesis estudiamos coloraciones en graficas de interseccion de objetos geo-
métricos. En especifico cuando dichos objetos son tridngulos. Nos interesa conocer el
maximo nimero de colores que se le pueden asignar a los vértices de estas gréficas, tal
que cada par de vértices adyacentes tengan color distinto, y ademas cada vértice sea
adyacente con al menos un vértice de cada color mas pequeno que el suyo. Una forma
equivalente de entender este problema es conocer el maximo ntimero de colores que
se le pueden asignar a los tridngulos de una familia de triangulos, tal que cada par de
triangulos que se intersectan tengan color distinto, y ademéas cada tridngulo se inter-
secte con al menos un tridngulo de cada color més pequeno que el suyo. El nimero
que buscamos es llamado el nimero de Grundy. Se sabe que encontrar el nimero de
Grundy de una grafica es un problema N P- dificil [10]. Por esta razon nosotras damos
una cota inferior y una cota superior para dicho ntimero. Realizamos un programa
que genera este tipo de coloraciones para graficas de interseccion de tridngulos, dichas
coloraciones nos ayudan a acotar inferiormente al nimero de Grundy. Para dar cotas
superiores utilizamos técnicas combinatorias. Puede consultar el apéndice A para ver
la lista de nuestros resultados.

A continuaciéon mostramos como esté organizada esta tesis. En el capitulo 2 pre-
sentamos definiciones bésicas sobre graficas, coloraciones en vértices, graficas geomé-
tricas, coloraciones en aristas, graficas de interseccion de triangulos, y coloraciones
en triangulos. Ademas damos algunos teoremas importantes en el area de Teoria de
Gréficas. En el capitulo 3 mostramos algunos trabajos de la literatura que estudian
propiedades en conjuntos de triangulos, algunos indices de coloraciéon de coloraciones
en aristas, y trabajos sobre graficas de interseccion de objetos geométricos (como aris-
tas, tridngulos y objetos convexos). En el capitulo 4 damos cotas para el namero de
Grundy. En la seccion 4.1 damos una cota inferior y una cota superior para el nimero
de Grundy de la grafica de interseccion de triangulos determinados por conjuntos de
puntos en posicion convexa. También exhibimos un conjunto de triangulos determi-
nados por conjuntos de puntos en posicién convexa que se intersectan dos a dos, y tal
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Introduccion 3

que la interseccion de todos es vacia. En la seccion 4.2 damos una cota inferior y una
cota superior para el nimero de Grundy de la grafica de intersecciéon de tridngulos
determinados por conjuntos de puntos en posicién general. En el capitulo 5 describi-
mos el programa que desarrollamos, discutimos los resultados obtenidos en nuestras
pruebas, y mencionamos algunos resultados importantes que nos ayudaron a resolver
nuestro problema. Finalmente en el capitulo 6 concluimos y proponemos trabajo a
futuro relacionado con esta tesis.
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Introduccion 5

1.1. Lista de Resultados

En esta lista mostramos la aportacion de nuestro trabajo de tesis. Es decir las
cotas obtenidas para el nimero de Grundy de las gréaficas de interseccion de tridngulos,
denotadas por Gg(T).

= Niamero de Grundy, para S en posicién convexa.

e Para3<n<6:
(Gs(T)) = w(Gs(T)) = % + O(n?).
e Cota inferior paran > 7
2+ 0(n?) = w(Gs(T)) = x(Gs(T)) < T(Gs(T)) .
e Cota superior paran > 7:

[(Gs(T)) < A(Gs(T)) = 4= + O(n?).

e Sea T7* C T el conjunto méximo de triangulos, tal que cualquier par de
triangulos en T se intersectan, pero la interseccion de todos sea vacia.

n?

s T

» Numero de Grundy, para S en posicién general.
e Cota inferior para A(GS(T))-
2+ 0(n?) < A(Gs(T))
e Cota superior para A(GS( T)):
A(Gs(T)) < ™ +0(n?)
e Cota inferior para Gg(T):
2 +0(n?) < w(Gs(T)) < x(Gs(T)) < T(Gs(T))
e Cota superior para Gg(T):
I(Gs(T)) < A(Gs(T)) <=+ 0(n?)

Cinvestav Departamento de Computacion
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Capitulo 2

Marco Teé6rico

Con el fin de que esta tesis sea auto contenida, en este capitulo damos algunos con-
ceptos y algunas propiedades de las graficas, asi como de las graficas geométricas y
de las graficas de interseccion de triangulos. Todo esto es tomado de [10]. Ademés
presentamos la notacion que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

2.1. Graficas

Una grdfica G es una pareja de conjuntos (V, E'), donde V' es un conjunto finito no va-
cio de objetos llamados vértices, y F es un conjunto de subconjuntos de dos elementos
de V' llamados aristas. El nimero de vértices de G es el orden de G y el ntimero de
aristas es el tamano de G. A una arista {u, v} de E la denotamos como uv 6 vu. Si uv
es una arista de G entonces decimos que u y v son vértices adyacentes. El grado de un
vértice v en G es el nimero de vértices en GG que son adyacentes a v, y lo denotamos
como grado(v). El grado mdzimo de G es el grado mas grande de entre los vértices
de G, y es denotado por A(G).

Una grafica G’ = (V', E') es una subgrdfica de GsiV' CVy E' C E.{V},Va,..., Vi}
es una particion de los vértices de G, si ViUVLU.. .UV, =V ysiViNntan...NV, = 0.
Una subgrafica G’ de G es inducida por V' C V si G’ tiene a V' como su conjunto de
vértices y dos vértices u y v de V’ son adyacentes en G’ si y solo si son adyacentes en
G. Un subconjunto U C V es un conjunto independiente si no existe ninguna pareja
de vértices en U que sean adyacentes.

Una grafica G es completa si cualesquiera dos vértices en GG son adyacentes. Una
subgrafica completa de G es llamada un clan de G. Un clan de orden k, es un k-clan.
El maximo orden de un clan de G es llamado nimero de clan de G y es denotado como
w(G). Una digrafica D es un conjunto finito no vacio V' de objetos llamados vértices,
y un conjunto £ de pares ordenados de distintos elementos de V' llamados aristas. Los
elementos de E son llamados aristas dirigidas 6 flechas. El exgrado de un vértice v de
una digrafica D es el niimero de flechas que salen de v en D , y lo denotamos como

7



8 Capitulo 2

grado™(v). El ingrado de un vértice v de una digrafica D es el namero de flechas que
entran a v en D | y lo denotamos como grado™ (v). A continuacién mostramos que
la suma de todos los exgrados de una digrifica D es igual al tamano de D y que la
suma de todos los ingrados de D es igual al tamano de D. Es decir, la suma de todos
los exgrados de D es equivalente a la suma de todos los ingrados de D.

Teorema 2.1. ( [10]) Si D es una digrafica de tamarnio m, entonces:
ZUGV(G) grado™(v) = ZUGV(G) grado™(v) =m

Demostracion Cada arista suma 1 en la suma de los exgrados de D y suma 1 en
la suma de los ingrados de D. Como hay m aristas en D, entonces

Z grado™(v) =my Z grado™(v) = m.
) )

veV (G veV (G
Asi: Z grado™ (v) = Z grado™(v) = m.
veV(G) veV(G)

Un torneo es una orientaciéon de una gréafica completa.

2.1.1. Coloraciéon de Vértices

Una coloracion propia de los vértices de GG es una funciéon suprayectiva
¢:V(G) — N (donde N es el conjunto de los naturales), tal que c(u) # c(v)

si u y v son adyacentes en G. Para las coloraciones es comun elegir los nimeros ente-
ros positivos como colores. Si cada color utilizado es uno de k colores dados, entonces
la coloracion es una k-coloracion. G es k-coloreable si existe una k-coloracion de los
vértices de G. Supongamos que ¢ es una k-coloracion de G. Sea C;, para 1 <i < k el
conjunto de vértices en G coloreados con color i. A cada C; le llamamos clase cromad-
tica de Gy las clases cromaticas {C4, Cy, ..., Cy} forman una particion de los vértices
de G. Esto se debe a que c es una funcion. Cada clase croméatica C; es un conjunto
independiente de vértices de GG, puesto que en C; no existen parejas de vértices que
sean adyacentes.

Una coloracion completa de los vértices de GG, es una coloracion tal que para cual-
quier pareja de colores existe al menos una pareja de vértices adyacentes con dichos
colores. Una coloracion de Grundy de los vértices de GG, es una coloraciéon propia
donde dados dos colores ¢ < j se cumple la propiedad de que cada vértice coloreado
con el color j, tiene al menos un vecino coloreado con el color ¢. Sea ¢ una coloracién
de Grundy de una grafica G. Témese una pareja de colores de ¢, por ejemplo el color
1y el color 7. Si ¢ < 7 todos los vértices de GG coloreados con color j tienen al menos

Cinvestav Departamento de Computacion



Marco Teorico 9

un vértice adyacente coloreado con color i. Si j < ¢ todos los vértices de G coloreados
con color 7 tienen al menos un vértice adyacente coloreado con color j. Esto quiere
decir que para cualquier pareja de colores de ¢, existe al menos un par de vértices
adyacentes en G con dichos colores. Por lo tanto, ¢ es una coloraciéon completa. La
coloraciéon de Grundy esta estrechamente relacionada con la coloracion glotona. De-
cimos que una coloracion es glotona si se obtiene con el algoritmo 1.

Algoritmo 1 Coloraciéon glotona
Entrada: Vértices de la grafica G listados en el orden vy, vs, ..., v,.
Salida: Coloracion propia de los vértices de G.
1: Al vértice vy le es asignado el color 1.
2: Una vez que a cada uno de los vértices vy, vs,...,v,, 1 < t < n, les ha sido
asignado un color, al vértice v;11 le es asignado el color mas pequeno que no ha
sido asignado a algtin vecino de vy, del conjunto vy, vy, ..., v;.

A continuacion demostramos que una coloracion glotona de G es también una
coloracion de Grundy de G.

Teorema 2.2. ( [10]) Sea ¢ una coloracion glotona de una grafica G, siy solo si ¢ es
una coloracion de Grundy de G.

Demostracion  Supongamos que ¢ es una coloraciéon glotona de Gy por contra-
diccion, que ¢ no es una coloracion de Grundy de G. Entonces existen al menos un
par de vértices coloreados con colores i y j (i < j) que no son adyacentes en G.
Sea v; el vértice coloreado con color j. Como v; no es adyacente a ningin vértice de
color 7, y como ¢ < j, entonces el algoritmo de coloracion glotona hubiera asignado a
v el color 7. Lo cual es una contradicciéon, por lo que si ¢ es glotona entonces es Grundy.

Sea ¢ una k-coloracion de Grundy de G. Etiquetemos a los vértices de G de la
siguiente manera.

Sean {vy, v, ...,v,} los vértices coloreados con color 1.
Sean {Vg41, Va2, ---,Up} los vértices coloreados con color 2.
Sean {v;41, V42, ..., 0, } los vértices coloreados con color k.

Generemos una coloraciéon ¢; de G con el algoritmo de coloraciéon glotona utilizando
como entrada esta etiquetacion. Como primer paso en ¢y, a v; le asignamos el color 1.
Sabemos que el conjunto {vy,vq,...,v,} de G es un conjunto independiente (ya que
¢ es una coloracion propia). Entonces el color més pequeno que puede ser asignado a
cualquier vértice en el conjunto {vy,ve,...,v,} es el color 1.

Los siguientes vértices a colorear son aquellos en el conjunto {v, 1, Ver2,..., 0}
de G. Sabemos por ¢ que no existe alguna pareja de vértices en este conjunto que

Cinvestav Departamento de Computacion



10 Capitulo 2

sean adyacentes. También sabemos que cada vértice de este conjunto es adyacente a
al menos a un vértice en la clase cromatica 1. Por lo tanto el color més pequeno que
puede ser asignado a cualquier vértice en el conjunto {v,11, Vai2, ..., 0} es el color 2.
Es claro que este argumento se extiende para todos los conjuntos. Por lo tanto ¢; = c.
O

El nimero de Grundy de G es el maximo entero positivo k para el cual G tiene una
k-coloracion de Grundy, y es denotado por I'(G). Como consecuencia del teorema 2.2
una definicién alternativa es: el nimero de Grundy de G es el maximo entero positivo
k para el cual G tiene una k-coloraciéon glotona. Si k es el nimero de Grundy de
(G, entonces existe una k-coloraciéon de Grundy de . Cada vértice v de GG coloreado
con color k es adyacente al menos un vértice coloreado con color ¢, para cualquier
1 <4 < k—1. Entonces el grado de v es al menos £k — 1 y a lo sumo es el grado
méaximo de G. Es decir, k—1 < grado(v) < A(G). Y asi, acotamos por arriba a I'(G):
I'(G) < A(G).

El nidmero cromdatico de G es el minimo entero positivo para el cual G admite una
k-coloracion propia, y es denotado por x(G). Sea G’ una subgréfica de G, el siguiente
teorema da una cota inferior de x(G) usando a x(G').

Teorema 2.3. ( [10]) Si G’ es una subgrafica de G, entonces x(G') < x(G) .

Demostracion Supongamos que c es una k-coloracién propia de G que cumple con
X(G) = k. Entonces la coloracion ¢ también es una coloracion propia de los vértices
de G'. Por lo tanto G’ es k-coloreable y x(G') < k. Es decir x(G') < x(G).

O

Como w(@) es el nimero mas grande de vértices de un clan de G, es decir, el
namero mas grande de vértices de una subgrafica completa de G, entonces w(G) es
una cota inferior para x(G).

Corolario 2.4. ( [10]) Para cualquier grafica G, w(G) < x(G)

El minimo ntimero k para el cual G tiene una k-coloracion glotona es x(G), esto
porque la coloracion glotona es una coloracion propia. Entonces I'(G) no puede ser
maés chico que x(G). Es decir, x(G) < T'(G). A continuacién demostramos un teorema
que lo comprueba.

Teorema 2.5. ( [10]) Para una grafica G y un entero k con x(G) < k < I'(G), hay
una k-coloracion de Grundy de G.

Demostracion Sea c una I'(G) coloracion de Grundy de G. Sean C, (s, . .., Crq)
las clases cromaticas de ¢, donde C; es el conjunto de vértices coloreados con color 7
en ¢ para 1 <1 <T'(G). Supongamos que x(G) = a;. Sea a;, para 2 < i < I'(G) + 1,
el minimo numero de colores de una coloraciéon propia de G, la cual sea igual a ¢ en
cada vértice que pertenezca a Cy U Cy U... U Cj_y. Entonces apg)+1 = I'(G).
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Marco Teorico 11

Sea G; la subgrafica de G inducida por C;UC;11U. . .UCpq), tal que 2 < i < T'(G).
Como cada vértice en C; es adyacente con al menos un vértice de cada una de las
clases crométicas C', Cy, ..., C;_1, entonces en cada coloracion de GG que coincida con
¢ en cada vértice que pertenezca a C;y UCyU...UC;_1, a G; no se pueden asignar los
colores 1,2, ..., (i — 1). Entonces,

a; = (i — 1) + x(Gy). (2.1)

Como G,y es una subgrafica de G;, entonces x(G;) < x(Gjy1). Ademas una x(G;)
coloracion de G; puede ser obtenida de una x(G;;1) coloracion de G;;;. En dicha
coloracion, podemos asignarle a todos los vértices en C; el mismo color, pero debe ser
un color distinto a los colores de la x(G;1) coloracion de G, 1. Entonces:

X(Gi) =1 < x(Giya) < x(Gi). (2.2)
Por 2.1 y 2.2, tenemos:
a; = (i—1)+x(G;) = (x(Gi)—1)+i < x(Gip1)+i < X(Gi)+i = x(G)+(i—1)+1 = a;+1.
Por lo tanto:
a; < x(Giz1) +i<a;+ 1.

Como a; 1 = i+ x(Gj41), entonces tenemos que a; < a;41 < a; + 1. También sabemos
que a; = X(G) y que arg)+1 = I'(G). Entonces para cada entero k con x(G) < k <
['(G), existe un entero ¢ con 1 < i < I'(G) + 1 tal que a; = k. Como una x(G)
coloracion de G es una coloracion de Grundy, podemos decir que x(G) < k < I'(G).
Sea ¢’ una k coloracion de G, la cual coincida con ¢ en cada vértice que pertenezca
a CiUCyU...UC;_q. Sea ¢* una x(G;) coloracion glotona de G; respecto a una
etiquetacion o* de los vértices de ;. Sea o una etiquetacion de los vértices de G,
tal que primero sean etiquetados los vértices de (1, después sean etiquetados los
vértices de (5, y asi hasta que por ultimo sean etiquetados los vértices de C;_q,
finalmente anadir la etiquetacion o*. Sea ¢” una [ coloraciéon glotona de G respecto a
0. Supongamos que ¢” es una [ coloracion de GG. Entonces ¢’ es una [ coloracion de
Grundy de G que coincide con ¢’ y ¢ para cada vértice que pertenezca a C; U Cy U
...UC;_1 y " asigna a cada vértice de G un color no mas grande que el color asinado
al vértice en ¢’. Entonces [ < k. Por otro lado, la coloracion ¢’ no puede usar menos
de k = a; colores, entonces [ = k y asi, ¢ es una k coloracion de Grundy de G. O

2.2. Graficas Geométricas

Una grdfica geométrica G es un dibujo de una grafica G en el plano, tal que sus vértices
son puntos en el plano en posiciéon general, y sus aristas son segmentos de recta. Una
grafica geométrica es completa si para cada par de vértices en la grafica existe una
arista que los une.
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12 Capitulo 2

2.2.1. Coloracion de Aristas

Sea G una grafica geométrica de cualquier grafica G. Una coloracion propia de las
aristas de G consiste en asignar a cada arista un color de tal forma que dos aristas que
inciden en un vértice, o se cruzan, no tengan el mismo color. Una coloracion completa
de las aristas de G es una coloracion tal que para cualquier pareja de colores existe
al menos una pareja de aristas adyacentes con dichos colores.

El indice cromdtico de G, es el entero mas pequeno k para el cual G tiene una k
coloracion propia de sus aristas, y es denotado por x1(G). El indice acromdtico de G
es el entero mas grande k para el cual G tiene una k coloraciéon propia y completa de
sus aristas, y es denotado por «;(G). El indice pseudoacromdtico de G es el entero méas
grande k para el cual G tiene una k coloracion completa de sus aristas, y es denotado
por ¢, (G). El indice de Grundy de G es el entero més grande k para el cual existe
una k coloracion de Grundy propia de las aristas de G y es denotado por I'1(G).

Sea L(G) la grafica de interseccion de las aristas de una grafica geométrica G, tal
que cada vértice de L(G) representa una arista de G; y un par de vértices de L(G) son
adyacentes, si y solo si, sus aristas correspondientes comparten un vértice o se cruzan
en G. Notese que el indice cromatico x;(G), el indice acromatico a;(G), el indice
pseudoacromatico 11 (G) y el indice de Grundy I'1(G), son definidos como el ntimero
cromatico x(L(G)) (namero mas pequeno k por el cual L(G) tiene una k coloracion
propia), el nimero acromético o(L(G)) (nimero mas grande k por el cual L(G) tiene
una k coloracién propia y una coloracion completa), el nimero pseudoacromatico
¥(L(G)) (ntmero mas grande k por el cual L(G) tiene una k coloracion completa) y
el namero de Grundy I'(L(G)) (ntumero mas grande k por el cual L(G) tiene una k
coloracion de Grundy) de L(G). Asi, x1(G) = x(L(G)), a1(G) = a(L(G)), ¥1(G) =
P(L(G)), n((G)) = 7(L(G)) y I'((G)) = T'(L(G)).

2.3. Graficas de Interseccion de Tridngulos

A continuacion definimos el tipo de graficas con las que se trabaja en esta tesis. Antes
de hacerlo, es necesario dar algunos conceptos.

Un poligono P es convezo siy sOlo si, para cualquier par de vértices p,q € P el
segmento pq estd completamente contenido en P. Sea S un conjunto de n puntos en
el plano. Decimos que S esta en posicion general si no contiene tres puntos que sean
colineales. Decimos que S esta en posicion conveza si los puntos forman los vértices
de un poligono convexo. Un tridngulo es la region del plano acotada por tres puntos y
los tres segmentos entre ellos. Un tridngulo determinado por S es un triangulo cuyos
vértices estan en S. Un tridngulo determinado por tres puntos s;, s; y s en S, lo
denotamos como A(s;s;si). Un tridngulo abierto es un triangulo que no incluye su
frontera.
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Marco Teorico 13

Sea T el conjunto de todos los triangulos abiertos determinados por S. Decimos
que dos triangulos ¢ y t' en T se intersectan si uno de ellos esta contenido en el
otro, 6 si ambos comparten al menos un punto en comin. Dicho punto debe ser
diferente a algtn punto de la frontera de ¢ y t'. La grdfica de interseccion Gg(T) de
T es una grafica donde cada vértice representa a un triangulo en 7T, y existe una
arista entre dos vértices si y solo si los triangulos correspondientes se intersectan. Por
ejemplo, en la figura 2.1 observamos un conjunto S de 4 puntos, 7 esta dada por
los triangulos: A(sys254), 2A(815283), A(s15354), A(s25354). La grafica de interseccion
Gs(T) se muestra en la figura 2.1f.

S = 51, 52,83,54 As18984
81. 52 S S92

[ ) [ )
S3 S4 S3 S4

(a) Conjunto S de 4 puntos

A81$283
S So

S3 S4

(c) A(s15283) €T

A825384
31. S9

S3 S4

(e) A(s2s384) €T

Figura 2.1: Construccion de la grafica de interseccion de los tridngulos determinados

por un conjunto S de 4 puntos.

(b) A(s18284) €T

A51$3S4

S3 S4

(d) A(s18384) €T

A818284 A515253

As18384 As25384

(f) Grafica de interseccion de trian-
gulos de T
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14 Capitulo 2

El grado de un triangulo t en T es el nimero de tridngulos en 7 que intersectan
a t. El grado mdximo de T es el grado mas grande entre los triangulos de T, y es
denotado por A(T). Asi, el grado de un vértice v en Gg(T) es igual al grado de su
tridngulo equivalente ¢ en 7. Es decir, grado(v) = grado(t) y A(Gs(T)) = A(T).

El conjunto 7 es completo si cada dos tridngulos en T se intersectan. Una sub-
conjunto completo de 7 es llamado un clan de 7. El méximo orden de un clan de T
es llamado ndmero de clan de T y es denotado por w(T).

2.3.1. Coloraciéon de Triangulos

Una coloracion propia de los triangulos de T consiste en asignar a cada tridngulo un
color de tal forma que dos tridngulos que se intersecten no tengan el mismo color.
Una coloracion completa de los tridngulos de T es una coloraciéon tal que para cual-
quier pareja de colores existe al menos una pareja de tridngulos que se intersectan con
dichos colores. Una coloracion de Grundy de los tridngulos de T, es una coloracion
propia de los triangulos de 7 donde dados dos colores ¢ < j se cumple la propiedad de
que cada tridngulo coloreado con el color 7, intersecta al menos un tridangulo coloreado
con el color 7, para cada ¢ < j.

El nimero cromdtico de T, es el entero mas pequeno k para el cual T tiene una
k coloracion propia de sus tridngulos, y es denotado por x (7). El nimero de Grundy
de T es el entero mas grande k para el cual existe una k coloracion de Grundy propia
de los triangulos de T y es denotado por I'(7).

Es importante ver que una coloraciéon propia, una coloracién completa, y una
coloracion de Grundy de los triangulos de T es equivalente a tener una coloracion
propia, una coloraciéon completa, y una coloracion de Grundy de los vértices de Gg(T).
Del mismo modo, x(7) (ntmero cromatico) y I'(7T) (nimero de Grundy) de T son
equivalentes a x(Gs(7)) (nimero cromatico) y I'(Gg(T)) (ntumero de Grundy) de
Gs(T).
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Capitulo 3

Estado del Arte

En este capitulo mostramos resultados que aparecen en la literatura y que estan
relacionados con el trabajo presentado en esta tesis. Estos resultados muestran pro-
piedades de coloracién en vértices y en aristas de gréficas, ademés propiedades de
triangulos determinados por conjuntos de puntos. El analisis de estos trabajos es im-
portante debido a que en esta tesis se estudia un indice de coloracion de la gréafica de
interseccion de triangulos.

Iniciamos mostrando resultados sobre tridngulos. En el articulo [6], los autores
buscan el maximo ntimero de tridngulos que comparten un punto en su interior. Pri-
mero damos algunas definiciones.

Sea S un conjunto de n puntos en posicién general. Denotamos por 7 al conjun-
to de tridngulos determinados por S. Sea x un punto en el plano, tal que = ¢ S.
Definimos a f(.S, ) como la funcién que cuenta el namero de triangulos en 7 que
contienen a x en su interior, en la Figura 3.1b observamos que para el conjunto
S :={s1, S9, 83, S4, S5}, la funcion f(S,z) = 3.

Sea * ¢ S el punto en el plano que maximiza a f(S,x), para todos los posibles
x en el plano. Definimos a f(.S) como el nimero de tridngulos de 7 que contienen a
x* en su interior. En la Figura 3.1a observamos que la funcién f(S) = 5, para x* que
maximiza a f(5, z).

Sea S* el conjunto de n puntos en el plano que minimiza a f(S), para todos
los posibles conjuntos de puntos en el plano de tamano n. Y sea z* ¢ S* el punto
en el plano que maximiza a f(S*, z). Denotamos por 7* al conjunto de tridngulos
determinados por S*. Definimos a f(n) como el nimero de triangulos de 7* que
contienen a z* en su interior. Notacionalmente, tenemos que:

£(8) = méx £ (5, 2)
f(n) = min f(5)

15



16

S5 S5

52 52

S4q S4q

53 53

(a) © € 818283, $25485, $35455 (b) @ €
’ ’ 518384, 515254, 515385, 525355, 25455

Figura 3.1: S := {s1, 2, $3, S4, S5 }

En [6] los autores demuestran el siguiente teorema:
Teorema 3.1 ([6]). f(n) = = + O(n?).

Para demostrar este teorema, primero mostraremos una prueba que aparece en |7],
3
que demuestra: f(n) > 5= + O(n?), y después mostraremos una prueba que aparece
en [6] que demuestra: f(n) < g—i + O(n?). Con estas dos partes demostraremos el
Teorema 3.1.

A continuacién, damos algunas definiciones y un lema. Dicho lema es necesario
para la demostracion del teorema que aparece en |7]. Sea S un conjunto de n puntos
en el plano en posicion general y sean [y, I y 3 tres rectas concurrentes que dividen
el plano en 6 partes, donde cada parte contiene al menos ¢ — 1 puntos del conjunto
S. Sabemos que la existencia de estas rectas estda garantizada por un teorema que
aparece en |9]. Llamamos p al punto de interseccion de las 3 rectas.

Etiquetamos las 6 partes del plano, en el orden de las manecillas del reloj, con
etiquetas A, D, C, D, E, F, como se observa en la Figura 3.2. Denotamos a los
puntos en A con a;, para 1 < ¢ < |A|. Respectivamente, a los puntos en B con bj,
para 1 < j < |BJ, en C con ¢, para 1 < k < |C|, en D con d;, para 1 <[ < |D|, en
E con e, para 1 < m < |E| y en F con f,, para 1 < o < |F|. Sea H un hexagono
formado al tomar exactamente un punto de cada una de las partes.

Lema 3.2. p esta contenido en H.

Demostracion Consideremos H, los vértices de H son {a;, b;, ¢k, dj, €m, fo}. Lalinea
[ separa a los subconjuntos A, B, C' de los subconjuntos D, E, F. Entonces [; separa
a las aristas a;b;, bjci, de las aristas dje,,, €, f,. De la misma forma la linea I, separa
a los subconjuntos B, C', D de los subconjuntos FE, F', A. Entonces, [ intersecta a
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Estado del Arte 17

las aristas a;b;, dje,, de H. Definimos a s como el segmento dado por el punto de
interseccion de Iy y a;b;, y el punto de interseccion de ly y dje,, . Como [y esta entre
las aristas a;b;, dje,,, entonces el punto de interseccion de ly y o esta contenido en s.
Como [y intersecta a H exactamente dos veces, s esta contenido en H, por lo tanto,

p esté contenido H. O
11\\ A la,
\ i 4
7
\ /
F "\ ;. B
f"o \ 4 b
\ / °
o \p
_____ ){————________lg
em® // \\
4 \ C
E K N o,
, \
Y \
7 \
d D \

Figura 3.2: Lineas concurrentes que separan el plano en 6 partes.

El siguiente teorema acota a f(n) por abajo. La demostracion fue tomada de [7]
donde los autores demuestran que para cada conjunto S de n puntos, siempre existe un

punto p que esta contenido en al menos g—; + O(n?) triangulos abiertos determinados
por S.

Teorema 3.3 ([7]). Para cualquier conjunto S de n puntos tenemos:

n? )
n) > — 4+ 0(n”).
fn) > o+ 0(?)
Demostracion
Sean [q, [y, 13 tres rectas concurrentes que dividen al plano en 6 partes, tal que
cada parte contiene al menos ¢ — 1 puntos del conjunto S en su interior. Y sea p el
punto de intersecciéon de estas rectas. Por el lema 2, cualquier hexédgono que tenga
exactamente un punto en cada una de las partes de la particiéon, contiene a p en su
interior. Sea H uno de estos hexdgonos. Etiquetamos las 6 partes del plano en el orden
de las manecillas del reloj, como en la Figura 3.3.

Existen (g) = 20 tridngulos determinados por los vértices de H. Como H contiene
a p en su interior, necesariamente algunos de estos tridngulos contienen a p en su
interior. El tridngulo de H formado con un punto de la parte A, un punto de la parte
C y con un punto de la parte F, contiene a p en su interior. De la misma forma
el tridngulo de H formado por un punto en B, un punto en D y un punto en F|,
contiene a p en su interior. Entonces, por el momento tenemos al menos 2 tridngulos

que contienen a p en su interior.
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di D N
\

Figura 3.3: p en el interior de tridngulos a;cie; y bid; fi

Consideremos la cuarteta de H formada por un punto en A, un punto en B, un
punto en C, y un punto en F. En la Figura 3.4a podemos ver los 4 puntos con los
que podemos formar los siguientes dos triangulos aibie; v bicieq, de los cuales uno
contiene a p en su interior.

Consideremos las cuartetas BCDF, ACDE, BDEF, ACEF,y ABDF, formadas
de tomar un punto de cada parte. Observemos en la Figura 3.4b, en la Figura 3.4c,
en la Figura 3.4d, en la Figura 3.4e, y en la Figura 3.4f, que en cada par de triangulos
formados por estas cuartetas existe uno que contiene a p en su interior.

A estos 6 tridngulos le sumamos los 2 triangulos que anteriormente ya contenian a
p en su interior, entonces tenemos al menos 8 tridngulos por hexagono que contienen
a p en su interior. El nimero de hexagonos que pueden formarse con un punto de
cada parte de la particion es (% —1)%. Sabemos que existen al menos 8 tridngulos por
hexdgono, que contienen a p. Entonces tenemos al menos 8(% — 1)® triangulos en total
que contienen a p.

Pero, existe un sobre conteo de tridngulos. Por ejemplo, en la Figura 3.4a tenemos
el hexagono aibicidier f1 y el tridngulo bicie; que contiene a z. Fijemos los vértices
de este triangulo para formar cualquier hexagono que contenga algtn vértice en A, D
y F', que no sea aq, dy, f;. Cada uno de estos hexdgonos contiene al mismo triangulo
bicie; que contiene a p. Y el ntimero de este tipo de hexdgonos es (§ — 1)3. Entonces,
quitando el sobre conteo, tenemos al menos :

=) =) o

o

tridngulos que contienen a p. O

o3|l

Por otro lado, los autores de [6] exhiben un conjunto S de n puntos en el plano,
tal que todo z € R? (z ¢ S) esta contenido en a lo sumo % + O(n?) tridngulos de T .

Es decir: f(n) < g—; + O(n?).
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(a) p en el interior del tridngulo (b) p en el interior del tridngulo
bicier c1dy fi
l1\\ A la, l2,
/
B
b1
- SR S Iy
C
1
(c) p en el interior del triangulo (d) p en el interior del triangulo
ardyeq bidies
I, A la, l2,
/
B
by
- Ee I
C
.cl
(e) p en el interior del tridngulo (f) p en el interior del tridangulo

0161f1 aldlfl

Figura 3.4: Tridngulos que contienen a p en su interior.
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Antes de presentar la demostracion es necesario definir algunos conceptos. Deno-
tamos por 74 el rayo cerrado que inicia en el punto x y pasa por el punto a, denotamos

por Za la linea recta que pasa por los puntos = y a (x # a). Definimos a Iz como el

semiplano derecho abierto acotado por la recta dirigida Za. 55 = Iz ) Z4. Denota-
mos por 0C' la frontera de un conjunto convexo C'.

Sea IT un semiplano fijo y sea x un punto fijo en 611y SNJII = (). Sean S\IT los puntos
81,82, .-, 8 ¥ para cualquier s, € S\II, 1 < p <k, se define r, :=| SNII NIl |. La
etiquetacion de S\II se puede dar de tal forma que r; <7y <.+ <7y

Lema 3.4. (|6])
S, x) :Zp p(2p+n—1—=2k—rp).

Demostracion Cualquier tridngulo que contenga a x en su interior tiene uno o dos
vértices en II. Entonces el namero de tridngulos que tienen a x en su interior y que
tienen dos vértices en S\II y uno en II, est4 dado por r, — 7, , para p < g.

El ntimero de tridngulos que tienen a z en su interior y que tienen un vértice en S\II
y dos en II, esta dado por r,(n — k — r,). Entonces:

Mw

rp(n—k—r,) + E rt—rp

p:l p<t

|

Ahora, presentamos la construccion del conjunto S que alcanza la cota. Sea C' un
circulo unitario con centro en el origen O, y sea ¢ un punto sobre la circunferencia
de C'. Sea S la unién de tres conjuntos de puntos A, B y C, los cuales estan sobre la
circunferencia de C, donde:

A= {azléquz— '2>1<i< L J}7
B = {b MqOb )+n] 1<]<L(n+1)J}
C= {ca|4£qOc; = (47r) —nF1<k< L

A continuacion daremos la Segunda parte de la demostracion del Teorema 3.1

Proposicion 3.5. (|6]) Para cualquier = en el plano tenemos:

n3
<=+0
fn) < 5+ 0()
Demostracion Tomemos el cierre convexo de dos grupos de S, por ejemplo §(AUB),
y coloquemos a x sobre ella de tal manera que ningun triangulo de la forma a;a;ay
6 b;b;b, contenga a x. Si colocamos a x sobre la arista que deja de un solo lado al
conjunto S no existird algtn tridngulo que contenga a x, entonces coloquemos a x
sobre la arista que separa al conjunto B de C. Y tomemos un semiplano II tal que
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x € 0Il y que II separe a A de B.Recordemos que k es el niimero de puntos en S, que
no estan en II, entonces aplicando el Lema 3.4, tenemos que k = 3, r; = 5. Asi,

Ahora tomemos un semiplano Il que separa a BUC de A, con x sobre dII tal que
S\IT = A.

Para el conjunto S, existe un indice ¢ < k tal que r, = 7 para todo 1 < p < ¢.
Estos son los Ilz;; que su interseccion con 6C que no es 7, se encuentra entre by y
by. Ademés existe r, = k para k > p >t + 2. Estos son los Ilz; que su interseccion
con 6C que no es 7, se encuentra entre bg y cz. Entonces por el Lema 3.4, tenemos
la siguiente cuenta:

f(S,x) = Z%:1 m(2p—2k+n—1—a)+
Dopeiiok(2p =2k +n—1—k)+
12t +1 =2k +n—71q)

< ) (r)(k+t—r1) + k(k—=t)(k+ 1)+
(t—k+ 212 + (¢ — k+ 23)2

El  que maximiza a f(S,z), lo encontramos cuando t = r; = k = [3] y asi tenemos

n® n? 5%
< — 4 — —.
f(S,z) < 27+ 5 —|—2n+2

Los autores de [8] buscan el niumero de triangulaciones necesarias para cubrir todos
los triangulos vacios determinados por un conjunto S de n puntos. Antes de mostrar
algunos de los resultados en dicho articulo, daremos algunas definiciones.

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posiciéon general. Sea T el conjunto
de todos los triangulos abiertos determinados por S. Un triangulo en 7 es vacio si no
contiene ningtin punto de S en su interior. Sea p ¢ S un punto en el plano. Diremos
que un triangulo en T es agudo, si contiene a p en su interior. Un tridngulo en T esté
cubierto por una triangulacion si éste es un elemento de la triangulacion. En [8] los
autores estudian el nimero de triangulaciones de S que son necesarias para cubrir
todos los triangulos vacios de 7. Y para S en posicion convexa demuestran el lema 3.6
y el teorema 3.7 | para los cuales omitimos la demostracion.

Lema 3.6. (|8]) Sea S el conjunto de vértices de un n-adgono regular @) y sea p el
centro de (). Sea:

_92 .
| sin es par.

) + 221 i n es impar.
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Dicha funcién cuenta el nimero de tridngulos agudos de 7 que contienen a p en
su interior.

Teorema 3.7. ([8]) f(n) triangulaciones son necesarias y suficientes, para cubrir
todos los tridngulos de un poligono regular.

La grafica de interseccion Gg(7) de T es una grafica donde cada vértice representa
a un tridangulo en T, y existe una arista entre dos vértices si y solo si los triangulos
correspondientes se intersectan. El niimero cromatico de una grafica G es el minimo
entero positivo para el cual G admite una k-coloraciéon propia, y es denotado por
X(G). En el articulo [11] los autores estudian el ntimero cromético de la grafica de
interseccion de triangulos es decir, x(Gs(T)).

Considérese una triangulacion 7' del Teorema 3.7, los vértices de los triangulos
de T son un subconjunto de S. Por otro lado, sabemos que los tridngulos de 7' son
vacios y ademéas por la definiciéon de triangulacion cada dos triangulos comparten a
lo sumo un vértice 6 una arista. Entonces a los tridngulos de 7" se les puede asignar
un color. Asi T es una clase cromatica de una coloracion de Gg(7T). Entonces en [11]
los autores encuentran que x(Gs(7)) es equivalente a obtener el minimo nimero de
triangulaciones de subconjuntos de S que cubran todos los tridngulos determinados
por S. Es decir, a cada triangulacién del Teorema 3.7 se le puede asignar un color
distinto, obteniendo asi y(Gs(7)) = % + O(n?) para S en posicion convexa. En [11]
aparece el siguiente Teorema para S en posicion general,

Teorema 3.8. ([11]) Para cualquier conjunto S de n puntos en posicion general en
el plano,

n3 27n?
— < <
" <x(@stm) < 2

Del Teorema 3.1, que prueba que por cada conjunto S de n puntos en posicion
general existe un punto en el plano que estd contenido en el interior de al menos
’;—3 +O(n?) tridngulos determinados por S, se obtiene la cota inferior del Teorema 3.8.
Es decir que al menos se necesita ese ntumero de colores para colorear a la grafica
Gs(T). Para demostrar la cota superior, los autores realizan una prueba por induccion
basada en el siguiente lema:

+ O(n?)

Lema 3.9. ([11]) Sean A y B conjuntos de n puntos en el plano en posicién general
separados por una linea. Sea X el conjunto de tridngulos abiertos determinados por
AU B y que tiene al menos un vértice en cada uno de los conjuntos. Entonces el
nimero cromético de la grafica de interseccion de X es a lo sumo 2n? + O(n?).

A continuacién mostramos resultados sobre algunos indices de coloraciéon en gra-
ficas. Antes de mostrar los trabajos damos algunas definiciones. Dada una familia
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F de conjuntos, definimos la grafica de interseccion G(F) como la grafica que tiene
un vértice por cada elemento en F, dos de los cuales comparten una arista si y solo
si, los elementos correspondientes se intersectan. Una grafica G' es m-degenerada si
cada subgréfica G’ de G tiene un vértice v de grado a lo sumo m en G’. Si G es
m-degenerada, entonces G tiene una (m + 1)-coloracion propia.

Sea G la gréfica de interseccion de una familia finita de conjuntos convexos. Estos
conjuntos convexos obtenidos por translaciones de un conjunto fijo convexo en el
plano. El siguiente articulo muestra resultados sobre el nimero cromatico de G. En
[12] los autores muestran que cada grafica de tipo G con ntimero de clan k es (3k — 3)-
degenerada y entonces G es (3k — 2)-coloreable. Presentamos dicho resultado en el
siguiente Teorema:

Teorema 3.10. ([12]) Sea G la grafica de interseccion de translaciones de un conjunto
fijo convexo compacto en el plano con nimero de clan k. Entonces G es (3k — 3)-
degenerada y el niimero cromatico de G no excede 3k — 2.

En [5] los autores definen dos graficas de interseccion D(S) y I(S). El conjunto
de vértices de dichas gréaficas son todos los subconjuntos de k puntos en S, para
2 < k < §. Dos subconjuntos son adyacentes en D(S) si y solo si, sus envolturas
convexas son disjuntas; y son adyacentes en I(S) si y solo si, sus envolturas convexas
se intersectan. Se denota con d(n) al maximo x(D(S)) sobre cualquier S C R? de
tamano n. Se denota con i(n) al maximo x(I(5)) sobre cualquier S C R? de tamaiio

n. Los autores, obtienen las siguientes cotas para el nimero cromatico de D(S) y de

I(S):

Teorema 3.11. (|5]) Para cualquier n > 3:

(i) 2] =1 < x(D(S)) < min(n — 2,n — Lgnl).

(i) 5[2] <d(n) <min(n—2,n+ L — Heslsnly

Teorema 3.12. ([5]) Para cualquier n > 3:

(1) x((5)) = n.

(ii) n <i(n) < Cn?, para cualquier constante C' > 0.

A continuacién mostramos resultados acerca de algunas propiedades de coloracio-
nes de aristas en graficas geométricas especificas. Iniciamos con un articulo donde los
autores trabajan con algunos indices de coloracion. Antes de mostrar los resultados
damos algunas definiciones.

Sea G la grafica de interseccion de las aristas de una gréafica geométrica G, tal que
cada vértice de GG representa una arista de G; y un par de vértices de GG son adya-
centes, si y sOlo si, sus aristas correspondientes comparten un vértice o se cruzan en G.
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En [2] los autores trabajan este tipo de graficas y los siguientes indices de co-
loracion: x1(G), a1(G) y 11(G) . De manera especifica muestran que para n puntos
en posicion convexa el indice acromético y el indice pseudoacromaético de la grafica

geométrica completa es | % I”J También dan una cota superior para el indice pseu-

doacromaético para cualquier grafica: ¢, (G) < L”%#J

El maximo de los x1(G) de todas las posibles graficas geométricas que se pueden
dibujar con n puntos, es llamado indice cromdtico geométrico de G y se denota x,4(G).
Sea S un conjunto de puntos en posicion general en el plano. La grdfica de disyuncion
D(S) tiene como conjunto de vértices a todas las aristas que pueden formarse con los
n puntos de S. Dos vértices de D(S) se unen con una arista si y sélo si, las aristas
correspondientes en S son disjuntas. En la tesis [13], los autores estudian el indice
cromatico de la grafica geométrica. Entre sus resultados, mediante un algoritmo de
busqueda exhaustiva acotan a Xg(G) para 3 < n < 6. Los resultados se muestran en
la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Valores de x,(G).

Por otro lado, demuestran los siguientes teoremas para x,(G):

Teorema 3.13. ( [13]) Sean n = 2¢, para ¢ > 3 e impar, existe una grafica geométrica
G, de orden n que necesita al menos n+1 colores para obtener una coloracién propia.

Teorema 3.14. ( [13]) Sea n = 2(q + 1), para ¢ > 3 e impar, existe una grafica
geométrica G, de orden m que necesita al menos n 4 1 colores para obtener una

coloracion propia.

Teorema 3.15. ( [13]) Sea G una grafica de orden n, para n > 6 y par, su x,(G) esta
acotado por:

Xg(G) >n+ 1.

Entre otros resultados, también dan la siguiente cota para x;(D(5)):

n-|y2nr = 5] <) <n- | flogn+ 1 - 1]
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Una grafica (G), es una grdfica bipartita si es posible partir a los vértices de (G)
en dos subconjuntos R y B, tal que cada arista de (G) une a un vértice de R y con
un vértice de B. Una grafica es bipartita geométrica completa si para cualquier pareja
(r,b) € R x B, se tiene que rb € E(K,,,), y la denotamos K,, . Una grafica K,,,
es bipartita geométrica completa si para cualquier pareja (r,b) € R x B, se tiene que
rb € E(K,,). La grafica K, ,, es separable si los puntos en B pueden ser separados
por una linea recta de los puntos en R.

En la tesis [4] los autores estudian el indice cromatico, acromatico y de Grundy para
graficas geométricas. Entre sus resultados, se encuentran las siguientes demostraciones
que acotan dichos indices para K, ;.

Teorema 3.16. ( [4]) Sea k,,, una grafica geométrica bipartita separable, entonces

X1(kmn) =n+m— 1.

Teorema 3.17. ( [4]) Sea k,, , una grafica abstracta, entonces

a1<km,n) S ’Vw-‘ .

Teorema 3.18. ( |4]) Sea k,, convexa separable, entonces

al(km,n> = Tl<km,n) = LLWJ — 1.

Los trabajos anteriores muestran resultados sobre algunos indices de coloracion
para la grafica de interseccion de aristas, y para la grafica bipartita.
Es evidente que en los trabajos mostrados en este capitulo existe la ausencia del del
estudio del namero de Grundy de la grafica de interseccion de tridngulos. Un so6lo
trabajo muestra resultados sobre el nimero cromatico de la gréafica de interseccion
de tridangulos. Esto hace de interés investigar el nimero de Grundy para la grafica de
interseccion de triangulos en esta tesis.
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Capitulo 4

Resultados: Ntimero de Grundy

En este capitulo mostramos los resultados obtenidos para el nimero de Grundy de
las gréaficas de interseccion de triangulos. Recordemos que la construccion de este tipo
de gréaficas esta dada a partir de un conjunto de tridngulos abiertos, denotado por
T. La grafica de interseccion de triangulos Gg(7T) de T es una grafica donde cada
vértice representa a un tridngulo en 7, y existe una arista entre dos vértices si y sélo
si los tridangulos correspondientes se intersectan. El conjunto 7 es determinado por
un conjunto S de n puntos en el plano en posicion general. Decimos que S esta en
posiciéon general si no contiene tres puntos que sean colineales. S esta en posicion
convexa si los puntos del conjunto forman los vértices de un poligono convexo. Por
otro lado, recordemos que para obtener el niimero de Grundy buscamos una coloracion
con el maximo nimero de colores, tal que cada vértice de color j tenga un vértice
adyacente de color ¢, para todo ¢ < j.

Los resultados de esta tesis estan divididos en dos partes. En la primera parte damos
cotas para cuando S esta en posicion convexa, y en la segunda parte damos cotas
para cuando S esta en posiciéon general.

4.1. Conjunto de Puntos en Posicién Convexa

En esta seccion presentamos el valor de I'(Gs(7)), para la grafica de interseccion de
triangulos, cuando S esta en posicion convexa. Primero consideramos I'(Gg (7)) para
valores pequenos de n, y después damos una cota superior y una cota inferior para
['(Gg(T)) para valores grandes de n. La cota inferior se obtiene de un conjunto de
triangulos que se intersectan tres a tres, dicho conjunto es tomado de [11].

Antes de presentar los resultados, es importante mostrar algunas demostraciones
que nos ayudaran a dar nuestra cota inferior. Entre estas demostraciones, esta la si-
guiente, donde mostramos que para S en posicién convexa, el nimero cromético de
Gs(T) es igual a el nimero de clan de Gg(7T). Es decir x(Gs(T)) = w(Gs(T)). Esta
prueba la tomamos de [11] y de [8].
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Para conjuntos de puntos en posicion convexa, Gg(7) siempre es la misma, sin
importar la eleccion de S. Entonces supongamos que .S son los n vértices en el plano
de un poligono regular.

Teorema 4.1 ( [11], [8]). Sea S el conjunto de los n vértices de un poligono regular
P,y sea Gg(T) la grafica de interseccion del conjunto 7 de los tridngulos abiertos
determinados por S. Para cualquier conjunto S de n puntos en posicién convexa:

X(Gs(T)) = w(Gs(T))

Demostracion Sea T el conjunto de tridngulos abiertos determinados por S. Sean
py q dos puntos en el centro de P. Decimos que un triangulo de T es central si con-
tiene a ¢ en su interior. Es importante notar que el conjunto de triangulos centrales
es un clan de triangulos en 7, y que es un clan de vértices en Gg(T).

Supongamos que n es par. Por cada punto s; de S, sea

y ) st sisi+g<n
g si+45 moédn sis;+35>n.

el punto antipoda de s; en S. Supongamos que A(s;s;5x) es un triangulo central
de T, para i # j, i # ky j # k. Por cada tridngulo central A(s;s;s;) defini-
mos a C(i, j, k) como un conjunto independiente con los siguientes cuatro triangulos:
C(i, 5, k) = {A(sisj81), A(sisjse), Asissk), N(sisjsy) }-

Un triangulo en 7 es largo si contiene un par de vértices antipoda. Observemos que
¢ no esta contenido en ningun tridngulo largo debido a que ¢ esta sobre una de sus
aristas. Movamos a ¢ un poco de tal forma que para todos los puntos consecutivos
si, 8; € S, q esté contenido en el interior de exactamente uno de los triangulos largos
A(sisisi) y A(sis;s}). Observemos que existen triangulos largos centrales. Si A(s;s;s;)
es un triangulo largo central entonces definimos a su conjunto independiente como
C(i,i,7) = {D(si8]85), A(si8;8}) }. De esta manera, notemos que cada triangulo en T
estd en un conjunto independiente asociado con un triangulo central.

Sea A(s;s;5,) un triangulo que no es central. Sin perdida de generalidad, podemos
suponer que $;si separa a s; de ¢, esto implica que A(s}s;s;) es un triangulo central
y entonces A(s;s;5;) esta en el conjunto independiente asociado a A(s]s;sy).

Ahora supongamos que n es impar. Por cada punto s; de S, sea

S/_ Si—i‘nT—H SiSi—FnT—HSTL
g si—i—”TH mod n sisz-+”T+1>n.

el punto antipoda de s; en S. Sea g un punto en el centro de S. Si A(s;s;55) es un trian-
gulo central, tal que en A(s;s;s;) no hay dos puntos que sean consecutivos y tal que
no tenga alguna arista que separe a un punto € S de ¢, entonces definimos a su con-
junto independiente como C(i,j, k) = {A(sisjs1), A(sisjsk), A(sis)se), DN(sisjsy)}-
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Si A(s;sjs;) es un triangulo central tal que s; y s; son puntos consecutivos en el
sentido de las manecillas del reloj, entonces definimos a su conjunto independiente
como C(i, j, k) = {A(si8581), A(si)sk) b Si A(sis;s) es un triangulo central tal que
exista al menos una arista que separe a un punto € S de ¢ y tal que en A(s;s;5;)
no hay dos puntos que sean consecutivos, entonces sea s; el punto en A(sisjsk)
tal que s; = s; 6 s; = s;. Entonces definimos a su conjunto independiente como
Ci, 5, k) = {A(sisjsk), N(sisysk), AN(sisjsy)}. De esta manera, notemos que cada
tridngulo en 7 esta en un conjunto independiente asociado con un triangulo central.
Sea A(s;s;s) un tridangulo que no es central. Sin perdida de generalidad, podemos
suponer que s;s; separa a s; de c. Sea

Como podemos ver 2’ = s; y ademéas A(xs;s;) es un triangulo central. Entonces
A(s;s;si) esta en el conjunto independiente asociado a A(zs;s;).

Cada conjunto independiente asociado con un triangulo central es una clase cro-
mética de alguna coloracion ¢ de T, es decir que existe un color en ¢ por cada
tridangulo central en 7. Sea k el ntmero de tridngulos centrales en 7. Como ¢ es
una k coloracion propia de Gg(T) se tiene que x(Gg(T)) < k. Por otra parte el
conjunto de tridngulos centrales es un clan de Gg(7) de tamano k, por lo que
k < w(Gs(T)). Ademas sabemos que w(Gs(T)) < x(Gs(T)). por lo tanto tene-
mos que k < w(Gs(T)) < x(Gs(T)) < k. Entonces x(Gs(T)) = k y ademas
w(Gs(T)) = k. Es decir w(Gs(T)) = x(Gs(T)) = k.

|

A continuaciéon demostramos que para S en posicion convexa, x(Gg(T)) es igual
al nimero méximo de 3 ciclos dirigidos en un torneo de n vértices. Esta prueba la
tomamos de [11].

Teorema 4.2 ( [11]). Sea S el conjunto de los n vértices de un poligono convexo
regular, y sea Gg(7T) la grafica de interseccion del conjunto T de los triangulos abiertos
determinados por S. Sea S’ un conjunto de n puntos en posicién general. Consideremos
al torneo obtenido por la grafica completa generada por S’, que tiene el maximo
numero de 3 ciclos dirigidos. Sea t el nimero de dichos ciclos. Para cualquier conjunto
S de n puntos en posicién convexa:

(n—1)n(n+1) sin esimpar
(n —2)n(n+2) sin es par.

WCs(T)) =t = {

NNl

Demostracion La demostracion se divide en dos partes. Primero demostramos el
valor de ¢ y después demostramos que x(Ggs(T)) = t.
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» Parte 1. Consideremos la grafica completa K (S”) generada por S’. Sea {s1, sa, ..., Sn }
una etiquetacion de los vértices de S’. Consideremos el conjunto de todos los
torneos que se pueden obtener a partir de k(S’), y sea D el torneo con el méximo
nimero de 3 ciclos dirigidos. Sea t el namero de dichos ciclos.

Es facil ver que, en cada tripleta {s;, s;, sy} ¢ T existe exactamente un vérti-
ce con exgrado igual a dos, y existe exactamente un vértice con ingrado igual
a dos. Sea s; el vértice con g*(s;) = 2 en la subgrafica de D inducida por
{si, s, sk}, D[{si,s;,sk}]. Por cada dos flechas que salen de s;, hay un 3 ciclo
no dirigido formado con s; y con los dos vértices correspondientes a dichas fle-
chas. Entonces existen (g+§$i)) tripletas asociadas a s; que no estan en 7'. Por

cada vértice s; en D existen ) (9+é‘”)) tripletas, que no estan en 7'. Por lo
+ (s
tanto, |T'| = (g) - (4 ésl)).

2
ocurre cuando los elementos de esta suma estan balanceados. Como D es una

digréfica, por el teorema 2.1 sabemos que ), g*(s;) = m, para 1 <i < n, don-
de m es el tamario de D. Como D es un torneo m = (3). Entonces Y g*(s;) =

(g) = n("T’l) Para balancear la suma tenemos que repartir las m flechas que

salen con cada vértice en D, de tal manera que a cada vértice le toque aproxi-

madamente la misma cantidad. Si primero repartimos una arista a cada s;, para

1 <17 < n, entonces repartimos n aristas. Para lograr cubrir las m aristas tene-

mos que repartir n aristas ”T_l veces. Es decir, cada s;, para 1 < i < n, tendra

exgrado "T’l Y asi n(”T’l) = m. Cuando n es par n — 1 es impar, entonces una

mitad de sus vértices tienen exgrado (”T’ll = 5 y la otra mitad de sus vértices
n—1

tienen exgrado |%F | = 252, Y asi,

. s +(s. P
|T'| alcanza su valor maximo cuando ) (9 (51)) alcanza su valor minimo. Esto
7

Por lo tanto,
t < { (g) -n
3) 2

» Parte 2. Sea {sy,$2,...,5,} una etiquetacion de los vértices de S. Sea ¢ un
punto cerca del centro del poligono formado por el conjunto S, como en el teo-
rema 4.1. Sea T" el conjunto de tridangulos determinados por S que contienen a
¢ en su interior, es decir, el conjunto de tridangulos centrales. Sea D’ un torneo
de la grafica completa generada por S. D’ es obtenido de la siguiente manera:
cada arista s;s; es dirigida de s; a s; si s; esté en el orden de las manecillas del
reloj de s; en el triangulo s;s;q. Sea T" el conjunto de 3 ciclos dirigidos en D'.
Podemos ver que hay una tripleta en T” si y solo si esta en T”. Esto es porque si
existiera una tripleta en 7" que no esta en 1”, entonces esta tripleta tendria al

n+1) sin esimpar

S
|
=
=

%) =(n—2)n(n+2) sin es par.
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menos una arista que esta dirigida de s; a s;, si s; esta en el orden antihorario
de s; en el tridangulo s;s;q, pero esto no puede pasar por la forma en que se
le asigna una direccion a cada arista de D’. Ahora supongamos que existe una
tripleta en T” que no esta en 7”. Entonces esta tripleta en D’ tiene un vértice
con exgrado dos, esto quiere decir que ¢ estd a la derecha de las flechas que
salen de dicho vértice, entonces ¢ esta fuera de la tripleta, pero esto no puede
pasar por que esta tripleta en 7" es central.

Entonces t es al menos el niimero de triangulos centrales que a su vez por el
teorema 4.1 es igual a x(Gg(7T)). Podemos ver que si n es impar, cada vértice
en D' tiene exgrado igual a “51. Y si n es par, una mitad de los vértices en

2
D' tiene exgrado igual a § y la otra mitad tiene exgrado igual a =2 Por el

2
analisis de la Parte 1 tenemos que |T'| = ¢ y por el teorema 4.1 tenemos que

|T'| = x(Gs(T)). Entonces esto muestra que t = x(Gs(T)).

Finalmente, por todo lo anterior tenemos:

1 . )
.| 55(n—=1)n(n+1) sinesimpar
x(Gs(T)) == { g(n —2)n(n+2) sines par.

a

En el siguiente teorema demostramos que para cualquier conjunto .S de n puntos
en posicion convexa con n =3, 4,56 6, ['(Gs(T)) = w(Gs(T)).

Teorema 4.3. Sea S el conjunto de los n vértices de un poligono regular , y Gs(7T)
la grafica de interseccion del conjunto 7 de los triangulos abiertos determinados por
S. Sea q el centro de dicho poligono. Para cualquier conjunto S de tamano n = 3, 4,
5 6 6 en posicidon conexa:

[(Gs(T)) = w(Gs(T))-

Demostracion Un tridangulo en T es central si contiene a ¢ en su interior. Un trian-
gulo en 7T es largo si contiene un par de vértices antipoda. Sea {s, Sg,...,S,} una
etiquetacion de S en el sentido de las manecillas del reloj. Dividimos en dos partes
esta demostracion.

= Paran = 3.
Para este caso es evidente que s6lo puede formarse un triangulo, al cual sé6lo se
le puede asignar un color. Entonces I'(Gs(T)) = 1 = w(Gs(T)).

= Paran=4,5 06 6.
Por contradiccion, supongamos que I'(Gg(T)) = k tal que k > w(Ggs(T)). En-
tonces existe una k coloracion de Grundy de Gg(7). Sea ¢ una k coloracion de
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Grundy de G(7). Cada uno de los colores {1,2,...,k} es una clase cromatica
de c. Como estamos suponiendo que k > w(Gg(7T)), entonces existe al menos
una clase cromatica sin triangulos centrales. Sea a dicha clase. Notemos que
para n = 4 y n = 5 no hay tridngulos largos no centrales. Sin embargo si los
hay para n = 6. A continuaciéon para n = 4, 5 y 6 mostramos una coloraciéon
eligiendo de a un tridngulo no central del tipo A(s;S;418:42), ¥ posteriormen-
te para n = 6, mostramos otra coloracion eligiendo un triangulo largo no central.

Sea A(s;8;418i4+2) un tridngulo no central de a, para 1 < i < n. Llamemos a
dicho triangulo ¢t. Como t es un tridngulo no central entonces s;s;.o separa a
si+1 de q. Sea t’ uno de los dos triangulos centrales que tienen a la arista s;s;,2
y sea b su color en c.

e Sia>b
Como c es una coloracion de Grundy, debe existir un triangulo de color b
que intersecte a t. Esto no ocurre porque no existe ningin triangulo que
intersecte a t y que no intersecta a t'.

e Sib>a
Como c es una coloraciéon de Grundy, debe existir un tridngulo de color
a que intersecte a t’', y que no intersecte a t. Para n = 4 esto no ocurre
porque no existe ningun tridngulo que intersecte a t’, y que no intersecta a
t. Supongamos que paran = 5y n = 6 ese tridngulo existe, y llamémosle t*.
Por otra parte, consideremos a t”| el triangulo central con arista s;s;,o # t'.
Sea c el color de t” en c.

oSia>c
Como c es una coloracion de Grundy, debe existir un triangulo de color
¢ que intersecte a t y a t*. Es facil ver que no existe ningtun tridngulo
de color ¢ que intersecte a t, pues cualquier tridngulo que intersecte a
t necesariamente intersecta a t”.

oSic>a
Como c es una coloraciéon de Grundy, debe existir un triangulo de co-
lor a que intersecte a t”, pero esto es imposible pues de existir dicho
triAngulo necesariamente intersectaria a t* 6 a t.

A continuacién para n = 6 mostramos una coloracion eligiendo de la clase a
un triangulo largo no central. Recordemos que en a no hay tridangulos centrales.
Sea t un tridngulo largo no central en a, como t es largo, contiene una arista
formada por dos puntos antipoda, llamemos s; y s} a dichos puntos. Sea ¢’ uno
de los dos triangulos centrales que tienen a la arista s;s; y sea b su color en c.

e Sia>b
Como c es una coloracion de Grundy, debe existir un triangulo de color b
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que intersecte a t. Supongamos que ese triangulo existe, y llamémosle t*.
Por otra parte, consideremos a t”, el tridngulo largo no central con arista
s;s; # t. Sea c el color de t” en c.

o Sib>c
Como c es una coloracion de Grundy, debe existir un triangulo de color
¢ que intersecte a t' y a t*. Es facil ver que no existe ningun triangulo
de color ¢ que intersecte a t*, pues cualquier tridngulo que intersecte
a t* necesariamente intersecta a t”.

oSic>b
Como c es una coloracion de Grundy, debe existir un tridngulo de
color b que intersecte a t”, pero esto es imposible pues de existir dicho
triangulo necesariamente intersectaria a t’ 6 a t*.

e Sib>a
Esto es equivalente al caso b > a eligiendo de a un triangulo no central del

tipo A(8;Si1+18i42)-

4.1.1. Cota Inferior

A continuacién damos una cota inferior para el nimero de Grundy de Gg(7) cuando
S esta en posicion convexa. El siguiente teorema es una consecuencia del teorema 4.1
y de las definiciones del capitulo 2. Este teorema muestra que el nimero croméatico
es una cota inferior para el namero de Grundy. Es decir x(Gs(T)) < I'(Gs(T)).

Teorema 4.4. Sea S un conjunto de n puntos en posiciéon convexa, y sea Gg(7T) la
grafica de interseccion del conjunto 7 de los triangulos abiertos determinados por S.
Para cualquier conjunto S de n puntos en posicién convexa:

5 +0(n?) = w(Gs(T)) = x(Gs(T)) < D(Gs(T))
Demostracion La demostracion se divide en dos partes.

» Primero demostramos que x(Gs(7)) < T'(Gs(T))
Sabemos que x(Gs(7T)) es el minimo ntimero para el cual Gg(7T) tiene una colo-
racion propia. Por otro lado I'(Gs(7T)) es el maximo nimero para el cual Gg(7T)
tiene una coloraciéon de Grundy y una coloraciéon de Grundy es una coloraciéon
propia. Esto muestra que x(Gs(7)) < T'(Gs(T)). También en el teorema 2.5 se
exhibe una k coloracion propia tal que x(Gs(T)) < k < T'(Gs(T)).

» Sea k = ’;—i + O(n?). En el teorema 4.1 los autores dan una coloracién propia
de Gg(T) con k colores. Por lo tanto se tiene x(Ggs(7)) < k. Por otra parte,
en ese mismo teorema los autores exhiben un clan de tamano k, por lo que
k < w(Gs(T)) . Ademas sabemos que w(Gg(T)) < x(Gs(T)). por lo tanto
tenemos que k < w(Ggs(T)) < x(Gs(T)) < k. Entonces x(Gs(T)) = k y
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ademas w(Gg(T)) = k. Es decir w(Gs(T)) = x(Gs(T)) = k. Por el teorema 4.2
tenemos que k = 2 + O(n?), entonces: w(Gs(T)) = x(Gs(T)) = = + O(n?).

Por lo anterior tenemos que:
5+ 0(n?) = w(Gs(T)) = x(Gs(T)) < T(Gs(T))

|

El conjunto de tridngulos de tamano g—z + O(n?) del teorema 4.1, es un conjunto
de puntos que comparten un punto en comin. Es decir, la intersecciéon de todos estos
triangulos es no vacfa. Una pregunta que nos parece interesante es determinar el
tamano méaximo del conjunto de tridngulos en 7 en el que cada par de tridangulos se
intersectan, pero tal que la intersecciéon de todos sea vacia. Nosotras encontramos un
conjunto de tridngulos en 7 que cumple con lo anterior y que tiene tamamo %2. Por el
teorema de Helly sabemos que para cualquier conjunto de n > d + 1 convexos en R,
si cualesquiera d + 1 convexos tienen interseccién no vacia, entonces la interseccion
de todos los convexos es no vacia.

Teorema 4.5 (Teorema de Helly). Sea K una familia de n > d + 1 convexos en
R?. Si cada d + 1 convexos de K tienen un punto en comin, entonces existe un punto
en comun en todos los convexos de K.

Es importante mencionar que en los trabajos de la literatura de Geometria Combi-
natoria, sélo se ha estudiado la interseccion de triangulos que comparten un punto en
comin. Es decir, que en dichos conjuntos cualesquiera tres tridngulos se intersectan.
Hasta donde sabemos, es la primera vez que se estudia la interseccion del conjunto
de triangulos tal que cualquier pareja se intersecte pero que la interseccion de todos
sea vacia. A continuacién mostramos nuestro resultado.

Teorema 4.6. Sea S un conjunto de n puntos en posicién convexa y sea Gg(7T) la
grafica de interseccion del conjunto 7 de los tridngulos abiertos determinados por S.
Sea T* C T el conjunto maximo de triangulos, tal que cualquier par de triangulos en
T* se intersectan, pero la interseccién de todos sea vacia.

n2

— << *
S

Demostracion
En esta demostracion construimos dos conjuntos de puntos y mostramos que uno
de ellos cumple con las caracteristicas que buscamos.

Sea S un conjunto de n puntos en posiciéon convexa. Sin perdida de la generalidad
podemos suponer que los n puntos estan sobre una circunferencia. Sea [ una recta
que divide a S en 2 partes, Ay B,
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= Sin es par.

n

e Si 5 es par, entonces A debe contener 3

% puntos de 5.

puntos de S’ y B debe contener

e Si T es impar, entonces A debe contener § — 1 puntos de S’ y B debe

contener 7 + 1 puntos de 5.
= Sin es impar.

e Si %] es par, entonces A debe contener |
[5] puntos de S".

N3

| puntos de S" y B debe contener

[5] es par, entonces A debe contener [4] puntos de S y B debe contener

e S
| 2| puntos de 5.

i
n
2

Orientemos a [ de tal forma que A esté a su derecha. Sea m = |A| y o = |B|,
m + o = n. Sea {ay,as,...,a,} una etiquetacion de los puntos en A en el orden
de las manecillas del reloj a partir de [. De igual forma, sea {b,bs,...,b,} una eti-
quetacion de los puntos en B en el orden de las manecillas del reloj a partir de
[. Considérese el siguiente conjunto £ de % aristas formadas con los puntos de A,
E ={a1apm, asa,;, 1, . .. ,am an_(%_l)}. Sea T’ el conjunto de triangulos formados por
cada arista en F y cada punto en B. Por cada arista en E hay o triangulos en 77,y
asi:

= Sin es par.

n
e Si 7 es par. Como A contiene § puntos entonces F tiene 2 = 7 aristas.
. 2 .,
Como B contiene § puntos entonces hay - tridngulos en 7.
n
. . : . oy
e Si 3 es impar. Como A contiene 7 — 1 puntos entonces F tiene 25— aristas.

. 2 .,
Como B contiene 5 + 1 puntos entonces hay & — % triangulos en 7.
= Sin esimpar.

e Si |5] es par. Como A contiene |7 | puntos, es decir "T’l puntos, entonces

n—1

E tiene —2- aristas. Como B contiene [%] puntos, es decir ”T“ puntos,
2 ..,
entonces hay % — £ tridngulos en 7.

e Si [%] es par. La cuenta es igual a la anterior.

El conjunto de tridngulos 7’ que acabamos de describir no necesariamente es el
conjunto que nos interesa. A continuacién construimos otro conjunto de triangulos y
mostramos que o bien 7" es el conjunto deseado, o lo es el nuevo conjunto.

Supongamos que 7' no es un conjunto de la forma que nos interesa. Tomemos la
arista ama,_(m_1) en A, que es la arista més alejada de la recta . Sea ¢; el tridngulo
Alama,—(m_1)b) y sea ty el tridngulo A(ama,—(m_1)b,). Orientemos a la arista am by
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con direccion de am a by. Definimos a r como el nimero de puntos a la izquierda de
am b1. Sea e la arista orientada:

amby , sir es par
e= . .
amby , sir es impar.

Sea A’ el subconjunto de S que contiene a los siguientes puntos:

s Sir+2=m,entonces A’ contiene a los puntos de e y a los puntos a la izquierda
de e.

» Sir+2 < m. Definimos a + = m — (r 4+ 2). Entonces A’ contiene a los puntos
de e, a los puntos a la izquierda de e, a los § puntos méas cercanos a az del lado
derecho de e, y a los § puntos mas cercanos a b; del lado derecho de e.

Observemos que |A'| = |A]. Sea B" = S\ A', es claro que |B’| = |B|. Definimos a
I’ como la recta que separa a A’ de B’. Orientemos a I’ de tal forma que A’ esté a su
derecha. Sea {a},d}, ..., a,} una etiquetacion de los puntos en A’ en el orden de las
manecillas del reloj a partir de I'. Sea {b/, b}, ...,b.} una etiquetacion de los puntos
en B’ en el orden de las manecillas del reloj a partir de I’. De igual forma, sea T el
conjunto de tridngulos formados por cada arista en A’ y cada punto en B’. Tomemos
la arista a’% al, m_y) €n A’ Sea t] el triangulo A(a’%a;_(%_l)b’l) y sea th el tridangulo
A(a’%a;h(mf 105). Sea

!/ / :
, anf(%fl)bo , Si r es par
anf(%fl)bg_1 , si r es impar.

Los puntos de € pertenecen a A. El area de interseccion de t; y to esta definida

por tres puntos: am, a,—(z_1) y un tercero al que llamamos p. Sea s el segmento de

recta formado por los puntos a= y p. Sean @'m, a’n_(m_l) y p' los tres puntos que
2 2

definen el area de interseccion de ¢ y t, y sea s’ el segmento de recta formado por los

/ / s iz / . .,
puntos Ay (m_1) Y D Por nuestra suposiciéon 7' no es un conjunto de triangulos en
el que cada par de tridngulos se intersecten y que la interseccion de todos sea vacia,
entonces por el teorema de Helly la intersecciéon de todos los triangulos en 7' es no
vacia. Esta interseccién debe estar en el area de interseccion de t1 y to. Supongamos,
por contradiccion que T” tampoco es de la forma que nos interesa. Entonces €’ tiene
que estar dentro de la interseccion de t; y t5. Y ademés e tiene que estar en la
interseccion de ¢ y t,. Pero esto no puede pasar porque:

= Sir es par. Entonces e debe intersectar a €’ en s’ y € debe intersectar a e en s.
Es decir e y € deben intersectarse en dos puntos, lo cual es imposible.

» Si r es impar. Entonces e debe intersectar a s’ y ¢ debe intersectar a s. Para
intentar que esto suceda debemos acercar a e lo mas posible a anb; y acercar a
¢’ lo mas posible a a/ _ m . \b.. Y ademas anb; debe intersectar a a’ _ m_, b en

n—(%—1)"0 ) n—(g—1)"0
s'ya _ m_, b debe intersectar a amb; en s. Es decir amby y @’ _ m_, b, deben
n—(F-1)" 2 2 n—(g—1)"

intersectarse en dos puntos, lo cual es imposible.
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Concluimos que si 7’ no es el conjunto que buscamos, 7" si lo es. Y por el
contrario, si 7” no es el conjunto que buscamos, 7" si lo es. Tanto la cardinalidad de
2
T' como la de 7" es . Por lo tanto:

2
=< T

4.1.2. Cota Superior

A continuacién damos una cota superior del nimero de Grundy para Gg(7) cuando
S esta en posicidon convexa.

Teorema 4.7. Sea S un conjunto de n puntos en posicion convexa, y sea Gg(7T) la
grafica de intersecciéon del conjunto 7 de los tridngulos abiertos determinados por S.
Para cualquier conjunto S de n puntos en posicién convexa:

[(Gs(T)) < A(Gs(T)) = 2= + 0(n?).

Demostracion Primero demostramos que I'(Gs(T)) < A(Gs(T)) y después damos
el valor de A(Gs(T)).

Supongamos que k es el nimero de Grundy de Gs(7), entonces existe una k-coloracion
de Grundy de G4(7T). Cada triangulo ¢t de T coloreado de color k intersecta al menos
un triangulo coloreado con color ¢, para cualquier 1 <7 < k—1. Entonces el grado de ¢
es al menos k—1 y a lo sumo es el grado méaximo de G (7). Es decir, k—1 < grado(t) <
A(Gs(T)). Y asi, se acota por arriba a I'(Gg(T)), es decir I'(Gs(T)) < A(Gs(T)).
Esto es equivalente a: I'(Gg(7T))) < A(Gs(T))). A continuacion daremos el valor de
A(GS(T))).

Sea {s1, s9,...,S,} una etiquetacion de S en el orden de las manecillas del reloj.
Sea A(s;s;s;) un triangulo determinado por S al que llamamos ¢, donde i < j < k.
El grado de t esta dado por el numero total de tridngulos determinados por S, menos
el namero de triangulos que no intersectan a t, menos t. Los puntos de una arista de
t, v los puntos que estéan entre esta arista forman triangulos que no intersectan a t.
Entonces los tridangulos que no intersectan a t estan dados de esta forma por cada
arista de t. Es decir, el grado de t es de la siguiente forma:

gT‘CLdO(t) _ (g) . ((ijsiz;l)+2) . ((skfs]éfl)JrZ) . (((n+si)f35kfl)+2) _1.

Como estamos buscando el grado méaximo de Gg(7T), nos interesa el méaximo
grado(t) de todos los triangulos de 7. Es decir, max; grado(t). Esto lo encontramos
cuando los puntos que no son parte de t estan distribuidos de forma equivalente entre
cada arista de t. Cuandon méd 3 =1 o0 n mod 3 = 2 los puntos que no son parte
de t deben estar distribuidos lo méas balanceado posible. Es decir, el grado méaximo

de Gg(T) es:
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n—

= Para n mdéd 3 = 0. En las aristas de ¢ existen T3 puntos entre cada arista,

entonces:
__(n 2819 _ 4nd n? n
AGSTN = () - (3057 ~1 = - F 51
= Paran mod 3 = 1. En dos aristas de t existen "7_4 puntos entre cada arista y

entre una arista de ¢ existen ”T’l puntos, entonces:

AGSTI) = () - (2057 + (7)) - 1= -5+ T -5

» Paran moéd 3 = 2. En dos aristas de ¢ existen ”T_Q puntos entre cada arista y

entre una arista de ¢ existen ”T_E’ puntos, entonces:

AT = ()= (2057 + (557)) ~1- g -4+ R -2
Como ya tenemos el valor de A(Gg(7T)) y ademas demostramos que I'(G5(T)) <
A(G5(T)), entonces:

[(Gs(T)) < A(Gs(T)) = 2= + 0(n?).

4.2. Conjunto de Puntos en Posicién General

En esta seccion damos cotas para I'(Gg(7)), para la grafica de interseccion de trian-
gulos de un conjunto de puntos en posiciéon general.

4.2.1. Cota Inferior

Sea S un conjunto de n puntos en posicién general, y sea Gg(7) la grafica de inter-
seccion del conjunto 7 de los triangulos abiertos determinados por S. A continuacion
damos una cota inferior para el nimero de Grundy de G(T).

Teorema 4.8. Sea S un conjunto de n puntos en posicion general, y sea Gg(7T)
la grafica de interseccion de los tridngulos abiertos en 7 determinados por S. Para
cualquier conjunto S de n puntos en posiciéon general:

2+ 0(n?) <w(Gs(T)) < x(Gs(T)) <T(Gs(T)).
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Demostracion Por el teorema 3.1 se tiene que por cada conjunto S de n puntos
en posiciéon general, existe un punto ¢ en el plano que esté en el interior de al menos
g—s +O(n?) tridngulos determinados por S. Estos triangulos forman un clan en 7. Por
definicion sabemos que el orden de un clan < w(Gg(T)), por el colorario 2.4 sabemos
que w(Gs(T)) < x(Gs(T)) y por el teorema 2.5 sabemos que x(Gs(T)) < T'(Gs(T)).
Entonces:

3

5=+ 0(n?) < w(Gs(T)) < x(Gs(T)) <T(Gs(T)).

4.2.2. Cota Superior

En este apartado presentamos la cota superior del nimero de Grundy para Gg(7T)
cuando S esta en posicion general no convexa. Antes de presentar los resultados es
necesario demostrar una cota inferior y una cota superior para A(Gg(7T)) el grado

maximo de Gg(T).

Sea Apm(n) = min{A(Gs(7))|S es un conjunto de n puntos en posicién general}.

Antes de presentar el valor de Ay (n), es decir la cota inferior de A(Gg(T)), de-
mostramos que el tridngulo que realiza el grado maximo en S, es vacio. Es decir, no
contiene puntos de S en su interior.

Teorema 4.9. El tridngulo de un conjunto tal que su grado es igual a Ap,(n), es
un triangulo vacio.

Demostracion Definimos a t como el triangulo de un conjunto al que pertenece
A (n). Por contradiccion, supongamos que ¢ no es vacio, entonces al menos tiene un
punto en su interior. Supongamos que t tiene exactamente un punto en su interior.
El grado de t estd dado por los tridngulos que no tienen a p como punto y que
intersectan a ¢, més los triangulos que tienen a p como punto y que intersectan a t.
Estos tridngulos que tienen a p como punto, son (”;1)

Si sacamos a p fuera de t, entonces sea e la arista tal que la recta que pasa por e separa
a t de p. Entonces, existe al menos un tridngulo que tiene a p y que ya no intersecta a
t. Dicho triangulo esta formado por p y e. Ahora, el nimero de tridngulos que tienen
a p y que intersectan a ¢t son a lo sumo (";1) — 1. Entonces el grado de ¢ disminuye
en al menos 1. Esto muestra que si ¢ es vacio, su grado es més pequeno. Pero puede
ser que al sacar a p de t, t deja de ser el triangulo de grado maximo. Supongamos que
ahora el triangulo de grado maximo es t’. Si t’ es vacio pues ya terminamos. Si ¢’ no
es vacio, al menos tiene un punto en su interior. Como vimos anteriormente podemos
sacar uno de sus puntos e ir disminuyendo su grado, hasta que ¢’ sea un triangulo
vacio. Esto lo podemos hacer todas las veces necesarias con cada triangulo no vacio

de grado maximo hasta lograr que el tridangulo de grado maximo sea vacio. O
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A continuacion damos el valor de Ay, (n), y demostramos que uno de los S que
minimiza el grado maximo de la grafica de interseccion de triangulos, es el conjunto de
puntos en posicion convexa. Como resultado, damos una cota inferior para A(Gg(7T)).

Teorema 4.10. Sea S un conjunto de n puntos en posicion general, y sea Gg(7T) la
grafica de interseccion de los triangulos abiertos en 7 determinados por S. Sea S” un
conjunto de n puntos en posicion convexa, y sea Gg (7T") la grafica de interseccion de
los tridngulos abiertos en 7' determinados por S’.

Amin(n) = 22 4+ 0O(n?) = A(Gs(T7)) < A(Gs(T))

Demostracion Sea S* un conjunto de n puntos en posicion general, y sea Gg«(T"*)
la gréafica de interseccién de los triangulos abiertos en 7* determinados por S* tal
que A(Gg+(T*)) = Amin(n). Sea {s3,s5,..., s} una etiquetacion de los puntos de S*.
Consideremos el tridngulo de grado maximo de 7* denotado como t = A(s]s}s}). Sea
[1 la recta que pasa por s}s}, Iz la recta que pasa por sjsy, v l3 la recta que pasa por
sps;. Orientemos a [y, [y, y I3 de tal manera que cada una de las rectas deje a t de su
lado derecho. Tomemos la interseccion de la region a la izquierda de [y, de la region
a la izquierda de Iy y de la region a la izquierda de [3. Esta interseccion esté formada
por tres regiones. Sea 71 la region de interseccion de la region a la izquierda de [; y la
region de interseccion de la region a la izquierda de lo. Sea ry la region de interseccion
de la region a la izquierda de Iy y de la region a la izquierda de 3. Sea r3 la region de
interseccion de la region a la izquierda de I3 y de la region a la izquierda de [;. Esto lo
podemos observar en la figura 4.1. Como ya sabemos por el teorema 4.9, ¢ tiene que ser
vacifo. Entonces no debe haber puntos de S* en rq, ry, 6 73, porque existiria al menos
un triangulo no vacio con grado mayor a t. Por ejemplo, supongamos que en r; hay
un punto s;. Entonces el tridngulo formado por s}, s; y si, tendria un grado mayor

que t porque cualquier tridangulo que intersecte a t intersecta a A(s], si, sk) v ade-
més a A(s], s§, st) lo intersectan todos los triangulos que contienen a s} como vértice.

Sea A los puntos de S* que estéan a la izquierda de [, B los puntos de S* que
estan a la izquierda de Iy, y C' los puntos que estédn a la izquierda de [3. El grado de
t es el ntmero total de tridngulos en 7" menos los triangulos que no lo intersectan.
Los tridngulos que no intersectan a ¢ son formados por sj, s} y los puntos en A; los

*

triangulos formados por s7, s; y los puntos en B, y los tridangulos formados por sy, s;

. A B c

y los puntos en C. Es decir, el grado de t es: grado(t) = (g) — (l g”) — (' ‘;2) — (' ‘;2).
Como t es el tridngulo de grado méaximo, tenemos que minimizar el niimero de trian-
gulos que no lo intersectan. Esto se logra, cuando los puntos en S* menos los puntos

de t estan distribuidos de la mejor forma equivalente en A, B y C.

Siempre y cuando los puntos en A, B y C, estén en posicion general, el nimero de
triangulos que no intersectan a ¢ seré el mismo. Entonces sin perdida de generalidad
podemos suponer que estan en posicion convexa. Asi, el conjunto S* es equivalente
al conjunto S’. Entonces por el teorema 4.7 tenemos que A(G(T")) = % + O(n?).
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Figura 4.1: Triangulo ¢ de grado maximo

Y finalmente como 7" es el conjunto que minimiza el grado maximo de todos los
conjuntos 7 determinados por un conjunto .S de n puntos en posiciéon general, tenemos
que:

Amin(n) = 22 1 0(n?) = A(Gs/(T")) < A(Gs(T)).

|

A continuacion exhibimos un conjunto S* de n puntos en posicién general (no
convexa), para el cual el grado méximo del conjunto de triangulos abiertos 7* de-
terminados por S* es igual a Ap;,m(n). Y ademas A(Gg«(T)) es equivalente al grado
maximo de A(Gg(T)) para S en posicién convexa.

Teorema 4.11. Sea S un conjunto de n puntos en posicion convexa , y sea Gg(7T)
la grafica de interseccion del conjunto 7 de los tridngulos abiertos determinados por
S. Existe S* un el conjunto de n puntos en posicion general no convexa, para el cual

A(Gs<(T™)) = A(Gs(T)).

Demostracion Primero construimos el conjunto S* de n puntos en posicién general
no convexa. Después demostramos que A(Gg« (7)) = A(Gs(T)). Para demostrar es-
to, mostramos que siempre existe un tridngulo en 7* cuyo grado es igual a A(Gs(T)).
Finalmente demostramos que cualquier tridangulo en 7* tiene grado menor o igual a

A(Gs(T)).

S* es un conjunto con m puntos en su cierre convexo, y o puntos en su interior.
Para conjuntos de puntos en posicion convexa, sabemos que el conjunto de tridngulos
determinados por esta clase de conjuntos siempre es el mismo, sin importar la posicion
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de los puntos. Sin perdida de generalidad podemos suponer que los m puntos de S
son los m vértices de un poligono regular P. Llamamos A C S al subconjunto de
puntos en posiciéon convexa y B al resto. Los valores de m y o son los siguientes:

» Sin=5m=4yo=1.

Sin méd3=0,m==yo=3%.
31+ 13l yo=1[3]

s+ 15l yo=15]

Sea E el conjunto de las m aristas que forman el cierre convexo de S*, y sea {eq, e, ...,en}
una etiquetacion de las aristas en E en el orden de las manecillas del reloj. Decimos
que e; € E es impar si ¢ es impar, y decimos que e; es par si ¢ es par.

Sin méd3=1,m=|
]

+
+

Sin méd 3 =2, m

= Sim es par. Colocamos a cada punto de B tan cerca como sea posible del punto
medio de cada arista impar de E.

= Sim es impar.

e Sio=[%]. Colocamos a cada punto de B tan cerca como sea posible del
punto medio de las aristas impares: e, es, ..., €,_o.

e Si 0o = [%]. Colocamos a un punto de B tan cerca como sea posible del
punto medio de la arista e,,, y a los otros puntos como en el inciso anterior.

Esta construccion nos asegura que a lo sumo un tridngulo en 7* tendra dos pun-
tos en su interior, esto sucede cuando m es impar y o = f%}, y ocurre con el tnico
tridngulo que tiene a las aristas ey y e,,. Los demas tridangulos a lo sumo tendréan un
punto en su interior. En la figura 4.2, podemos ver el conjunto S* con 12 puntos,
|Al =8y |B| = 4.

A continuacion demostramos que existe un triangulo t* en 7* tal que grado(t*) =
A(Gg(T)). Sea {ay,aq,...,a,} una etiquetacion de los puntos en A en el orden de
las manecillas del reloj. Como A esta en posiciéon convexa por el teorema 4.7 sabemos
como es el tridngulo de grado maximo de A. Sea A(araqap), af, ag, ap € A, f < g < h,
un triangulo de grado méaximo en A.

= Si (Z3) méd 3 # 0. Entonces existe al menos una arista de A(ayazaz), tal

3
que entre el par de puntos de esta arista existen LmT_?’J puntos. Sea afa, dicha
arista. Definimos a e; como la arista aza,_1 y re-etiquetemos las aristas de E a

partir de ey, en el orden de las manecillas del reloj.

Y como por construccion los puntos en B estan tan cerca como es posible del punto
medio de algunas aristas en E, entonces t* = A(ayagap), y grado(t*) = A(Gs(T)).
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Figura 4.2: S* para n = 12.

A continuaciéon mostramos que el grado de cualquier triangulo en 7* es menor o
igual al grado(t*). Sea p el centro de P, y sea {s], s}, ..., s:} una etiquetacion de los
puntos de S* en el orden radial a p. Sea {s1, S, .. ., s, } una etiquetacion de los puntos
de S en el orden de las manecillas del reloj. Al triangulo A(s;s;sx) en T le asociamos

* ok ok

el tridngulo A(s}s}sy) en T*. Notese que el grado(A(s;s;sg)) no es necesariamente
igual al grado(/A(s;sis;)). Todos los triangulos en 7 son vacios. Es decir, no hay
triangulos que contengan puntos de S en su interior. El triangulo A(s}s}sy) en T*

equivalente al triangulo A(s;s;s;) en T, puede ser de los siguientes tres tipos:

= Tipo A. Si A(s]s}s}) es un tridngulo vacio, entonces grado(A(s;s;jsy)) — 3 <
grado(A(sis;isy)) < grado(A(s;sjsy)). Esto sucede cuando al menos uno de los
puntos s;, sy sj, esta en el interior de la envolvente convexa de S™.

= Tipo B. Si A(s]s}s}) es un triangulo con un punto en su interior, entonces
grado(A(s;s}sy)) = grado(A(sisjsi)) + 1. Esto sucede cuando A(s}s}sy) tiene
una arista formada de puntos consecutivos en la envolvente convexa de S*.

= Tipo C. Si A(s]s}s}) es un tridngulo con dos puntos en su interior, entonces
grado(A(s;s}sy)) = grado(A(sisjsi)) + 2. Esto sucede cuando A(s]s}sy) tiene
dos arista formadas de puntos consecutivos en la envolvente convexa de S*.

Como deseamos demostrar que el grado de cualquier tridgngulo en 7* es menor o
igual al grado(t*), entonces tenemos que demostrar que el grado de cualquier triangulo
en 7 es menor o igual a A(Gs(7)) — 2. Sea t' el tridngulo de grado maximo en 7.
Por una parte sabemos que el grado de cualquier tridngulo en 7" es menor o igual que
A(Gg(T)). Ademas por el teorema 4.7 conocemos el valor de grado(t') = % +0(n?).
Analicemos al grado de los tridngulos en T que son triangulos de tipo A en 7*. El
grado de cualquier tridngulo tipo A en 7* no puede sobrepasar el grado de t'. Esto
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es porque su grado en 7* disminuye en a lo sumo 3. A continuaciéon analizamos el
grado de los triangulos en T que son triangulos de tipo B, o de tipo C en T*.

= Triangulos de tipo B. Un tridngulo de tipo B en 7" es un triangulo ¢, =
A(siSi428k) en T, tal que s, # s;.1. Para este tipo de tridngulos deseamos
que grado(t') — grado(t,) > 1. Deseamos encontrar el valor de grado(t,) para
cualquier ;. Sea a el nimero de puntos entre los puntos s; v s;. Sea b el nimero
de puntos entre los puntos s;1o y si. Entonces el grado para cualquier triangulo
ty es el siguiente, grado(t,) = (g) — (af) — (bJ§2) — 1 — 1. Es decir, el namero
total de tridngulos menos los triangulos que pueden formarse con los puntos
entre la arista sgs;, menos los tridngulos que pueden formarse con los puntos
entre la arista $;y95k, menos el tridngulo A(s;8;118:42) y menos t,. De estos
triangulos nos interesa el tridangulo ¢; que tiene el grado mas grande sobre todos
los triangulos t,. Este tridangulo lo encontramos maximizando grado(t,). Esto
sucede cuando:

n—=3 _

2

. n n=3 19 3142
grado(tb):<3)—<23 )—(2 5 )—1—1:
A2\ (A, nt et o T
3 3 8 4 8 4
e (n—3) es impar: a = b = 25! puntos. Entonces:
. n nl 42 el 142
gmdo(tb):(g)—<23 )—(2 3 )—1—1:

M (" 42\ _,_ ' e sn 15
3 3 8 8 8 8

Entonces tenemos que grado(t') — grado(t,) > 1. Es decir:

e (n—3)espar:a= ”T_?’ puntos y b = 1 puntos. Entonces:

4n3 ) n? )
- —(— >
A4 0 — (% +0() = 1
3
M.
216 —

s Tridangulos de tipo C. Un tridngulo de tipo C en 7* es un tridngulo ¢, =
A(8iSi+28i+4) en T. Para este tipo de tridngulos deseamos que grado(t’) —
grado(t.) > 2. Deseamos encontrar el valor de grado(t.) para cualquier t.. El

grado para cualquier tridngulo ¢, es el siguiente, grado(t.) = (’;) — ("55) —2—1.
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Es decir, el nimero total de tridngulos menos los triangulos que pueden for-
marse con los puntos entre la arista s;$;y4, menos los tridngulos A(s;s;118;12)
y A(Si428i+38i14), y menos t.. Entonces:

grado(t,) = (;‘) = (” 5 5) —3=

5n?  35n
— - — +32.
2 2 *
Y asi tenemos que grado(t') — grado(t.) > 2. Es decir:
4n? 5n?
(= +0n) = (- +0(n) > 2.

Como demostramos que el grado de cualquier tridngulo en 7" que no sea un triangulo
de grado méaximo es menor o igual a A(Gg(7)) — 2, esto asegura que el grado de
cualquier triangulo en 7" es menor o igual a grado(t*). Es decir A(Gg«(T*)) =
grado(t*) = A(Gs(T)).

O

Sea Apac(n) = max{A(Gs(T))|S es un conjunto de n puntos en posicion general}.

A continuacién exhibimos un conjunto S* de n puntos en posicion general tal que
A(Gg+(T")) = Apax(n). Damos el valor de Ap4<(n), el cual es una cota superior para

A(Gs(T)).

Teorema 4.12. Sea S un conjunto de n puntos en posicion general, y Gg(T) la
grafica de interseccion del conjunto 7 de los triangulos abiertos determinados por S.
Definimos a S* como el conjunto de n puntos en posicion general, y a Gg«(7*) como
la grafica de interseccion del conjunto 7* de los tridngulos abiertos determinados
por S*, tal que A(Gg+(T")) = Amax(n). Para cualquier conjunto S de n puntos en
posiciéon general:

A(Gs(T)) < A(Gs:(T%) = & + O(n?).

Demostracion S* es el conjunto tal que hay tres puntos en la envolvente convexa
de S* y n — 3 puntos en el interior de la envolvente convexa de S*. Esto quiere decir
que la envolvente convexa de S* es un triangulo en 7* y que ademas todos los demés
tridngulos en 7 estén en el interior de dicho triangulo. Es decir todos los triangulos
en 7 intersectan al triangulo de la envoltura convexa. Entonces este triangulo es el
triangulo de grado méaximo en 7 *.

A continuacién demostramos que 7™ es el conjunto que maximiza el grado maximo
de cualquier Gg(7T). Por contradiccion, supongamos que existe otro conjunto S’ de n
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puntos en posicion general tal que A(Gg/(T")) > A(Gg+(T*)). Entonces el triangulo
t de grado méaximo en 7’ a lo sumo debe tener en su interior n — 4 puntos de 5.
Esto quiere decir que al menos un punto de S’ esta afuera de ¢ y entonces al menos
existe un triangulo en 7’ formado por el punto fuera de ¢ y alguna arista de ¢, que
no intersecte a t. Esto quiere decir que A(Gg (T")) = A(Gs-(T*)) — 1.

Asi el grado maximo de cualquier conjunto S de n puntos en posicién general es

n —nd_n n_ : ;.
a lo sumo (3) 1= 5 5+ 3 1. Teniendo asi:

A(Gs(T)) < AGs-(T*) = (5) = 1 = & + O(n?) = Apax(n)-

|

A continuacion damos la cota superior del nimero de Grundy para Gs(7) cuando
S esta en posicion general. El siguiente corolario se sigue del teorema anterior.

Corolario 4.13. Sea S un conjunto de n puntos en posicion general, y sea Gg(7T) la
grafica de interseccion del conjunto 7 de los tridngulos abiertos determinados por S.
Para cualquier conjunto S de n puntos en posicion general:

(Gs(T)) < A(Gs(T)) < % +O(n?).

Demostracion Primero demostramos que I'(Gg(7T)) < A(Gs(T)) y después damos
el valor de A(Gs(T)).

Supongamos que k es el nimero de Grundy de 7T, entonces existe una k-coloracion de
Grundy de 7. Cada tridngulo t de T coloreado de color k intersecta al menos un trian-
gulo coloreado con color 7, para cualquier 1 < ¢ < k—1. Entonces el grado de t es al me-
nos k—1y alo sumo es el grado méximo de 7. Es decir, k—1 < grado(t) < A(Gg(T)).
Y asi, se acota por arriba a I'(Gg(T)), es decir I'(Gs(T)) < A(Gs(T)).

Por el teorema 4.11 y por el teorema 4.12 tenemos que %—i—O(nz) < A(Gg(T))) <
%5 + O(n?). Ademas demostramos que I'(G5(T)) < A(Gs(T)), entonces:

D(Gs(T)) < A(Gs(T)) < ™= + O(n?).
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Capitulo 5

Resultados Experimentales

En este capitulo explicamos el programa que desarrollamos. El cual nos ayudé a ob-
tener las cotas para el numero de Grundy de la gréfica de intersecciéon de triangulos.
También explicamos los resultados obtenidos al ejecutar dicho programa. Nuestro ob-
jetivo principal es encontrar coloraciones glotonas que nos ayuden a definir las cotas
para el namero de Grundy de Gg(T).

Nuestro programa lee un conjunto de puntos. Genera la grafica de interseccion
de los tridngulos formados por dicho conjunto. Después realiza un nimero de veces
la coloracion glotona. Este ntimero es definido por el usuario. Por cada coloracion
glotona que realiza, se genera una etiquetacion aleatoria de los vértices de la grafica
de interseccion de los triangulos. Por cada coloracion que realiza también se obtiene el
numero de colores utilizado en esa coloracion. Nuestro programa almacena el nimero
de colores mas grande utilizado en alguna de las coloraciones, y también almacena la
respectiva coloracién. Finalmente nuestro programa entrega como salida a este niime-
ro como un posible nimero de Grundy y almacena las clases cromaticas en archivos.
Por cada color en la coloracion se genera un archivo. La informacion que contienen
estos archivos es la adecuada para poder observar en gnuplot los tridngulos de cada
clase cromética.

Este programa lo realizamos con el lenguaje de programacion C'+ +, utilizando el
ambiente de programacion Xcode. Dicho programa esta disponible en la siguiente li-
ga: hitp://computacion.cs.cinvestav.mz/ abjuarez/colGreedy.zip. Realizamos pruebas
con conjuntos de puntos en posicion convexa y con diversos conjuntos de puntos en
posicion general. Es importante mencionar que tomamos estos conjuntos de puntos
de la base de datos en [3]. Dicha base de datos contiene todos los conjuntos combi-
natoriamente distintos para conjuntos de tamano 3 < n < 10. A dichos conjuntos les
llamamos tipos de orden. Es decir hay tantos tipos de orden como conjuntos combi-
natoriamente distintos haya. Asi que nuestras pruebas las realizamos para conjuntos
de puntos desde n = 3 hasta n = 10.

El programa esta formado por cinco clases: edge, vertex, graph, color y fileln. La
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clase edge es una lista que representa las aristas de una grafica. La clase vertex la
utilizamos para representar un vértice de una grafica y para representar un punto de
algin conjunto de puntos. En esta clase guardamos valores como sus coordenadas y
su color asignado en las coloraciones, entre otros. La clase color la ocupamos para
representar un color de la coloracion obtenida como 6ptima. En esta clase escribi-
mos en archivos los triangulos que son coloreados con este color. La clase fileln la
utilizamos para leer la base de datos de donde obtenemos los conjuntos de puntos.
Y finalmente la clase graph la utilizamos para representar nuestro tipo de grafica y
para representar los conjuntos de puntos. Esta clase esta formada por la lista de la
clase edge, un arreglo de objetos de tipo wvertex, un arreglo de objetos de tipo color y
un objeto de tipo fileln, entre otros valores. Ademas contiene varios métodos, uno de
ellos genera la grafica de interseccion de tridngulos, otro calcula el nimero de Grundy
y uno maés realiza la coloracion glotona.

Nuestro programa principal recibe cuatro parametros. Todos los parametros son
de tipo entero. El primer parametro representa el tipo de conjunto de puntos que
leemos de la base de datos. El valor 0 representa el conjunto de puntos en posicion
convexa, y el valor 1 representa el conjunto de puntos en posicion general. El segundo
parametro representa el niimero de puntos del conjunto de puntos a leer. El tercer
parametro indica el ntiimero de coloraciones que deseamos se prueben. Y finalmente el
ultimo parametro indica el tipo de orden del conjunto de puntos que deseamos leer.
En el algoritmo 2 podemos ver la entrada y salida de nuestro programa, asi como los
pasos principales que realiza.

Algoritmo 2 Busqueda del posible nimero de Grundy
Entrada: Tipo de conjunto de puntos, nimero de puntos del conjunto de puntos,
nimero de coloraciones a ejecutar, y tipo de orden del conjunto.
Salida: Posible numero de Grundy y la coloracion de la grafica de interseccion de
triangulos que obtuvo dicho nimero.
1: Leer el conjunto de puntos correspondiente a los pardmetros introducidos en el
programa.
2: Generar la gréafica de interseccion de triangulos.
3: Buscar el numero de Grundy.
4: Guardar las clases cromaticas en archivos. Estas clases son las correspondientes
a la coloracion que obtuvo el posible niimero de Grundy.

A continuaciéon explicamos de forma breve los pasos del algoritmo 2. En el punto
2, se genera una nueva grafica con (g) vértices. Ademas calculamos las intersecciones
de cada tridngulo para formar las aristas de la grafica. En el punto 3 por cada itera-
cion indicada en los parametros de entrada, damos una etiquetacion de los vértices de
la grafica. Con esta etiquetacion realizamos una coloracion glotona que nos entrega
el nimero de colores utilizados. En cada iteracion se guarda el nimero més grande
de colores utilizados y la coloracién correspondiente. Al final de todas las iteraciones
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guardamos en archivos las clases cromaticas de la coloraciéon que se mantuvo con el
numero més grande de colores. Dicho niimero es un posible nimero de Grundy del
conjunto de puntos ejecutado.

El nimero de formas en que el conjunto de ("
3

3
etiquetar es de (g)' = (% — %2 + %)' Y este es el numero de veces que tendriamos
que realizar la coloracion glotona para conocer el nimero de Grundy de la grafica.
Para conjuntos de puntos n = 4 y n = 5 se realiz6 este nimero de coloraciones. Para
3 < n < 10 se hicieron 10000 coloraciones por cada conjunto y se tomo el niimero
més grande de colores utilizado en una de estas coloraciones. Elegimos este ntmero
de coloraciones porque para un nimero mayor a 10000 coloraciones el nimero de co-
lores se mantenia constante. Ademés, debido a que encontrar el niimero de Grundy
es un problema N P-dificil nuestro objetivo no es determinar computacionalmente
el niimero de Grundy ni tampoco obtener cotas mediante los resultados de nuestro
programa, Unicamente es obtener coloraciones glotonas que nos ayuden a comprobar
nuestras cotas y que nos ayuden a observar las caracteristicas y el comportamiento

de las coloraciones.

) vértices de la gréafica se puede

La manera en que etiquetamos los vértices de la grafica puede verse en el algo-
ritmo 3. En cada iteraciéon generamos una etiquetacion mediante este algoritmo, y
la tomamos como entrada para el algoritmo 1 de coloraciéon glotona. Como vimos
anteriormente el espacio de bisqueda para el nimero de Grundy es muy grande y
la probabilidad de elegir cualquier etiquetacion de las (g)' etiquetaciones (incluso la
etiquetacion que nos da como resultado el nimero de Grundy) es de ﬁ

n
3):

Algoritmo 3 Etiquetacion de vértices de una grafica
Entrada: Vértices de la grafica.
Salida: Etiquetacion de los vértices.
1: paral <i < (g) hacer
2:  Generar un vértice aleatorio de los (g) vértices de la grafica, que no se le haya
asignado alguna etiqueta.
3:  Asignar a este vértice la etiqueta v;.

4: fin para

A continuaciéon daremos los resultados de las ejecuciones que realizamos en el pro-
grama. Como se mencion6 anteriormente, para cada conjunto de tamano n = 4 y
n = 5 se realizaron las (g)' coloraciones. Es decir, para n = 4 se realizaron las 24
etiquetaciones que pueden formarse y para n = 5 se realizaron las 3628800 etique-
taciones que pueden formarse. Para cada conjunto de tamano n > 6 se realizaron
10000 coloraciones. En cada una de esas coloraciones se realizé una etiquetacion con
el algoritmo 3. Para conjuntos de tamano 4 < n < 7 probamos todos los tipos de
orden de la base de datos [3]. Para conjuntos de tamano n > 7 decidimos probar
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n 415167181910
Nuamero maximo de colores | 2 | 5 | 8 | 17| 24 | 34 | 46

Tabla 5.1: Posible nimero de Grundy para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en
posicién convexa.

n 4151671181910
Numero maximo de colores | 2 | 5|9 | 17| 25 | 34 | 48

Tabla 5.2: Posible numero de Grundy para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en
posicion general.

100 tipos de orden elegidos de manera aleatoria. Esto porque el rango de tipos de
orden para cada uno de estos valores de n es muy grande, se encuentra entre 3315 y
14309547. Para estos valores de n, una ejecucion de nuestro programa tarda al menos
8 segundos y a lo sumo 60 segundos. Entonces para probar todos los tipos de orden
de cada uno de estos valores de n el programa tardaria al menos 26520 segundos y a
lo sumo 858572829 segundos. Por el tiempo de trabajo de tesis, para algunos de estos
conjuntos no seria posible probar todos sus tipos de orden. Otra razon es porque los
valores del posible nimero de Grundy que nos arroja nuestro programa por cada tipo
de orden, varian s6lo en 4 unidades.

Posiciéon convexa es un tipo de orden. A continuacién en la tabla 5.1 mostramos
el nimero mas grande de colores que obtuvimos de alguna coloraciéon realizada por
nuestro programa, para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en posicién convexa.

A continuacién en la tabla 5.2 mostramos el nimero mas grande de colores que ob-
tuvimos de alguna coloraciéon de algtun tipo de orden ejecutado por nuestro programa,
para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en posicién general.

En la gréfica 5.1, para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en posiciéon convexa,
mostramos los valores de la tabla 5.1. También podemos ver la cota cerrada para
4 < n < 6 que obtuvimos en el teorema 4.3 . Para 7 < n < 10 la cota inferior
obtenida en el teorema 4.4 | y la cota superior obtenida en el teorema 4.7. Ademés
podemos ver que el posible nimero de Grundy experimental est4 més cercano a la
cota inferior teérica.

Como podemos ver estos resultados nos confirman que para los conjuntos de pun-
tos de tamano n = 4, n = 5, y n = 6 en posiciéon convexa, su nimero de Grundy
es igual al nimero de clan de la grafica de interseccion de tridngulos. Esto lo demos-
tramos en el teorema 4.3. En la grafica 5.2, para conjuntos de 4 < n < 10 puntos
en posicion general mostramos los valores de la tabla 5.2 y la cota inferior obtenida
en el teorema 4.8. En la grafica 5.3, para conjuntos de 4 < n < 10 puntos en posi-
cion general mostramos los valores de la tabla 5.2 y la cota superior obtenida en el
teorema 4.13.

Estos resultados nos confirman que para los conjuntos de puntos de tamano
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160 T T T T
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cota inferior —@—
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experimental
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Figura 5.1: Prueba experimental, cota inferior y cota superior para Gg(7T) de T
determinado por conjuntos de puntos en posiciéon convexa.

50 T T T T

T
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experimental —Jl—

colores

Figura 5.2: Prueba experimental y cota inferior para Gg(7) de T determinado por
conjuntos de puntos en posicion general.
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Figura 5.3: Prueba experimental y cota superior para Gg(7) de T determinado por
conjuntos de puntos en posiciéon general.

7 < n < 10 en posicién convexa, su numero de Grundy es mayor al ntumero de
clan de la grafica de interseccion de tridngulos, pero ademas nuestros resultados ex-
perimentales estdn més cercanos a la cota inferior que encontramos que a la cota
superior. Para conjuntos de puntos en posiciéon general también vemos que nuestros
resultados experimentales estan méas cercanos a la cota inferior y muy alejados de
nuestra cota superior.

Ademés al graficar las clases cromaticas de las coloraciones que arrojaron un ni-
mero mayor de colores, nos ayudaron a observar que para cada coloracién glotona
de conjuntos de puntos en posicion convexa, la clase croméatica de color 1 tiene los
triangulos que forman alguna triangulacion del conjunto. Y esto es siempre cierto,
tomemos una de estas coloraciones glotonas y llamémosle c. Imaginemos que la clase
cromatica de color 1 no contiene a todos los tridangulos de alguna triangulaciéon indu-
cida por los tridngulos que estan en dicha clase. Entonces al menos existe un triangulo
de alguna triangulaciéon inducida por los triangulos que estan en dicha clase que no
estd en la clase cromatica de color 1. Llamemos a este triangulo ¢t. Como ¢ no esta
en la clase cromatica de color 1, estd en una clase cromatica ¢ > 1. Como ¢ también
es una coloracion de Grundy y como 1 < 7, entonces t debe intersectar al menos un
tridngulo de la clase cromatica de color 1, pero esto no sucede porque como t es un
triAngulo de una triangulacion inducida por los tridngulos en la clase cromatica de
color 1 no existe algin tridngulo en esta clase que intersecte a t.

De igual forma para cada coloracion glotona de conjuntos de puntos en posicion
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general, la clase croméatica de color 1 es una triangulacion que al menos contiene a los
puntos de la envolvente convexa de dicho conjunto. A continuacién mostramos en las
figuras 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, como se ven las clases cromaticas de color 1 para algunos
conjuntos. Estas clases las graficamos con el programa Gnuplot.

"color_1.gnu" —.—

Figura 5.4: Clase cromética de color 1 para conjunto de puntos de tamano n =5 en
posicién convexa.
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“color_L.anu" .»

Figura 5.5: Clase cromatica de color 1 para conjunto de puntos de tamano n = 8 en
posicién convexa.

Figura 5.6: Clase cromética de color 1 para conjunto de puntos de tamano n = 8 en
posicion general.
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"color_Lonu” @

Figura 5.7: Clase cromatica de color 1 para conjunto de puntos de tamano n =9 en
posicién convexa.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo a Futuro

En esta tesis estudiamos coloraciones en graficas de interseccion de tridngulos. La
grafica de interseccion de triangulos es una gréafica definida a partir de un conjunto
de triangulos abiertos, donde cada vértice representa a un triangulo del conjunto,
y existe una arista entre dos vértices si y sélo si los tridngulos correspondientes se
intersectan. El conjunto de triangulos abiertos estd determinado por un conjunto de
n puntos en el plano en posiciéon general. Una coloracion de Grundy de los vértices
de una grafica consiste en que cada par de vértices adyacentes tenga color distinto, y
ademas cada vértice sea adyacente con al menos un vértice de cada color mas pequeno
que el suyo. Nuestro objetivo principal de esta tesis es encontrar el maximo nimero
k de colores para el cual la grafica de interseccion de tridngulos tiene una coloracion
de Grundy usando k colores. Es decir encontrar el nimero de Grundy de la gréfica de
interseccion de triangulos. El problema lo dividimos en dos casos, encontrar el nimero
de Grundy de la grafica de interseccion de tridangulos cuando el conjunto de puntos
esta en posicion convexa y encontrar el nimero de Grundy de la grafica de intersec-
cion de triangulos cuando el conjunto de puntos esta en posicion general(no convexa).
Puesto que determinar algoritmicamente el niimero de Grundy de una grafica es un
problema N P-dificil, en esta tesis damos cotas para este nimero para la grafica de
interseccion de triangulos. Es decir damos una cota inferior y una cota superior pa-
ra el nimero de Grundy cuando el conjunto de puntos esta en posicién convexa, una
cota inferior y una cota superior cuando el conjunto de puntos esta en posicion general.

En especifico para tamanos de conjuntos de puntos en posiciéon convexa menores
a siete, obtuvimos el valor del nimero de Grundy. Este resultado lo podemos ver en
el teorema 4.3. Para tamanos de conjuntos de puntos en posicién convexa mayores
a seis, obtuvimos una cota inferior (ver teorema 4.4) y una cota superior (ver teore-
ma 4.7) para el nimero de Grundy. Ademas, para este tipo de grafica encontramos
un conjunto de tridngulos abiertos que se intersectan dos a dos y cuya interseccién
total es vacia, esto lo podemos ver en el teorema 4.6.

También dimos una cota inferior(ver teorema 4.8) y una cota superior(ver corola-
rio 4.13) para el nimero de Grundy de la grafica de interseccion de triangulos abiertos
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determinados por conjuntos de puntos en posicién general. Ademas dimos una cota
inferior y una cota superior para el grado maximo para la grafica de interseccion de
triangulos. Estos resultados los podemos ver en el teorema 4.10 y el teorema 4.12.
Para la cota inferior del grado méximo para la grafica de interseccion de tridngulos
exhibimos un conjunto de puntos en posicion general, el cual lo podemos ver en el
teorema 4.11.

Con lo anterior concluimos que con el uso de técnicas combinatorias logramos
obtener cotas casi cerradas para el nimero de Grundy de la grafica de interseccion
de tridngulos. La diferencia entre las cotas para el ntimero de Grundy cuando el con-
junto de puntos esta en posiciéon convexa es de % = 0.106481n3. La diferencia entre
las cotas para el nimero de Grundy cuando el conjunto de puntos esta en posicion

convexa es de %13 = 0.129629n3.

Ademés logramos obtener coloraciones Grundy de la grafica de interseccion de
triangulos mediante el programa que disenamos. Estas coloraciones, nos ayudan a ob-
servar algunas caracteristicas, y el comportamiento de las clases cromaticas. Ademés
estas coloraciones en ocasiones confirman nuestros resultados tedricos, y en ocasiones
nos ayudaron a determinar nuestras cotas inferiores. También observamos que reali-
zar una busqueda exhaustiva para el nimero de Grundy no es apropiado, debido al
nimero de orden exponencial de coloraciones que se deben realizar para obtenerlo.
Sin embargo, generar un nimero determinado de coloraciones aleatorias nos ayudo a
lograr nuestro objetivo.

Como trabajo a futuro proponemos mejorar la cota inferior y la cota superior para
el nimero de Grundy para puntos en posiciéon general. Esto porque la diferencia entre
las cotas es grande. En especifico mejorar la cota superior, ya que casi es el nimero
total de tridngulos. De igual forma, un problema interesante es estudiar el nimero de
clan para este tipo de grafica. Respecto a nuestro programa, podria mejorarse reali-
zando busquedas inteligentes para el nimero de Grundy.

Del conjunto de tridngulos que se intersecten dos a dos y cuya interseccion de
todos sea vacia que encontramos, evidentemente una tarea pendiente es encontrar un
conjunto de tamano mas grande o demostrar que no existe. También podria extenderse
este problema para cuando el conjunto de triangulos esta determinado por puntos en
posiciéon general.
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Apéndice A
Lista de resultados

En esta lista mostramos la aportacion de nuestro trabajo de tesis. Es decir las
cotas obtenidas para el niimero de Grundy de las graficas de interseccion de triangulos,
denotadas por Gg(T).

= Nimero de Grundy, para S en posicién convexa.
e Para3<n<6:
[(Gs(T)) = w(Gs(T)) = 5 +0(n).
e Cota inferior paran > T:
5 +0(n?) = w(Gs(T)) = X(Gs(T)) <T(Gs(T)) .
e Cota superior paran > 7:
D(Gs(T)) < A(Gs(T)) = %= + O(n?).

e Sea T* C T el conjunto méximo de tridngulos, tal que cualquier par de
tridngulos en T* se intersectan, pero la interseccion de todos sea vacia.
2

— <|T"|
= Nimero de Grundy, para S en posiciéon general.
e Cota inferior para A(Gs(T)):
4+ 0(n?) < A(Gs(T))
e Cota superior para A(Gg(T)):
A(Gs(T)) <%+ 0(n?)
e Cota inferior para Gs(7):
& +0(n?) < w(Gs(T)) < x(Gs(T)) <T(Gs(T))
e Cota superior para Gg(7):
D(Gs(T)) < A(Gs(T)) < % +O(n?)
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