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4.2. Gráficas completas en posición convexa . . . . . . . . . . . . 27

4.2.1. Cota inferior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2.2. Cota superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.3. Casos particulares en posición general . . . . . . . . . . . . . 30

4.3.1. Doble cadena convexa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.2. Gráfica G con dos subgráficas, sólo G1 es inducida . . . . . . 4
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una coloración propia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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5.19. Ejemplos de familias de gráficas geométricas para n = 6 con
χ1(G) = 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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5.21. Clases cromáticas de tamaño n/2− 1 . . . . . . . . . . . . . . 66

viii



Resumen

Una gráfica representada en el plano con puntos como vértices y segmentos
de recta como aristas, es denominada gráfica geométrica. En este trabajo dar una
coloración propia a las aristas de una gráfica consiste en asignar a cada arista un
color, de tal manera que dos aristas que inciden en un mismo vértice o se cruzan
no tengan el mismo color 1. El problema central que estudiamos es el de hallar el
mı́nimo número de colores necesarios para dar una coloración propia a una gráfica
geométrica, a este valor lo denominamos ı́ndice cromático de la gráfica.

En este trabajo damos una cota inferior y una cota superior para el ı́ndice

cromático de gráficas bipartitas dibujadas sobre conjuntos de puntos en posición

convexa. Para gráficas no bipartitas dibujadas sobre este mismo tipo de conjuntos,

determinamos el valor exacto del ı́ndice cromático. Para gráficas determinadas por

ciertos tipo de conjuntos de puntos clásicos en la literatura de geometŕıa combina-

toria (doble cadena convexa y doble ćırculo convexo) determinamos el valor exacto

del ı́ndice cromático. Si consideramos la gráfica en la que dos aristas son disjuntas

si inciden en un mismo vértice o se cruzan, entonces el problema de determinar el

ı́ndice cromático es distinto. Para este tipo de gráficas dibujadas sobre puntos en po-

sición general mejoramos la cota inferior y la cota superior para el ı́ndice cromático.

Mediante búsquedas exhaustivas hallamos el valor exacto del ı́ndice cromático de

todas las posibles gráficas geométricas de orden 3, 4, 5 y 6. Adicionalmente mejora-

mos la cota inferior para el ı́ndice cromático geométrico de gráficas de intersección

de orden par.

Palabras clave: Índice Cromático, Gráfica Geométrica, Coloración propia,
Índice Cromático Geométrico

1Esta condición de cruce hace que este problema sea totalmente distinto al problema
de coloración en gráficas (abstractas).
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Abstract

A geometric graph is a graph draw in the plane, in such a way that the vertices
correspond to a point set and the edges are represented by straight-line segments. A
proper coloring is an assignment of colors to the edges of the graph so that no two
incident or crossing edges have the same color 2. We study the problem of finding,
for a geometric graph G, the minimum number of different colors required to give
a proper coloring of G, we call this value chromatic index of G.

In this work we give to the edges lower bounds and upper bound for the chro-

matic index of bipartite geometric graphs whose vertex set consists of points in

convex position. For complete geometric graphs whose vertex set consists of points

in convex position, we obtain the exact value of the chromatic index. Similarly, we

obtain the exact value of the chromatic index for graphs with vertex set consisting

of certain types of points sets well known in combinatorial geometry (convex chain

and double circle). we consider the graph in which two edges are disjoint if and

only if they are adjacent or they cross, for this type of graph we improve the lower

and upper bound for the chromatic index. Computationally we find the exact value

of the chromatic index for intersection graphs of order 3, 4, 5 and 6. We improve

the lower bound of the geometric chromatic index for intersection graphs of even

order.

Keywords:Chromatic Index, Geometric Graph, Proper Coloring, Geome-
tric Chromatic Index

2Due to this condition this problem and the classic problem of coloring (abstract)
graphs are different.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Teoŕıa de Gráficas es ampliamente utilizada para modelar algunos
problemas computaciones, tales como: el problema del agente viajero, colo-
ración de mapas, etc. La teoŕıa de gráficas trabaja con objetos denominados
gráficas, las cuales se definen como un conjunto de vértices y un conjunto de
aristas que relacionan pares de vértices. Una gráfica representada en el plano
por puntos como vértices y segmentos de rectas como aristas la denominamos
gráfica geométrica. Según la naturaleza del problema a resolver se estudian
distintas propiedades de dichas gráficas; por ejemplo, el problema del agen-
te viajero se puede resolver encontrando el camino de longitud mı́nima en
una gráfica, el problema de coloración de mapas (con ciertas restricciones)
corresponde al problema de hallar una coloración para los vértices de una
gráfica, donde la coloración buscada consiste en asignar a cada vértice un
color (que bien podŕıa ser un número entero) teniendo como condición que
dos vértices que están conectados por una arista no pueden tener el mismo
color asignado. Este problema ha sido ampliamente estudiado desde hace
ya tiempo, hoy sabemos que cuatro colores son suficientes para colorear un
mapa en el plano, el famoso teorema de los cuatro colores. Sobre este mismo
tipo de problemas, este trabajo se centra en saber qué tantos colores son ne-
cesarios y suficientes, para colorear las aristas de una gráfica geométrica, a
este valor lo denominamos ı́ndice cromático de la gráfica y lo denotamos por
χ1. En este tipo de coloraciones, si una arista (al ser un segmento de recta)
cruza a otra arista se consideran adyacentes, por lo que ambas no podrán
tener el mismo color. Al considerar la propiedad de cruce entre aristas, los
problemas de colorear una gráfica y colorear una gráfica geométrica son to-
talmente distintos, pues en una gráfica el concepto de cruce entre aristas
simplemente no existe.
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Generalmente no es sencillo hallar el valor exacto del ı́ndice cromático
para una familia de gráficas geométricas, en estos casos lo que se hace es
acotar inferior y superiormente dicho número. La cota inferior generalmente
se obtiene hallando un conjunto de aristas tales que se crucen dos a dos, el
tamaño de esta estructura acota inferiormente al ı́ndice cromático, pues cada
arista en ella deben tener un color distinto a todas la demás, pues todas son
adyacentes entre śı. La cota superior para ı́ndice cromático en la mayoŕıa
de los casos se obtiene proporcionando una coloración que use a lo más k
colores, de tal forma que χ1 ≤ k. Evidentemente cuando la cota inferior es
igual a la cota superior se conoce el valor exacto del ı́ndice cromático de la
gráfica.

Como ya mencionamos, esta tesis se centra en el estudio del ı́ndice
cromático de gráficas geométricas, para ello en el caṕıtulo 2 proporciona-
mos los conceptos básicos relacionados con gráficas, coloraciones de gráficas,
e ı́ndice cromático, se enuncian también algunos teoremas clásicos en esta
rama. En el caṕıtulo 3 citamos algunos de los trabajos más relevantes en
los que se han estudiado algunas propiedades de las gráficas geométricas y
espećıficamente el ı́ndice cromático de gráficas geométricas, además citamos
teoremas sobre conjuntos finitos de puntos en el plano los cuales son de
suma utilidad en el estudio de gráficas geométricas. En el caṕıtulo 4 propor-
cionamos una cota inferior y una cota superior para el ı́ndice cromático de
gráficas bipartitas, dibujadas sobre conjuntos de puntos en posición convexa,
aśı como para gráficas no bipartitas dibujadas sobre conjuntos de puntos en
posición convexa. Además, determinamos el valor exacto del ı́ndice cromáti-
co para las gráficas doble cadena convexa y doble ćırculo convexo. El caṕıtulo
5 está dedicado al estudio de gráficas geométricas dibujadas sobre conjuntos
de puntos en posición general, en la sección 6.1 proporcionamos una cota
inferior y una cota superior para el ı́ndice cromático de gráficas D(S), lla-
madas gráficas de disyunción, que son un caso particular de las gráficas de
Kneser, dibujadas sobre conjuntos puntos en posición general. En la sección
5.2 proporcionamos el valor exacto del ı́ndice cromático de todas las posi-
bles gráficas geométricas de orden 3, 4, 5 y 6; esto con base en resultados
experimentales. Además, mejoramos la cota inferior para el ı́ndice cromático
geométrico de gráficas de orden par.
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Caṕıtulo 2

Antecedentes

En este caṕıtulo definimos los conceptos y la notación utilizados en el
desarrollo de esta tesis. Empezamos por definir, en la sección 2.1, algunos
conceptos de la teoŕıa clásica de gráficas. Luego, en la sección 2.2 enuncia-
mos algunos resultados básicos sobre gráficas. Posteriormente, en la sección
2.3 definimos gráficas geométricas. Finalmente, en la sección 2.4 definimos el
concepto de coloración de gráficas geométricas, aśı como el de ı́ndice cromáti-
co de las mismas.

2.1. Gráficas

Una gráfica G consiste de un par de conjuntos (V,E). V es un conjunto
finito y no vaćıo, y E ⊆ V ×V . Para indicar que V es el conjunto de vértices
de una gráfica G utilizamos la notación V (G) y para el caso de las aristas
utilizamos E(G). El número de elementos en V (G) es el orden de G, en la
figura 2.1 mostramos un ejemplo de una gráfica de orden cuatro. Se dice
que dos vértices u y v son adyacentes si existe la arista uv ∈ E; aśı, en
la gráfica de la figura 2.1 los vértices v1 y v3 son adyacentes, no aśı v2 y
v4. De manera similar, dos aristas son adyacentes si tienen un vértice en
común, por ejemplo, en la gráfica de la misma figura e1 y e2 son adyacentes,
mientras que e2 y e5 no lo son.

Decimos que un subconjunto V ′ de vértices (o aristas) de G es un con-
junto independiente, si no hay dos elementos en V ′ que sean adyacentes en
G. En la figura 2.1 e1 y e4 son independientes.

Una gráfica G es completa si para cualesquiera dos vértices u, v ∈ V (G)
existe la arista eu,v ∈ E(G). Toda gráfica completa tiene

(n
2

)
= n(n − 1)/2

aristas. Por ejemplo, en la figura 2.2 la gráfica G1 es completa, mientras que

3



G
v1 v2

v3
v4

e1

e2 e3

e4

e5

Figura 2.1: Gráfica de orden 4

G y G2 no lo son.

Definimos la unión de dos gráficas G y G′ como : G ∪ G′ =: (V (G) ∪
V (G′), E(G) ∪ E(G′)); mientras que la intersección es G ∩ G′ =: (V (G) ∩
V (G′), E(G)∩E(G′)). Si V (G)′ ⊆ V (G) y E(G)′ ⊆ E(G), entonces decimos
que G′ es una subgráfica de G, y la representamos como G′ ⊂ G. Si G′ ⊆ G
y G′ contiene todas las aristas ex,y ∈ E(G) con x, y ∈ V (G′), entonces G′

es una gráfica inducida de G y la denotamos como G′ = G[V (G′)], por
ejemplo, en la figura 2.2 mostramos la gráfica G y dos subgráficas de G, de
las cuales sólo G1 es inducida. Decimos que G′ es una subgráfica generadora
si G′ ⊆ G y V (G′) = V (G), en la figura 2.2 sólo G2 es generadora de G.
El complemento Ḡ de una gráfica G es una gráfica tal que V (Ḡ) = V (G) y
E(Ḡ) = V (G)× V (G)− E(G).

G G2G1

Figura 2.2: Gráfica G con dos subgráficas, sólo G1 es inducida

El grado de un vértice v de G es el número de aristas que inciden en él, y
lo denotamos por d(v). El máximo grado de los vértices de G lo denotamos
por ∆(G) mientras que el mı́nimo por δ(G), como ejemplo, en la gráfica de
la figura 2.1 tenemos d(v2) = 2, ∆(G) = 3 y δ(G) = 2.

El siguiente teorema enuncia la relación que hay entre ∆(G) y el número
de aristas.
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Teorema 1 Si G es una gráfica con m = |E(G)|, entonces

Σv∈V (G)d(v) = 2m.

Prueba. ( [2]) Si se suman los grados de cada vértice de G, entonces cada
arista se habrá contado dos veces, una vez por cada vértice en el que incide.
2

Como corolario del teorema anterior tenemos que toda gráfica tiene un
número par de vértices de grado impar.

Un camino que conecta los vértices u y v en G es una secuencia de
vértices W que empieza en u y termina en v, tal que dos vértices consecutivos
en W son adyacentes en G, en la figura 2.3 la gráfica G1 es un camino que
va de v4 a v2. Si u = v decimos que W es un ciclo, por ejemplo, en la
figura 2.3 G2 es un ciclo de tamaño tres. Una gráfica G es conexa si para
cualesquiera dos vértices u, v de G existe un camino P en G que los conecta.
Una subgráfica conexa de tamaño máximo de G es llamada componente de
G, en la figura 2.3 mostramos la gráfica G con sus dos componentes G1 y
G2, notemos que G no es conexa mientras que cada una de sus componentes
śı lo es.

G1 G2
v1

v2

v3v4 e1

e2

e3 v5

v6

e6e5

e4
G

v7

Figura 2.3: Gráfica G con dos componentes, G1 es un camino y G2 es un
ciclo

Una gráfica Gr,b es bipartita si es posible partir su conjunto de vértices
V (Gr,b) en dos subconjuntos R y B, tales que V (Gr,b) = R∪B y R∩B = ∅,
y cada arista de Gr,b une un vértice de R con un vértice de B. R y B son
llamados clases de Gr,b, en la figura 2.4 mostramos dos ejemplos de dichas
gráficas.

Definimos la gráfica de ĺıneas L(G) de una gráfica G como la gráfica en
la que cada vértice de L(G) representa a una arista de G, y dos vértices p y
q son adyacentes en L(G), si las aristas que representan son adyacentes en
G.
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Clase R
Clase B

G3,4 G2,3

Figura 2.4: Gráficas Bipartitas

Decimos que G es una gráfica plana si cumple con las siguientes propie-
dades:

(i) V (G) ⊆ R2

(ii) Sus aristas son curvas que unen dos puntos de V (G).

(iii) Diferentes aristas tienen pares distintos de extremos

(iv) El interior de una arista no contiene vértices ni puntos de otras aristas

Una gráfica G es aplanable si puede ser dibujada en el plano como una
gráfica plana.

2.2. Coloraciones

Una k-coloración de los vértices de G es una función suprayectiva f :
E(G)→ C, donde C es el conjunto de enteros {1, 2, 3, ..., k}. Podemos ver al
conjunto C como un conjunto de k-colores distintos. Una coloración es propia
si para cualesquiera dos vértices adyacentes p y p′ se tiene que f(e) 6= f(e′).
Por ejemplo, en la figura 2.5 mostramos dos coloraciones distintas para una
misma gráfica. La coloración C1 no es propia debido a que los vértices v2
y v3 tienen asignado un mismo color y son adyacentes, mientras que la
coloración C2 es propia porque no hay en ella dos vértices adyacentes que
tengan asignado el mismo color.

Sea Vi el conjunto de vértices de G coloreados con el color i con 1 ≤ i ≤ k,
entonces Vi es llamado una clase cromática (notemos que cada clase cromáti-
ca de G es un conjunto independiente de vértices de G). En la figura 2.5 en
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la coloración C1 los vértices v2 y v3 conforman la clase cromática azul, v1 la
clase cromática verde y v4 la clase cromática roja, por tanto, C1 tiene tres
clases cromáticas.

Sea k el mı́nimo entero, tal que la gráfica G tiene una coloración propia
que usa k-colores distintos, decimos que k es el número cromático de G y
lo denotamos como χ(G). Este entero siempre existe, dado que siempre es
posible dar una coloración trivial que asigna a cada arista de G un color
distinto, entonces el número cromático está acotado por:

1 ≤ χ(G) ≤ n

, donde n es el orden de G.
La gráfica de la figura 2.5 tiene χ(G) ≥ 3, debido a que los vértices v1, v3

y v4 no pueden colorearse con menos de tres colores pues son adyacentes dos
a dos. Por otra parte, con la coloración C2 mostramos que existe al menos
una coloración propia con tres colores, por lo tanto χ(G) = 3.

C1

v1 v2

v3
v4

e1

e2 e3

e4

e5

C2

v1 v2

v3
v4 e1

e2 e3

e4

e5

χ(G) = 3

G G

Figura 2.5: Dos coloraciones de la gráfica G, únicamente C2 es una coloración
propia

El ı́ndice cromático G es el mı́nimo entero k, tal que las aristas de G
tienen una k−coloración propia, y lo denotamos como χ1(G). En la figura 2.6
mostramos dos ejemplos de coloración de aristas de una gráfica G, de las
cuales únicamente C2 es una coloración propia. En este caso G tiene χ1(G) ≥
3 debido a que ∆(G) = 3 (cada arista incidente en un vértice de grado tres
requiere un color distinto). Por otra parte con la coloración C2 mostramos
que existe al menos una coloración propia que usa tres colores. Por tanto
χ1(G) = 3

Existen cotas para el número cromático de una gráfica G. El teorema 2,
proporciona una cota superior para dicho número.
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C1

v1 v2

v3
v4

e1

e2 e3

e4

e5

C2

v1 v2

v3
v4

e1

e2 e3

e4

e5

χ1(G) = 3

G G

Figura 2.6: Dos coloraciones de aristas de la gráfica G, únicamente C2 es
una coloración propia

Teorema 2 ( [1]) Cualquier gráfica G con m aristas satisface

χ(G) ≤ 1/2 +
√

2m+ 1/4.

Prueba. Supongamos que χ(G) = k. Notemos que entre cualesquiera dos
clases cromáticas c1 y c2 de una k-coloración existe al menos una arista
con uno de sus vértices en c1 y el otro en c2, de lo contrarios ambas clases
cromáticas seŕıan conjuntos independientes y podŕıan tener el mismo color.
Si consideramos el número de aristas necesarias para cada par de clases
cromáticas, entonces m ≥ k(k − 1)/2; resolviendo esta desigualdad para k
obtenemos la cota superior para el número cromático.

2

Para gráficas aplanables, existe una cota superior para el número cromáti-
co, enunciado en el siguiente teorema, para el cual no hemos incluido la
demostración dada su complejidad.

Teorema 3 (De los cuatro colores [2]) Toda gráfica aplanable es 4-coloreable.

En la gráfica G1 de la figura 2.7 mostramos un ejemplo de una gráfica
4-coloreable. Para gráficas que no contienen ciclos de tamaño tres, dicha
cota la enunciamos a continuación.

Teorema 4 (Grötzsch 1959 [2]) Toda gráfica aplanable que no contiene
un triángulo (ciclo de orden 3) es 3-coloreable.
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G1 G2

Figura 2.7: Gráficas planas, G1 es 4-coloreables y G2 es 3-coloreables

En la figura 2.7 la gráfica G1 al tener ciclos de tamaño tres no es 3-
coloreable, sin embargo, G2 śı es 3-coloreable. Existen algunos teoremas que
acotan inferiormente el número cromático de una gráfica, como es el caso
del siguiente teorema.

Teorema 5 ( [2]) Sea H una subgráfica de una gráfica G, entonces

χ(H) ≤ χ(G).

Prueba. Supongamos que χ(G) = k, de aqúı sabemos que existe una
k−coloración propia para los vértices de G. Esta k−coloración de G asigna
distintos colores a vértices adyacentes en G. Como dos vértices son adya-
centes en H si y sólo śı también lo son en G, entonces H es k−coloreable,
por tanto χ(H) ≤ χ(G). 2

Para el caso de coloraciones de aristas, el ı́ndice cromático claramente
satisface χ1(G) ≥ ∆(G); de otro modo la coloración no seŕıa propia, pues
dos aristas adyacentes tendŕıan el mismo color.

Teorema 6 (Vizing 1964 [4]) Para cualquier gráfica G se cumple que:

∆(G) ≤ χ1(G) ≤ ∆(G) + 1.

Este teorema permite clasificar gráficas finitas en dos clases, las que
tienen ı́ndice cromático χ1(G) = ∆(G) y aquellas con ı́ndice cromático
χ1(G) = ∆(G) + 1 .

Para el caso de gráficas bipartitas tenemos el siguiente teorema, que
proporciona el valor exacto del ı́ndice cromático.

Teorema 7 (Köning 1916 [9]) El ı́ndice cromático de una gráfica bipar-
tita G satisface

χ1(G) = ∆(G).
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Es importante notar que el problema del ı́ndice cromático de una gráfica
G es equivalente al problema del número cromático de la gráfica de ĺıneas
de G, es decir χ1(G) = χ(L(G)).

2.3. Gráficas geométricas

Un dibujo de una gráfica G es una representación de G en el plano,
tal que cada vértice está representado por un punto distinto, y cada arista
está representada por una curva que conecta los dos puntos correspondientes.
Un dibujo G de una gráfica en el que cada arista está representada por
un segmento de recta, decimos que es una gráfica geométrica. De aqúı en
adelante cada vez que hagamos referencia a una gráfica G damos por hecho
que dicha gráfica es geométrica y completa. Por simplicidad llamaremos a
los vértices de G puntos.

En la figura 2.8 mostramos tres dibujos de la gráfica (abstracta)K5, dos
de ellos, G1 y G2, son gráficas geométricas, mientras que G3 no lo es.

G1 G2

G3

Figura 2.8: Dibujos de la gráfica (abstracta) K5, solamente G1 y G2 son
gráficas geométricas

Todas las definiciones y conceptos de la sección 2.1 aplican de igual
manera para gráficas geométricas, con excepción del concepto de adyacencia
de aristas. En esta tesis el concepto de adyacencia es el siguiente:

Definición 1 Dos aristas son adyacentes si tienen un vértice en común, o
bien si se cruzan en algún punto.
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En la figura 2.9 ilustramos los dos casos en los que consideramos que dos
aristas son adyacentes.

e1

e2

e1

e2

Figura 2.9: Aristas adyacentes

Es importante notar que al definir de esta manera el concepto de adya-
cencia, la estructura de las gráficas geométricas es totalmente diferente a la
de gráficas abstractas.

El siguiente concepto es sumamente utilizado en muchas de las demos-
traciones de esta tesis:

Definición 2 Un dibujo de una gráfica en el plano es un thrackle si sus
aristas se encuentran un número impar de veces

Si las aristas de un thrackle son segmentos de recta, decimos que es un
thrackle rectilineo, en esta tesis únicamente usamos este tipo de thrackles,
mismos que en adelante llamaremos únicamente thrackle. Sea G una gráfica
y sea T un thrackle, si V (T ) ⊆ V (G) y E(T ) ⊆ E(G) decimos que T es un
thrackle de G y lo denotamos como T (G). En la figura 2.10 ilustramos dos
ejemplos de dicha estructura.

Un thrackle que no es un subconjunto de otro thrackle es llamado un
thrackle maximal, como el mostrado en la gráfica G1 de la figura 2.10.

En este trabajo las gráficas que estudiamos están definidas únicamente
sobre los siguientes tipos de conjuntos: decimos que un conjunto S de puntos
en el plano está en posición general si cualesquiera tres puntos de S son
no-colineales. Decimos que los puntos de S están en posición convexa si
son los vértices de un poĺıgono convexo. Tal y como lo mostramos en la
figura 2.11 el conjunto S está en posición convexa, el conjunto S′ está en
posición general pero no en posición convexa, mientras que S′′ no está ni
en posición convexa ni en posición general. Se dice que G es una gráfica
en posición convexa si V (G) es un conjunto de puntos en posición convexa.
Notamos que cualesquiera dos gráficas en posición convexa tienen los mismos
cruces y las misma incidencias, de aqúı que si una gráfica en posición convexa
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G1 G2

T (G1) T1(G2)

T2(G2)

Figura 2.10: Ejemplo de thrackel de una gráfica geométrica, donde T (G1) es
un thrackle maximal

tiene una k−coloración entonces todas las gráficas en posición convexa del
mismo orden son k−coloreables. Se dice que G es una gráfica en posición
general si V (G) es un conjunto de puntos en posición general.

S S ′ S ′′

Figura 2.11: Ejemplo de conjuntos de puntos en posición convexa y general

Al igual que en gráficas abstractas una gráfica geométrica Gr,b es bipartita
si es posible partir su conjunto de vértices V en dos subconjuntos R y B,
tales que V = R∪B y R∩B = ∅, y cada arista de Gr,b une un vértice de R
con un vértice de B. R y B son llamados componentes de V . Sea Gr,b una
gráfica bipartita, denotamos con r al número de puntos en la clase R, con b
al número de puntos en la clase B, y denotamos con n = r + b al orden de
Gr,b. El la figura 2.12 mostramos un ejemplo de esta gráfica.

Dada una etiquetación, en el sentido de las manecillas del reloj, de los
vértices de una gráfica en posición convexa G, decimos que dos vértices con
ı́ndices pi y pi+1, son contiguos en G. Una propiedad de este tipo de gráficas
es que la recta que pasa por cualesquiera dos puntos contiguos de la misma,
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pi

pi+1

Cúmulos

Clase B
Clase R

Figura 2.12: Ejemplo de gráfica bipartita y concepto de cúmulos

deja en el mismo semiplano al resto de vértices de la gráfica. Un cúmulo de
Gr,b es un conjunto de puntos contiguos de una misma clase, tal como lo
ilustra la figura 2.12.

Decimos que una gráfica geométrica bipartita es separable por una recta
si existe una recta tal que deja en el mismo semiplano a todos los puntos de
R y, en el otro semiplano, a todos los puntos de B. Decimos que la gráfica
bipartita en posición convexa es alternante si no tiene puntos contiguos de
la misma clase. Notemos que este último tipo de gráficas, siempre tiene el
mismo número de puntos en cada clase, es decir r = b. Ver figura 2.13.

Clase R
Clase B

Gráfica alternante G6,6Gráfica separable por una recta G5,6

Figura 2.13: Tipos particulares de gráficas bipartitas
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2.4. Coloraciones en gráficas geométricas

Como en gráficas, una k-coloración de las aristas de una gráfica geométri-
ca G es una función suprayectiva f : E(G)→ C, donde C es el conjunto de
enteros {1, 2, 3, ..., k}. De igual manera, una coloración es propia si para cua-
lesquiera dos aristas adyacentes e y e′ se tiene que f(e) 6= f(e′). Por supuesto
que al mı́nimo entero k, tal que la gráfica G tiene una coloración propia que
usa k-colores distintos, lo llamamos el ı́ndice cromático de G y usamos la
notación χ1(G). A continuación definimos el ı́ndice cromático geométrico de
una gráfica.

Definición 3 Sea G una gráfica abstracta, el ı́ndice cromático geométrico
de G es el mayor entero k para el cual existe una gráfica geométrica G de
G tal que χ1(G) = k, denotado por χg(G).

Debido a que el concepto de adyacencia en gráficas, es distinto al que
usamos aqúı para gráficas geométricas, los teoremas existentes para número
cromático y para el ı́ndice cromático no son necesariamente válidos para
gráficas geométricas. Es decir, las incidencias en los vértices se mantienen al
dibujar una gráfica en el plano, sin embargo, los cruces entre aristas depen-
derán del conjunto de puntos sobre el que se dibuje dicha gráfica (propiedad
que en una gráfica abstracta no existe). Un ejemplo de esto se muestra en la
figura 2.14, donde consideramos la gráfica completa con cuatro vértices sobre
un conjunto de puntos que está en posición convexa, y sobre otro conjunto
que no lo está. Claramente el ı́ndice cromático es distinto para cada gráfica.
Cabe señalar que el ı́ndice cromático geométrico de la gráfica completa de
orden cuatro es 4.

P1

P2

P3

P4

P1 P3

P4

P2

χ1(G1) = 3 χ2(G2) = 4χg(G) = 4

Figura 2.14: Gráficas de orden 4, dibujadas sobre conjuntos distintos
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Caṕıtulo 3

Estado del arte

En este caṕıtulo citamos algunos de los art́ıculos relacionado con el estu-
dio de gráficas geométricas. Dado que los vértices de una gráfica geométrica
son puntos en el plano y que sus aristas son segmentos que unen dichos
puntos, algunos teoremas respecto a conjuntos de puntos en el plano son
igualmente válidos para gráficas geométricas, o bien permiten inferir algu-
nas propiedades de las mismas. Tal es el caso de los resultados que citamos
a continuación.

El siguiente teorema de P. Erdős es de suma importancia en varias de
las demostraciones de esta tesis.

Teorema 8 (P. Erdős [12]) Sea S un conjunto de n puntos en el plano
en posición general, sea T un conjunto de segmentos que unen puntos de S
y que además se cruzan dos a dos. T contiene a lo más n segmentos.

Prueba. La siguiente demostración fue dada por el matemático Micha
Perles. Sea T un thrackle. Decimos que v ∈ V (T ) es un vértice punteado si
todas las aristas que inciden en él residen en uno de los semiplanos acotado
por una ĺınea que pasa por v, ver figura 3.1 parte a. Por cada vértice pun-
teado v, borramos de T la arista más a la izquierda incidente en v, que es el
primer elemento en el orden de las aristas en el sentido de las manecillas del
reloj al rededor del semiplano que contiene a todas las aristas que inciden
en v (ésta existe dado que v es punteado). Supongamos que ha sobrado al
menos una arista uv ∈ E(T ), ésta no podŕıa ser la de más a la izquierda
de u ni la de más a la izquierda de v, de serlo, originalmente T tendŕıa dos
aristas uv′ u′v, con 6 v′uv < π y 6 u′vu < π, las cuales deben residir en lados
distintos de la ĺınea uv, ver figura 3.1 parte b. Por lo que son disjuntas,
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contrario al supuesto de que forman un thrackle. Por lo que necesariamente
se han borrado todas las aristas de T , lo que prueba el teorema. 2

Arista más a la izquierda
v

(a)

u

v
v′

u′

(b)

Figura 3.1: (a) Vértice punteado; (b) Argumento de Perles.

Ya que este teorema acota superiormente el tamaño del thrackle de una
gráfica geométrica, permite acotar inferiormente el ı́ndice cromático. Esto
porque en una coloración propia de una gráfica G, cada arista del thrackle
debe tener distinto color, pues todas estas aristas son adyacentes dos a dos.
Otro resultado interesante respecto a conjuntos de puntos es el siguiente.

Teorema 9 (Erdős [12]) Para cualquier conjunto de n puntos en el plano
la distancias mı́nima ocurre a lo más 3n− 6 veces.

A groso modo, la demostración de este teorema se basa en el hecho de
que dos segmentos de longitud mı́nima no se pueden intersectar, por lo que
la gráfica formada por los vértices del conjunto y los segmentos de longitud
mı́nima es una gráfica plana, y entonces cumple con la fórmula de Euler
n − A + C = 2, de donde despejamos A que es el número de aristas, que
corresponde al número de segmentos de longitud mı́nima, C es el número de
caras. Como cada cara tiene al menos tres aristas y cada arista está en dos
caras 3C ≤ 2A, de donde podemos deducir la expresión buscada.

En cuanto a conjuntos independientes de aristas de una gráfica geométri-
ca, en [13] el autor muestra lo siguiente: una gráfica en posición general con
n vértices y que no contenga k + 1 pares de aristas disjuntas, tiene a lo
más 29k2n aristas, con k < n/2. Este teorema fue usado en [3] para aco-
tar superiormente el ı́ndice cromático de gráficas geométricas en posición
general.

Un subconjunto A de aristas de una gráfica geométrica tales que dos a
dos no tienen vértices en común, es llamado un emparejamiento. Un empa-
rejamiento perfecto de un conjunto S de 2k puntos en posición general es un
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emparejamiento en el que los k segmentos de éste no se cruzan entre śı. Res-
pecto al número de emparejamientos que se pueden formar con las aristas
de una gráfica geométrica, tenemos un resultado conocido [2]: el número
de emparejamientos perfectos pm(S), para puntos en posición convexa es
pm(S) = 1/(k + 1)

(2k
k

)
. Para puntos en posición general en [14] los autores

demuestran que pm(S) ≥ 1/(k+1)
(2k
k

)
. Sobre esta misma propiedad el autor

de [15] muestra que la igualdad sólo se mantiene para conjuntos de puntos
en posición general, y para una configuración particular de seis puntos.

En cuanto a gráficas geométricas en [16], los autores demuestran los
siguientes dos teoremas. El primero acevera que, dada una 2-coloración de
las aristas de una gráfica completa en posición general, al menos una de las
clases cromáticas contiene un árbol generador (árbol que contiene a todos
los vértices de la gráfica) que no se cruza a śı mismo. El segundo acevera
que, dada una 2-coloración de las aristas de una gráfica completa en posición
general, en al menos una de las dos clases cromáticas existen b(n + 1)/3)c
aristas disjuntas dos a dos.

En [3] se estudian el siguiente tipo de gráficas:

Definición 4 Sea S un conjunto de puntos en posición general y sea n = |S|.
La gráfica de disyunción D(S) es tal que sus vértices representan a todas las
aristas (segmentos de recta) que se pueden formar con los n puntos de S.
Dos vértices de D(S), que representan a aristas e1 y e2 de S, son adyacentes
si y sólo si e1 y e2 son disjuntas.

Definición 5 Sea S un conjunto de puntos en posición general y sea n = |S|.
La gráfica de intersección I(S) es el complemento de la gráfica de disyunción
D(S).

En la figura 3.2 mostramos un ejemplo de ambas gráficas. Los autores de [3]
proporcionan cotas inferiores y superiores al número cromático de este tipo
de gráficas para el caso en que los puntos de S están en posición convexa.
Estas cotas son:

Teorema 10 Sea S un conjunto de puntos en posición convexa y sea n = |S|.
El número cromático de D(S) está acotado por:

2b(n+ 1)/3c − 1 ≤ χ(D(S)) ≤ min(n− 2, n− (
blog(n)c

2
)).

Teorema 11 Sea S un conjunto de puntos en posición convexa y sea n = |S|.
El número cromático de I(S) es:

χ(Ic) = n.
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Mientras que para puntos en posición general proporcionan las siguientes
cotas:

Teorema 12 Sea S un conjunto de puntos en posición general y sea
n = |S|. El número cromático de D(S) está acotado por:

5bn/7c − 1 ≤ χ(D(S)) ≤ min(n− 2, n+
1

2
− (
blog(log(n))c

2
)).

Teorema 13 Sea S un conjunto de puntos en posición general y sea n =
|S|. El número cromático de I(S) está acotado por:

n ≤ χ(I(S)) ≤ Cn3/2.
Para C > 0

Cabe señalar que una de las contribuciones más relevantes de esta tesis es
haber mejorado la cota inferior y superior para χ(D(S)) con D(S) definido
sobre puntos en posición general, ver sección 5.1.

Conjunto S

2

3

4 5

6
7

8

9

10
1

1

2

3 4

5

6

7
8

9

10

Gráfica I(S) Gráfica D(S)

1

2

3 4

5

6

7
8

9

10

Figura 3.2: Gráficas I(S) y D(S) de un conjunto S de puntos en el plano

Sobre este mismo problema tenemos el art́ıculo [4]. Sus autores mejoran
algunas de las cotas encontradas en [3] para D(S) definida sobre puntos en
posición convexa ellos demuestran que:
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Teorema 14 Sea S un conjunto de puntos en posición general y sea n =
|S|. El número cromático de D(S) está acotado por:

n−
√

2n+ 1/4 + 1/2 ≤ χ(D(S)) < n−
√

1/2n− 1/2 lnn+ 1/4.

Para obtener este resultado los autores estudian las gráficas de tipo convex
thrackle: un convex thrackle de un conjunto de puntos P , es una gráfica
geométrica cuyo conjunto de vértices es P y tal que cada par de aristas
son adyacentes. Los autores de [4] obtienen el siguiente teorema: para todo
conjunto de puntos en posición convexa, la unión de k convex thrackles ma-
ximales sobre P tiene a lo sumo kn−(k2) aristas. En esta tesis generalizamos
este teorema para puntos en posición general. En [18] el autor proporcio-
na el número cromático exacto de la gráfica D(S) para puntos en posición
convexa, esto lo hace utilizando la cota inferior encontrada en [4] y propor-
cionando una coloración que usa justamente ese mismo número de colores,
de manera que: χ(D(S)) = n− b

√
2n+ 1/4 + 1/2c.

Existen otro tipo de ı́ndices para gráficas geométricas. Por ejemplo, el
ı́ndice acromático es el entero más grande k para el cual existe una colora-
ción propia y completa de las aristas de G que usa k colores distintos. El
ı́ndice pseudo-acromático es el entero más grande k para el cual existe una
coloración completa de las aristas de G que usa k colores distintos. En [5]
estudian estos ı́ndice, los autores demuestran que para n puntos en el plano
en posición convexa, el ı́ndice acromático y el ı́ndice pseudo-acromático de
una gráfica geométrica completa es bn2+n

4 c.
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Caṕıtulo 4

Gráficas completas en
posición convexa

En este caṕıtulo estudiamos el ı́ndice cromático de gráficas completas en
posición convexa: en la sección 4.1 empezamos por estudiar dos casos parti-
culares de gráficas bipartitas completas para después generalizar el resulta-
do, damos una cotas inferior y una cota superior para gráficas bipartitas en
posición convexa. Luego, en la sección 4.2 estudiamos el ı́ndice cromático de
gráficas completas no bipartitas, damos el valor exacto del ı́ndice cromático.
Finalmente, en la sección 4.3 estudiamos dos casos particulares de gráficas en
posición general, para las cuales damos el valor exacto del ı́ndice cromático.

4.1. Gráficas bipartitas completas

En esta sección acotamos inferior y superiormente el ı́ndice cromático
de gráficas bipartitas completas en posición convexa. Primero estudiamos
las gráficas bipartitas alternantes, para las que damos el valor exacto del
ı́ndice cromático, después estudiamos las gráficas bipartitas separables por
una recta, y damos el valor exacto de su ı́ndice cromático. 1

4.1.1. Índice cromático de gráficas alternantes y gráficas se-
parables por una recta

Lema 1 El ı́ndice cromático de una gráfica bipartita alternante Gr,b tal que
r = b, es r.

1Los resultados mostrados en esta sección fueron obtenidos en conjunto con Gabriel
Medina Álvarez y la Doctora Dolores Lara Cuevas
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Prueba. Sea p un punto de Gr,b. Como el grado de cada punto de Gr,b es
r en p inciden r aristas (ver figura 4.1), para que la coloración sea propia,
requiere que cada una de estas r aristas tenga un color distinto, entonces
χ(Gr,b) ≥ r . Por otra parte, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que los vértices de la gráfica Gr,b son los vértices de un poĺıgono regular
P de 2r lados (y 2r vértices) y que las aristas de la gráfica corresponden
a segmentos de recta que unen dichos vértices. En la figura 4.1 mostramos
una gráfica, y el poĺıgono que la representa. En esta misma figura las diago-
nales entre puntos de la misma clase cromática son representadas con ĺıneas
punteadas, evidentemente estas diagonales no están en Gr,b. Es decir, hay r
clases de rectas paralelas en P que no están en Gr,b, con ello hemos eliminado
r clases de rectas paralelas de P (ver figura 4.1). Se sabe que en un poĺıgono
regular de 2r lados hay 2r diferentes clases de rectas paralelas, como en P
eliminamos r clases de éstas, en realidad P únicamente tiene r clases de
rectas paralelas. Asignamos a las aristas de una clase el mismo color, en la
figura 4.1 mostramos dos de estas clases aśı como el color que tendŕıa cada
una. Esta coloración es propia porque asigna un mismo color a dos aristas
śı y sólo śı son paralelas, y usa r colores distintos. Por lo que existe una
coloración propia que usa r colores. Por lo tanto χ(Gr,b). 2

c1

c2

c3

c4

c1
c2

c1

c1 c1

G P

p

Clase R
Clase B

c2

c2 c2

p

Figura 4.1: Ejemplo de una gráfica alternante Gr,b y el poĺıgono usado para
colorearla con r colores

El siguiente lema da el ı́ndice cromático para gráficas bipartitas cuyos
elementos son separables por una recta.

Lema 2 El ı́ndice cromático de una gráfica bipartita Gr,b separable por una
recta es r + b− 1.
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Prueba.
Sea p un punto de la clase R y sea q un punto de la clase B, tales

que son contiguos. Todas las aristas que salen del punto p (b aristas) son
adyacentes a todas las aristas que salen del punto q (r aristas), es decir,
forman un thrackle T , tal como lo muestra la figura 4.2. Dado que ambos
puntos tienen una arista en común el tamaño de T es r + b− 1 aristas. Por
tanto: χ(Gr,b) ≥ r + b − 1. Notemos que cada aristas epi,qj , donde pi es un
puntos de la clase R diferente de p y qj es un punto de la clase B diferente
de q, es paralela a alguna de las r+b−1 aristas de T . Para esto etiquetemos
los puntos de la clase R en el sentido de las manecillas del reloj, empezando
por p y etiquetemos los puntos de la clase B en el sentido contrario al de
las manecillas del reloj, empezando por q. Sea tr = i− 1 y sea tb = j − 1. Si
tr < tb, la arista de T paralela a epi,qj es ep,qtb−tr

, ver figura 4.2. Si tb < tr,
la arista de T paralela a epi,qj es eptr−tb

,q, ver figura 4.2. Por lo que r+ b− 1
son suficientes para colorear el total de aristas de Gr,b. Dada esta coloración
tenemos que: χ(Gr,b) ≤ r + b − 1. Considerando que la cota inferior y la
superior son la misma: χ(Gr,b) = r + b− 1. 2

T

Clase R
Clase B

p
c1

c2

c1

c1

c1

c2

c2

c1

cr

cr+b−1

cr

q
p1

p2

pr

q1

q2

qb

p q

p3 q3

Figura 4.2: Thrackle de una gráfica separable por una recta y construcción
de una coloración para la misma

4.1.2. Cota superior

En esta sección damos una cota superior para el ı́ndice cromático de
gráficas bipartitas en posición convexa, que no necesariamente son alternan-
tes ni separables por una recta.
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Teorema 15 Sea Gr,b una gráfica bipartita con k cúmulos de una misma
clase, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ1(G) ≤ n− k

, donde n = r + b.

Prueba. Para probar este lema describimos una coloración propia que usa
n−k colores, para obtener dicha coloración construimos a partir de Gr,b una
gráfica alternante de la siguiente manera: consideremos los puntos de Gr,b,
insertamos entre cada dos puntos contiguos de la misma clase un punto de
clase distinta. Por ejemplo, sean p1 y p2 dos punto de la clase R, tales que
son contiguos, entre estos dos puntos insertamos un nuevo punto q de la clase
B. Al llevar a cabo este procedimiento para cada par de puntos de la misma
clase y contiguos se obtiene una gráfica alternante, un ejemplo de esto lo
muestra la figura 4.3 donde los puntos insertados son los de mayor tamaño.
Sea S′ el conjunto de puntos insertados de ambas clases y sea ρ = |S′|,
entonces dicha gráfica alternante tiene un total de r + b + ρ puntos, con
(r+ b+ρ)/2 puntos en cada clase. Es decir, la gráfica alternante obtenida es
G(r+b+ρ)/2,(r+b+ρ)/2. Para esta última, por el lema 1 sabemos que existe una
coloración propia C que usa (r+ b+ρ)/2 colores. Sin pérdida de generalidad
podemos ver a Gr,b como una subgráfica de G(r+b+ρ)/2,(r+b+ρ)/2, por lo que
la coloración C es igualmente válida para Gr,b, como lo mostramos en la
figura 4.3 las aristas con algún extremo en S′ simplemente las eliminamos.
Con ello tenemos una coloración propia para Gr,b que usa (r + b + ρ)/2.
Ahora procedemos a calcular el valor de ρ: el número de puntos de la clase
B que insertamos es r − k, pues para que cada dos puntos de R queden
separados por un punto de B, necesitamos r puntos menos, uno por cada
cúmulo (porque en un cúmulo unitario no se inserta ningún punto), o sea
r − k puntos; lo mismo ocurre con el número de puntos de la clase R, que
es b− k. Es decir, ρ = r + b− 2k, sustituyendo el valor de ρ obtenemos que
la coloración C usa (r + b+ (r + b− 2k))/2 colores, o sea n− k colores, con
n = r + b, tal como queŕıamos demostrar. 2

4.1.3. Cota inferior

El siguiente lema acota el tamaño del thrackle en una gráfica bipartita.
Este lema es usado para demostrar el resultado principal de esta sección,
una cota inferior para el ı́ndice cromático de gráficas bipartitas.
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Gr,b G(r+b+ρ)/2,(r+b+ρ)/2

c1

c1

c1
c1

c1

c1

c1
c1

c2
c2

c2

c2
c2

c2
c2

c2
c2

Clase R
Clase B

Figura 4.3: Coloración que usa n−k colores para la gráfica Gr,b con k cúmulos
de una misma clase

Lema 3 La gráfica bipartita Gr,b con k cúmulos de una misma clase, tiene
un thrackle de tamaño n− k, si k es impar.

Prueba. Sean H1, H2, ...,H2k los 2k cúmulos de Gr,b etiquetados en el sen-
tido de la manecillas del reloj (ver figura 4.4). Consideremos las subgráficas
G1,G2, ...,Gk de Gr,b formadas de la siguiente manera: V (Gi) = Hi ∪Hi+k y
E(Gi) = ep,q|p ∈ Hi, q ∈ Hi+k, al ser k impar Hi y Hi+k pertenecen a clases
distintas. En la figura 4.4 mostramos un ejemplo de la construcción de estas
subgráficas para G6,6. Notemos que estas subgráficas son de la forma sepa-
rables por una recta. Sea ri = |Hi| y bi = |Hi+k|, por el lema 2 tenemos que
T (Gi) = ri + bi − 1. Observemos que cualesquiera dos aristas ei ∈ T (Gi) y
ej ∈ T (Gj) con i 6= j se cruzan: tomemos cualquiera de las dos, digamos ei,
la cual divide a Gr,b en dos regiones cada región contiene k− 1 cúmulos, los
cúmulos Hj y Hj+k quedan en regiones distintas, debido a que debe haber
j−(j−k) = k cúmulos de separación entre ellos, tenemos que cualquier aris-
ta ej de Gj cruza a ei pues debe tener un extremo en Hj y el otro en Hj+k.
Debido a esta propiedad, la suma de las aristas de todos los T (Gi) es a su vez
un thrackle de Gr,b. Dicha suma es: |T (Gr,b)| =

∑k
i=1(ri + bi− 1) = r+ b−k,

finalmente tenemos un thrackle de tamaño |T (Gr,b)| = n− k. 2

Finalmente, podemos enunciar el resultado principal de esta sección para
k impar.

Teorema 16 Sea Gr,b una gráfica bipartita con k cúmulos de una misma
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Figura 4.4: Thrackle de la gráfica Gr,b, con k cúmulos de misma clase, y
gráficas Gi

clase, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ1(G) ≥ n− k

, donde n = r + b para k impar.

Prueba. Por el lema 3, Gr,b tiene una thrackle de tamaño n− k, para que
la coloración sea propia cada arista de dicho thrackle debe tener un color
distinto, entonces χG ≥ n− k, como queŕıamos demostrar. 2

Para el caso en que k es par sea rmin el número de puntos en el cúmulo
de menor tamaño de Gr,b, sin pérdida de generalidad supongamos que este
cúmulo pertenece a la clase R. Para este caso tenemos el siguiente lema.

Lema 4 La gráfica bipartita Gr,b con k cúmulos de una misma clase, tiene
un thrackle de tamaño n− k − (rmin − 1), si k es par.

Prueba. Sea Gr′,b′ la subgráfica inducida de Gr,b resultante de eliminar de
Gr,b el cúmulo de menor tamaño, claro que r′ = r − rmin y b′ = b, sea k′

el número de cúmulos de Gr′,b′ , debido a que eliminamos un cúmulo de la
clase R y al ocurrir esto dos cúmulos de la clase B se hicieron uno, entonces
k′ = k − 1, como k es par k′ debe ser impar. Por el lema 3 la gráfica Gr′,b′

tiene un thrackle de tamaño r′+ b′− k′, este thrackle también es un thrackle
de Gr,b. Por tanto sustituyendo los valores de r′, b′ y k′ obtenemos que Gr,b
tiene un thrackle de tamaño r− rmin + b− (k− 1) = r+ b− k− (rmin − 1),
como queŕıamos demostrar.

2
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El lema anterior nos permite dar el siguiente resultado:

Teorema 17 Sea Gr,b una gráfica bipartita con k cúmulos en una misma
clase, su ı́ndice cromático está acotado por:

χG ≥ n− k − (rmin − 1)

, donde n = r + b para k par.

Prueba. Por el lema 4, Gr,b tiene una thrackle de tamaño n−k−(rmin−1),
para que la coloración sea propia cada arista de dicho thrackle debe tener un
color distinto, entonces χG ≥ n−k− (rmin−1), como queŕıamos demostrar.
2

4.2. Gráficas completas en posición convexa

En esta sección damos el valor exacto del ı́ndice cromático para gráficas
completas en posición convexa.

4.2.1. Cota inferior

Lema 5 Sea Gn una gráfica geométrica convexa y completa con n vértices,
su ı́ndice cromático está acotado por:

χ(Gn) ≥ n.

Prueba.

Etiquetemos los vértices de Gn en el sentido de las manecillas del reloj,
ver figura 4.5. Sea p1 el vértice de Gn con ı́ndice 1, en una coloración propia
las n− 1 aristas que inciden en p1 deberán tener colores distintos. La arista
epn,p2 es adyacente a las n − 1 aristas que inciden en p1, pues la recta que
pasa por los puntos pn y p2 deja en uno de sus semiplanos al punto p1 y a
los n − 3 puntos restantes en el otro semiplano. Por tanto, cualquier arista
que vaya de p1 a cualquier punto diferente de pn y de p2 deberá cruzar a
la arista epn,p2 . Por lo que debemos usar al menos n colores distintos para
colorear estas n aristas que forman un thrackle de Gn, tal como lo muestra
la figura 4.5. 2
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p1

p2

p3

p4

pn

Figura 4.5: Thrackle de la gráfica Gn, con n = 5

4.2.2. Cota superior

El siguiente lema proporciona una cota superior para el ı́ndice cromático
de la gráfica geométrica convexa y completa con n vértices.

Lema 6 Sea Gn una gráfica geométrica convexa y completa con n vértices,
existe una coloración propia y completa para Gn que usa n colores diferentes.

Prueba.
Etiquetemos los vértices de Gn en el sentido de las manecillas del reloj.

Sea p1 el vértice de Gn con ı́ndice 1. Asignemos a las aristas de la forma
ep1,pj , con j 6= 1 un color distinto, se tienen entonces n− 1 colores distintos.
Como en la demostración del lema anterior, la arista epn,p2 es adyacente a
todas las aristas de la forma ep1,pj , con ello tenemos n diferentes colores. Sea
epj ,pk cualquier aristas de Gn cuyos ı́ndices cumplen con: j, k > 1 y k < j.
Sea r el mı́nimo número de aristas que hay entre p1 y el extremo de epj ,pk
más cercano a él, es decir, r = min{(n+ 1)− j, k− 1}. Si (n+ 1)− j 6= k− 1
tenemos dos casos. El primero es que r = (n + 1) − j (ver figura 4.6 caso
1), en este caso asignamos a la arista epj ,pk el color de la arista ep1,pk−r

.
El segundo caso (ver figura 4.6 caso 2) es que r = k − 1, para este caso
asignamos a la arista epj ,pk el color de la arista ep1,pj+r . Un tercer caso ocurre
cuando (n+ 1)− j = k − 1, asignamos a la arista epj ,pk el color de la arista
epn,p2 (ver figura 4.6 caso 3). Para que esta coloración sea propia dos aristas
adyacentes digamos epi,pj y epk,pl deben tener distintos colores. Supongamos
dos aristas epi,pj y epk,pl que tienen el mismo color, el de la arista epy ,px , por
la coloración usada r′ = |y − i| = |x− j| y r′′ = |y − k| = |x− l|, para estos
valores se debe cumplir una de las dos desigualdades r′ < r′′ ó r′ > r′′, de lo
contrario estaŕıamos hablando de la misma arista, sin pérdida de generalidad
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supongamos que r′ < r′′, condición que obliga a que epi,pj y epk,pl sean
paralelas (ver figura 4.7). 2

p1

p2

p3

p4

pn

c1 c2
c3

cn−1

cn

ep1,pk−r

epj ,pk

p1

p2

p3

p4

pn

c1
c2
c3

cn−1

cn

ep1,pj+r

epj ,pk

Caso 2

p1

p2

p4

pn

c1
c2

c3

cn−1

cn
ep2,pn

epj ,pk

Caso 3Caso 1

Figura 4.6: Tres casos de la coloración propia para Gn, con n = 5

epi,pj

epk,pl

epy,px

r′ = 1
r′′ = 2

pi

pj
px

py

pk

pl

Figura 4.7: Dos aristas con el mismo color son necesariamente paralelas

Usando los lemas anteriores, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 18 Sea Gn una gráfica geométrica convexa y completa con n vérti-
ces, su ı́ndice cromático es:

χ(Gn) = n.

Prueba.
Por el lema 5 χ(Gn) ≥ n, mientras que por el lema 6 χ(Gn) ≤ n. Por lo

tanto χ(Gn) = n 2
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4.3. Casos particulares en posición general

En esta sección estudiamos el ı́ndice cromático de gráficas dibujadas
sobre dos tipos particulares de conjuntos en posición general.

4.3.1. Doble cadena convexa

Un conjunto es una doble cadena convexa [21] si está conformado por
dos conjuntos convexos C1 y C2 del mismo tamaño con concavidad opuesta,
con la propiedad de que la recta que pasa por cuales quiera dos puntos de
un mismo conjunto, digamos C1, deja en uno de sus semiplanos a todos los
puntos del otro conjunto, en este caso C2. En la figura 4.8 mostramos un
ejemplo de este tipo de conjuntos. Una gráfica geométrica cuyo conjunto
de vértices corresponde a una doble cadena convexa es llamada gráfica de
tipo doble cadena convexa, por simplicidad llamamos a estas gráficas doble
cadena convexa.

Figura 4.8: Conjunto de tipo doble cadena convexa

Cota inferior

Lema 7 Sea G una gráfica de tipo doble cadena convexa con 2n vértices y
n ≥ 3, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ(G) ≥ 2n.

Prueba.

Para esta gráfica el número de aristas es |E(G)| = 2n(2n−1)/2, suponga-
mos que χ(G) = 2n−1, entonces el tamaño promedio de las clases cromáticas
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es: 2n(2n− 1)/2(2n− 1), es decir; n. Sin embargo, ninguna clase cromática
puede tener una tamaño mayor que n, esto porque una clase cromática se
puede ver como un emparejamiento de los vértices de G, y todo empareja-
miento de 2n vértices puede tener a lo más n parejas. Esto quiere decir que
las 2n − 1 clases cromáticas cumplen con |ci| = n, para 0 ≤ i ≤ 2n − 2. A
continuación mostramos que necesariamente existe una clase cromática con
tamaño menor que n.

Etiquetemos los vértices de C1 en sentido contrario al de las manecillas
del reloj, por otra parte etiquetemos los vértices de C2 en sentido de las
manecillas del reloj. Consideremos la arista ep1,qn , supongamos que esta
arista pertenece a la clase c0, sea l la recta dirigida que va de p1 a qn,
mostramos un ejemplo en la figura 4.9 parte a. Si n es par entonces en cada
uno de los semiplanos definidos por l hay n− 1 vértices (con n− 1 impar).
Considérense los n−1 vértices en l+ (el caso es simétrico para l−), para estos
n−1 vértices no es posible obtener un emparejamiento que use exactamente
los n−1 vértices, ya que todo emparejamiento usa un número par de vértices,
si este vértice quisiera emparejarse con algún otro de los vértices que están
l− necesariamente cruzaŕıa a l; ello implica que necesariamente un vértice
quedará sin ser tocado por la clase c0, Lo cual implica que la clase c0 tiene
un tamaño a los más de n − 1, lo que contradice el hecho de que todas las
clases cromáticas tienen tamaño n.

Si n es impar, entonces la recta l deja un número par de vértices en cada
uno de sus semiplanos. Consideremos los vértices en l+ que son n−1 vértice,
todos pertenecientes a C2. Notemos que en C2 hay m′ = n(n− 1)/2 aristas.
Sea c0 la clase cromática a la que pertenece la arista ep1,qn , para que la clase
c0 cumpla con |c0| = n, debemos emparejar los n− 1 vértices en l+, con lo
que estaŕıamos usando (n − 1)/2 aristas de C2. En general, sea ci la clase
cromática a la que pertenece la arista ep1,qn−i , sea li la recta dirigida que
va de p1 a qn−i, esta recta deja en su semiplano l+i n− (i+ 1) vértices, ello
quiere decir que necesariamente usaremos b(n−(i+1))/2c aristas de C2 (ver
figura 4.9 parte b). Siguiendo este proceso hasta la arista ep1,q2 que pertenece
a la clase cn−1, esta clase cromática usa necesariamente una arista de C2, un
ejemplo de esto se muestra en la figura 4.9 parte b. Dado que el número de
aristas usado por las clases cromáticas ci y ci−1 si i es par, es el mismo, el
total de aristas que necesariamente se usan es S = 2[1+2+3+...+(n−1)/2],
esto es: S = (n − 1)(n + 1)/4. Por otra parte, un caso similar ocurre para
las (n − 1) aristas de la forma eq1,pi para 2 ≤ i ≤ n. Ello quiere decir que
necesariamente se usan 2S aristas de C2, por tanto se debe cumplir que
2S ≤ n(n−1)/2, o sea 2[(n−1)(n+1)/4] ≤ n(n−1)/2 lo cual no es posible.
Del argumento anterior deducimos que al menos una de las clases cromáticas
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tiene tamaño menor que n, lo cual contradice el hecho de que todas las clases
cromáticas tienen tamaño n. 2

p1
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p3 p4
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q1

q2 q3 q4
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q6
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C2
l

(a) Caso par
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q1

q2
q3 q4

q5

C1

C2

l

c0c1cn−1

(b) Cas impar

Figura 4.9: Ejemplo de clases cromáticas para una coloración de G

Cota superior

Lema 8 Sea G una gráfica de tipo doble cadena convexa con 2n vértices y
n ≥ 3, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ(G) ≤ 2n.

Prueba.

En seguida proporcionamos una coloración para gráficas de tipo doble
cadena convexa que usa 2n colores. Etiquetemos los vértices de cada cadena
de la siguiente forma: C1 en sentido contrario al de las manecillas del reloj
y C2 en sentido de las manecillas del reloj.

La primera clase cromática c0 la constituyen las aristas epi,qj tales que
i = j y pi ∈ C1, qj ∈ C1, esta clase es de tamaño n dado que es un
emparejamiento. La siguiente clase c1 está constituida por aristas de la forma
epi,qj tales que j = i + 1 pi ∈ C1, qj ∈ C2 para 1 ≤ i ≥ n − 1. Aśı la clase
cromática ck está constituida por las aristas de la forma epi,qj tales que
j = i + k, con este algoritmo el tamaño de la k-ésima clase es |ck| = n − k
hasta que k = n− 1.

La clase cromáticas ck para n ≤ k ≤ 2(n−1) contiene aristas de la forma
eqi,pj qi ∈ C2, pj ∈ C1 tales que y j = i + (k − (n − 1)) estás con tamaño
|ck| = n − (k − (n − 1)). El procedimiento anterior permite colorear todas
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las aristas con un extremo en C1 y otro en C2 y viceversa, usando 2n − 1
colores.

La clase cromática c2n−1 está constituida por las aristas de la forma epi,pj
con pi, pj ∈ C1 tal que j = n − (i − 1) con 1 ≤ i ≤ bn/2c; y por las aristas
de la forma eqi,qj con qi, qj ∈ C2 tal que j = n− (i− 1) con 1 ≤ i ≤ bn/2c,
con lo que hasta ahora se han usado 2n colores.

Las aristas restantes se pueden asignar a las clases cromáticas ya exis-
tentes, lo cual se lleva a cabo de la siguiente manera: Notemos que la clase
cromática ck con 1 ≤ k ≤ n−1 no tiene ninguna arista con alguno de sus ex-
tremos en los vértices qi con 1 ≤ i ≤ k ni aristas con alguno de sus extremos
en los vértices pi con (n− k) + 1 ≤ i ≤ n, ver figura 4.10 parte b. Mientras
que para la clase cromática ck con n ≤ k ≤ 2(n− 1) no tiene ninguna arista
con alguno de sus extremos en los vértices pi con 1 ≤ i ≤ (k − n) + 1 ni
aristas con alguno de sus extremos en los vértices qi con 2n− k ≤ i ≤ n

Para cada clase cromática ck con 2 ≤ k ≤ n − 1, asignemos a dicha
clases las aristas de la forma eqi,qj y epi+q ,pj+q , tal que j = k − (i − 1) para
1 ≤ i ≤ bk/2c donde q = n − k, ver figura 4.10 parte b. Asignemos a la
clase cromática ck con n + 1 ≤ k ≤ 2(n− 1) las aristas de la forma epi,pj y
eqi+q ,qj+q tal que j = k′− (i− 1) para 1 ≤ i ≤ bk′/2c donde k′ = k− n+ 1 y
q = n− k′, ver figura 4.10 parte b.
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p1
p2

p3 p4

p5

p6

q1

q2
q3 q4

q5

q6

C1

C2

c0

c1

c2n−1

(a)

p1
p2

p3
p4

p5

p6

q1

q2
q3

q4
q5

q6

C1

C2

c2(n−1)c4

(b)

Figura 4.10: Ejemplo de clases cromáticas para una coloración de G
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4.3.2. Doble ćırculo convexo

Decimos que un conjunto de puntos es doble ćırculo convexo [22] si con-
tiene n/2 puntos formando un poĺıgono regular P y n/2 puntos en el interior
de este poĺıgono colocados lo suficientemente cerca de las aristas de P de
tal forma que las aristas interiores que no cruzan a ninguna otra arista con-
forman una región en forma de estrella, sea p un vértice de la gráfica una
que incide en p y que además pertenece a la región en forma de estrella es
llamada arista lateral de p, notemos que cada vértice tiene dos aristas late-
rales. Dos vértices que son extremos de misma arista lateral son llamados
vecinos laterales. En la figura 4.11 mostramos un ejemplo de esta estructura,
en la cual p1 y q son vecinos laterales, no aśı p1 y p2. Una gráfica geométrica
cuyo conjunto de vértices corresponde a un doble ćırculo convexo es llama-
da gráfica de tipo doble ćırculo convexo, por simplicidad llamamos a estas
gráficas doble ćırculo convexo.

p1

q

p2

p3

p4

p5

p6

q1

q2

q3q4

q5

q6

Figura 4.11: Doble ćırculo convexo

Cota inferior

Lema 9 Sea G una gráfica de tipo Doble ćırculo convexo con n vértices, con
n ≥ 6 entonces, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ(G) ≥ n.

Prueba. Sea Ce el conjunto de puntos en la envoltura convexa de G y
sea Ci el conjunto de puntos en el interior de la envoltura convexa de G.
Consideremos una etiquetación para los vértices de Ci en el sentido de las
manecillas del reloj. Sean los vértices p1, p2 vértices de Ci, sea q vecino lateral
de ambos, tal como lo muestra la figura 4.12 . Etiquetemos los puntos de
Ce en el sentido de las manecillas del reloj empezando por el vértice q. Sea
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C el ciclo impar definido por los vértices p1, p2 y p3, sea T0 el conjunto de
aristas de la forma ep2,pi , éstas son n/2− 1 aristas (ver figura 4.12). Sea T1
el conjunto de aristas de la forma ep2,qj para 3 ≤ j ≤ n/2 (ver figura 4.12).
La unión T2 = T1 ∪ T0 es un thrackle,pues todas estas aristas inciden en p2,
con |T2| = n−3. Notemos que la arista ep1,p3 cruza a todas las aristas de T2.
Consideremos la arista ep1,q2 que cruza a todas las aristas de T2 y además
tiene un vértice en común con la aristas ep1,p3 . Consideremos también la
arista ep3,q1 que cruza a todas las aristas de T2 y además tiene un vértice en
común con la arista ep1,p3 . Entonces la unión T = T2 ∪ ep1,p3 ∪ ep1,p2 ∪ ep3,q1
forman un thrackle cuyo tamaño es |T | = n, es decir. Por tanto en una
coloración propia las n aristas de T deben tener colores distintos.

p1

p2

q1

q2

p3

Figura 4.12: Thrackle de una gráfica doble ćırculo convexo

2

Cota superior

Lema 10 Sea G una gráfica de doble ćırculo convexo con n vértices, con
n ≥ 6 entonces, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ(G) ≤ n.

Prueba. Para probar este lema, basta con proporcionar una coloración
propia para la gráfica G que use n colores, misma que describimos a conti-
nuación.

Se puede ver a Ce como una gráfica completa de tamaño m = n/2, que
por el lema 6 sabemos que se puede colorear con m colores distintos.

Consideremos una etiquetación para Ci en el sentido de las manecillas
del reloj. Consideremos una etiquetación para Ce de la siguiente manera:
sea q1 tal que es un vértice lateral tanto de p1 como de p2, etiquetemos los
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demás vértices de Ce a partir de q1 en el sentido de las manecillas del reloj.
Tal como lo muestra la figura 4.13.

Supongamos que Ce está coloreada con n/2 colores, asignamos a la arista
epi,pj el color asignado a la arista eqi−1,qj (las operaciones son modulo n). En
la figura 4.13 mostramos un ejemplo de un conjunto de aristas que tienen el
mismo color.

Las aristas restantes, que son todas las aristas con un extremo en Ci
y otro en Ce, las coloreamos de la siguiente manera: Para cada valor de
1 ≤ i ≤ bn/2c, asignamos a una misma clase cromática las aristas de la forma
eqi+j ,pi−j y epi+j ,qi−j , variando j en el intervalo 0 ≤ j ≤ bm/2c. De igual
manera asignamos a otra clase cromática las aristas de la forma eqi+j ,pi−j+1 ,
epi+j+1,qi−j para esos mismos valores de j e i. Recordemos que la operaciones
sobre los ı́ndice son modulo n/2. En la figura 4.14 mostramos un ejemplo de
estas clases, para un valor fijo i.

Si m es impar tenemos una clase más, la cual contiene aristas de la forma
eqi+j ,pi−j , epi+j ,qi−j para un valor único de i = dn/2e y 0 ≤ j ≤ bn/2c.

Esta coloración usa en la primera etapa n/2 colores, en la segunda tam-
bién usa n/2 colores, con ellos tenemos una coloración que usa n colores.

2

p1
p2

q1

q2

p3

Figura 4.13: Coloración para doble ćırculo convexo
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p1

p2

q1

q2

p3

Figura 4.14: Coloración para doble ćırculo convexo, con i = 1
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Caṕıtulo 5

Gráficas completas en
posición general

En este caṕıtulo damos una cota inferior y una cota superior para el
ı́ndice cromático de las gráficas geométricas definidas sobre conjuntos de
puntos en posición general, utilizando dos conceptos distintos de adyacencia,
uno para gráficas de disyunción y otro para gráficas de intersección. Para
estas últimas proporcionamos resultados experimentales y mejoramos la cota
inferior de su ı́ndice cromático geométrico.

5.1. Gráfica de disyunción

En esta sección estudiamos el ı́ndice cromático de la gráfica D(S), lla-
mada gráfica de disyunción, la cual definimos de la siguiente manera: sea S
un conjunto de puntos en el plano en posición general y n = |S|. La gráfica
D(S) tiene como conjunto de vértices a todos los subconjuntos de tamaño
dos que se pueden formar con los n puntos de S, es decir, las aristas que
unen puntos de S. Dos vértices de D(S) que representan a dos aristas e1 y
e2 de S son adyacentes si y sólo si el e1 y e2 son disjuntos.

5.1.1. Cota inferior

A continuación demostramos que el ı́ndice cromático de la gráfica D(S),
donde S es un conjunto de puntos en posición general con n = |S| está aco-
tado por: χ1(D(S)) ≥ n−b

√
2n+ 1/4−1/2c, esto lo hacemos demostrando

que una coloración propia necesita al menos este número de colores. Para ello
demostramos varios lemas y dos teoremas auxiliares (teorema 21 y 22). El
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primero de estos dos teoremas es sobre aristas comunes a dos thrackles maxi-
males de una gráfica geométrica, y el segundo sobre el número de aristas que
hay en la unión de k thrackles maximales. El siguiente teorema demostrado
en la sección 3 es de suma utilidad para las posteriores demostraciones.

Teorema 19 (P. Erdős [12]) Sea S un conjunto de n puntos en el plano
en posición general, sea T un conjunto de segmentos que unen puntos de S
y que además se cruzan dos a dos. T contiene a lo más n segmentos.

Dado que los vértices de una gráfica G son puntos en el plano y que
sus aristas son segmentos de recta que unen dichos puntos, el conjunto T
del teorema anterior corresponde a un thrackle de G; recordemos que una
gráfica es un thrackle si todas sus aristas son adyacentes dos a dos. Es
decir, un thrackle de G tiene a lo sumo tantas aristas como vértices. Un
thrackle que no es un subconjunto de otro thrackle es llamado un thrackle
maximal. Sea T un thrackle, un ciclo impar C(T ) de T es una gráfica tal
que V (C(T )) ⊆ V (T ) y E(C(T )) ⊆ E(T ) tal que, cada vértice en V (C(T ))
tiene grado dos. En la figura 5.1 mostramos un ejemplo de ciclo impar.

T
(a) Thrackle

C(T )

(b) Ciclo impar C(T )

Figura 5.1: Thrackle T y su ciclo impar C(T )

El siguiente lema caracteriza las gráficas ciclo impar. La prueba a dicho
lema es una adaptación de la prueba de un lema más general, ver [20].

Lema 11 Sea T un thrackle de orden n con n aristas, tal que todos sus
vértices tienen grado dos, entonces n es impar.

Prueba. Dado que todos los vértices de T tienen grado dos, podemos ver
a T como la unión (finita) de q ciclos. Supongamos, por contradicción, que
n es par. Consideremos los dos casos siguientes:
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Primero. Hay al menos dos ciclos de longitud impar (como n es par no
podŕıa haber sólo uno), sean p1p2...p2k+1 y p′1p

′
2...p

′
2r+1 dichos ciclos. Sin

pérdida de generalidad, supongamos que p′1 está en el semiplano inferior de
la recta p1p2, como p′1p

′
2 debe cruzar a p1p2 p

′
2 debe estar en el semiplano

superior determinado por p1p2 (ver figura 5.2 parte a). En general, bajo el
mismo argumento el punto P ′i está en el semiplano inferior si i es impar, y
en el superior si i es par. De esta forma las aristas que corresponden a los
segmentos P1P2 y P ′1P

′
2r+1 son necesariamente disjuntas, contradiciendo el

hecho de que T es un thrackle.
Segundo. Todos los ciclos son de longitud par. Sea p1p2...p2k un ciclo

de longitud par. Supongamos que p3 se encuentra en el semiplano superior
determinado por la recta p1p2 (ver figura 5.2 parte b). Como en el caso
anterior, pi se encuentra en el semiplano superior si i es impar y se encuentra
en el plano inferior si i es par. Por lo tanto p2k se encuentra en el semiplano
inferior, por lo que las aristas que corresponden a los segmento p2p3 y p2kp1
son disjuntas, contradiciendo el hecho de que T es un thrackle.

2

P1
P2

P ′
1

P ′
2

P ′
3

P ′
4

P ′
2r+1

(a)

P1
P2

P5

P4

P3

P2k

(b)

Figura 5.2: Casos para demostrar que n no puede ser par

En [17] los autores demuestran, para una generalización del concepto
de thrackle, el siguiente teorema. Aqúı proporcionamos una demostración
alternativa que es válida únicamente para el concepto de thrackle que usamos
en esta tesis, es decir thrackle rectiĺıneos. Este teorema será utilizado para
demostrar el teorema 21.

Teorema 20 Sea G una gráfica geométrica de orden n y sea T un thrackle
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maximal de G con n aristas. T contiene un ciclo impar C(T ).

Prueba. Sea T ′ el thrackle resultante de eliminar de T todos los vértices
de grado uno, aśı como las aristas que inciden en ellos. Sea n = |T | y sea r
el número de vértices eliminados, entonces |T ′| = n− r, además, puesto que
eliminamos una aristas por cada vértice, T ′ tiene n− r aristas. A continua-
ción probamos que los vértices de C(T ) tienen grados dos: supongamos que
existen en C(T ) dos vértices de grado 3 (que exista sólo un vértice de grado
tres es imposible), entonces la suma de los grados de los vértices de C(T ) es
2(n− r) + 2, o sea 2(n− r+ 1), si dividimos entre dos obtenemos el número
de aristas en C(T ) es decir; n − r + 1, con esto hemos llegado a una con-
tradicción puesto que C(T ) es un thrackle de orden n− r, y no puede tener
más de este número de aristas. Este argumento implica que cada vértice de
C(T ) tiene grado dos.

Dado que C(T ) es un thrackle donde cada uno de sus vértices tiene grado
dos, por el lema 11 C(T ) tiene orden impar. 2

Sea p un vértice de C(T ), definimos una cuña WT (p) como la región
acotada por p y sus dos vértices vecinos en C(T ), el vértice p es llamado
ápice de WT (p) (ver figura 5.3). Notemos que cada vértice de T en el interior
de una cuña pertenece a una y sólo una cuña de C(T ), los vértices ápice
pertenecen a tres cuñas distintas. Un vértice p de C(T ) sólo puede ser vértice
ápice de una y sólo una cuña WT (p), en la figura 5.3 ilustramos estos vértices
con puntos gordos.

p

p0
p1 p2

p3

p4

WT (p)Vértice ápice

Figura 5.3: Thrackle maximal T , con n aristas, y concepto de cuña WT (p)
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Los siguientes tres lemas también serán usados en la posterior demostra-
ción del teorema 21.

Lema 12 Sean T y T1 dos thrackles maximales de G. Si existe una arista
ep,q de T1, tal que p y q pertenecen a una misma cuña WT (pc) de C(T )
entonces: T y T1 comparten al menos una arista.

Prueba.
Sean T y T1 dos thrackles maximales de G. Sea la arista ep,q de T1 con p

y q en WT (pc), tal como lo muestra la figura 5.4. Por el teorema 19 en cada
vértice de G incide al menos una arista tanto de T como de T1. Consideremos
la arista epx,pc de T1 que incide en pc (esta arista existe por el teorema 19)
la cual debe ser adyacente a ep,q, dado que ambas perteneces a T1, por
tanto existen sólo dos casos: i) epx,pc incide en p o en q; ii) epx,pc cruza a
la arista ep,q. En el caso i), sin pérdida de generalidad, podemos suponer
epx,pc incide en p (el caso para q es simétrico), entonces dicha arista es de la
forma ep,pc . Observemos que en todo vértice pi, donde pi pertenece a la cuña
WT (pc), incide una arista de T de la forma epi,pc (incluyendo a ep,pc y eq,pc),
todas estas aristas necesariamente inciden en pc porque de lo contrario no
cruzaŕıan a alguna de las aristas en la frontera de WT (pc), entonces ep,pc
pertenece tanto a T como a T1 (ver figura 5.4); en el caso ii), supongamos
que epx,pc incide en algún vértice pi de WT (pc), esto ocurre necesariamente
dado que ep,q está contenido en WT (pc), entonces digamos que esta arista es
de la forma epc,pi , como en todo pi de WT (pc) incide una arista de T de la
forma epi,pc , entonces la arista epc,pi pertenece tanto a T como a T1. 2

pc

q

WT (pc)
T

T1

ep,pc eq,pc

pi

epi,pc

p

Figura 5.4: Dos thrackles maximales T y T1 que comparten una arista
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Lema 13 Sea T1 y T2 dos thrackles maximales de una gráfica G, sea pc el
vértice ápice de la cuña WT1(pc) y qc el vértice ápice de la cuña WT2(qc),
tales que pc pertenece a WT2(qc) y qc pertenece a WT1(pc), entonces: T1 y T2
comparten al menos una arista.

Prueba. Sea T1 y T2 dos thrackles maximales de una gráfica G, sea pc el
vértice ápice de la cuña WT1(pc) y qc el vértice ápice de la cuña WT2(qc),
tales que pc pertenece a WT2(qc) y qc pertenece a WT1(pc). Dado que el
vértice pc pertenece a WT2(qc) la arista de T2 que incide en él tiene la forma
epc,qc , tal como lo mostramos en la figura 5.5; luego, como qc pertenece a
WT1(pc) entonces la arista de T1 que incide en él tiene la forma eqc,pc , con
lo cual, esta arista pertenece tanto a T1 como a T2.

2

qc

pc WT2(qc)
T2

T1

epc,qc

WT1(pc)

Figura 5.5: Dos thrackles maximales T1 y T2 que comparten una arista

Lema 14 Sea T un thrackle maximal de G y sea C(T ) el ciclo impar de T ,
con m = |C(T )|, sea G0 la gráfica inducida por cualesquiera dm/2e vértices
de C(T ), entonces G0 contiene por lo menos una arista.

Prueba.

Sea T un thrackle maximal de G y sea C(T ) el ciclo impar de T , con
m = |C(T )|. Cada uno de los vértices de C(T ) tiene grado dos, si alguno
tuviera grado uno, entonces C(T ) no seŕıa un ciclo; por otra parte, si algún
vértice tuviera grado mayor que dos, entonces el número de aristas de C(T )
seŕıa al menos m + 1, lo cual no puede suceder debido a que C(T ) es un
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thrackle y como tal tiene a los más m aristas (por el teorema 19). De aqúı que
para C(T ) el número de aristas es igual al número de vértices.

Supongamos que G0 no contiene ninguna arista, entonces todas las aristas
que inciden en los dm/2e vértices de G0 tienen extremos en C(T )− G0, la
suma de los grados de los vértices de G0 es 2dm/2e, como cada uno de sus
vértices tiene grado dos, requerimos que C(T ) tenga 2dm/2e aristas, al ser
m impar tenemos 2dm/2e > m, esto implica que C(T ) debeŕıa tener más de
m aristas, lo cual como ya dijimos no es posible (por teorema 19).

2

En la prueba del siguiente teorema demostramos que en la unión de dos
thrackles maximales necesariamente ocurre el caso del lema 12 o bien, el
caso del lema 13.

Teorema 21 Sea G una gráfica geométrica y sean T1 y T2 dos thrackles
maximales de G. T1 y T2 tienen al menos una arista en común.

Prueba.
Sean T1 y T2 dos thrackles maximales de G con m1 = |C(T1)|, m2 =

|C(T2)|, y k2 = dm2/2e.
Caso 1: supongamos que al menos k2 vértices de C(T2) están contenidos

en una cuña WT1(p) de C(T1), por el lema 14 existe una arista de T2 en la
cuña WT1(p) de C(T1); lo cual corresponde al caso descrito en el lema 12,
es decir, T1 y T2 comparten una arista. Con lo que el teorema es cierto para
este caso.

Notemos que si los m2 vértices de C(T2) están contenidos en dos cuñas
WT1(p) y WT1(q) de C(T1), entonces en alguna de estas dos cuñas necesa-
riamente debe haber dm2/2e vértices de C(T2).

Caso 2: para este caso es necesario definir tres subconjuntos de los vérti-
ces de un ciclo C(T ). Sea T y T1 dos thrackles maximales de G, para una
cuña Wi del ciclo C(T1) sea pc su vértice ápice y sean p y q los vecinos de pc
en C(T ), ver figura 5.6. Sea p tal que la recta orientada lp que va de pc a p
deja en su semiplano izquierdo l−p al punto q. Sea lq la recta orientada que va
de pc a q y l+p su semiplano derecho. Se define la región izquierda de Wi como
Ii = C(T )∩ l−q , mientras que la región derecha de Wi es Di = C(T )∩ l+p . Los
puntos que pertenecen a la cuña Wi, exceptuando a pc, forman el conjunto
Ri. Claro que Ii ∪Di ∪Ri = C(T ).

Etiquetemos los vértices de C(T1) de la siguiente manera: sea p1 cualquier
vértice de C(T1) y sean p′1 y p′′1 sus vecinos en C(T1), donde p′1 es tal, que
la recta orientada l1 que va de p1 a p′1 deja en su semiplano izquierdo al
punto p′′1, entonces sea p2 el otro vértice vecino de p′1 en C(T1), tal como lo
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pc

p

q

Wi

Ii

Di

lp

lq

l−q
l+p

Ri

Ii
Di

Ri

Figura 5.6: Conjuntos Ii, Di y Ri de una cuña Wi

muestra la figura 5.7, ahora sean p′2 y p′′2 los vecinos de p2 y sea p3 el vértice
vecino de p′2 que no es p2, en general tomemos pi y sean p′i y p′′i sus vecinos
en C(T1), donde p′i es tal, que la recta orientada li que va de pi a p′i deja en
su semiplano izquierdo al punto p′′i , entonces sea pi+1 el vértice vecino de p′i
en C(T1) que no es pi, esto para 1 ≤ i < m1. Para etiquetar cada cuña de
C(T1) asignamos a cada cuña la etiqueta de su vértice ápice.

Wi

p1

p′1

p′′1

l1

p2

pi

p′i

p′′i

li

W1

Figura 5.7: Etiquetación de las cuñas de C(T )

Para el caso en que los m2 vértices de C(T2) estén contenidos en más de
tres cuñas de C(T1), sea I1 el conjunto de vértices de lado izquierdo de la
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cuña W1 de C(T1), sea D1 el conjunto de vértices de su lado derecho, y sea R1

el conjunto de puntos contenidos en la cuña W1, donde I1∪D1∪R1 = C(T2),
tal como lo ilustramos en la figura 5.8.

pc

W1(pc)I1
D1

R1

Figura 5.8: Conjuntos I, D y R de una cuña W1

Sean i = |I1|, d = |D1| y r = |R1|. Si i + r ≥ k2 y d + r ≥ k2; sea
V1 = I1 ∪ R′1 con R′1 ⊆ R1, tal que |V1| = k2, por el lema 14 existe una
arista ep,q de T2 con p ∈ R′1 y q ∈ I1. El vértice p debe tener grado dos (cada
vértice de C(T2) tiene grado dos), por tanto la otra arista de T2 incidente
en él, que no es ep,q, o bien tiene un extremo en R1 o bien en D1, pero como
d+ r ≥ k2 por el mismo lema 14 dicha arista es de la forma ep,q′ con p ∈ R1

y q′ ∈ D1, para estas dos aristas ep,q y ep,q′ que son incidentes tenemos el
caso tratado en el lema 13. Por lo que si i+ r ≥ k2 y d+ r ≥ k2 el teorema
es cierto.

Si la condición anterior no se cumple, sin pérdida de generalidad su-
pongamos que i + r < k2, entonces d ≥ k2. Consideremos una etique-
tación para las cuñas de C(T1) en el sentido de las manecillas del reloj
empezando por W1. Notemos que la cuña Wbm1/2c de T1 necesariamen-
te cumple rbm1/2c + ibm1/2c ≥ k2 (ver figura 5.9 parte a), esto porque de
lado derecho de W1 hay igual o más de k2 vértices (d ≥ k2), entonces
rbm1/2c+ ibm1/2c = r+ d ≥ k2. Sea Wk la primera cuña tal que rk + ik ≥ k2,
siendo k el mı́nimo entero que cumple esta condición (el vértice ápice de
Wk se encuentra de lado izquierdo de la cuña W1), tal como lo mostramos
en la figura 5.9 parte b. Entonces hay una arista de C(T2) con un extre-
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mo en la cuña Wk y el otro en Ik además, como podemos observar en la
figura 5.9 parte b, tenemos que ik ≤ ik−1 + rk−1, el conjunto Ik está con-
formado por la unión Ik−1 ∪Rk−1 menos alguno otros vértices de T2. Dado
que Wk es la primera cuña que cumple la condición rk + ik ≥ k2, tenemos
que ik−1 + rk−1 ≤ k2, entonces ik ≤ k2, esto obliga a que rk + dk ≥ k2 con
lo que existe una arista de C(T2) con un extremo en Wk y otro en Dk. Por
lo que según el lema 13 T1 y T2 tienen una arista en común, con lo que el
teorema es cierto.

pc

Wbm1/2c

Ibm1/2c
Dbm1/2c
Rbm1/2c

W2

Wk−1

Rbm1/2cR
W1

T1

Ibm1/2c

Dbm1/2c

(a) Cuña Wbm1/2c de T1

pc

Wk
Ik
Dk
Rk

W2

Wk−1

Rk

R
W1

T2
T1

(b) Caso general

Figura 5.9: Caso general donde dos cuñas comparten una arista
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2

Teorema 22 Sea G una gráfica geométrica de orden n, la unión de k th-
rackles maximales de G tiene a lo más kn− (k2) aristas.

Prueba.

Por el teorema 21 cada par de thrackles maximales comparten al menos
una arista, si todas las aristas compartidas entre dos thrackles fueran di-
ferentes entonces la unión de k thrackles maximales tendŕıa un tamaño de
kn− (k2) aristas, por lo que el teorema es cierto en este caso.

Otro caso es que una arista sea común a tres thrackles maximales T1,
T2, T3. Sea ep,q la arista que comparten T1 y T2 tal como lo mostramos en
la figura 5.10, supongamos que p es el ápice de la cuña WT1(p) de T1 y q
es el ápice de la cuña WT2(q) de T2. Para que ep,q pertenezca también a T3
necesariamente deberá incidir en un vértice ápice de alguna cuña WT3(p′) de
T3, supongamos que p es dicho vértice (la otra opción es que sea q), entonces
pueden ocurrir dos casos:

El primero; la cuña WT3(p′) está contenida en WT1(p) o bien la cuña
WT1(p) está contenida en WT3(p′). Cuando dos cuñas de distintos thrackles
tienen en común el vértice ápice y una está contenida en la otra, las aristas
de que quedan en la intersección de dichas cuñas pertenecen a ambas cuñas,
dichas aristas son al menos dos, a saber, las aristas que están en de frontera
de cada cuña, en la figura 5.10 mostramos como ejemplo la arista ep,q′′

es la segunda arista compartida por WT1(p) y WT3(p′). Si la arista ep,q′′

perteneciera a T2 el mismo argumento explicado en este párrafo lo aplicamos
tomando ep,q′′ en lugar de ep,q.

El otro caso posible es que la intersección de WT3(p′) y WT1(p) sea una
sola arista, tal como lo muestra la figura 5.11. Este caso T2 tiene una cuña
WT2(q) con vértice ápice q, mostrados en la figura 5.11. Supongamos que
ep,q está en la frontera de WT2(q), si no lo está no afecta al argumento,
y que WT2(q) está del ”lado”de WT1(p), ver figura 5.11. Entonces q debe
ser vértice ápice de alguna cuña W ′T1(q) de T1, ello quiere decir que o bien
WT2(q) está contenida en W ′T1(q) o viceversa, que por el argumento del caso
anterior estas dos cuñas comparten al menos dos aristas. Sólo falta ver que
T2 y T3 compartan una arista que no sea ep,q; por el teorema 21 T2 y T3
deben compartir al menos una arista, recordemos que para esto sólo hay
dos casos (correspondientes a los lemas 12 y 13). Si T2 y T3 compartieran
una arista por el lema 12, ésta no podŕıa ser ep,q, debido a que la arista
compartida en este lema debe incidir en una cuña de T2 y a su vez tener una
arista incidente de T3 contenida en esta misma cuña, lo cual para ep,q no es
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posible porque la arista de T3 que incide en p no está del ”lado”de WT1(p);
por otra parte si T2 y T3 compartieran una arista por el lema 13, las dos
cuñas involucradas en el argumento de dicho lema no podŕıan ser WT2(q)
y WT3(p) ya que se requiere que el vértice ápice de una esté contenido en
la otra y además sus aristas de la frontera se crucen, lo cual no ocurre con
WT2(q) y WT3(p), por tanto existe otra arista, distinta a ep,q que comparten
T2 y T3, notemos que el caso es el mismo para T1 y T3 ello implica que existe
una arista que no es ep,q compartida por T1 y T3.

Por lo anterior si una arista e es compartida por k thrackles maximales,
con k ≥ 3, por cada una de las

(k
2

) − 1 parejas que comparten la arista e
existe una arista más que comparten, descartando la primer pareja, con ello
la unión de dichos k thrackles maximales contiene kn− (

(k
2

)− 1 + 1) aristas,

es decir kn− (k2), tal como se esperaba.

2

p

W1

T3
T1

ep,q

WT3(p
′)

WT1(p)

p′

ep,q′′

Figura 5.10: Cuñas que comparten al menos dos aristas

Utilizando el teorema anterior demostramos la cota inferior para el ı́ndice
cromático de la gráfica D(S).

Teorema 23 Sea D(S) una gráfica de disyunción con n = |S|, su ı́ndice
cromático está acotado por:

χ1(D(S)) ≥ dn−
√

2n+ 1/4 + 1/2e.

Prueba.
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p

T1
T2

ep,q

WT1(p)

p′

T3

q
WT2(q)

Figura 5.11: Cuñas que comparten al menos dos aristas

Dado que un thrackle de G corresponde a un conjunto independiente de
vértices en D(S) y viceversa, un thrackle maximal de G representa el tamaño
máximo que puede tener un conjunto independiente de vértices de D(S),
mismos que pueden ser asignados a una misma clase cromática. Claro que
lo ideal en una coloración es que todas las clases cromáticas sean de tamaño
máximo con el fin de usar el menor número de colores.

Sea T1 un thrackle maximal de G, que en D(S) corresponde a un conjunto
de vértice asignados a una clase cromática de tamaño máximo n. La mejor
coloración posible tomaŕıa un segundo thrackle maximal T2 tal que T1∩T2 =
∅, con el fin de asignar las n aristas de T2 a una segunda clase cromática, y
aśı sucesivamente hasta cubrir los n(n−1)/2 vértices de D(S); sin embargo,
T2 no puede tener n aristas, pues por el teorema 21 cualesquiera dos thrackle
maximales comparten una arista, por tanto un thrackle T2 que cumpla la
condición T1 ∩T2 = ∅ tiene a lo sumo n− 1 aristas. Por lo anterior, dada un
clase cromática c1 de D(s) de tamaño máximo, con n vértices, el tamaño
máximo que puede tener otra clase cromática c2 es n − 1, siguiendo este
procedimientos la clase cromáticas ci tendŕıa n−(i−1) vértices. Esto equivale
a una partición del conjunto de vértices en q thrackles.

Supongamos que tenemos una partición del conjunto de aristas de G
en q thrackles, tales que Σq

1|Ti| ≥ n(n − 1)/2, donde q es el menor entero
que cumple esta condición. Es decir, dΣq

1|Ti|e = n(n − 1)/2, con el fin de
tener el menor número de conjuntos Ti. Por el teorema 22 sabemos que
Σq
1|Ti| = qn − (q2). Entonces para saber el valor de q, es decir, cuántos

thrackles son suficientes para cubrir el número de aristas de G,tenemos que
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resolver la siguiente igualdad:

qn−
(
q

2

)
= n(n− 1)/2.

Llevando a cabo las operaciones necesarias obtenemos que

q = dn−
√

2n+ 1/4 + 1/2e.

Dado que cada thrackle de G es un conjunto independiente de vértices en
D(S), necesitamos al menos q colores para colear D(S), uno por cada th-
rackle.

Supongamos que la partición del párrafo anterior no existe, ello quiere
decir que tendŕıamos al menos q + 1 thrackles, sin pérdida de generalidad
supongamos que dicha partición tiene exactamente q + 1 thrackles. Existe
al menos una arista e del thrackle Tq+1, que es no adyacente a al menos
una arista de cada uno de los thrackles restantes, dicho en otras palabras; e
no puede ser adyacente a todas las aristas de un thrackle, si esta arista no
existiera, las aristas de Tq+1 podŕıan pertenecer a cualquier otro thrackle, con
ello tendŕıamos únicamente q thrackles, contrario a la suposición de inicio.
Dado que e es no adyacente a por lo menos una arista de cada thrackle
restante, y supongamos que éstos los hemos coloreado con q colores (con
menos es imposible), entonces necesitamos un color adicional para colorear
a e, pues en D(S) será adyacente a por lo menos un vértice de cada clase
cromática. Ello quiere decir que necesitaŕıamos q + 1 colores para colorear
D(S). Con esto demostramos que en una coloración de D(S) necesitamos al
menos q colores.

2
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5.1.2. Cota superior

En esta sección proporcionamos una cota superior para el ı́ndice cromáti-
co de la gráfica D(S) dibujada sobre puntos en posición general, para esto
utilizamos dos resultados de la literatura; el primero de ellos es sobre el ı́ndice
cromático de la gráfica D(S) dibujada sobre puntos en posición convexa, el
segundo es un teorema de Erdős-Szekeres, ambos resultados los enunciamos
a continuación.

En [4] los autores muestran el siguiente teorema para el ı́ndice cromático
de la gráfica D(S) dibujada sobre puntos en posición convexa.

Teorema 24 Para n ≥ 3, tenemos que:

χ1(D(S)) = n− b
√

2n+ 1/4− 1/2c.

Teorema 25 Sea S un conjunto de n puntos en posición general, S contiene
un subconjunto S′ de puntos en posición convexa, con |S| ≥ log n/2

Utilizando estos dos resultados demostramos el siguiente teorema.

Teorema 26 Sea D(S) una gráfica de disyunción dibujada sobre puntos en
posición general, su ı́ndice cromático está acotado por:

χ1(D(S)) ≤ n− b
√

log n+ 1/4− 1/2c.

Prueba. Sea D(S) una gráfica de disyunción dibujada sobre puntos
en posición general, por el teorema 25 S contiene un subconjunto S′ de
puntos en posición convexa, tal que m = |S| ≥ log n/2, sea D(S′) la
subgráfica inducida de D(S), por el teorema 24 podemos colorear D(S′)
con m−b

√
2m+ 1/4−1/2c colores. Luego, para cada puntos p en S que no

está en S′ todas las aristas que inciden en p las coloreamos con nuevo color
cp, con lo que garantizamos que la coloración sea propia. El total de colores
usados en esta coloración es:

(n−m) +m− b
√

2m+ 1/4− 1/2c = n− b
√

2m+ 1/4− 1/2c.

Al sustituir m, tenemos que:

χ1(D(S)) ≤ n− b
√

log n+ 1/4− 1/2c.
Tal como queŕıamos demostrar. 2

53



Cabe señalar que este resultado mejora al ya existen en [3] donde los autores
muestran que el ı́ndice cromático de la gráfica D(S) dibujada sobre puntos

en posición general está acotado por χ1(D(S)) = n+ 1/2− blog lognc2 .
Aunque en este trabajo no exhibimos la coloración que usa a lo más

n− b
√

2n+ 1/4− 1/2c colores para la gráfica D(S) en posición convexa, a
continuación mostramos algunas instancias coloreadas con dicho número de
colores.

(a) n = 14 y 10 colores (b) n = 15 y 10 colores

(c) n = 16 y 11 colores

Figura 5.12: Instancias de gráficas D(S) coloreadas con n − b
√

2n+ 1/4 −
1/2c colores

La siguiente coloración es mostrada parcialmente debido a las limita-
ciones gráficas, en la figura 5.13 parte a, mostramos las clases cromáticas
de tamaño 32 a 24. En la parte b de la misma figura mostramos las clases
cromáticas de tamaño 16 a 9 más una clase cromática de tamaño 4.
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(a) Clases cromáticas de mayor ta-
maño

(b) Clases cromáticas de menor ta-
maño

Figura 5.13: Gráficas D(S) de orden n = 32 coloreada con 25 colores

De las coloraciones propias halladas en particular, podemos extraer algu-
nas propiedades de que en general son válidas para cualquier coloración de
la gráfica D(S) en posición convexa que use a lo más n−b

√
2n+ 1/4−1/2c

colores, por ejemplo: notamos que pares de aristas adyacentes en el cierre
convexo de la gráfica deben pertenecer en una misma clase cromáticas, en
general aristas cortas e incidentes es preferible que estén en la misma clase
cromática, por cada dos clases cromáticas es preferible que haya una so-
la arista que pueda pertenecer a ambas clases. Hemos observado que las
coloraciones propias suelen ser simétricas.

5.2. Gráfica de intersección

Para la gráfica G de orden n deseamos hallar su χg(G). Dicho en otras
palabras, consideremos el conjunto de χ1(G) de todas las posibles gráficas
geométricas que podemos dibujar con n puntos, lo que queremos saber es:
cuál es el máximo de estos χ1(G), valor que es conocido como el ı́ndice
cromático geométrico de la gráfica. Respecto a este problema hallamos re-
sultados de manera computacional para gráficas de orden a lo más 6. Para
lo cual implementamos dos algoritmos de búsqueda exhaustiva para ha-
llar coloraciones propias de gráficas geométricas. Es importante aclarar que
nuestro objetivo principal no es el diseñar algoritmos eficiente, sino hallar
coloraciones propias, ya que diseñar un algoritmo eficiente para este tipo
de problema, si es que dicho algoritmo existe, hubiera llevado mucho más
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tiempo. La implementación de estos algoritmos se hizo en lenguaje C com-
pilados con gcc de Linux versión 4.8.1 20130909 , y están disponibles en:
http://computacion.cs.cinvestav.mx/∼cmatias/Tesis/Algoritmos.html

5.2.1. Algoritmo 1

Este algoritmo está basado en la conjetura de que una gráfica geométrica
en posición general de orden n se puede colorear con n colores (en general
esta conjetura es falsa). Lo que hacemos es una búsqueda de coloraciones
propias que tengan exactamente n clases cromáticas. Si n es par, buscamos
n/2 clases cromáticas de tamaño k = n/2 − 1 y n/2 clases cromáticas de
tamaño k′ = n/2. Si n es impar buscamos n clases cromáticas de tamaño
k = (n−1)/2. Esta distribución en cuanto al tamaño de las clases cromáticas
está basada únicamente en la experiencia, claro que no tendŕıa por qué ser
cierta para toda n.

A groso modo, el algoritmo genera una coloración tomando un subcon-
junto de aristas de tamaño k, que corresponde a una clase cromática, de las
m − k aristas restantes tomamos un subconjunto de tamaño k, que corres-
ponde a otra clase cromática, y aśı hasta tener las n clases cromáticas si n
es impar, y n/2 clases si n es par, en cuyo caso el algoritmo sigue tomando
subconjuntos de tamaño k′ hasta completar las n clases cromáticas de la
coloración. Posteriormente verificamos que en cada clase cromática no haya
una par de aristas adyacentes, si esto ocurre la coloración no es propia por lo
que la desechamos y repetimos el proceso, en caso contrario la almacenamos
en un arreglo de resultados.

De esta forma el número de coloraciones Nc a verificar es el siguiente. Si
n es impar:

Nc =

(
m

k

)
∗
(
m− k
k

)
∗ ... ∗

(
m− (n− 1)k

k

)
.

Si n es par, sea q = m− (n/2)k:

Nc =

(
m

k

)
∗
(
m− k
k

)
∗ ... ∗

(
m− (n/2− 1)k

k

)
∗
(
q

k′

)

∗
(
q − k′
k′

)
∗ ... ∗

(
q − (n/2− 1)k′

k′

)
.

En la figura 5.14 mostramos una impresión de pantalla del programa,
para una gráfica de orden 6, el parámetro k = 6 indica que el programa bus-
cará coloraciones con exactamente 6 clases cromáticas. El conjunto de puntos
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de entrada es: (73, 201), (160, 173), (219, 83), (119, 94), (81, 135), (37, 55). En
la figura 5.19 parte b, mostramos la gráfica geométrica correspondiente a
este conjunto de puntos.

Figura 5.14: Algoritmo 1

Las aristas fueron etiquetas según la siguiente tabla. Por ejemplo, la
arista 7 tiene como extremos a los vértices 4 y 2.

No. Nodo 1 2 3 4 5 6

2 1

3 2 6

4 3 7 10

5 4 8 11 13

6 5 9 12 14 15

5.2.2. Algoritmo 2

Este programa genera todas las coloraciones posibles para un cierto
número de clases cromáticas n′ ≥ n, donde una coloración no necesaria-
mente tiene n clases cromáticas, como ocurŕıa en el programa anterior. El
tamaño de cada clase cromática en una coloración vaŕıa en el intervalo [1,m],
por lo que este algoritmo también genera todas las coloraciones posibles que
usan menos de n′ clases cromáticas.

En este algoritmo, para generar una coloración asignamos a cada arista
un valor en el intervalo [1, n′] y procedemos a verificar si dicha coloración
es propia, en caso de que no lo sea la desechamos y repetimos el proceso,
en caso contrario la almacenamos en un arreglo de resultados. Para calcular
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el número de coloraciones que a verificar, tomamos en cuenta que la prime-
ra arista puede pertenecer a cualquiera de las n′ clases, la segunda arista
también puede pertenecer a cualquiera de las n′ clases, y aśı para las m aris-
tas de la gráfica. Esto da un total de n′m coloraciones posibles. Dado que
el número de coloraciones a verificar es exponencial respecto al número de
puntos de la gráfica, este programa es sumamente lento, de hecho es inviable
para gráficas de orden mayor a siete. Sin embargo tiene la ventaja de que
no depende de ninguna conjetura acerca de la coloración buscada.

En la figura 5.15 mostramos una impresión de pantalla del programa,
para una gráfica de orden 6, el parámetro k = 6 ı́ndica que el programa
buscará coloraciones con a lo más 6 clases cromáticas. El conjunto de puntos
de entrada es: (5, 240), (253, 136), (194, 131), (63, 182), (101, 83), (65, 15). En
la figura 5.20 parte c, mostramos la gráfica geométrica correspondiente a
este conjunto de puntos.

Figura 5.15: Algoritmo 2
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5.2.3. Resultados

Como ya lo mencionamos, para determinar el ı́ndice cromático geométri-
co de una gráfica de orden n es necesario determinar el ı́ndice cromático de
cada gráfica geométrica del mismo orden. Sin embargo, existen familias de
gráficas geométricas que tienen el mismo ı́ndice cromático para una n da-
da. En [19] los autores proporcionan un clasificación de estas familias para
n ≤ 10. Como todas las gráficas de una misma familia tiene el mismo ı́ndice
cromático, basta con hallar este valor para una gráfica por cada familia, y
luego tomar el máximo de todos estos valores.

Para n = 3, solamente existe una familia de gráficas. En la figura 5.16
mostramos un ejemplo de dicha familia exhibiendo una coloración para la
misma. En este caso χ1(G) = 3, por lo que χg(G) = 3.

Figura 5.16: Ejemplo de cada familia de gráficas geométricas para n = 3 con
χ1(G) = 3

Para n = 4, existen dos familias G1 y G2. En la figura 5.17 mostramos
un ejemplo de dichas familias exhibiendo una coloración para cada una. En
este caso χ1(G1) = 3 y χ1(G2) = 4, por lo que χg(G) = 4.

Para n = 5, existen tres familias G1 G2 y G3. En la figura 5.18 mostramos
un ejemplo de dichas familias exhibiendo una coloración para cada una.
Mediante el algoritmo 1 encontramos que χ1(G1) = 5, χ1(G2) = 5 y χ1(G3) =
5, por lo que χg(G) = 5.

Para n = 6, existen dieciséis familias Gi con 1 ≤ i ≤ 16. En este caso
el algoritmo 1 encontró coloraciones propias que usan n colores para trece
de las dieciséis familias que existen. En la figura 5.19 mostramos cuatro
ejemplos de dichas familias con χ1(G) = 6, exhibiendo una coloración para
cada una. Para los dos casos restantes utilizamos el algoritmo 2, con el
que determinamos que existe una familia con χ1(G) = 5 y dos familias con
χ1(G) = 7, por lo que χg(G) = 7, en la figura 5.20 mostramos las dos familias
con χ1(G) = 7.
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(a) G1 (b) G2

Figura 5.17: Ejemplo de cada familia de gráficas geométricas para n = 4 con
χ1(G) = 4

En śıntesis, con base en los experimentos computacionales hemos demos-
trado los siguientes resultados:

Para 3 ≤ n ≤ 5

χg(G) = n.

Para n = 6

χg(G) = n+ 1.
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(a) G1 (b) G2

(c) G3

Figura 5.18: Ejemplo de cada familia de gráficas geométricas para n = 5 con
χ1(G) = 5

5.2.4. Cota inferior para χg cuando n es par

En esta sección proporcionamos una cota inferior para el χg de gráficas
de orden n, con n par. Dicha cota la demostramos en dos casos, el caso en
el que n = 2q con q ≥ 3 e impar, y el caso en el que n = 2(q + 1) con
q ≥ 3 e impar. El teorema siguiente considera el primer caso, mientras que
el teorema 28 considera el segundo caso.

Teorema 27 Sea n = 2q con q ≥ 3 e impar, existe una gráfica geométrica
Gg de orden n que necesita al menos n+ 1 colores en una coloración propia.

Prueba. Sea S un conjunto de puntos en posición convexa formando
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los vértices de un poĺıgono regular, con |S| = 2q − 1. Consideremos una
etiquetación en el sentido de las manecillas del reloj para los puntos de S,
sea p un punto dentro de la región acotada por los segmentos de recta de la
forma (pi, pj) con pi, pj ∈ S, tales que |i − j| = q − 1, tal como se observa
en la figura 5.21 parte a. Sea Gg la gráfica completa con V (Gg) = S ∪ {p}.
Sea T el conjunto de aristas de Gg de la forma epi,pj con pi, pj ∈ S, tales que
|i− j| = q − 1. Nótese que estas aristas forman un ciclo impar que a su vez
es un thrackle de Gg. Notemos que cada arista de T áısla a un número impar
de punto de Gg, pues entre los puntos pi y pj hay exactamente q− 2 puntos
por una lado y q puntos por el otro. Sea ei una arista de T sea Ci, la clase
cromáticas a la que pertenece en una coloración propia, dado que ei áısla a
un número impar de puntos de Gg la clase cromática Ci tiene tamaño a lo
más q − 1 (el tamaño máximo que puede tener un emparejamiento con 2q
puntos es q). Cada par de aristas ei, ej en T no pueden pertenecer a la misma
clase cromática, puesto que se cruzan, de aqúı que las clases cromáticas Ci
y Cj no pueden ser la misma, esto acurre para cada par de aristas de T
(ver figura 5.21 parte a). O sea, por cada una de las 2q − 1 aristas de T
es necesaria una clase cromática de tamaño a lo más q − 1, de aqúı que en
cualquier coloración propia para Gg existen al menos 2q−1 clases cromáticas
de tamaño a lo más q − 1. Sea m′ = ((2q)(2q − 1))/2 − (2q − 1)(q − 1) el
número de aristas restantes, es decir m′ = 2q − 1. Supongamos que estas
aristas pueden pertenecer a clases cromáticas de tamaño máximo q, con el fin
de usar el mı́nimo número de colores, entonces se requieren d(2q−1)/qe ≥ 2
clases cromáticas para colorear estas aristas. Por lo que en total, cualquier
coloración propia para Gg necesita al menos (2q − 1) + 2 colores, es decir
2q + 1 = n+ 1 colores. 2

Teorema 28 Sea n = 2(q + 1) con q ≥ 3 e impar, existe una gráfica
geométrica Gg de orden n que necesita al menos n+ 1 colores en una colo-
ración propia.

Prueba. Sea S un conjunto de puntos en posición convexa formando
los vértices de un poĺıgono regular, con |S| = 2q − 1. Consideremos una
etiquetación en el sentido de las manecillas del reloj para los puntos de S,
sean p′1, p

′
2 y p′3 puntos dentro de la región acotada por los segmentos de

recta de la forma (pi, pj) con pi, pj ∈ S, tales que |i− j| = q − 1. Sea Gg la
gráfica completa con V (Gg) = S ∪ {p′1, p′2, p′3}. Sea T el conjunto de aristas
de Gg de la forma epi,pj con pi, pj ∈ S, tales que |i − j| = q − 1, tal como
se observa en la figura 5.21 parte b. Notemos que estas aristas forman un
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ciclo impar que a su vez es un thrackle de Gg. Notemos que cada arista de
T áısla a un número impar de punto de Gg con 2q − 1 aristas, pues entre
los puntos pi y pj hay exactamente q − 2 puntos por una lado y q puntos
por el otro. Sea ei una arista de T sea Ci la clase a la que pertenece en
una coloración propia, dado que ei áısla a un número impar de puntos de
Gg, la clase cromática Ci tiene tamaño a lo más q (el tamaño máximo que
puede tener un emparejamiento con 2(q + 1) puntos es q + 1). Cada par
de aristas ei, ej en T no pueden pertenecer a la misma clase cromática,
puesto que se cruzan, de aqúı que las clases cromáticas Ci y Cj no pueden
ser la misma, esto acurre para cada par de aristas de T (ver figura 5.21
parte b). O sea, por cada una de las 2q − 1 aristas de T es necesaria una
clase cromática de tamaño a lo más q, de aqúı que en cualquier coloración
propia para Gg existen al menos 2q − 1 clases cromáticas de tamaño a lo
más q. Sea m′ = ((2(q + 1))(2(q + 1) − 1))/2 − (2q − 1)(q) el número de
aristas restantes, es decir m′ = 4q+1. Supongamos que estas aristas pueden
pertenecer a clases cromáticas de tamaño máximo q + 1, con el fin de usar
el mı́nimo número de colores, entonces se requieren d(4q + 1)/(q + 1)e ≥ 4
clases cromáticas para colorear estas aristas. Por lo que en total, cualquier
coloración propia para Gg necesita al menos (2q − 1) + 4 colores, es decir
2(q + 1) + 1 = n+ 1 colores. 2

Teorema 29 Sea G una gráfica de orden n, con n ≥ 6 par, su χg(G)
está acotado por:

χg(G) ≥ n+ 1.

Prueba. Si n = 2q con q impar, por el teorema 27 existe una gráfica Gg
de orden n, con χ1(Gg) ≥ n + 1 por lo que χg(G) ≥ n + 1. Si n = 2q con q
par, por el teorema 28 existe una gráfica Gg de orden n, con χ1(Gg) ≥ n+ 1
por lo que χg(G) ≥ n+ 1.

2

63



(a) G1 (b) G2

(c) G3 (d) G4

Figura 5.19: Ejemplos de familias de gráficas geométricas para n = 6 con
χ1(G) = 6
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(a) G1 (b) G2

1

2
3

4

5

6

(c) G3 con χ1(G3) = 5

Figura 5.20: Familias de gráficas geométricas para n = 6 con χ1(G) = 7 y
χ1(G) = 5
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(b) n = 2(p+ 1)

Figura 5.21: Clases cromáticas de tamaño n/2− 1
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo
futuro

En este trabajo estudiamos el ı́ndice cromático de gráficas geométricas
y hemos mejorado resultados como: la cota superior y la cota inferior pa-
ra el ı́ndice cromático de gráficas de disyunción dibujadas sobre puntos en
posición general, y la cota inferior para el ı́ndice cromático geométrico de
gráficas de intersección. Además, dimos resultados nuevos, tales como: una
cota inferior y una cota superior para el ı́ndice cromático de gráficas bipar-
titas en posición convexa, y el valor exacto del ı́ndice cromático de gráficas
doble cadena convexa y doble ćırculo convexo.

De esta experiencia puedo observar que es recomendable estudiar gráfi-
cas de orden par y de orden impar por separado, debido a que por lo general
tienen propiedades distintas. Notamos que una búsqueda exhaustiva no es
viable para hallar coloraciones propias en gráficas geométricas debido al or-
den exponencial del número de posibles coloraciones. Por tanto es necesario
hallar maneras eficientes de buscar coloraciones propias. Una posible manera
de hacer esto es restringiendo el espacio de búsqueda, por ejemplo, las aris-
tas que inciden en un vértice necesariamente deben tener colores distintos,
por lo que las coloraciones en las que no ocurra esto no tendŕıan que pro-
barse. Las coloraciones que tengan al menos una clase cromática de tamaño
mayor que la mitad de los vértices de la gráfica no son propias, por lo que
quedan descartadas como posibles soluciones, esta es otra restricción posi-
ble. Además, notamos que los algoritmos usados podŕıan paralelizarse, dado
que el verificar si una coloración es o no propia, no depende de las pruebas
anteriores. Paralelizar los algoritmos mejoraŕıa considerablemente el tiempo
de ejecución de los programas. No obstante, los resultados hallados compu-
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tacionalmente, a pesar de ser costosos en tiempo, son útiles pues a través
de las soluciones obtenidas para ciertas instancias en particular, podemos
caracterizar o inferir algunas propiedades de coloraciones en general.

En cuanto al trabajo futuro seŕıa interesante proporcionar el valor exac-
to del ı́ndice cromático para gráficas bipartitas en el caso en el que el orden
de la gráfica es un número par (creemos que tiene el mismo valor que en
el caso impar). Otro problema importante, y que de hecho estudiamos, es
exhibir una coloración propia para la gráfica de disyunción construida a par-
tir de puntos en posición convexa, que use n − b

√
2n+ 1/4 − 1/2c colores.

Además seŕıa interesante saber si dicha cota es justa, o de lo contrario, mejo-
rarla; nosotros creemos que se puede mejorar. Respecto al ı́ndice cromático
geométrico queda por mejorar la cota inferior para gráficas de orden impar y
de ser posible mejorarla para n par. En cuanto a coloraciones de las gráficas
de intersección, seŕıa de gran utilidad caracterizar las gráficas de orden n
con el mismo ı́ndice cromático y distinta estructura combinatoria, esto ayu-
daŕıa en la búsqueda del ı́ndice cromático geométrico. Otro problema que
seŕıa interesante, es determinar el número de k-coloraciones propias, com-
binatoriamente distintas 1 que puede tener una gráfica de intersección. En
esta tesis observamos que existen gráficas que admiten varias k-coloraciones
propias, esencialmente diferentes.

En lo personal he aprendido que para obtener resultados para gráficas
geométricas es necesario relacionar dos áreas de las matemáticas: la teoŕıa
de gráficas, y la geometŕıa en el plano, en particular los problemas sobre
conjuntos finitos de puntos. Además, esta tesis me ha servido para adquirir
experiencia en la resolución de problemas combinatorios, y para ser conscien-
te de la dificultad que hay en tratar este tipo de problemas. Cabe señalar
que debemos ser muy precavidos al trabajar con gráficas geométricas, ya
que éstas suelen ser impredecibles y dif́ıciles de caracterizar. Aśı, instancias
que podŕıamos pensar que tienen soluciones muy parecidas llegan a tener
soluciones muy distintas. En muchas ocasiones creemos haber caracteriza-
do las soluciones para una cierta familia o encontramos ciertas propiedades
que pareceŕıa podemos generalizar, y sin embargo no es aśı. Sin duda este
trabajo me ha sido muy gratificante.

1Con coloraciones combinatoriamente distintas nos referimos a coloraciones que a pesar
de tener el mismo número de clases cromáticas el tamaño de las clases cromáticas no es
el mismo, por ejemplo, si una k-coloración C tiene clases cromáticas de tamaño x y una
k-coloración C′ no tiene clases cromáticas de tamaño x, entonces C y C′ son combinatoria-
mente distintas
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