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Abstract

Combinatorial geometry is the area of discrete mathematics and com-
puter science which studies combinatoric properties of geometrical objects
with discrete features (such as points, planes, lines or geometric graphs). It
is envolved in coloring, symmetry, partition and decomposition problems of
said geometrical objects. In this thesis we work on a combinatorial geometry
problem, particularly with geometric graphs from which we wish to study
a parameter currently known as geometric anti-thickness. We say a drawing
or a geometric graph is a set of points in the plane and a set of straight
lines connecting pairs of points, called edges. A thrackle is a subset of said
edges and its corresponding extreme points such that each pair of edges in
the subset either crosses or share an extreme point, a thrackle is maximum
when it has the maximum number of edges. Given a graph, if we found the
minimal number of thrackles, for every drawing of the graph, such that every
edge belongs to exactly one thrackle, we would’'ve found the geometric anti-
thickness of the given graph. Finding the geometric anti-thickness is an open
problem in combinatorial geometry. Currently, some lower and upper bounds
are known. The lower bound is based on counting how many thrackles in a
set are necessary such that the previous conditions hold. The upper bound
was obtained by finding a set of thrackles with the previously mentioned
conditions of a drawing of the complete graph when its points are in convex
position. Note that in the lower bound it is assumed that every pair of maxi-
mal thrackles do not share an edge, this is not true for convex position. In the
case of the upper bound, the result was achieved by using only one (convex)
drawing and this does not give insight about geometric anti-thickness when
the drawing is in non-convex general position. In this thesis we find the exact
geometric anti-thickness for complete graphs with up to ten vertices We use
algorithms to find thrackles in complete graph drawings, we observed that
every pair of maximal thrackles share at least one edge. This allowed us to



proove that the lower bound is not tight for graphs with up to ten vertices.
Besides, we made observations respecting other geometric properties of th-
rackles and complete graphs to find a relation between these and geometric
anti-thickness.



Resumen

La geometria combinatoria es el drea de las matematicas discretas y
de la computacion que estudian las propiedades combinatorias de objetos
geométricos con caracteristicas discretas (puntos, planos, rectas o graficas
geo-métricas). Estd envuelta en problemas de coloracién, simetria, particién
y descomposicion de dichos objetos geométricos. En esta tesis trabajamos
un problema del drea de la geometria combinatoria, particularmente con los
objetos geométricos llamados graficas geométricas de las cuales nos intere-
sa estudiar un pardmetro conocido como anti-thickness geométrico. Decimos
que un dibujo o grafica geométrica es un conjunto de puntos en el plano y un
conjunto de rectas que conectan pares de puntos. Un thrackle es un subcon-
junto de dichas rectas, y sus extremos correspondientes, tales que cada par
de rectas se cruzan o tienen un extremo en comun, un thrackle es maximo
cuando tiene el maximo nimero de rectas. Dada una grafica, si encontramos
el nimero minimo de thrackles, para todos los dibujos de la grafica, tales
que cada arista pertenezca a exactamente un thrackle, habremos encontrado
el anti-thickness geométrico de la grafica dada. Encontrar el anti-thickness
geométrico de una grafica es un problema abierto en el area de la geometria
combinatoria. Actualmente se conoce una cota inferior y la cota superior del
anti-thickness geométrico para graficas completas. La cota inferior se basa
en contar cuantos thrackles son necesarios en un conjunto de tal manera
que se cumplan las condiciones antes mencionadas y la cota superior se ba-
sa en encontrar un conjunto de thrackles, que cumplen con las condiciones
establecidas para el problema, de un dibujo de la grafica completa cuando
sus puntos estan en posicion convexa. Una cuestion a tomar en cuenta con
la cota inferior es que asume que cada par de thrackles maximos no tienen
aristas en comun, lo cual no es cierto en posiciéon convexa. En el caso de
la cota superior debe notarse que el dibujo con el que se dio ese resultado
estd en posicion convexa y esto no nos dice mucho acerca del anti-thickness

4



geométrico cuando el dibujo de la grafica esta posicién general no convexa.
En esta tesis encontramos el anti-thickness geométrico exacto para graficas
completas con hasta diez vértices. Usamos algoritmos computacionales para
buscar thrackles en dibujos de gréaficas completas y observamos que cada par
de thrackles maximos se intersecta en al menos una arista lo que nos permitio
probar que la cota inferior no es justa para graficas con hasta diez vértices.
Ademas hicimos observaciones con respecto a otras propiedades geométricas
de los thrackles y las gréaficas completas para encontrar una relacion entre
estas y el anti-thickness geométrico.
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Capitulo 1

Introduccion

Una grafica geométrica G (o un dibujo de una grafica) es el par de con-
juntos P, que es un conjunto de n puntos en el plano, y el conjunto E de
segmentos de recta que conectan pares de puntos de P. Si E contiene todos
los segmentos de recta formados a partir de cada par de puntos de P entonces
decimos que G es completa. Un thrackle es un subconjunto de £ junto con
los puntos extremos correspondientes de cada segmento, tal que cada par de
segmentos en el subconjunto se cruzan o tienen un extremo en comun.

El anti-thickness geométrico es el minimo nimero de thrackles que se
requieren, para n puntos, de tal manera que cada segmento de F pertenezca
a exactamente un thrackle. Este parametro se denota como At,(K,).

En el trabajo de |Dujmovic & Wood| (2017)) se ofrecen varios resultados
para distintas clases de dibujos graficas, y ademas se presentan cotas para el
anti-thickness geométrico. Estas cotas son las siguientes:

n—1 1 1
< < n— - — — .
5 = At (K,) <n {\/Qn—i- 1 2J

La cota superior proviene de un resultado obtenido para el anti-thickness
geométrico cuando los puntos estan en posicion convexa [Fabila-Monroy et al.
(2018a)) mientras que la cota inferior proviene del hecho de que un thrackle
con el maximo nimero de aristas tiene a lo més n aristas. Para dar la cota
inferior se supuso que cada par de thrackles con el maximo ntimero de aristas
no comparten aristas. Esto no es verdad en posiciéon convexa, lo cual da lugar
para cuestionarnos qué tan justa es esta cota. El anti-thickness geométrico ha
sido estudiado con anterioridad, para gréaficas geométricas completas cuyos
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vértices estan en posicion convexa, denotamos a esta variante del problema
como At.(K,). En el trabajo de Fabila-Monroy et al. (2018a)) prueban que

At (K,)=n— {\/QnJr}L—%J.

Ademas, en el trabajo de |Fabila-Monroy et al|(2017) encuentran el anti-
thickness geométrico de una familia de configuraciones de puntos conocida
como doble cadena convexa. La doble cadena convexa se denota como Kj .
Los autores demuestran que el anti-thickness de la doble cadena convexa.

lltg(lck,l% €s
g k1l \/ 1 2 :

En esta tesis encontramos que, para n < 10, el anti-thickness geométrico
At,(K,,) de una grafica completa es At,(K,) = n— b [2n+ 3 — %J . Nosotros

analizamos los dibujos rectilineos con hasta diez puntos para buscar thrac-
kles usando algoritmos exhaustivos. También encontramos dibujos rectilineos
cuyos puntos no estan en posiciéon convexa y cuyo anti-thickness coincide
con el anti-thickness convexo. Adicionalmente analizamos tres parametros
geométricos de estos dibujos para tratar de entender su estructura. Asimis-
mo encontramos el anti-thickness exacto de dibujos rectilineos en los que
no existen thrackles con n aristas. Para estos dibujos, el anti-thickness es
mayor en una unidad que el anti-thickness de K. Este resultado coincide
con el anti-thickness de la doble cadena convexa, nétese que la doble cadena
convexa con n puntos no tiene thrackles con n aristas.

El anti-thickness geométrico ha sido estudiado, como mencionamos ante-
riormente, para conjuntos en posicion convexa y para la doble cadena con-
vexa. En este sentido, los resultados actuales del anti-thickness geométrico
estan restringidos a estas dos configuraciones de puntos. Hasta el momento,
no hay resultados acerca del anti-thickness geométrico en posicién general
aparte de las cotas mencionadas antes. Por ello, resulta interesante estudiar
el anti-thickness geométrico para conjuntos de puntos en posicién general
no convexa. En nuestro trabajo exploramos este parametro computacional-
mente usando algoritmos exhaustivos. Este enfoque resulta nuevo para este
problema ya que no ha sido estudiado usando estas técnicas. Nos enfocamos
en conjuntos con hasta diez puntos ya que los datos que usamos para este
estudio, proveidos en el trabajo de [Aichholzer & Krasser| (2001), son para
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conjuntos con este tamano como maximo. Ademas, el nimero de conjuntos
de puntos para cada n crece de manera exponencial, examinarlos de mane-
ra exhaustiva requeriria una considerable cantidad de tiempo de computo.
Por ello decidimos restringir la biisqueda para conjuntos con hasta diez pun-
tos. Sin embargo, estos resultados podrian clarificar los resultados acerca del
anti-thickness geométrico para valores mas grandes de n.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se ex-
plican a detalle y de manera mas formal las definiciones que usamos en este
trabajo y que son necesarias para entender el desarrollo de la tesis. En el
Capitulo 3 hacemos un recuento de los resultados obtenidos acerca del anti-
thickness geométrico y tratamos de explicar el origen del concepto tomando
en cuenta un problema propuesto con anterioridad. Luego, en el Capitulo
4, explicaremos los resultados del trabajo y como fueron obtenidos; expone-
mos los algoritmos usados para las biusquedas exhaustivas. Finalmente, en el
Capitulo 5 mencionamos nuestras conclusiones y posible trabajo futuro.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo damos algunas definiciones necesarias para presentar
la descomposicion de graficas completas en thrackles. Este es el principal
problema que se trata en esta tesis. Empezamos estableciendo conceptos
relacionados con graficas abstractas y después hablaremos de graficas en el
plano, posteriormente explicamos el concepto de tipo de orden y cémo se
utiliza en este trabajo, continuamos hablando del anti-thickness abstracto y
del anti-thickness geométrico y finalmente explicamos el nimero cromético
de una grafica.

2.1. Graficas

El concepto base del trabajo, del cual se desprenden otras definiciones, es
el de grafica. Todas las definiciones que presentamos en esta seccién fueron
tomadas de (Chartrand & Zhang (2008)).

Una grdfica G esta compuesta por un conjunto no vacio V' de objetos a los
que llamamos vértices y por un conjunto F, de parejas de elementos de V', a
los que llamamos aristas. Denotamos a la arista e compuesta por los vértices
wy v como (u,v). Para describir a la gréfica G compuesta por el conjunto V'
de vértices y el conjunto E de aristas escribimos G = (V, E). Para referirnos
al conjunto de vértices de G escribimos V(G) y para referirnos al conjunto
de aristas de G escribimos F(G). En la Figura presentamos un ejemplo
de una grafica.

Decimos que dos vértices u,v € V(G) son adyacentes si existe la arista
(u,v) € E(G). Decimos que dos aristas ey, es € E(G) son adyacentes si inci-
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U1

Vs V2

(% (%]

Figura 2.1: Una gréfica con cinco vértices y cuatro aristas. Los vértices vy y
ve son adyacentes y las aristas (v1,v3) v (v1,v4) son adyacentes.

den en el mismo vértice. La Figura ilustra un ejemplo de estos conceptos.
Una grafica es completa si cada pareja de vértices en la grafica es adyacente.
Mostramos un ejemplo de adyacencia de aristas en la Figura[2.1|y un ejemplo
de una grafica completa en la Figura [2.2] Para denotar una grafica completa
con n vértices escribimos K,. Una grafica G es bipartita si es posible dar
una particién[| de V(G) en dos subconjuntos U y W de tal manera que cada
arista de G tenga un extremo en U y otro extremo en W. Presentamos un
ejemplo de gréafica bipartita en la Figura [2.3

U1 (%3

(%) (%3]

U3 V4

Figura 2.2: La grafica completa con 6 vértices tiene una arista por cada par
de vértices.

1Una particién P de un conjunto X es una coleccién de subconjuntos de X que cumplen
lo siguiente:

= Ningtn elemento de P es el conjunto vacio.
= La union de todos los elementos de P es exactamente el conjunto X.

= La interseccién de cualesquiera dos elementos de P es vacia.
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Figura 2.3: Un ejemplo de una grafica bipartita con biparticiéon U, W, ambos
conjuntos son de tamano tres.

Una descomposicion D de una gréfica G es una coleccién D = {G1, Ga, ..., Gy}

de subgraficas de GG, que cumple con dos condiciones:

1. Ninguna subgrafica GG; contiene vértices aislados.

2. Cada arista de G pertenece a exactamente una subrafica G; de D.

En este trabajo decimos que una grafica GG cubre a una arista e si sucede que
e € E(G).

Notese que, en otras palabras, las subgraficas de la coleccion son disjuntas
en aristas y su unién cubre a E(G). La Figura ilustra un ejemplo de una
descomposicion de la grafica Kj.

En este trabajo hacemos descomposiciones de dibujos de graficas (abs-
tractas) en gréaficas geométricas que cumplen con cierta propiedad, que ex-
plicamos mas adelante. En la siguiente seccién exponemos el concepto de
dibujo de una grafica y de gréafica geométrica.

2.1.1. Grafica geométrica

En esta secciéon abordamos uno de los conceptos clave de este trabajo,que
son las graficas geométricas. Empezamos explicando el concepto de un dibujo
de una grafica (abstracta), para continuar con la descripcién de un dibujo de
una grafica, con caracteristicas especiales, al que llamamos grdfica geométrica.

Los primeros dos parrafos de esta seccién fueron tomados de Pach| (2013a)).
El tercer parrafo fue extraido de Lara & Rubio-Montiel (2019). El cuarto
péarrafo fue tomado de |[Pach & Sterling| (2011).
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LAl

U2

()

U3

Figura 2.4: Un ejemplo de una descomposicion D de K, en dos grafi-
cas. Aqui D = {G1,Gy} donde G es la grafica inducida por las aristas
(v1,v4), (v1,v2), (V2,v3), (v3,v4) ¥ G2 es la gréafica inducida por las aristas
(U1, Ug), (’UQ, U4).

Un dibujo G = (V, E) de una grafica G es una representacion de la grafica
G en el plano tal que 1) cada vértice de G es representado por un punto en el
plano y 2) cada arista de G es representada como una curva simple continua
que conecta un par de puntos. El conjunto de vértices V y el conjunto de
aristas E de G son los puntos y las curvas, respectivamente. Sin perdida
de generalidad nos referimos al conjunto de puntos de G como V(G), y les
llamamos vértices, y nos referimos al conjunto de curvas de G como E(G), y
les llamamos aristas.

Cuando restringimos las curvas que representan a las aristas del dibujo de
G a segmentos de recta, llamamos al dibujo de la grafica grdfica geométrica.
Una gréfica geométrica es completa si existe un segmento de recta entre cada
par de vértices de V(G). En la Figura mostramos un dibujo de K5 y una
grafica geométrica de K. Sea S un conjunto de n puntos en posicién general
en el plano y sea G una grafica geométrica de G. Decimos que G esta definida
sobre S si V(G) = S. Cualquier conjunto S de puntos en posicién general
induce una gréafica geométrica completa.

Todos los conceptos definidos para graficas (abstractas) han sido here-
dados de manera natural para los dibujos de graficas, sin embargo, como la
grafica geométrica esta definida en el plano, es necesario redefinir el concepto
de adyacencia de aristas. Decimos que dos aristas e, es € E(G) se cruzan si
existe un punto p, en alguna de las aristas, tal que en p la arista e; pasa de un
lado de la arista ey hacia el otro lado. Decimos que dos aristas e, es € E(G)
son adyacentes si comparten un vértice. En este trabajo decimos que dos aris-
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Figura 2.5: A la izquierda observamos un dibujo de K5 y a la derecha obser-
vamos una grafica geométrica de K.

tas de una grafica geométrica se intersectan si son adyacentes o si se cruzan.
Mostramos un ejemplo de interseccién de aristas en la Figura [2.6

U1

(%)

.

Figura 2.6: En este ejemplo la arista (v1,v2) no se intersecta con la arista
(v3,v4) (son disjuntas) pero si se intersecta con la arista (v, vs). La arista
(vg,v5) se cruza con la arista (vs,v4) y por lo tanto se intersectan.

V2

El concepto que estudiamos en esta tesis esta relacionado con gréficas
geométricas donde cada par de aristas se intersectan una vez, estas graficas
geométricas reciben el nombre de thrackles. En la siguiente seccién explica-
mos formalmente qué son los thrackles.

2.1.2. Thrackles

Sea G un dibujo de una grafica G. Decimos que G es un thrackle si cada
par de aristas se intersecta exactamente una vez. La Figura ilustra un
ejemplo de thrackle. Los thrackles fueron definidos por John Conway en la
década de 1960 (Pach| (2013a))). Conway también conjeturé que el nimero de
aristas en un thrackle no puede exceder el nimero de sus vértices (Fulek &
Pach (2011)). Un thrackle de n vértices es mdzimo si tiene exactamente n
aristas. La Figura muestra un thrackle maximo.
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Figura 2.7: Un thrackle maximo sobre un conjunto de seis vértices.

J
(b) Un thrackle geométrico con

(a) Un thrackle con cinco vérti- . A
cinco vertices.

ces.

Figura 2.8: Ambas Figuras ilustran thrackles definidos sobre el mismo con-
junto de puntos. En los dos casos el thrackle dibujado es maximo.

Una grafica (abstracta) G es thrackleable si puede ser dibujada en el plano
como un thrackle.

Una descomposicién por thrackles D, de una grafica geométrica G, es una
coleccion D = {Gy, Gy, ..., Gy} de subgraficas geométricas que cumple con
tres condiciones:

1. Cada subgrafica G; es un thrackle.
2. Ninguna subgrafica G; contiene vértices aislados.
3. Cada arista de G pertenece a exactamente una subgrafica G; de D.

Un thrackle en el que todas sus aristas son segmentos de recta es conocido
como thrackle geométrico(Schaefer| (2018)). En la Figura [2.8 presentamos un
ejemplo de thrackle y un ejemplo de thrackle geométrico. En este trabajo nos
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referimos a los thrackles geométricos como thrackles ya que solo estudiamos
descomposiciones de graficas con thrackles geométricos.
Ademas definimos la interseccion entre dos thrackles como sigue:

Definicién 1. Interseccion de dos thrackles. Sea T; y T dos thrackles con
el mismo numero de arista, definimos la intersecciéon de T; y 71; como la
interseccién de sus conjuntos de aristas correspondientes. En otras palabras:

T,NT, = E(T) N E(T)).

Decimos que dos thrackles T; y 7} son disjuntos cuando 7; N7, = 0.
Ademads, decimos que un thrackle 7" es de tamarno k si |E(T)|= k.

En este trabajo representamos un thrackle 7' de tamano k£ con una tupla
de enteros positivos {ey, e, ..., e} tales que e; < ey < --- < €. Decimos
que T' = {ey, ea,..., e} tiene a las aristas ej, ey, . .., €. Esta representacion
nos permite dar un orden para dos thrackles.

Definicién 2. Ordenamiento de dos thrackles. Sea Ty = {ej,eq,...,e} ¥
Ty = {fi, fa,..., ft,} dos thrackles con tamano t; y ¢y respectivamente. De-
cimos que 17 < T5 si y solo si existe e; € T} y f; € T; tal que e; < f; o bien,
sity > to.

Para ejemplificar la definicién anterior supongamos que T} = {1, 3,6, 8,12}
y que Ty = {1,3,6,9,10}, en este caso 17 < Ty ya que 8 < 9. Por otro lado,
si Tz = {1, 3,4} tenemos que T} < T3 porque T3 tiene tres aristas y T} tiene
cinco aristas.

Dada una gréfica completa (abstracta) esta puede ser dibujada en el plano
de muchas maneras, solo basta con mover un punto en cualquier direccion
para obtener diferentes dibujos de la misma grafica completa, de hecho hay
un numero no finito de dibujos para una sola grafica abstracta. Estudiarlos
todos no es posible y por ello necesitamos discretizar el nimero de posibles
dibujos geométricos para una sola gréafica. El tipo de orden es una herramienta
que otorga un numero finito de dibujos combinatoriamente diferentes para
graficas abstractas.Explicamos este concepto a continuacion.

2.1.3. Tipo de Orden

Para entender cémo funciona el tipo de orden de un conjunto de puntos
debemos definir la orientacién de una tripleta de puntos.
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Tres puntos (p,q,w) en el plano en posicién general, pueden tener una
orientacion en sentido horario o una orientacién en sentido anti-horario. De-
cimos que (p, g, w) estd orientada en sentido horario si w estd a la derecha
del segmento dirigido pg. Si w esté a la izquierda de dicho segmento entonces
(p,q,w) estd orientada en sentido anti-horario. Si la tripleta estd orientada
en sentido horario asignamos a esa tripleta el valor —1. Si la tripleta esta
orientada en sentido anti-horario asignamos a esa tripleta el valor +1. En
la Figura [2.9| mostramos un ejemplo de cada orientaciéon posible para una
tripleta.

q
<7
Ua
V
w
\ A
p

Figura 2.9: Esta Figura muestra las posibles orientaciones de una tripleta
de puntos. La tripleta {p,q,w} tiene asignado el valor de (—1) porque w
esta orientado en sentido horario con respecto del segmento pg. La tripleta
{p, q,u} tiene asignado el valor de (4+1) porque u estd orientado en sentido
anti-horario con respecto del mismo segmento.

Las definiciones siguientes fueron tomadas de |Aichholzer et al. (2002). El
tipo de orden de un conjunto S = {p1, s, ..., pn} de puntos en posicién gene-
ral, es una funcién que asigna a cada tripleta ordenada i, j, k € {1,2,...,n}
la orientacién de la tripleta de puntos {p;, p;, px}-

Decimos que dos conjuntos S; y Sy son combinatoriamente equivalentes
si tienen el mismo tipo de orden, si no son equivalentes decimos que son com-
binatoriamente distintos. Si S7 y S, son combinatoriamente equivalentes dos
segmentos en S; se cruzan si y solo si los segmentos correspondientes en S
se cruzan. Solo hay una manera (combinatoriamente equivalente) de acomo-
dar tres puntos, dos maneras de acomodar cuatro puntos y tres maneras de
acomodar cinco puntos. En la Figura [2.10| ilustramos los diferentes tipos de
orden para conjuntos de tres y cuatro puntos. En la Figura presentamos
conjuntos combinatoriamente equivalentes de cinco puntos. En la Figura|2.12
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mostramos los diferentes tipos de orden para un conjunto de cinco puntos.

Figura 2.10: Las diferentes maneras combinatoriamente diferentes de acomo-
dar 3 y 4 puntos.

U1 V2 V4

Vs V3
U1

V3

V4

V2

Figura 2.11: Estos dos conjuntos de puntos tienen el mismo tipo de orden.
Observe que el valor de cada una de las tripletas del dibujo que esta a la
izquierda es igual al valor de las tripletas del dibujo a la derecha.

No es trivial enumerar o contar los conjuntos combinatoriamente diferen-
tes, por ejemplo, dados n puntos podemos colocarlos en posicion convexa y
obtener el primer tipo de orden para n puntos, luego podemos colocar n — 1
puntos en posicién convexa y un punto dentro del (n — 1)-dgono y evaluar
de cuantas maneras combinatoriamente distintas es posible colocar un punto
dentro del poligono. Posteriormente podemos ver que pasa con n — 2 pun-
tos en posicién convexa y dos dentro del (n — 2)—&agono y asi sucesivamente
hasta que tengamos 3 puntos en posicién convexa y n — (n — 3) dentro del
triangulo. En la Figura [2.13|explicamos una parte de este proceso. Usando
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Figura 2.12: Las tres maneras diferentes de distribuir 5 puntos en el plano.
Cualquier otra conFiguracion es equivalente a alguna de estas tres conFigu-
raciones.

una técnica parecida se sabe que para n = 10 hay mas de 14 millones de
tipos de orden. En el trabajo de |Aichholzer et al.|(2002)) se ofrece una base
de datos que contiene los conjuntos combinatoriamente diferentes para toda
3 < n < 10. En la tabla [2.1] se presenta el nimero de conjuntos diferentes
para cada n y el tamano en bytes de la base de datos.

En este trabajo buscamos descomposiciones de graficas geométricas com-
pletas en thrackles. Como se mencioné antes, un conjunto de n puntos en
posicién general induce una grafica completa de n vértices en el plano. No-
sotros analizamos cada tipo de orden para cada n < 10 induciendo la grafica
completa de n vértices. Después examinamos sus thrackles y luego buscamos
una descomposicién. Cuando buscamos una descomposicion que minimiza
el nimero de thrackles utilizados estamos buscando el anti-thickness de la
grafica. Dicho concepto serd explicado formalmente en seguida.

2.2. Anti-thickness y anti-thickness geométri-
CO
Las siguientes definiciones fueron tomadas de Dujmovic & Wood| (2017).

Definicién 3. Anti-thickness de una grdfica. El anti-thickness de una grafica
G es el entero k mas pequeno tal que existe una particién de E(G), de tamano
k, en la que cada elemento de la particion es una grafica thrackleable.

La Figura ilustra un ejemplo del anti-thickness de K.
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(%5)

V4

Figura 2.13: La Figura ilustra las diferentes maneras de colocar un punto
dentro de un pentagono, para formar un conjunto de 6 puntos en total. Hay
al menos 3 formas diferentes de colocar dicho punto, 1) es posible ponerlo
dentro del pentagono pero fuera del poligono en forma de estrella inducido
por las aristas del ciclo interior. 2) Es posible ponerlo dentro de uno de los
"picos“ del poligono en forma de estrella y 3) es posible ubicarlo en el area
rellena. Los puntos de 1) estan representados con un circulo sin rellenar, los
puntos de 2) con un cuadrado y los puntos de 3) con una cruz. La razén por
la que existe mas de una ocurrencia de un mismo tipo de punto es porque
existe una equivalencia en la etiquetacién de los vértices tales que los cruces
se preservan.

Figura 2.14: La Figura muestra a Kj a la izquierda y a la derecha dos th-
rackles cuya unién es Kj. Consideremos las aristas de la grafica completa
inducida por los vértices 1,2, 3,4, estas aristas inducen un thrackle mientras
que las aristas con un extremo en el vértice 5 inducen otro thrackle. El anti-
thickness de K35 es precisamente igual a dos. Este resultado se discute en el
capitulo de resultados.
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n | Nimero de tipos de orden | Tamano (bytes)
3 1 6
4 2 16
3 3 30
6 16 192
7 135 1890
8 3315 53040
9 158817 5 717 412
10 14309547 572 381 880

Tabla 2.1: Tipos de orden para cada n < 10.

Cuando deseamos que los thrackles usados en la descomposicién de la
grafica sean geométricos, entonces podemos definir el anti-thickness geométri-
€O como sigue.

Definicién 4. Anti-thickness geométrico de una grdfica. El anti-thickness
geométrico de una grafica G es el entero k mas pequeno tal que existe un
dibujo G de G para el cual hay una particién de F(G), de tamano k, en la
que cada elemento de la particiéon induce un thrackle.

Nétese que en la particién que realiza el anti-thickness de la grafica, cada
elemento de la particion tiene uno o mas dibujos, mientras que en la particién
que realiza el anti-thickness geométrico de la grafica, cada elemento es una
subgrafica geométrica del dibujo original.

En la Figura damos un ejemplo del anti-thickness geométrico de K.

También es posible definir el anti-thickness de una grafica geométrica
como sigue:

Definicién 5. Anti-thickness de una grdfica geométrica El anti-thickness
At,(G) de una gréfica geométrica G es el entero k mas pequeno tal que existe
una particién de E(G), de tamano k, en la que cada elemento de la particién
es un thrackle.

Dar una descomposicién de una grafica en thrackles es equivalente a en-
contrar conjuntos independientes de aristas que comparten ciertas propie-
dades. A su vez, encontrar los conjuntos independientes de una gréafica estd
relacionado a encontrar el ndmero cromdtico de una gréfica (abstracta). Dis-
cutimos esto en la siguiente seccién.
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4 5) 5

Figura 2.15: En esta Figura podemos observar una descomposicion de K
en 3 thrackles geométricos. Esta descomposicién se muestra en la Figura del
lado derecho, cada thrackle esta dibujado con diferentes patrones de linea.
El anti-thickness geométrico de K5 es exactamente tres, esto es demostrado
en la seccion de resultados.

2.3. Numero cromatico

Las siguientes definiciones fueron tomadas de |Chartrand & Zhang| (2008).

Una coloracion propia de los vértices de una grafica G es la asignacién de
colores a los vértices de G tal que cada vértice tiene un solo color asignado
y dos vértices adyacentes tienen diferentes colores. Un color puede ser un
color como rojo, verde, amarillo, etc. cuando el nimero de colores a usar es
pequeno, de otra forma se usan enteros 1,2, ...,k para algin entero positivo
k para representar los colores. Si la coloracién propia usa k colores diferentes
decimos que tenemos una k-coloracion de la grafica G. Dada una k-coloracién
de una grafica G, si V; es el conjunto de vértices de G’ que tienen el color ¢ asig-
nado, llamamos a V; una clase cromdtica de G. El conjunto {Vi, Vs, ..., Vi}
genera una particiéon en conjuntos independientes de los vértices de G.

Una gréafica G es k-colorable si existe una coloracién propia de G con k
colores. El entero positivo k£ mas pequeno para el cual GG es k-colorable recibe
el nombre de nimero cromdtico de G. Lo denotamos como x(G).

La Figura muestra un ejemplo de una coloracién propia de una grafi-
ca (G. En este ejemplo ilustramos cada clase cromatica dibujando los vértices
con diferentes colores representados por una cruz, un circulo y un cuadra-
do. Si tenemos una descomposicién en k thrackles de una grafica geométrica
y asignamos uno de k colores a cada thrackle de la descomposicion de tal
manera que no existan dos thrackles del mismo color y si ademéas minimi-
zamos el valor de k entonces k es el anti-thickness de la grafica geométrica



26 CAPITULO 2. ANTECEDENTES

G

Figura 2.16: Una coloracién propia de una grafica GG. Esta coloracion usa tres
colores, por lo tanto decimos que es una 3-coloraciéon de GG. Para esta grafica
en particular no existe una coloracién mas pequena, por lo que su ntmero
cromatico es 3. Notese que los conjuntos independientes son formados por
vértices que tienen el mismo color asignado y no son adyacentes entre si.

dada. Esta idea ha sido utilizada para encontrar el anti-thickness de una
grafica geométrica cuyos vértices estan en posicién convexa. Detallamos este
concepto en la siguiente seccion.

En este capitulo explicamos los conceptos necesarios para entender el tra-
bajo realizado en esta tesis. Empezamos hablando de gréficas abstractas y
después de su representacién en el plano usando aristas que son curvas y
usando aristas que son segmentos de recta a las cuales llamamos graficas
geométricas. Continuamos definiendo un tipo especial de grafica geométrica
en la cual cada par de aristas se intersecta, este tipo de grafica geométrica
recibe el nombre de thrackle. Luego explicamos el tipo de orden como herra-
mienta para discretizar el nimero de dibujos posibles de una gréfica en el
plano. Después hablamos del anti-thickness geométrico de una grafica como
el minimo numero de thrackles que existen en una descomposicion para to-
dos los dibujos de una grafica. Finalmente mencionamos el nimero cromético
como el minimo numero de conjuntos independientes que existen en una par-
ticién de los vértices de una grafica. Este tltimo punto es de importancia
para el siguiente capitulo pues explicamos cémo el problema de encontrar
el anti-thickness geométrico de una gréfica puede ser visto como un proble-
ma de encontrar el nimero cromético. Ademas hablaremos de cuales son los
aportes mas recientes acerca del problema del anti-thickness geométrico.



Capitulo 3

Estado del arte

Comenzamos este capitulo hablando del thickness de una gréfica, con-
cepto que cronoldgicamente fue definido antes que el anti-thickness, y dis-
cutimos su relacién con éste. Luego, mencionamos algunos resultados acerca
del thickness. Después, explicaremos de qué manera el nimero cromatico de
una grafica puede otorgar una descomposicién de una grafica geométrica.
Finalmente discutimos los resultados actuales para el anti-thickness.

El thickness de una grafica se define como sigue:

Definicién 6. |Dillencourt et al| (2004)] Thickness. Sea G una gréfica, el
thickness 0(G) de G es el minimo entero k para el cual existe una particién
de E(G), de tamano k, en la que cada elemento de la particién induce una
grafica planar.

Este concepto también puede extenderse a graficas geométricas, en este
caso estaremos hablando del thickess de una gréafica geométrica:

Definicién 7. Thickness de una grdafica geométrica. Sea G una grafica geométri-
ca, el thickness th(G) de G es el minimo entero k para el cual existe una
particién de E(G), de tamano k, donde cada elemento de la particién induce
una gréfica (geométrica) plana.

Finalmente podemos definir el thickness geométrico de una grafica G.

Definicién 8. [Dillencourt et al| (2004)] Thickness geométrico. Sea G una
grafica, el thickness geométrico 0(G) de G es :

0(G) = min{th(G) : G es una grafica geométrica de G}.

27
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(a) Una descomposicién de tamarnio 2 de
K.
1

6
| |
2
(b) Un dibujo geométrico de K¢ y su des-

composicién en dos graficas geométricas
planas.

Figura 3.1: La Figura (a) muestra que el thickness de Kg es menor o igual
a dos. La Figura (b) muestra que el thickness geométrico de Kg es menor o
igual a dos. Sin embargo, en general, estos pardmetros no coinciden.

En la Figura[3.T]ilustramos un ejemplo del thickness de la grafica completa
de 6 vértices.

Dillencourt et al| (2004) demuestraron que el thickness geométrico esta
acotado por:

[ﬁ +0342] <0(6) < [1].

En el mismo articulo encuentran el valor exacto del thicknes geométrico
de cada grafica completa con n vértices, para n < 12, asi como para K5
y Kig. También estudian el thickness geométrico para gréaficas completas



29

bipartitas y demuestran la siguiente cota:

| < ) <0 < [0,

Para explicar la relacion entre el thickness y el anti-thickness es necesario
hablar de coloraciones de vértices de graficas de adyacencia. Recordemos
que dadas dos aristas de una grafica geométrica G, decimos que estas se
intersectan si comparten un vértice (son adyacentes) o si se cruzan, y que
son disjuntas si no se intersectan. La grdfica de adyacencia de una grafica
geométrica G tiene como conjunto de vértices a todas las aristas de G y sus
aristas se definen a partir del tipo de adyacencia que se considere; se puede
definir cuatro diferentes graficas de adyacencia, estas se listan a continuacion
y se ilustran en la Figura [3.2}

1. La gréafica de adyacencia en la que existe una arista entre dos vértices
si las aristas correspondientes en G se cruzan.

2. La grafica de adyacencia en la que existe una arista entre dos vértices si
las aristas correspondientes en G comparten un vértice o son disjuntas.

3. La gréafica de adyacencia en la que existe una arista entre dos vértices
si las aristas correspondientes en G se intersectan.

4. La gréafica de adyacencia en la que existe una arista entre dos vértices
si las aristas correspondientes en G son disjuntas.

Ahora definimos una grafica a la que llamamos grdfica de cruce.

Definicion 9. Grdfica de cruce. Sea S un conjunto de n puntos en posicién
general en el plano y sea K, (S) la grafica completa asociada a S. La gréfica de
cruce E,,(S) de S es la grafica que tiene un vértice por cada arista de K, (5)
y una arista entre dos vértices de E,,(S) si sus aristas correspondientes se
cruzan en K, (95).

La gréfica E,,(S) corresponde a la grafica de adyacencia [1]

En la Figura[3.2baparece un ejemplo de la gréfica de cruce E,,(S). Pode-
mos notar que dado que en el dibujo de K hay 3 cruces, en la gréafica E,,(S5)
hay 3 aristas.

Los conjuntos independientes de E,,(S) corresponden a conjuntos de aris-
tas de K,(S) que inducen gréficas planas. Luego, una coloracién propia de los
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(1,2)
S (4.5), J(13)
. _(1,4)
4 (3,5)
L (15)
(34) .
! ; (2,5) (2,3)
(a) Un dibujo geométrico de K5 cuyo con- ’ . 9.4
junto de vértices es S = {1,2,3,4,5}. (2.4)
(b) La grafica de adyacencia 1.
(1,2) (1,2)
15) (13) (15) /& (13)
(1,4) _ﬁ (1,4)
(3,5) (3,5)
(1,5) (1,5)
(3,4) (3,4)
B (2.3 (27 (23)
(2,4) (2,4)
(c) La gréfica de adyacencia 2. (d) La grafica de adyacencia 3.
(1 2)
(L 3)
(3,5) /
(2 5) (2,3)
(2,4)

(e) La grafica de adyacencia 4.

Figura 3.2: Una dibujo de Kj5 y sus respectivas graficas de adyacencia.
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(1,2)
(4.5), L(13) 2
. ,(1,4)
(3,5) A
. (1,5) g

(3,4) . Y,

(25) (2.3) o 5
(2,4)

Figura 3.3: De izquierda a derecha: Una coloraciéon propia de los vértices de
E,,(S) con dos clases crométicas indicadas como circulos y cuadros. Una
descomposicion de un dibujo de K5 en dos gréaficas planas cuyas aristas co-
rresponden a cada una de las clases cromaticas de la coloracién de E,,(S).

vértices de E,,(S) corresponde a una descomposicién de K, (S) en gréficas
planas. Por lo tanto encontrar el nimero cromético de la gréafica E,,(S) es
equivalente a encontrar el thickness geométrico de K, (S). La Figura ilus-
tra esta relacion. El thickness geométrico de la grafica completa de n vértices
K,, se puede definir en estos términos como sigue:

Definicién 10. Thickness geométrico de una grafica.
O(n) = min{x(E,,(S)) : S C R? estd en posicién general , |S|=n}.

De la misma manera que definimos la grafica de cruce podemos definir
otras graficas de adyacencia. Para esto basta con considerar alguno de los
otros tipos de adyacencia. En este sentido, en el trabajo de |[Araujo et al.
(2005) se definen las graficas que se listan en seguida, cada una corresponde
a una de las cuatro gréaficas de adyacencia mencionadas anteriormente. Sea
S un conjunto de n puntos en posicién general y K,,(5) la grafica completa
asociada a S:

= W(S) : Es la grafica correspondiente a la gréfica de adyacencia .
= [(S) : Es la gréfica correspondiente a la grafica de adyacencia .

= D(S) Es la grafica correspondiente a la gréafica de adyacencia .
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] Gréfica \ Conjuntos independientes en K,,(5) ‘
W(S) | Crossing families

1(9) Emparejamientos planos
D(S) Thrackles

E,,(S) | Grdficas planares

Tabla 3.1: Esta tabla muestra qué representan los conjuntos independientes
en K,(S) para cada una de las grificas definidas en |Araujo et al.| (2005)
y para E,p(S). Una crossing family es una coleccién de segmentos que se
cruzan a pares [Lara & Rubio-Montiel| (2019)).

A partir de aqui, nos referimos a las gréaficas de adyacencia 1,2,3 y 4 como
E,,(S),W(S),1(S) y D(S), respectivamente.

Es facil darse cuenta que la condicién de existencia de aristas de W (\5)
es complementaria a la condicién en E,,(S) y viceversa. De la misma forma,
las condiciones de I(S) y D(S) son complementarias entre si. En la tabla
mostramos esta relacion y las estructuras geométricas que inducen, en K, (S),
los conjuntos independientes para cada grafica de adyacencia.

Open problem garden es un sitio web en el que investigadores de diferentes
areas de las matematicas, como algebra, combinatoria, teoria de nimeros o
teoria de graficas, publican problemas abiertos para que la comunidad pueda
leerlos libremente. En este sitio web Hurtado| (2009) presenta un problema
en el que se requiere asignar un color a cada arista de una grafica geométrica
completa usando, de manera implicita, cada una de las cuatro gréaficas de
adyacencia mencionadas antes.

En el articulo de Araujo et al.|(2005) buscan el nimero cromatico de cada
una de las graficas de adyacencia mencionadas anteriormente, los autores
estudian los siguientes parametros:

w(n) = max{x(W(S)) : S C R? est4 en posicién general, |S|= n}.
i(n) = max{x(I(S)) : S C R? estd en posicién general, |S|= n}.
d(n) = max{x(D(S)) : S C R? est4 en posicién general, |S|= n}.

Es usual estudiar el dibujo en posicion convexa de una grafica completa ya que
se pueden explotar ciertas propiedades geométricas cuando se trabaja con un
conjunto de puntos en posicion convexa. Esta conFiguracion es representada
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por un solo tipo de orden para cada n. Para el caso en el que S esta en
posicién convexa se denotan a estos valores como w.(n), i.(n) y d.(n). Es
importante notar que, por consecuencia de la posicion convexa, estos valores
estan definidos para un tnico tipo de orden. Nétese que d.(n) = x(D(95))
para el caso en el que S estd en posicién convexa. Los autores demuestran
las siguientes cotas:

» w.(n) =0O(nlogn).

2loglogn
Togn » barac,cy > 0.

cnlogn < w(n) < en

= i.(n) =n.

n <i(n) < Cn?? para C > 0.

2|1 -1 <d.(n) <min <n—2,n—UO§—"J>.

= 5[%] <d(n) Smin(n—Q,nvL%—M).

n

Ahora bien, como los conjuntos independientes de la gréafica D(S) son
thrackles, es posible definir el anti-thickness geométrico usando la grafica
D(S) como sigue:

Definicién 11. Anti-thickness geométrico de una grafica.
At,(n) = min{x(D(S)) : S C R? est4 en posicién general, |S|=n}.

De manera analoga si los puntos de S estan en posiciéon convexa definimos
el anti-thickness convexo:

Definicién 12. Anti-thickness convero de una grdfica.
Ato(n) = min{x(D(S)) : S C R? estd en posicién convexa, |S|= n}.

Como ya mencionamos antes, el anti-thickness convexo de la grafica com-
pleta de n vértices es equivalente a d.(n). En otras palabras, sea S un conjunto
de n puntos en posiciéon convexa:

Ate(n) = de(n)

A pesar de que en el trabajo de Araujo et al.| (2005)) se busca el nimero
cromdtico de la grafica D(S) y con ello, como mencionamos antes, se busca
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el anti-thickness de una gréafica geométrica asociada a S, es importante notar
que la definicién d(n) no es equivalente a la de anti-thickness. Dada una
grafica G: en d(n) se busca el méximo de todos los nimeros crométicos
para todas las graficas geométricas de G mientras que en el anti-thickness
se busca el minimo de todos los niimeros cromaticos para todas las graficas
geométricas de G.

Dujmovic & Wood, (2017)) presentan resultados respecto a el anti-thickness
para familias especificas de graficas como arboles, graficas outerplanar, y
algunos dibujos como 2-tracks, books, k-queues, entre otros.

En su trabajo definen en anti-thickness como sigue:

Definicién 13. Anti-thickness de una grdifica. Sea GG una gréfica el anti-
thickness At(G) de G es el minimo entero k para el cual existe una particién
de E(G) de tamano k en la que cada elemento de la particién induce una
grafica thrackleable.

Ademads dan una relacién entre el thickness y anti-thickness de cualquier
grafica. Concretamente los autores prueban la siguiente cota para toda grafica
con anti-thickness k y thickness t:

3k
E<t< ||,
<t<[q]

Acerca del anti-thickness de graficas completas en el mismo articulo prue-
ban que

< AUK,) < V 5 1} .

wl S

Ellos conjeturan que el anti-thickness de una grafica completa es exacta-
mente (”T_lw

Respecto al anti-thickness geométrico, en los siguientes parrafos descri-
bimos cémo los autores de |[Fabila-Monroy et al. (2018a) encuentran el anti-
thickness geométrico exacto para gréaficas cuyo conjunto de vértices esta en
posicion convexa.

Los autores prueban que cuando los vértices de la grafica geométrica estan
en posicién convexa dos thrackles maximos siempre comparten al menos una
arista. Por lo anterior la unién de k thrackles méaximos tiene a lo sumo kn— (g)
aristas. Entonces, como una grafica completa de n vértices tiene (g) aristas

la resolucién de la siguiente desigualdad otorga el resultado de la cota inferior
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para el anti-thickness convexo.

()= ¢)
i)z -3,

La cota superior se obtiene dando una coloracién propia de los vértices de
la grafica D(S). Puesto que como explicamos anteriormente este problema
es equivalente a encontrar el nimero cromatico de la grafica. En el articu-
lo logran la coloracién trazando caminos en una estructura conocida como
poliominé |Fabila-Monroy et al.| (2018b)) en la que los vértices de D(S) son
las filas y las columnas de dicha estructura. En dicho trabajo cada camino
representa un conjunto independiente de vértices en D(S) y por lo tanto res-
presenta un thrackle en K,,. Los autores concluyen dando el nimero méximo
de caminos posibles en el poliomind, dicho niimero coincide con el de la cota
inferior y luego se tiene que el anti-thickness convexo tiene exactamente el

siguiente valor:
At.(n) 2n + L1
(n)=n-— n+-—=1.
" V"1

A continuacién hablamos del trabajo de [Fabila-Monroy et al.| (2017)) en
donde encuentran el anti-thickness geométrico de una familia de conjuntos
conocidos como doble cadena convexa. Una doble cadena convexa es la con-
Figuracién de puntos conformada por una k-cup y una l-cap. Una k-cup es
una cadena de k puntos en posicion convexa donde la parte superior de su
clerre com)exoﬂ esta delimitado por un solo segmento. Una [-cap es una ca-
dena de [ puntos en posicion convexa donde la parte inferior de su cierre
convexo estd delimitado por un solo segmento. La doble cadena convexa Cj;
tiene las siguientes propiedades:

Esta cota es:

= Para [ > k la doble cadena convexa es la uniéon una k-cup U y una
[-cap L.

= Cada punto de L estd por debajo de cada segmento de recta definido
por dos puntos de U.

'El cierre convexo de un conjunto de puntos es el poligono con drea més pequefia que
contenga a todos los puntos del conjunto.
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= Cada punto de U esta por arriba de cada segmento de recta definido
por dos puntos de L.

La Figura muestra un ejemplo de una doble cadena convexa.

Figura 3.4: Una doble cadena convexa con 5 vértices en su k-cup y 5 vértices
en su l-cap.

El resultado al que se llega en ese trabajo es el siguiente: el anti-thickness
geométrico de la grafica completa inducida por una doble cadena convexa
con k puntos en la cadena convexa superior y [ puntos en la cadea convexa

inferior, Kl,k, €s:
A ( ) =k4+1— | / [+ - —=
t Bl,k = 2

Dujmovic & Wood| (2017) mencionan que encontrar el anti-thickness
geométrico de graficas completas en posicién general es un problema abierto.
En esta tesis abordamos este problema para n < 10.

Hasta ahora las mejores cotas conocidas para el anti-thickness geométrico

son : V ; 1J < Aty(K,) <n-— {\/E— %J . (3.1)

La cota superior se sigue del caso convexo y la cota inferior se sigue del hecho
de que una gréafica con n vértices con anti-thickness geométrico k tiene a lo
sumo kn aristas. Discutimos estas ideas con mds detalle en la Seccién [4.1] del
Capitulo 4

Los trabajos mencionados en este capitulo muestran cémo el problema ori-
ginal del thickness estd relacionado con problema del anti-thickness. Mostra-
mos de qué manera un problema de descomposicién de graficas geométricas
equivale a un problema de coloracién de graficas. Los articulos mas recientes
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tratan al anti-thickness como un problema de coloracion. En este trabajo no
construimos la grafica D(.S) y no coloreamos ninguna grafica, nuestro enfoque
es geométrico y computacional.

Es importante notar que en el trabajo de [Fabila-Monroy et al.| (2018al)
las descomposiciones de la grafica completa estan conformadas por thrackles
maximos. Esta es una de las ideas que usamos en este trabajo para intentar
ajustar las cotas del anti-thickness en posicion general.



Capitulo 4

Resultados

En este Capitulo presentamos el producto de los diferentes enfoques que
empleamos en el estudio del anti-thickness geométrico. Los resultados de
esta tesis son todos para puntos en posicién general. Comenzamos hablando
de la cota inferior del anti-thickness geométrico y cémo la mejoramos para
conjuntos de hasta diez puntos. Luego, explicamos cémo encontramos la cota
superior usando conjuntos de hasta diez puntos. Este resultado nos permite
dar el anti-thickness geométrico exacto para graficas completas con hasta
diez vértices. Después, mencionamos la relacion que encontramos entre el
anti-thickness geométrico de una grafica completa inducida por un conjunto
de puntos y su numero de cruce. Finalmente listamos los algoritmos que
utilizamos en este trabajo para dar los resultados que reportamos, también
hacemos el analisis de complejidad de cada algoritmo.

4.1. Cota inferior del anti-thickness geométri-
co de K,

El principal resultado de este trabajo es que encontramos el valor exac-
to del anti-thickness geométrico para la grafica completa con hasta diez
vértices en posicion general. Obtuvimos dicho valor mejorando la cota in-
ferior(Dujmovic & Wood (2017))) y usando la cota superior actual (Fabila-
Monroy et al.| (2018a)), que mostramos a continuacién:

V ; 1J < Aty(K,) <n— {m - %J : (4.1)

38
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De manera general, si se desea encontrar una cota superior para el anti-
thickness geométrico de K, es necesario encontrar una descomposicion en
thrackles, para cualquier dibujo de K,. La cota superior trivial del anti-
thickness geométrico de K, es (g) ya que cada arista de K, es un thrackle.
Si se desea encontrar una cota inferior es necesario demostrar, para todo
dibujo de K, cuantos thrackles son necesarios para dar una descomposicién
en thrackles.

Empezamos explicando la cota inferior conocida para el anti-thickness
geométrico y después diremos como la mejoramos para n < 10.

Un conjunto de n puntos en el plano induce una grafica completa con
n vértices a la que denotamos como K,. Como es completa |E(K,)|= (}).
Cuando se quiere encontrar una descomposiciéon de tamano minimo en th-
rackles una idea que resulta intuitiva es buscar que los thrackles tengan el
mayor nimero posible de aristas. El siguiente teorema es 1til para nosotros
ya que establece el niimero méaximo de aristas que puede tener un thrackle
geométrico.

Teorema 4.1.1. (Pach|(2013b])) Toda grafica geométrica de n vértices en la
que no existen dos aristas disjuntas tiene a lo mas n aristas. Esto se cumple
para toda n > 2.

Omitimos la demostracién del teorema anterior ya que las ideas de la
misma no son retomadas en este trabajo.

Como mencionamos en el Capitulo de antecedentes, un thrackle de n
vértices con exactamente n aristas es un thrackle méximo. Por definicién,
toda descomposicion de la grafica completa cubre sus aristas. Si suponemos
que existen k thrackles méximos en la descomposicion, entonces la siguiente
desigualdad expresa el nimero de thrackles méximos necesarios para cubrir
las (g) aristas de la gréfica completa:

ng)

Como los thrackles de la descomposicion son geométricos, si buscamos
la £ mas pequena para la cual se cumple la desigualdad anterior entonces k
serfa el anti-thickness geométrico de la grafica completa. Resolviendo para k
tenemos que al menos k > ’—"T_l-‘ thrackles maximos son necesarios para dar
una descomposicion de K,,. En otras palabras

Aty(K,) > [” > 1} . (4.2)
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Tabla 4.1: Valor de la cota inferior del anti-thickness geométrico usando la
cota trivial.

La Tabla4.I]ilustra el valor de la cota inferior del anti-thickness geométri-
co dada por la desigualdad paran < 10. Esta cota es la mas inmediata ya
que usa el hecho de que cada thrackle méaximo tiene a lo sumo tantas aristas
como vértices. También es la cota actual para el anti-thickness geométri-
co (Dujmovic & Wood| (2017))).

En el trabajo de [Fabila-Monroy et al.| (2018a) encuentran que, dados dos
thrackles maximos en posicién convexa, estos comparten una arista, y que
esto se cumple para cada par de thrackles de cualquier descomposicién. En
este trabajo verificamos que este resultado también es valido para conjuntos
de hasta diez puntos en posicién general no convexa. Usando los tipos de
orden de los conjuntos con hasta diez puntos inducimos la grafica completa,
luego buscamos, para cada uno de los tipos de orden, todos los thrackles
maximos y finalmente comparamos dichos thrackles a pares. Obtuvimos los
siguientes resultados:

» Para todo tipo de orden con al menos dos thrackles maximos, cada par
de thrackles maximos tienen interseccion no vacia en aristas.

» Existen tipos de orden con solo un thrackle maximo.
= Existen tipos de orden en los que no hay thrackles maximos.

En la Tabla 4.2 mostramos cuantos tipos de orden tienen thrackles maxi-
mos, cuantos tienen solamente un thrackle maximo y cudntos no tienen
ningtn thrackle méximo. La Figura[d.I] muestra un tipo de orden, paran = 9,
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Figura 4.1: Este conjunto de puntos corresponde al tipo de orden 136764 de
n = 9. La grafica completa inducida por ellos no contiene ningtin thrackle
maximo.

en el cual no existe ningin thrackle maximo. Una pregunta interesante es
j,cémo caracterizamos a los tipos de orden cuya grafica completa no tiene
thrackles maximos? Esta pregunta es investigada en el trabajo de Bulnes
(2017).

Los algoritmos que disenamos para dar los resultados anteriores son des-
critos en la Seccién para no romper con el flujo de esta Secciéon. Para
buscar los thrackles maximos usamos el Algoritmo [T, para comparar los th-
rackles a pares utilizamos el Algoritmo 2 La lista de tipos de orden con un
solo thrackle méximo puede ser descargada de la liga [I] del Apéndice [E] La
lista de tipos de orden para los cuales no existe un thrackle maximo esté en la
liga 5] del Apéndice [E] Usando estos resultados podemos derivar el siguiente
lema.

Lema 4.1.2. Sea S un conjunto de puntos en posicion general y sean T} y 15
thrackles méximos en K,(S) con |V(11)|< 10 y |V (13)|< 10. Ty y T tienen
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: T.O. con solo T.O. sin
" Tipos de orden(T.0.) un thrackle maximo | thrackles méximos
3 1 1(33 %) 0(0%)
4 0(0 %) 1(50 %)
5 |3 0(0 %) 2(66 %)
6 16 1(6.25 %) 6(37.50 %)
7 135 7(5.18%) 50(37.03 %)
8 3315 208(6 %) 1175(35.44 %)
9 158817 10547(6.64 %) 53758(33.84 %)
10 14309547 962517(6.72 %) 4654339(32.52 %)

Tabla 4.2: Mostramos, para cada 3 < n < 10, la relaciéon de los tipos de
orden con solamente un thrackle maximo y los tipos de orden sin thrackles
maximos.

al menos una arista en comun.

Demostracion. Esta demostracion se obtuvo computacionalmente. Para cada
tipo de orden con hasta diez puntos, generamos todos los thrackles maximos
inducidos con el Algoritmo [I] cuya correccién discutimos en la Seccién [4.5.1]
Usando este conjunto verificamos que para cada pareja la interseccién en
aristas es no vacia usando el Algoritmo [2| que describimos en la Seccién [4.5.2]

O

El lema anterior implica que para n < 10 no es posible encontrar una
descomposicion en thrackles maximos de tamano PLT_W , ya que, si esta exisi-
tiera, los thrackles maximos no serian disjuntos a pares y esto infringiria las
condiciones de una descomposicion. En otras palabras una descomposicién
por thrackles solo podria contener un thrackle maximo. Sin embargo, es posi-
ble encontrar, a partir de una coleccion de thrackles maximos, una coleccién
de thrackles que son disjuntos (y no necesariamente méaximos). Describimos

este proceso en el siguiente lema:

Lema 4.1.3. Sea C = {11, T5,...,T,,} una coleccién de thrackles méximos
de K, con |E(T;) N E(T;)|=1yi.j € {1,2,...,m}. Existe una coleccién
de thrackles D de K, inducida por C en la que cada par de thrackles tienen
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interseccién vacia y que cubre el siguiente niimero de aristas:

n

>

i=(n—m)+1

Demostracion. Sea T!, con 1 < i < m un thrackle inducido por el siguiente
conjunto de aristas:

B - | B@)n BT,

Es decir, T} es el thrackle que tiene todas las aristas de T; a excepcién de
aquellas que T; comparte con el resto de los thrackles en la coleccién.

SeaD = {T},T3,...,T! }. Por construccién, la interseccién de cualesquie-
ra dos thrackles de D es vacia.

Nétese que si una arista e aparece en dos thrackles de C, entonces en D,
e aparecerd inicamente en el thrackle con menor etiqueta. De hecho 77 tiene
n aristas, T, tiene n — 1 aristas, T3 tiene n — 2 aristas y, en general, T tiene
n — i+ 1 aristas. Como D tiene m thrackles el nimero de aristas cubiertas
por D es

n+(n—1)4+n—-2)+--+n—m+2)+(n—m+1).

Podemos escribir esta suma como :
n
E 1.

i=(n—m)+1
[

Es importante notar que este es el maximo nimero de aristas que una
coleccion con m thrackles disjuntos puede cubrir.

Con los lemas anteriores es posible probar que la cota inferior del anti-
thickness geométrico de K,, mostrada en la ecuacién no es justa para
toda n. El siguiente teorema establece esta afirmacion.

Teorema 4.1.4. Sea D = {17,T,... ’Tfﬂl} una coleccién de thrackles
2

disjuntos en aristas inducida por una colecciéon de {"T_l] thrackles maxi-
n—1

mos. Decimos que [TW thrackles maximos son suficientes para inducir una

descomposicién de K, cuando n € {3,4,6} y no son suficientes cuando
n € {5,7,8,9,10}.
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n VTAW Z?:(n— [2517)+1" (Z)
3 1 3 3
4 2 7 6
5 2 9 10
6 3 15 15
7 3 18 21
8 4 26 28
9 4 30 36
10 5 40 45

Tabla 4.3: Mostramos cuantas aristas son cubiertas con una coleccion de
(”T’q thrackles méximos disjuntos en aristas. Se rellenan los casos en los
que la coleccién no cubre todas las aristas.

Demostracion. Se sigue del Lema El niimero de aristas cubiertas por
D para cada 3 < n < 10 se muestran en la Tabla . Observando la tercera
columna, es claro que para n € {5,7,8,9,10}, WLT_IW thrackles maximos no
cubren las aristas necesarias de la grafica completa. Marcamos estos casos de
gris. [

Como consecuencia del Lema y el Teorema podemos dar una

cota inferior justa para el anti-thickness geométrico de K, con 3 < n < 10.

Teorema 4.1.5. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion
general con 3 < n < 10, y sea K,(S5) la grafica completa inducida por S. El
anti-thickness At,(K,) de K, (S) tiene la siguiente cota inferior:

Aty(K,) > n— {, [2n + i - %J . (4.3)

Demostracion. Se sigue del teorema que el nimero de aristas cubiertas
por una coleccién D = {1}, 15, ..., T,,} de thrackles, con |E(T;) N E(T})|=1,
es

—§m(m —2n —1).

Para saber cudntos thrackles como minimo son necesarios en la colecciéon para
cubrir las (g) aristas de K,, es necesario resolver la siguiente desigualdad
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nlk=n—|\m+i-t) | Tl il ()
3 1 3 3
4 2 7 6
5 3 12 10
6 3 15 15
7 4 22 21
8 5) 30 28
9 6 39 36
10 6 45 45

Tabla 4.4: En la Tabla se muestra que la cota inferior del anti-thickness
geométrico es justa para 3 < n < 10. La segunda columna muestra el tamano
de la coleccion de thrackles, cuyo tamano estd dado por la cota inferior del
anti-thickness geométrico del Teorema para cada n. La tercera columna
muestra cuantas aristas cubre dicha coleccién. La cuarta columna muestra el
numero de aristas de K.

otorga el resultado.

1 n
- = —2n—1) > . 4.4
i —2n-1) (3) (4.4
De aqui se tiene que m esta en el siguiente intervalo:

1 1
§<2n—\/8n—|—1—|—1) §m§§<2n+\/8n+1—|—1).

Como nosotros estamos interesados en la m mas pequena para la cual se

cumple la desigualdad [4.4], basta con tomar el término de la izquierda para
obtener el resultado deseado. [

Presentamos los valores dados por la cota inferior del Teorema 4.1.5] en
la Tabla Es posible observar que para toda n, con 3 < n < 10 se cubren

las aristas de la grafica completa si usamos n — b /2n + }1 - %J thrackles

maximos en la coleccién.
Como consecuencia del Teorema [4.1.5| es posible obtener un valor exacto
para el anti-thickness geométrico de K, en posicion general.
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Teorema 4.1.6. Sea K, (5) la grafica completa inducida por un conjun-
to S de n puntos, con 3 < n < 10, en posicién general. El anti-thickness
geométrico de K, es:

Aty(K,) =n— {\/Qn—i—i—%J.

Demostracion. Se sigue del resultado del Teorema [4.1.5 y la cota supe-
rior (Fabila-Monroy et al| (2018a)) del anti-thickness geométrico de K,

n — b /2n + % — %J , cuando K, es inducida por un conjunto de puntos en

posicion convexa. O

Para dar un resultado similar para n > 10, bastaria con generalizar el Le-
mal[l.1.2] Esto es, demostrar que cada par de thrackles méximos se intersecta
en al menos una arista y que esto sucede para toda n > 10. Conjeturamos
que este lema también se cumple para n > 10.

Debido a que la cota superior del anti-thickness geométrico esta dada por
el dibujo en posiciéon convexa, en este trabajo decidimos verificar si existen
dibujos diferentes al convexo, para los cuales se alcanza la cota inferior dada
por el Teorema [£.1.5] Hacemos esto en la siguiente Seccién.

4.2. Cota superior del anti-thickness geométri-
co

La cota superior del anti-thickness geométrico esta dada por el conjunto
de puntos en posicién convexa. Sea k = n — b /2n + % — %J, en esta tesis

verificamos que existen tipos de orden, que no corresponden a la posicion
convexa, y que inducen una grafica completa cuyo anti-thickness geométrico
es a lo sumo k.

Para comprobar la existencia de tipos de orden con las caracteristicas
descritas anteriormente elegimos aquellos que tienen al menos %k thrackles
maximos. Luego, para cada uno, analizamos todas sus colecciones de thrac-
kles maximos de tamano k. Finalmente, para cada coleccion, evaluamos si
esta cubre o no a E(K,). Cuando una coleccién de thrackles maximos cubre
al conjunto de aristas de la grafica completa, es posible inducir una descom-
posicién de K, en thrackles (no necesariamente maximos) asignando cada
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arista de K, a un unico thrackle que la cubra. Detallamos el algoritmo para
buscar colecciones de thrackles méaximos que induzcan una descomposicion
en la Seccién La Tabla [4.5] muestra los resultados que obtuvimos de
este andlisis; observamos que tinicamente para n € {8,9,10} existen tipos de
orden que tienen k thrackles maximos que pueden inducir una descomposi-
cién.

Con los resultados del Algoritmo [1| de bisqueda de thrackles podemos
decir que las graficas completas inducidas por los tipos de orden de la Ta-
bla no son necesariamente las que tienen mas thrackles maximos. Mos-
tramos cuantos thrackles maximos hay en cada tipo de orden en un archivo
que puede ser descargado de la liga [2[ del Apéndice . Para n € {8,9,19}
el tipo de orden con més thrackles méaximos es el de etiqueta 1 o en otras
palabras el siguiente del tipo de orden en posicién convexa. Para estos tipos
de orden existen 94, 213 y 459 thrackles maximos respectivamente.

El porcentaje de tipos de orden de 8,9 y 10 puntos para los cuales es
posible inducir una descomposicién usando solamente thrackles maximos son
los siguientes: solo el 0.09% de los tipos de orden de 8 puntos tiene una
descomposicion en thrackles maximos incluyendo la posicién convexa, solo el
0.005% de los tipos de orden de 9 puntos y solo el .00002 % de los tipos de
orden de 10 puntos.

Si la interseccion de cada par de thrackles de la coleccion es exactamente
de tamano 1, entonces la colecciéon es éptima, de otra manera, la coleccion no
es 6ptima. Verificamos la optimalidad de las colecciones de thrackles maximos
y encontramos que ninguna coleccién, para los tipos de orden descritos ante-
riormente, es 6ptima ya que en cada una existe al menos un par de thrackles
cuya interseccion tiene tamano mayor a uno. Para este proceso utilizamos
el Algoritmo [2| de interseccion de thrackles descrito en la Seccion [4.5.2] Este
resultado nos permite dar el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Sea K, (S) una grafica completa inducida por un conjunto
S de n puntos, con 3 <n < 10, en posicién general no convexa. No existen
colecciones de thrackles maximos éptimas en K, (5).

Demostracion. Esta demostracion se obtuvo computacionalmente. Se sigue
del algoritmo de busqueda de colecciones de thrackles méaximos que induzcan
una descomposicion cuya correccion es discutida en la Seccién y de la
verificacién de optimalidad. Encontramos que no existe ninguna coleccion de
thrackles maximos 6ptima para ningin tipo de orden diferente del convexo
para 3 < n < 10. ]
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n Tipo de Orden Tamano de la No. thrackles
coleccion  n — mMaximos
|2 +3-1]
8 12 5 38
8 54 5 33
9 12 6 103
9 52 6 101
9 54 6 83
9 80 6 75
9 696 6 80
9 1080 6 40
9 1287 6 64
10 81 6 177
10 1328 6 151
10 2243 6 129

Tabla 4.5: Tipos de orden para los que existe al menos una coleccion de
n— L. /2n + % — %J thrackles maximos que cubren a K,.

Las etiquetas de los thrackles maximos para las graficas dadas por cada
tipo de orden de los mostrados en la Tabla [4.5| pueden ser consultados en el
Apéndice [A]

La Figura muestra un ejemplo de una descomposicion de Ky en th-
rackles, inducida por seis thrackles maximos, cada thrackle es dibujado de
un color diferente.

Decidimos estudiar la estructura geométrica de los tipos de orden de la
Tabla para intentar caracterizar cuales conjuntos de puntos inducen una
grafica completa que tiene una descomposicion en thrackles maximos. Para
esto describimos a continuacién el concepto de k-convexidad( [Valtr| (2002))
de un conjunto y reflexividad de un conjunto. Existen varias definiciones de
un conjunto k-convexo, aqui retomamos una.
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Figura 4.2: Una descomposiciéon de Ky en seis thrackles, la configuracion
de puntos corresponde al tipo de orden 12 con respecto de la base de datos
de|Aichholzer & Krasser| (2001)). El anti-thickness geométrico de Ky es 6. Esta
descomposicion fue inducida por una coleccion de thrackles maximos que no
es 6ptima, es sencillo ver esto observando que los thrackles tienen 9,7,6,6,5 y
3 aristas respectivamente. Una descomposicién éptima de Ky tiene thrackles
de tamano 9,8,7,6,5 y 4.
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Figura 4.3: Un conjunto de puntos 2-convexo segun la definicién de Valtr
(2002), nétese que los puntos p1,ps v p3 inducen un tridngulo con dos puntos
en su interior y que ningun otro triangulo inducido por el conjunto tiene a
mas de dos puntos en su interior.

Definicién 14. (Valtr (2002)) Conjunto k-convexo. Un conjunto P de puntos
en el plano es k-convexo si ningun triangulo definido por tres puntos de P
contiene a mas de k puntos de P en su interior.

Un conjunto de puntos en posicién convexa es claramente 0-convexo ya
que cualquier triangulo definido por tres puntos dicho conjunto, no contiene
a ningtin otro punto del conjunto. En la Figura mostramos un conjunto
que es 2-convexo.

Para la siguiente definicién consideramos una poligonizacion de un con-
junto @) de puntos como un poligono cuyo conjunto de vértices es ().

Definicién 15. (Arkin et al.| (2003)) Reflezividad de un conjunto. Sea r(P) el
nimero de vértices céncavos de un poligono P y sea P el conjunto de todas
las poligonizaciones de un conjunto S de puntos, la reflexividad del conjunto
S se define como sigue:
S) = minr(P).
p(5) = minr(P)
Es sencillo notar que cualquier conjunto en posiciéon convexa tiene refle-
xividad 0, ya que todos sus angulos son convexos.
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Basandonos en las definiciones anteriores encontramos que, de los tipos
de orden en la Tabla [£.5] los doce tienen reflexividad igual a uno. Esto es,
que todos tienen una poligonizacion que cuenta con solamente un vértice
concavo. Cuando un conjunto de n vértices tiene a n — 1 vértices en posicion
convexa y a un vértice dentro de la cubierta convexa, es facil observar que la
reflexividad es uno, puesto que la cadena convexa contiene a n — 1 vértices y
solo es necesario unir, con dos aristas, el principio y el fin de dicha cadena con
el vértice que esta dentro de la cadena convexa. El tipo de orden ntimero 1080
para n = 9 contiene a dos puntos en el interior de su cubierta convexa, sin
embargo, es posible encontrar una poligonizacién con un solo angulo céncavo.
Presentamos dicha poligonizacion en la Figura 4.4

Respecto a la k-convexidad, encontramos que todos los tipos de orden
listados, a excepcion del tipo de orden de nueve vértices con nimero 1080,
son 1-convexos ya que cuentan con solamente un punto en el interior de su
cubierta convexa; el tipo de orden con nimero 1080 es 2-convexo.

Es importante recalcar que estos conjuntos son similares a la posicion
convexa, recordemos que la posicion convexa tiene reflexividad 0 y todos los
tipos de orden para los que existe una descomposicion en thrackles inducida
por thrackles maximos tienen reflexividad 1, en este sentido, la reflexividad de
los conjuntos no es distante. Por otra parte, los conjuntos en posicion convexa
son 0-convexos mientras que la mayoria de los tipos de orden anteriormente
descritos son 1-convexos, a excepcion de un conjunto que es 2-convexo, de
nuevo estos valores no distan mucho de la convexidad del conjunto en posicién
convexa.

Para los casos de n € {3,4,...,7} no existe ninguna coleccién de k thrac-
kles maximos que pueda inducir una descomposicién de K,,. Esto es porque,
para ninguno de los tipos de orden, en este rango de n, existe una coleccion
de thrackles maximos que cubran las aristas de K, (a excepcién del dibujo en
posicién convexa). Creemos que una de las razones por las que esto sucede es
que los thrackles maximos que existen para cada tipo de orden en este rango
comparten muchas aristas a pares por lo que aunque exista un alto ntimero
de thrackles méximos, la unién no cubre las aristas de la grafica completa.

Para los valores de n anteriormente mencionados buscamos, de manera
manual, una descomposicién con ese nimero de thrackles (no necesariamente
maximos). Explicamos esto en la Seccién

La Figura muestra para cada valor de n con 3 < n < 7, dibujos
cuyo anti-thickness es igual a la cota inferior del Teorema |4.1.50 De esto se
sigue que el anti-thickness geométrico de K,,, con 3 < n < 7, es a lo sumo
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Figura 4.4: Una poligonizacién para el tipo de orden nimero 1080 de nueve
vértices, esta poligonizacion solo tiene un angulo céncavo por lo que su refle-
xividad es uno. No es cero ya que esto requiere que todos sus angulos sean
convexos, lo que equivale a que todos los puntos estén en posicién convexa.
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n — {,/2714— i — %J Como resultado podemos decir que el anti-thickness
geométrico de K, con 3 < n < 10 es exactamente n — b /2n + }1 — %J

K,,0.T. =2 Ks,0.T. =3

Ks,0T.—0| K.0T. =1

Figura 4.5: Mostramos posibles descomposiciones de la grafica completa con
hasta 7 vértices. Las descomposiciones tienen exactamente el nimero de th-
rackles establecido por la cota inferior del Teorema Estas configuracio-
nes de puntos, a excepcién de Kg, son diferentes de la posicién convexa. Los
tipos de orden correspondientes a cada dibujo estan indicados en la figura
como O.T.

Mientras estudiabamos las colecciones de thrackles maximos, decidimos
explorar en qué otra forma se parecen los tipos de orden de la Tabla [4.5
a la posicién convexa y por ello buscamos calcular el nimero de cruce de
los thrackles maximos de las colecciones, detallamos los resultados de este
analisis en la siguiente Seccion.
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4.2.1. Numero de cruce de thrackles maximos

Durante el desarrollo de este trabajo decidimos analizar el ntimero de
cruce de cada uno de los thrackles maximos que hay en una coleccién que
puede inducir una descomposicion de K,. Definimos el nimero de cruce de
una grafica geométrica a continuacion.

Definicién 16. Numero de cruce de una grifica geométrica(Schaefer| (2018)))
El nimero de cruce cr(G) de una gréfica geométrica G es el nimero de cruces
propios entre aristas de G.

Mostramos ejemplos del nimero de cruce de graficas geométricas en la
Figura [4.6 es posible observar que la grafica K4 puede ser dibujada con un
cruce y también puede ser dibujada como grafica plana (sin cruces).

Figura 4.6: A la izquierda, K, dibujada con un cruce. A la derecha K, dibu-
jada sin cruces.

Para presentar los resultados de esta Seccion, debemos definir el nimero
de cruce de un thrackle maximo. Para esto, es necesario mencionar cuantos
no cruces existen en un thrackle geométrico. Para nosotros, un no cruce es
un par de aristas que son adyacentes entre si.

Lema 4.2.2. Sea T un thrackle y sea v € V(T') un vértice de T'. El vértice v
causa (deé(”)) no cruces. En otras palabras: existen (de%(”)) aristas adyacentes
a pares para cada vértice v € V(T).

Demostracion. Sea e = (a,b) una arista de T' con extremos a y b. Por la
definicion de thrackle geométrico toda arista diferente de e, con extremo en
a o en b es adyacente con e, y por lo tanto no la cruza. Sea v € V(T) un
vértice con grado deg(v) = k y sea (v, b;) alguna arista con un extremo en v,
con 1 <1 < k. Tenemos que (v, b;) no cruza a {(v,b;41), (v,bi12) ..., (v,b)},
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esto es k—1 no cruces. De esta manera, en total, del vértice v podemos contar
(k—1)+ (k—2)+--+0 no cruces, lo que equivale a (§) y como, k = deg(v)
el resultado se sigue. ]

Teorema 4.2.3. Sea T" un thrackle geométrico, con m = |E(T")| el nimero

de cruce cr(T) de T es:
m deg(u)
(3)- 2 (")
ueV(T)

Demostracion. Como T es un thrackle, cada una de las m aristas debe in-
tersectarse a pares exactamente una vez. Si T' esta compuesto solamente por
aristas que se cruzan a pares, se tiene que para cada u € V(T) deg(u) = 1

y por lo tanto >_, v (defg(“)) = 0 y el numero de cruce es exactamente

(’;L) Sin embargo, debemos tener en cuenta que no necesariamente cada par
de aristas se cruza sino que algunas pueden ser adyacentes. Dicho de otra
manera, debemos contar cuantos no cruces existen en el thrackle. Por el Le-
ma sabemos que existen exactamente (de%(”)) no cruces por cada vértice
v del thrackle. El resultado se sigue. ]

Basandonos en el resultado del Teorema codificamos un algoritmo
para encontrar el nimero de cruce de un thrackle. Y ademaés, para cada
coleccion de thrackles méaximos que pueden inducir una descomposicién de
K, descritas en el Apéndice [A] buscamos, para cada thrackle mdximo, el
nimero de cruce de cada uno. Detallamos el algoritmo mencionado en la
Seccién [4.5.7

Encontramos que en cada coleccion de la lista anteriormente menciona-
da, cerca del 50 % de los thrackles maximos, tiene un nimero de cruce mini-
mo (con respecto al nimero de vértices). Reportamos estos resultados en el
Apéndice [B]

Encontramos que el nimero de cruce de la grafica completa inducida
por algin tipo de orden puede estar relacionado con el niimero de thrackles
maximos en esta. Observamos y conjeturamos que los tipos de orden con
menor numero de cruce tienen pocos thrackles maximos y los tipos de orden
con mayor numero de cruce tienen el maximo numero de thrackles maximos,
esto tltimo se cumple para el tipo de orden en posicion convexa. Ilustramos la
relacién que hay entre el niimero de cruce y el niimero de thrackles maximos
para cada tipo de orden de ocho puntos en las Figuras[4.7]y[4.8] Para construir
la primera figura ordenamos las etiquetas de los tipos de orden de ocho puntos
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« Numero de cruce
por tipo de orden

L L L L L
1000 1500 2000 2500 3000

Figura 4.7: Mostramos el resultado de ordenar los tipos de orden de acuerdo
al nimero de thrackles maximos. Graficamos etiquetas de los tipos de orden
contra el nimero de cruce.

con respecto al nimero de thrackles maximos y asignamos, a las etiquetas
de los tipos de orden en el orden resultante, los enteros 1,2,...,3315, esto
esta representando en el eje horizontal de la grafica. El nimero de cruce
para cada tipo de orden estd representado en el eje vertical de la gréfica.
Para construir la segunda figura hicimos uso del software Mathematica en
su versién 12 y la funcién predict que nos ayuda a observar la tendencia
de los datos con una funcién lineal. En nuestro caso, es claro que la funcién
resultante es decreciente. El cddigo para generar ambas grafica puede ser
consultado en el Apéndice[D] Observamos también que los thrackles maximos
que encontramos en los tipos de orden de 9 vértices, de la Tabla[4.5]son ciclos
de tamano 3, con aristas con un extremo en vértices de grado uno y otro
extremo en alguno de los vértices del ciclo.

Para cada n, con n € [3,10] listamos los tipos de orden, el niimero de
thrackles maximos en cada tipo de orden y el niimero de cruce para cada tipo
de orden. Estas listas estan ordenados de acuerdo al niimero de thrackles en
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Figura 4.8: Mostramos la tendencia de los datos de la Grafica [4.7} es posible
observar que el nimero de thrackles maximos disminuye con respecto del
nimero de cruce.
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el tipo de orden de mayor a menor y pueden ser descargadas en la liga [2| del
Apéndice [E] Con este orden también notamos que el nimero de thrackles
maximos disminuye casi de la misma manera que el nimero de cruce.

En esta tesis decidimos analizar qué pasa con el anti-thickness de los
tipos de orden en los que no existe ni un thrackle maximo, para esto usamos
un algoritmo que encuentra, de manera exhaustiva, el anti-thickness de un
dibujo dado. Explicamos este resultado a continuacion.

4.3. Anti-thickness de graficas geométricas sin
thrackles maximos

Una vez que obtuvimos el anti-thickness geométrico exacto para gréficas
completas con hasta 10 vértices, y al observar que podemos alcanzar este
usando colecciones de thrackles maximos, nos preguntamos jcémo es el anti-
thickness para los dibujos que no tienen thrackles maximos? ;Es mayor? Y
si es asi jcuanto mas?

En el trabajo de Bulnes| (2017) se ofrece el nimero total de tipos de orden
con hasta diez puntos, para los cudles no existen thrackles maximos, en la
Tabla mostramos una comparacién entre estos y el nimero de tipos de
orden de n para los cuales existe una descomposicion por thrackles maximos
con tamano igual al anti-thickness de K,,. Es posible observar que si sumamos
el nimero de tipos de orden sin thrackles maximos con el niimero de tipos
de orden para los cuales existe una descomposicién por thrackles maximos
cuyo tamano es igual al anti-thickness geométrico de K, ain queda un buen
numero de tipos de orden que analizar. Mds del 60 % de tipos de orden con
8,9 v 10 puntos estan fuera de estas dos clasificaciones.

Para responder estas interrogantes desafortunadamente no es posible for-
mar colecciones de thrackles maximos y evaluar la cobertura de aristas como
hicimos anteriormente. Por esta razén construimos un algoritmo que encuen-
tra el anti-thickness de un dibujo geométrico inducido por un conjunto de
n puntos. El algoritmo es recursivo y usa backtracking. Discutimos con mas
detalle el algoritmo en la Seccion [4.5.6|

En teoria, este algoritmo puede encontrar el anti-thickness de cualquier
dibujo, para cualquier n > 3, sin embargo, debido a su costo computacio-
nal que es O(n*™"), solamente hicimos experimentos para n < 8. Hacemos
el andlisis de complejidad del algoritmo en la Seccién [4.5.6] Utilizando el
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No. Tipos de orden sin No. Tipos de. o.r,den con
n .. descomposicién por Total
thrackles maximos .
thrackles méaximos
8 1175 2 1,177 (35.50 %)
53,765
9 53758 7 (33.85 %)
4,654, 342
10 4654339 3 (32.52%)

Tabla 4.6: En esta Tabla mostramos el niimero de tipos de orden sin thrackles
maximos, el nimero de tipos de orden que tienen una descomposiciéon por
thrackles maximos con tamano igual al anti-thickness geométrico de K, y
ademas la suma de estos dos numeros comparado con el total de tipos de
orden para cada n.

Algoritmo [I] para encontrar thrackles méximos descrito en la Seccién [4.5.1]
listamos cuales son los tipos de orden que no tienen thrackles maximos. La
lista de cada uno de los tipos de orden que cumplen con esta caracteristica
puede ser descargada de la liga [5] del Apéndice [E]

Por otra parte, utilizamos estos tipos de orden como entrada para el
algoritmo de busqueda de anti-thickness de un dibujo de la Seccién [4.5.6]
Encontramos que estos dibujos tienen anti-thickness mayor, en uno, al anti-
thickness geométrico de K.

Recordemos que en el trabajo de Araujo et al. (2005]) definen:

d(n) = max{x(D(S)) : S C R? est4 en posicién general, |S|= n},

y donde ademas prueban que :

5{$J < d(n) < min <n—2,n—%—@) . (4.5)

Con nuestros resultados encontramos el valor exacto de d(n) para n €
{3,4,5,6,7,8}. Recordemos que, dado un conjunto S de n puntos, el nimero
cromdtico x(D(S)) busca minimizar el nimero de thrackles necesarios para
dar una descomposicién de K,(S) como explicamos en la Seccién [3] En el
caso de Ky, existe al menos un dibujo que necesita cinco thrackles para su
descomposicion, por ejemplo, el dibujo en posicién convexa. Sin embargo,
como existe al menos otro dibujo para el que se necesitan seis thrackles en
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Tipo de orden
0
1
2
14
80
1943

0| UY =W 3

Tabla 4.7: En los tipos de orden de n listados se requiere de n — 2 thrackles
para dar una descomposicion por thrackles. Notese que estos tipos de orden
inducen graficas completas que no tienen thrackles maximos.

su descomposicion y como este niimero coincide con el de la cota superior de
la Ecuacién [1.5 cuando n = 8, decimos que d(8) = 6. El resultado d(7) = 5
se sigue del trabajo de Araujo et al.| (2005)). Para los valores de d(n) con
n € {3,4,5,6} verificamos que el méximo nimero de thrackles necesarios en
una descomposicion de K, es, en efecto, n — 2. En la Tabla mostramos,
para cada n € {3,4,5,6,7,8} el nimero de uno de los tipos de orden que
necesita exactamente n — 2 thrackles en su descomposicion. Encontramos que
para todos los tipos de orden que inducen gréaficas completas sin thrackles
maximos se necesitan n — 2 thrackles maximos para dar una descomposicién.

Nosotros creemos que en efecto, d(n) = min <n —2,n— % — Ungg"J)

Todos los ntimeros de tipo de orden de tamano n, para n € [3,8], para
los que se ejecuté el algoritmo y el anti-thickness encontrado para cada uno
pueden descargarse desde la liga [6] del Apéndice [E] Con lo anterior demos-
tramos el siguiente teorema. Ademas las descomposiciones estan en la liga
en formato .csv donde la primera columna representa el nimero de tipo de
orden y la segunda columna representa la descomposicion. Cada renglén de
la segunda columna representa el conjunto de aristas del thrackle. Las aristas
deben generadas como se describe en el Algoritmo {4.5.1}

Teorema 4.3.1. El anti-thickness de los dibujos para los cuales no existen
thrackles méaximos es mayor o igual que el anti-thickness geométrico de K,
con n € [3,10].

En la siguiente Seccion analizamos, para 3 < n < 9, como se comporta la
interseccién de thrackles, no necesariamente maximos, de los dibujos de K.
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4.4. Interseccion de thrackles de K, con 3 <
n<9.

El Teorema |4.2.1| establecido en la Seccién nos indica que no existen
colecciones éptimas de thrackles maximos que induzcan una descomposicién
por thrackles. Por ello, decidimos estudiar la existencia de colecciones de
thrackles, no necesariamente maximos, cuya interseccién a pares es vacia
y que ademas puedan cubrir las aristas de K,. Para explicar este proceso
primero es necesario definir una particion de un entero.

Definicién 17. Particion de un entero.( |Knuth (2011b)) Una particién de
un entero n es una coleccién P de enteros no negativos {aq, as, ..., a;,} tales
que a; ZCLQZ---zamya1‘|‘a2+"‘+am:n~

Es posible usar ciertas particiones de un entero como guia para buscar
descomposiciones en thrackles de K,,. Por ejemplo, si deseamos obtener una
descomposicion en thrackles de Ky, entonces necesitamos cubrir seis aristas.
El entero 6 tiene once particiones, tres de ellas son: {4, 2}, {2, 2,2}, {3,1,1,1}.
Las cuales pueden traducirse a tres diferentes descomposiciones en thrac-
kles, la particién {4,2} se traduce en una descomposicién con un thrackle
con cuatro aristas y uno con dos aristas; la particiéon {2,2,2} se traduce en
una descomposicién con tres thrackles con dos aristas cada uno; la particion
{3,1,1,1} se traduce a una descomposicién con un thrackle con tres aristas
y tres thrackles con una arista. Debido a que nosotros estudiamos descompo-
siciones de tamano estrictamente menor a la cota superior del anti-thickness

geométrico, que es n — b /2n + }1 — %J, y como en una descomposicion so-

lamente puede existir un thrackle maximo, es posible restringir el conjunto
de particiones de enteros para las particiones que usaremos. Nos referimos a
estas como particiones guia.

Definicién 18. Particion guia. Sea K,(S) la grafica completa inducida
por un conjunto S de m puntos en posicién general. Una particion P =
{ai,as,...,a,} es guia si cumple con las siguientes condiciones:

= Si a; es igual a n entonces solo existe una ocurrencia de a; en P.

n Lasumaa1+a2+~~+am:(”).

2
L] m<n—b/2n—|—}l—%J.



62 CAPITULO 4. INTERSECCION DE THRACKLES.

No existe una férmula cerrada para conocer el nimero de particiones de
algin entero n. Una composicion de un entero n es una particion en la que
el orden de los elementos importa es decir, dos composiciones diferentes del
entero 3 son {2,1} y {1,2}. Podemos acotar el espacio de busqueda de las
particiones de un entero considerando tinicamente las composiciones. Como
el nimero de composiciones para un entero n es 2"~! podemos decir que
existen a lo sumo O(2"!) particiones para el mismo entero n.

Usando la Definicién [18] generamos las particiones guia para todo entero
x € {(g), (3), e (120) } En [Knuth| (2011b)) se ofrece un algoritmo para ge-
nerar las particiones de algin entero n. Nosotros utilizamos dicho algoritmo
en este trabajo modificandolo para que genere solamente particiones guia de
un entero. Discutimos con mds detalle el algoritmo en la Seccién [£.5.4] La
Tabla muestra las particiones generadas por el algoritmo. Nuestro algo-
ritmo observé que para x € {(‘;), (;’L) cee (;)} no existen particiones guia,
esto reafirma, para 3 < n < 7, el resultado del Teorema que establece
una cota inferior para el anti-thickness geométrico de K,,. Por otro lado, no
generamos las particiones para Ky ya que debido al tamano de los archivos
binarios generados con el algoritmo de biisqueda de thrackles no fue posible
disenar un algoritmo con el mismo disefio de los discutidos en la Seccién |4.5.4]
Esto es porque requerimos de cargar los archivos binarios a la memoria fisica
para reducir las lecturas a disco, sin embargo los archivos relacionados con
K10 son demasiado grandes para la memoria. Una alternativa es partir los
archivos en otros de menor tamano pero esto incrementaria las lecturas a
disco al cargar y descargar archivos a memoria y ademés requeriria que di-
senaramos otra estrategia para estas tareas por lo que decidimos no examinar
estos archivos.

Usando las particiones de la Tabla disenamos una serie de algoritmos
que buscan thrackles disjuntos usando estas particiones como gufa. Como hay
cerca de catorce algoritmos para realizar esta tarea, expondremos solamente
uno de ellos en el Algoritmo [7] de la Seccién [£.5.5] los otros algoritmos son
similares a este. Como resultado de estos algoritmos podemos dar el siguiente
teorema:

Teorema 4.4.1. Sea P = {aj,as,...,a,} una particién guia para Kg o
para Ky. No existe, para ningin dibujo diferente del convexo, una coleccion
D ={1,Ts,...,T,} de thrackles disjuntos tales que |E(T})|= a1, |E(Ty)|=
as, ..., |[E(Tn)|= am.

Demostracion. Se sigue del resultado de la ejecucién de los algoritmos para
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n
n | Particiones guia de (2>

{8,7,7,6}
{7,7,7,7}
{9,8,8,8,3}
{9,8,8,7,4}
{9,8,8,6,5}
{9,8,7,7,5}
{9,8,7,6,6}
9 {9,7,7,7,6}
{8,8,8,8,4}
{8,8,8,7,5}
{8,8,8,6,6}
{8,8,7,7,6}
{8,7,7,7,7}

Tabla 4.8: Particiones de enteros del nimero de aristas de Kg y de K.

evaluar colecciones de thrackles. Los algoritmos encuentran que, para ninguna
particién de la Tabla [4.8 existe una coleccién de thrackles disjuntos cuyo
numero de aristas corresponde a las particiones guia de Kgy K. ]

Estos resultados tienen implicaciones sobre la cota inferior del anti-thickness
geométrico de K,, para n € [3,9]. Debido a que el nimero de elementos en
las particiones guia es menor a n — b /2n + }L — %J y como no encontramos
ninguna descomposicién en thrackles usando alguna de las particiones guia,
podemos concluir que el anti-thickness geométrico de K, es mayor o igual a
n — b /2n + }l — %J Lo que confirma la discusion de la cota inferior en la
Seccién [4.11

4.5. Algoritmos

En esta Seccion presentamos los algoritmos usados en este trabajo. Em-
pezamos describiendo el algoritmo para encontrar thrackles, de cualquier
tamano, dado un conjunto de puntos en posicion general en el Algoritmo
Después hablamos del algoritmo usado para encontrar la interseccion de dos
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thrackles con el mismo nidmero de aristas en el Algoritmo 2] Luego, explica-
mos el algoritmo que implementamos para encontrar colecciones de thrackles
maximos de K, con el Algoritmo [3] Explicamos también como generamos
las particiones guia de un entero con el Algoritmo [0 y como usamos esas
particiones para buscar colecciones de thrackles con un algoritmo exhaus-
tivo en el Algoritmo [7] Después, mostramos el algoritmo para encontrar el
anti-thickness de un dibujo especifico con el Algoritmo [§ Finalmente, ha-
blamos del algoritmo para calcular el nimero de cruce de un thrackle con el
Algoritmo [10]

En la Figura explicamos cémo se relacionan los algoritmos con los re-
sultados obtenidos. En esta figura ilustramos los resultados con rectangulos
delineados continuamente y los algoritmos con rectangulos con lineas pun-
teadas.

Los algoritmos fueron implementados en el lenguaje C++ en su versién 5
(2017); las implementaciones fueron ejecutadas en un cluster con las siguien-
tes caracteristicas:

s Procesador de 8 nicleos con velocidad de 1.5 GHz.
» Memoria RAM de 64 GB.
» Almacenamiento en disco duro de 128 GB.

Como nuestra implementacién no estd paralelizada, cada proceso corre en
un solo procesador. Por lo que las comparaciones con el tiempo tedrico son
hechas tomando en cuenta solo un procesador de 1.5 GHz.

Para almacenar informacién utilizamos, principalmente, una estructura
de datos llamada vector. Un vector es un contenedor que representa a un
arreglo que puede cambiar de tamano. Podemos acceder al vector igual que
se hace con un arreglo (usando el operador []) con la misma complejidad.

4.5.1. Algoritmo para encontrar thrackles con k aristas

A continuacion presentamos un algoritmo para resolver el siguiente pro-
blema:

Problema: Dado n, deseamos encontrar todos los thrackles de tamano
k de todas las graficas completas K, (S), donde S es un conjunto de n
puntos.
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Figura 4.9: Ilustramos la relacién entre algunos de los algoritmos y los resul-
tados que describimos en esta tesis. Las flechas indican que algtin resultado
o algoritmo usé el resultado o el algoritmo al que estda apuntado. Por ejem-
plo, el algoritmo de descomposiciones por particiones guia usa el algoritmo
de busqueda de thrackles con k aristas y a su vez el resultado de dicho al-
goritmo esta relacionado con la cota superior. Por otra parte, mejoramos la
cota inferior del anti-thickness geométrico usando el resultado de la inter-
seccién entre thrackles maximos, para obtener este resultado buscamos los
thrackles maximos para cada tipo de orden usando el algoritmo de busqueda
de thrackles con k aristas.
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Entrada: Un entero n, con 3 < n < 10 y un entero k, con n < k.

Salida: Por cada tipo de orden de m puntos, una lista de todos los
thrackles de tamano k£ inducidos por el conjunto.

Este algoritmo requiere tres pasos de preparacién para funcionar. Descri-
bimos estos pasos a continuacion. Para cada tipo de orden S:

1. Leer y almacenar el archivo que contiene el tipo de orden S. Los puntos
se almacenan en un vector de tamano n donde cada elemento es un
objeto que contiene las coordenadas = y y de cada uno de los puntos

de S.

2. Generar y almacenar las aristas de la grafica completa inducida por S.
Para cada punto almacenado p;, creamos todas las aristas (no dirigidas)
que tienen como punto inicial a p; y como punto final a p;, donde
t+1 < j < n. Las aristas son almacenadas en un vector de tamano (g)

y las etiquetamos con enteros desde 0 hasta (g) — 1.

3. Construir la matriz de disyuncion. Construimos una matriz binaria de

(g) X (;) La matriz es almacenada en un arreglo de arreglos convencio-
nal. Cada indice de las filas y de las columnas representa a cada una de
las aristas de K,(.S), de manera tal que la fila i representa a la arista
que tiene la etiqueta ¢, consideramos que la enumeracion de las filas y
columnas de la matriz empieza desde 0, por lo que i € [0, (;‘) —1]. Esto

ocurre de la misma manera para las columnas.

La matriz de disyuncion tiene un 0 en la entrada (i, j) si las aristas i y
jJ se cruzan o comparten un vértice, y tiene un 1 en en la entrada (i, j)
si las aristas ¢ y j son totalmente disjuntas. Es decir, construimos la
matriz de adyacencia de la grafica D(S5).

A continuacion describimos el algoritmo para encontrar thrackles de ta-
mano k, este algoritmo usa la matriz de disyuncién construida en el paso
descrito anteriormente. El pseudocddigo se encuentra en el Algoritmo [I}

El algoritmo que disenamos utiliza la técnica de backtracking, recordemos
que se desea encontrar todos los thrackles de tamano k. Para nosotros, un
solo thrackle de tamano k es una solucién. Una solucion es almacenada en
un vector C. Almacenamos las etiquetas de las aristas que conforman un
thrackle de tamano £ en las entradas del vector.



4.5. ALGORITMOS

Algoritmo 1: Algoritmo para encontrar todos los thrackles de ta-
maio k.

1 funcién EncontrarThrackle (n, k)
Entrada: Un entero n, un entero k.
Salida : Una lista de thrackles de tamano k para cada tipo de
orden de n.

2 Sea C' un vector de tamano k + 1; C[0] «+ 0
3 Cli]<~ NILparal <i<k+1
4 inters_flag < true
5 curr_size < 0
¢ while C[0] < (3) do
7 while curr_size< k do
8 inters_flag = true
9 if Clcurr_size] > (}) then
10 curr_size ¢ curr_size —1
11 if curr_stze <0 then
12 L return Lista L y thrackle_counter
13 Clcurr_size] < C[curr_size| + 1
14 continue
15 for i < 0...curr_size—1do
16 inters_flag=inters_flag &&
17 matrix|[C[i]][Ccurr_size]
18 if inters_flag == False then
19 Clcurr_size] < Clcurr_size| + 1
20 continue
21 else
22 if curr_size+1 ==k then
23 thrackle_counter < thrackle_counter + 1
24 Almacenar C' en una lista de vectores L.
25 continue
26 Clcurr_size + 1] < C|[curr_size| + 1
27 curr_size ¢ curr_size +1
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En cada iteracién, el algoritmo verifica si ya se han encontrado k aristas
que se intersectan a pares, para evaluar la interseccién se usa la matriz de
disyuncion.

Supongamos que el vector C' tiene entradas desde C[0] hasta C[j] y que
Jj+ 1 < k. Esto quiere decir que las aristas C[0], C[1],...,C[j] forman un
thrackle con j + 1 aristas. El algoritmo buscaria extender el tamano de este
thrackle en uno. Para esto hacemos C[j + 1] = C[j] + 1 y verificamos si
C[j + 1] intersecta a C[0],C[1],C12],...,C[j — 1], C][j]. Si lo hace, entonces
C[j + 1] forma parte del thrackle y ahora el thrackle tiene j + 2 aristas.
En caso contrario hacemos C[j + 1] = C[j + 1] + 1, es decir, se descarta la
arista que estaba en C[j + 1] y es reemplazada por la arista subsecuente en
la etiquetacion.

Si en algiin momento la entrada C[j] tiene un valor mayor o igual a (g),
esto es, que ya agotd los valores posibles para representar alguna arista en K,
entonces, se incrementa el valor de la entrada C[j — 1] en uno y se continua
la verificacion a partir de esta entrada. Esto permite que el algoritmo realice
el proceso de backtracking.

Si el vector C' tiene k entradas, es decir, encontré un thrackle con k aris-
tas entonces almacenamos el contenido del vector C' en una lista de vectores.
Como ya se encontré una solucion y esta ha sido procesada, para buscar
la siguiente solucién, le indicamos al algoritmo que el thrackle tiene actual-
mente tamano k — 1, provocando asi que en la siguiente iteracién se busque
incrementar el tamano del thrackle en uno.

Mostramos un ejemplo de cémo se llena el vector C' en una ejecucién del
algoritmo en la Figura[d.10] En el inicio de la ejecucién del algoritmo, el vector
C esta vacio, es decir, que todas sus entradas tienen un valor nulo. Esto se
representa en la raiz del arbol generado implicitamente por el backtracking.
Podemos pensar que el arbol implicito se construye primero a profundiad,
similar a un recorrido de bisqueda en profundidad (DFS). El primer subérbol
que se genera, después de la raiz, es aquel cuya raiz tiene a C[0] = 0 y las
demés posiciones con un valor nulo, llamemosle 7;. Si atin no se alcanza el
tamano de thrackle deseado, después generamos, como hijo de 7y, el subarbol
cuya raiz tiene a C[0] = 0y C[1] = 1 y las demds posiciones con un valor nulo,
llamemosle r5. Si aun no se alcanza el tamano de thrackle deseado, después
generamos, como hijo de 7y, el subdrbol cuya raiz tiene a C[0] = 0,C[1] =1
y C[2] = 2 y las demads posiciones con un valor nulo. Repetimos este proceso
hasta que alcancemos el tamano de thrackle que buscamos. Cada nodo genera
un hijo siempre y cuando las aristas representadas en C' se intersecten a
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| NIL|NIL|NIL|NIL|

(O|NIL|NIL|NIL|[1|NIL|NIL|NIL|[2| NIL|NIL|NIL

o|1[NIL|NIL]O[2|NIL|NIL]| ™
AT N

Figura 4.10: La figura muestra un ejemplo de cémo cambia el vector C' cuando
se busca un thrackle con 4 aristas para alguna n > 5. En el lado derecho
presentamos un dibujo de una grafica en la que se buscan los thrackles con
4 aristas. Solamente se representan algunas instancias del vector C'. En este
ejemplo suponemos que las aristas con etiqueta 1 y 2 no se intersectan. Es
posible observar que cuando C' = [0,1,2, NIL] no se generan, debajo de ese
nivel, combinaciones con las etiquetas 1 y 2. Se marcan de fondo gris las
soluciones encontradas.

2
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pares. En la Figura [4.10] mostramos un ejemplo de un érbol generado por el
algoritmo que tiene 4 niveles.

En la primera iteracién hacemos C[0] = 0. Esta inicializacién es necesaria
para poner en marcha el algoritmo. De esta manera, el algoritmo encuentra
primero todos los thrackles que contengan a la arista con etiqueta 0 en la
primera posicién. Una vez que la posiciéon C|[0] tenga un valor mayor o igual
a (g), el valor de C|0] serd igual a 1. Esto hara que el algoritmo busque los
thrackles que contengan a la arista con etiqueta 1 en la primera posicion.
Este proceso se repite para todos los valores entre 0 y (;) —1.

Este algoritmo solamente genera soluciones que son thrackles. Puesto que
en C solo se avanza a la siguiente posiciéon cuando se encuentra que la aris-
ta de la posicién actual intersecta a las aristas anteriormente establecidas.
Ademas, el algoritmo genera todos los thrackles con k aristas, si no lo hi-
ciera significaria que no evalué determinada combinacién de aristas. Recor-
demos que las aristas estan etiquetadas con enteros desde 0 hasta (g) — 1.
Supongamos que existe un subconjunto T' = {ay, as,...,a;} de las etique-
tas {0,1,2,..., (’;) — 1} que representa un thrackle de tamano k y que el
algoritmo no evalué. Existe un subarbol cuya raiz, llamemosle r; tiene a
C[0] = ay y, por consiguiente r, tiene como hijo al subérbol cuya raiz, lla-
memosle 75 tiene a C[0] = a1 y a C[1] = as y asi sucesivamente hasta llegar
a un nodo sin hijos que tiene a C[0] = a1, C[l] = ag,...C[k] = ag, si el
algoritmo no evalud esta combinacion, significa que no generé alguno de los
subarboles, en la linea 25 del algoritmo, que tienen como descendiente al no-
do C[0] = a1, C[1] = ag,...C[k] = ai y esto sucede cuando existe al menos
un par de aristas a;,a; € T' que son disjuntas. Esto contradice la suposicién
de que T representa un thrackle, por lo tanto, si 1" es un thrackle, entonces
el algoritmo lo evalia, esto sucede en el ciclo for de la linea 15.

Para el caso particular de la entrada C[0], se toman los valores en el rango
[0, (g)} . Las combinaciones que se descartan, al hacer la evaluacion en la linea
18, son aquellas que no forman un thrackle, estas son las combinaciones que
contienen al menos una arista disjunta de alguna de las otras aristas de la
combinacion.

Analisis de complejidad

El caso en el que este algoritmo realiza mas calculos es aquel en el que no
se descarta ninguna combinacién de tamano ¢ para t < k y por lo tanto el
algoritmo analiza, en tiempo O(t), cada combinacién en el ciclo de la linea
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n | Tiempo tedrico en cluster | Tiempo real en cluster
10 2113.99 anos 3 dias

9 257.01 anos 12 minutos

8 24.36 anos 6 segundos

Tabla 4.9: Tiempo de ejecucién tedrico del algoritmo y tiempo real de ejecu-
cion en el cluster.

15. Para establecer el costo computacional del algoritmo es necesario saber
cuantas combinaciones de tamano t existen para cada t < k y multiplicar es-
to por el costo de evaluar cada combinacién. Como hay (g) aristas y estamos

n
suponiendo que cualquier combinacion de tamano t es vélida, existen ((i))

n

2

combinaciones de dicho tamano. Se necesitan t((t)> operaciones para eva-

luar todas las combinaciones de tamano ¢. En nuestro caso t € [1,10], por lo
tanto el costo computacional del algoritmo, en el peor caso es:

0 (zt(<t>)> o (D)o @) (D) s 10( V)

(n?) 4+ O(n*) + O(n®) +--- + O(n*)
20)

=0
O(n

9

(4.6)

para cada tipo de orden de n puntos.

En teoria, el tiempo que necesitariamos para ejecutar este algoritmo en
el cluster es significativo. En la Tabla [4.9) mostramos cudnto tiempo es re-
querido por este algoritmo con complejidad O(n?) tomando en cuenta la
velocidad de procesamiento del cluster. También mostramos cuénto tiempo
tardd su ejecucién para n = {8,9,10}.

Los datos de los thrackles maximos encontrados para cada 3 < n < 9
pueden ser descargados de la liga [3 del Apéndice [E] el archivo para n = 10,
separado debido a su tamano, puede ser descargado de la liga |4 del mismo
Apéndice.
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4.5.2. Algoritmo para la interseccién de dos thrackles

Dados dos thrackles con el mismo nimero de aristas, con un arreglo de en-
teros que represente a sus aristas, aprovechamos el ordenamiento lexicografico
para hacer la operacién de interseccion de thrackles en tiempo lineal. Sea A y
B dos vectores que representan las aristas de dos thrackles, con |A|= |B|= k.
El Algoritmo [2|entrega la interseccién de A y B y la almacena en un conjunto
C. Este algoritmo es secuencial y visita en el peor caso todas las entradas
de los dos vectores, en nuestra implementacion, los thrackles almacenan la
informacion de sus aristas en un vector de tamano (g) para cada n en el
rango [3, 10].

Algoritmo 2: Interseccién de dos conjuntos ordenados en tiempo

lineal.

1 funcion Intersection (A, B, C)
Entrada: Dos conjuntos A, B del mismo tamafio y un conjunto C'
Salida : Un conjunto C' con la interseccién de A y B

21+ 0

3 7+0

4 while i < k and j < k do

5 if Afi] < B[j] then
6 1+ 1+1

7 continue

8 if Afi] == B[j] then
9 C +— CU{A[i]}
10 14— 1+1

11 j+—J+1

12 continue
13 if Afi] > BJ[j] then
14 j—7+1

15 continue

4.5.3. Algoritmo para encontrar colecciones de thrac-
kles maximos de K,

Aqui presentamos un algoritmo para resolver el siguiente problema:
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Algoritmo 3: Busqueda de colecciones de thrackles maximos que
inducen una descomposicién de K,

1 funcién FindThrackleCollections (n, ot)
Entrada: Un entero n, un entero ot que representa algun tipo de
orden valido de n.
Salida : Las combinaciones de At,(kK,) thrackles maximos que
pueden inducir una descomposicion del dibujo de K,
inducido por el tipo de orden ot.

c(—n—b/Qn—i—%—%J

N

if solution cubre las aristas de K,, then
L Almacenar solution en una lista de soluciones.

3 T < coleccion de thrackles maximos del tipo de orden ot
4 k<« |T|

5 C «+ combinaciones de tamano ¢ del conjunto {1,2,...,k}
6 foreach t € C' do

7 solution < {T[t[1]],T[t[2]],..., T[t[k]]}

8

9

Problema: Para cada tipo de orden de n puntos, con 3 < n < 10, deter-
minar si existen y, si es el caso, encontrar las colecciones de thrackles
maximos que pueden inducir una descomposicion de K,.

Entrada: Un entero n, con 3 < n < 10.

Salida: Para cada tipo de orden de n puntos, una lista de colecciones
de thrackles maximos que pueden inducir una descomposicion de K,.

El algoritmo que disennamos para este resultado es exhaustivo y secuencial.
Este algoritmo necesita un paso de preparacion para funcionar: Para cada
tipo de orden, para 3 < n < 10, examinamos cuales tienen al menos n —

b /2n + }l — %J thrackles maximos. De los resultantes, examinamos cuales

tipos de orden cubren, con la unién de sus thrackles méximos, todas las
aristas de K.

Después de la etapa de preparacién, podemos empezar la busqueda de
las colecciones de thrackles maximos. Mostramos el pseudocédigo en el Al-
goritmo [3} Una vez que sabemos cudles son los tipos de orden candidatos a
tener una coleccién de thrackles maximos que induzcan una descomposicion
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de K,, buscamos de manera exhaustiva todas las combinaciones posibles de
n— b /2n + i — %J thrackles maximos. En nuestro pseudocédigo el niimero

de thrackles maximos para cierto tipo de orden es denotado por k. Para cada
una de las combinaciones verificamos si esta cubre o no a las aristas de K,,. Si
la combinacion cubre, almacenamos las etiquetas en una lista de soluciones
y examinamos la siguiente combinacién. En caso contrario descartamos esa
combinacion y continuamos examinando.

Las combinaciones fueron generadas usando el algoritmo descrito en Knuth
(2011a)). Mostramos el pseudocédigo del algoritmo para generar las combi-
naciones en el algoritmo [4] en la pégina [75] Dado un entero k, si queremos
generar las combinaciones de un conjunto con cardinalidad ¢, el Algoritmo [4]

tiene complejidad de O ((IZ)) = O(k°).

En nuestro trabajo, c es fija para cada n ya que hacemos ¢ = At (K,).

Recordemos que At,(K,) =n — b /2n + i — %J . Sin embargo, el nimero de

thrackles maximos, k, depende de dos parametros: uno es n y el otro es el
tipo de orden de tamano n con el que trabajemos. Por ejemplo, paran = 6 el
tipo de orden 1 tiene 13 thrackles maximos, por lo que buscariamos generar
las (133) combinaciones. Por otro lado, el tipo de orden 7 tiene 5 thrackles
maximos, por lo que buscariamos generar las (g) combinaciones. Esto tiene

un impacto en la complejidad del algoritmo.

SeaC = {c1, ¢, ..., ¢k} una combinacién generada por el algoritmo[d] ¢; €
C representa una etiqueta de un thrackle maximo. Recordemos que el algorit-
mo entrega, para cada tipo de orden de tamafo n, una lista {C1,Cs,...,C;},
donde cada C; es una coleccion de thrackles maximos que pueden inducir una
descomposicién de K,. Por ejemplo, si C; = {23,45,99} entonces C; repre-
senta una coleccion de tres thrackles maximos, los cuales tienen etiquetas
23, 45 v 99 respectivamente. Es posible buscar en el archivo generado por el
Algoritmo [I} que busca thrackles con k aristas, el thrackle que corresponde
con determinada etiqueta y realizar operaciones sobre este.

Para cada combinacién calculada, el algoritmo verifica si esta cubre o no
a las aristas de K,,. Hacemos esta verficacion con un algoritmo secuencial que
recorre el arreglo de aristas de cada thrackle identificado por las etiquetas
de la combinacién. En nuestra implementacion cada thrackle de K, tiene
asociado un arreglo de (2) posiciones.
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Algoritmo 4: Algoritmo de Knuth para generar las combinaciones
de tamano ¢ del conjunto {0,1,2,...,n —1}.

1

© 00 N O ok

10
11

12
13

14
15

funcién KnuthCombinations (n,t)
Entrada: Un entero n, un entero t con 0 <t <n
Salida : Las combinaciones de ¢ elementos de los n nimeros en el
conjunto 0,1,2,...,n — 1.

for j=1...tdo

| e+ -1
cft+1] <mn
cft+2] «0
L2:
Almacenar la combinacién c[t], c[t — 1],. .., ¢[0].
71
while ¢[j] + 1 ==¢[j + 1] do

L clj) j—1

jJ+1

if 7 >t then

L return
clj] eyl +1
goto L2
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n Numero maximo de Aty () Numero de
thrackles en un T.O. groom combinaciones

6 5 3 10

7 16 4 1,820

8 49 5 1,906,884

9 134 6 7,177,979,809

10 333 6 1,809,928,822,548

Tabla 4.10: Se cuantifica el nimero de combinaciones a examinar por el
algoritmo para el tipo de orden valido con mas thrackles de cada 3 < n < 10.
Para los casos de n = {3, 4,5} no existen tipos de orden diferentes al convexo
tal que la unién de thrackles maximos cubra las aristas de K,,.

Analisis de complejidad

Seaxr =n— b /2n + i — %J para un tipo de orden valido, es decir, un tipo

de orden con al menos x thrackles maximos, de tamano n, con k thrackles
maximos, el Algoritmo |3| genera las (9’2) combinaciones y después, para cada
una, examina, en tiempo O(x - n?), si esta cubre o no a las aristas de K,.
Este algoritmo tiene complejidad, para un tipo de orden de n puntos:

o (")) =0 () mowwr an

Es importante notar que la complejidad establecida en la Ecuacién
es para un tipo de orden. Nosotros ejecutamos este algoritmo para cada tipo
de orden valido. Para saber cudntos thrackles maximos hay en determinado
tipo de orden usamos el Algoritmo [I] descrito en la Seccién En la
Tabla damos un panorama de los valores que toma k para 6 < n < 10.

k
Con esto ilustramos también los valores que toma ( , es decir, el nimero
x

de combinaciones a evaluar por el algoritmo en el peor caso.

A pesar de que la complejidad descrita por la Ecuacion es bastante
grande, en la ejecucion que realizamos obtuvimos tiempos de ejecucion acep-
tables para el trabajo. En la Tabla describimos el tiempo de ejecucién
necesario para los tipos de orden de tamanos n = {8,9, 10} que tiene el mayor
nimero de thrackles maximos y no es el convexo, y el tiempo de ejecucion
que tomé analizar todos los tipos de orden validos. Podemos notar que a
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n | m | Tiempo de ejecucién tedrico | Tiempo de ejecucién real
S | 94 2 x 10%Y afos 0.70 segundos

9 | 213 3 x 10'%3 anos 25 minutos

10 | 459 1.3 x 10™ afos 4 dfas y 2 horas

Tabla 4.11: Mostramos el tiempo de ejecucién real del algoritmo para todos
los tipos de orden. La segunda columna indica cuantos thrackles maximos
hay en como méaximo en alguin tipo de orden valido para cada n. La tercera
columna indica cuanto tiempo necesitaria para acabar, en el peor caso. La
ultima columna indica cudnto tiempo se necesité en realidad.

pesar de que en el caso de Ko hay aproximadamente 1.8 2 combinaciones
posibles para uno de los tipos de orden de 10 puntos, el algoritmo termina
en un tiempo considerable para nosotros. Esto ocurre porque no todas las
combinaciones posibles cubren las aristas de la grafica completa, el algorit-
mo descarta una combinacién cuando ninguno de los thrackles maximos de
la coleccién cubre alguna arista en particular.

4.5.4. Algoritmo para generar particiones guia de un
entero

El algoritmo proporcionado en Knuth| (2011b)) genera las particiones de
algin entero n con O(n?) operaciones, mostramos el pseudocddigo en el Al-
goritmo 5| Una vez que las particiones son generadas, examinamos aquellas

que tengan menos de n — L, /2n + ;11 — %J elementos y evaluamos si son vali-
das. Una particion P, de tamano n — b /2n + %1 - %J, de n es una particion

guia si 1) todo elemento de P es menor o igual a n y 2) si algin p; € P es
igual a n, entonces solamente hay una ocurrencia de p; en P.
Nuestra funcién para evaluar si una particién es una particién guia con-

siste en visitar cada posicion de un arreglo con a lo sumo n — b /2n + }l — %J

elementos y verificar que solamente exista una ocurrencia de n. Mostramos
el pseudocddigo en el Algoritmo [6] Esta tarea requiere analizar, en tiempo
O(1) cada una de los elementos del arreglo, cuyo tamano es O(n), por ello
la prueba tiene complejidad lineal. Esta funcion es usada por el algoritmo de
generacion de particiones guia.
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Algoritmo 5: Algoritmo de Knuth para generar las particiones de
un entero n.

1

[=2 T L BNV V]

®

funcién KnuthPartitions (n)
Entrada: Un entero n, con n > 1.
Salida : Las particiones P = {ay,as, ..., ax} del entero n, tal que
ay >as > ... > ap}ya+ay+---+ag=n.
Pl . ay< 0, m+«+1
P2. a,, + n, q getsm — [n = 1]
P3. Almacenar la particién {aq, as, ..., ax}.
if a, # 2 then
L goto P5

Pd a,<~1qg<qg—1, m+m+1, ay + 1.
goto P4

9 P5.if ¢ == 0 then

10

11
12
13
14
15

16
17

18
19
20
21
22

L return

else
T4 ag—1
(g < T
n<m-—q-+1
m+—q+1

P6. if n < z then
L goto P2

else
A < T
m<+—m+1
n<mn-—=ux
goto P6
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Algoritmo 6: Algoritmo para evaluar si una particion es valida o
no.
1 funcién ParticionValida (n, P)
Entrada: Un entero n, una particiéon P de n de tamano k.
Salida : true, si la particion P es valida, false en otro caso.

2c+0
3 foreach i € P do
4 if 7> n then
5 L return false
6 if ¢ ==n then
7 L c+—c+1
if ¢ > 1 then
9 L return false

10 return true

Analisis de complejidad

El algoritmo para generar las particiones de un entero n tiene compleji-
dad O(n?). Adicionalmente, nosotros verificamos que las particiones tengan

menos de n — b /2n + i — %J elementos en tiempo lineal. Luego, para cada

particion con el tamano deseado, evaluamos si es valida o no. El costo total
de este algoritmo es:

O(n*-n-n) = 0(n*)

La razén principal por las que definimos las particiones guia es porque
pueden ser utilizadas como guia para buscar descomposiciones de K,, donde
cada elemento de la particion indica el tamano de un thrackle. A continuacién
presentamos como utilizamos estas particiones para construir una serie de
algoritmos.

4.5.5. Algoritmo para encontrar descomposiciones por
thrackles de K, usando particiones guia
Este algoritmo fue disenado para resolver el siguiente problema:

Problema: Dada una particion P = {ay,as,...,a,} de un entero n
con m < Aty(K,), deseamos encontrar si existe, para algin dibujo de
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n | Particiones validas de (Z)

{8,7,7,6}
{7,7,7,7}
{9,8,8,8,3}
{9,8,8,7,4}
{9,8,8,6,5}
{9,8,7,7,5}
{9,8,7,6,6}
9 {9,7,7,7,6}
{8,8,8,8,4}
{8,8,8,7,5}
{8,8,8,6,6}
{8,8,7,7,6}
{8,7,7,7,7}

Tabla 4.12: Particiones de enteros del nimero de aristas de Kg y de Ky.

n, una coleccién C = {1, Ts, ..., T,,} de thrackles disjuntos tales que
|E(T;)|= ai.

Entrada: Una particién guia P de n.

Salida: true si existe una coleccién de thrackles con las caracteristicas
descritas en el problema. false en otro caso.

Como resultado del algoritmo para encontrar particiones guia descrito en
la Seccién , tenemos una lista de particiones guia para n € {8,9} que
presentamos en la Tabla[4.12] En esta funcién cargamos a memoria los datos
de los thrackles. En el caso de Kjj los archivos de los thrackles maximos y
thrackles con 9 aristas exceden el tamano de la memoria del cluster, por ello
las particiones de n = 10 no fueron evaluadas en este trabajo.

A continuacién presentamos, con un caso particular, el esquema gene-
ral de los algoritmos usados para verificar si existen colecciones de thrackles
cuyos tamanos correspondan a los elementos de una particion. Este algo-
ritmo utiliza la técnica de backtracking, presentamos el pseudocddigo en el
Algoritmo [7]

Para el funcionamiento de este algoritmo es necesario tener los datos de
los thrackles de cada tamano indicado por la particion, Por ejemplo, si se
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Algoritmo 7: Algoritmo para buscar una coleccién de thrackles
disjuntos de K, dada una particién guia de n.

1 funcién 8876 (n, P)
Entrada: Un entero n, Una particiéon guia P de n de tamano k.
Salida : true, si existe una coleccién de thrackles disjuntos en la
que los tamanos de los thrackles corresponden a los
elementos de P; false en otro caso.

2 Begin
3 Sea Z un vector booleano de 28 posiciones. for i < 0...28 do
4 | Z[i]=0
5 end
6 Almacenar el estado actual de Z en el arreglo Z;.
7 foreach Thrackle A de tamarno 8 do
8 Sea A.bedges el vector booleano que representa las aristas de
A.
9 for 1 <~ 0...26 do
10 if A.bedges|i] == 1 then
11 if Z[i{] == 1 then
12 Restaurar Z a Z;.
13 Descartar thrackle actual y continuar con el
siguiente de tamano 8.
14 end
15 else
16 | Z[i] + 1
17 end
18 end
19 end
20 Almacenar el estado actual de Z en el arreglo Zs.
21 foreach Thrackle B de tamano 7
22 Sea B.bedges el vector booleano que representa las aristas
de B.
23 for 1 < 0...26 do
24 if B.bedges[i| == 1 then
25 if Z[i] ==1 then
26 Restaurar Z a Z5.
27 Descartar thrackle actual y continuar con el
siguiente de tamano 7.
28 end
29 else
30 | Z[i] 1
31 end
32 end
33 end
34 end
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36
37 Almacenar el estado actual de Z en el arreglo Z3.;
38 foreach Thrackle C de tamano 7 do
39 Sea C.bedges el vector booleano que representa las aristas de
C.;
40 for 1 < 0...26 do
41 if C.bedges|i] == 1 then
42 if Z[i] ==1 then
43 Restaurar Z a Zj.;
44 Descartar thrackle actual y continuar con el
siguiente de tamano 7.;
45 else
46 | Zli] + 1;
a7 Almacenar el estado actual de Z en el arreglo Z4.;
48 foreach Thrackle D de tamano 6 do
49 Sea D.bedges el vector booleano que representa las aristas
de D.;
50 for 1 < 0...26 do
51 if D.bedges|i] == 1 then
52 if Z[i] == 1 then
53 Restaurar Z a Zy.;
54 Descartar thrackle actual y continuar con el
siguiente de tamano 6.;
55 else
56

| Z[i] « 1
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trabaja con n = 8 y la particién guia es {8,7,7,6}, se debe usar la funcién
de biisqueda de thrackles con k aristas descrita en la Seccién [4.5.1] para buscar
los thrackles con ocho, siete y seis aristas. No es necesario tener dos archivos
diferentes para cada uno de los dos thrackles de tamano siete, es suficiente
tener un archivo para cada tamano diferente.

Tomemos el caso de la primera particién de ocho, P = {8,7,7,6}, en este
caso queremos verificar si existe o no una coleccién de cuatro thrackles, uno
de tamano ocho, dos de tamano siete y uno de tamano seis, tal que sean
disjuntos a pares. Para buscar esta coleccién, podemos disenar un algoritmo
que evaltie exhaustivamente la interseccion de cada thrackle A de tamano
ocho, con cada thrackle B de tamano siete. Si existen A y B disjuntos,
verificamos que exista algiun thrackle C' de tamano siete que sea disjunto con
Ay con By, finalmente, si existe, buscamos un thrackle D, de tamano seis
que sea disjunto con A, By C.

Para verificar que los thrackles sean disjuntos, mantenemos un arreglo
booleano Z de (g) posiciones. Cuando se analiza un thrackle T' de tamano
8 recorremos el arreglo de aristas de 7, cuyo tamano es también (2) Como
T tiene 8 aristas entonces el arreglo de aristas de 7' tiene exactamente 8
posiciones con valor uno y el resto con valor cero. Para cada posicion p de T'
cuyo valor sea uno, marcamos la misma posiciéon en Z con uno. Esto significa
que el thrackle T" cubre a la arista p.

Si en algin momento debemos marcar alguna posiciéon p del arreglo Z y
esta ya tiene un valor de uno, entonces un thrackle anteriormente analizado ya
cubre esa arista y por lo tanto el thrackle que se estd verificando actualmente
no es disjunto con alguno anterior. Por lo tanto descartamos ese thrackle y
continuamos verificando con el thrackle subsecuente del archivo.

Si no encontramos ningin thrackle que sea disjunto con los anteriormente
analizados, el algoritmo descarta el iltimo thrackle que fue compatible con los
demas y contintia con el siguiente del mismo tamano del thrackle descartado.

El algoritmo termina, retornando un valor true, cuando encuentra un
thrackle con ocho aristas, dos con siete aristas y uno con seis aristas, que son
disjuntos a pares o bien, cuando no hay més thrackles que analizar. En este
ultimo caso el algoritmo retorna un valor false. Este algoritmo evalta en el
peor caso todas las combinaciones posibles de cuatro thrackles con tamanos
8,7,7 y 6 respectivamente.

En nuestra implementacion, decidimos almacenar los datos de los thrac-
kles en la memoria del cluster para que el acceso fuera mucho mas réapido
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que leer repetitivamente los archivos creados por el algoritmo de busqueda
de thrackles con k aristas presentado en la Seccion [4.5.1]

Para las particiones gufa presentadas en la Tabla[f.12] en la algunos de los
casos no fue necesario construir funciones que evaluaran toda la particién. Pa-
ra el caso de n = 9 y las particiones {9, 8,8,8,3}, {9,8,8,7,4}, {9,8,8,6,5}
construimos un algoritmo que verifica la existencia de una colecciéon de th-
rackles de tamafios nueve, ocho y ocho ya que la secuencia {9, 8,8} se repite
en los tres casos, encontramos que no existen tres thrackles con nueve, ocho
y ocho arsitas respectivamente que sean disjuntos por lo que no fue necesario
hacer un procedimiento para cada una de las tres secuencias mencionadas.
Para las particiones {9,8,7,7,5}, {9,8,7,6,6}, {9,7,7,7,6} construimos un
algoritmo que verifica la existencia de una coleccién de thrackles de tamanos
nueve, siete, siete, siete y seis. Para ninguna de estas particiones guia se en-
contraron los respectivos thrackles disjuntos. Para el resto de las particiones
guia de n = 9 escribimos un algoritmo para cada una. Para las dos particiones
guia de n = 9 construimos dos algoritmos.

Las funciones construidas permitieron dar el resultado del Teorema [4.4.1
de la Seccién [£.4] Estas funciones pueden encontrarse en la liga [7] del Apéndi-

ce [El

Analisis de complejidad

La complejidad de este algoritmo esta dado por el nimero de thrackles de
cada tamano establecido por la particién. Si existen k thrackles de tamano 8,
m thrackles de tamanio 7'y ¢ thrackles de tamano 6, el algoritmo realiza O(k -
m? - q) operaciones. Nétese el exponente de m en la complejidad, recordemos
que la particién guia es {8,7,7,6} esto implica que por cada thrackle de
tamano 7, verificaremos con cada uno de los otros thrackles de tamano 7 y
por ello debemos considerar m x m en la complejidad.

De manera general para una particién guia P = {aq, as, ..., ay}, si exis-
ten t; thrackles de tamano a;, en el peor caso hay

(- (5)

thrackles de tamano a;. La Ecuacion [£.§] alcanza su méximo cuando a; = n.
Por lo que un algoritmo exhaustivo como el aqui presentado que usa como
particion guia una particion que tiene m elementos tiene, en el peor caso,
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o((3)) -0

Por otro lado se minimiza cuando a; = 1, por lo que el algoritmo tiene
como mejor caso una complejidad de :

()= ()

4.5.6. Algoritmo para encontrar el anti-thickness de
un dibujo de K,

una complejidad de

El algoritmo presentado en esta Seccion resuelve el siguiente problema:

Problema: Dado un conjunto de n puntos en posicién general deseamos
encontrar el anti-thickness de la grafica geométrica completa inducida
por el conjunto.

Entrada: Un conjunto de n puntos en posicién general.

Salida: El anti-thickness de la grafica completa inducida por el conjunto
de puntos.

Este es un algoritmo exhaustivo y recursivo que usa la técnica de back-
tracking para encontrar el anti-thickness de un dibujo de K,,. El algoritmo
realiza esta tarea buscando colecciones de thrackles cuyo tamano sea mini-
mo, como en la Definicién [5| de anti-thickness de un dibujo presentado en la
Seccién 2.2

Este algoritmo construye, implicitamente, un arbol en el que cada nodo
es un thrackle y un camino desde la raiz hasta algin nodo es una coleccion de
thrackles. Una coleccién de thrackles es una descomposicién si la interseccion
a pares de cada thrackle en la coleccion es vacia y si la union de las aristas
de todos los thrackles es igual al conjunto de aristas de K,,. Decimos que dos
thrackles son compatibles si su interseccién es vacia. En este arbol la raiz es
el nivel cero, los hijos de la raiz son el nivel 1, los hijos de los hijos de la
raiz son el nivel 2 y asi sucesivamente. El algoritmo baja de nivel en el arbol
cuando encuentra un thrackle compatible con el resto de los thrackles que ya
estan en la coleccion.
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El algoritmo busca el thrackle de mayor tamano posible en cada llamada
recursiva para intentar agregarlo a la coleccién. Para poder agregarlo debe
ser disjunto con los thrackles que ya existan en la coleccién. El algoritmo
termina cuando no puede encontrar mas colecciones de thrackles que cubran
la grafica completa y que tenga tamano minimo o bien, cuando las colecciones
que encuentra son mas grandes que el anti-thickness encontrado actualmente.

Este algoritmo requiere que se lean los puntos y se induzca la grafica
completa asi como la inicializacion de la matriz de disyunciéon de la misma
que mencionamos en la Secciéon del algoritmo de bisqueda de thrackles
con k aristas.

En el algoritmo representamos un thrackle con un vector de enteros que
representan las etiquetas de las aristas que inducen al thrackle. El vector
de enteros tiene valores desde 0 hasta (72‘) — 1 ya que este es el rango de
etiquetacion de las aristas de K.

Presentamos el pseudocddigo en el Algoritmo [8] donde minAt, matrix,
cols, n y coveredEdges son variables globales. En el pseudocodigo minAt
es un entero que representa el tamano minimo de la coleccion de thrackles
encontrada hasta determinado momento, matrix representa la matriz de dis-
yuncion previamente construida, cols es un entero que representa el niimero
de columnas en la matriz de disyuncién y cols = (g) — 1y coveredEdges es
un vector de enteros que indica cudles aristas han sido cubiertas por alguna
coleccién en determinado momento.

Procedemos a explicar las lineas de este algoritmo para entender mejor
qué es lo que hace. En la linea 2 se verifica si el nivel actual en el arbol es ma-
yor al minimo encontrado hasta el momento. Si es asi la llamada a la funciéon
termina. Esta verificacion es 1til cuando ya se encontré una descomposicion
de K, de tamano t, y el tamano de la colecciéon actual es mayor o igual a
t. Ya que esa coleccién no mejorard el resultado actual de ¢, evitamos seguir
por ese camino. La verificacién de la linea 4 funciona para saber si la colec-
cién de thrackles ya cubre las aristas de la grafica completa. Si la verificacion
es verdadera, quiere decir que se ha encontrado una descomposicion. En la
linea 5 se procede a evaluar si la descomposicién es mas pequena que alguna
encontrada anteriormente, si es asi, se actualiza el valor de minAt en la linea
6. Finalmente, en la linea 7, terminamos la llamada recursiva. El bloque else
de la linea 8 se ejecuta cuando ain no se ha encontrado una descomposicion.
En la linea 9 declaramos un vector de enteros que nos servira para almacenar
los hijos del nodo actual del arbol. El ciclo while de las lineas 10 a la 18 es
en donde se hace la busqueda de thrackles para la descomposicién.
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Algoritmo 8: Pseudcédigo del algoritmo que encuentra el anti-
thickness de una grafica completa inducida por un conjunto de pun-
tos S.

1

2
3

[ B

10
11
12
13
14

15
16
17
18

funcién exhaustive_at (current_thrackle, Level At)

Entrada: Un vector de enteros que representa las aristas de un
thrackle, un entero que representa el tamano de la
coleccion de thrackles actual.

Salida : El anti-thickness de la grafica completa inducida por un
conjunto de puntos.

if Level At > minAt then

L return

if coveredEdges.size() == cols then
if Level At < minAt then
L minAt = Level At

return

else

Sea local _desc un vector de enteros.
while true do
Sea thrackle un vector de vector de enteros.
val < next(local_desc, thrackle, current_thrackle, at)
if val then
L return

local _desc.push_back(thrackle)
coveredFEdges < coveredEdges U thrackle
exhaustive_at(thrackle, Level At 4 1)
coveredFEdges < coveredEdges N thrackle
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En la linea 11 declaramos un vector de enteros thrackle, en él, alma-
cenaremos un thrackle compatible con el thrackle actual current_thrackle.
En la linea 12 buscamos el thrackle compatible més cercano posible usando
una funcion que busca, dada una coleccion de aristas, un thrackle compati-
ble. Para nosotros, la nocién de cercania esta basada en el ordenamiento de
dos thrackles como mencionamos en la Seccién [2.1.2] Explicamos esta fun-
cién mas adelante. Si next encuentra un thrackle, lo almacena en la variable
thrackle y val adquiere el valor de true, en caso contrario val tiene el valor
de false. La linea 13 verifica si se encontré o no un thrackle compatible; si
no se encontro, la llamada recursiva es terminada en la linea 14. La linea 15
agrega el vector thrackle a la lista de descendientes local_desc. Esto indica
que thrackle es hijo de current_thrackle en el arbol. Esta informacién es
usada por el la funcién next. La linea 16 actualiza la lista de aristas cubier-
tas hasta el momento. La linea 17 realiza la llamada recursiva para seguir
bajando en el arbol y verificar si ya se ha cubierto a todas las aristas de K,.
La linea 18 quita de la lista de aristas cubiertas a las aristas cubiertas por
thrackle. Esto permite realizar el backtracking en la siguiente iteracion del
ciclo while.

Para saber cudles aristas han sido cubiertas por la coleccion de thrackles
mantenemos registro de las aristas de cada thrackle haciendo la operacién de
union: El vector coveredEdges contiene enteros desde 0 hasta (g) — 1. Cada
vez que se trabaja con un thrackle compatible se hace la unién del vector
coveredFdges con el contenido del vector que representa al thrackle.

En la Figura [4.11] mostramos un ejemplo de un &rbol que se forma cuando
se ejecuta el algoritmo para la busqueda del anti-thickness de algin dibujo
de Kj, ilustramos un camino desde la raiz hasta un nodo 73. En cada uno
de los nodos se representa la informacion de los thrackles que conforman una
descomposicion de un dibujo de Kg. La grafica Kg tiene 15 aristas por lo
que las etiquetas de las aristas de los thrackles van desde 0 hasta 15. En este
ejemplo, una vez que se encontro la descomposicion de tres thrackles T, 75 y
T3 el valor de min At es igual a 3. Por ello el algoritmo evitara analizar colec-
ciones de 3 o mas thrackles. El algoritmo ignora estas colecciones al terminar
prematuramente las llamadas recursivas en la linea 3 del pseudocddigo.

Una vez que se ha inicializado la matriz de disyuncién podemos hacer la
primer llamada recursiva a la funcién exhaustive_at usando como parame-
tros un vector de enteros vacio y Level At = 0.

Ahora hablaremos acerca de la funcién next presentamos el pseudocodigo
en el Algoritmo [9] Esta funcién encuentra, dado un thrackle 7' de tamano
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T; = {0,1,3,4,5,6}
@ T> = {2,7,8,10,11}

Ty = {12,13,14}

T1 = {0,1,3,4,5,6}

T = {2,7,8,10,11}

@) r, - {9,12,13, 14}

Figura 4.11: En la figura de la izquierda: una descomposicion de algin di-
bujo de Kg por tres thrackles 71,75 y T3. Cuando T es analizado en el
algoritmo, las aristas con etiquetas 0,1,3,4,5 y 6 son agregadas al vector
coveredEdges y después se hace la llamada recursiva con current_thrackle =
Ty y Level At = 1, en esta llamada recursiva el algoritmo next encuentra a
T, v lo agrega como parte de la coleccién al hacer la unién de sus aris-
tas con el vector coveredFEdges. Después se hace la llamada recursiva con
current_thrackle = Ty y Level At = 2, en esta llamada recursiva el algorit-
mo next encuentra a 73 y lo agrega como parte de la coleccion al hacer la
union de sus aristas con el vector covered Edges. Después se hace la llamada
recursiva y se detecta que todas las aristas han sido cubiertas por lo que se
actualiza el valor de minAt y se termina la ultima llamada recursiva. En la
figura de la derecha: Después de terminar la llamada recursiva se descarta Tj
y next busca, a partir de 7T el siguiente thrackle compatible. En este ejem-
plo, se encuentra a T que es un thrackle con 3 aristas. En la coleccion de los
tres thrackles T, T5, Ty falta la arista con etiqueta 9. El algoritmo intentaria
buscar el préximo thrackle, de tamano 1, que cubra esta arista en la siguiente
llamada recursiva. Sin embargo, antes de buscar un thrackle comparara las
variables Level At y minAt. Como son iguales, evitard seguir buscando un
thrackle y finalizara la llamada recursiva descartando asi a Ty. Nétese que en
este momento la instancia del vector local_desc tiene los siguientes elementos:
local _desc = {T3,T,}.
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Algoritmo 9: Algoritmo para encontrar el siguiente thrackle com-
patible.

1

© 00 N O otk W N

[ e
R W N R O

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

funcién next_at
(current_thrackle, descendants, currentAt, found_thrackle)

Entrada: El thrackle actual current_thrackle desde donde se quiere
encontrar otro thrackle compatible, un vector de vectores
de enteros que representa a los descendientes de
current_thrackle, llamado descendants, el mejor tamano
actual de una descomposiciéon de la grafica completa
actual currentAt y un vector vacio found_thrackle para
almacenar el resultado. .

Salida : false si no se encontré un thrackle compatible; true si se
encontrd un thrackle compatible. El resultado es
almacenado en found_thrackle.

Sea missing = {0,1,2,..., (;) — 1} — coveredEdges.
q <+ |missing|
if ¢ > n and currentAt == 0 then
| g« n
end
if ¢ > n and currentAt > 0 then
‘ qg—n—1
end

Sea s el tamano del descendiente mas pequeno i.
if s <q and s> 0 then

| g«
end
if descendants # () then

starting thrackle <
[descendants]i][0], descendants[i][1], . .., descendants]i][q — 1]]

end
else if current_thrackle es mdzrimo o es vacio then

| starting_thrackle < [missing[0], missing[1], ..., missinglq — 1]]
end
else if current_thrackle no es mdximo ni vacio y no hay

descendientes then

‘ starting_thrackle < current_thrackle q < |current_thrackle|
end
p+1
ce < |coveredEdges|
while gp + ce < cols do

‘ p+—p+1
end
if currentAt + p > minAt then

‘ return false
end
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32
33 Sea local un vector de enteros vacio.;
34 while true do
35 val <find next_thrackle(starting thrackle,local);
36 while !val do
37 q+—q—1;
38 if ¢ == 0 then
39 L return false
40 p <+ 1
41 ce < |coveredEdgesl;
42 while ¢gp + ce < cols do
43 | pep+1
44 if currentAt + p > minAt then
45 L return false;
46 starting thrackle <
[missing|0], missing[1], ..., missing[q — 1]];
a7 if coveredEdges N local == () then
48 if local ¢ descendants then
49 found_thrackle < local;
50 L return true;
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k, otro thrackle compatible con T'. Antes de empezar la bisqueda establece
el tamano ¢ del thrackle a encontrar. Esto lo hace analizando el tamano de
los descendientes de T, el algoritmo toma el tamano mas pequeno de estos
descendientes ya que por la naturaleza del algoritmo no tiene sentido buscar
un thrackle mas grande que el descendiente mas pequeno. Una vez que se
conoce el valor de ¢ hay que elegir cuales son las aristas en las que se iniciard
la busqueda del siguiente thrackle. Después se inicia una busqueda secuencial
y exhaustiva de un thrackle de tamano ¢ usando la misma técnica descrita en
la Seccién para encontrar un thrackle de un tamafo dado. La diferencia
principal es la inicializacién del vector C' que en este caso no tendra valores
nulos sino los de las ¢ etiquetas elegidas anteriormente.

Cuando la funcién next encuentra un thrackle M con g aristas se procede
a verificar que la interseccion del vector coveredEdges y las etiquetas de M
sea vacia. Esto es para asegurar que M sea disjunto con los otros thrackles
de la coleccion.

Si la funcién next no encuentra un thrackle con ¢ aristas, se repite la
busqueda de un thrackle con ¢ — 1 aristas. El tamano minimo de un thrackle
es 1.

Si no se logra encontrar ningtin thrackle compatible se retorna el valor de
false. Si el thrackle encontrado es disjunto de los thrackles que ya estan en
la coleccién se retorna el valor de true.

Las primeras 30 lineas del pseudocddigo ilustran cémo se elige el tamano
del nuevo thrackle e inicializan el thrackle por donde se empezara la bisque-
da. Las siguientes lineas describen el proceso de busqueda de un thrackle
compatible. La linea 35 llama al algoritmo de busqueda que, como ya men-
cionamos, trabaja de la misma manera que el algoritmo para busqueda de
thrackles de tamano k con la diferencia de que el vector inicial no esta vacio
sino que tiene los contenidos de starting _thrackle.

El ciclo while de las lineas 34 a la 50 termina cuando sucede una de las
tres situaciones siguientes

= El tamano del thrackle compatible es 0. Esto indica que ya se ha in-
tentado buscar thrackles compatibles con diferentes tamanos pero no
se ha encontrado ninguno. Cada vez que el algoritmo no encuentra un
thrackle compatible, se reduce el tamano del thrackle a buscar en la
linea 37.

= La comparacién de la linea 44 es positiva. El segmento de cédigo com-
puesto por las lineas 40 a la 45 hacen un calculo para saber si vale
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n | Tipo de orden | Tiempo real
8 1943 2 dias

7 80 1 minuto

6 9 0.33 segundos

Tabla 4.13: Mostramos el tiempo de terminacién para una ejecucién de este
algoritmo usando los tipos de orden descritos en la Tabla. Estos tiempos de
terminacion son aceptables para esta implementacién.

la pena o no buscar un thrackle de tamano ¢. Si se supone que en el
mejor caso se necesitan p thrackles de tamano ¢ para cubrir a K, en-
tonces el tamano final de la descomposicién en ese caso en particular
es current At + p. Si esto es mayor al tamano mas pequeno encontrado
para una descomposicién hasta el momento (minAt), entonces no vale
la pena seguir por ese camino y se descarta esa busqueda.

= Se ha encontrado un thrackle compatible, esto es que la intersecciéon del
thrackle encontrado y las aristas cubiertas hasta el momento es vacia y
que ademads, el thrackle encontrado no es ninguno de los descendientes
de current_thrackle. Esta verificacion se hace en el if de las linea 47
a la 50.

En el peor caso, cada thrackle en un nodo del arbol es compatible con
sus posibles hijos y por lo tanto, este algoritmo construiria el arbol completo.
Para establecer el costo computacional del peor es necesario contar cuantos
thrackles de tamano ¢ existen para cada t € [1,10]. Suponer que cada thrackle
de tamano t es compatible con cada thrackle de tamano t — 1,¢, 2, etcétera y
luego repetir para cada t en el rango antes mencionado nos da una idea del
inmenso numero posible de nodos del arbol. Por esta razén evitamos hacer
un analisis del peor caso para este algoritmo.

Mostramos el tiempo que le tomé terminar al algoritmo, para un dibujo
de ocho, siete y nueve puntos en la Tabla[4.13] El tiempo de ejecucién es acep-
table para todo el trabajo exhaustivo que debe realizar el algoritmo, de aqui
observamos que el peor caso no se da ya que hay interseccion entre thrackles,
sobre todo cuando los thrackles son maximos o casi maximos. Ademas, el
algoritmo evita bajar en la recursién cuando el tamanio de la descomposicion
que va a analizar excede el tamano minimo encontrado hasta el momento.



94 CAPITULO 4. INTERSECCION DE THRACKLES.

4.5.7. Algoritmo para dar el niimero de cruce de un
thrackle maximo

Este algoritmo fue disenado para resolver el siguiente problema:
Problema: Dado un thrackle geométrico calcular su niimero de cruce.
Entrada: Las aristas del thrackle representadas en un arreglo booleano.
Salida: El nimero de cruce del thrackle.

Calculamos el nimero de cruce de un thrackle como describimos en la
Seccién 4.2.1] Recordemos que para un thrackle con m aristas el nimero de

cruce es (7,,21) - u ;V(:T) (degQ(u))'

Mostramos el pseudocodigo del algoritmo para realizar los calculos en el
Algoritmo [10]

Analisis de complejidad

Este algoritmo es secuencial. El ciclo de la linea 7, recorre un arreglo de
tamario (}) lo que aporta O(n?) a la complejidad. Los ciclos anidados de las
lineas 10 y 11 realizan n+n—1+n—2+---+ 1 operaciones con complejidad
O(1), lo que aporta O(n?) a la complejidad del algoritmo. Finalmente, el
ciclo de la linea 18 recorre un arreglo de tamano n, lo que aporta O(n) a la
complejidad.

Asi, la complejidad total del algoritmo es

O(n?®) + O(n?) + O(n) = O(n?)
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Algoritmo 10: Algoritmo para calcular el nimero de cruce de un
thrackle geométrico.

1
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funcién CrossingNumberThrackle (E, n)

Entrada: Un arreglo booleano E, de tamano (;‘), que representa a
las aristas del thrackle.

Salida : Un entero r igual al nimero de cruce del thrackle
inducido por E.

1,7, 0

Sea degs[n| un arreglo de enteros, de tamano n

th_size < 0

sum < 0

r <0

forz’:(),...,(;‘) do

if E[i] == 1 then

L th_size <— th_size + 1

fori=0,...,ndo
for j=i+1,...,ndo
if Elc|] then
degsli] < degsli] + 1
L degs|j] < degs[j] + 1

c+—c+1

(th_size—1)

ans <+ th_size - 5

sum < 0
for:=0,...,ndo

L sum <— sum + degs]i] - %

T 4— ans — sum
return r




Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis estudiamos el problema del anti-thickness geométrico de
graficas completas con hasta 10 vértices. Encontramos que el anti-thickness
geométrico At (K, ) de la grafica completa de n vértices K, con 3 < n < 10,

€S:
/ 1 1

Para dar este resultado analizamos las graficas completas inducidas por los
conjuntos de hasta diez vértices proveidos por la base de datos de tipos de
orden del trabajo de |Aichholzer & Krasser| (2001)). Encontramos que dos
thrackles maximos de la misma gréafica completa comparten al menos una
arista, dando asi una nueva cota inferior para conjuntos pequenos de puntos.
La cota superior esta dada por el anti-thickness del dibujo de K,, en posicién
convexa; nosotros encontramos dibujos que no estan en posicién convexa y
que alcanzan la cota superior.

Debido a que la interseccién no vacia de thrackles maximos, que mencio-
namos en el parrafo anterior, se repite para toda n con 3 < n < 10, nosotros
conjeturamos que en general cada par de thrackles médximos de una grafica
geométrica se intersectan en al menos una arista y, por consecuencia, con-
jeturamos también que el anti-thickness geométrico de K,,, con n > 3, es

exactamente
/ 1 1
Atg(Kn):n—\‘ 2n+zl—§J

Para cada thrackle de las descomposiciones encontradas calculamos el
nimero de cruce y observamos que en cada coleccion de thrackles de las

96
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descomposiciones encontradas, cerca del 50 % de los thrackles méximos tiene
nimero de cruce minimo.

También analizamos y listamos cudles conjuntos de puntos no tienen th-
rackles maximos y cudles tienen solamente un thrackle maximo para cada n
en el rango [3,10]. Aqui observamos que los conjuntos con nimero de cruce
pequeno tienen menos thrackles maximos que los conjuntos con nimero de
cruce grande (con respecto del nimero de cruce maximo), para cada n en el
rango anteriormente mencionado.

Para los conjuntos de n puntos, con 3 < n < 8, que inducen gréaficas
completas sin thrackles maximos analizamos con un algoritmo exhaustivo el
anti-thickness geométrico de cada uno. Encontramos que estos dibujos tienen
anti-thickness mayor, en una unidad, al anti-thickness geométrico de K,.

Consecuentemente hallamos una relacion entre el nimero de cruce de una
grafica y su anti-thickness. Si el nimero de cruce de la grafica geométrica es
alto, tiene mas thrackles maximos y su anti-thickness, mas cercano a la cota
superior. Mientras que si el nimero de cruce de la grafica geométrica es
pequeno, tiene menos thrackles maximos y su anti-thickness es estrictamente
mayor a la cota superior.

Estos resultados, aunque son para conjuntos pequenos de puntos, mues-
tran un panorama de céomo podrian comportarse los thrackles maximos en
conjuntos mas grandes. Ademas estudiamos cémo influye el nimero de cruce
de una grafica completa en el niimero de thrackles méaximos que ésta tiene y
por lo tanto en su anti-thickness. El niimero de cruce no habia sido estudiado
desde esta perspectiva.

Retomando el trabajo de [Fabila-Monroy et al.| (2017) en el que dan el
anti-thickness geométrico exacto para la doble cadena convexa, y observando
que esta configuracion de puntos no induce ningin thrackle méximo, pode-
mos concluir que nuestro Teorema [4.3.1, que establece que el anti-thickness
de dibujos de K, sin thrackles maximos es mayor o igual al anti-thickness
geométrico de K,,, se mantiene para la doble cadena convexa con hasta diez
vértices.

Una variante del anti-thickness geométrico es considerar, en lugar del
minimo, el maximo numero de thrackles en una descomposicion por thrac-
kles de la grafica completa, este parametro es estudiado por Araujo et al.
(2005) y se denota como d(n). En nuestro trabajo encontramos el valor exac-
to de d(n) para n € [3,8]. Debido a que observamos graficas geométricas sin
thrackles maximos maximizan el nimero de thrackles requeridos en una des-
composicion y que este niimero es mayor o igual al anti-thickness geométrico,
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conjeturamos lo siguiente:

d(n)—min(n—Q,n—%—%).

Uno de los objetivos de la tesis era obtener el anti-thickness geométrico
de K, con n > 3. Sin embargo no fue posible ya que no pudimos probar
la generalizacién del Lema que establece que la interseccion entre dos
thrackles méaximos de un mismo dibujo siempre sucede. Decidimos no invertir
mas tiempo en la generalizacion del teorema para dar mas resultados acerca
de conjuntos pequenos de n. Otra pregunta interesante que no respondimos
del todo en esta tesis es jcémo se caracterizan los conjuntos de puntos para
los cuales no existen thrackles maximos?

Queremos destacar que el trabajo mostrado en esta tesis muestra el proce-
so por el cual pasamos para intentar resolver el problema del anti-thickness
geométrico para conjuntos pequenios de puntos. La cota inferior del anti-
thickness geométrico puede ser obtenida al probar que dos thrackles maxi-
mos se intersectan en al menos una arista o bien, probando que no existen

descomposiciones con menos de n — b /2n + }1 — %J thrackles.

Trabajo futuro

La generalizacion del Lema {4.1.2] es el trabajo a futuro mas fuerte, de
encontrarse, el problema del anti-thickness geométrico para graficas comple-
tas quedaria resuelto de manera general. Esto deja abierto el problema de
encontrar el anti-thickness de un dibujo en especifico de manera eficiente.
Pero, como explicamos en el Capitulo |3 encontrar el anti-thickness de una
grafica geométrica equivale a encontrar el nimero cromatico de su grafica de
disyuncién y este ultimo es un problema N P-dificil (Pemmaraju & Skiena
(2003))). Sin embargo, existen algoritmos genéticos para encontrar una apro-
ximacién al nimero cromatico de una grafica dada. Los primeros trabajos
respecto a estos algoritmos son los presentados en [Fleurent & Ferland, (1996))
y (Galinier & Hao (1999). En ellos se muestra que los resultados fueron obte-
nidos en un rango de tiempo considerablemente bueno para el hardware en
el que se implementaron. Es posible implementar estos algoritmos para en-
contrar la coloracion de la grafica de disyuncién y obtener resultados acerca
del anti-thickness de algtin dibujo de K,,.

Respecto a la k-convexidad, seria interesante encontrar una relaciéon entre
este parametro y el anti-thickness de una grafica geométrica. ; Cudl es el anti-
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thickness de dibujos con k-convexidad mayor a 1 o 27 En este mismo sentido,
la reflexividad también podria tener una papel importante en el anti-thickness
de un dibujo. Si el conjunto de puntos tiene una reflexividad elevada ;qué
tanto mas se separa su anti-thickness de la cota superior?

También es deseable encontrar una manera de caracterizar los dibujos que
inducen graficas completas sin thrackles maximos, o con solo uno, ya que

n

analizar todas las ((2)) posibles combinaciones de n aristas para buscar
n

thrackles maximos puede resultar ineficiente, especialmente con conjuntos
grandes de puntos.

Encontrar el anti-thickness geométrico exacto para la grafica completa de
n vértices es interesante, sin embargo, vale la pena considerar el problema
de encontrar el anti-thickness de un dibujo especifico. En nuestro trabajo
la alternativa para resolver este problema fue un algoritmo exhaustivo cuyo
tiempo de computo es muy alto. Pero, si encontramos alguna relacion entre
otros parametros geométricos, como son la convexidad, la reflexividad, o el
nimero de cruce (quizds més sencillos de calcular) podriamos aproximar el
anti-thickness de un dibujo sin tener que recurrir a la bisqueda exhaustiva.
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Etiquetas de thrackles maximos

’ n \ Tipo de Orden \ Thrackles H n \ Tipo de Orden \ Thrackles
5 36 3229 25 2 62 56 39 35 24 3
8 373128230 62 57 55 35 24 3
54 3229 26 16 2 62 57 56 35 24 3
12 101 96 93 68 33 2 63 56 35206 0
52 100 97 96 92 33 2 63 56 3520 76
54 82 78 75 52 33 2 63 56 3521200
71 68 67 55 33 2 63 56 3522200
80 72 68 67 55 33 2 63 56 3524 3 0
73 68 59 58 33 2 63 56 352440
696 79 76 73 40 22 2 63 56 352450
1080 37333229152 63 56 352460
57 5544 3524 3 63 56 3524 7 3
57564335243 |9 1287 63 56 3524 7 4
57 55 50 35 24 3 63 56 3524 75
9 57 56 42 35 24 3 63 56 3524 76
57 56 44 35 24 3 63 56 3524 12 0
57 56 45 35 24 3 63 56 3524 13 0
57 56 48 35 24 3 63 56 3524 14 0
1287 57 56 49 35 24 3 63 56 3524 150

57 56 50 35 24 3

D7 56 51 3524 3

63 56 3524 17 0

60 56 39 3524 3

63 56 3524 18 0

60 57 56 35 24 3

63 56 3524 21 0

61 56 39 35 24 3

63 56 35 24 22 0

61 57 56 35 24 3

63 56 39 3524 3

63 57 56 35 24 3

62 55 39 35 24 3
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’ n \ Tipo de Orden \ Thrackles ‘
81 176 168 156 125 38 0
10 1328 150 142 113 100 39 0

121 119 85 67 42 3

2243 128 1158251 39 0




103



104APENDICE B. NUMEROS DE CRUCE PARA THRACKLES MAXIMOS

Apéndice B

Numeros de cruce para
thrackles maximos

’n \ Tipo de Orden\ Thrackles \Nl’lmeros de Cruce‘
12 36 32 29 25 2 5511511
8 373128230 1155115
54 3229 26 16 2 5511511
12 101 96 93 68 33 2 146141466
52 100 97 96 92 33 2 14614666
54 82 78 75 52 33 2 6614146 14
71 68 67 55 33 2 1461566 14
80 72 68 67 55 33 2 1461566 11
73 68 59 58 33 2 661766 14
696 79 76 73 40 22 2 146141466
1080 37333229152 146141866
57 5544 3524 3 61111156 15
57 56 43 3524 3 61114156 15
57 55 50 35 24 3 6620156 15
9 57 56 42 35 24 3 6617156 15
57 56 44 35 24 3 6611156 15
57 56 45 35 24 3 6621156 15
57 56 48 35 24 3 6622156 15
1287 57 56 49 35 24 3 6620156 15
57 56 50 35 24 3 6614156 15
57 56 51 35 24 3 6622156 15
60 56 39 35 24 3 14611156 15
60 57 56 35 24 3 146 11 156 15
61 56 39 35 24 3 1466156 15
61 57 56 35 24 3 11611156 15
62 55 39 35 24 3 1166156 15




’ n \ Tipo de Orden \

Thrackles \ Numero de cruce ‘

1287

62563935243 | 661115615

62575535243 | 661115615

62 57 56 35 24 3 666156 15

63 56 35206 0

63 56 3524 3 0 156156156
63 56 3524 40 156156146
63 56 3524 50 156156116
63 56 35246 0 15615666

6356352473 | 1561561115

6356352474 | 15615611 14

6356352475 | 1561561111

63 56 3524 76

156151166
6356352076 | 1561511116
63563521200 | 1561511116
63563522200 | 1561514116

156156116
63563524120 | 156156216
63563524130 | 156156226
63563524140 156156206
63563524150 | 156156226
63563524170 | 156156176
63563524180 | 156156206
63563524210 | 156156116
63563524220 156156146
63563935243 | 1561115615
63575635243 | 1566156 15

’ n \ Tipo de Orden \

Thrackles

\ Numero de cruce ‘

10

81 176 168 156 125 38 0
1328 150 142 113 100 39 0
9943 121 119 85 67 42 3

128 11582 51 39 0

197197197
197197197
719719719
197197197
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Apéndice C

Tipos de orden con
descomposiciones

Presentamos los doce tipos de orden para los cuales existe una descom-
posicion en thrackles maximos.

Figura C.1: Tipo de orden ntimero 12 para n = 8
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Figura C.2: Tipo de orden nimero 54 para n = 8
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Figura C.3: Tipo de orden niimero 12 para n =9
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Figura C.4: Tipo de orden ntimero 52 paran =9
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Figura C.5: Tipo de orden ntimero 54 para n =9
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Figura C.6: Tipo de orden ntimero 80 para n =9
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Figura C.7: Tipo de orden niimero 696 para n = 9
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Figura C.8: Tipo de orden niimero 1080 para n =9
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Figura C.9: Tipo de orden niimero 1287 paran =9
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Figura C.10: Tipo de orden ntimero 81 para n = 10
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Figura C.11: Tipo de orden niimero 1328 para n = 10
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Figura C.12: Tipo de orden niimero 2243 para n = 10




Apéndice D
Cddigo para generar figuras

Para este codigo, k8_cn.dat es el archivo que contiene solo una columna
que indica el nimero de cruce de cada tipo de orden. Dicha columna esta
ordenada con respecto del nimero de thrackles maximos en cada tipo de
orden. El cédigo genera dos figuras con los nombres exportP1_single.png
y exportP2.png respectivamente.

k8cn = Import["~"/k8_cn.dat", "List"];
k8cn2d = Map[# -> Part[k8cn, #] &, Rangel[l, 3315]];
q = Predict[k8cn2d, Method -> "LinearRegression"]
pl = Showl([
ListPlot [List @@Q@ k8cn2d, PlotStyle -> Blue,
PlotLegends -> {"Numero,de cruce
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuporutipoudeuorden"}
, PlotRange -> {{1, 3315}, {15, 70}}],
ImageSize -> {800, 600}
1;
Export[""/exportPl_single.png", p1l]
p2 = Show([
ListPlot[List @@Q@ k8cn2d, PlotStyle -> Blue,
PlotLegends -> {"Numero,de cruce
uuuuuuuuuuuuuuuuporutipoudeuorden"}],
Plot [{
qlx]
},
{x, 1, 3315},
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PlotStyle -> {{Red, Dashed, Thickness[0.003]}},
PlotRange -> {{1, 3315}, {15, 70}},
Exclusions -> False,
PerformanceGoal -> "Quality",
PlotLegends -> {"Tendencia"}
1,
ImageSize -> {800, 600}
1;
Export [""/exportP2.png", p2]




Apéndice E
Lista de ligas

1. Tipos de orden con solo un thrackle maximo. http://computacion.cs.
cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/withone_max.tar.gz.

2. Thrackles maximos por cada tipo de orden ordenados por nimero de
thrackles maximos. http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/
site/archivos_tesis/thrMax_k.tar.xz

3. Thrackles maximos para cada tipo de orden de 3 a 9 puntos. http://
computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/3to09.
tar.gz

4. Thrackles maximos para cada tipo de orden de 10 puntos. http://
computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/10.tar.

gZ

5. Tipos de orden que no tienen thrackles maximos. http://computacion.
cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/without_max.tar.gz

6. Anti-thickness de los dibujos para los cuales no hay thrackles maximos.
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/
without_max_at.tar.gz

7. Funciones programadas en este proyecto https://github.com/demaseme/
programas_tesis_rev3/tree/master/cpps.

8. Descomposiciones para tipos de orden sin thrackles maximos paran < 8
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/
descomposiciones_nomax.tar.gz
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http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/withone_max.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/withone_max.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/thrMax_k.tar.xz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/thrMax_k.tar.xz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/3to9.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/3to9.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/3to9.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/10.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/10.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/10.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/without_max.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/without_max.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/without_max_at.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/without_max_at.tar.gz
https://github.com/demaseme/programas_tesis_rev3/tree/master/cpps
https://github.com/demaseme/programas_tesis_rev3/tree/master/cpps
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/descomposiciones_nomax.tar.gz
http://computacion.cs.cinvestav.mx/~dmerinos/site/archivos_tesis/descomposiciones_nomax.tar.gz
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