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Resumen

En el presente trabajo de tesis se aborda el problema de absorcién pasiva/activa de
vibraciones en sistemas mecdnicos de tipo autoparamétrico, en el cual se pone enfdsis en
plantear la generalizacién de un absorbedor autoparamétrico para un sistema primario con n
grados de libertad por medio de una descomposiciéon modal y haciendo uso de la solucién para
cuando el sistema primario consta de un solo grado de libertad. Este planteamiento se valida
experimentalmente usando una estructura tipo edificio discretizada en 6 grados de libertad, la
cual es excitada armoénicamente en condiciones resonantes. Una vez que se sintoniza y se logra
absorcién de vibraciones usando un absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever sobre
el sistema antes mencionado, se hace la comparacién utilizando un absorbedor de vibraciones
tipo pendular, mostrando asi las ventajas y desventajas de ambos esquemas de absorcion
pasiva. Otros esquemas de control pasivo de vibraciones que se analizan, disenan y validan
sobre una estructura tipo edificio son: absorbedor autoparamétrico tipo pendular, absorbedor
dindmico de vibraciones en configuraciones tipo masa-resorte-amortiguador y tipo viga en
cantilever. Es importante senalar que la generalizacién propuesta también hace posible la
implementaciéon de control activo de vibraciones para cuando la frecuencia de excitacion
varia alrededor de una de las frecuencias resonantes del sistema primario, donde se realizan
experimentos en una estructura tipo edificio de 2 gdl y utilizando un parche piezoeléctrico
como actuador. Con la finalidad de ampliar la aportacién en cuanto al estudio de vibraciones
no lineales, también se realiza en el presente trabajo de tesis el diseno e implementacion de
un absorbedor de vibracién tipo Duffing en forma pasiva/activa para un sistema primario
de caracterfsticas similares.Para realizar la parte activa se utiliza una ley de control modal
basada en la retroalimentacion positiva de la posicién, la cual muestra un buen desempeno
ante incertidumbre en los pardmetros y/o cambios en la frecuencia de excitacion.



Abstract

This work deals with the passive/active vibration absorption problem on autoparametric
mechanical systems, in which the emphasis relies on the generalization of an autoparametric
absorber for a primary system with n degrees of freedom, through a modal decomposition
and using the solution when the primary system has one single degree of freedom. This ap-
proach is experimentally validated using a building-like structure discretized in six degrees of
freedom, which is harmonically excited on resonant conditions. Once an autoparametric can-
tilever beam absorber is tuned and the vibration absorption is achieved on the above system,
a comparison is also made using a pendulum-type vibration absorber, describing some ad-
vantages and disadvantages of both passive control schemes. Other passive vibration control
schemes which are analyzed, designed and validated on a building-like structure are autopara-
metric pendulum absorber, dynamic vibration absorber configurations (mass-spring-damper)
and cantilever beam. Importantly, the proposal also makes possible to generalize the imple-
mentation of active vibration control schemes, when the excitation frequency slightly varies
around resonant frequencies on the primary system; these experiments are performed on a
building-like structure with two degrees of fredom and using a piezoelectric patch actuator.
In order to expand the contribution for the study of nonlinear vibrations, it is also per-
formed the design and implementation of a passive/active Duffing vibration absorber for a
Duffing vibration system with similar nonlinear dynamic performance. The active vibration
control scheme employs a modal control law based on Positive Position Feedback (PPF),
which shows a good dynamic and robust performance against parameter uncertainty and/or
excitation frequency changes.
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Capitulo 1

Introduccion

Las vibraciones se describen como la respuesta repetitiva, periédica u oscilatoria de un
sistema. Estas pueden ocurrir en un sistema mecdnico, incluso eléctrico, y pueden representar
su comportamiento dindmico natural o bien pueden ser inducidas mediante alguna fuerza
de excitacién. Asi mismo, estas fuerzas pueden ser generadas internamente en el sistema
o transmitidas por alguna fuente externa. Cuando la frecuencia de la fuerza de excitacion
coincide con la frecuencia natural del sistema, la respuesta de éste alcanzard grandes ampli-
tudes. A este fenémeno se le conoce como resonancia y constituye un fenémeno producido
por la inestabilidad del sistema. Operar una maquina en o cerca de la resonancia es, en ge-
neral, indeseable e incluso podria llegar a ser destructiva en muchos sistemas mecdnicos, ya
que produce deterioro mecdnico, fatiga, grietas, desgaste, ruido, desbalance, desalineamiento,
fracturas, etc. Ver Braun et al. [11], Inman [43] , Genta [32], Rao [61].

El nombre de vibraciones mecdnicas es usado, en general, para describir oscilaciones
pequenas de estructuras y sistemas mecanicos. Por “pequeno” se entiende que las oscilaciones
asociadas a los desplazamientos son pequenas en comparacion con las dimensiones del objeto
oscilante. Lo anterior no estd exento de ambigiiedades y se podria decir que, en general, no
hay un consenso al respecto.

La mayoria de las actividades del ser humano involucran de alguna manera las vibra-
ciones, de ahf la importancia de su estudio. En general, las vibraciones pueden servir para
un propdsito deseado o ser consideradas como perturbaciones indeseables. Algunos ejem-
plos de las vibraciones deseadas son cuando se inducen electromecénicamente en los conos
de las bocinas para generar el sonido, en méquinas mezcladoras de materiales, cribas o en
mdquinas herramientas. Por otro parte, las vibraciones que ocurren en la mayorfa de las
mdquinas, vehiculos, estructuras, edificios y sistemas dindmicos son indeseables, no solo de-
bido a los movimientos y ruidos desagradables resultantes, y a los esfuerzos dindmicos que
a la vez producirdn fatiga y falla de la estructura o maquina, si no también, a la pérdida de
energia que merma el desempeno del sistema. Por tanto es escencial llevar a cabo un ade-
cuado andlisis de vibracién para cualquier méquina o estructura propuesta. Ver, e.g., Braun
et al. [11], Rao [61].

En ingenierfa existen muchos problemas de vibraciones que pueden ocasionar fallas fisicas
en los componentes mecanicos, tales como en los motores de combustién interna, el desba-
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lance en las ruedas del ferrocarril, el desbalance en las turbinas por la ruptura de un dlabe o
formacién de fisuras o grietas por fatiga, el desbalance en méquinas reciprocantes (bombas
de desplazamiento positivo, cepillos para maquinar, etc.), vibraciones en tuberias cuando se
presenta el fenémeno conocido como golpe de ariete o choques térmicos, etc.

1.1. Absorcion de vibraciones.

En numerosas aplicaciones industriales la presencia de ruido y/o vibraciones indeseables
es un problema bastante comun. En general, este tipo de senales exégenas o endégenas son el
resultado del acoplamiento entre sistemas dindmicos. La cancelacién o al menos la atenuacién
del ruido y las vibraciones que afectan a un sistema se puede abordar de dos maneras dife-
rentes: i) modificar la estructura fisica del sistema empleando técnicas de amortiguamiento
pasivo (control pasivo) o ) utilizar la informacién de sensores para aplicar un esquema de
control retroalimentado/prealimentado (control activo). Los métodos de control pasivo son
efectivos para altas frecuencias, especialmente en los sistemas mecédnicos, aunque el rediseno
del sistema implica costos elevados. Ultimamente los métodos de control activo se han popu-
larizado gracias a los desarrollos recientes en tecnologia de sensores, actuadores, procesadores
de senales digitales (DSP, por sus siglas en inglés) y plataformas de programacién. Existe
una amplia literatura con material sobre absorcién de vibraciones, como Braun et al [11],
De Silva [21], Korenev y Reznikov [46], Genta [32].

Una clasificacién mds completa de los métodos para control de vibraciones incluye los
esquemas pasivos, semi-activos y activos (Silva [67]). Estos métodos se pueden describir mas
especificamente de la siguiente manera:

1. Los dispositivos para control pasivo combinan masas, resortes y amortiguadores para
modificar la estructura del sistema original. Este método no emplea ninguna retroali-
mentacion de la informacién del sistema (control en lazo abierto), ni tampoco fuentes
externas de energia, por lo cual solo puede usarse para compensar vibraciones en una
banda pequena de frecuencias de excitacién, siendo inconveniente su operacién cerca
de las frecuencias resonantes.

2. Los dispositivos de control semi-activos se obtienen cuando en un control pasivo los
resortes y/o amortiguadores se pueden ajustar en valor de acuerdo a un estudio de
la dindmica en lazo abierto, con tal de lograr un mejor desempeno. En este caso se
supone que la energfa externa suministrada para propésito de control es muy pequena,
en comparacion con las energias propias experimentadas por el sistema.

3. Los dispositivos para control activo utilizan la informacién obtenida de sensores de
posicién, velocidad o aceleracion (retroalimentacion / prealimentacién) para modificar
el sistema de acuerdo a actuadores que operan basados en técnicas de control retroali-
mentado y/o prealimentado.

Los absorbedores de vibraciones son entonces dispositivos que generan fuerzas inerciales
o elasticas con la finalidad de reducir los niveles de la respuesta producida por el efecto de



1.1. ABSORCION DE VIBRACIONES. 3

las vibraciones externas (o internas), que afectan a un sistema o estructura mecénica. En
la mayorfa de los casos un absorbedor consta de masas adicionales, conectadas mediante
elementos eldsticos (resortes) y/o amortiguadores (amortiguamiento de tipo viscoso o propio
del material) al sistema o estructura que necesita proteccién y ocasionalmente conectadas en
forma directa sobre maquinaria rotatoria desbalanceada (fuente endégena de vibraciones).

El diseno de un control pasivo es relativamente simple y econémico, sin embargo, no es
conveniente cuando el sistema es inestable, cuando las senales de excitacién no son fijas,
ya sea en amplitud y/o frecuencia de excitacién, o cuando los pardmetros del sistema no se
conocen con exactitud. Con el control activo de vibraciones se trata de eliminar estas desven-
tajas agregando actuadores y eventualmente grados de libertad adicionales, que permitan la
aplicacién de técnicas de control robusto.

Un enfoque de control de vibraciones que ha recibido mucha atencién en aplicaciones
reales es el control modal, el cual es equivalente a la técnica de control por asignacién de
polos, aunque se concentra en los casos donde solamente se dispone de un modelo modal y se
desea modificar las propiedades de los modos criticos del sistema dindmico. Por ejemplo, se
pueden mover las frecuencias naturales o inyectar amortiguamiento, de manera que se logre
una respuesta frecuencial apropiada. Ver, e.g., De Silva [21], Genta [32].

A pesar de que los métodos de control activo se conocen desde la década de los 30’s,
no es sino hasta las tltimas décadas que se han aplicado en muchos sistemas complejos,
incorporando sensores, actuadores y procesadores de senales con caracteristicas adecuadas
como tamano, peso, exactitud, rapidez, bajo consumo de energia y bajo costo. Asi, debido
a los constantes desarrollos tecnolégicos, tltimamente se ha extendido la aplicacién de los
métodos de control activo a numerosos sistemas fisicos.

1.1.1. Algunas aplicaciones

Los absorbedores dindmicos de vibraciones (DVA, por sus siglas en inglés), son disposi-
tivos mecdnicos compuestos por elementos de inercia, rigidez y amortiguamiento, los cuales
una vez conectados a una estructura o maquina, comtinmente denominado sistema primario,
son capaces de absorber la energfa vibratoria en el punto de conexién. Como resultado,
el sistema primario puede ser protegido de altos niveles de vibracién. En la préctica los
DVAs pueden ser incluidos en el disenio del sistema original o pueden ser agregados como un
subsistema del mismo. Ver, e.g., Den Hartog [23], Korenev and Reznikov [46].

Desde su creacién, hecha por Frahm al principio del siglo veinte, los absorbedores dindmi-
cos de vibraciones han sido extensamente usados para mitigar vibraciones en varios tipos
de sistemas mecdnicos. Una aplicaciéon muy conocida es el famoso amortiguador tipo stock-
bridge, generalmente usado para reducir las vibraciones ocasionadas por el viento en las
lineas de transmisién de alta tensién. En una sobresaliente aplicaciéon de la ingenierfa, un
absorbedor de 400 toneladas fue disenado por Citicorp Center, para suprimir principalmente
la contribucién al primer modo de vibracién ocasionado por el viento en un edificio de 274 m
de altura en la ciudad de Nueva York. En una aplicacién similar, dos absorbedores dindmi-
cos de vibraciones de 300 toneladas cada uno, han sido instalados en la torre John Hancock,
en la ciudad de Boston, Massachussets. La dindmica de las antenas usadas para la senal de
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television, es particularmente favorecida por el uso de DVAs del tipo pendular, los cuales han
sido aplicados, por ejemplo, a las antenas de Alma-Ata y Riga en la antigua Unién Soviética.

Debido a su relevancia tecnoldgica, tanto en el &mbito académico como industrial, los
DVAs siguen siendo objeto de un interés permanente. Nuevas aplicaciones incluyen dispo-
sitivos utilizados para estabilizar barcos, mejorar el confort de los usuarios mientras ca-
minan sobre un puente, atenuar las vibraciones transmitidas del rotor principal hacia la
cabina de mando de los helicépteros y mejorar las condiciones de operacién de una maquina-
herramienta. Solo por mencionar algunos ejemplos. También se han desarrollado aplicaciones
militares. El uso de DVAs para reducir las fuerzas dindmicas transmitidas a un avién debido
a las altas velocidades impuestas por el movimiento puede mencionarse como otro ejemplo.

En general, un DVA se disena para atenuar vibraciones generadas por excitaciones de
tipo armonicas. No obstante, en varias situaciones, las vibraciones son producidas por fuerzas
peri6dicas que contienen més de una componente armoénica (e.g., sismos, olas, viento). En este
caso se pueden utilizar muiltiples DVAs, cada uno sintonizado a una frecuencia especifica que
pudiera ocasionar danos al sistema primario. También es posible usar elementos estructurales
con pardmetros distribuidos, ya sea vigas o platos como absorbedores dindmicos. Ademads
de la facilidad en la realizacion fisica, la razén principal por la cual se utilizan este tipo de
configuraciones es porque el DVA puede sintonizarse simultdneamente a varios valores de
frecuencia.

1.2. Sistemas autoparamétricos

Los sistemas autoparamétricos son sistemas vibratorios que consisten de al menos dos
subsistemas. Uno denominado sistema primario, el cual generalmente se encuentra vibrando.
El sistema primario puede estar externamente forzado, auto excitado, paramétricamente
excitado, o una combinacién de estas. Por su parte, al segundo subsistema se le denomina
sistema secundario. El sistema secundario estd acoplado al sistema primario en forma no
lineal, tal que el sistema secundario puede estar en reposo mientras el sistema primario se
encuentra vibrando. A esta condicién se le llama solucién semitrivial, de hecho, pueden existir
un nimero infinito de soluciones semitriviales, por ejemplo, todos los estados transitorios
de una solucién periddica del sistema primario, pero en la practica cuando se trata de las
soluciones semitriviales se ignoran los estados transitorios. Ver, e.g., Nayfeh y Mook [56],
Cartmell [17], Tondl et al. [71].

Algunas caracteristicas de los sistemas autoparamétricos son:

» Un sistema autoparamétrico consiste de al menos un sistema primario (coordenadas
x,&), y de un sistema secundario (coordenadas y,7) los cuales se encuentran acoplados
en forma no lineal.Una solucién semitrivial puede llegar a ser inestable en ciertos in-
tervalos de la frecuencia de excitacién. A este intervalo se le conoce como intervalo de
inestabilidad.

= En o cerca del intervalo de inestabilidad de la solucién semitrivial se presenta un
fenémeno conocido como resonancia autoparamétrica, la cual es una condicién en la



1.2. SISTEMAS AUTOPARAMETRICOS 5

/

Figura 1.1: Diagrama esquemdtico de un péndulo eléstico

que la vibracién del sistema primario actia como una excitacién paramétrica en el
sistema secundario, el cual ya no estard méas en reposo.

Los sistemas autoparamétricos presentan diferentes fenémenos, como por ejemplo:

» Las vibraciones de un sistema autoparamétrico en resonancia pueden ser periédicas,
quasi periddicas, no periédicas o incluso cadticas.

= Cominmente se pueden presentar efectos de saturacién, los cuales se caracterizan de la
siguiente forma: Poner mayor energia en el sistema primario resulta en un incremento
considerable en el desplazamiento del sistema secundario, mientras que la amplitud del
sistema primario es mucho m&s pequena. Este fenémeno se utiliza para el diseno de
absorbedores. No obstante, existen sistemas en los cuales la saturacién deja resultados
indeseables.

Un ejemplo cldsico de un sistema autoparamétrico es el péndulo eldstico, que consiste
en un resorte fijado en un extremo, donde éste se estira mientras oscila al mismo tiempo
(Fig. 1.1). Un fenémeno interesante se presenta cuando la razén de las frecuencias lineales
en las direcciones longitudinal y transversal es de 2:1. En este caso, si comenzamos con una
oscilacién del resorte en la direccién vertical o cerca de ésta, su modo normal de movimien-
to resulta inestable y la energia se transfiere gradualmente al movimiento de elongacion.
Este fenémeno de desestabilizaciéon de un modo normal es conocido como resonancia au-
toparamétrica. Este tipo de interaccion entre dos modos ocurrird cuando el sistema primario
presenta una respuesta forzada de alguna excitacién de frecuencia armonica, la cual llevard
al sistema secundario a la resonancia paramétrica principal. De tal forma que hay dos modos
interactuando en el sistema.

Esta forma de interacciéon autoparamétrica de dos modos de vibracién depende de que se
satisfagan ciertas relaciones de frecuencia, esto es, que (Cartmell [17], Nayfeh y Mook [56])

1%

Q

w1

w1 (11)
2&]2 (12)

12
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donde (2 es la frecuencia de excitacion, w; es la frecuencia natural (paramétrica principal)
del sistema primario y wo es la frecuencia natural del sistema secundario. Es indispensable
que estas dos condiciones se satisfagan para que haya transferencia de energia del sistema
primario al secundario. No obstante, en ciertos sistemas se admite cierta holgura alrededor
de esos puntos, proceso que se denomina sintonizacion.

El requerimiento fundamental de un sistema autoparamétrico radica en el acoplamiento
entre modos (dos o mds modos), de tal forma que se puedan establecer relaciones entre
las respuestas frecuenciales mediante las frecuencias naturales (modales) y la frecuencia de
excitacién externa.

En general, un sistema autoparamétrico puede expresarse como (Cartmell [15])

5&+2C1w19’3+w%x—6u(92+yy) = FycosQ, (j,wi,e,u € R (1.3)
y+2<2w2y+w§y—g:}§g = 0, <27w2 € R (14)

donde el acoplamiento entre ambas ecuaciones de movimiento ocurre en los términos ey (92 + yij)
y €%y . Es evidente en la ecuacién (1.3) que si se forza a que y(t) = 0, el acoplamiento con

la ecuacién (1.4) desaparece y se transforma en un sistema vibratorio lineal y forzado ar-
monicamente. Se observa como la ecuacién (1.4) es del tipo paramétrica, ya que el término
£ actia como una funcién de rigidez variante y, de hecho, dependiente de la aceleracién en

la ecuacién (1.3). El acoplamiento autoparamétrico entre ambos sistemas ocurre cuando se
perturban ambos modos y se satisfacen las relaciones de frecuencia (1.1) y (1.2). Ademas del
comportamiento autoparamétrico pueden ocurrir otros fenémenos no lineales complejos como

el caos, saturaciéon de modos, absorcién modal, discontinuidades y saltos en la respuesta.

1.2.1. Absorbedores autoparamétricos

Una de las ramas de las vibraciones mecédnicas méds importantes e interesantes desde el
punto de vista analitico asi como practico son los sistemas autoparamétricos. En su forma
mads simple un sistema autoparamétrico se divide en dos subsistemas, el primero representado
por un oscilador forzado externamente y el segundo por un elemento excitado paramétrica-
mente, cuya fuente de excitacién es la respuesta del subsistema primario. El término primario
se usa para referirse a la parte forzada externamente y el de secundario para describir la parte
excitada paramétricamente. A raiz de que el sistema primario induce al secundario al movi-
miento, habrd un regreso de energfa al sistema primario. Esta energia de regreso modificara
la respuesta del sistema primario, la cual seguird siendo la fuente de energia del sistema
secundario, hasta que el sistema completo alcance el estado estable.

De forma muy general, los sistemas autoparamétricos son sistemas vibratorios intere-
santes, que constan de al menos dos subsistemas acoplados en forma no-lineal, tipicamente

con términos de rigidez o amortiguamiento, con las siguientes caracteristicas (Nayfeh y Mook
[54]):

1. Un sistema primario, excitado por una fuerza externa armonica.
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2. Un sistema secundario (absorbedor), acoplado al sistema primario, que satisface la
llamada excitacién paramétrica, es decir, un mecanismo que transfiere la energfa exo6-
gena hacia el sistema secundario a través de los acoplamienos inerciales, eldsticos y/o
ViSCOSOS.

3. En caso de que el sistema primario se perturbe exactamente o cerca de su frecuencia
resonante lineal, es posible alcanzar la llamada resonancia paramétrica principal para
el sistema secundario (interaccién autoparamétrica), atenuando la respuesta resonante
del sistema primario y constituyendo un esquema de absorcién pasiva no lineal.

1.2.2. Tipos de absorbedores autoparamétricos.

La interaccién autoparamétrica entre dos sistemas mecanicos se puede encontrar en mu-
chos sistemas vibratorios y maquinaria (Nayfeh y Mook [56], Cartmell [15], Tondl [71]).

Los absorbedores autoparamétricos encontrados en la literatura de mayor relevancia son
los siguientes:

Absorbedor autoparamétrico tipo viga.

Sin lugar a dudas, es el trabajo pionero en cuanto a los absorbedores autoparamétricos.
En el ano de 1972 Haxton y Barr [37] modelan, construyen y prueban un absorbedor de
vibraciones autoparamétrico basado en una viga flexible de acero (Fig. 1.2).

Absorbedor autoparamétrico tipo pendular.

Los absorbedores pendulares de vibraciones se utilizan extensivamente en varias aplica-
ciones de la ingenierfa. Este tipo de dispositivos son titiles en aplicaciones donde las oscila-
ciones de una estructura se deben restringir dentro de una regioén especifica, particularmente
bajo condiciones de resonancia externa.

Hatwal et al [35] investiga las vibraciones armdnicas forzadas de un sistema masa-resorte-
amortiguador al cual se le acopla un péndulo que es excitado paramétricamente (Fig. 1.3),
para evaluar la respuesta del sistema usan el método del balance arménico y verifican sus
resultados con integraciones numeéricas.

Cartmell et al [16] implementa un absorbedor autoparamétrico pendular a un sistema
lineal, utilizando el método de escalas multiples para obtener la respuesta frecuencial no lineal
y se propone un esquema de control adaptable (semiactivo) basado en un servomecanismo
on/off, controlando la longitud efectiva del péndulo y validando resultados en una plataforma
experimental (Fig. 1.4). Un absorbedor autoparamétrico pendular para un sistema primario
tipo Duffing se analiza y valida experimentalmente en Vazquez et al. [74, 49].

Bajaj et al [5] analiza la dindmica de un sistema de un grado de libertad en resonancia
acoplado a un arreglo de péndulos (ver Fig. 1.5), haciendo el estudio que ejerce la variacién
de ciertos pardametros en el desempeno del sistema completo, y desarrollando una estrategia
para encontrar el valor de los pardmetros mas efectivos para un ancho de banda mé&s amplio.
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Figura 1.2: Diagrama esquematico del absorbedor autoparamétrico estudiado por Haxton y
Barr [37].

Otras formas de absorbedores autoparamétricos.

Un absorbedor autoparamétrico con una configuracion fisica diferente a las anteriores
(Fig. 1.6) ha sido trabajado tanto por Nayfeh como por Cartmell, donde han estudiado las
vibraciones de un sistema autoparamétrico compuesto de dos vigas con seccién transversal
rectangular.

Cicek y Ertas [28] trabajan con un absorbedor tipo viga-péndulo (ver Fig. 1.7) para
cuando el sistema primario se somete a vibraciones aleatorias, donde se enfocan en determinar
la transferencia de energia entre la viga y el péndulo debida a la interaccién no lineal de los
modos del sistema.

En general, la mayorfia de los casos analizados consideran el problema de absorcién pasiva
de vibraciones, haciendo énfasis en el andlisis de la dindmica del sistema, andlisis frecuencial
aproximado y presentando esencialmente resultados mediante simulaciones numéricas.

1.3. Una revision bibliografica

En el ano de 1972 surge el trabajo pionero de los sistemas autoparamétricos realizado por
Haxton y Barr [37], donde se modela, construye y se prueba un absorbedor de vibraciones
autoparamétrico basado en una viga flexible de acero. Ellos encontraron que ciertos pardame-
tros geémetricos referentes a la viga afectaban considerablemente el desempeno del sistema
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Figura 1.3: Diagrama esquemético del absorbedor autoparamétrico estudiado por Hatwal et
al. [35].

completo. En 1976 Ibrahim y Roberts [41], investigan la respuesta de un sistema vibratorio
de dos grados de libertad con acoplamiento autoparamétrico (absorbedor de Haxton y Barr)
cuando el sistema primario es sujeto a excitaciones aleatorias, sus resultados muestran que
pueden ocurrir amplios movimientos aleatorios del sistema acoplado cuando el pardmetro de
sintonizacién interno es cercano a la resonancia interna principal.

Nayfeh y Mook [56] en el afo de 1979 publicaron el libro titulado Oscilaciones no lineales,
el cual se convierte con el paso del tiempo en una herramienta de consulta casi obligada para
las futuras investigaciones acerca de los sistemas autoparamétricos. En 1982 Hatwal et al, [35]
investigaron las vibraciones forzadas arménicas de un sistema masa-resorte-amortiguador, al
cual se le acopla un péndulo que es excitado paramétricamente, ellos usan el método del
balance arménico para evaluar analiticamente la respuesta del sistema completo, en base a
sus resultados establecen que es posible tener respuestas del sistema no periédicas si la ex-
citacién paramétrica es grande. Un sistema autoparamétrico conformado por el acoplamiento
entre dos vigas es examinado por Bux y Roberts en 1986 [14], en el cual se formiila un sis-
tema finito de grados de libertad y se usa el método de escalas muiltiples. En este trabajo
se muestra que los fenémenos de torsién y vibracién que experimenta el sistema se debe a
la existencia de los términos de acoplamiento no lineales de tipo cuadrético y a los efectos
de la resonancia interna entre el tercer y cuarto modo. En una tematica similar Ashworth
y Barr [4] consideran el comportamiento resonante de una estructura bajo excitaciones ar-
monicas de una sola frecuencia, se establece que los términos paramétricos lineales y las no
linealidades de tipo inercial pueden regir el comportamiento del sistema cuando se presen-
tan ciertas relaciones entre la frecuencia de excitacién y una de las frecuencias naturales de
la estructura (resonancia externa), y/o entre las mismas frecuencias naturales (resonancia
interna). En 1987 Nayfeh [54] investigé la respuesta de un sistema de dos grados de libertad
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Figura 1.4: Diagrama esquematico del absorbedor autoparamétrico estudiado por Cartmell
[16].

con no linealidades cuadréticas bajo la resonancia paramétrica principal en el caso en que la
razon de la resonancia interna es 2 a 1, la respuesta andlitica la obtiene usando el método de
escalas multiples con el cual construye una expansién de primer orden, dando como resultado
cuatro ecuaciones diferenciales no lineales ordinarias de primer orden, dichas ecuaciones se
usan para determinar las respuestas en estado estacionario de cada subsistema y su estabi-
lidad. En 1988 Ibrahim et al, investigaron las vibraciones paramétricas y autoparamétricas
de un tanque elevado, su estudio abarca la respuesta paramétrica no lineal [39], la respuesta
autoparamétrica [40], y la respuesta aleatoria [69]. El mismo Ibrahim [47], publica un ano
después el trabajo realizado al investigar la interacciéon autoparamétrica de dos modos nor-
males en un modelo estructural de tres grados de libertad sujeto a excitacién aleatoria en
una banda amplia.

En los primeros anos de la década de los noventa, investigadores como Cartmell, Bala-
chandran y Nayfeh ([15], [6] v [7]), estudian los fen6menos paramétricos y autoparamétricos
en sistemas tipo estructura (prototipos formados por combinaciones de vigas), teniendo co-
mo aplicaciones submarinos y otros vehiculos marinos, los cuales son sistemas estructurales
inherentemente no lineales y sujetos a excitaciones, por lo tanto, un adecuado entendimiento
de la influencia de las no linealidades sobre la respuesta dindmica del sistema es esencial
para su disenio y control. En 1993 Fujino et al [30], realizaron experimentos en un prototipo
estructura cable-viga para observar la interacciéon autoparamétrica y el fenémeno asociado
a la saturacién de amplitud. Bajaj et al en el afio de 1994 [5] estudian la dindmica no lineal
de un sistema de dos grados de libertad en un absorbedor autoparamétrico de vibraciones
tipo pendular, su andlisis abarca todos los posibles tipos de soluciones del sistema en es-
tado estable tanto para vibraciones libres como forzadas, incluyendo soluciones cadticas y
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Figura 1.5: Diagrama esquemadtico del absorbedor autoparamétrico estudiado por Bajaj et
al. [5].

bifurcaciones que se presentan al variar los pardmetros del sistema. En el mismo ano Tondl
et al [70] y [51] hacen el andlisis de un sistema mecdnico autoparamétrico formado por n
masas conectadas por n resortes lineales, a una de las masas se le conecta un péndulo, de-
terminando la incidencia de todas las resonancias autoparamétricas al investigar en general
la estabilidad de las soluciones semi-triviales. Cartmell y Lawson [16] utilizan el método de
escalas miiltiples para obtener la respuesta frecuencial no lineal de un absorbedor autopa-
ramétrico de vibraciones tipo pendular, ademds de que proponen un esquema de control
adaptable (semiactivo) basado en un servomecanismo tipo on/off, controlando la longitud
efectiva del péndulo y validando resultados en una plataforma experimental. Agnes e Inman
[3] investigan el efecto de pequenas no linealidades en la respuesta de absorbedores de vibra-
ciones piezoeléctricos sus soluciones perturbadas las validan cualitativamente con resultados
numericos, ademds de que establecieron la presencia de soluciones peridédicas, quasiperiédicas
y cadticas.

Oueini y Nayfeh [57] en el ano de 1998 reportaron una aplicacién tanto tedrica como ex-
perimental de un absorbedor activo de vibraciones no lineal para estructuras flexibles basado
en el fenémeno de saturaciéon que exhibe un sistema con muiltiples grados de libertad (vi-
ga en cantilever) con acoplamientos no lineales de tipo cuadrético y que posee resonancias
autopardmetricas. Oueini et al [58] consideran una planta modelada por una ecuacién dife-
rencial no lineal de segundo orden e introducen un absorbedor activo de vibraciones acoplado
a la planta por un conjunto especifico de no linealidades de tipo cibico.

En el ano 2000 Berlioz et al [10], reportan investigaciones experimentales y nimericas
de un sistema autoparamétrico que consiste de un péndulo sujeto a un sistema masa-resorte
excitado en la base, ellos determinan la bifurcacién periédica del péndulo al linealizar las
ecuaciones de la solucién semi-trivial usando dos métodos: aproximacién trigonémetrica y
célculo simbdlico usando la expansién polinomial de Chebyshev. Cuvalci [19] y [28] estudia
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Figura 1.6: Diagrama esquemético del absorbedor autoparamétrico tipo viga-viga, estudiado
por Nayfeh y Cartmell.

la interacciéon autoparamétrica al variar la amplitud de la fuerza y la razén de masas en
la vecindad donde se presenta la resonancia autoparamétrica en un sistema formado por
una viga en cantilever con una masa en el extremo libre donde se sujeta un péndulo para
que realice la funcién de un absorbedor pasivo de vibraciones En el ano 2001 Abadi [1]
considera un sistema autoparamétrico tipo Rayleigh, él estudia la solucién semi-trivial y
su dominio de inestabilidad donde empiezan las soluciones no triviales ademads investiga la
existencia de estabilidad de las soluciones no triviales y analiza el comportamiento de las
soluciones al variar los valores de los pardmetros. Vyas y Bajaj [79] analizan la dindmica de
un sistema de 1 GDL lineal al cual se le acopla un arreglo de absorbedores autoparamétricos
no lineales de vibraciones (péndulos), demostrando analiticamente una mejora en el ancho
de banda del absorbedor. En el mismo ano Mickens [50] hace un estudio matemético y
numérico del oscilador arménico Duffing. Verhulst [77] investiga la resonancia paramétrica
y autoparamétrica para tres casos (rotor, oscilador excitado paramétricamente y oscilador
auto-excitado). Cuvalci et al [20] realizan los experimentos de un sistema tipo estructura
excitado sinusoidalmente y aleatoriamente al cual se le acopla un absorbedor de vibraciones
no lineal, la estructura consiste de cuatro columnas flexibles que soportan en su extremo una
masa mientras que el absorbedor consiste en una viga con masa en el extremo que se empotra
en lo alto de la estructura. Zaki et al [80] investigan el efecto de la rigidez no lineal en el
movimiento de un péndulo flexible. Song et al [68] utilizan el método del balance arménico
para analizar la respuesta de un sistema masa-resorte-amortiguador al cual se le acopla un
péndulo que es excitado paramétricamente. Haddow y Shaw [34] presentan resultados tanto
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Figura 1.7: Diagrama esquemadtico del absorbedor autoparamérico tipo viga-péndulo, estu-
diado por Cicek y Ertas [28].

tedricos como experimentales de un absorbedor de vibraciones tipo pendular centrifugo. Rifai
et al [27] estudian la dindmica global y el campo de atraccién para diferentes soluciones
periédicas de un sistema autoparamétrico de cuatro GDL tipo masa-resorte-péndulo.

En el ano 2008 Vazquez y Silva [74] investigan la respuesta dindmica y frecuencial de
un sistema Duffing amortiguado acoplado a un absorbedor de vibraciones tipo pendular ex-
citado paramétricamente, usan el método de escalas multiples para obtener las condiciones
de resonancia autoparamétrica y comparan los resultados obtenidos con el caso en el que el
sistema primario es lineal. Macias-Cundapi et al [49] estudian la absorcién de vibraciones
pasiva/activa en un sistema tipo Duffing por medio de un absorbedor autoparamétrico tipo
pendular. En el mismo ano Gus’kov et al [33] investigan la influencia de los paramétros en
un sistema autoparamétrico tipo pendular en relacién a la disminucién de la amplitud de
la vibracién en el sistema primario (lineal) y realizan una comparacién de su eficiencia con
relacion al absorbedor clésico de vibraciones, todo esto bajo la accién de excitaciones armoni-
cas. Ibrahim [38] presenta avances recientes de aislantes de vibraciones pasivos no lineales. Un
ano mas tarde Wu [63] investiga el caso de un novedoso absorbedor de vibraciones tipo pen-
dular con base rotacional, el cual puede ser sintonizado para un amplio rango de frecuencias
con variar la velocidad rotacional de su base. En el afio 2010 Ikeda [42] estudia la interaccién
autoparamétrica de una superficie liquida en un tanque rectangular con una estructura co-
mo soporte eldstica sujeta a excitaciones verticales. El menciona que cuando la frecuencia
natural de la estructura es igual a la frecuencia natural mas baja del movimiento del liquido
se tiene un sistema autoparamétrico con resonancia interna a razén de 1:1. En el ano 2011
Chen [18] considera un sistema autoparamétrico que consiste de un oscilador acoplado con
un subsistema excitado paramétricamente, el oscilador y el subsistema estdn en resonancia
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interna a razon de 1:1, ademés el subsistema excitado estd en resonancia paramétrica prin-
cipal. Las no linealidades que se presentan en el sistema son de tipo cuadréticas y ctibicas.
Wu et al [65] presenta resultados analiticos asi como experimentales de un absorbedor tipo
pendular rotacional donde las frecuencias caracteristicas del absorbedor pueden sintonizarse
dindmicamente al ajustar la velocidad rotacional. En el ano 2012 Brzeski et al [13] investigan
la dindmica de un oscilador forzado tipo Duffing al cual se le acopla un péndulo, realizando
un andlisis de la bifurcacién en los pardmetros amplitud y frecuencia de excitacién. Un ano
después Eason et al [25] estudian el comportamiento de un sistema de tres grados de libertad
el cual consiste de un sistema primario lineal, un Absorbedor dindmco de vibraciones (DVA,
por sus siglas en inglés) no lineal con rigidez cibica pequena y un DVA lineal conectados
en serie, muestran que la atenuacion efectiva depende de una seleccién apropiada de los pa-
rametros de diseno. Sun et al [64] investigan la atenuacién de la respuesta de un oscilador
Duffing duro utilizando un DVA no lineal, un DVA semi activo y miiltiples DVA, mostrando
que bajo este esquema se pueden atenuar tanto la respuesta transitoria como la de estado
estable. El-Ganaini et al [26] aplican un controlador de retroalimentacién positiva de la posi-
cién para suprimir la amplitud de vibracién de un sistema no lineal en la resonancia primaria
en el caso en la que resonancia interna es de 1:1.

1.4. Planteamiento del problema

En general, un sistema autoparamétrico se puede representar mediante el diagrama a
bloques de la Fig. 1.8. Se tiene un sistema mecédnico primario, cuya respuesta se desea ate-
nuar para fuerzas de excitacién () cercanas al menos a una de sus frecuencias paramétricas
principal (2 ~ w,,). Para la atenuacién de la respuesta resonante se acopla un absorbedor
de vibraciones autoparamétrico que opera en autoresonancia (i.e., Q & wy, & 2wyqps), donde
la energfa se transfiere del exterior al sistema primario y, posteriormente, al absorbedor de
vibraciones. En general, el diseno pasivo del absorbedor autoparamétrico permite atenuar
de forma estable la respuesta en una banda pequena alrededor de una de las frecuencias
paramétricas principales del sistema primario, es decir, que el absorbedor pasivo no es ro-
busto ante cambios en la frecuencia de excitaciéon. Por esta razén se considera una ley de
control por retroalimentacion (control activo o semiactivo) de vibraciones que permita varia-
ciones en la frecuencia o amplitud de la fuerza de excitacién y, posiblemente, cambios en los
parametros del sistema primario. Adicionalmente, la fuerza de excitacién F(t) puede medirse
directamente, o utlizar algin esquema de identificacién de la frecuencia €2 y amplitud Fj de
excitacién, con lo cual la ley de control puede combinar la retroalimentacién con la preali-
mentacion de la fuerza de excitacién, de manera que el esquema de control de vibraciones
sea mds completo.

De forma general, se considera un sistema autoparamétrico consistente de un sistema
primario de n; grados de libertad acoplado a un absorbedor autoparamétrico de ny grados
de libertad. El sistema autoparamétrico se puede describir como sigue

M@+ Chi + Kyx + ¢(2,y,2,9) = BiF(t), xe€R“FecR™ (1.5)
Myjj + Coy + Koy +¢(x,y,4,9) = Bau(t), yeR™ ueR™ (1.6)
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Figura 1.8: Diagrama esquemético de la forma general de un sistema autoparamétrico.

donde la matriz de inercia M;, la matriz de amortiguamiento C; y la matriz de rigidez K;
son matrices reales simétricas de n; x n;, © = 1, 2, las cuales satisfacen las propiedades cono-
cidas de un sistema mecénico. Las funciones ¢ y 1 representan los acoplamientos inerciales,
viscosos y eldsticos entre el sistema primario y el absorbedor autoparamétrico, generalmente
no linealidades de tipo cuadrético o ctbico para sistemas tipo Duffing (i.e., ¢, € C*). La
fuerza exégena F'(t) denota una senal de excitaciéon arménica que puede contener diferentes
componentes frecuenciales €2;, o sea

N
F(t) = Z Fo, cos(Qit + ¢;), Fp, € R™ (1.7)

i=1

Ademas, u(t) = a(x,y,w) es un vector de fuerzas de control activo/semiactivo, mediante
las cuales se puede tener un absorbedor autoparamétrico activo/semiactivo que permita la
sintonizacién robusta del absorbedor para la atenuacién de vibraciones. Las matrices B;,
1 = 1,2, se utilizan para indicar cuando un grado de libertad estd perturbado o actuado.
Observe que cuando u(t) = 0 se trata solo de un absorbedor autoparamétrico pasivo.

Es importante sefialar que el sistema autoparamétrico (1.5)-(1.6) es no lineal, excitado
por fuerzas armoénicas resonantes y generalmente subactuado. Asimismo, es comin que se
disponga de pocos sensores de desplazamiento, velocidad o aceleracién, con lo que solo al-
gunos grados de libertad se pueden medir, y que las senales de control estén limitadas. Para
el diseno y sintonizacién de un sistema autoparamétrico se debe verificar que

Qi = Wy, 1,7 =1,2,...

Wnp, ~ 2wnab5j
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La primera condicién se conoce como condicion de resonancia externa (resonancia pri-
maria), que establace una relacién uno a uno entre la frecuencia de excitacién y una de las
frecuencias paramétricas principales del sistema primario. La segunda condicién se conoce
como condicién de autoresonancia (resonancia interna o subarmdnica), que equivale a una
relacion uno a dos entre la frecuencia de excitacién y una de las frecuencias paramétricas
del absorbedor autoparamétrico. La segunda condicién puede modificarse para incluir las
llamadas resonancias superarmonicas, aunque en este caso el andlisis frecuencial podria ser
mé&s complejo.

1.5. Objetivos de la Tesis

Para el desarrollo de este trabajo de tesis doctoral se plantean los siguientes objetivos.

1.5.1. Objetivo general

El objetivo general de este trabajo de tesis es abordar el estudio tanto tedrico como
experimental de absorbedores no lineales de vibraciones, pasivos y pasivos/activos, de tipo
autoparamétrico para sistemas primarios lineales y no lineales de un grado de libertad y su
generalizacion a sistemas primarios de varios grados de libertad.

1.5.2. Objetivos especificos

El desarrollo del tema de investigacién implica el cumplimiento de varios objetivos par-
ticulares, que parcialmente representan avances para la meta propuesta. Estos objetivos
especificos son:

1. Rediseno y fabricacién de algunos componentes de las plataformas experimentales (ab-
sorbedor tipo pendular, absorbedor tipo viga en cantilever y absorbedores tipo masa-
resorte-amortiguador).

2. Diseno, construccién e instrumentacién de nuevas plataformas experimentales (ab-
sorbedor autoparamétrico en estructuras tipo edificio).

3. Validacién experimental de los resultados bajo diferentes configuraciones:

= Sistema primario lineal.
= Sistema primario de mds de un grado de libertad.

= Fuerza de excitacién con varios componentes armdnicos, ademés de la frecuencia
de excitacion resonante y a diferentes valores de amplitud.
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1.6. Contribuciones de la tesis

Como se ha mencionado anteriormente, son pocos los trabajos en la literatura en el
drea de absorcién de vibraciones en sistemas autoparamétricos que presentan resultados
experimentales y atin menores aquellos que muestran resultados con algiin esquema de control
semiactivo o activo, de tal manera que las principales contribuciones de este trabajo de tesis
doctoral son:

= Exploracién del caso préctico en el que el sistema primario tiene mas de un grado de
libertad (absorbedor autoparamétrico para una estructura tipo edificio).

= El rediseno e integracion de plataformas experimentales que permitan analizar la absor-
cién de vibraciones en sistemas autoparamétricos, validaciéon de los modelos matemati-
cos obtenidos a diferentes configuraciones y la implementaciéon de los esquemas de
control desarrollados.

1.7. Organizacion de la tesis

En el Capitulo 1 se plantea el contexto general de esta tesis doctoral, se introducen
algunos conceptos relevantes en cuanto a los sistemas autoparamétricos y su relacién en la
absorcion de vibraciones en sistemas mecdnicos, se presenta una revision bibliografica realiza-
da durante el desarrollo de la tesis y finalmente se exponen los objetivos y las contribuciones
del trabajo doctoral.

En el Capitulo 2 se presentan en forma general los resultados preliminares de un ab-
sorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever para un sistema primario de un grado de
libertad, debido a que este andlisis es fundamental para los resultados que se muestran en
los capitulos posteriores. También en este capitulo se muestra un caso de estudio en cuanto a
la absorcién pasiva/activa en una estructura tipo edificio de 2 gdl utilizando un absorbedor
autoparamétrico con parche piezoeléctrico como actuador.

En el Capitulo 3 se aprovecha el trabajo planteado en el capitulo anterior para formular
y plantear la generalizacién de un absorbedor autoparamétrico para un sistema primario de
n grados de libertad haciendo uso del andlisis modal, dicha generalizacion se valida exper-
imentalmente en una estructura tipo edificio discretizada en 6 gdl, ademads, el desempeno
del absorbedor autoparamétrico es comparado con el desempeno de un absorbedor pendular
para el mismo sistema primario, estableciendo las ventajas y desventajas de ambos esquemas
de absorcién pasiva.

Con el objetivo de implementar y comparar otros esquemas de control pasivo sobre la
estructura tipo edificio en términos frecuenciales, energéticos y dindmicos, en el Capitulo 4 se
disenan y aplican sobre el sistema primario antes mencionado, el absorbedor autoparamétrico
tipo pendular y el absorbedor dindmico de vibraciones bajo dos configuraciones: sistema
masa-resorte-amortiguador y tipo viga en cantilever.

En el Capitulo 5 se analiza, disena e implementa un absorbedor de vibraciones no lineal
pasivo/activo del tipo Duffing (sistema que contiene rigidez ciibica) para un sistema primario
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con las mismas caracteristicas. Para llevar a cabo la parte de control activo de este esquema de
absorcién se utiliza una ley de control modal llamada retroalimentacién positiva de la posicion
(PPF), los resultados experimentales se hacen en la platafroma experimental conocida cono
ECP. Finalmente el Capitulo 6 contiene algunas conclusiones de este trabajo de tesis, asi
como la propuesta de trabajo a futuro para darle continuidad al mismo.



Capitulo 2

Absorcion autoparamétrica en un
sistemas primario de 2 gdl

2.1. Introduccion

Los absorbedores de vibraciones son dispositivos que generan fuerzas inerciales o eldsticas
para reducir el nivel de la respuesta producida por el efecto de vibraciones externas o inter-
nas que afectan a un sistema mecédnico. En la mayoria de los casos un absorbedor consta de
masas adicionales, conectadas mediante elementos eldsticos (resortes) y/o amortiguadores
(amortiguamiento de tipo viscoso o de material) al sistema o estructura que necesita de
proteccién y, ocasionalmente, conectadas en forma directa sobre maquinaria rotatoria des-
balanceada que genera vibraciones endégenas. Cabe senalar que la mayoria de los sistemas
fisicos presentan fenémenos no lineales y, en muchas aplicaciones industriales, los absorbedo-
res dindmicos de vibracion tienen que interactuar con ellos. Los términos no lineales pueden
generar modificaciones interesantes en la respuesta de los llamados sistemas paramétricos
forzados (Cartmell [17], Tondl [71]).

Los términos no lineales pueden ser el resultado de una caracteristica fisica del sistema,
como puede ser la rigidez o el amortiguamiento no lineal. Frecuentemente se ataca este
problema erradicando esos términos, es decir, linealizando el sistema y considerando solo
la respuesta lineal. Sin embargo, tales simplificaciones o cancelaciones no siempre ofrecen
resultados satisfactorios.

En este capitulo se considera el estudio de un sistema primario de dos grados de libertad,
que consiste en una estructura mecédnica tipo edificio de dos pisos rigidos de masas m; y
ma, respectivamente, y un absorbedor de vibraciones pasivo/activo, el cual es una viga en
cantilever con una masa ms en su extremo con un parche PZT como actuador, con el cual se
obtiene un esquema de absorcién autoparamétrica pasiva/activa de vibraciones, controlando
la rigidez efectiva de la viga, compensando asi variaciones en la frecuencia de excitacién e
incertidumbres paramétricas.

19
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Figura 2.1: Diagrama esquematico del sistema Duffing con absorbedor autoparamétrico tipo
viga en cantilever.

2.2. Absorcion autoparamétrica con una viga en can-
tilever en un sistema primario Duffing

Como estudio preliminar al presente trabajo de tesis, se cuenta con el diseno y sintesis de
un absorbedor autoparamétrico pasivo/activo tipo viga en cantilever con un parche piezoeléc-
trico como actuador para ser acoplado a un sistema primario del tipo Duffing (Abundis [2]).

El sistema primario es un sistema no lineal, compuesto de una masa M, un resorte no
lineal con rigidez cubica kix + kpx® y amortiguamiento viscoso ci, como se observa en la
Fig. 2.1. La no linealidad del sistema se debe al resorte que aumenta su rigidez conforme
aumenta la carga (resorte duro). Este sistema se excita con una fuerza externa FycosQt |
con amplitud Fj y frecuencia de excitacion 2 sintonizada cerca de la resonancia paramétrica
principal asociada al sistema primario. Es importante senalar que, cuando el resorte del
sistema primario es lineal, el absorbedor pasivo tipo viga corresponde al caso clédsico analizado
por Haxton y Barr [37].

El sistema secundario consiste en una viga en cantilever, compuesto de una viga delga-
da sujeta sobre el sistema primario y con masa equivalente en el extremo libre m. Ambos
subsistemas primario como secundario tienen acoplamientos de tipo inercial, los cuales re-
sultan de la sujecién de la viga. La longitud L denota la longitud total de la viga y c¢o es un
amortiguamiento viscoso pequeno sobre la misma.

Las ecuaciones de movimiento para el sistema de dos grados de libertad, que se obtienen
por la formulacién Euler-Lagrange, son

6
(M +m)i = ==m (yj +5°) + kaz + kot + a1 = FeosQt (2.1)

36my*\ . 6 . 36 o SEI )
m+2—5? y—5—Lmy93+ 52 WY +Fy+02y = u(?) (2.2)
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donde z y y denotan el movimiento longitudinal del sistema primario y el desplazamiento
lateral del absorbedor tipo viga en cantilever, respectivamente. La entrada de control activa
u es la fuerza equivalente proporcionada por el parche piezoeléctrico. La fuerza de excitacion
armonica estd dada por F'(t) = Fgcos (2t), donde la frecuencia de excitacion §) es cercana a
la frecuencia resonante paramétrica principal lineal del sistema primario, la cual es

k1
M+m

Por otra parte, los pardmetros asociados al absorbedor tipo viga en cantilever son el médulo
de Young F (aluminio), el momento de inercia de édrea [ y la longitud total L.

Es importante senialar que el sistema dado por las ecuaciones (2.1) y (2.2) es altamente
no lineal, debido a la presencia de acoplamientos no lineales de tipo inercial y eldstico. El
absorbedor tipo viga en cantilever tiene un acoplamiento inercial con el sistema primario
tipo Duffing, de tal manera que se pueda lograr la interaccién autoparamétrica con la cual se
puede atenuar la fuerza armonica resonante. Ademds, cuando u = 0 se converge al caso del
absorbedor autoparamétrico pasivo tipo viga en cantilever. Por otra parte, se tiene un sistema
de control en lazo cerrado, el cual es subactuado, puesto que se tienen 2 grados de libertad por
sé6lo un actuador (parche piezoeléctrico) y la salida a controlar, es decir, el desplazamiento en
el sistema primario Duffing  no es controlable por medio de u, exactamente en los puntos
de equilibrio de interés. La tnica coordenada generalizada que es controlable mediante
es el desplazamiento lateral de la viga y, por lo tanto, se propone una adecuada ley de
control prealimentada y retroalimentada para tener un control indirecto sobre la respuesta
del sistema primario Duffing.

2.2.1. Absorbedor autoparamétrico pasivo tipo viga en cantilever

Si se hace u = 0 y se normalizan las ecuaciones (2.1) y (2.2) resulta

i+ 2eCun® 4+ Wiz + eax® — eh(yj +19%) = ef cos(Qt)
§+ 2eCoway + (w3 — eg%) y + €By(yij +§°) = 0

cuyos parametros normalizados son

2 _ _ ki _ _ca _ _ko _ 6 m _ _Fy
w% = Mg 26Ciw1 = Jify f = Mm 5? = 5L3£M+m) , ef e B
_ __c _ _ _ _
Wy = 03 25C2w2__n%> 69_5_L’ EB_Q5L2a 5_ﬁla 50_#11

2.2.2. Respuesta frecuencial aproximada

Se usa el método de escalas miiltiples para encontrar una soluciéon aproximada del sistema
perturbado (2.3) y (2.4), para mayores detalles ver Abundis [2] (para el caso de absorbedor
pendular ver también Vazquez y Silva [74]).
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Las respuestas en estado estacionario tanto para el sistema primario como el secundario

dwy L Q 2 2
0 = b'+QV+R (2.6)
donde
0 12ws(e0) (Q — 2wy)®  48w3 (ea) (£C5)” (Q — 2w,)
(29)*(ch)wf (eh) (e9)” o
C8(2—2wy) (2 —wi) | 16(e¢,) (£¢y)
(eh) (eg) wiws (eh) (eg)
2304w8 (car)? ’

Q) 2 )
G (o) wp? (1) +ec
| T68wj (sa) (2 — w1)

2wy
e (c9) ] (2" 1)2 * (5@2]

64[(2—w)’+wi ()] [/ 1\’ ol (cf)’
! (eh)* (e9)*w? [<2wz 1) +(<2>] (eh)* wi

2

Es importante notar que la respuesta del sistema primario Duffing no depende de la
rigidez cubica ni tampoco de la fuerza externa. Por otra parte, la respuesta del sistema
secundario si estd influenciada por la no linealidad cibica debido a la rigidez del resorte a
través de los pardmetros () y R. De hecho la amplitud en (2.5) estd también limitada por el
amortiguamiento debido a la viga (,.

Para obtener la respuesta frecuencial del sistema primario en términos de la rigidez
equivalente de la viga, en un rango de frecuencias de excitacién, se parametriza la amplitud
en términos de k., dando como resultado

4 1 /3EI 1 (3EI 1 /3EI 0.25¢2
d = (55 ke ) |0.25(epy +w1)? — /= (S ke )(epy +w1) +— (5 + ke ) + 2
m \ L3 m \ L3 m2

o (eg)w? \| m \ L3

Los pardmetros del sistema completo se muestran en la Tabla I. La rigidez equivalente
asociada al (primer modo) absorbedor tipo viga es tal que, el absorbedor autoparamétrico
de vibraciones esté propiamente sintonizado con la fuerza de excitacién.

Tabla I. Parametros del sistema Duffing con absorbedor tipo viga.
M = 3.3502kg ki = T723N/m ky = 40970N/m?
c1 = 2.8481N/(m/s) m = 0.217kg L =0.5324m
kyiga = 10.997TN/m ca = 0.072N/(m/s) Lyiga = 8.46825 x 10~ 2m?*
A =4.03225 x 107°m? | E = 69G Pa k. € [-3,3] N/m
Fy =125N wy = 14.237rad/s = 2.266Hz | we = 7.118rad/s = 1.133H 2
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Figura 2.2: Respuesta frecuencial y dindmica del sistema Duffing sin interaccién au-
toparamétrica.

La respuesta frecuencial aproximada del sistema Duffing y su correspondiente respuesta
en el tiempo sin interaccién autoparamétrica (i.e., y(t) = 0) se muestran en la Fig. 2.2. Se nota
que las amplitudes en estado estable de ambas grédficas son muy similares con a = 0.028m.

En la Fig. 2.3 se muestra la respuesta frecuencial aproximada y la respuesta en el
tiempo tanto del sistema primario como del secundario cuando se presenta interaccién au-
toparamétrica. En estado estable los valores de las amplitudes son a = 0.0105m y b =
0.1838m.

2.3. Absorcion autoparamétrica en una estructura tipo
edificio de 2 gdl

Aprovechando el analisis, disenio e implementacién del absorbedor autoparamétrico tipo
viga en cantilever detallado en la seccién anterior, ahora el mismo absorbedor autoparamé-
trico se aplicard a una estructura tipo edificio modelada como un sistema primario lineal de
2 grados de libertad.
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Figura 2.3: Respuesta frecuencial y dindmica del sistema Duffing con interaccién au

toparamétrica.
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{a) (B)

Figura 2.4: Diagramas esquematicos. (a) Sistema primario con absorbedor de vibraciones
tipo viga en cantilever, (b) Diagramas de cuerpo libre de los pisos

2.3.1. Descripcién del sistema

En las Figs. 2.4 y 2.5 se describen el diagrama esquemético y el prototipo experimental
del sistema mecédnico, respectivamente. El sistema primario consiste de dos pisos rigidos
con masas my, y me, respectivamente conectados por columnas flexibles de aluminio con
rigidez equivalente k; y ko, respectivamente. La rigidez equivalente de la columna entre pisos
se calcula considerando cuatro columnas en paralelo con rigidez lateral individual %,
donde E es el médulo de Young del material (aluminio), ., es el momento de inercia
de drea y h es la altura del perfil de la columna (Chopra [22]). Cuando uno de los pisos
se mueve lateralmente con respecto al piso de abajo, las columnas actian como resortes
laterales. El sistema primario se excita por medio de una aceleracién arménica en la base
Z(t) = —Q%25cos Qt con amplitud Q%2 y frecuencia de excitacién € cercana a una de sus
resonancias paramétricas principales w;, 1 = 1, 2.

Para poder atenuar las vibraciones arménicas debido al movimiento en la baseZ(t)(en la
direccién X) se usa un absorbedor de vibraciones tipo viga en cantilever, el cual se compone
por una viga delgada sujeta sobre el segundo piso del sistema primario y con una masa
equivalente en el extremo mg, considerando sélo su movimiento lateral (direccién V') y re-
stringido a un plano horizontal X — Y (i.e., se desprecian los efectos gravitatorios). La viga
en cantilever tiene pegado en su base un parche piezoeléctrico y por el otro lado una galga
extensométrica. Esta configuracién del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever
estd motivada en el trabajo descrito en la literatura pero para el sistema primario con més
de un grado de libertad (ver, e.g., Haxton y Barr [37], Roberts [62] y Cuvalci [20]).
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Figura 2.5: Plataforma Experimental

2.3.2. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para el sistema de tres grados de libertad que consiste
en la estructura tipo edificio y el absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever se
obtienen empleando la metodologia de Euler-Lagrange. La energia cinética y potencial total
se describen como

1 1 1
T = 57711512? + §m2x§ + §m3y2 + §m3(w — $2)2 (27)
1 1 3ET
V = 5]{711}% + 5]{72(1‘2 — $1)2 + (ﬁ) y2 (28)

donde w = %%2 representa el desplazamiento axial (contracciéon) de la masa ms, a través
de la direccion X, la cual estd directamente relacionada con el desplazamiento lateral y
(direccion Y') de la misma masa. Es importante senalar que la viga en cantilever es excitada
armonicamente en su soporte por el movimiento longitudinal del segundo piso x5, lo cual
ocasionard la presencia de términos inerciales no lineales afectando la dindmica de la viga.

La energia potencial asociada al absorbedor autoparamétrico.

Las ecuaciones de movimiento de la estructura tipo edificio con absorbedor tipo viga en
cantilever se obtienen calculando el Lagrangiano L = T'— V' y desarrollando la metodologia
de Euler-Lagrange considerando amortiguamiento viscoso lineal y fuerzas exdégenas debido
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al moviento en la base, resultando (Chopra [22], Roberts [62]):

mlfél + CliL"l + (k’l + 1{72)1‘1 — /€2$2 = —ml,'z' (29)
. ) 6ms, .. . .
(mg + m3)is + codo + koo — 5—L3(yy + y2) — kox1 = —meZ (2.10)
. ) 3ET  6mg .. 36msz .
msy + c3y + (F — 5—LCC2> Y+ my(yy +97) = u(t) (2.11)

donde x1, x5, y denotan el movimiento longitudinal de cada piso del sistema primario y el
desplazamiento lateral del absorbedor pasivo tipo viga en cantilever, respectivamente. La
entrada activa de control u es la fuerza equivalente provista por el parche PZT cementado
en la base de la viga.

La excitacién arménica estd dada por 2(t) = —Q2zy cos Qt, donde la frecuencia de ex-
citacion €2 es cercana a una de las resonancias paramétricas principales del sistema primario.
Ademais, los parametros asociados al absorbedor pasivo tipo viga son el médulo de Young F
(aluminio), el momento de inercia de drea I y la longitud total L. La dindmica del sistema
completo se puede expresar en forma compacta como

M(q)j + C(q,4)q + Glg) = 7(t) (2.12)
donde ¢ = [z, 2, y]T es el vector de coordenadas generalizadas, 7 = [—mZ, —msZ, u]T es el
vector de fuerzas exégenas con () = —Q%2pcosQt y u es la fuerza de control suministrada

por el parche piezoeléctrico. Ademds, M (q) representa la matriz de inercia, C(q, ¢) es el vector
de los términos centrifugos y de Coriolis, también incluye las fuerzas disipativas asociadas a
los amortiguamientos viscosos, y G(q) es el vector de fuerzas gravitacionales de la siguiente
manera;

[ ma 0 0
M(q) = 0 ma+mg —G?T‘y
| 0 —5Py ma (14 5Ey?)
[ C1 0 0 fl
Clq,4)q = 0 e —??) To
| 0 0 cs + ﬁyy y
[ (kl + k’z) —k‘g 0 T
G(g) = —ko ky 0O T
L0 0 H Ly

Es importante notar que el sistema (2.9)-(2.11) es altamente no lineal, ya que el absorbedor
pasivo estd inercialmente acoplado al segundo piso de la estructura tipo edificio de tal manera
que una sintonizacién adecuada puede brindar la sintonizacién autoparamétrica (operaciéon
no lineal de dos modos), donde se pueden atenuar las excitaciones resonantes armonicas.
Ademis, cuando u = 0 se tiene un absorbedor autoparamétrico puramente pasivo. Por otro
lado se tiene un sistema de control en lazo cerrado (2.9)-(2.11), el cual es fuertemente no
lineal, subactuado y las salidas a controlar x; y x5 no son controlables desde la entrada u
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exactamente en los puntos de equilibrio de interés. Lo que si es controlable desde u es el
absorbedor autoparamétrico tipo viga y por lo tanto se propone la aplicaciéon de un esquema
de control prealimentado y retroalimentado para controlar indirectamente la respuesta del
sistema primario.

2.3.3. Aplicacion de un actuador tipo parche PZT sobre el ab-
sorbedor tipo viga en cantilever

El parche rectangular PZT se cementa en la base del absorbedor tipo viga. La entrada
de control u(t) en (2.11) es equivalente a un par de momentos flexionantes M, aplicado
en ambos extremos del parche. La fuerza equivalente de control que actia sobre la viga en
cantilever, tipo Euler-Bernoulli, se obtiene de la siguiente forma

u(t) = BM,(t) = Bg,V(t) (2.13)

donde V es el voltaje aplicado entre los electrodos del parche PZT', B es el llamado vector de

influencia y g, = —e31bz,, es la ganancia del actuador, la cual se calcula de los pardmetros del
parche PZT como son las propiedades del material y su tamano. Aquf e3; es una constante
del PZT (e3; = —7.5C/m?) y b es una constante relacionada con el ancho del electrodo

(Preumont [59]).

Es importante senalar que el actuador empleado (parche piezoeléctrico) utiliza muy poco
esfuerzo de control con una ley de control continua prealimentada y retroalimentada basada
en la medida del desplazamiento actual de ms3 y un amplificador de potencia externo. El
absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever es pasivo y activo simultaneamente,
trabajando como absorbedor pasivo cuando la frecuencia de excitacion (£2) es exactamente
igual a una de las frecuencias naturales del sistema (condicién de resonancia externa) y
como absorbedor activo en cualquier otro caso. Debido al bajo consumo de potencia por el
actuador, el esquema de control de vibracién se puede llamar como un control semiactivo.

2.3.4. Estructura con absorbedor pasivo tipo viga en cantilever

Definiendo los pardametros representativos del sistema, las ecuaciones de movimiento del
sistema de tres grados de libertad (2.9)-(2.11) se pueden normalizar para obtener una solucién
analitica aproximada para la respuesta frecuencial no lineal. Este procedimiento resulta en
las tres siguientes ecuaciones diferenciales no lineales acopladas para el absorbedor pasivo
tipo viga en cantilever (i.e., cuando u(t) = 0):

1 + 2eCywity + w%xl — maswgzvg = —efrcosQt (2.14)
i + 26Cowain + wizs — eh (yij + §°) —ewjzy = —efrcos U (2.15)
i+ 2eCswsy + (w3 — egia] y + By (yii +9°) = 0 (2.16)
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donde los pardmetros normalizados del sistema son

2 _ (kithks) — _ mtmg 02 2k e
w:[ - 6m1 ) 2€C1w1  my) Me = mi 27 E,};.l _3%‘127 CUQ = mtma? 2€C2w26— mtma
_ 6 _m — _m2 — — — & = 2
ch = 5L m+msa’ me = m+mo 8f2 - mCQ Z7 w3 = mL3’ 2€<3w3 —m’ €qg = 5L
526 _ _36 e = ko
2512 Mamiw3
(2.17)

Aqui el pardametro pequeno de perturbacién € considera los acoplamientos inerciales entre
el absorbedor tipo viga en cantilever y el sistema primario, amortiguamientos viscosos, no
linealidades y la excitacién externa dentro del sistema.

Para garantizar la interaccién autoparamétrica entre cualquiera de los dos modos del
sistema primario y el absorbedor tipo viga, de la cual se obtiene la atenuacién, se deben de
satisfacer las siguientes condiciones de sintonizacién

Q = w; conj=1,2 (2.18)

w; = 2&]3 (219)

donde 2 es la frecuencia de excitacién en el movimiento de la base, w; y wy corresponden
a las frecuencias paramétricas principales del primer y segundo piso de la estructura, re-
spectivamente, y w3 es la frecuencia natural del absorbedor tipo viga en cantilever. Estas
dos expresiones son bien conocidas como las condiciones de resonancia externa e interna,
respectivamente (Cartmell [17], Nayfeh y Mook [56]). Es importante notar que ws depende
de la rigidez equivalente de la viga, la cual se puede modificar activamente por el parche
piezoeléctrico PZT.

2.3.5. Analisis frecuencial aproximado

Se utiliza el método de escalas muiltiples para calcular la solucién aproximada (funcién
de respuesta frecuencial) para el sistema perturbado (2.14)-(2.16) (Cartmell [17], Nayfeh y
Mook [56], Vazquez y Silva [74]). Las soluciones perturbadas se expresan como

Ir1 = l’lo(To, Tl) + E$11(T0, Tl) + ... (220)
To = .Tgo(To, Tl) + €$21<Tg, Tl) + ... (221)
Yy = le(TOa Tl) + Eyll(T()a Tl) + ... (222)

donde Ty = t es la escala de tiempo rapida, T} = &t es la escala de tiempo lenta, dichas escalas
de tiempo se relacionan con la perturbacién por T, = €"t, conn = 0, 1, 2, ...Las derivadas con
respecto al tiempo de las diferentes escalas de tiempo traen consigo operadores diferenciales
de la forma d/dt = Dy + Dy + ... y d?/dt?* = D} + 2e Do Dy + ...

Las condiciones de resonancia externa e interna, que caracterizan la interacciéon au-
toparamétrica entre los tres grados de libertad, se perturban como

Q = wj+ep; con j=1,2 (2.23)
wj = 2ws+2ep;g (2.24)
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donde €p; y €p; definen los pardmetros de sintonizacién externo e interno, respectivamente.
Notese que, las dos primeras condiciones de resonancia externa (j = 1,2) consideran la
posibilidad de que la estructura tipo edificio puede ser excitada en cualquiera de las dos
frecuencias resonantes primarias (primero y segundo modo). La segunda condicién establece
que la resonancia interna del absorbedor tipo viga en cantilever con respecto a la estructura
tipo edificio.

Sustituyendo las soluciones propuestas de primer orden x1(7p1%), x2(To,T1) v y(To, 1)
en (2.14)-(2.16) y agrupando los términos de cero y primer orden en ¢, conduce al siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales

EO : Dg[lflg —+ w%xm =0 (225)
el Dgxll +wiry = —2DgD1x19 — 2¢,w1 D19 + Mawirag — f1 cos Qt (2.26)
80 : DSSL’QO + wgl’go =0 (227)
e D3wg + wiry1=—2Dy D199 — 2(ow2 Dowag + hyno(Dayro) + h (Doyio)? (2.28)
—l—w%:cm — facosQt
€% : D2y1o + wiyio =0 (2.29)
et Diyin + w3y = —2DoD1yio — 2C3w3 Doyio + gy10( Do) (2.30)
Las soluciones propuestas en su forma polar se expresan como
A=3zac™ B=3be? C=ice™ (2.31)

Sustituyendo las soluciones propuestas en (2.26), (2.28) y (2.30), y removiendo los tér-
minos seculares, se tiene

1 A 1, .
—iwd +wiaa — (wiia + émawgbeze - éfle“z’ = (2.32)
1, . 1 . 1. .
—iwab 4+ waBb — (yiwib — hw§§CQez(2w*2€p3T°*m + Ewgae” - §f26“S =0 (2.33)
1 1 A
—iwsc + 2w;),§¢c — (ywiic — Zgw%cbew = (2.34)

donde 0 = B —ep, Ty —a, ¢ = epyly —a, v = a— B +epdo, 0 = ep,To — By ¢ =
—06 — 2 (w3 +€p;) To. En estado estable ¢’/ = b = ¢ = 0, por lo tanto las amplitudes se
reducen a la forma:

wid/a — (wiia + Emawgbezo — §flez¢ =0 (2.35)
/ - ol o g 1o i 1. 4
wef8'b — (Hiwsb — hw3§c e+ Jwaae T — §f26 = (2.36)
1 .
ws'c — (ywiic — Zgw%be“" = (2.37)

Tomando las partes reales e imaginarias, se obtienen las respuestas en amplitud de estado
estable para el primer y segundo piso asi como para el absorbedor autoparamétrico tipo viga
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en cantilever

—(owab + hw%%g sin ¢ + %wga siny — %f2 sing = 0 (2.38)
wop b — hw%%@ cos ¢ + %wga cosy — %fg cos¢p = 0 (2.39)

—(wic — igwgb sing = 0 (2.40)

ws (@) c— igw%b cosp = 0 (2.41)

—(owiab + hw%%g sin ¢ — %wga sinf — %f2 sing = 0 (2.42)
waprb — hw%%g cos ¢ + %wga cos ) — %fg cosp = 0 (2.43)

Notese que son seis ecuaciones algebraicas no lineales y altamente acopladas, cuyas soluciones
producen varias amplitudes en estado estable, y, por lo tanto, son parametrizadas y resueltas
numéricamente en términos del pardmetro de sintonizaciéon y usando Maple(©).

2.3.6. Absorcién autoparamétrica pasiva: resultados experimenta-

les
La Tabla IT presenta los paramétros del sistema completo. La rigidez equivalente asociada

(primer modo) al absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever es tal que el absorbedor
pasivo de vibraciones estd propiamente sintonizado con la frecuencia de excitacion.

Tabla II. Pardametros del sistema.
my = 0.2439kg mo = 0.6339kg ms = 0.1229kg ki = 780.445N/m
ko = 780.445N/m kyiga = 16.278N/m ¢ = 0.027TN/(m/s) | c2 = 0.079N/(m/s)
c3 = 0.039N/(m/s) E =69GPa L = 0.5446m 2o = 0.002243m
ke € [=3,3IN/m | Ljga = 12702 x 10 "m? | w; = 13.21Hz2 wy = 3.662H 2
w3 =1.831Hz A =6.04837 x 10~°m?

La estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico se sometié a un barrido si-
nusoidal en la base de 0 a 20H 2z con una frecuencia de muestreo de 2K Hz. En la Fig. 2.6
se muestra la funcién de respuesta frecuencial del sistema primario obtenida al calcular la
transforrmada répida de Fourier (FFT) al desplazamiento de cada uno de los pisos ante la
excitacién antes mencionada (los valores de las frecuncias resonantes son wy; = 13.21Hz y
we = 3.662H z). De forma similar, la funcién de respuesta frecuencial del sistema secundario
se describe en la Fig. 2.7, cuya frecuencia natural es ws = 1.831H z.

La respuesta dindmica del primer y segundo piso asi como del absorbedor autoparamétrico
tipo viga, sin interaccién autoparamétrica se ilustran en la Fig. 2.8 Nétese como el absorbedor
se encuentra desacoplado y, por lo tanto, las amplitudes de vibracién para el primer y segundo
piso son alrededor de 22mm y 27mm, respectivamente.



32CAPITULO 2. ABSORCION AUTOPARAMETRICA EN UN SISTEMAS PRIMARIO DE 2 GDL

FRF Experimental
= = = Curva Estimada
A Resonancias paramétricas

15+

=
o
T

o 2:
% [mis?]

b -

Frecuencia [Hz]

Figura 2.6: Respuesta frecuencial experimental de la estructura tipo edificio.

La respuesta dindmica del primer y segundo piso asi como del absorbedor autoparamétri-
co tipo viga, con interaccion autoparamétrica se ilustran en la Fig. 2.9 En este caso después
de 20s el absorbedor autoparamétrico atenia la respuesta del sistema completo, resultando
en amplitudes de vibracién para el primer y segundo piso cerca de 5mm y b5mm, respectiva-
mente, con desplazamientos laterales de la viga alrededor de 150mm. Es importante notar
que, el porcentaje de absorcién de vibracion es de 87.6 % para el primer piso y 88.6 % para
el segundo piso. (respuesta del sistema en lazo abierto).

En la Fig. 2.10 se describe la respuesta dindmica del primer y segundo piso, sin interacciéon
autoparamétrica, cuando la base de la estructura edificio tiene un movimiento z(¢) que
contiene la suma de dos términos de excitacién armonicos de la forma z(t) = zo(senwit +
senwst), donde wy y wy son las frecuencias naturales de los dos pisos. Las amplitudes de
vibracion en ambos pisos son cerca de 11mm y 17mm, respectivamente.

La interaccién autoparamétrica cuando z(t) = zo(senwit + senwst) se muestra en la Fig.
2.11. Es importante notar que el absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever estd
sintonizado aun ante este cambio en la excitacién del sistema. Las amplitudes de vibracion
en ambos pisos estan alrededor de 7mm. Nétese como el absorbedor de vibraciones estd en
condiciones de atenuar sélo la resonancia asociada al segundo piso (ws = 3.662Hz).
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Figura 2.7: Respuesta frecuencial experimental del absorbedor autoparamétrico.

2.3.7. Absorcién autoparamétrica pasiva/activa usando un absorbedor
tipo viga en cantilever con parche PZT

En caso de que la frecuencia de excitacién €2 en el movimiento de la base (perturbacién)
xp(t) sea desconocida o variable en el tiempo, el absorbedor tipo viga en cantilever no es
util para la absorcién de vibraciones en la estructura tipo edificio. Sin embargo, cuando la
frecuencia de excitacién cambia tal que €2 # ws, alin se estd en posibilidades de satisfacer
la condicién de sintonizacién interna wy = 2w3 para poder atenuar la respuesta del sistema
primario. Esto se logra usando una ley de control activa en el parche PZT, por consiguiente
modificando la rigidez equivalente y amortiguamiento de la viga.

La Fig. 2.12 muestra la respuesta frecuencial aproximada cuando la funcién de respuesta
frecuencial del segundo piso se parametriza en términos de la rigidez equivalente k., prevista
por el parche PZT. La amplitud en estado estable se muestra en términos de €p; y un rango
razonable de la rigidez k. del parche PZT, que se obtiene por una simple ley de control
proporcional, de tal manera que, la condicién de resonancia interna (2.19) se pueda cumplir
para obtener la ganancia de atenuacién minima. Esta informacién se usa para obtener una
atenuacion éptima por medio del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever. De
hecho, existe una regiéon con amplitudes minimas, las cuales pueden ser calculadas para
garantizar la sintonizacién de atenuacién 6ptima pasiva/aciva por medio del absorbedor de
vibraciones.

La formulaciéon del objetivo de control para el esquema de absorcién activa en el ab-
sorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever con actuador PZT se realiza de acuerdo al
siguiente procedimiento:



34CAPITULO 2. ABSORCION AUTOPARAMETRICA EN UN SISTEMAS PRIMARIO DE 2 GDL

0.02f
: |
i
< I
-0.02- | 1 I |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]
0.021 fi
e ", m|
- mn
-0.02~ i
! \
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]
\
0.01 B
E o
>
001 | | | | | ]
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]

Figura 2.8: Respuesta dindmica de la estructura tipo edificio sin interaccién autoparamétrica.
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Figura 2.9: Respuesta dindmica de la estructura tipo edificio con interaccién autoparamétrica
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Figura 2.10: Respuesta dindmica de la estructura tipo edificio cuando z(t) = zy(senwit +
senwst) y sin presencia de interaccién autoparamétrica.
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Figura 2.11: Respuesta dindmica de la estructura tipo edificio cuando z(t) = zy(senwit +
senwst) y con presencia de interaccién autoparamétrica.
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Figura 2.12: FRF del segundo piso parametrizada en términos de €p; y k..

1. Dada una frecuencia de excitacién €2 se calcula la constante de rigidez de atenuacién
6ptima k() para el actuador PZT, con la cual se minimiza la amplitud en estado
estable del segundo piso a, es decir,

L min la (2, k)| (2.44)
donde a(€2, k.) denota la amplitud en estado estable parametrizada en términos de
Q y k. para el intervalo cerrado [kemin, kemax] asociado a las limitaciones fisicas del
actuador PZT. Esta solucién es calculada numéricamente. Para fines préacticos la rigidez
6ptima k() se calcula y parametriza en términos de la frecuencia de excitacién (2
usando técnicas de ajuste de curvas. De la FRF mostrada en la Fig. 2.12, se obtiene
un polinomio de ganancia para lograr la atenuacién 6ptima. Con los parametros de la
Tabla I, el polinomio empleado tiene la forma (ver Fig. 2.13)

EX(2) = 0.28(2 — wy)? — 0.02(Q — wa)® + 1.4(2 — wy) — 0.009 (2.45)

2. Con el conocimiento de atenuacion de rigidez 6ptima se sintetiza una ley de control pre-
alimentada y retroalimentada para obtener la sintonizaciéon automaética del absorbedor
autoparamétrico tipo viga en cantilever:

u(t) = k3 (Qy(t) (2.46)

Una vez que se activa el controlador proporcional (2.46), la respuesta en estado estable
del sistema de control pasivo/activo converge al desempenio del caso pasivo y, por lo tanto,
los esfuerzos de control son pequenos comparados con un objetivo completo de vibraciones
activo.
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Figura 2.13: Polinomio para la condicién de sintonizacién calculado usando tecnicas de ajuste
de curvas.

2.3.8. Absorcién autoparamétrica pasiva/activa: resultados expe-
rimentales

Con el propésito de ilustrar el desempeno dindmico del absorbedor autoparamétrico pasi-
vo/activo tipo viga en cantilever, cuando la frecuencia de excitacién cambia entre dos valores
constantes diferentes, se usan los pardmetros en la tabla I. Las condiciones iniciales se colo-
can en x1(0) = Om, z2(0) = Om, y(0) = 0.01m, #(0) = Om/s, &3 = Om/s y y = Om/s. La
aceleracién armoénica Z(t) = —Q%2q cos Q2 comienza con zg = 0.002243m con una frecuencia
de excitacion 2 = wy = 3.662Hz (i.e., ep; = Orad/s).

En la Fig. 2.14 se muestra el comportamiento dindmico del sistema completo en lazo
cerrado (2.9)-(2.11) con la ley de control proporcional, la cual incluye al sistema primario
y al absorbedor pasivo/activo tipo viga en cantilever con parche PZT. Antes de t = 455 el
sistema trabaja en su forma pasiva (i.e., u = 0), con frecuencia de excitacién Q = wy =
3.662Hz y wg = 1.831Hz. En t = 45s la frecuencia de excitaciéon cambia a () = 3.582Hz
(ep; = —0.5rad/s). Se puede observar que después de un transitorio de aproximadamente
15s el sistema primario alcanza la condicién de estado estable con pequenas amplitudes.

En la Fig. 2.15 se muestra la fuerza de control asi como la fuerza y movimiento que
experimenta la estructura tipo edificio en la base de la misma cuando p; = —0.5rad/s. En
la Fig. 2.16 se presenta otro resultado experimental. De nueva cuenta, antes de ¢t = 45s el
sistema completo estd trabajando en su forma pasiva, con frecuencia de excitacion 2 = wy =
3.662H 2z y ws = 1.831H z, pero ahora la frecuencia de excitacién se incrementa en ¢t = 45s a
un valor de 2 = 3.7415Hz (ep,; = +0.5rad/s). El sistema completo atn estd en condiciones
de mantener la interacciéon autoparamétrica, es decir, el sistema primario conserva amplitud
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Figura 2.14: Respuesta dindmica del sistema cuando hay un cambio en la frecuencia de
excitacion (ep; = —0.5rad/s).

de magnitud pequena y estable. En la Fig. 2.17 se muestra la fuerza de control asi como
la fuerza y movimiento que experimenta la estructura tipo edificio en la base de la misma
cuando £p; = —0.5rad/s.

2.4. Comentarios

El uso de absorbedores autoparamétricos para la atenuacién de vibraciones es particular-
mente eficiente en sistemas excitados en una banda ancha de frecuencias, donde es necesario
reducir condiciones de resonancia especificas. De hecho, los absorbedores autoparamétricos
de vibracién trabajan cerca o exactamente en la frecuencia para la cual son disenados y no
producen el efecto de amplitudes significativas o condiciones de resonancia en otras frecuen-
cias, en comparacién con los absorbedores dindmicos de vibraciéon (DVA), los cuales atentian
la respuesta en su frecuencia de diseno pero producen fenémenos de resonancia para otras
frecuencias (este fenémeno se comprueba experimentalmente en el capitulo 4).
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Figura 2.15: Fuerza de control u, Fuerza F'y desplazamiento z cuando hay un cambio en la

frecuencia de excitacién de ep; = —0.5rad/s.
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Figura 2.16: Respuesta dindmica del sistema cuando hay un cambio

excitacion (ep; = 0.5rad/s).

en la frecuencia de
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Figura 2.17: Fuerza de control u, Fuerza F'y desplazamiento z cuando hay un cambio en la
frecuencia de excitacién de ep; = +0.5rad/s.



Capitulo 3

Absorcion autoparamétrica en un
sistema primario de n gdl

El andlisis modal es el proceso de determinar las caracteristicas dindmicas inherentes
de un sistema en formas de frecuencias naturales, factores de amortiguamiento y formas
de modos, usando estas propiedades para formular un modelo matemético y describir asi
su comportamiento dindmico. Al modelo matemético formulado se le conoce como modelo
modal del sistema y la informacién que proporciona son los datos modales.

El andlisis modal se basa en el hecho de que la respuesta vibratoria de un sistema dindmico
lineal invariante en el tiempo se puede expresar como una combinacién lineal de un conjunto
de movimientos armonicos simples llamados modos naturales de vibracién, los cuales son
inherentes a un sistema dindmico y son determinados completamente por sus propiedades
fisicas (masa, amortiguamiento y rigidez) y sus distribuciones espaciales. Cada modo se de-
scribe en términos de sus pardametros modales: frecuencia natural, amortiguamiento modal
y el patrén de desplazamiento caracteristico. El andlisis modal abarca técnicas tanto teori-
cas como experimentales. En general este método constituye una herramienta importante
y poderosa para el andlisis de vibraciones, diagnéstico, diseno y control. El andlisis modal
también proporciona métodos que son ttiles para la predicciéon de fallas inminentes u otros
problemas mecénicos. La modificacion estructural y subestructural son técnicas de andlisis
de vibraciones y diseno de sistemas mecdnicos, las cuales estdn basadas fundamentalmente
en la herramienta de anélisis modal. Mediante los métodos de andlisis de sensibilidad, usando
un modelo modal, es posible determinar los grados de libertad de un sistema mecédnico que
son mads sensibles a la adicién o eliminacién de elementos de masa, rigidez o amortiguamien-
to. De esta manera, se puede establecer un método adecuado y sistemdtico para realizar las
modificaciones estructurales pertinentes.

En este capitulo se utiliza el andlisis modal para la sintonizacién de un absorbedor au-
toparamétrico para un sistema de n grados de libertad, como caso de estudio, se realizan
experimentos en una estructura tipo edificio discretizada en 6 gdl.

41
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3.1. Estructura tipo edificio de n gdl con movimiento
en la base

Una estructura tipo edificio de n niveles sometida a movimiento en la base, en un solo
plano de movimiento, se puede modelar como un sistema lineal de n grados de libertad con
fuerzas de excitacién sobre cada piso como se muestra en la Fig. 3.1 (Chopra [22]). Observe
como las masas m; denotan masas equivalentes por cada piso en la estructura. De manera
similar las constantes de amortiguamiento c; y rigidez k; representan amortiguaniento viscoso
y rigidez equivalente por cada arreglo paralelo de columnas entre los niveles j y j — 1.

m
F 1) —] : —>x,
k o
n
mn—]
E1—1(t) _»I I_>xn-1
| Cn1/
—
| - |
,om,
F,(t) — F— x,
C
2
k 2
m]
F,(t) —» F—>x,
€y
k 1
/77 /77777

> Z

Figura 3.1: Diagrama esquemdtico de una estructura tipo edificio de n grados de libertad
con movimiento en la base

El modelo simplificado de esta estructura de n grados de libertad con movimiento en la
base es el siguiente

Mi+ Ci+ Kz = —Me3(t), z = [v1,...,2,)" € R, 2€ R (3.1)

donde x € R™ denota el vector de coordenadas generalizadas de desplazamiento relativo
de cada piso con respecto de un marco de referencia fijo, 2 € R es la aceleracién en la
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base de la estructura y M, C, K son matrices de masa, amortiguamiento y rigidez de n X n,
respectivamente, para cualquier estructura de este tipo. El vector e = [1,1,.. ., 1]T € R" se
utiliza para transformar el efecto de la excitacién en la base, a través de la aceleracién de la
base Z(t), como fuerzas concentradas que actian directamente sobre cada masa (piso) de la
estructura. Las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez se expresan como

'ml 0O --- 0 c1+c —co 0
oo | 0ome 9 o—| @ ate ’
: —c,
i O O mn 0 _Cn Cn
-k1+/€2 —kg 0
Ko —ky ko + ks
: o =k,
|0 -k, k,

3.2. Representacion de la estructura de n gdl en coor-
denadas modales

De acuerdo a la teorfa de andlisis modal [29, 36], una estructura mecénica de n gdl (3.1)
de la forma
Mi+Kr=0, z=[x,...,2,] € R" (3.2)

tiene n frecuencias naturales (no amortiguadas) que se determinan a partir de la ecuacién
de frecuencia
det (—w?M + K) =0 (3.3)

Esta es la llamada ecuacién caracteristica asociada al sistema (3.2), que tiene n soluciones
reales no-negativas para w? en sistemas fisicamente realizables. Las n frecuencias naturales
wj, = 1,...,n, se ordenan de manera que w; < wy < ... < Wy,.

Las formas modales o modos de vibracién v, asociadas a cada frecuencia natural w; se
obtienen como las soluciones no triviales de la ecuacion algebraica

(-wIM+K)X;=0 (3.4)

Los modos de vibracién satisfacen condiciones de ortogonalidad respecto de las matrices de
masa M y rigidez K, de tal manera que

0 parai#j
T o
X; MX; { M, parai—j (3.5)
0 parai#j
T o
X, KX; { K, parai—j (3.6)

donde M; y K; son la masa modal (equivalente) y rigidez modal (equivalente) asociada al
modo ¢, respectivamente.
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En general, un sistema de n grados de libertad con matriz de masa M no singular tiene n
modos de vibracién X, ..., X,, que son linealmente independientes. Se utilizan como columnas
de la llamada matriz modal de n x n dada por

X =[X1, X, ..., X,

que es no singular.
Mediante la transformacién lineal (modal) de coordenadas

r=Xq,qe R"

la estructura mecdnica (3.2) se puede expresar en coordenadas modales (principales o de-
sacopladas)

Gi+wiq=0,j=1,...n

De manera similar, en caso de amortiguamiento proporcional o de Rayleigh (i.e., C' =
aM + K, para «, § € R), la estructura mecdnica con amortiguamiento y fuerzas externas
(3.1) se puede transformar también a coordenadas modales como sigue

Gj + 26 jwid; + wig = f;(t), j=1,...,n (3.7)

donde §; y w; son la relaciéon de amortiguamiento y frecuencia natural (no amortiguada)
asociada al modo j. La fuerza f; se denomina la fuerza modal correspondiente al modo j.
Se hace notar que el vector de fuerza modal es F(t) = —X7MeZ(t). Se observa que cada
ecuaciéon de movimiento (3.7) describe la dindmica desacoplada de un sistema de un solo
grado de libertad.

En forma compacta la estructura mecdnica con amortiguamiento proporcional y movi-
miento en la base se puede describir como

Mi+Ci+ Kq=F(t),q=q,.-.,q:]" € R", F € R" (3.8)

donde se tienen matrices de masa, rigidez y amortiguamiento modal expresadas como ma-
trices diagonales de n X n de la forma

= XT"MX = diag [My, ..., M,
XTKX = diag [Ky, ..., K,
XTCX = diag[Cy, ..., C,]

Q=S
|

Ademas, la fuerza modal se obtiene como
F(t) = —XTMe3(t)

A continuacién se presenta como caso de estudio una estructura de 6 grados de libertad.
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3.3. Anadlisis modal de una estructura tipo edificio de

6 gdl

En algunos casos las caracteristicas de un sistema se pueden obtener al abordar el andlisis
de éste considerandolo sin amortiguamiento. De hecho, para un sistema ligeramente amor-
tiguado, es decir, aquél sistema que no se amortigua deliberadamente, las frecuencias natu-
rales del sistema no amortiguado no difieren significativamente de su contraparte amortigua-
da. Por tal motivo y como primera aproximacion de la solucién del problema que se pretende
resolver, en el andlisis que a continuacién se detalla se desprecian los coeficientes de amor-
tiguamiento para llevar a cabo el anélisis modal de la estructura tipo edificio discretizada en
3 gdl.

Considerando de momento sé6lo vibraciones libres del sistema que se muestra en la Fig.
3.2, cuya dindmica se puede representar de la siguiente manera

Mi+ Kz =0, v € R° (3.9)

Debido a que se realiza el andlisis modal solamente al sistema primario, las matrices de masa
(M) y rigidez (K) estén dadas por

mi 0 0 0 0 0
0 my O 0 0 0
B 0 0 mg 0 0 0
M= 0 0 0 my 0 0 (3.10)
0 0 0 0 ms O
0 0 0 0 0 mg|
[k + ke —ko 0 0 0 0
—ky  ko+ks —ks 0 0 0
_ 0 _kS lfs ‘|‘ k4 —k’4 0 0
K = 0 0 ke kat ks —ks 0 (3.11)
0 0 0 —ks ks +ke —ke
0 0 0 0 —ks ke

En este caso, la ecuacion caracteristica resulta aplicando el determinante a la matriz

a —ky O 0 0 0

_k2 b —l{?3 0 0 0

2 o 0 —k’g Cc —k‘4 0 0
CMAKE=1 o " 4 k0 (3.12)

0 0 0 —k e —k

0 0 0 0 -k f

donde:
a = —m1w2 + (kl + kg)
b= —m2w2 —+ (kg + kg)
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c=—mzw? + (k3 + ka)

d = —myw? + (kg + ks)

e = —mzw? + (ks + k)

f=—mew?® + ke

Sustituyendo los valores de la tabla II en (3.12) resulta

a —897.33 0 0 0 0
—897.33 b —1038.77 0 0 0
9 N 0 —1038.77 c —959.91 0 0
WwAM K= 0 0 —959.91 d —1059.82 0
0 0 0 —1059.82 3 —1092.49
i 0 0 0 0 —1092.49 f ]
donde:
a = —1.35w? + (1753.25)
b= —1.45w? + (1936.1)
¢ = —1.25w? + (1998.68)
d = —1.35w? + (2019.73)
e = —1.25w? + (2152.31)
f = —1.55w? 4 1092.49
Entonces,
[ a —897.33 0 0 0 0 |
—897.33 b —1038.77 0 0 0
0 —1038.77 c —959.91 0 0
det 0 0 —959.91 d —1059.82 0 =0 (3.13)
0 0 0 —1059.82 e —1092.49
i 0 0 0 0 —1092.49 f
Desarrollando (3.13), resulta
gw'? — hw'® 4 iw® — b + kwt — w4+ m =0 (3.14)

donde los coeficientes de (3.14) estdan dados por:
g = 6.4001
h = 5.2197 x 104
i=1.5719 x 108
j =2.1413 x 101!
k= 1.2876 x 10*
[ =2.7308 x 101¢
m = 8.8672 x 10
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Las raices positivas de la ecuacién (3.14) son las frecuencias naturales del sistema pri-
mario, con valores de

w; = 0.9976 Hz
wy = 2.9673 Hz
w3 = 4.8671 Hz
wyg = 6.3777 Hz
ws = 7.6941 Hz
wg = &.55T70 Hz

Debido a que ya se conocen las frecuencias naturales del sistema, los modos de vibracion se
obtienen por medio de la siguiente ecuacién

(WM +K)X =0 coni=1,234,506 (3.15)

Desarrollando (3.15) para w; = 0.9976 Hz = 6.2681rad/s

[ 17002 —897.3 0 0 0 0 X 0

—897.3 1879.1 —10388 0 0 0 X1 0

0  —1038.8 1949.6 —959.9 0 0 X | |0

0 0  —959.9 1966.7 —1059.8 0 X1y 0

0 0 0  —1059.8 21032 —10925 | | Xys 0

0 0 0 0  —10925 10316 | | Xy | [ O]
1700.2X1, — 897.3X7, = 0 (3.16)
—897.3X); + 1879.1X15 — 1038.8Xy5 = 0 (3.17)
—1038.8X 15 + 1949.6 X35 — 959.9X3, = 0 (3.18)
—959.9X15 + 1966.7X14 — 1059.8X,5 = 0 (3.19)
—1059.8X14 + 2103.2X 5 — 1092.5X35 = 0 (3.20)
—1092.5X 5 + 1031.6X35 = 0 (3.21)

El sistema formado por (3.16)-(3.21) consta de seis ecuaciones linealmente dependientes.
Para obtener el vector modal X; = [X1; X2 X153 X14 X35 XlG]T es necesario resolver dicho
sistema, para lo cual se usa un programa de célculo simbélico, dando como solucién

[ 0.1235
0.2340
0.3166
0.3898
0.4366

| 0.4624
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Desarrollando (3.15) para we = 2.9673 Hz = 18.644rad/s, se tiene

1284  —897.3 0 0 0 0 Xo1 0
—897.3 14321 —1038.8 0 0 0 Xoo 0
0 —1038.8 1564.2 —959.9 0 0 Xos | | O
0 0 —-959.9 1550.5 —1059.8 0 Xy | | O
0 0 0 —1059.8 1717.8 —1092.5 Xos 0
0 0 0 0 —1092.5  553.7 | | X | | 0 |
1284 X5, — 897.3X0 = 0 (3.22)
—807.3 X5 + 1432.1X2s — 1038.8Xa; = 0 (3.23)
—1038.8 X9 + 1564.2X53 —959.9X54 = 0 (3.24)
—959.9X93 + 1550.5 X9y — 1059.8X95 = 0 (3.25)
—1059.8Xpq + 1717.8X05 — 1092.5X55 = 0 (3.26)
—1092.5X95 + 553.7X5% = 0 (3.27)
Para obtener el vector modal Xy = [Xo; Xog Xog Xos Xos X%]T es necesario resolver el
sistema formado por (3.22)-(3.27), teniendo como solucién
[ 0.3371 ]
0.4823
0.3738
2= 0871
—0.2111
| —0.4164 |
Desarrollando (3.15) para w3 = 4.8671 Hz = 30.5808rad/s, resulta
[ 490.7 —897.3 0 0 0 0 ][ Xa ] [0 ]
—897.3  580.1 —1038.8 0 0 0 X2 0
0 —1038.8 829.7  —959.9 0 0 Xss | | O
0 0 —-959.9 757.2  —1059.8 0 Xy | | O
0 0 0 —1059.8 983.3 —1092.5 Xss 0
0 0 0 0 —1092.5 =357 | | X | | 0 |

490.7X3; — 897.3 X3, =

—897.3X3; + 580.1X3, — 1038.8X33 =
—1038.8 X35 + 829.7X33 — 959.9X34 =
—959.9X33 + 757.2X34 — 1059.8 X35 =
—1059.8 X34 + 983.3 X35 — 1092.5 X35 =
—1092.5X35 — 357 X3¢ =

o O O o o o
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Para obtener el vector modal X3 = [X3; X3z X33 X34 X35 X36]T es necesario resolver el
sistema formado por (3.28)-(3.33), teniendo como solucién

[ 0.4552 ]
0.2492
—0.2540
—0.4893
—0.1197
0.3668

Desarrollando (3.15) para wy = 6.3777 Hz = 40.0722rad/s, resulta

[ 4146 —897.3 0 0 0 0 X4 0
—897.3 —392.3 —1038.8 0 0 0 X4 0
0 —1038.8 —8.5 —959.9 0 0 X3 0
0 0 —959.9 —148.1 —1059.8 0 Xy 0
0 0 0 —1059.8 145.1  —1092.5 X5 0
0 0 0 0 —1092.5 —1396.5 | | Xy 0

—414.6 X4 — 897.3 X4 0 (3.34)

—897.3X41 — 392.3X 45 — 1038.8 X3 0 (3.35)

—1038.8 X5 — 8.5X 43 — 959.9X 44 0 (3.36)

—959.9X3 — 148.1.X 44 — 1059.8 X 45 0 (3.37)

—1059.8 X 44 + 145.1. X5 — 1092.5 X 46 0 (3.38)

—1092.5X 45 — 1396.5X 46 0 (3.39)

Para obtener el vector modal X; = [Xg1 Xao Xus Xaa Xy X46]T es necesario resolver el

sistema formado por (3.34)-(3.39), teniendo como solucién

[ 05533 ]
—0.2580
—0.3795
0.2840
0.3030

| —0.2363 |

Desarrollando (3.15) para ws = 7.6941 Hz = 48.3434rad/s, resulta

[ —1401.8
—897.3
0

0
0
0

—897.3
—1452.7
—1038.8

0
0
0

0
—1038.8
—922.7
-959.9
0
0

0

0
—959.9
—1135.3
—1059.8

0

0
0
0
—1059.8
—769
—1092.5

0
0
0
0

—1092.5
—2530

X51
X2
X53
X54

X56

SO O OO OO
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—1401.8X5; — 897.3X5, = 0 (3.40)
—897.3X51 — 1452.7 X5, — 1038.8 X535 = 0 (3.41)
—1038.8.3 X5, — 922.7X53 — 959.9X5, = O (3.42)
—959.9X53 — 1135.3X54 — 1059.8X55 = 0 (3.43)
—1059.8X54 — 769X55 — 1092.5X5 = 0 (3.44)
—1092.5X55 — 2530X5 = O (3.45)
Para obtener el vector modal X5 = [X51 X2 X553 Xp4 Xs5 X56]T es necesario resolver el
sistema formado por (3.40)-(3.45), teniendo como solucién
[ 0.2963 ]
—0.4601
0.3834
X =1 01325
—0.4881
| 02116 |
Desarrollando (3.15) para wg = 8.557 Hz = 53.8908rad/s, resulta
[ —2167.4 —897.3 0 0 0 0 1T Xer ] [0 ]
—897.3 —2275 —1038.8 0 0 0 Xe2 0
0 —1038.8 —1631.6 —959.9 0 0 Xe3 0
0 0 —959.9 —1901 —1059.8 0 Xes 0
0 0 0 —1059.8 —1478 —1092.5 Xes 0
i 0 0 0 0 —1092.5 —3409 | | Xes 0
—2167.4Xg; —897.3Xg2 = 0 (3.46)
—897.3X¢1 — 2275 X0 — 1038.8X43 = 0 (3.47)
—1038.8Xgy — 1631.6Xg3 — 959.9X44 = 0 (3.48)
—959.9X63 — 1901 X454 — 1059.8X45 = O (3.49)
—1059.8 X4 — 1478 Xg5 — 1092.5Xgs = 0 (3.50)
—1092.5Xg5 — 3409Xgs = O (3.51)
Para obtener el vector modal Xg = [Xg1 Xe2 Xe3 Xea Xe65 X66]T es necesario resolver el

sistema formado por (3.46)-(3.51), teniendo como solucién

[ 0.1037 ]
—0.2490
0.4523
—0.4936
0.4695

| —0.1511 |
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Finalmente, la matriz modal de la estructura tipo edificio discretizada en seis grados de
libertad se obtiene colocando cada modo de vibracién como columna, esto es

X=[Xi Xo X3 Xy X5 Xg]

[ 0.1235 0.3371 04552  0.5533  0.2963  0.1037 |
0.2340 0.4823  0.2492 —0.2580 -0.4601 —0.2490
¥ 0.3166 0.3738 —0.2540 —0.3795 0.3834  0.4523 (3.52)

0.3898 0.0871 —0.4893 0.2840 0.1325 —0.4936 '
0.4366 —0.2111 -0.1197 0.3030 —0.4881 0.4695

| 0.4624 —0.4164 0.3668 —0.2363 0.2116 —0.1511 |

Debido a que la matriz modal es no singular, es decir, det # 0, se verifica que

[ 0.1235 0.3371 04552  0.5533  0.2963  0.1037 |
0.2340 0.4823  0.2492 —0.2580 —0.4601 —0.2490
0.3166 0.3738 —0.2540 —-0.3795 0.3834  0.4523
det X = det 0.3808 0.0871 —0.4893 0.2840  0.1325 —0.4936 | —0-3953
0.4366 —0.2111 -0.1197 0.3030 —0.4881 0.4695

| 0.4624 —0.4164 0.3668 —0.2363 0.2116 —0.1511 |

3.3.1. Transformacion a coordenadas modales

El andlisis modal se basa en el supuesto de que una transformaciéon de coordenadas
originales o coordenadas fisicas x € R"™ a coordenadas principales o modales ¢ € R", se
realiza por medio de la siguiente ecuacion

r = Xq (3.53)

donde X es la matriz modal del sistema y ¢(t) es el vector de amplitudes modales. A la
relaciéon (3.53) se le llama superposicién modal, descomposicién modal o descomposicién
espectral. Debido a que X no depende del tiempo se tiene que © = X ¢y & = X ¢, sustituyendo
estas expresiones en la ecuacién (3.9), resulta

MX§+KXq=0 (3.54)

Ahora se premultiplica la ecuacién (3.54) por la transpuesta de la matriz modal X7, para
obtener

XTMXij+XT"KXq = 0 (3.55)
Mi+Kq = 0, q € R" (3.56)

donde M = XTMX es la matriz de masa modal y K = XTKX es la matriz de rigidez
modal, por lo tanto, para este caso, las matrices de masa modal y rigidez modal estdn dadas
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por
M = XTMX
(1.0 0 00 0]
01 0000
_ 001000
M= 000100 (3.57)
000010
00000 1|
K = XTKX
(393 0 0 0 0 0
0 3476 0 0 0 0
_ 0 0 9349 0 0 0
K = 0 0 0 16087 0 0 (3.58)
0 0 0 0 23308 0
0 0 0 0 0 2894.5 |

w

donde M, K y X estdn dadas poe las ecuaciones (3.10), (3.11) y (3.52), respectivamente.

3.3.2. Fuerzas modales
Si se considera el vector de fuerzas generalizadas en la ecuacién (3.9), se tiene
Mi+ Kx = F(t)
reescribiendo (3.55), resulta

XTMXij+XT"KXq = XTF(t) (3.59)

Mij+Kq = F qg € R" (3.60)

donde F' = XTF es el vector de fuerzas modales, a las entradas de I’ denotadas por fi(t) se
les llama fuerzas modales. En este caso como Z(t) = 0.0299 cos(5.5t), entonces

T r . A

[ 0.1235 0.3371  0.4552  0.5533  0.2963  0.1037 | —mq2(t)
0.2340 04823  0.2492 —-0.2580 —-0.4601 —0.2490 —maZ(t)
o 0.3166 0.3738 —0.2540 —0.3795 0.3834  0.4523 —mgZ(t)
n 0.3898 0.0871 —0.4893 0.2840 0.1325 —0.4936 —myZ(t)
0.4366 —0.2111 —-0.1197 0.3030 —0.4881 0.4695 —msZ(t)
| 0.4624 —0.4164 0.3668 —0.2363 0.2116 —0.1511 | | —mgeZ(t) |
[ —0.0804 cos(5.5t) ]
—0.0248 cos(5.5¢)
= —0.0125 cos(5.5¢)
= —0.0088 cos(5.5t) (3.61)
—0.0033 cos(5.5t)
| —0.0009 cos(5.5t) |
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3.3.3. Ecuaciones de movimiento en coordenadas modales

Sustituyendo (3.61) en (3.60) y dividiendo cada ecuacién entre el coeficiente de §;, se
obtienen las ecuaciones modales de movimiento

miGi + ki = fi(t)
1 -

Gi+w?q = —fi(t) coni=1,2,.6 (3.62)
my;

Sustituyendo los valores numéricos y expresando la ecuacién (3.62) en forrma vectorial-
matricial, se tiene

100000 G1(t) 393 0 0 0 0 0 @ (t)
010000 Ga(t) 0 3476 0 0 0 0 (1)
001000 Gs(t) 0 0 9349 0 0 0 qs(t)
000100 i | T o 0 0 16087 0 0 q4(?)
000010 Gs(t) 0 0 0 0 23308 0 qs(t)
(000000 1] [d)] | O 0 0 0 0 28945 | | ¢s(?) |
[ —0.0804 cos(5. 5t)
—0.0248 cos(5.5¢)
B —0.0125 cos(5.5¢)
~ | —0.0088 cos(5.5t) (3.63)
—0.0033 cos(5.5t)
| —0.0009 cos(5.5t) |

Es evidente que el sistema formado por (3.63) consta de seis ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden con coeficientes constantes no homogéneas desacopladas, es
decir

= —0.0804 cos(5.5t)
= —0.0248 cos(5.5t)
= —0.0125cos(5.5t)
)
)

G1(t) +39.3¢: (1) (
) (
) (
) = —0.0088 cos(5.5¢
) (
) (

(
Go(t) 4 347.6¢2(t
Gs(t) +934.9¢5(t

Ga(t) + 1608.7q4(t

gs(t) + 2330.8¢5(t

G (t) + 2894.5¢¢(t

= —0.0033 cos(5.5¢
= —0.0009 cos(5.5t)
donde la solucién de cada ecuacién diferencial es la suma de su solucién homogénea (la cual
depende de las condiciones iniciales) y la solucién particular, la cual depende de la fuerza

aplicada a cada piso. Una vez que se tiene la solucién modal del sistema (3.63), se puede
transformar a coordenadas fisicas por medio de la relaciéon z = Xgq.

3.3.4. Solucion a las ecuaciones de movimiento modales

Es comun que en el sistema formado por (3.63) sélo sea de interés la solucién particular.
Se sabe que la solucién particular de una ecuacién diferencial de la forma & + w?z = A cos Ot
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es T, = AcosQt/(w? — Q?), por lo tanto, la soluciones del sistema (3.63) son

q1(t) —8.88 x 1072 cos(5.5¢)
@) = —T7.81 x 107°cos(5.5t)
q3(t) = —1.38 x 107° cos(5.5t) (3.64)
qu(t) = —5.57 x 107%cos(5.5t)
¢5(1) = —1.43 x 10 %cos(5.5t)
qs(1) —3.14 x 107" cos(5.5t)
Sustituyendo las soluciones de (3.64) en (3.53), se tiene
[ 0.1235 0.3371  0.4552  0.5533  0.2963  0.1037 | [ —8.88 x 1073 cos(5.5t) |
0.2340 0.4823  0.2492 —0.2580 —-0.4601 —0.2490 —7.81 x 107° cos(5.5t)
(1) = 0.3166 0.3738 —0.2540 —-0.3795 0.3834  0.4523 —1.38 x 107° cos(5.5t)
~ | 0.3898 0.0871 —0.4893 0.2840  0.1325 —0.4936 —5.57 x 1078 cos(5.5t)
0.4366 —0.2111 —-0.1197 0.3030 —0.4881 0.4695 —1.43 x 1078 cos(5.5t)
| 0.4624 —-0.4164 0.3668 —0.2363 0.2116 —0.1511 | | —3.14 X 107" cos(5.5t) ]
[ —0.0113 cos(5.5t) |
—0.021 cos(5.5t
(t) = —0.028 cos (5.5t m (3.65)

)

(5.5t)
—0.034 cos(5.5t)
—0.038 cos(5.5t)
—0.041 cos(5.5t) |

3.4. Caso de estudio

Se disené y construyé una estructura tipo edificio de 6 niveles con placa y solera de
aluminio. En la Fig. 3.2 se muestra la plataforma experimental con la estructura tipo edificio
de 6 niveles y un absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever colocada sobre el tltimo
(sexto) piso.

3.4.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento del sistema de siete grados de libertad que consiste en la
estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever se obtienen
por medio de la formulacién Euler-Lagrange, donde el lagrangiano del sistema estd dado por

L= Tprimario + TVcatilever - ‘/primario - VVcatilever (366)

donde los dos primeros términos en (4.1) corresponden a la energias cinéticas del sistema
primario y del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, respectivamente y los
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Figura 3.2: Estructura tipo edificio de 6 niveles (sistema primario de 6 gdl) con absorbedor
autoparamétrico tipo viga en cantilever.
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términos restantes corresponden a las energias potenciales de ambos subsistemas.

Tprimam’o - 5 (mlxi + m21§ + ’I’)’Lgl’% + ’I’)’L4l’i + meg ‘I’ mﬁxé) (367)
1
‘/primario = 5 (kl.T% —+ kg(ﬂ?g — 331)2 -+ /{33(.T3 — .T2)2 —+ k4<£€4 — .T3)2 -+ /{35(.T5 — 334)2 —+ kﬁ(ﬂ?ﬁ —(3356%)
1, 1 .. \2
TVcatilever = §m7y + §m7(w - .’L‘@) (369)
3ET
Wi catilever T2 2 3.70
ot = (375) 0 (3.10
donde w = 35% representa el desplazamiento axial (contraccién) de la masa my, através

de la direccién de la excitaciéon en la base, la cual estd directamente relacionada con el
desplazamiento lateral y de la misma masa. Desarrollando las ecuaciones Fuler-Lagrange
y considerando amortiguamiento viscoso y fuerzas externas debido a la aceleracién en la
base, la dindmica de la estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en
cantilever estd representada por las siguientes ecuaciones (Chopra [22], Roberts [62])

midy + iy + (ky + ko)xy — kora = —myZ (3.71)

Moo + Cotg — koxy + (ko + k3)xa — kzzs = —mpZ (3.72)

maZs + c3@3 — kawo + (ks + ky)xs — kary = —mgZ (3.73)

MyZy + 4y — kaxs + (kg + ks)zg — kszs = —myZ (3.74)

msds + 55 — kst + (ks + ke)vs — kerg = —msZ (3.75)

(mg + my7)ie + code + kere — %(yy + %) —kexs = mek (3.76)

(wi+9°) = 0 (3.77)

3EI  6mg.. ) 36my;
Y+

mry +ery + ( 5 5L 2512

3.4.2. Resultados experimentales

Los pardametros del sistema completo se muestran en la Tabla III.

Tabla III. Parametros del sistema.

my = 1.35kg mo = 1.45kg mg = 1.2bkg my = 1.35kg
ms = 1.25kg me = 1.908kg my = 0.2bkg ki = 855.92N/m
ko = 897.33N/m ks = 1038.77TN/m ks = 959.91N/m ks = 1059.82N/m

ke = 1092.49N/m | kyigo = 9.2423N/m c; = 0.0161N/(m/s) ca = 0.0024N/(m/s)
c3 = 0.0022N/(m/s) | c4 = 0.0012N/(m/s) cs = 0.0089N/(m/s) cg = 0.0043N/(m/s)
Cr = 0.032N/(1/5) | Luiga = 05745m | Loiga = 8.4682 x 10~ Zm? E = 69GPa

La Fig. 3.3 muestra la funcién de respuesta frecuencial experimental de la estructura tipo
edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, en la cual se obtienen los
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Figura 3.3: FRF experimental de la estrucutra tipo edificio con seis pisos.

valores de w,; = 0.9766H 2z, w,o = 3.204H 2z, w,3 = 5.203H 2z, wps = 6.973H 2z, w,5 = 8.37THz
Vv wne = 9.369H 2 que corresponden a las frecuencias naturales de la estructura tipo edificio
discretizada en 6 gdl.

En la Fig. 3.4 se muestra la respuesta dindmica de la estructura tipo edificio cuando no se
presenta interacciéon autoparamétrica. Las amplitudes en estado estable del primer, segundo,
tercer, cuarto, quinto y sexto piso son z1(t) = 0.0085m, xo(t) = 0.0147m, z3(t) = 0.0205m,
x4(t) = 0.0237m, z5(t) = 0.0265m y x6(t) = 0.0305m respectivamente.

En la Fig. 3.5 se muestra la respuesta en el tiempo de cada uno de los pisos cuando
se implementa el absorbedor autoparamétrico a la estructura tipo edificio de 6 pisos, la
frecuencia de sintonizacién del absorbedor es w,; = 0.763Hz que es la mitad de w,;. Las
amplitudes en estado estable cuando se presenta interaccién autoparamétrica son xq(t) =
1.6mm, zo(t) = 1.7Tmm, x3(t) = 2.5mm, x4(t) = 2.9mm, z5(t) = 4.5mm y xg(t) = 7.17mm.
Los porcentajes de absorcién de vibraciones para este caso son 81 %, 88.4% , 87.8%, 87.7 %,
83 % y 76.5 % para el primer, segundo, tercer, cuarto, quinto y sexto piso respectivamente.

En la Fig. 3.6 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor autoparametrico tipo
viga en cantilever cuando existe absorcién de vibracién en el sistema primario, teniendo
amplitudes en estado estable y(t) = 0.0803m. En la Fig. 3.7 se muestra la FFT del ab-
sorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, donde el valor de su frecuencia natural es
de wy ~ 0.48H z, con lo cual se satisface que 2 = w; = 0.5wy.
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Figura 3.4: Respuesta dindmica del sistema primario sin interaccién autoparamétrica.
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Figura 3.5: Respuesta dinamica del sistema primario con interacciéon autoparamétrica.
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3.5. Aplicacién de un absorbedor de vibraciones tipo
pendular

El absorbedor dindmico de vibraciones (DVA, por sus siglas en inglés) es un dispositi-
vo de control pasivo de vibraciones mecédnicas que aprovecha la dindmica de los sistemas
acoplados elésticamente con el fin de reducir los niveles de vibracién en una parte del mismo
a costa de aumentarla en otra. El DVA actia a una frecuencia especifica por sus pardmetros
caracterfsticos, como son su constante de rigidez k, de amortiguamiento ¢ y masa m, lo cual
implica que la reduccién se produce en un cierto rango de frecuencias alrededor de la fre-
cuencia de interés. Debido a este comportamiento se elige cuidadosamente la frecuencia de
sintonizacién. En la mayoria de las aplicaciones se trata de alguna de las primeras frecuencias
resonantes del sistema primario, dado que suelen ser las que mayor amplitud presentan en
la respuesta dindmica.

En esta seccién se implementa un DVA en forma pendular para la estructura tipo edificio
discretizada en 6 gdl, la sintonizacién de este absorbedor con el sistema primario se consigue
por medio del andlisis desarrollado en la seccién 3.1. Los pardmetros asociados al sistema
secundario son longitud L y masa my, para medir los desplazamientos angulares del péndulo
se utiliza un decodificador 6ptico rotacional marca US Digital™ .

3.5.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento del sistema de siete grados de libertad que consiste en la
estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever se obtienen
por medio de la formulacién Euler-Lagrange, donde el lagrangiano del sistema estd dado por

L= Tprimario + Tpéndulo - ‘/primario - ‘/péndulo (378)

donde los dos primeros términos de lado derecho de la igualdad en (3.78) estdn dados por
(3.67) y (3.68). Las expresiones para la energia tanto cinética como potencial para el ab-
sorbedor pendular son

1 . L 1 .2
Toendulo = §(m6 + myq)i2 + my Ligl cos 6 + §m7L29

Viénduo = mzgL(1 —cos0)

Desarrollando las ecuaciones Euler-Lagrange y considerando amortiguamiento viscoso, des-
plazamiento angular pequenio (senf ~ 0y cosf ~ 1) y fuerzas externas debido a la acelera-
cién en la base, la dindmica de la estructura tipo edificio con absorbedor tipo pendular estd
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Figura 3.8: Sistema primario de 6 gdl con absorbedor tipo pendular.
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representada por las siguientes ecuaciones

miZ1 + 1@y + (k1 + ko)wy — kowe = —my2

MoZo + Cody — kowy + (ko + k3)xe — ksxs = —moZ
msds + i3 — k3xo + (ks + ka)z3 — kaxy = —mgZ
MyZy + caZy — kgws + (kg + ks)xy — ksxs = —myZ
msds + 55 — kst + (ks + ke)rs — kexg = —msZ
(me + my)is + m7LO + cgis — kews + ket = —me?

’I’I’L7L2é + m7L3'§6 + 079 + m7gL9 =0

3.5.2. Resultados experimentales

Los pardametros del sistema completo se muestran en la Tabla IV.

Tabla IV. Parametros del sistema.

my = 1.35kg mo = 1.45kg mg = 1.25kg my = 1.35kg
mys = 1.25kg meg = 2.943kg m7 = 0.297kg k1 = 855.92N/m
ko = 897.33N/m | ks = 1038.77TN/m | k1 =959.91N/m | ks = 1059.82N/m
ke = 1092.49N/m L=N/m ¢y = 0.0161N/(m/s) | ca = 0.0024N/(m/s)
cs = 0.0022N/(m/s) | ¢4 = 0.0012N/(m/s) | ¢ = 0.0089N/(m/s) | ¢¢ = 0.0043N/(m/s)
c7 = 0.153N/(m/s)

En la Fig. 3.9 se muestra la respuesta dindmica de la estructura tipo edicidio sin ab-
sorbedor pendular con amplitudes en estado estable de z1(t) = 10.58mm, z5(t) = 15.85mm,
x3(t) = 20.61mm, x4(t) = 23.86mm, x5(t) = 25.28mm y x¢(t) = 27.18mm.La respuesta
dindmica del sistema primario con absorbedor pendular se muestra en la Fig. 3.10, las am-
plitudes en estado estable de cada uno de los pisos son: z1(t) = 0.57mm, z2(t) = 1.33mm,
x3(t) = 1.61mm, x4(t) = 2.04mm, x5(t) = 2.55mm y z6(t) = 3.34mm. Los porcentajes de
absorcion son: 94.61 %, 91.6 %, 92.18 %, 91.45%, 90 % y 87.71 %. La respuesta dindmica del
sistema secundario cuando se presenta absorcién de vibracién se muestra en la Fig. 3.11 con
amplitudes en estado estacionario de 0(t) = 0.22rad.
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Figura 3.9: Respuesta dindmica del sistema primario sin absorbedor pendular.
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Figura 3.10: Respuesta dindamica del sistema primario con absorbedor pendular.
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Figura 3.11: Respuesta dindmica del absorbdor pendular.



Capitulo 4

Evaluacién de esquemas de absorciéon
pasiva de vibraciones en una
estructura tipo edificio

4.1. Introducciéon

Los dispositivos para control pasivo de vibraciones combinan masas, resortes y amor-
tiguadores para modificar la estructura del sistema original. Este método no emplea ninguna
retroalimentacién de la informacion del sistema (control en lazo abierto) ni tampoco fuentes
externas de energia, por lo cual solo puede usarse para compensar vibraciones en una banda
pequena de frecuencias de excitacion, siendo inconvenientes en operacién cerca de las fre-
cuencias resonantes. Los absorbedores de vibraciones son entonces dispositivos que generan
fuerzas inerciales o eldsticas con la finalidad de reducir los niveles de la respuesta, producida
por el efecto de las vibraciones externas (o internas), que afectan a un sistema o estructura
mecdnica.

En la mayorfa de los casos un absorbedor consta de masas adicionales, conectadas me-
diante elementos eldsticos (resortes) y/o amortiguadores (amortiguamiento de tipo viscoso o
de material) al sistema o estructura que necesita proteccién y ocasionalmente conectadas en
forma directa sobre maquinaria rotatoria desbalanceada (fuente endégena de vibraciones).
Algunas configuraciones de absorbedores permiten que las masas describan movimientos
oscilatorios como en los péndulos.

La principal aplicacién de los absorbedores de vibracién no ha cambiado considerable-
mente desde hace mucho tiempo, pues los absorbedores todavia se utilizan para suprimir o
atenuar vibraciones en un ancho de banda reducido, pero de manera simple y econémica.
La mayoria de las aplicaciones son para problemas de una sola frecuencia de excitacién y en
estado estacionario, tales como desbalances es maquinaria rotatoria y numerosas aplicaciones
de tipo industrial. Los problemas de vibraciones mecanicas que se pueden resolver utilizan-
do este tipo de absorbedores se dividen en dos categorfas. La primera es la de vibraciones
forzadas, en la cual una estructura estd sometida a excitaciones arménicas indeseables, tales
como el desbalance rotatorio. Estos son problemas comunes que se pueden resolver con el

65



66 CAPITULO 4. EVALUACION DE ESQUEMAS DE ABSORCION PASIVA DE VIBRACIONES EN

empleo de absorbedores pasivos de vibraciones. El segundo tipo de problemas involucra com-
portamientos resonantes, en los cuales una estructura se somete a frecuencias de excitacion
en una banda ancha, pero solamente una frecuencia debe ser atenuada o controlada con
cuidado, es decir, la frecuencia resonante. Ambos problemas se resuelven con métodos clési-
cos de absorcién pasivo de vibraciones, ya sea agregando grados de libertad (absorbedores)
o mediante la modificacién estructural directa del sistema.

En este capitulo se utiliza el trabajo realizado en la seccién anterior para el control
pasivo de una estructura tipo edificio de tres pisos (sistema primario) empleando diferentes
absorbedores de vibracién. El sistema primario se discretiza en tres grados de libertad, el
cual tiene masas concentradas en cada piso conectadas por medio de columnas de aluminio.
La parte de control pasivo a esta estructura mecédnica se realiza con la implementacién de
cinco diferentes esquemas de absorcion, los cuales son:

= Absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever.

Absorbedor autoparamétrico tipo pendular.

Absorbedor dindmico de vibracién (DVA) tipo masa-resorte-amortiguador.

Absorbedor tipo viga configurado como un DVA.

Absorbedor tipo pendular configurado como un DVA.

La idea general es realizar un anélisis comparativo en la respuesta del sistema primario
desde el punto de vista energético, frecuencial y dindmico empleando los esquemas de absor-
cién antes mencionados.

4.2. Sistema primario de 3 gdl

El sistema primario consiste en una estructura tipo edificio con tres pisos rigidos conecta-
dos entre ellos por medio de columnas flexibles de aluminio. las masas asociadas a cada uno
de los pisos se denotan por mi, mo y ms. La rigidez equivalente de la columna entre pisos
se calcula considerando cuatro columnas en paralelo con rigidez lateral individual %,
donde E es el médulo de Young del material (aluminio), /., es el momento de inercia de
drea y h es la altura del perfil de la columna (Chopra [22]). Las coordenadas generalizadas
asociadas a los desplazamientos laterales de cada piso son z1(t), z2(t) y x3(t), para medir
dichos desplazamientos se coloca un acelerémetro marca kistler en cada uno de los pisos.
La excitacién del sistema completo es por medio de una aceleraciéon externa arménica de la
forma Z(t) = zpsenft, con amplitud zy y frecuencia de excitacién €2, la cual se proporciona a
la base del sistema primario por medio de un actuador electromagnético (shaker). Para medir
la excitacién suministrada al sistema se utiliza una cabeza de impedancia marca kistler, con
la cual se puede sensar tanto aceleracién (2(t)) como fuerza (f(¢)) presente en la base de la
estructura tipo edificio. La Fig. 4.1 muestra los tres primeros modos laterales de la estructura
tipo edificio obtenidos con ANS vs®.
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Figura 4.1: Modos del sistema primario obtenidos con ANSYS, donde w; = 1.99Hz, wy =
5.61Hz y wg =8.21Hz

4.3. Caso 1: Evaluacién de un absorbedor autoparamé-
trico tipo viga en cantilever

4.3.1. Descripcion del sistema

En la Fig. 4.2 se muestra la plataforma experimental donde al sistema primario se le
acopla un absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, el cual contiene una masa en
el extremo libre de la viga cuyo desplazamiento es adquirido por medio de un acelerémetro.
La dindmica de la viga estd restringido a un plano horizontal. (se desprecian los efectos
debido a la gravedad).

Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento del sistema de cuatro grados de libertad que consiste en la
estructura tipo edificio de tres grados de libertad con absorbedor autoparamétrico tipo viga
en cantilever se obtienen por medio de la formulacién Euler-Lagrange, donde el lagrangiano
estd dado por

L= Tprimario + TVcatilever - VZDrimario - VVcatilever (41)
donde los dos primeros términos en 4.1 corresponden a la energfas cinéticas del sistema

primario y del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, respectivamente y los
términos restantes corresponden a las energias potenciales de ambos subsistemas.

1
Tprimario 5 (mlx% + m2l§ + m3l’§) (42)
1
Vprimario 5 (]ﬁx% + ko(w2 — 21)* + k(w3 — $2)2> (4.3)
TVcatilever = §m4y + 577’1;4 (w - 1’3) (44)

3E1
VVcatilever = (ﬁ) y2 (45)
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Figura 4.2: Estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever.



4.3. CASO 1: EVALUACION DE UN ABSORBEDOR AUTOPARAMETRICO TIPO VIGA EN CAN’,

donde w = % representa el desplazamiento axial (contraccién) de la masa my, através
de la direccién de la excitacién en la base, la cual estd directamente relacionada con el
desplazamiento lateral y de la misma masa. Desarrollando las ecuaciones Euler-Lagrange
y considerando amortiguamiento viscoso y fuerzas externas debido a la aceleracién en la
base, la dindmica de la estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo viga en

cantilever estd representada por las siguientes ecuaciones (Chopra [22], Roberts [62]):

mlil + Cljfl + (/{31 + l@)xl — kQSCQ = —ml,'z' (46)
mgfg + Cgi‘g — /€2$1 + (1{72 + ]{73)1‘2 — k‘3$3 = —mgé 4.7
. . 6myg, . . .
(m3 + m4)l‘3 + C3T3 + IC3£L‘3 — 5—L4(yy + y2) — k‘gxg = M3z (48)
. i 3EI  6ms .. 36mg .
may + cay + <F - 5—L$3) Y+ m?/(yy +9°) = 0 (4.9)

donde 1, w9, x3, y denotan el movimiento longitudinal de cada uno de los pisos del sistema
primario y el desplazamiento lateral del absorbedor pasivo tipo viga en cantilever, respec-
tivamente. La aceleracién armonica estd dada por 3 = —O2z,cos Qt, donde la frecuencia
de excitacién es una de las resonancias parametricas principales del sistema primario, en
este caso, {2 = w;. Los pardmetros asociados al absorbedor autoparamétrico utilizado son:
longitud de la viga (L), Momento de inercia de area de la seccién transversal de la viga (1),
Modulo de elasticidad del material (F), masa en el extremo de la viga (my) y coeficiente de
amortiguamiento viscoso (cy).

Para que se presente interacciéon autoparamétrica entre la estructura tipo edificio y el
absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, se deben de satisfacer las siguientes
condiciones de sintonizacién frecuencial entre ambos subsistemas.

Q2 = w; con j=123

Wj = 2wy

donde €2 es la frecuencia de excitacién en el movimiento de la base, w; es la j-ésima fr-
cuencia natural de la estructura tipo edificio y wy es la frecuencia natural del absorbedor
autoparamétrico tipo viga en cantilever.

El sistema no lineal formado por (4.6)-(4.9) se puede representar en forma de la ecuacién
(2.12), donde

mi 0 0 0 ¢ 0 0 0
0 my 0 0 . 0 0 0

M = == .
0 0 my+my  —Ly Cled =19 g g
0 0 5Py mi(l+5my°) 00 0 ety

[k + ko —ke 0 0

[ T S e T
K = . I (4.10)

0 o o 3E
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Figura 4.3: FRF Experimental del sistema primario con absorbedor autoparamétrico tipo
viga en cantilever.

Es importante notar que en (4.10) existen acoplamientos no lineales tanto en la matriz
de masa como en el vector que contiene los términos centrifugos y de Coriolis, lo cual es
caracteristico de los sistemas mecdnicos de tipo autoparamétrico.

4.3.2. Resultados experimentales

Los parametros del sistema completo se muestran en la Tabla V.

Tabla V. Pardmetros del sistema.
my = 1.03kg mo = 1.014kg mg = 1.7kg my = 0.361kg
k1 = 897.02N/m ke = 897.02N/m ks = 888.23N/m kyiga = 8.98N/m
c1 =0.1233N/(m/s) | co =0.3345N/(m/s) | cs =1.897TTN/(m/s) | Cyiga = 0.039N/(m/s)
L =0.58m Liga = 8.46 x 107 12m?* E =69GPa A =4.03 x 1075m?

La Fig. 4.3 muestra la funcién de respuesta frecuencial experimental de la estructura tipo
edificio con absorbedor autoparamétrico tipo pendular, en la cual se obtienen los valores de
wn1 = 1B8THzZ, wpy = 5.295H2 v wys = 9.033Hz, que corresponden a las frecuencias
naturales de cada uno de los pisos respectivamente. Es importante senalar, que a pesar de
que el sistema completo es de 4 gdl, en la funcién de respuesta frecuencial sélo aparecen 3
frecuencias naturales.

En la Fig. 4.4 se muestra la energfa en el sistema primario con y sin absorbedor auto-
paramétrico tipo viga en cantilever, el porcentaje de absorcion es cercano al 96 %.La Fig.
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—— sin interaccién autoparamétrica
1.2 —— con interaccién autoparamétrica

Figura 4.4: Energia en el sistema primario sin/con absorbedor autoparamétrico tipo viga en
cantilever.
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4.5 muestra la energia en el absorbedor autoparamétrico tipo pendular cuando se presen-
ta interaccion autoparamétrica entre ambos subsistemas y, por lo tanto, la absorcion de
vibracion.

En la Fig. 4.6 se muestra la respuesta dindmica de la estructura tipo edificio cuando no se
presenta interaccion autoparamétrica. Las amplitudes en estado estable del primer, segundo
y tercer piso son 1(t) = 0.026m, z2(t) = 0.048m y x3(t) = 0.062m, respectivamente.

En la Fig. 4.7 se muestra la respuesta en el tiempo de cada uno de los pisos cuando
se implementa el absorbedor autoparamétrico a la estructura tipo edificio de 3 pisos, la
frecuencia de sintonizacién del absorbedor es w,s = 0.763Hz que es la mitad de w;. Las
amplitudes en estado estable cuando se presenta interaccién autoparamétrica son z(t) =
0.0019m, z2(t) = 0.0025m y x3(t) = 0.0021m. Los porcentajes de absorcién de vibraciones
para este caso son 92 %, 95 % y 97 % para el primer, segundo y tercer piso, respectivamente.

En la Fig. 4.8 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor autoparametrico
tipo viga en cantilever cuando existe absorcién de vibracion en el sistema primario, teniendo
amplitudes en estado estable y(t) = 0.063m. En la Fig. 4.9 se muestra la FFT del absorbedor
autoparamétrico tipo viga en cantilever, donde el valor de su frecuencia natural es de wy ~
0.793H z, con lo cual se satisface que €2 = w; = 0.5w;.
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Figura 4.5: Energfa en el sistema secundario cuando se presenta interacciéon autoparamétrica
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Figura 4.6: Respuesta dindmica del sistema primario sin interacciéon autoparamétrica
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Figura 4.7: Respuesta dindmica del sistema primario cuando se presenta interaccién au-
toparamétrica
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Figura 4.8: Respuesta dindmica del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever.
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Figura 4.9: FRF experimental del sistema secundario cuando se presenta interaccién au-
toparamétrica.

4.4. Caso 2: Evaluacién de un absorbedor autoparamé-
trico tipo pendular

4.4.1. Descripcion del sistema

En la Fig. 4.10 se muestra la plataforma experimental con absorbedor de vibraciones
autoparamétrico tipo pendular sobre el tercer piso del sistema primario, cuyo movimiento
estd restringido a un plano horizontal (se desprecian los efectos debido a la gravedad). El
sistema secundario consta de masa (m4), y para proporcionarle energia potencial se le acopla
un resorte lineal con rigidez k4, para medir los desplazamientos angulares del absorbedor
autoparamétrico se utiliza un decodificador éptico rotacional de la marca US Digital®.

4.4.2. Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema de la Fig. 4.10 se utiliza el
formulismo Euler-Lagrange, donde el Lagrangiano del sistema estd dado por

L= Tprimario + Tpéndulo - VZDTimario - ‘/Zz;éndulo (411)

donde los dos primeros términos en (4.11) corresponden a la energias cinéticas del sistema
primario y del absorbedor autoparamétrico tipo pendular, respectivamente, y los términos
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Figura 4.10: Estructura tipo edificio con absorbedor autoparamétrico tipo pendular.
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restantes corresponden a las energfas potenciales de ambos subsistemas.

1
Tprimario 5 (mll'% + m256§ + m3x§) (412)
1
Vrimario 5 (k‘ll“% + k(g — 1) + k(w3 — l“2)2) (4.13)
Ténduio 24 (933 — 2L013sent + L0 ) (4.14)
1
Viénduto 57%'4(186”9)2 (4.15)

Desarrollando las ecuaciones Euler-Lagrange, considerando amortiguamiento viscoso, fuerzas
externas debido a la aceleracion en la base y suponiendo desplazamiento angular pequeno
(senf ~ 0 y cosf ~ 1), la dindmica de la estructura tipo edificio con absorbedor autopara-
métrico tipo pendular estd representada por las siguientes ecuaciones

mlfél + Cljfl + (/{31 + kQ)SCl — kgSCQ = —mlé(t) (416)
mgi'g + Cgi’ig - k’2$1 + (]{72 + k3)$2 — k’3$3 = —mgé(t) (417)
(’I’I’Lg + ’I’)’L4)i’3 + C3$'3 — k’3$2 + ]{73$3 — ’I’)’L4L(00 + 92) = —m3:2'(t) (418)
maL?0 + 40 + kyl?0 — myLBis = 0 (4.19)
Este sistema se puede describir en forma compacta como
Mi(t) + Ci(t) + Ka(t) = —M3(t), ve R z¢R (4.20)

donde = = [z1, 29, x3, :c4]T es el vector generalizado del movimiento relativo de cada uno de
los pisos con respecto a la posicién inicial de la base, Z es la aceleracién de la base y M, C, K
son matrices de 4 x 4 de masa, amortiguamiento y rigidez, respectivamente y se representan
por

m; O 0 0 cc 0 0 0
- 0 mo 0 0 . 0 Co 0 0
M= 0 0 ms —+ My —’I’)’L4L0 ’0_ 0 0 C3 —m4L6’ (421)
L0 0 —mulf  mul? | 00 0
[ Ky + ko —k 0 0
| ke kathks —ks O
K = 0 —ks ks 0
0 0 0 hal? |

4.4.3.

Resultados experimentales

Los pardametros del sistema completo se muestran en la Tabla VI.
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Figura 4.11: FRF experimental del sistema primario con absorbedor autoparamétrico tipo
pendular.
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Tabla VI. Parametros del sistema.
my = 1.03kg mo = 1.014kg mg = 1.923kg my = 0.361kg
ki = 897.02N/m ko = 897.02N/m ks = 888.23N/m ks = 350N/m
¢ = 0.066N/(m/s) | c2 =0.056N/(m/s) | c3 = 0.018N/(m/s) | c4 = 0.045N/(m/s)
L =0.58m [ =0.14m

La funcién de respuesta frecuencial experimental de la estructura tipo edificio con ab-
sorbedor autoparamétrico tipo pendular se muestra en la Fig. 4.11, de nueva cuenta, tal y
como sucede con el absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever, atin cuando el sis-
tema es de 4 gdl, solamente se tienen tres frecuencias naturales con valores de w; = 1.389H z,
wy =4.959H2 y wg = 8.804H z.

En la Fig. 4.12 se muestra la energfa en el sistema primario con y sin absorbedor auto-
paramétrico tipo pendular, el porcentaje de absorcion es cercano al 94 %.

La Fig. 4.13 muestra la energfa en el absorbedor autoparamétrico tipo pendular cuando
se presenta interaccién autoparamétrica y por lo tanto absorcién de vibracion.

La Fig. 4.14 muestra la respuesta dindmica de la estructura tipo edificio sin absorbedor
autoparamétrico tipo pendular, las amplitudes en estado estable de cada uno de los pisos
son x1(t) = 0.024m, z5(t) = 0.042m y z3(t) = 0.056m. La Fig. 4.15 muestra la respuesta
dindmica del sistema primario con absorbedor autoparamétrico tipo pendular, las amplitudes
en estado estable de los desplazamientos de cada uno de los pisos son z1(t) = 0.004m,
xo(t) = 0.007m y z3(t) = 0.01m. Los porcentajes de absorcién son 81 % para el primer piso,
82 % para el segundo piso y 84 % para el tercer piso.
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Figura 4.12: Energia en la estrucutra tipo edificio sin/con absorbedor autoparamétrico tipo
pendular.

2.5~ 3

151 3

Energia en el absorbedor [J]

0.5

Tiempo [s]

Figura 4.13: Energfa presente en el absorbedor autoparamétrico tipo pendular cuando se
presenta interaccién autoparamétrica.
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Figura 4.14: Respuesta dindmica del sistema primario sin absorbedor autoparamétrico tipo
pendular.

0.05[~ B
E ;
™
X
-0.05E ! ! \ ! | |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]
\
0.021- 3
E )
o
X
~0.02p | | | | | i
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]
0.02 :
é 0 fi
-~
X
-0.02 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]

Figura 4.15: Respuesta dindmica del sistema primario con absorbedor autoparamétrico tipo
pendular.
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Figura 4.16: Respuesta dindmica del absorbedor autoparamétrico tipo pendular.

En la Fig. 4.16 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor autoparamétrico
tipo pendular cuando se presenta interaccion autoparamétrica entre éste y la estructura
tipo edificio, la amplitud en estado estable es de 0(t) = 0.567rad ~ 32.4°. En la Fig. 4.17
se muestra la FFT del absorbedor autoparamétrico tipo pendular, donde el valor de su
frecuencia natural es de wy ~ 0.694H z, con lo cual se satisface que 2 = w; = 0.5wy.

4.5. Caso 3: Evaluacién de un DVA tipo masa-resorte

4.5.1. Descripcion del sistema

En la Fig. 4.18 se muestra la plataforma experimental de la estructura tipo edificio con
absorbedor tipo masa-resorte. Para medir los desplazamientos laterales asociados a la masa
del absorbedor (my) se utiliza un acelerémetro marca Kistler. La estructura esta excitada
por un movimiento en la base de la forma z(t) = Zsen(wt) generada por un actuador
electromagnético de vibraciones acoplado en la base de la estructura.

4.5.2. Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema de la Fig. 4.18 se utiliza el
formulismo Euler-Lagrange, donde el Lagrangiano del sistema estd dado por

L= Tpm’mario + TDVA - ‘/;;)Timario - VDVA (422)

donde los dos primeros términos en (4.22) corresponden a la energias cinéticas del sistema
primario y del absorbedor DVA, respectivamente y los términos restantes corresponden a las
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Figura 4.17: FRF del absorbedor autoparamétrico tipo pendular.

energias potenciales de ambos subsistemas.

-2 -2 -2
Tprimario (mlxl + Mmooy + m3x3)

NN =

(k1a} + koo — 21)° + k3(z3 — 22)?)

‘/primario

1
Tpva = §m4xi

1
Vbva = 576’4%21

81

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Desarrollando las ecuaciones de Euler-Lagrange y considerando amortiguamiento viscoso
y fuerzas externas debido a la aceleracién en la base, la dindmica del sistema (4.18) estd

representada por las siguientes ecuaciones

miZy + 11 + (k1 + ko)zy — kowe = —myZ(t)

Mado + Cody — kowy + (ko + k3)xe — kzxs = —maZ(t)

Mg + c3i3 — kaxo + (ks + ky)xs — kaxy = —mg3Z(t)
Myly + cydy — kgrs + kgyzry = 0

Expresando las ecuaciones (4.27)-(4.30) en la forma(4.20), resulta
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Figura 4.18: Estructura tipo edificio con absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador.
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[m; O 0 0 ¢4 0 0 0
_ 0 my 0 O 10 & 0 0
M= 0 0 mg O , U= 0 0 ¢3 O (4.31)
0 0 0 my 0 0 0 ¢
[k + ke —ky 0 0
K ~ky  kotks —ks O
o 0 —ks kst ks —ks
0 0 —ky kg

Es importante notar que el sistema completo presenta acoplamiento de tipo eléstico, es decir,
éste se da en la matriz de rigidez del sistema K.

De forma general el absorbedor tipo masa-resorte se puede disenar para que trabaje de
forma pasiva con el j-ésimo modo, j = 1,2, 3, de la siguiente forma

= Se obtienen los pardmetros asociados al absorbedor, la masa my y rigidez k4, de tal
forma que su frecuencia resonante desacoplada coincida con la j-ésima frecuencia res-
onante del sistema primario que se quiere atenuar, i.e.,

k4

~Y N
— =W J=
My

1,2,3 (4.32)

Wy =

= Se selecciona un amortiguamiento viscoso apropiado ¢, para garantizar estabilidad
asintética y cierta robustez ante posibles variaciones en la frecuencia de excitacion (2 .

4.5.3.

Los pardametros del sistema completo se muestran en la Tabla VII.

Resultados experimentales

Tabla VII. Parametros del sistema.

m1 = 1.03kg

mo = 1.014kg

msz = 2.12kg

my = 0.784kg

kr = 897.02N/m

ky = 897.02N/m

ks = 888.23N/m

c; = 0.091N/(m/s)

ca = 0.026N/(m/s)

c3 = 0.031N/(m/s)

ca = 1.2N/(m/s)

El sistema formado por (4.27)-(4.30) se excita con desplazamientos en la base z(t) <
0.0127m, amplitud de fuerza cercana a 45N y una frecuencia de excitaciéon que va de 0 a
20H z. La funcién de respuesta frecuencial experimental de la estructura tipo edificio sin
absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador se muestra en la Fig. 4.19, donde los valores de
las frecuencias resonantes son wy; = 1.556 Hz, wy = 5.219H 2 y w3 = 8.957H 2.

En la Fig. 4.20 se muestra la funcién de respuesta frecuencial cuando se acopla el ab-
sorbedor tipo masa-resorte-amortiguador sobre el tercer piso de la estructura tipo edificio. Es
evidente que ahora se tienen cuatro frecuencias naturales cuyos valores son w; = 1.2512H z,
wo = 2.2583Hz, w3 =5.58Hz y wy = 9.14H 2.
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Figura 4.19: FRF experimental del sistema primario sin absorbedor tipo masa-resorte-
amortiguador.
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Figura 4.20: FRF experimental del sistema primario con absorbedor tipo masa-resorte-
amortiguador
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Figura 4.21: Comparacion de la energia del sistema primario cuando se utiliza el absorbedor
tipo masa-resorte-amortiguador

Utilizando las ecuaciones (4.23) y (4.24) es posible representar la absorcién de vibracién
en la estructura tipo edificio en términos energéticos, en la Fig. 4.21 se muestra la energia
en el sistema primario con y sin absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador, el porcentaje
de absorcién es cercano al 97 %.

La Fig. 4.22 muestra la energia en el sistema secundario (absorbedor tipo masa-resorte-
amortiguador) cuando se presenta la absorcién de vibraciones en el sistema primario.

La Fig. 4.23 muestra la respuesta dindmica de la estructura tipo edificio cuando no se
utiliza el absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador, las amplitudes en estado estable de
cada uno de los pisos son z(t) = 0.021m, z5(t) = 0.038m y z3(t) = 0.053m. La Fig.
4.24 muestra la respuesta dindmica del sistema primario con absorbedor tipo masa-resorte-
amortiguador, las amplitudes en estado estable de los desplazamientos de los pisos son 1 (t) =
2.7mm, z5(t) = 1.7mm y z3(t) = 0.54mm. Los porcentajes de absorcién son 87 % para el
primer piso, 96 % para el segundo piso y 98 % para el tercer piso.

En la Fig. 4.25 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor pasivo tipo masa-
resorte-amortiguador cuando se coloca en la estructura tipo edificio y se sintoniza para que
atenie el primer modo de vibracién asociada a ésta, teniendo amplitudes en estado estable de
x4(t) = 19.5mm. En la Fig. 4.26 se muestra la FRF correspondiente al absorbedor pasivo tipo
masa-resorte-amortiguador, se observa que wy =~ 1.55H 2z, lo cual indica que el absorbedor
estd sintonizado para absorber el primer modo de vibracién del sistema primario desacoplado,
es decir, ) = w; = w4 .
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4.5. CASO 3: EVALUACION DE UN DVA TIPO MASA-RESORTE
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Figura 4.24: Respuesta dindmica del sistema primario con absorbedor tipo masa-resorte-

amortiguador.
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Figura 4.25: Respuesta dindmica del absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador.
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Figura 4.26: FRF experimental del absorbedor tipo masa-resorte-amortiguador.

4.6. Caso 4: Evaluacién de un absorbedor tipo viga
configurado como un DVA

4.6.1. Descripcion del sistema

Debido a que los elementos mecdnicos eldsticos (vigas, columnas, etc..), dindAmicamente
hablando, se comportan como resortes, en esta seccién se propone utilizar un esquema de
absorcién de vibraciones pasivo similar al presentado en la seccién anterior donde se considera
el absorbedor tipo viga en cantilever como un sistema tipo masa-resorte. Para obtener la
rigidez equivalente asociada a este tipo de configuracién de la viga (viga en voladizo) considere
una viga en cantilever con masa m en el extremo de ésta, tal y como se muestra en la Fig. 4.27,
asumiendo por simplicidad, que la masa asociada a la viga es mucho menor en comparacion
con la masa en el extremo de la misma. De mecdnica de materiales, se sabe que la deflexion
estdtica en el extremo libre de la viga estd dada por

WP
- 3EI
donde W es el peso asociado a la masa m, F es el médulo de elasticidad asociado al material
de la viga, [ es la longitud de la viga e I es el momento de inercia de la seccién transversal
de la viga. Usando la Ley de Hooke, la rigidez equivalente se representa por
W 3EI
keq = —= —
Ost I3
En la Fig. 4.28 se muestra la plataforma experimental que tiene como sistema primario la
estructura tipo edificio y sobre el tercer piso se acopla el absorbedor pasivo de vibraciéon que

Sst (4.33)

(4.34)
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Figura 4.27: Viga en cantilever con masa en el extremo. a) Configuracién actual, b) Modelo
discretizado con un gdl

es una viga en cantilever cuya dindmica es analizada como si se tratara de un sistema masa-
resorte, para esto, dicho absorbedor se coloca de manera normal a la direccién de la excitacion
proporcionada por el actuador electromagnético. Para medir el desplazamiento asociado a
la masa que se encuentra en el extremo libre de la viga (my4) se usa un acelerémetro de la
marca Kistler™.

4.6.2. Ecuaciones de movimiento

Debido a que el absorbedor tipo viga estd disenado para que trabaje como un DVA, bajo
estd configuracion, las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema mostrado en la Fig. 4.28
son iguales al sistema dado por (4.27)-(4.30), es decir,

mlfl + lel + (kl + 1{72)1‘1 — k’2$2 = —mlé(t) (435)
mg.fg —+ Cg.fg — kgﬂ?l + (/{72 -+ /{73).T2 — k3£C3 = —m;é(t) (436)
mgfL"g + Cgi‘g — k‘gxz + (1{73 + ]{74)1‘3 — k’4$4 = —mgé(t) (437)
m4:}§4 + C4j§4 — /{74.T3 + k4£C4 = 0 (438)
4.6.3. Resultados experimentales
Los pardametros del sistema completo se muestran en la Tabla VIII
Tabla VIII. Parametros del sistema.
my = 1.03kg mo = 1.014kg mg = 1.445kg my = 0.105kg
ki = 897.02N/m ke = 897.02N/m ks = 888.23N/m kyiga = 14N/m

c1 = 0.355N/(m/s) c2 = 0.55N/(m/s) cs = 0.26N/(m/s) | cyiga = 0.011N/(m/s)
L =0.5m Liga = 8.46 x 107 2m?* E =69GPa A =4.03 x1075m?
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Figura 4.28: Estructura tipo edificio con absorbedor tipo viga configurado como un DVA
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Figura 4.29: FRF experimental del sistema primario sin absorbedor tipo viga configurado
como DVA.

La funcién de respuesta frecuencial experimental del sistema primario sin absorbedor tipo
viga configurado como DVA se muestra en la Fig. 4.29 donde los valores de las frecuencias
naturales son wy; = 1.831Hz, wy = 5.661Hz y wy = 9.29Hz En la Fig. 4.30 se muestra
la funcién de respuesta frecuencial cuando se acopla el absorbedor tipo viga configurado
como un DVA sobre el tercer piso de la estructura tipo edificio. De forma similar a la Fig.
4.20 se tienen cuatro frecuencias naturales cuyos valores son w; = 1.526 Hz, wy = 2.06H z,
w3 =549Hz y wy = 9.01Hz.

La Fig. 4.31 muestra la absorcién de vibraciones desde el enfoque energético sobre la
estructura tipo edificio, el porcentaje de absorcion es cercano al 96 %. La Fig. 4.32 muestra
la energia en el sistema secundario cuando se presenta absorcién de vibracion en el sistema
primario usando el absorbedor tipo viga configurado como un DVA.

La Fig. 4.33 muestra la respuesta dindmica de la estrucutra tipo edificio con absorbedor
tipo viga configurado como DVA, las amplitudes en estado estable de los desplazamientos de
los pisos son x1(t) = 5.4mm, x5(t) = 3.6mm y x3(t) = 2.7mm. Los porcentajes de absorcién
son 85 % para el primer piso, 94 % para el segundo piso y 96 % para el tercer piso.

En la Fig. 4.34 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor tipo viga configurado
como DVA, teniendo amplitudes en estado estable de z4(t) = 0.082m. En la Fig. 4.35 se
muestra la FRF correspondiente al absorbedor tipo viga configurado como DVA, se observa
que wy ~ 1.83H 2z, lo cual indica que el absorbedor estd sintonizado para absorber el primer
modo de vibracién del sistema primario desacoplado, es decir, 2 = w; = w4 .
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Figura 4.30: FRF experimental del sistema primario con absorbedor tipo viga configurado
como un DVA.
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Figura 4.31: Energfa en el sistema primario con y sin absorbedor tipo viga configurado como
un DVA.
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Figura 4.33: Respuesta dindmica del sistema primario con absorbedor tipo viga configurado
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Figura 4.34: Respuesta dinamica del absorbedor tipo viga configurado como DVA.
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Figura 4.35: FRF Experimental del sistema secundario.
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Figura 4.36: Sistema primario con absorbedor tipo pendular

4.7. Caso 5: Evaluacion de un absorbedor tipo pendu-
lar configurado como un DVA

4.7.1. Descripcién del sistema

En la Fig. 4.36 se muestra la estructura tipo edificio discretizada en 3 gdl cuando se le
acopla un absorbedor pendular disenado para que trabaje en un plano vertical (se consideran
los efectos debido a la gravedad), el cual consiste en una barra rigida de longitud L y una
masa en el extremo de la misma my, para medir los desplazamientos angulares del absorbedor
pasivo de vibraciones se utiliza un decodificador 6ptico rotacional marca US Digz’tal®.

4.7.2. Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema de la Fig. 4.36 se utiliza el
formulismo Euler-Lagrange, donde en Lagrangiano del sistema estd dado por

L= Tprimario + Tpéndulo - ‘/;)rimario - ‘/;)éndulo (439)
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donde los dos primeros términos en (4.39) corresponden a la energias cinéticas del sistema
primario y del absorbedor autoparamétrico tipo pendular, respectivamente y los términos
restantes corresponden a las energfas potenciales de ambos subsistemas.

1
Tpm’mario 5 (mle + mzxg + mgxg) (440)
1
V;)m‘marz‘o 5 (k’1$% + ]{72($2 — $1)2 + ]{73(1'3 — 1'2)2) (441)
1 . 2 . p 1 2 .2
Tpéndulo §(m3 + m4)x3 + m4Lx30 cos + §m4L 0 (442)
Voénduio magL(1 — cosf) (4.43)

Desarrollando las ecuaciones Euler-Lagrange, considerando amortiguamiento viscoso, fuerzas
externas debido a la aceleracién en la base y suponiendo desplazamiento angular pequeno
(senf ~ 0 y cosf ~ 1), la dindmica de la estructura tipo edificio con absorbedor pendular
en un plano vertical se representa por las siguientes ecuaciones

miZy + 11 + (k1 + ko)zy — kowe = —myZ(t) (4.44)

Mol + Codiy — koxy + (ko + k3)xo — ksxs = —moZ(t) (4.45)
(s + my)is + myL + csis — kszy + kszs = —ms3(t) (4.46)
mal0 +myLis + c4f + maglh = 0 (4.47)

[ m; 0 0 0 g 0 0 O
- 0 mg 0 0 10 ¢ 0 O
M= 0 0 ms —+ My m4L ’ ¢= 0 O C3 0 (448)
| 0 0 ’I’)’L4L m4L2 0 0 0 Cq
[ k1+ke —ky O 0
B —ky kot ks —ks 0
K = 0 ks ks 0 (4.49)
i 0 0 0 mygL
4.7.3. Resultados experimentales
Los pardmetros del sistema completo se muestran en la Tabla IX
Tabla IX. Parametros del sistema.
my1 = 1.03kg me = 1.014kg mg = 2.73kg my = 0.31kg
k1 = 897.02N/m ko = 897.02N/m ks = 888.23N/m | ¢, = 0.02N/(m/s)
co = 0.024N/(m/s) | c3 = 0.014N/(m/s) | c4 = 0.033N/(m/s) L =0.252m
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Figura 4.37: FRF experimental del sistema primario sin absorbedor pendular.

La funcién de respuesta frecuencial experimental del sistema primario sin absorbedor tipo
pendular en plano vertical se muestra en la Fig. 4.37 donde los valores de las frecuencias
naturales son wy; = 0.9918Hz, wy = 3.265H2 y w3 = 5.585Hz En la Fig. 4.38 se muestra
la funcién de respuesta frecuencial cuando se acopla el absorbedor pendular en un plano
vertical sobre el tercer piso del sistema primario. De forma similar a la Fig. 4.20 se tienen
cuatro frecuencias naturales cuyos valores son wy; = 0.8545H z, ws = 1.083H z, ws = 3.22H 2
y wy = 5.524Hz.La Fig. 4.39 muestra la energfa en la estructura tipo edificio con y sin
absorbedor pendular, el porcentaje de absorcién en términos energéticos es de 98 %.La energia
en el absorbedor pendular cuando existe absorcion de vibraciones se presenta en la Fig. 4.40.

La respuesta dindmica de la estructura tipo edificio sin absorbedor pendular en plano

vertical se muestra en la Fig. 4.41, las amplitudes en estado estable de cada uno de los pisos
son x1(t) = 0.017m, x5(t) = 0.035m y x3(t) = 0.044m

La Fig. 4.42 muestra la respuesta dindmica de la estrucutra tipo edificio con absorbedor
pendular en plano vertical, las amplitudes en estado estable de los desplazamientos de los
pisos son x1(t) = 2.5mm, x5(t) = 3mm y x3(t) = 3.08mm. Los porcentajes de absorcién son
85 % para el primer piso, 91.4 % para el segundo piso y 93 % para el tercer piso.

En la Fig. 4.43 se muestra la respuesta en el tiempo del absorbedor pendular en plano
vertical, teniendo amplitud en estado estable de 6(t) = 0.84rad. En la Fig. 4.44 se muestra
la FRF correspondiente al absorbedor tipo pendular en un plano vertical, se observa que
wy ~ 0.9919H 2, lo cual indica que el absorbedor estd sintonizado para absorber el primer
modo de vibracién del sistema primario desacoplado, es decir, 2 = w; = w4 .
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Figura 4.38: FRF experimental del sistema primario cuando se le acopla absorbedor pendular.
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Figura 4.39: Energia en el sistema primario sin/con absorbedor pendular.
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Figura 4.41: Respuesta dindamica del sistema primario sin absorbedor pendular.
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Figura 4.42: Respuesta dindmica del sistema primario con absorbedor pendular.
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Figura 4.43: Respuesta dindmica del sistema secundario.
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Figura 4.44: Funcién de respuesta frecuencial del sistema secundario.

4.8. Comentarios

En este capitulo se abordo el estudio experimental de la absorcién de vibraciones en una
estructura tipo edificio de tres pisos usando cinco diferentes esquemas de control pasivo bajo
condiciones de excitacién en resonancia. Los esquemas utilizados son: dos absorbedores de
tipo autoparamétrico (tipo viga en cantilever y pendular) y tres absorbedores configurados
para que trabajen como un sistema masa-resorte. En términos generales se puede concluir
que el absorbedor autoparamétrico es particularmente eficiente para sistemas que son exci-
tados en una banda ancha de frecuencia, donde es necesario reducir una condicién especifica
de resonancia. De hecho, el absorbedor autoparamétrico solamente trabaja en o cerca de la
frecuencia de diseno y no produce condiciones resonantes para otros valores de frecuencias,
lo cual es su principal ventaja en comparacién con el absorbedor clédsico de vibracién, el cual
funciona adecuadamente en su frecuencia de sintonizacién pero produciendo condiciones de
resonancia en otros valores de frecuencia, es decir, los absorbedores clasicos de vibracion
(Figs. 4.18, 4.28 y 4.36) experimentan un corrimiento en su funcién de respuesta frecuen-
cial (Figs. 4.20, 4.30y 4.38). Este efecto ocurre por que el sistema primario (estructura tipo
edificio) y el absorbedor en cuestién estan eldsticamente acoplados, de tal manera que las
frecuencias naturales del sistema primario se desplazan alrededor de la frecuencia resonante
original. Por lo tanto, para pequenos cambios en la frecuencia de excitacién, en este caso wy,
la dindmica del sistema completo puede ser complicada e inestable debido a la proximidad
con respecto a otras frecuencias resonantes. En el caso de los absorbedores autoparamétricos
(Figs. 4.2 y 4.10) los acoplamientos entre el sistema primario y secundario son no lineales
de tipo inercial y centrifugo y por lo tanto, no se produce el fenémeno antes mencionado
(Figs. 4.3 y 4.11), sin embargo, esta caracteristica hace que la dindmica del sistema comple-
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to sea altamente no lineal para propédsitos de andlisis y de diseno, lo cual definitivamente
complica su implementacién. Por otra parte, una desventaja que presentan los absorbedo-
res autoparamétricos es su transitorio en la respuesta dindmica (Figs. 4.7 y 4.15), es decir,
el tiempo que transcurre para lograr su sintonizaciéon es evidentemente mayor que en los
absorbedores convencionales (Figs. 4.24, 4.33 y 4.42), lo cual es un punto desfavorable si
se pensara en una aplicacién real, sin embargo, los absorbedores autoparamétricos son mas
faciles de redisenar para diferentes frecuencias naturales del sistema primario, para esto,
basta con cambiar la longitud del absorbedor L, mientras que si se quisiera resintonizar el
absorbedor masa resorte, habrfa que cambiar la constante de rigidez k o incrementar la masa
del absorbedor my, lo cual no resulta ser tan viable e inmediato.



Capitulo 5

Absorbedor tipo Duffing para
sistemas tipo Duffing

Existe una tendencia reciente en la literatura técnica relacionada con vibraciones mecdani-
cas, de explotar los fenémenos dindmicos no lineales en lugar de evitarlos tal y como se
acostumbra en la prictica. Cada vez es més frecuente que las no linealidades asociadas a un
sistema mecdnico sean utilizadas tanto en absorcién de vibraciones como en cosechadores de
energia. Los disipadores de energia no lineal (NES, por sus siglas en inglés) se han aplicado
para varios propdsitos, entre los cuales estdan: aplicaciones sfsmicas, absorcién de vibraciones
de estructuras flexibles a gran escala, supresién de inestabilidad aeroldstica y mitigacién
acustica. Estas contribuciones demuestran que la consideracién de las no linealidades pueden
mejorar el desempeno del sistema, sin embargo, el tomar en cuenta las no linealidades com-
plica significativamente el andlisis del sistema completo (Vakakis [72]). Una clase particular
de un sistema mecdnico vibratorio no lineal es aquel que se describe por medio de la ecuacién
de Duffing (sistema con rigidez cibica) en el cual se presenta un fenémeno no lineal com-
plejo, incluyendo fenémenos como bifurcaciones, caos, brincos en la funcién de respuesta
frecuencial, histéresis y resonancias no lineales. El desempeno de un absorbedor de vibra-
ciones pasivo con dindmica lineal y no lineal para un sistema primario tipo Duffing, ha sido
analizado en la literatura por Viguié¢ y Kerschen [78], Ji y Zhang [44], Gendelman et al [31]
y Beltrén y Silva [8].

En este capitulo se considera la aplicacién de un absorbedor de vibraciones pasivo/activo
tipo Duffing (rigidez cibica) para un sistema primario de las mismas caracteristicas, el cual
se excita por una fuerza arménica cuya componente frecuencial es cercana a la resonancia
primaria. El esquema pasivo de absorcién de este sistema de 2 gdl se evalia utilizando
un andlisis aproximado en la funcién de respuesta frecuencial no lineal. Con el objetivo de
mejorar las propiedades de atenuacién y proveer de robustez al absorbedor tipo Duffing, se
propone un esquema de control activo de vibraciones basado en la retroalimentacién positiva
de la posicién (PPF, por sus siglas en inglés).
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Figura 5.1: Diagrama esquemadtico de sistema Duffing con absorbedor tipo Duffing

5.1. Descripcién del sistema

El diagrama esquematico del absorbedor tipo Duffing para sistema tipo Duffing se mues-
tra en la Fig. 5.1. Las coordenadas generalizadas son los desplazamientos de ambas masas
respecto a su posicién de equilibrio estdtico, las cuales se denotan por x1 y x5 respectivamente.
La masa y el coeficiente de amortiguamiento viscoso del sistema primario se representan por
my y ¢1 respectivamente. De forma similar, ms y ¢o son la masa y el coeficiente de amor-
tiguamiento viscoso del sistema secundario (absorbedor tipo Duffing). El sistema primario se
excita por una fuerza arménica F'(t) = Fy cos(2t) con amplitud Fp y frecuencia de excitacién
Q, la cual es cercana a la frecuencia resonante del sistema primario. Ademads, el absorbedor
tipo Duffing tiene una fuerza de control activa u(t), la cual se emplea para mejorar las pro-
piedades de robustez contra las posibles variaciones tanto de amplitud como de frecuencia
en la senal de excitacién. Es importante notar que cuando u(t) = 0 se tiene un esquema de
absorcién de vibraciones puramente pasivo.

Los resortes no lineales de ambos subsistemas tienen funciones de rigidez ctibica descrita
por

fro(z1) = kiwy + kypat (5.1)
for(z2,21) = ko(zo — 1) + kgp(ae — 561)3
donde k; y kip, @ = 1,2 son constantes que caracterizan los términos lineales y cibicos de
la rigidez asociada a cada uno de los resortes. Cuando k;;, < 0 o k;;, > 0 se tiene un resorte
blando o duro, respectivamente.

La dindmica del sistema de dos grados de libertad estd representada por las siguientes
ecuaciones

myZy + ey + kg + klpx? — ko(xo — 21) — k2p($2 - 5171)3 = F(t) (5.3)

mgfi’g + Cgig + kg(l’g — 5(71) + /{Jgp(xg — 5171)3 = u(t)
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Para que se pueda cancelar la vibracién arménica que experimenta el sistema primario,
el absorbedor tipo Duffing debe de aplicar sobre éste una fuerza equivalente con signo o
fase opuesto a la fuerza de excitaciéon F'(t). Esto es equivalente a que la energia exégena
suministrada al sistema primario se transfiera al absorbedor a través de los acoplamientos en
el resorte no lineal fy1(x, 7). Cabe aclarar que este método de control de vibracién se basa
en el supuesto de que la senal de excitacién F'(t) es conocida con frecuencia de excitacién )
cercana al diseno del absorbedor pasivo tipo Duffing (e.g., resonancia primaria) y condiciones
de operacién estables ([52],[78])

5.2. Sistema primario tipo Duffing

La dindmica del sistema primario sin absorbedor tipo Duffing se representa por medio de
la siguiente ecuacién
m]_:'v'l + lel + ]{711)1 + k1p$§ = F(t) (55)

donde F'(t) = Fycos(§2t) representa la fuerza de excitacién armonica externa, con amplitud
Fy y frecuencia 2 cerca a la resonancia primaria del sistema Duffing wig = /k1/m;. La
funcién de respuesta frecuencial no lineal aproximada del sistema Duffing alrededor de su
frecuencia natural ha sido extensamente estudiada en la literatura ([56]). Para llevarlo a
cabo, la ecuacién (5.5) se normaliza en la forma

F1 4+ 2eC 3 + Wiy + eyt = e fy cos(Qt) (5.6)
donde € es un pardmetro adimensional pequeno tal que
C1 kl kl FO
2e(y = —, W%oz_v Eal:_pv efo=—
ma mi maq mq

donde wyo es la frecuencia natural lineal (resonancia primaria) del sistema primario tipo
Duffing sin ningun tipo de absorbedor pasivo y, por lo tanto, la inica resonancia primaria
externa se representa como {2 = wig + €0, donde ¢ es un pardametro de sintonizacién. En
este caso, la funcién de respuesta frecuencial aproximada se calcula como la solucién de la

ecuacién algebraica
2 3 () ai ’ 2 <€f0>2 _
{<a<1> e - 2] R g

Es importante senalar que la amplitud en estado estable a; depende directamente de los
pardametros del sistema (masa, amortiguamiento viscoso y rigidez) asi como de la amplitud
de la fuerza externa Fj.

5.3. Sistema primario tipo Duffing con absorbedor tipo
Duffing

Ahora se considera el caso cuando al sistema primario antes mencionado se le acopla
un absorbedor de vibraciones tipo Duffing pasivo (5.3)-(5.4). Para hacer esto, es necesario
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obtener un andlisis frecuencial aproximado cuando la entrada de control es u(t) = 0, es decir,

mlil + Cljfl + ]{?11‘1 + klpx‘;’ — kg(.ﬁCQ — .’L‘l) — ka(.TQ — 331)3 = F(t)

mgfég + Cg.fg + kg(ﬂ?g — 331) + /{:2p(x2 — 331)3 =0

El sistema no lineal de dos grados de libertad (5.7)-(5.8) se normaliza para obtener la funcién
de respuesta frecuencial no lineal de la siguiente forma

By + 26 @y + Wiy + e xt — emwig (1o — 11) — eapm(ze — 11)° = efycos(Qt)(5.9)

Fg + 26CoTn + wig(wy — 1) + (T —11)* = 0 (5.10)

donde los pardametros normalizados son

2 ky 2 ko my Fy
Wi = —) Wog = —, Em=—,, 6f(]:_
my ma my 1
e, = —, £Cy=—, €01 =—, Eqg=—, EQy=—
my mo mq my ma

ademds, 0 < € < 1 es un pardmetro pequeno adimensional, el cual es 1itil para describir el
comportamiento interno entre sistema primario, absorbedor pasivo, amortiguamiento viscoso,
rigidez cibica y la fuerza externa presente en el sistema no lineal completo.

La respuesta frecuencial en estado estable del sistema formado por (5.7)-(5.8) se puede
aproximar y analizar para propositos de diseno utilizando métodos de perturbacion. Los
parametros del absorbedor tipo Duffing (5.8), se seleccionan de tal forma que se pueda
reducir, tanto como sea posible, la respuesta del sistema primario alrededor de €2 =~ wqj.

5.3.1. Analisis frecuencial aproximado

Se utiliza el método de escalas muiltiples para calcular una solucién aproximada para el
sistema perturbado (5.9)-(5.10). Ambas soluciones perturbadas se pueden expresar como

rT = .Tlo(To,Tl) + ESCH(TO, Tl) + ...
Ty = l’go(To,Tl) + E$21(T0, Tl) + ...

donde Ty =t es la escala de tiempo rapida asociada a los cambios en las frecuencias wy y
Q, T} = ¢t es la escala de tiempo lenta asociada a los cambio de amplitud y fase debido a
las no linealidades, amortiguamientos, resonancias y fuerzas externas. Las escalas de tiempo
restantes se relacionan por las perturbaciones como 7, = €"t con n = 0, 1, 2... Las derivadas
temporales a través de las diferentes escalas de tiempo conducen a los operadores diferenciales
d/dt = Dy +eD; + ...y d?/dt? = D} + 2e Dy Dy + ...

Sustituyendo las soluciones propuestas de primer orden x1(Tp,71) y x2(To,T1) en (5.9)-
(5.10) y agrupando los términos de cero y primer orden en ¢, se obtiene el siguiente sistema
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de ecuaciones diferenciales parciales

e 1 D3z + wiyrie =0 (5.11)

el Dgxll + wfozcll = —2DgD1x19 — 26(y Doz19 — alxi’o + mwgoxgo (5.12)
+ a2(a0 — 710)° + fo cos (Q)

€% 1 Dizop + wigT2 = wiTio (5.13)

el 1 D3xoy + wiiwy = —2Dg D1y + wiyT11 — 26CoDoTog — g (729 — 3310)3 (5.14)

La solucién propuesta para la ecuacién diferencial homogénea (5.11) estd dada por
r10 = A (Ty) e“To 4 A(Ty) e wrolo (5.15)

donde la barra superior denota complejo conjugado. La soluciéon propuesta para la ecuacion
diferencial no homogénea (5.13) consiste en la suma de una solucién complementaria mas
una solucién particular

T, = B(Th) e + B(Ty)e w0
$20p = (Tl) eimeo + C_f (Tl) e—iwloTo

donde C(T1) = GoA(T1) es una amplitud proporcional al término de la fuerza, el cual
depende de la solucién (5.15), donde Gy = wi,/ (w3, — w?,). Por lo tanto, la solucién general

se reescribe como ‘ ‘
T90 = GoA (Ty) €T 1+ B (Ty) 20T 4 c.c. (5.16)

donde c.c. representan los términos complejos conjugados. Las amplitudes en las soluciones
(5.15) y (5.16) dependen de la escala de tiempo répida T3 y las oscilaciones de la escala de
tiempo 7.

Para obtener soluciones aproximadas alrededor de la condicién de resonancia primaria

(externa), se asume que
Q= Wi + €01 (517)

donde €0 define el pardmetro de sintonizacién externo.

Si se remplaza la condicién de resonancia primaria (5.17), sustituyendo las soluciones
(5.15) y (5.16) en las ecuaciones diferenciales (5.12) y (5.14), removiendo los términos sec-
ulares, igualando a zero para garantizar soluciones uniformes, se obtiene un conjunto de
ecuaciones diferenciales de donde se pueden obtener las amplitudes en estado estable del sis-
tema primario Duffing con absorbedor de vibracién tipo Duffing. Las funciones de respuesta
frecuencial aproximada se calculan numéricamente con uso de software para los pardmetros
del sistema obtenidos de la plataforma experimental.

5.4. Absorbedor pasivo/activo usando un esquema de
control PPF

En problemas de control de vibraciones lineales existen muchas metodologfas de control y
técnicas experimentales para validacién y evaluacién. En contraste, para sistemas vibratorios
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no lineales los fenmenos asociados a éstos (e.g., miltiples equilibrios, estabilidad, desempeno
en el transitorio y estado estable) son especificos, diferentes y complejos, tanto en el dominio
del tiempo como en el de la frecuencia. De hecho, es mas complicado obtener soluciones
aproximadas para las funciones de respuesta frecuencial, las cuales son 1itiles para el anélisis,
diseno y sintesis de los esquemas de absorcién pasivo y activo. Por consiguiente, en las técnicas
de control de vibraciones no lineales es una préactica comin el disenio e implementacién de
leyes de control para linealizar o cancelar las no linealidades y, por lo tanto, el andlisis se
simplifica considerablemente, pero destruyendo las caracteristicas interesantes y potenciales
debidas a la no linealidad de la dinamica del sistema completo ([9])

Investigaciones recientes se han centrado en la aplicacion de leyes de control simples para
el control de vibraciones no lineales, las cuales preservan las no linealidades presentes en el
sistema primario y en el absorbedor pasivo de vibraciones, empleando anélisis frecuencial no
lineal, fenémenos autoparamétricos y de saturacion, transferencia de energia, etc. [78, 45, 24].

Para el sistema primario Duffing con absorbedor tipo Duffing (5.3)-(5.4) se propone la
aplicaciéon de una ley de control por medio de la retroalimentaciéon Positiva de la Posicion
(PPF, por sus siglas en inglés) para compensar las fuerzas arménicas cercanas a la resonancia
primaria €2 = wjg. El enfoque de control PPF es ampliamente conocido y popular en la
literatura como un método de control modal para la atenuacién de vibraciones, debido a que
sus parametros se pueden sintetizar usando datos puramente experimentales, los cuales se
pueden obtener en muchas aplicaciones de ingenierfa estructural y sistemas mecanicos. Este
esquema de control por retroalimentacién dindmica de la salida agrega un grado de libertad
al sistema primario, el cual se puede considerar como un absorbedor de vibraciones virtual
o como un filtro de segundo orden.

El problema de control de vibracién consiste en la atenuacién, tanto como sea posible,
de las vibraciones resonantes F'(t) que afectan al sistema primario Duffing con absorbedor
pasivo/activo tipo Duffing, de tal forma que se preserve la no linealidad inducida por la
funcion de rigidez cibica. Por lo tanto, suponiendo como salida y = x4, el sistema de control
pasivo/activo en lazo cerrado, usando un controlador tipo PPF, se puede establecer de la
siguiente manera

mai + crir + ke + kiptt — ka(v2 — 1) — k(2 — 21)® = F(2) (5.18)
Moy + Codig + ko(T2 — 1) + kop(z2 — 1) = u(t) (5.19)

i+ 2Cwpn +win = gwiy (5.20)

u = gw?cn (5.21)

donde u es la entrada de control, y = z; es la salida a ser controlada, y g, (; y wy son
los pardmetros de disenio del controlador PPF descritos como la ganancia del controlador,
amortiguamiento y frecuencia natural del absorbedor virtual, respectivamente.

5.5. Resultados en simulaciéon y experimentales

En esta seccién se muestran resultados en simulacién y experimentales del sistema pri-
mario Duffing con absorbedor de vibraciones pasivo/activo tipo Duffing. La plataforma ex-
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Figura 5.2: Plataforma rectilinea modelo 210a de la marca Educational Control Products

(ECP).

perimental que se utilizé es un equipo mecdnico que consiste de masas, resortes y amor-
tiguadores. Este equipo se puede configurar en un sistema de uno hasta tres grados de lib-
ertad. La plataforma es un modelo 210a de la marca Educational Control Products (ECP),
disenada para aplicaciones de modelado dindmico, estudio de vibraciones e ingenierfa de
control (ver Fig. 5.2).

Los pardametros del sistema completo se muestran en la tabla X.

Tabla X. Parametros del sistema.
my = 2.9371kg me = 1.133kg c1 = 12.03N/(m/s) co = 3.3N/(m/s)
ki = 1100N/m | k1, = —1.22 x 10°N/m? ks = 1500N/m kop = —9.5 x 10*N/m?
Fy = 4.8107TN w1 =2.5Hz wo =T7.4Hz

En las Figs. 5.3 y 5.4 se muestra la funcién de respuesta frecuencial numérica y expe-
rimental del sistema primario Duffing sin absorbedor dindmico de vibraciones tipo Duffing
cuando Fy = 4.8107N, respectivamente. Resulta evidente que el sistema es altamente no lin-
eal debido a la funcién de rigidez en el resorte cibico (resorte blando). De hecho, la amplitud
del sistema en la resonancia primaria ) = wqg = 3.08H z es x1 ~ 14.428mm. La funciones de
respuesta frecuencial numérica y experimental del absorbedor de vibraciones tipo Duffing se
muestran en la Figs. 5.5 y 5.6, respectivamente. Por otra parte, las funciones de respuesta fre-
cuencial experimental del sitema Duffing con absorbedor tipo Duffing se describen en las Figs.
5.7 y 5.8. Es importante notar que en la resonancia primaria {2 = wyg = 3.08H z, la amplitud
del sistema primario es x; ~ 8.358mm mientras que la del absorbedor es x5 ~ 11.88mm.

El esquema de control de vibraciones pasivo/activo sobre el sistema primario (5.20-5.21)
se selecciona para atenuar apropiadamente la resonancia primaria y garantizar la estabilidad
asintotica en lazo cerrado. Los pardmetros del controlador tipo PPF son w; = wjg = 3.08 Hz,
(s = 0.01 con una ganancia del controlador g = 0.9. Las Figs. 5.9 y 5.10 muestran la respuesta
dindmica tanto del sistema primario como del absorbedor tipo Duffing en lazo abierto y lazo
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Figura 5.3: Funcién de respuesta frecuencial del sistema primario Duffing obtenida con soft-
ware.

cerrado usando el esquema de control propuesto tipo PPF. Es importante observar que, la
amplitud del sistema primario en estado estable se reduce significativamente, de un valor de
r1 = 9.81mm en el caso pasivo, a un valor de x; &~ 0.285mm usando el esquema de control
pasivo/activo, con un porcentaje de atenuacién ligeramente mayor al 97 %. En la Fig. 5.11
se observa el esfuerzo de control utilizado bajo el esquema de control PPF (cercano a 2.7N).
Por lo tanto, la energfa externa suministrada al sistema es transferida simultaneamente al
absorbedor de vibraciones tipo Duffing y a la fuerza activa de control. Es evidente que
la respuesta del sistema completo se puede afectar por una fuerza de excitacién arménica
en el peor caso dindmico para un sistema mecédnico (resonancia primaria), sin embargo, el
absorbedor pasivo/activo tipo Duffing es todavia capaz de atenuar la respuesta del sistema
primario.

5.6. Comentarios

En este capitulo se propuso un esquema de control pasivo/activo para un sistema pri-
mario Duffing con absorbedor dindmico de las mismas caracteristicas, usando un esquema
de absorcién pasivo combinado con un esquema de control basado en la retroalimentacion
positiva de la posicién (PPF). La estrategia principal es preservar la presencia de las no
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Figura 5.4: Funcién de respuesta frecuencial experimental del sistema primario desacoplado.

linealidades debidas a las funciones de rigidez ctibicas presentes en los resortes del sistema
completo, utilizando un esquema de control modal para atenuar la respuesta del sistema pri-
mario durante la resonancia primaria. Los resultados experimentales validan la efectividad,
robustez y la eficiencia en el desempeno del absorbedor de vibraciones propuesto.
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Figura 5.5: Funcién de respuesta frecuencial del sistema secundario obtenida con software.
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Figura 5.6: Funcién de respuesta frecuencial experimental del sistema secundario desacopla-
do.
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Figura 5.7: FRF experimental del sistema primario acoplado al absorbedor tipo Duffing
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Figura 5.8: FRF experimental del absorbedor tipo Duffing cuando esta acoplado al sistema
primario.
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Figura 5.9: Respuesta dindmica del sistema primario Duffing.
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Figura 5.10: Respuesta dindmica del sistema secundario (absorbedor tipo Duffing).
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Figura 5.11: Esfuerzo de control utilizando retroalimentacién positiva de la posicion.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se aborda el estudio de la absorciéon pasiva y activa de vibra-
ciones en sistemas mecénicos con caracteristicas no lineales (autoparamétricos y tipo Duffing)
y lineales. Para ello se utilizan basicamente dos sistemas primarios diferentes, el primero de
ellos consta de una estructura tipo edificio (sistema de pardametros distribuidos), la cual se
discretiza en en un nimero especifico de grados de libertad, dependiendo del nimero de
masas concentradas consideradas (nimero de pisos). El primer objetivo sobre este sistema
primario es controlar la respuesta dindmica resonante de cada uno de los grados de libertad
correspondiente, para lo cual se utilizé, en primera instancia, un absorbedor autoparamétrico
tipo viga en cantilever; la sintonizacién entre este esquema de absorcién pasiva y el sistema
primario antes mencionado se consigue debido a que el sistema primario es lineal y, por lo
tanto, es aplicable el andlisis modal sobre éste, dando asi la pauta para el planteamiento
y formulacién de una generalizacién de un absorbedor autoparamétrico para un sistema de
n grados de libertad. La validacién experimental de esta generalizacién es bastante satis-
factoria. Las pruebas se realizaron excitando al sistema primario en su primera frecuencia
resonante, debido a que es la més peligrosa por presentar los desplazamientos méaximos en el
sistema completo, aunque es importante senalar que la generalizacion establecida nos permite
sintonizar el absorbedor para cualquier otro valor en la frecuencia de excitacién.

Aprovechando la formulacién planteada y resuelta, ademéds de que la estructura tipo edifi-
cio es un sistema primario que nos permite aplicar otros esquemas de control pasivo, se realizé
la comparacién en términos frecuenciales, energéticos y dindmicos entre distintos esquemas
de control de vibraciones, siendo éstos: absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever
y tipo pendular, absorbedor dindmico de vibraciones tipo: masa-resorte-amortiguador, tipo
pendular y tipo viga en cantilever, estableciendo y validando experimentalmente las diferen-
cias, ventajas y desventajas que existen entre ellos. De forma concluyente se puede establecer
que el absorbedor dindmico de vibracién se puede representar como un sistema masa-resorte
con poco amortiguamiento, el cual puede absorber vibraciones a través de una transferencia
de energia existente entre el sistema primario y secundario, logrando reducir los niveles de
vibracion del primero, teniendo una implementacién simple y confiable, pero teniendo como
principal desventaja el generar otro pico en la funcién de respuesta frecuencial del sistema
completo, debido al tipo de acoplamiento que se tiene entre ambos subsistemas (acoplamiento
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eldstico), produciendo asi, otro valor de frecuencia que debe evitarse en la excitacion, para no
caer en el caso de resonancia. En cuanto al absorbedor autoparamétrico se refiere, sin lugar
a dudas, la dinamica resultante entre el sistema primario y secundario es més interesante y
compleja, debido a que los acoplamientos entre ambos subsistemas son no lineales, teniendo
como ventaja significativa que la funcién de respuesta frecuencial del sistema permanece in-
alterada en cuanto al nimero total de picos presentes en ésta, y solamente experimentan un
ligero corrimiento (debido a que se esté agregando més masa sobre el sistema primario). La
principal desventaja del absorbedor autoparamétrico radica en que el tiempo de sintonizacion
es alto comparado con el absorbedor dindmico de vibraciones, situacién que definitivamente
es indeseable pensando en alguna aplicacion real.

Con la intencién de agregar robustez al sistema completo ante posible incertidumbre en
los pardmetros y/o ligeros cambios en la frecuencia de excitacién alrededor de la frecuencia
de sintonizacién, el segundo objetivo sobre el cual se trabajé en la estructura tipo edificio,
fue disenar, implementar y validar experimentalmente un control activo de vibraciones en
el absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever implementado en ésta. Para llevar a
cabo dicha tarea, se utiliza como actuador un parche piezoeléctrico, el cual se pega lo mas
cercano posible al empotramiento de la viga. Por medio de este actuador es posible modificar
activamente la rigidez de la viga que en conjunto con un esquema de control adecuado es
posible la resintonizacién automaética del absorbedor autoparamétrico tipo viga en cantilever.
La ley de control aplicada es del tipo proporcional, ésta utiliza tanto la prealimentacion del
valor de la frecuencia, el cual es usado para calcular un valor éptimo de rigidez equivalente
en la viga, asf como la retroalimentacién de uno de los estados del sistema, que en este caso
es la posicion de la masa puntual que se tiene en el extremo libre de la viga. De esta forma
se converge a un caso de absorcién pasiva/activa (hibrido), el cual garantiza amplitudes
minimas en el sistema primario.

El segundo sistema primario en el cual se realizé absorcién pasiva/activa de vibraciones
fue del tipo Duffing, es decir, un sistema masa-resorte-amortiguador cuya rigidez es no lineal
debido a la presencia de un término cibico. La parte de control pasivo se lleva a cabo
utilizando un absorbedor dindmico no lineal de vibraciones, cuyas caracteristicas de este
sistema secundario son similares a las del sistema primario. Es importante senalar que la idea
principal de este enfoque de absorcién fue considerar las no linealidades inherentes al sistema
y no hacer una linealizacién del mismo, tal y como es comiin en la practica. La parte de control
activo de vibraciones se lleva a cabo implementando una ley de control modal, basada en
la retroalimentacién positiva de la posicién, y bajo este esquema de lazo cerrado se agrega
un grado de libertad adicional al sistema completo el cual puede ser considerado como un
absorbedor virtual de tipo pasivo. Una de las principales caracteristicas de esta ley de control
es que se puede disenar por medio de una funcién de respuesta frecuencial experimental, por
lo que no es indispensable contar un modelo del sistema a controlar, ademds de que sus
pardmetros son seleccionados usando datos completamente experimentales. Los resultados
experimentales que se obtienen con el sistema Duffing con absorbedor pasivo/activo tipo
Duffing validan de buena forma la efectividad y robustez del esquema propuesto.

Mediante la realizacion de este trabajo de tesis doctoral fue posible adquirir un amplio
panorama de las diversas formas de plantear y darle solucién al problema de absorcién de
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vibraciones mediante la aplicacién de esquemas de control pasivo/activo, estableciendo que
la principal contribuciéon de este trabajo radica en la implementacion de dichos esquemas
para sistema primario con varios grados de libertad.

Como trabajo futuro, que podria contribuir a mejorar los resultados reportados en el
presente trabajo de tesis, se considera lo siguiente:

= Realizar un anédlisis comparativo usando los mismos absorbedores de vibracién mostra-
dos en el Capitulo 4, pero ahora desde el punto de vista de control activo.

» Explorar el caso de estudio considerando sistemas primarios de n gdl con multiples
absorbedores de vibracién, sean de tipo autoparamétrico, convencionales o combinacién
entre ambos.

= Analizar y sintonizar los absorbedores autoparamétricos en condiciones de excitacién
con componentes subarménicos y/o superarménicos.

= Probar los esquemas de absorcién de vibraciones para una estructura tipo edificio con
excitacion simultdnea en diferentes direcciones y con miiltiples componentes arménicos.

= Aprovechar el trabajo realizado para implementar los llamados cosechadores de energia
basados en sistemas autoparamétricos.

= Realizar la prueba de estabilidad y validacién experimental ante diferentes casos de
excitacién del esquema propuesto en el Capitulo 5
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