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Resumen

Este trabajo de tesis está enfocado en el diseño y análisis de estrategias de control en tiempo
continuo para emular el comportamiento de diferentes tipos de estructuras mecánicas por medio de
un sistema multi-agente conformado por robots móviles del tipo uniciclo a la vez de que se evaden
obstáculos de manera individual o grupal. El tipo de estructuras mecánicas que se abordan son:
traslación y rotación de estructuras mecánicas, configuración del n−tráiler y emulación de un pivote
deslizante. Para emular el comportamiento de éstas estructuras mecánicas, se utilizan vectores de
formación constantes y vectores de formación variantes en el tiempo.

Es bien conocido que los remolques del tráiler general y del tráiler estándar presentan desvia-
ciones con respecto a la trayectoria del tractor. Esto sucede cuando el tractor está siguiendo una
trayectoria con cierto radio de curvatura. A estos efectos se les conoce como subviraje y sobreviraje,
respectivamente. En el caso de sobreviraje, los remolques se mantienen en el lado interno de la tra-
yectoria del tractor. En el subviraje, los remolques se mantienen en el lado externo de la trayectoria
del tractor. Estos efectos son reproducidos por el grupo de agentes móviles utilizando vectores de
formación variantes en el tiempo, los cuales permiten establecer una unión de manera virtual entre
los agentes. Se muestra que es posible emular las estructuras mecánicas cambiando solamente los
correspondientes vectores de posición relativa y su respectiva derivada. Para reducir, o eliminar las
desviaciones de la trayectoria, proponemos la emulación de un mecanismo de pivote deslizante el
cual consiste en desplazar el punto de unión una distancia sobre el eje de las ruedas del agente que
se encuentra adelante en dirección opuesta al centro de curvatura de la trayectoria, logrando asi que
los agentes seguidores sigan la misma trayectoria que el líder.

Abordamos el problema de evasión de colisiones añadiendo un campo vectorial repulsivo a la ley
de control. Éste campo vectorial repulsivo presenta una estructura de foco inestable adecuadamente
escalada y centrada en la posición de cada agente u obstáculo. Estos resultados se extienden al caso
de agentes de segundo orden y se evalúa su desempeño con las ecuaciones de movimiento de los
cuadrirotores, específicamente con el dron Parrot 2.0.

Se utiliza la técnica de Inmersión e Invarianza para diseñar un grupo de observadores que permi-
tan estimar la orientación de cada agente con el objetivo de dotar al sistema de cierta autonomía para
poder trabajar en exteriores. Se demuestra que la combinación de un controlador clásico dinámico
con un observador de orientación que converge exponencialmente produce un sistema asintóticamente
estable en lazo cerrado.

Se realizan las siguientes simulaciones numéricas: comparación de la trayectoria de un tráiler
estándar utilizando las ecuaciones de movimiento del tráiler físico y las ecuaciones de movimiento
del sistema multi-agente donde se hacen evidentes los efectos de sobreviraje, emulación del pivote
deslizante en el tráiler estándar y general, evasión de obstáculos de manera individual y grupal, y,
evasión de colisiones en agentes de segundo orden. Por último, se realizan experimentos en tiempo real
del sistema multi-agente emulando el movimiento de traslación y rotación de estructuras mecánicas
con evasión de obstáculos, configuración del n−tráiler estándar, emulación del pivote deslizante y la
estimación de los ángulos de orientación.
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Abstract

This thesis is focused on the design and analysis of continuous-time control laws to emulate the
behaviour of different types of mechanical structures, through a multi-agent system consisting of
several unicycle-type mobile robots meanwhile they are avoiding obstacles in an individual o group
manner. The type of mechanical structures addressed are: translational and rotational motion of
mechanical structures, n−trailer configuration and emulation of the sliding kingpin mechanism.

It is well known that physics systems of the general and standard trailer present off-tracking
effects. This happens when the tractor is following a trajectory with a certain radius of curvature.
These effects are known as understeer and oversteer, respectively. In the case of oversteer, the
trailers keep in the inner side of the tractor’s trajectory. For the case of understeer, the trailers
keep in the outer side of the tractor’s trajectory. These effects are clearly reproduced by the group
of mobile agents using time-varying formation vectors, which allow to establish a virtual union
between agents. It is shown that is possible to emulate the mechanical structures changing only
the corresponding relative position vectors and their corresponding time-derivative. To reduce, or in
some cases eliminate the off-tracking effects, we propose the emulation of a virtual sliding kingpin
mechanism which displaces the joint between two consecutive vehicles along the wheels axis of the
leading trailer in the direction opposite to the center of curvature presented by the path, allowing
the follower agents to follow almost the same path as the leader.

We address the collision avoidance problem adding a repulsive vector field to the control law.
The repulsive vector field displays an unstable focus structure suitably scaled and centred at the
position of each agent or obstacle. These results are extended to the case of agents with second
order dynamics and their performance is compared with the dynamic equations of quadrotors, more
specifically with the Parrot 2.0 drone.

The Immersion and Invariance technique is used to design a group of observers which allow to
estimate the orientation of each agent in order to provide the system with some autonomy to work
outdoors. It is shown that the combination of a classical dynamic full information controller with
an exponentially convergent vehicle attitude observer yields an asymptotically stable closed-loop
system.

The following numerical simulations are carried out: comparison of the trajectory between the
standard trailer using the equations of motion of the trailer and the equations of motion of the
multi-agent system where the oversteer effects become apparent, emulation of the sliding kingpin
mechanism in a standard and general trailer, obstacle avoidance in individual and group manner,
and, collision avoidance in agents with second order dynamics. Finally, real-time experiments are
carried out emulating the translational and rotational motion of mechanic structures with obsta-
cle avoidance, standard n−trailer configuration, emulation of the sliding kingpin mechanism and
estimation of the orientation angles.
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Glosario

Cuerpo rígido. Es un sistema de partículas en el que las distancias entre ellas son fijas y
constantes1.

Movimiento. Es el cambio de lugar o de posición de un cuerpo en el espacio2.
Movimiento de traslación. Consiste en cambiar de lugar un cuerpo, de manera que, todas las

particulas tienen la misma velocidad instantánea1.
Movimiento de rotación. Este movimiento se realiza en torno a un eje fijo. Todas las partículas

del cuerpo tienen la misma velocidad angular instantánea y viajan en círculos en torno al eje de
rotación1.

Simular. Representar algo, imitando o fingiendo lo que no es. Esto permite trabajar en condicio-
nes similares a las reales, pero con variables controladas y en un entorno que se asemeja al real pero
que está creado o acondicionado artificialmente. La idea es permitir comprobar el comportamiento
de una persona, de un objeto o de un sistema en ciertos contextos que, si bien no son idénticos a los
reales, ofrecen el mayor parecido posible3.

Emular. Imitar las acciones de otro procurando igualarlas e incluso excederlas4.
Tráiler: Se define como un sistema compuesto de un tractor jalando una serie de remolques los

cuales están unidos a través de conexiones físicas.
Desvíos de la trayectoria. En el sistema del tráiler, se refiere a la desviación del camino de

cada vehículo articulado de los caminos de los vehículos precedentes.
Sobreviraje. Es el fenómeno de deslizamiento del eje trasero que puede ocurrir en un automóvil

al tratar de tomar una curva o cuando ya se está girando. Se dice que el coche hace un sobreviraje
cuando las ruedas traseras no siguen el mismo recorrido que el de las ruedas delanteras, sino que se
deslizan hacia el interior de la curva.

Subviraje. Es un fenómeno que se produce durante la conducción de un vehículo que provoca
que el giro real del mismo sea menor al que teóricamente debería inducir la posición de las ruedas
delanteras. De este modo la parte delantera del vehículo tiende a salirse hacia el exterior de la curva.
Se produce cuando el vehículo pierde adherencia en el tren delantero, por lo cual, da la sensación de
“abrirse” en las curvas.

1Wilson, Jerry D. y Buffa, Anthony J., Física 5a edición, Pearson Educación, México, 2003, página 261
2Diccionario de la lengua española http://dle.rae.es/?id=Pxf8ZI5
3Diccionario de la lengua española http://lema.rae.es/drae/?val=simular
4Diccionario de la lengua española http://lema.rae.es/drae/?val=emular
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Capítulo 1

Introducción

Un agente es un ente (por ejemplo una persona, un animal, un programa de cómputo) capaz de
percibir el ambiente en el que se encuentra y que tiene la capacidad de actuar en dicho ambiente. Un
sistema de robots multi-agente (MARS por sus siglas en inglés) está conformado por varios robots
autónomos (vehículos aéreos no tripulados, vehículos terrestres o submarinos) que se comunican,
coordinan e interactúan entre sí para resolver tareas comunes de una manera más confiable, rápida y
económica de lo que es posible con robots que trabajan de manera individual [27]. Entre las princi-
pales aplicaciones de los sistemas de robots multi-agente se encuentran el transporte y manipulación
de objetos, operaciones de exploración y búsqueda, limpieza y vigilancia. Estas y otras aplicaciones
pueden ser consultadas en [27, 30, 46, 59, 64].

Una de las principales áreas de investigación de los MARS es la coordinación de movimiento.
Específicamente, se busca mantener una configuración geométrica definida al mismo tiempo que
se realiza el seguimiento de alguna trayectoria. Por ejemplo, si se desea que un grupo de dos o
más robots móviles desplacen un objeto de un lugar a otro, estos robots deben de mantener una
configuración geométrica en relación con la forma del objeto, de tal manera que desplacen el objeto
en una dirección deseada. Una forma de abordar este tipo de problemas es a través del concepto de
estructuras mecánicas virtuales [61]. En el movimiento de cuerpo rígido de un objeto físico, todas las
partículas que forman al objeto mantienen una relación geométrica fija. Si alguna de las partículas
del objeto físico es sometida a una perturbación, ésta será propagada a las demás partículas. Con
base a lo anterior, deseamos lograr que un conjunto de robots móviles no conectados entre sí, se
comporte de esta manera.

En años recientes, el uso de MARS ha sido abordado para emular el comportamiento de estruc-
turas mecánicas, por ejemplo en los trabajos [29, 49, 61]. Dentro de estas estructuras mecánicas se
encuentran las configuraciones del n-tráiler estándar y general [23, 47]. Un n−tráiler es un sistema
mecánico compuesto de un cierto número de remolques jalados por un tractor. El primer remolque
está ligado al tractor y los restantes remolques están ligados al remolque que se encuentra delante
de ellos, por medio de uniones mecánicas. Existen tres diferentes tipos de n−tráiler. En el caso en
que las uniones mecánicas coinciden con el punto medio del eje de las ruedas del remolque que se
encuentra adelante, el n−tráiler se conoce como estándar [26, 33, 43]. Cuando las uniones se en-
cuentran fuera del punto medio del eje de las ruedas, el n−tráiler se conoce como general [2, 4, 39].
Finalmente, si los ejes de las ruedas del tráiler general pueden ser controladas inpedendientemente,
el sistema se denomina tráiler general multiactuado [45, 63]. Los tres tipos de n−tráiler presentan
restricciones no holonomas [13]. A partir del trabajo de Brockett [11] se sabe que este tipo de sis-
temas no pueden ser estabilizados por leyes de control continuas e invariantes en el tiempo. Por esta
razón, en los últimos 20 años, numerosos grupos de investigadores han estudiado la estabilización de
los sistemas tipo tráiler desde diferentes puntos de vista [5, 35, 39, 40, 41, 53, 57, 62].

Una de las principales aplicaciones de los sistemas n−tráiler corresponde a los Sistemas Inte-
ligentes de Transporte. El objetivo consiste en construir vehículos de transporte suficientemente
inteligentes para ser conducidos con la menor intervención posible de los seres humanos. El principal
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problema consiste en el desvío de la trayectoria por parte de los remolques cuando el vehículo líder
se encuentra siguiendo una trayectoria. Sería deseable que los remolques siguieran exactamente la
trayectoria del vehículo líder durante un giro. De lo contrario, es posible que algunos de los remolques
violen las restricciones del espacio de trabajo y/o sufran colisiones.

Los sistemas n−tráiler estándar y general mencionados anteriormente presentan desvíos de la
trayectoria conocidos como sobreviraje y subviraje, respectivamente. En el caso de sobreviraje, los
remolques se mantienen en la parte interna de la trayectoria del tractor, mientras que en el subviraje,
los remolques se mantienen en la parte externa de la trayectoria. En ambos casos, esto sucede cuando
el tractor sigue una trayectoria con curvatura finita.

Para el caso de un MARS, es posible emular el comportamiento de este tipo de estructuras mecá-
nicas estableciendo vectores de posición variantes en el tiempo. De hecho, los efectos de sobreviraje
y subviraje son reproducidos en su totalidad por el grupo de agentes móviles. La reducción ó elimi-
nación de estos efectos resultará en una mejora del desempeño en términos de seguridad durante los
giros y curvas.

Otro problema que surge para que un grupo de agentes alcance un patrón geométrico determina-
do, es el de las posibles colisiones entre los mismos agentes o colisiones entre los agentes y obstáculos
presentes en el ambiente. Inicialmente, las estrategias de no colisión fueron desarrolladas y basadas
en funciones potenciales atractivas y repulsivas. Para la formación de un sistema multi-agente la
estrategia involucra la suma de funciones potenciales atractivas que dependen de la dinámica de las
posiciones de los otros agentes y funciones potenciales repulsivas que aparecen cuando hay peligro de
colisión entre un par de agentes o en la presencia de obstáculos. El diseño estándar de una función
potencial repulsiva se basa en funciones racionales de la distancia de un par de agentes la cual tiende
a infinito cuando los agentes colisionan y se desvanece suavemente hasta que la distancia mínima
permitida es alcanzada [30]. La desventaja que presenta la combinación de funciones potenciales
atractivas y repulsivas es la aparición de puntos de equilibro no deseados lo que provoca que los
agentes puedan quedar atascados en una formación no deseada.

1.1. Originalidad

La originalidad de la presente tesis está basada en los siguientes aspectos:

1. Pocos trabajos abordan el uso de vectores de formación variantes en el tiempo para emular
el comportamiento de estructuras mecánicas rígidas. De esta manera se crea una conexión no
física entre los agentes.

2. Utilizar los vectores variantes en el tiempo para emular el mecanismo de pivote deslizante y
de esta manera reducir ó eliminar los efectos de sobreviraje y subviraje. El análisis se realiza
para las configuraciones del n−tráiler estándar y general.

3. Se utiliza un nuevo enfoque basado en campos vectoriales repulsivos para evitar colisiones entre
los agentes y obstáculos presentes en el ambiente.

4. Se estima el ángulo de orientación de los agentes utilizando observadores. De esta manera se
dota al sistema de cierta autonomía para poder trabajar en exteriores sin la necesidad de medir
todos los estados del modelo matemático.

1.2. Trabajo relacionado

En [54] se propone el control de formación de grupos de agentes modelados por un doble in-
tegrador utilizando la transformación basada en el centroide (CBT por sus siglas en inglés) la cual
básicamente, captura la relación entre agentes. De esta manera, un grupo de agentes forman una
figura geométrica y el centroide de esa figura geométrica corresponde a algún vértice de una figura
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geométrica mayor. Además utilizan una función potencial para evadir obstáculos entre los agentes.
Por otra parte, en [58] se propone leyes de control de formación basadas en la distancia para un
sistema líder-seguidor utilizando el modelo del integrador simple para modelar a los agentes. El
controlador se asegura que los agentes mantengan la formación mientras se mueven a una veloci-
dad constante de referencia. El líder es el único que conoce la velocidad de referencia, mientras
que para los agentes seguidores, el controlador se encarga de estimar ésta velocidad. La deseventaja
que presenta este trabajo es que por el momento la prueba de estabilidad se realizó sólo para tres
agentes. El trabajo [44] presenta una ley de control basada en la distancia entre agentes para lograr
una formación triangular de tres agentes modelados por un simple integrador. Ésta ley de control
se obtiene a partir de la derivada de la matriz eculidiana de distancias asociada con el grupo de
agentes.

En [61] se introduce la definición de estructura virtual y se proponen estrategias de control
para forzar a un grupo de robots a comportarse como si fueran partículas de una estructura rígida.
Por otra parte en [47, 49] se proponen vectores de posición variantes en el tiempo para emular,
respectivamente, el comportamiento de un n-tráiler y el comportamiento de una estructura rígida
cuando ésta se encuentra en movimiento.

El desvío de la trayectoria puede ser eliminado o reducido usando un mecanimso de pivote
deslizante, técnica que fue introducida por [36]. Esto se realiza deslizando el pivote de cada remolque
en dirección perpendicular al eje longitudinal una cierta distancia en dirección opuesta al centro de
curvatura de la trayectoria. El trabajo [12] presenta los límites del desvío de trayectoria de los
remolques en un n−tráiler estándar. En [3] se aborda el problema de seguimiento de trayectoria
junto con el problema de reducción del desvío de la trayectoria en el sistema del n−tráiler. Esto se
logra haciendo que el error en distancia entre el punto medio del eje de las ruedas de cada vehículo
y marcos de referencia móviles distribuidos a lo largo de una trayectoria sea mínimo. En [43] se
presentan diferentes mecanismos pasivos y leyes de control para el sistema n−tráiler. El principal
objetivo de estos mecanismos es el de reducir el error de seguimiento con respecto a la trayectoria del
tractor. El trabajo [37] propone el uso de una unión móvil, que permite al pivote deslizarse a lo largo
del eje trasero del vehículo delantero, logrando la reducción ó eliminación del desvío de la trayectoria.
Además, se desarrolla de manera analítica un controlador no lineal, basado en el comportamiento
que tiene el sistema n−tráiler una vez terminado el transitorio. En [17] se muestra que el n−tráiler
estándar equipado con un mecanismo de pivote deslizante es un sistema diferencialmente plano. Con
base en esto se proponen dos controladores, uno lineal y otro no lineal, para reducir los efectos de
desvío de trayectoria por parte de los remolques.

Los trabajos expuestos anteriormente [3, 12, 17, 36, 37, 43] abordan solamente la configuración
del n−tráiler estándar utilizando su modelo cinemático. Más aún, en [36, 37], a pesar de eliminar
el desvío de la trayectoria en un tráiler estándar, sólo ha sido posible desarrollar las ecuaciones
cinemáticas para cinco tráilers, esto debido a la complejidad de las restricciones no holonomas.

Un trabajo que logra eliminar las desviaciones de trayectoria utilizando robots móviles del tipo
uniciclo se presenta en [1], en donde el control se basa en la propiedad de planitud. Para lograrlo,
definen vehículos virtuales y vehículos reales; cada vehículo real sigue la trayectoria de cada vehículo
virtual, manteniendo una distancia constante entre ellos. La desventaja de este trabajo reside en que
todos los agentes requieren conocer la trayectoria a seguir, por lo tanto, la estrategia de control es
centralizada.

Algunos trabajos relacionados con la evasión de colisiones son [14, 15, 42, 56]. En [15] los autores
consideran el problema de control de formación bajo un esquema limitado e intermitente de sensado.
Basados en el enfoque de funciones de navegación desarrollan un control híbrio decentralizado para
asegurar evasión de colisiones mientras se realiza el control de formación. En [42] utilizan la teoría
de juegos diferenciales para que un grupo de agentes logren alcanzar una posición objetivo mientras
evitan colisiones entre ellos mismos. En [56] se presenta un enfoque metódico para el problema
de evasión de colisiones en robots móviles tomando en cuenta las ventajas de un sistema multi-
agente. El trabajo [14] utiliza la teoría de grafos para modelar lo comunicación entre agentes y para
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evitar colisiones entre ellos propone un controlador difuso. En [50] se presenta una ley de control
decentralizada, cooperativa para evadir colisiones en un grupo de vehículos con dinámicas de doble
integrador. La estrategia de control es descentralizado en el sentido de que se requiere solamente
la posición de los vehículos cercanos y permanece inactiva cuando todos los demás vehículos se
encuentran a una distancia segura. La referencia [60] estudia el problema de la planificación de
movimientos utilizando el enfoque líder-seguidor. El líder evita a los obstáculos mientras que lleva
al sistema a un objetivo en especial. En [21] se desarrolla una técnica de control decentralizada por
modos deslizantes que garantiza la coordinación de un grupo de agentes para alacanzar y mantener
una formación deseada. Para el algoritmo de evasión de obstáculos, los obstáculos son representados
por formas elipsoidales.

En un trabajo más reciente [24], se propone una nueva estrategia para diseñar los campos vecto-
riales repulsivos con el objetivo de evadir colisiones. Este enfoque está basado en un campo vectorial
escalado tipo foco inestable centrado en la posición de los obstáculos u otros agentes la cual se
desvanece cuando los agentes están suficientemente alejados entre sí y tiende a infinito cuando la
distancia entre ellos tiende a cero. Estas funciones no pueden ser obtenidas como el gradiente de la
función escalar de la distancia entre agentes o las distancias entre agentes y obstáculos. A pesar de
que esta técnica también puede presentar equilibrios no deseados, estos pueden ser removidos. El
análisis presentado en [24] toma en cuenta solo el caso de dos agentes, mientras que en [20] se realiza
una extensión a un número arbitrario de agentes para el caso de gráficas de comunicación directas
de perseguimiento cíclico.

La mayoría de trabajos que hacen uso de los sistemas multi-agente, utilizan el modelo cinemático
de robots móviles del tipo uniciclo. Como se verá más adelante, a pesar de la sencillez de su modelo
cinemático, controlarlo representa diferentes desafíos, por ejemplo, el sistema es subactuado y satisace
restricciones no holonomas, es decir, el compononente de la velocidad perpendicular a la dirección de
las ruedas es cero. Como se indica en [11], éstos sistemas no holonomos no pueden ser estabilizados
por controladores continuos e invariantes en el tiempo. Una solución consiste en utilizar el modelo
cinemático extendido lo que conlleva a evitar la singularidad del sistema cuando la velocidad lineal
del uniciclo es cero. Por esta razón, el trabajo [6] propone una estrategia de conmutación entre dos
esquemas de control para que un robot móvil del tipo uniciclo siga una trayectoria deseada.

A continuación se mencionan algunos trabajos relacionados con la estimación de los estados del
sistema utilizando observadores. En [10] se diseña un observador no lineal para estimar la orientación
y velocidad de un cuerpo rígido moviéndose en tres dimensiones. Un trabajo similar es [9], el cual
propone un observador para estimar la orientación de un cuerpo rigido en presencia de perturbaciones
tales como ruido en las mediciones. En [48] se utiliza la técnica de inmersión e invarianza para estimar
el ángulo de rotación y velocidades angulares y lineales de un robot manipulador con articualaciones
revoluta/prismática de dos grados de libertad. Por otra parte en [16] proponen un controlador
basado en un observador para estimar la dinámica lateral de un sólo vehículo autónomo.

1.3. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es el siguiente:

Diseñar, analizar y validar algoritmos de control y observadores de estado para un sistema
multi-agente conformado por robots móviles del tipo uniciclo, los cuales permitirán emular el
comportamiento de estructuras mecánicas rígidas mientras evaden colisiones con obstáculos
presentes en el ambiente y, para el caso de los sistemas n−tráiler, eliminar o reducir los
efectos de desvío de trayectoria.

Para alcanzar el objetivo general se establecen los siguientes objetivos específicos:
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1. Diseñar vectores de formación (variantes e invariantes en el tiempo) para emular el compor-
tamiento del movimiento traslacional y rotacional de los cuerpos rígidos así como vectores de
formación para emular el comportamiento de un tráiler.

2. Diseñar vectores de formación variantes en el tiempo para modelar el mecanismo de un pivote
deslizante. La posición del pivote deslizante debe estar relacionada con los ángulos de orienta-
ción entre dos agentes consecutivos y la distancia que debe de existir entre ellos. Esto permitirá
eliminar o reducir los efectos de subviraje y sobreviraje.

3. Diseñar campos vectoriales repulsivos que permitan la evasión de colisiones ante la presencia
de obstáculos y/u otros agentes.

4. Diseñar un grupo de observadores para reconstruir la orientación de cada agente.

5. Implementar los vectores de formación variante en el tiempo y las ecuaciones del observador
en las leyes de control para coordinar un sistema multi-agente.

6. Cuando se utilice el modelo cinemático extendido de los uniciclos, evitar la singularidad del
sistema cuando la velocidad lineal del agente es cero.

7. Análisis teórico de convergencia para las leyes de control propuestas.

8. Integración de la plataforma experimental, que consiste en

Cinco robots móviles marca AmigoBot.

Un sistema de visión compuesto de 12 cámaras Flex 13 y el software Motive para la
captura de movimiento de los robots móviles.

Una computadora para medir las posiciones y realizar los cálculos de las leyes de control.

9. Validar las diferentes estrategias de control propuestas mediante simulaciones numéricas e
implementación en la plataforma experimental.

1.4. Justificación
La mayoría de los robots móviles comerciales disponibles en el mercado utilizados en la inves-

tigación usan motores de corriente directa para realizar el movimiento de las ruedas. Cada motor
incluye un encoder de alta resolución que es usado por el microcontrolador interno para determinar
la inmediata velocidad traslacional y rotacional requerida para realizar el movimiento deseado. De-
bido a que las ruedas están fabricadas de un caucho resistente, se considera que éstas no presentan
deformaciones durante el movimiento del robot. Tomando en cuenta que los robots se mueven sobre
un plano horizontal y que además, el robot no pierde adherencia al terreno, entonces existe una
relación directa entre el movimiento de rotación de las ruedas y el movimiento del robot. Con base
a estas razones, en este trabajo se utiliza el modelo cinemático de los robots tipo uniciclo.
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Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo se presenta el modelo cinemático de los uniciclos y del sistema n−tráiler. También
se introduce el concepto de gráfica de formación y su aplicación al diseño y análisis de las estrategias
de control. Además, se identifican los casos de estudio que serán abordados en este trabajo.

2.1. Modelo cinemático de los uniciclos
Sea N = {R1, ..., Rn} un conjunto de robots móviles que se desplazan en el plano con posiciones

zi =

[
xi
yi

]
, i = 1, ...n. (2.1)

De acuerdo a la Figura 2.1, el modelo cinemático de cada agente o robot Ri está dado por

Figura 2.1: Modelo cinemático de los uniciclos.

 ẋi
ẏi
θ̇i

 =

 cos θi 0
sin θi 0

0 1

[ vi
wi

]
, i = 1, ...n. (2.2)

donde vi es la velocidad lineal del punto medio del eje de las ruedas, wi es la velocidad angular del
robot y θi es el ángulo de orientación del i-ésimo agente con respecto al eje X. Es conocido [11]
que el sistema (2.2) con las salidas definidas en (2.1) posee una matriz de desacoplamiento singular.
Debido a esto, se considera como salida la dinámica del punto αi =

[
pi qi

]T , diferente al punto
medio del eje de las ruedas [25, 34]. Las coordenadas del punto αi están dadas por

αi =

[
pi
qi

]
=

[
xi + ` cos θi
yi + ` sin θi

]
, i = 1, ..., n. (2.3)



8 2 Preliminares

La dinámica de éstas coordenadas es

α̇i = Ai(θi)

[
vi
wi

]
(2.4)

donde

Ai(θi) =

[
cos θi −` sin θi
sin θi ` cos θi

]
es la matriz de desacoplamiento para cada robot Ri, la cual es no singular ya que det [Ai(θi)] = `.

2.2. Modelo cinemático extendido de los uniciclos

Considérese ahora la extensión dinámica mostrada en la Figura 2.2. Dicha extensión consiste en

Figura 2.2: Preprocesamiento al sistema (2.2).

agregar un integrador antes de la señal de control vi, obteniendo el siguiente sistema aumentado
ẋi
ẏi
ξ̇i
θ̇i

 =


ξi cos θi
ξi sin θi
ui
wi

 , i = 1, . . . , n. (2.5)

donde ξi = vi es un nuevo estado que representa la velocidad lineal de cada agente y ui es una nueva
señal de control. Para el sistema extendido, la dinámica de zi está dada por[

ẍi
ÿi

]
= Âi (θi, ξi)

[
ui
wi

]
(2.6)

donde

Âi (θi, ξi) =

[
cos θi −ξi sin θi
sin θi ξi cos θi

]
es la matriz de desacoplamiento del sistema aumentado. Nótese que det

[
Âi (θi, ξi)

]
= ξi con lo cual

Âi (θi, ξi) es no singular ∀ξ
i
6= 0. Bajo éstas condiciones es posible determinar una estrategia para

controlar la posición de zi.

2.3. Modelo cinemático del 2−tráiler
Para efectos de comparación, se presenta el modelo cinemático de un 2−tráiler estándar (Figura

2.3). El modelo cinemático de un 2−tráiler estándar [12, 38, 45, 52] está dado por
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Figura 2.3: Modelo cinemático de un 2−tráiler estándar.

ẋ3 = v3 cos θ3 (2.7a)
ẏ3 = v3 sin θ3 (2.7b)
θ̇3 = w3 (2.7c)

θ̇2 = v3
sin (θ3 − θ2)

`
(2.7d)

θ̇1 = v3
cos (θ3 − θ2) sin (θ2 − θ1)

`
(2.7e)

donde
[
x3 y3

]T son las coordenadas del punto medio del eje de las ruedas del tractor, θ3, θ2 y
θ1 representan los ángulos de orientación del tractor y de los dos remolques, respectivamente. Las
señales de control son la velocidad longitudinal del tractor v3, y la velocidad angular del tractor w3.

2.4. Gráficas de formación
De acuerdo a [18], los canales de comunicación entre un grupo de agentes puede modelarse a

través de una gráfica de formación (basada en la teoría de grafos), la cual se define de la siguiente
manera.

Definición 2.1 Una gráfica de formación G = {N,E,C} consta de

a) Un conjunto de vértices N = {R1, R2, ..., Rn} que corresponden a los n agentes móviles.

b) Un conjunto de aristas E = {(j, i) ∈ N ×N} con i 6= j que representan las comunicaciones
posibles entre los agentes, por lo tanto si (j, i) ∈ E entonces el agente i conoce la posición
del agente j. El conjunto de posiciones de agentes detectables para el robot Ri está dado por
Ni = {j | (i, j) ∈ E} ⊆ N .

c) Un conjunto de etiquetas C = {cji} con (j, i) ∈ E donde cji = [cjix cjiy ]
T ∈ R2 es un vector

que especifica la posición relativa deseada entre los agentes Rj y Ri.

2
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Definición 2.2 Matriz de grados. El grado gi de un vértice Ri es el número de aristas que se
dirigen a dicho vértice. La matriz de grados de un grafo G, denotada por ∆, es una matriz diagonal
cuadrada de n× n definida como

∆ = diag{g1, . . . , gn}
donde gi = card(Ni), con i = 1, . . . , n.

2

Definición 2.3 Matriz de adyacencia. Dado un grafo G = {N,E} de orden n, la matriz de
adyacencia de G denotada por Ad = (aij), es una matriz cuadrada de n× n definida como

aij =

{
1, si (Rj , Ri) ∈ E
0, en otro caso.

2

Definición 2.4 Laplaciano. Dado un grafo G, el Laplaciano asociado con G está dado por

L (G) = ∆−Ad

donde ∆ es la matriz de grados y Ad es la matriz de adyacencia de G.

2

La Figura 2.4 presenta un ejemplo de gráfica de formación. Para este caso, N = {R1, R2, R3, R4},
N1 = {R2, R3, R4}, N2 = {R1}, N3 = {R1, R2} y N4 = {R3}. La matriz de grados está dada por

∆ = diag{3, 1, 2, 1}

y la matriz de adyacencia es

Ad =


0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0


Entonces, el laplaciano asociado a la gráfica de formación de la Figura 2.4 es

L (G) =


3 −1 −1 −1
−1 1 0 0
−1 −1 2 0
0 0 −1 1


Dada una gráfica de formación, la posición deseada de un agente puede definirse como

α∗i =
1

gi

∑
j∈Ni

(αj + cji) , i = 1, . . . , n. (2.8)

donde, como mencionamos anteriormente, gi es el número de robots detectados por el agente Ri,
i.e., gi = card(Ni). La posición deseada de un robot Ri puede interpretarse como el promedio de las
posiciones relativas deseadas con respecto a los robots detectables para él.

Una gráfica de formación puede clasificarse como directa (GD) o indirecta (GI). Una GD satisface
que si (j, i) ∈ E entonces (i, j) 6∈ E. De manera equivalente, si j ∈ Ni, entonces i /∈ Nj . Una GI
satisface que si (j, i) ∈ E entonces (i, j) ∈ E. De manera equivalente, si j ∈ Ni entonces i ∈ Nj .
Además, para una GI, se satisface que cij = −cji.

En la Figura 2.5 se presentan dos gráficas de formación que serán utilizadas en este trabajo. La
Figura 2.5a muestra una GD de cadena abierta donde el n−ésimo agente es el líder de grupo. Esta
estrategia es conocida también como formación tipo convoy [8, 19, 31] y es utilizada comúnmente en
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Figura 2.4: Ejemplo de gráfica de formación.

las estrategias de marcha. La ventaja de este tipo de gráfica de formación reside en que el agente Ri
solo necesita información del agente Ri+1. La desventaja se presenta cuando algún agente tiene una
falla, ésta falla se propagará a los agentes que se encuentran detrás de él, afectando el desempeño
del sistema multi-agente. Para este caso, el subconjunto Ni = {Ri+1} para i = 1, ..., n−1, Nn = {∅}
y su laplaciano está dado por

L (G1) =


1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 · · · 0 0

 . (2.9)

Por otro lado, la Figura 2.5b muestra el caso de GD de formación centrada en el líder. La ventaja
principal reside en que los seguidores solo necesitan información del agente líder. El subconjunto
Ni = {Rn} para i = 1, ..., n− 1, Nn = {∅} y su laplaciano está dado por

L (G2) =


1 0 · · · 0 −1
0 1 · · · 0 −1
...

. . .
...

0 0 · · · 1 −1
0 0 · · · 0 0

 . (2.10)

2.5. Misceláneos matemáticos
2.5.1. Producto kronecker

Sea A ∈ Rn×m una matriz con elementos aij y sea B ∈ Rp×q, entonces el producto kronecker de
A y B (denotado por (A⊗B) ∈ Rnp×mq) está dado por

A⊗B =

 a11B . . . a1mB
...

. . .
...

an1B · · · anmB
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(a) (b)

Figura 2.5: Gráficas de formación de especial interés. (a) Gráfica directa de cadena abierta con
líder G1. (b) Gráfica directa centrada en el líder G2.

Por ejemplo, si A =

[
1 3
2 1

]
y B =

[
2 0
1 3

]
, entonces

A⊗B =


2 0 6 0
1 3 3 9
4 0 2 0
2 6 1 3


El producto Kronecker ayudará posteriormente a una notación más compacta de las ecuaciones

resultantes de estrategias de control de marcha.

2.5.2. Ecuación de movimiento cinemático de cuerpos rígidos

La ecuación de movimiento cinemático de cuerpos rígidos está dada por

vp = vq + w × rp/q (2.11)

donde vp es la velocidad del punto p, vq es la velocidad del punto q, w es la velocidad angular y rp/q
es el vector de posición del punto p con respecto al punto q.

Por ejemplo, considere el tractor y el remolque que se encuentra unido al tractor de la Figura
2.3. La velocidad del tractor v3 expresada en términos de vectores unitarios está dada de la siguiente
manera

v3 = v3(̂ı cos θ3 + ̂ sin θ3) (2.12)

También la velocidad del tractor v3 puede ser expresada con respecto al punto z2

v3 = v2(̂ı cos θ2 + ̂ sin θ2) + k̂w2 × `(̂ı cos θ2 + ̂ sin θ2) (2.13a)
= ı̂(v2 cos θ2 − `w2 sin θ2) + ̂(v2 sin θ2 + `w2 cos θ2) (2.13b)

Sustituyendo (2.12) en (2.13b) y representando en forma matricial, se tiene[
v3 cos θ3

v3 sin θ3

]
=

[
cos θ2 −` sin θ2

sin θ2 ` cos θ2

] [
v2

w2

]
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Resolviendo para v2 y w2

v2 = v3 cos(θ3 − θ2)

w2 =
1

`
v3 sin(θ3 − θ2)

Esto es, que la velocidad del remolque depende de la velocidad del tractor y del ángulo de orientación
de cada vehículo. De forma general, se tiene

vi = vi+1 cos(θi+1 − θi) i = 1, ..., n− 1, (2.14a)

wi =
1

`
vi+1 sin(θi+1 − θi) (2.14b)

Tomando en cuenta que el radio de curvatura de la trayectoria de cada vehículo está dado por
ri = vi

wi
[37], entonces, utilizando las expresiones (2.14) se obtiene que

ri = ` cot(θi+1 − θi), i = 1, ..., n− 1. (2.15)

Estos resultados serán de utilidad en el resto del trabajo.

2.6. Planteamiento del problema
Se desea diseñar leyes de control que permitan que un grupo de robots móviles conformados por

robots tipo uniciclo emulen el movimiento traslacional de los cuerpos rígidos evitando colisiones con
obstáculos y del movimiento rotacional así como del comportamiento del sistema n−tráiler y de su
respectivo pivote deslizante para la reducción de los desvíos en la trayectoria presentes en este tipo de
sistemas. Se considera un agente líder el cual seguirá una trayectoria deseada m(t) =

[
xd(t) yd(t)

]T
la cual es continuamente diferenciable.

Matemáticamente, el problema de emulación del movimiento traslacional y rotacional y del com-
portamiento del sistema n−tráiler con el pivote deslizante se define de la siguiente manera

ĺım
t→∞

(αi (t)−α∗i (t)) = 0. (Convergencia a la formación deseada). Cada uno de los agen-
tes convergen a un patrón de formación definido mediante vectores de posición cji (t). Depen-
diendo de como se defina la posición relativa deseada α∗i será el tipo de comportamiento que
se estará emulando.

ĺım
t→∞

(αn (t)−m (t)) = 0. (Control de marcha). El agente líder Rn sigue una trayectoria
predefinida m(t) que es al menos dos veces diferenciable.

Nótese que la posición deseada α∗i depende del vector de posición relativo deseado cji, el cual puede
ser variante o invariante en el tiempo y de éste parámetro dependerá el tipo movimiento que se esté
emulando.

Para la evasión de colisiones se considera lo siguiente

La velocidad de la trayectoria deseada ṁ(t) se encuentra acotada, i.e., ‖ṁ(t)‖ ≤ η, ∀t ≥ 0.

La posición de los obstáculos está dada por ξoj =
[
xoj yoj

]T , j = 1, ..., nobs.

La velocidad de cada obstáculo satisface ‖ξ̇oj‖ ≤ µ para j = 1, ..., nobs.

Dado un vector x =
[
x1 x2 . . . xn

]T , definimos tanh(x) ,
[
tanhx1 tanhx2 . . . tanhxn

]T .
Esta representación será de gran ayuda en el Capítulo 5, correspondiente a la evasión de coli-
siones.

No existe peligro de colisión entre los agentes y los obstáculos, esto es, ‖αi(t) − ξoj (t)‖ ≥ D,
donde D es la distancia mínima que debe de existir entre los agentes y los obstáculos.
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Capítulo 3

Descripción de estructuras mecánicas

En este capítulo se describen las configuraciones de estructuras mecánicas cuyo comportamiento
será emulado a través de un grupo de robots móviles autónomos y se presenta el análisis para obtener
los vectores de formación correspondientes. La primera parte consiste en ejemplificar el movimiento
traslacional y rotacional de las estructuras mecánicas utilizando varios agentes moviéndose en el
plano; el agente Rn se considera como el agente líder cuyo objetivo es el de realizar el seguimiento
en una posición predefinida mientras que R1, ..., Rn−1 son los agentes seguidores los cuales se man-
tendrán a una distancia definida por vectores constantes o variantes en el tiempo. La segunda parte
consiste en presentar la configuración del sistema n−tráiler y el análisis para desarrollar un pivote
deslizante virtual que permite reducir y en otros casos eliminar los desvíos en la trayectoria presen-
tes en este tipo de sistemas. Los resultados presentados en este capítulo utilizan el punto frontal de
los agentes como salida del sistema. Un análisis similar puede hacerse para emular el movimiento
traslacional usando el modelo cinemático extendido de los uniciclos.

3.1. Movimiento traslacional
La Figura 3.1 muestra tres agentes moviéndose en el plano los cuales están alineados de tal

manera que el punto frontal de cada uno de ellos representa el vértice de un triángulo. En este caso,
las posiciones entre los agentes están definidas por vectores de formación constantes. Debido a esto,
la figura formada por los agentes realiza un movimiento de traslación pero se mantiene la misma
orientación durante el seguimiento de la trayectoria.

Figura 3.1: Movimiento de traslación de un grupo de agentes.

Los vectores de formación constantes se determinan dependiendo del patrón geométrico deseado.
En la Figura 2.5a se presenta la gráfica directa de cadena abierta con líder, donde Rn es el líder y
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los agentes restantes {R1, ..., Rn−1} son los seguidores. Para este caso, el subconjunto Ni = {Ri+1}
para i = 1, ..., n− 1 y Nn = {∅}. Por lo tanto, la posición relativa deseada α∗i para la gráfica directa
de cadena abierta con líder, de acuerdo a (2.8), se define como

α∗i = αi+1 + c(i+1)i, i = 1, . . . , n− 1, (3.1a)
α∗n = m(t) (3.1b)

donde c(i+1)i =
[
c(i+1)ix c(i+1)iy

]T ∈ R2, para i = 1, ..., n− 1, es el vector de formación constante
relativo deseado del agente Ri con respecto al agente Ri+1, m(t) =

[
xd(t) yd(t)

]T es la trayectoria
de marcha predefinida, la cual es al menos dos veces diferenciable. La velocidad relativa deseada se
obtiene al derivar (3.1) y, debido a que el vector de formación c(i+1)i es constante, se obtiene

α̇∗i = α̇i+1, i = 1, . . . , n− 1. (3.2a)
α̇∗n = ṁ(t) (3.2b)

En la Figura 3.2 se presenta un ejemplo con tres agentes para determinar los vectores de formación
constantes utilizando la gráfica de formación de cadena abierta con líder. En este ejemplo, los vectores
de formación son c32 =

[
c32x

c32y

]T y c21 =
[
c21x

c21y

]T . Como se mencionó anteriormente, este
tipo de configuración permite emular el movimiento traslacional de cuerpos rígidos.

Figura 3.2: Ejemplo de vector de formación constante.

3.2. Movimiento rotacional

Al igual que en el caso anterior, la Figura 3.3 presenta tres agentes moviéndose en el plano los
cuales están alineados de tal manera que el punto frontal de cada uno de ellos representa el vértice de
un triángulo. La diferencia radica en que el triángulo formado por los agentes se orienta con respecto
al ángulo de la trayectoria de marcha. Para lograr esto, los vectores de formación constantes del caso
anterior se multiplican por una matriz de rotación, produciendo vectores de formación variantes en
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Figura 3.3: Movimiento de traslación y rotación de un grupo de agentes.

el tiempo. Esto permite que la figura formada por los agentes realice el movimiento de traslación y
rotación durante el seguimiento de la trayectoria.

En este caso se utiliza la gráfica de formación centrada en el líder (Figura 2.5b) donde el sub-
conjunto Ni = {Rn} para i = 1, ..., n− 1 y Nn = {∅} La posición realtiva deseada α∗i para este tipo
de gráfica, de acuerdo a (2.8), se define como

α∗i = αn + cni (t) i = 1, . . . , n− 1, (3.3a)
α∗n = m(t) (3.3b)

donde cni(t) es el vector de formación variante en el tiempo entre el agente Ri y Rn, el cual está
definido por

cni (t) = R (θn) Cni (3.4)

donde Cni es un vector de posición estático que se obtiene a partir de la formación deseada. La
matriz de rotación está dada por

R (θn) =

[
cos θn − sin θn
sin θn cos θn

]
Los vectores de velocidad deseados se definen como

ċni (t) = Ṙ (θn) Cni

Ṙ (θn) = θ̇n

[
− sin θn − cos θn
cos θn − sin θn

]
.

Por lo tanto, la velocidad relativa deseada, está dada por

α̇∗i = α̇n + ċni (t) i = 1, . . . , n− 1, (3.5a)
α̇∗n = ṁ(t) (3.5b)

Éstos términos nos servirán más adelante para diseñar la ley de control.

3.3. Configuración n−tráiler
Las Figuras 3.4 y 3.5 presentan la configuración de un n−tráiler estándar y de un n−tráiler gene-

ral, respectivamente. Este tipo de estructuras articuladas consisten de un tractor y de un conjunto de
remolques los cuales están sujetos por medio de uniones mecánicas tipo revoluta. Para un n−tráiler
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estándar las uniones mecánicas coinciden con el punto medio del eje de las ruedas del remolque que
se encuentra adelante. Por el contrario, en un n−tráiler general, las uniones mecánicas se presentan
en un punto externo al punto medio del eje de las ruedas. En ambos casos, el tractor sigue una
trayectoria predefinida y, debido a que los remolques están unidos físicamente, éstos son jalados por
el tractor. Debido a la configuración del sistema, los remolques presentan desviaciones con respecto
a la trayectoria del tractor. Para el n−tráiler estándar este fenónemo se conoce como sobreviraje,
el cual consiste en que los remolques se mantienen en la parte interna de la trayectoria del tractor
cuando realiza un giro. En el caso del n−tráiler general, el fenómeno se conoce como subviraje y
consiste en que los remolques se mantienen en la parte externa de la trayectoria del tractor cuando
éste último se encuentra dando un giro.

Figura 3.4: Configuración de n−tráiler estándar.

Figura 3.5: Configuración de n−tráiler general.

El uso de vectores de formación variantes en el tiempo para lograr la emulación del n−tráiler
se justifica debido a que es imposible lograr dicho comportamiento usando vectores de formación
constantes. La Figura 3.6 ilustra esta situación. Las Figuras 3.6a y 3.6b muestran que la formación
tipo tráiler no es preservada si cn(n−1) es constante. La formación tipo tráiler se pierde si los robots no
siguen una línea recta paralela al vector constante de posición relativa. Por otro lado, la Figura 3.6c
muestra que la formación tipo tráiler se preserva si cn(n−1) (t) depende de la orientación instantánea
del agente Rn.

Para emular el comportamiento del sistema del n−tráiler se utiliza la gráfica de formación de
cadena abierta con líder donde la posición realtiva deseada α∗i es similar a (3.1) pero con la diferencia
que el vector de formación c(i+1)i(t) =

[
c(i+1)ix(t) c(i+1)iy (t)

]T
, para i = 1, ..., n − 1, es variante

en el tiempo.
De acuerdo a la definición del vector de posición deseado dado en (3.1) se tiene que

α∗i = αi+1 + c(i+1)i (t) (3.6a)
α∗n = m(t) (3.6b)

A partir de la Figura 3.7 se obtiene el vector de formación entre los agentes Ri y Ri+1

c(i+1)i (t) =

[
−(`+ d) cos θi+1

−(`+ d) sin θi+1

]
(3.7)
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(a)

(b) (c)

Figura 3.6: Configuración tipo tráiler. (a) Inicial. (b) Formación constante. (c) Formación variante
en el tiempo.

Figura 3.7: Configuración del vector de formación variante en el tiempo.

donde d es la distancia que existe entre el punto externo donde se hace la unión con el agente Ri al
punto medio del eje de las ruedas del agente Ri+1.La velocidad relativa deseada se obtiene al derivar
(3.6)

α̇∗i =

[
ṗi+1

q̇i+1

]
+

[
(`+ d)wi+1 sin θi+1

−(`+ d)wi+1 cos θi+1

]
(3.8)

El vector de formación dado en (3.7) corresponde a la configuración del n−tráiler general. Para
obtener la configuración de un n−tráiler estándar se establece el parámetro d = 0 en (3.6), (3.7) y
en (3.8).

3.4. Emulación de un pivote deslizante
La Figura 3.8 presenta la configuración de un n−tráiler estándar en el cual se implementa un

mecanismo de pivote deslizante que tiene como objetivo eliminar los efectos de desvío de trayectoria
presentes en este tipo de sistemas. El mecanismo de pivote deslizante consiste en desplazar el punto
de unión virtual una cierta distancia sobre el eje de las ruedas del remolque que se encuentra adelante
en dirección opuesta al centro de curvatura de la trayectoria predeterminada. De esta manera, se
puede lograr que los remolques sigan la misma trayectoria que el tractor.
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Figura 3.8: Configuración de n−tráiler estándar con mecanismo de pivote deslizante.

La Figura 3.9 muestra la configuración del n−tráiler general donde la unión virtual entre dos
agentes se localiza en un punto externo al eje de las ruedas del agente que se encuentra adelante. A
partir de la Figura 3.9, el vector de formación variante en el tiempo entre el agente Ri y el agente
Ri+1 está dado por

Figura 3.9: Vector de posición variante en el tiempo.

c(i+1)i (t) =

[
−(`+ d) cos θi+1 + S(i+1)i sin θi+1

−(`+ d) sin θi+1 − S(i+1)i cos θi+1

]
(3.9)

El parámetro S(i+1)i corresponde a la posición del pivote deslizante, el cual permitirá reducir, y en
algunos casos, eliminar el desvío de la trayectoria por parte de los agentes seguidores.

De acuerdo a la definición del vector de posición deseado dada en (2.8) se tiene que

α∗i =

[
pi+1

qi+1

]
+

[
−(`+ d) cos θi+1 + S(i+1)i sin θi+1

−(`+ d) sin θi+1 − S(i+1)i cos θi+1

]
(3.10)

Una vez definido el vector de posición deseado, se calcula la velocidad deseada del agente Ri con
respecto a la velocidad del agente Ri+1 de la siguiente manera

α̇∗i =

[
ṗi+1

q̇i+1

]
+

[
(`+ d)wi+1 sin θi+1

−(`+ d)wi+1 cos θi+1

]
+

[
Ṡ(i+1)i sin θi+1 + S(i+1)iwi+1 cos θi+1

−Ṡ(i+1)i cos θi+1 + S(i+1)iwi+1 sin θi+1

]
(3.11)

Las ecuaciones (3.10) y (3.11) corresponden al sistema del n−tráiler general. Para obtener las ecua-
ciones correspondientes al n−tráiler estándar se establece el parámetro d = 0 en (3.9), (3.10) y
(3.11).

3.4.1. Diseño de la posición del pivote deslizante en un tráiler estándar
Para obtener el modelo matemático de la posición del pivote deslizante en la configuración de un

n−tráiler estándar se realizan algunas consideraciones:
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Por simplicidad, se supone que la distancia del punto medio del eje de las ruedas al punto
frontal ` es la misma para cada uno de los agentes.

Cada agente seguidor emula el comportamiento de un remolque en un sistema de tráiler físico.

Cada agente seguidor está conectado virtualmente al eje trasero del agente precedente.

El pivote deslizante se ubica en el eje de las ruedas de cada agente y se deslizará a lo largo de
este eje.

A continuación se presentan dos resultados que serán de gran relevancia para obtener una expre-
sión para la posición del pivote deslizante.

Lema 3.1 [12] Si un agente intermedio se mueve a lo largo de una trayectoria circular con radio
ri, entonces, el agente que le antecede converge a una trayectoria circular de radio ri−1 =

√
r2
i − `2

(Figura 3.10).

Lema 3.2 [37] Si un agente intermedio se mueve a lo largo de una trayectoria circular con radio
ri y si la posición del pivote deslizante está dada por

S(i+1)i =
√
r2
i + `2 − ri (3.12)

entonces, en estado estacionario, el agente Ri−1 seguirá la trayectoria circular con el mismo radio
ri (Figura 3.10).

Trayectoria  
agente       

Trayectoria agente
con deslizamiento       

Trayectoria agente
sin deslizamiento       

Figura 3.10: Trayectoria del agente Ri, sin el mecanismo de pivote deslizante, y, con el mecanismo
de pivote deslizante.

Recordando que el radio de curvatura para cada vehículo está dado por

ri = ` cot (θi+1 − θi) , i = 1, ..., n− 1. (3.13)

Sustituyendo (3.13) en (3.12), se obtiene la posición del pivote deslizante variante en el tiempo
en función de la distancia que existe entre cada agente y el ángulo de orientación del agente Ri+1 y
el agente Ri.

S(i+1)i = `

[
1− cos (θi+1 − θi)

sin (θi+1 − θi)

]
i = 1, ..., n− 1. (3.14)
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cuya derivada está dada por

Ṡ(i+1)i = `

[
wi+1 − wi

1 + cos (θi+1 − θi)

]
(3.15)

La función definida en (3.14) no está definida cuando θi+1 (t0) = θi (t0). Esto sucede cuando el
agente Ri y el agente Ri+1 instantáneamente siguen la misma dirección. Al presentarse este caso,
la posición del pivote deslizante debe ser igual a cero (no existe deslizamiento) y el punto frontal
del agente Ri debe de coincidir con el punto medio del eje de las ruedas del agente Ri+1. Esto se
formaliza en la siguiente proposición.

Proposición 3.1 Sea t0 un instante de tiempo tal que θi (t0) = θi+1 (t0). Entonces

ĺım
t→t0

S(i+1)i (t0) = 0

y
Ṡ(i+1)i (t0) = 0

Prueba 3.1 Al calcular el límite de (3.14) se obtiene

ĺım
t→t0

S(i+1)i (t0) = ĺım
t→t0

`
1− cos (θi+1 (t0)− θi (t0))

sin (θi+1 (t0)− θi (t0))
(3.16)

El límite de la función (3.16) presenta una indeterminación del tipo
0

0
por lo que es posible aplicar

la regla de L’Hôpital obteniendo lo siguiente

ĺım
t→t0

S(i+1)i (t0) = `
(wi+1 − wi) sin (θi+1 (t0)− θi (t0))

(wi+1 − wi) cos (θi+1 (t0)− θi (t0))
= 0.

Sin pérdida de generalidad, cuando θi (t0) = θi+1 (t0) los agentes están alineados en una línea recta
paralela al eje X (Figura 3.11). La velocidad del punto zi+1 expresada en términos de vectores

Figura 3.11: Obtención de la velocidad de los puntos zi+1 y zi.

unitarios, es
vi+1 = vi+1 ı̂ (3.17)

Utilizando la ecuación de movimiento cinemático de cuerpos rígidos (2.11) para calcular la velocidad
del punto zi+1 con respecto al punto zi, se tiene

vi+1 = vi ı̂+ wik̂ × `ı̂ (3.18a)
= vi ı̂+ `wî (3.18b)



3.4 Emulación de un pivote deslizante 23

Igualando los componentes de los términos (3.17) y (3.18b) se tiene que

vi+1 = vi (3.19a)
wi = 0 (3.19b)

Al realizar un análisis similar para calcular la velocidad del punto zi se obtiene

vi = vi+1 (3.20a)
wi+1 = 0 (3.20b)

De la segunda ecuación de (3.19) y de (3.20) se tiene que wi+1 = wi = 0. Por lo tanto

Ṡ(i+1)i (t0) = 0

cuando θi (t0) = θi+1 (t0).

2

3.4.2. Diseño de la posición del pivote deslizante en un tráiler general

Para obtener el model matemático de la posición del pivote deslizante, haremos algunas consi-
deraciones similares a las del caso del n−tráiler estándar:

Nuevamente, por simplicidad, la distancia del punto medio del eje de las ruedas al punto frontal
` es la misma para cada uno de los agentes.

Cada agente seguidor modela el comportamiento de un remolque en un sistema de tráiler físico.

Cada agente seguidor está conectado virtualmente a un punto externo al eje de las ruedas
del agente precedente. Este punto externo se encuentra localizado a una distancia d del punto
medio del eje de las ruedas. Con el fin de obtener un modelo más simple, la distancia d es la
misma para todos los agentes.

Se considera que ` > d.

La posición del pivote deslizante se ubica en el punto de unión entre dos agentes.

A partir de la Figura 3.12 y tomando en consideración el Lema 3.1, esto es, si el agente Ri+1 se
mueve a lo laro de una trayectoria circular con radio ri+1, entonces el punto medio del eje de las
ruedas del agente Ri+1 sigue una trayectoria circular de radio ρi+1 =

√
r2
i+1 − `2.

Tomando en cuenta el nuevo sistema de coordenadas de la Figura 3.12, el punto frontal del agente
Ri+1 satisface la siguiente ecuación

p2
i+1 + q2

i+1 = r2
i+1 (3.21)

Por otro lado, la línea que es paralela al nuevo eje Y y se encuentra por debajo del eje X se encuentra
a una distancia d y está dada por la ecuación

y = −d (3.22)

Asumiendo que y = qi+1, sustituyendo (3.22) en (3.21) y despejando para pi+1 se tiene que

pi+1 =
√
r2
i+1 − d2 (3.23)



24 3 Descripción de estructuras mecánicas

Figura 3.12: Obtención de la posición del pivote deslizante en tráiler general.

Lema 3.3 Si la posición del pivote deslizante está dada por

S(i+1)i = pi+1 − ρi+1 =
√
r2
i+1 − d2 −

√
r2
i+1 − `2 (3.24)

donde ri+1 =
βi+1

wi+1
, βi+1 = ‖α̇i+1‖, entonces, en estado estacionario, el agente Ri sigue una

trayectoria circular de radio ri+1 correspondiente a la trayectoria circular del agente Ri+1.

Prueba 3.2 De acuerdo al Lema 3.1, el punto frontal del agente Ri, seguirá una trayectoria circular
de radio ri =

√
ρ2
z + d2 donde ρz = ρi+1 + S(i+1)i. Desarrollando este término se tiene

ri =
√

(ρi+1 + S(i+1)i)2 + d2

=

√
(ρi+1 +

√
r2
i+1 − d2 − ρi+1)2 + d2

ri = ri+1

Es decir, el agente Ri seguirá la misma trayectoria circular que el agente Ri+1.

2

Desarrollando (3.24) se obtiene

S(i+1)i =
1

wi+1

(√
β2
i+1 − d2w2

i+1 −
√
β2
i+1 − `2w2

i+1

)
(3.25)

y su derivada como

Ṡ(i+1)i = g̃

 1√
β2
i+1 − d2w2

i+1

− 1√
β2
i+1 − `2w2

i+1

 (3.26)

donde

g̃ =
wi+1β̇i+1βi+1 − ẇi+1β

2
i+1

w2
i+1
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Comentario 3.1 Al igual que en el caso anterior, la función definida en (3.25) se indetermina
cuando wi+1 (t0) = 0. Esto sucede cuando el agente Ri+1 se encuentra siguiendo una dirección con
un ángulo θi+1 (t0) constante. Al presentarse este caso, la distancia deslizante debe ser igual a cero
(no existe deslizamiento). Esto se formaliza en la siguiente proposición.

Proposición 3.2 Sea t0 un instante de tiempo tal que wi+1 (t0) = 0, entonces

ĺım
t→t0

S(i+1)i (t0) = 0

y
ĺım
t→t0

Ṡ(i+1)i (t0) = 0

Prueba 3.3 Calculando el límite de la función (3.25) se obtiene

ĺım
t→t0

S(i+1)i(t) = ĺım
t→t0

M

wi+1(t)
(3.27)

donde
M =

(√
β2
i+1 − d2w2

i+1(t)−
√
β2
i+1 − `2w2

i+1(t)

)
La derivada de M está dada por

Ṁ = a (βi+1, wi+1)
[
βi+1β̇i+1 − d2ẇi+1 (t)wi+1 (t)

]
− b (βi+1, wi+1)

[
βi+1β̇i+1 − l2ẇi+1 (t)wi+1 (t)

]
donde a (βi+1, wi+1) =

[
β2
i+1 − d2w2

i+1 (t)
]− 1

2 y b (βi+1, wi+1) =
[
β2
i+1 − l2w2

i+1 (t)
]− 1

2 . Usando el
método de L’Hôpital se obtiene

ĺım
t→t0

S(i+1)i (t) =
Ṁ |(wi+1(t0),ẇi+1(t0))

ẇi+1 (t0)
=

0

ẇi+1 (t0)
= 0

Para calcular el límite de (3.26), nuevamente se utiliza el método de L’Hôpital obteniendo

ĺım
t→t0

Ṡ(i+1)i(t) =
0

2ẇ2
i+1(t0)β2

i+1

= 0

2

Una vez definidos los vectores posición α∗i y velocidad α̇∗i deseados así como de la posición del
pivote deslizante S(i+1)i procedemos a implementarlos en la ley de control que se diseñará en el
siguiente capítulo.
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Capítulo 4

Estrategias de control

En este capítulo se presentan las leyes de control que permiten que un grupo de robots móviles
emulen el comportamiento las estructuras mecánicas definidas en el capítulo anterior. Para la obten-
ción de estas estrategias de control se usa una ley basada en funciones potenciales atractivas (FPA),
la cual es común en la literatura [32]. Las FPA son diseñadas de acuerdo a la posición deseada entre
agentes haciendo que el campo vectorial, resultante de su gradiente negativo, atraiga a cada robot
hacia su valor mínimo y automáticamente los agentes converjan a la formación deseada y/o realicen
un seguimiento de trayectoria. Una ley de control basada solamente en FPA garantiza la convergencia
a la formación deseada, pero no asegura trayectorias libres de colisión. Posteriormente se presenta
una ley de control en tiempo discreto para emular el comportmaiento de un tráiler estándar.

4.1. Ley de control en tiempo continuo
Para cada agente Ri se establece la FPA dada por

τi =
∑
j∈Ni

‖ αi −αj − cji ‖2, i = 1, ..., n. (4.1)

Recordemos que para la gráfica directa de cadena abierta con líder, el subconjunto Ni = {Ri+1},
gi = 1 para i = 1, ..., n − 1 y Nn = {∅}. Por lo tanto, las posiciones relativas deseadas están dadas
por (3.1). Siguiendo la estrategia de formación basada sólo en FPAs, se tiene

τi =‖ αi −α∗i ‖2, i = 1, ..., n. (4.2)

Entonces, se define la siguiente ley de control[
vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi)

[
α̇∗i −

1

2
k

(
∂τi
∂αi

)T]
, i = 1, . . . , n− 1. (4.3a)

[
vn (t)
wn (t)

]
= A−1

n (θn)

[
ṁ(t)− 1

2
km

(
∂τn
∂αn

)T]
(4.3b)

Desarrollando los términos correspondientes a las derivadas parciales de (4.3) y considerando que
se utiliza la gráfica de formación G1 donde el vector de posición c(i+1)i es constante, se obtiene la
ley de control para los agentes seguidores y para el líder.[

vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi)
[
α̇i+1 − k

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)]
, i = 1, . . . , n− 1. (4.4a)[

vn (t)
wn (t)

]
= A−1

n (θn) [ṁ(t)− km(αn −m(t))] (4.4b)
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donde k y km son parámetros de diseño y A−1
i (θi) es la inversa de la matriz de desacoplamiento. Se

observa que la ley de control para el n-ésimo agente consiste simplemente en una retroalimentación
del error de seguimiento y prealimentación de la velocidad de marcha. En el caso de la ley de control
para los agentes seguidores se retroalimenta la posición y velocidad del agente Ri+1. Esta acción
puede justificarse desde el punto de vista práctico puesto que, si cada agente conoce la posición del
siguiente agente, entonces es posible obtener numéricamente un estimado de su velocidad.

La elección de la posición relativa deseada α∗i dependerá del tipo de estructura mecánica que se
quiera emular. Para emular estructuras mecánicas con vectores de formación constantes se utiliza el
vector definido en (3.1), para emular a un sistema n−tráiler se emplea el vector definido en (3.6) y
para emular un n−tráiler con pivotes deslizantes aplicamos el vector dado en (3.10).

Proposición 4.1 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (4.4) , con k > 0 y km > 0, entonces
en el sistema en lazo cerrado (2.4)-(4.4), los agentes Ri convergen a la formación deseada i.e.
ĺım
t→∞

(αi (t)−α∗i (t)) = 0, i = 1, ..., (n− 1) mientras que el agente líder Rn converge a la trayectoria
de marcha i. e. ĺım

t→∞
(αn (t)−m (t)) = 0.

Prueba 4.1 Definiendo las coordenadas del error como

ei (t) = αi (t)−α∗i (t) = αi (t)−αi+1 (t)− c(i+1)i (t) i = 1, ..., n− 1. (4.5a)
en (t) = αn (t)−m (t) (4.5b)

En forma matricial se tiene
e = (B1 ⊗ I2)α− c̃

donde I2 es la matriz identidad de 2× 2 y ⊗ representa el producto Kronecker,

B1 =


1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1

 , c̃ =


c21 (t)
c32 (t)

...
cn(n−1) (t)

m (t)

 .
La dinámica del sistema en lazo cerrado en las coordenadas del error está dada por

ė =
(
B̃1 ⊗ I2

)
e

donde

B̃1 =


−k 0 0 . . . 0
0 −k 0 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . −k 0
0 0 0 . . . 0 −km


Si k > 0 y km > 0, entonces la matriz B̃1 es Hurwitz y los errores de posición convergen a cero.

2

El resultado de la Prueba 4.1 se aplica tanto para vectores de formación constantes como para
vectores de formación variantes en el tiempo obteniendo al final la misma matriz B̃1. La diferencia
radica en que la velocidad deseada α̇∗i (t) es más o menos compleja en cada caso.

En el caso particular del n−tráiler, la ley de control (4.4) puede ser modificada de la siguiente
manera: en lugar de retroalimentar la velocidad longitudinal del agente precedente, se prealimenta
la velocidad de la trayectoria de marcha y una combinación lineal de las derivadas de los vectores
de posición relativas deseadas, lo que produce la siguiente ley de control para los agentes seguidores[

vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi)

ṁ +

n−1∑
j=i

ċ(j+1)j(t)− k
(
αi −αi+1 − c(i+1)i (t)

) i = 1, . . . , n− 1. (4.6)
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Notemos que, en la ley de control (4.6), el primer agente requiere de las derivadas de todos los

vectores de posición relativas deseados
n−1∑
j=1

ċ(j+1)j . El segundo agente requiere las derivadas de los

vectores de posición relativos de los agentes que se encuentran delante de él:
n−1∑
j=2

ċ(j+1)j . Finalmente,

el agente Rn−1 sólo requiere de la derivada del último vector de posición relativo: ċn(n−1).

Proposición 4.2 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (4.6). Suponga que k > 0 y km > 0,
entonces el sistema en lazo cerrado (2.4)-(4.6),los agentes Ri convergen a la formación deseada i.e.
ĺım
t→∞

(αi (t)−α∗i (t)) = 0, i = 1, ..., (n− 1) mientras que el agente líder Rn converge a la trayectoria
de marcha i. e. ĺım

t→∞
(αn (t)−m (t)) = 0.

Prueba 4.2 Las coordenadas del error están definidas por (4.5). La dinámica de las coordenadas
del error está dada por

ė = (B̃2 ⊗ I2)e (4.7)

donde

B̃2 =


−k k 0 0 . . . 0 0 0
0 −k k 0 0 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . −k k 0
0 0 0 0 . . . 0 −k km
0 0 0 0 . . . 0 0 −km


La matriz B̃2 es una matriz diagonal superior, por lo tanto, si k > 0 y km > 0 entonces B̃2 es
Hurwitz y los errores de posición convergen a cero.

2

Considerando la gráfica directa centrada en el líder G2, donde Ni = {Rn}, gi = 1, i = 1, ..., n− 1
y Nn = {∅}, las posiciones relativas desedas están dadas por (3.3), el vector de posición cni es
variante en el tiempo, entonces, tomando en cuenta la definición (4.2) y la ley de control (4.3), se
obtiene la siguiente ley de control[

vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi) [α̇n + ċni − k (αi −αn − cni)] i = 1, ..., n− 1. (4.8a)[
vn (t)
wn (t)

]
= A−1

n (θn) [ṁ− km (αn −m)] (4.8b)

donde k y km son los parámetros de diseño.

Proposición 4.3 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (4.8) , con k > 0 y km > 0, entonces
en el sistema en lazo cerrado (2.4)-(4.8), los agentes Ri convergen a la formación deseada i.e.
ĺım
t→∞

(αi (t)−α∗i (t)) = 0, i = 1, ..., (n− 1) mientras que el agente líder Rn converge a la trayectoria
de marcha i. e. ĺım

t→∞
(αn (t)−m (t)) = 0.

Prueba 4.3 Definiendo las coordenadas del error como

ei (t) = αi (t)−α∗i (t) = αi (t)−αn (t)− cni (t)

en (t) = αn (t)−m (t)

De forma matricial se tiene
e = (B3 ⊗ I2)α− ĉ
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donde I2 es la matriz identidad de 2× 2 y ⊗ representa el producto Kronecker,

B3 =


1 0 0 0 . . . 0 −1
0 1 0 0 0 −1
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1

 , ĉ =


cn1cn2
...

cn(n−1)
m

 .
La dinámica del sistema en lazo cerrado en las coordenadas del error está dada por

ė =
(
B̃3 ⊗ I2

)
e

donde

B̃3 =


−k 0 0 . . . 0
0 −k 0 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . −k 0
0 0 0 . . . 0 −km


De nueva cuenta, si k > 0 y km > 0 entonces la matriz B̃3 es Hurwitz y los errores de posición
convergen a cero.

2

4.2. Ley de control en tiempo discreto

Utilizamos la aproximación de Euler para discretizar el modelo (2.4), obteniendo lo siguiente

αi (kT + T ) = αi (kT ) + T α̇i (kT ) , k ≥ 0, (4.9)

donde T > 0 es el período de muestreo. Se adopta la siguiente notación αi = αi(kT ), α+
i =

αi(kT + T ), donde α+
i denota el corrimiento hacia adelante. Se asume que la entrada de control[

vi wi
]T tiene un retenedor de orden cero, es decir, que la entrada de control mantiene su valor

entre dos instantes de muestreo consecutivos. Sustituyendo (2.4) en (4.9), se obtiene el siguiente
modelo en tiempo discreto

α+
i =

[
p+
i

q+
i

]
= αi + TAi(θi)

[
vi

wi

]
. (4.10)

El modelo en tiempo discreto del vector de posición relativa deseada definido en (3.6) está dado por

α∗i = αi+1 + c(i+1)i(kT ), i = 1, . . . , n− 1 (4.11a)
α∗n = m(kT ) (4.11b)

donde c(i+1)i(kT ) =
[
c(i+1)ix(kT ) c(i+1)iy (kT )

]T ∈ R2, para i = 1, · · · , n − 1 es el vector de
formación variante en el tiempo, el cual está definido como

c(i+1)i(kT ) = −(`+ d)

[
cos(θi+1)
sin(θi+1)

]
(4.12)

Anteriormente se utilizó el concepto de derivada para obtener expresiones que fueron de utilidad
para el desarrollo de las leyes de control en tiempo continuo. De manera similar, en tiempo discreto
aplicaremos el concepto de diferencia hacia adelante [51] a ciertas funciones para desarrollar la ley
de control. Dada una función continua x (t), la diferencia hacia adelante está definida por ∆hx (t) =
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x (t+ h)−x (t). En nuestro caso, requerimos la diferencia hacia adelante de las señales α∗i (t), m (t)
y c(i+1)i (t) con respecto al período de muestreo. Específicamente definimos

∆Tα
∗
i (t) = α∗+i −α∗i

= α+
i+1 + c+

(i+1)i −
(
αi+1 + c(i+1)i

)
= α+

i+1 −αi+1 +
(
c+

(i+1)i − c(i+1)i

)
= ∆Tαi+1 (t) + ∆T c(i+1)i (t)

donde

∆T c(i+1)i (t) = c+
(i+1)i − c(i+1)i

∆Tαi+1 (t) = α+
i+1 −αi+1

La ley de control en tiempo discreto que imita a la ley de control en tiempo continuo (4.4) esta
definida por[

vi (kT )
wi (kT )

]
=

1

T
A−1
i (θi)

[
∆Tα

∗
i − kf

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)]
, i = 1, . . . , n− 1 (4.13a)[

vn (kT )
wn (kT )

]
=

1

T
A−1
n (θn) [∆Tm− km(αn −m)] (4.13b)

donde km y kf son los parámetros de diseño, m es la trayectoria de marcha predefinida y m+ es el
corrimiento hacia adelante de la trayectoria de marcha.

Proposición 4.4 Considere el sistema en lazo cerrado (4.10) - (4.13). Suponga que 0 < kf < 2
y 0 < km < 2, entonces los agentes seguidores Ri, para i = 1, ..., n − 1, convergen a la formación
deseada, i.e., ĺım

k→∞
(αi−α∗i ) = 0, mientras que el agente líder Rn converge a la trayectoria de marcha

deseada, i.e., ĺım
k→∞

(αn −m) = 0.

Prueba 4.4 La dinámica de las coordenadas αi del sistema en lazo cerrado (4.10) - (4.13) está
dada por

α+
i = αi + α∗i

+ −α∗i − kf
(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
, i = 1, . . . , n− 1.

α+
n = αn + m+ −m− km(αn −m)

Usando el producto Kronecker, se obtiene el siguiente modelo

α+ = (P1 ⊗ I2)α + C̃1 (4.14)

donde I2 es la matriz identidad de 2× 2,

C̃1 =


α∗+1 −α∗1 + kfc21

α∗+2 −α∗2 + kfc32
...

α∗+n−1 −α∗n−1 + kfcn(n−1)

m+ −m + kmm

 ,

P1 =


1− kf kf 0 0 . . . 0 0

0 1− kf kf 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1− kf kf
0 0 0 0 . . . 0 1− km

 .
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En coordenadas del error, el sistema se define como

e =

 α1 −α∗1
...

αn−1 −α∗n−1
αn −m

 =

 α1 −α2 − c21
...

αn−1 −αn − cn(n−1)
αn −m


De forma matricial se tiene

e = (B4 ⊗ I2)α− c̄(kT ) (4.15)

donde c̄(kT ) =
[
cT21 cT32 . . . cTn(n−1) mT

]T
y la matriz B4 está dada por

B4 =


1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1


La dinámica de las coordenadas del error está dada por

e+ = (B̃4 ⊗ I2)e (4.16)

donde B̃4 = diag {1− kf , . . . , 1− kf , 1− km}. La matriz B̃4 es Schur si y sólo si | 1 − kf |< 1 y
| 1− km |< 1. Es claro que | 1− kf |< 1 y | 1− km |< 1 si y sólo si 0 < kf < 2 y 0 < km < 2.

2

La ley de control en tiempo discreto que imita a la ley de control en tiempo continuo (4.6) esta
definida por

[
vi (kT )
wi (kT )

]
=

1

T
A−1
i (θi)

∆Tm +

n−1∑
j=i

∆T c(j+1)j − kf
(
αi −αi+1 − c(i+1)i

) (4.17a)

i = 1, . . . , n− 1.[
vn (kT )
wn (kT )

]
=

1

T
A−1
n (θn) [∆Tm− km(αn −m)] (4.17b)

Proposición 4.5 Considere el sistema en lazo cerrado (4.10) - (4.17). Suponga que 0 < kf < 2
y 0 < km < 2, entonces, los agentes seguidores Ri, para i = 1, ..., n − 1, convergen a la formación
deseada, i.e., ĺım

k→∞
(αi − α∗i ) = 0 mientras que el agente líder converge a la trayectoria de marcha

deseada i.e., ĺım
k→∞

(αn −m) = 0.

Prueba 4.5 La dinámica de las coordenadas αi del sistema en lazo cerrado (4.10) - (4.17) está
dada por

α+
i = αi + m+ −m +

n−1∑
j=i

(
c+

(j+1)j − c(j+1)j

)
− kf

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
, i = 1, . . . , n− 1.

α+
n = αn + m+ −m− km(αn −m)

Usando el producto Kronecker, se obtiene el siguiente modelo

α+ = (P2 ⊗ I2)α + č (4.18)
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donde I2 es la matriz identidad de 2× 2,

č =



m+ −m + kfc21 +
n−1∑
j=1

(
c+

(j+1)j − c(j+1)j

)
m+ −m + kfc32 +

n−1∑
j=2

(
c+

(j+1)j − c(j+1)j

)
...

m+ −m + kfcn(n−1) + c+
n(n−1) − cn(n−1)

m+ −m + kmm


,

P2 =


1− kf kf 0 0 . . . 0 0

0 1− kf kf 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1− kf kf
0 0 0 0 . . . 0 1− km

 .
Las coordenadas del error están definidas en (4.15). La dinámica de las coordenadas del error está
dada por

e+ = (B̃5 ⊗ I2)e (4.19)

donde

B̃5 =


1− kf kf 0 0 . . . 0 0

0 1− kf kf 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1− kf kf
0 0 0 0 . . . 0 1− km

 .
La matriz B̃5 es Schur si y sólo si | 1−kf |< 1 y | 1−km |< 1. Es fácil determinar que | 1−kf |< 1
y | 1− km |< 1 si y sólo si 0 < kf < 2 y 0 < km < 2.

2

4.3. Simulaciones numéricas
Se presentan diferentes simulaciones numéricas para mostrar el desempeño de la ley de control

(4.4) y(4.6). Primero, se presenta una comparación entre el comportamiento de un tráiler estándar
utilizando su modelo cinemático y un sistema multi-agente. Posteriormente, se exponen simulaciones
numéricas correspondientes a la emulación del pivote deslizante en el tráiler estándar y en el tráiler
general.

4.3.1. Configuración n−tráiler estándar
La Figura 4.1 presenta una simulación numérica de la comparación de trayectorias entre un 2-

tráiler estandar y un sistema multi-agente con la ley de control (4.6) emulando un tráiler estándar.
Los parámetros para el sistema multi-agente son: k = 2, km = 1, ` = 0.4 metros. La trayectoria de
marcha deseada es una Lemniscata de Gerono parametrizada por m (t) =

[
cos (ωt) sin (2ωt)

]T
donde ω =

2π

T
con T = 30 segundos como el período. Las condiciones iniciales para el trái-

ler son
[
x3(0) y3(0) θ3(0) θ2(0) θ1(0)

]T
=
[
0.6 −0.2

π

4

π

6

π

8

]T
; para el agente líder[

p3(0) q3(0) θ3(0)
]T

=
[
1.37 −0.4531 −π

8

]T
, y para los seguidores

[
p2(0) q2(0) θ2(0)

]T
=[

0.4 −0.5536
π

3

]T
,
[
p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=
[
−0.2536 −0.1 −π

6

]T
. Como puede observarse,

después del transitorio, el sistema multi-agente emula exactamente el comportamiento del 2-tráiler
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estándar a pesar del hecho de que las condiciones iniciales son diferentes para cada sistema. Esto se
aprecia mejor en la Figura 4.2, donde los errores de posición entre el tráiler real y el emulado conver-
gen a cero. Es interesante señalar que ambos sistemas presentan el mismo fenómeno de sobreviraje.
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Figura 4.1: Trayectorias en el plano del 2-tráiler estándar y el sistema multi-agente.
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Figura 4.2: Errores de posición entre el tráiler real y el emulado.

La Figura 4.3 muestra la comparación de los ángulos de orientación entre el tráiler real y el
emulado. Observamos claramente que el ángulo del líder converge al ángulo del tractor y que los
ángulos de los seguidores convergen con los ángulos de los remolques.

En la Figura 4.4 se presenta una comparación de las velocidades lineales entre el sistema del
tráiler físico y el tráiler emulado por el sistema multi-agente. Se observa que, a pesar de tener
diferentes condiciones iniciales, los agentes convergen a la misma velocidad lineal del tractor y de los
remolques, con lo que podemos concluir que el sistema del tráiler físico es emulado satisfactoriamente
por el sistema multi-agente.

Comentario 4.1 El término “emulación” usado en esta tesis corresponde a “imitar el comporta-
miento cinemático”. Por supuesto, diferentes fuerzas surgen sobre la estructura de un tráiler real.
En este trabajo de tesis, no se pretende estudiar dichas variables dinámicas.
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Figura 4.3: Comparación ángulos de orientación entre el tráiler real y el emulado.
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Figura 4.4: Comparación de velocidades lineales entre el tráiler real y el emulado.

4.3.2. Emulación de un pivote deslizante en un tráiler estándar

La Figura 4.5 presenta la trayectoria en el plano de cuatro agentes usando la ley de control (4.4)
con el vector de posición relativa deseada definida en (3.10) con el parámetro d = 0 y con la posición
del pivote deslizante definida en (3.14)-(3.15). En este caso, la trayectoria deseada es una Lemnis-
cata de Gerono definida por m(t) =

[
2.5 cos (ωt) 2 sin (2ωt)

]T donde ω = 2π
T con T = 30 segundos

como el período. Las condiciones iniciales para los agentes seguidores son
[
p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=[

0.2 0.3 0
]T , [p2(0) q2(0) θ2(0)

]T
=
[
0.4 −0.5 0

]T , [p3(0) q3(0) θ3(0)
]T

=
[
0.9 0.3 0

]T
y para el agente líder son

[
p4(0) q4(0) θ4(0)

]T
=
[
1.4 −0.5 0

]T . Los parámetros de diseño se
establecieron en k = 2, km = 1 y ` = 0.4 metros.

Por otra parte, la Figura 4.6 muestra la posición del pivote deslizante de los agentes seguidores,
las cuales son tanto positivas como negativas. Esto se debe a que los agentes giran tanto en sentido
horario como en sentido antihorario.

Comparando la Figura 4.1 y la Figura 4.5 se observa que la desviación de la trayectoria por parte
de los agentes seguidores es prácticamente eliminada.
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Figura 4.5: Trayectoria de los agentes emulando un tráiler estándar con pivote deslizante.

0 5 10 15 20 25 30
−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

tiempo (s)

di
st

an
ci

a 
(m

)

S
21

S
32

S
43

Figura 4.6: Distancias deslizantes.

La Figura 4.7a presenta la trayectoria en el plano de un 2−tráiler estándar utilizando las ecua-
ciones de movimiento (2.7) correspondientes a un tráiler físico. Se utilizó la ley de control dise-
ñada en el trabajo [37] en la cual se implementa un controlador no lineal para definir la posi-
ción del pivote deslizante. En la Figura 4.7b, se muestra la trayectoria en el plano de un siste-
ma multi-agente emulando a un 2−tráiler estándar utilizando la ley de control (4.4) con el vec-
tor de posición relativa deseada definida en (3.10), estableciendo el parámetro d = 0 y con la
posición del pivote deslizante definido en (3.14)-(3.15). Las condiciones iniciales para el tráiler

físico son
[
x3(0) y3(0) θ3(0) θ2(0) θ1(0)

]T
=
[
−0.5 −0.5

π

8
0 0

]T
; para el agente lí-

der
[
p3(0) q3(0) θ3(0)

]T
=
[
−0.1 0.5 0

]T , y para los seguidores
[
p2(0) q2(0) θ2(0)

]T
=[

−0.6536 −0.8
π

6

]T
,
[
p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=
[
−1.454 −0.3 −π

6

]T
. Los parámetros de dise-

ño se establecieron en k = 2, km = 1 y ` = 0.4 metros. La trayectoria deseada tiene 3 metros de
largo y un radio rc = 0.5 metros con una velocidad lineal µd = ad

ts
donde ad = 12.1416 metros es

la longitud total de la trayectoria y ts = 60 segundos el tiempo que requiere la trayectoria para
ser completada. La Tabla 4.1 muestra la parametrización exacta de la trayectoria deseada donde
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bd = −0.5 metros es la distancia desde el eje horizontal.

Tabla 4.1: Parametrización de la trayectoria deseada

Intervalo de tiempo Parametrización
0 ≤ t < t1 xd = µdt; yd = bd

t1 ≤ t < t2 xd = t1µd + rc sin

[
π (t− t1)

2 (t2 − t1)

]
yd = bd + rc

[
1− cos

(
π (t− t1)

2 (t2 − t1)

)]
t2 ≤ t < t3 xd = t1µd + rc cos

[
π (t− t2)

2 (t3 − t2)

]
yd = bd + rc

[
1 + sin

(
π (t− t2)

2 (t3 − t2)

)]
t3 ≤ t < t4 xd = µd(t1 + t3 − t); yd = bd + 2rc

t4 ≤ t < t5 xd = (t1 + t3 − t4)µd − rc sin

[
π (t− t4)

2 (t5 − t4)

]
yd = bd + 2rc + rc

[
1− cos

(
π (t− t4)

2 (t5 − t4)

)]
t5 ≤ t < t6 xd = (t1 + t3 − t4)µd − rc cos

[
π (t− t5)

2 (t6 − t5)

]
yd = bd + 3rc + rc

[
sin

(
π (t− t5)

2 (t6 − t5)

)]
t6 ≤ t ≤ t7 xd = (t1 + t3 − t4 − t6 + t)µd; yd = bd + 4rc
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Figura 4.7: Comparación de las trayectorias entre un tráiler estándar y un sistema multi-agente
emulando a un tráiler con pivote deslizante. (a) Tráiler estándar físico. (b) Sistema multi-agente.

Nótese que en la Figura 4.7, tanto el tráiler físico como el emulado convergen a la trayectoria
deseada y se logra reducir los efectos de sobreviraje presentes en este tipo de sistemas a pesar de
que las condiciones iniciales para cada sistema son diferentes. La ventaja de emplear un sistema
multi-agente reside en la simplicidad para aumentar el número de agentes al sistema, en contraste
con [37] donde sólo ha sido posible desarrollar las ecuaciones cinemáticas con mecanismo de pivote
deslizante para cinco tráilers, debido a la complejidad de las restricciones no holonomas.
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4.3.3. Emulación de un pivote deslizante en un tráiler general
La Figura 4.8 presenta la trayectoria en el plano de tres agentes usando la ley de control (4.4) con

el vector de posición deseada dado por (3.10) y la distancia deslizante definida en (3.24). En este caso,
la trayectoria deseada es una Lemniscata de Gerono definida por m(t) =

[
2 cos (ωt) 1.5 sin (2ωt)

]T
donde ω = 2π

T con T = 30 segundos como el período. Las condiciones iniciales para los agentes
seguidores son

[
p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=
[
0.5 0.3 0

]T , [p2(0) q2(0) θ2(0)
]T

=
[
1.1 0 0

]T ,
y para el agente líder son

[
p3(0) q3(0) θ3(0)

]T
=
[
1.6 −0.3 0

]T . Los parámetros de diseño se
establecieron en k = 2, km = 2, ` = 0.3 metros y d = 0.2 metros.
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Figura 4.8: Trayectoria de los agentes emulando un tráiler general con pivote deslizante.

La Figura 4.9 muestra la posición del pivote deslizante de los agentes seguidores. En este caso,
la posición del pivote deslizante también es tanto positiva como negativa.
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Figura 4.9: Distancias deslizantes.



Capítulo 5

Problema de evasión de colisiones

En este capítulo se presenta el problema de seguimiento de trayectoria con evasión de colisiones
ante la presencia de obstáculos para un grupo de agentes. Dos casos son analizados. El primer caso
considera la evasión de colisiones ante la presencia de obstáculos de manera individual utilizando la
gráfica de formación de cadena abierta G1. El segundo caso considera la evasión de colisiones ante
la presencia de obstáculos de todo el grupo de agentes sin perder la formación deseada, emulando
el movimiento traslacional de una estructura rígida, usando la gráfica de formación centrada en el
líder G2. Para este caso, el líder es representado por un agente virtual localizado en el centroide
del patrón geométrico deseado. En los dos casos se considera que los vectores de formación son
constantes. Abordamos el problema de evasión de colisiones añadiendo un campo vectorial repulsivo
a la ley de control. El campo vectorial repulsivo muestra una estructura tipo foco inestable escalada
y centrada en la posición de cada obstáculo o agente. Estos resultados se extienden al caso de
agentes de segundo orden para evadir colisiones entre agentes y ante la presencia de obstáculos,
específicamente al caso de cuadrirotores.

5.1. Diseño de la ley de control
5.1.1. Control de marcha

Recordemos que la posición relativa deseada α∗i y su derivada α̇∗i para la gráfica de formación G1

están dadas por (3.1) y (3.2), respectivamente. Para la gráfica de formación G2, la posición relativa
deseada α∗i está dada por (3.3) y su derivada α̇∗i dada por

α̇∗i = α̇n i = 1, . . . , n− 1, (5.1a)
α̇∗n = ṁ(t) (5.1b)

debido a que estamos considerando que en ambos casos los vectores de formación son constantes.
Basándonos en la ley de control definida en (4.4), proponemos una ley de control basada en funciones
saturadas de la siguiente manera[

vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi) [α̇∗i − k tanh(αi −α∗i )] i = 1, . . . , n, (5.2)

donde k > 0 sigue siendo una parámetro de diseño, α∗i y α̇∗i son parámetros correspondientes a las
gráficas de formación G1 y G2 y tanh(αi −α∗i ) ,

[
tanh(pi − p∗i ) tanh(qi − q∗i )

]T , ∀i = 1, ..., n.

Proposición 5.1 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (5.2). Suponga que k > 0 y qe
la gráfica de formación usada es G1. Entonces el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) los agentes
seguidores convergen a la formación deseada, i.e. ĺım

t→∞

(
αi(t)−αi+1(t)− c(i+1)i

)
= 0, i = 1, ..., n−1,

mientras que el agente líder converge a la trayectoria deseada, i.e. ĺım
t→∞

(αn(t)−m(t)) = 0.
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Prueba 5.1 Reescribiendo en forma matricial el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) se tiene

α̇ = − (K ⊗ I2) tanh(Ãα−C) + a (5.3)

donde α = [αT1 . . . αTn ]
T , K = diag(k, . . . , k) ∈ Rn×n, C =

[
cT21 cT32 . . . cTn(n−1) m(t)T

]T
,

a = [α̇T2 α̇T3 . . . α̇Tn ṁ(t)T ]
T y

Ã = L(G1) +

 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1


n×n

(5.4)

La dinámica de las coordenadas del error definidas en (4.5) está dada por

ė = −(K ⊗ I2) tanh(e) (5.5)

Proponemos una función candidata de Lyapunov

V =
1

2
eT (K ⊗ I2)−1e (5.6)

Calculando la derivada de (5.6) se tiene

V̇ = −eT tanh(e) ≤ 0 (5.7)

para e 6= 0. Por lo tanto, los errores de posición convergen asintóticamente a cero, lo que significa que
los agentes seguidores logran el patrón geométrico deseado mientras que el líder logra el seguimiento
de la trayectoria deseada.

2

Proposición 5.2 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (5.2). Suponga que k > 0 y qe
la gráfica de formación usada es G2. Entonces el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) los agentes
seguidores convergen a la formación deseada, i.e. ĺım

t→∞
(αi(t)−αn(t)− cni(t)) = 0, i = 1, ..., n− 1,

mientras que el agente líder converge a la trayectoria deseada, i.e. ĺım
t→∞

(αn(t)−m(t)) = 0.

Prueba 5.2 El resultado es similar a la Prueba 5.1. La diferencia es que se utiliza la gráfica de

formación G2, a = [α̇Tn ... α̇Tn ṁ(t)T ]
T , C =

[
cTn1 . . . cTn(n−1) m(t)T

]T
y

Ã = L(G2) +

 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1


n×n

(5.8)

2

Lema 5.1 Si la velocidad de la trayectoria deseada está acotada, ‖ṁ(t)‖ ≤ η, ∀t ≥ 0, entonces,
la velocidad del agente líder también se encuentra acotada por ‖α̇n(t)‖ ≤ η +

√
2k. Además, si

consideramos la gráfica de formación directa de cadena abierta con líder G1, entonces, la velocidad
de cada agente seguidor está acotada por ‖α̇i(t)‖ ≤ η + (n− i+ 1)

√
2k, ∀i = 1, ..., n− 1.

Prueba 5.3 El sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) para el agente líder está dado por

α̇n(t) = ṁ− k tanh(αn −m)

Aplicando el operador norma y considerando la desigualdad del triángulo, se tiene

‖α̇n(t)‖ ≤ ‖ṁ‖+ ‖k tanh(αn −m)‖
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Debido a que la velocidad de la trayectoria deseada está acotada ‖ṁ(t)‖ ≤ η y que ‖k tanh(αi −
α∗i )‖ ≤

√
2k, entonces, la velocidad del agente líder se encuentra acotada por

‖α̇n‖ ≤ η +
√

2k

Ahora, tomando en cuenta el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) para los agentes seguidores

α̇i(t) = α̇i+1 − k tanh(αi −αi+1 − c(i+1)i), i = 1, ..., n− 1.

Volviendo a aplicar el operador norma y considerando la desigualdad del triángulo, obtenemos que
la velocidad de cada agente seguidor está acotada por

‖α̇i(t)‖ ≤ η + (n− i+ 1)
√

2k i = 1, ..., n− 1.

2

Lema 5.2 Si la velocidad de la trayectoria deseada está acotada, ‖ṁ(t)‖ ≤ η, ∀t ≥ 0, entonces,
la velocidad del agente líder también se encuentra acotada por ‖α̇n(t)‖ ≤ η +

√
2k. Además, si

consideramos la gráfica de formación directa centada en el líder G2 entonces, la velocidad de cada
agente seguidor está acotada por ‖α̇i(t)‖ ≤ η + 2

√
2k, ∀i = 1, ..., n− 1.

Prueba 5.4 Tomando en cuenta el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.2) para los agentes seguidores

α̇i(t) = α̇n − k tanh(αi −αn − cni), i = 1, ..., n− 1.

Al aplicar el operador norma y considerar la desigualdad del triángulo, se tiene

‖α̇i(t)‖ ≤ ‖α̇n‖+ ‖k tanh(αi −αn − cni)‖

Debido a que la velocidad de la trayectoria deseada está acotada ‖ṁ(t)‖ ≤ η entonces, la velocidad
de cada agente seguidor está acotada por

‖α̇i(t)‖ ≤ η + 2
√

2k i = 1, ..., n− 1.

2

5.1.2. Campos vectoriales repulsivos
La ley de control para evadir obstáculos está basada en campos vectoriales repulsivos que de-

penden de la distancia al obstáculo. Sea No = {Ob1, . . . , Obnobs
} un conjunto de obstáculos fijos

o móviles con coordenadas ξoj =
[
xoj yoj

]T , j = 1, ..., nobs. Sea ‖αi − ξoj‖ la distancia entre el
i−ésimo agente y el j−ésimo obstáculo. Entonces, los obstáculos Obj , que se encuentran en peligro
de colisión con el i−ésimo agente, pertenecen al conjunto

Mn =
{
Obj ∈ No | ‖αi − ξoj‖ ≤ D

}
, j = 1, . . . , nobs (5.9)

donde D es la distancia mínima permitida entre los agentes y los obstáculos. Para evitar las colisiones
con los obstáculos, proponemos campos vectoriales repulsivos dados por

βi =
∑
j∈Mn

εiδij

[
(pi − xoj )− (qi − yoj )
(pi − xoj ) + (qi − yoj )

]
, i = 1, ..., n (5.10)

donde εi > 0 es un parámetro de diseño y el parámetro δij está dado como

δij =

 1, si ‖αi − ξoj‖ ≤ D

0, si ‖αi − ξoj‖ > D
(5.11)

El parámetro δij de (5.11) depende de la disancia entre el i−ésimo agente y el j−ésimo obstáculo.
El campo vectorial repulsivo se propone de tal manera que existe un foco inestable con sentido
anti-horario, centrado en la posición de cada obstáculo.
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5.1.3. Evasión de obstáculos de manera individual

Considere la gráfica de formación G1 y el escenario cuando los agentes están en peligro de colisión
con sólo un obstáculo. Entonces, (5.10) se simplifica a

βi = εiδi1

[
(pi − xo1)− (qi − yo1)
(pi − xo1) + (qi − yo1)

]
, i = 1, ..., n. (5.12)

Se consideran las siguientes suposiciones.

Suposición 5.1 Las condiciones iniciales de todos los agentes satisface ‖αi(0)−ξoj (0)‖ ≥ D. Esto
es, no existe riesgo de colisión entre ningún agente y los obstáculos en t = 0.

Suposición 5.2 El agente Ri conoce la posición del agente Ri+1 mientras que Rn conoce la posi-
ción de la trayectoria de marcha m(t) ∀t ≥ 0 y todos los agentes pueden detectar la presencia de
obstáculos.

Proponemos añadir el campo vectorial repulsivo (5.12) a la la ley de control definida en (5.2)
obteniendo la siguiente ley de control[

vi (t)
wi (t)

]
= A−1

i (θi)
[
α̇i+1 − k tanh(αi −αi+1 − c(i+1)i) + βi

]
i = 1, . . . , n− 1 (5.13a)[

vn (t)
wn (t)

]
= A−1

n (θn) [ṁ− k tanh(αn −m) + βn] (5.13b)

Para el análisis de no colisión es útil definir las variables de distancia relativa entre los agentes
y los obstáculos dadas por aji = pi − xoj y bji = qi − yoj , i = 1, ..., n. Nótese que si se considera
el plano aji − bji (Figura 5.1), se puede identificar el origen de este plano como la colisión entre el
i−ésimo agente y el j−ésimo obstáculo. El círculo de radio D corresponde a la región de sensado
del i−ésimo agente. Dentro de esta región, existe peligro de colisión y por lo tanto se activan los
campos vectoriales repulsivos. Fuera de esta región, no existe preligro de colisión y solo aparecen los
campos vectoriales atractivos.

Figura 5.1: Distancia relativa entre el i−ésimo agente y el j−ésimo obstáculo en el plano aji − bji.



5.1 Diseño de la ley de control 43

Proposición 5.3 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (5.13), con las definiciones dadas
en (5.11), (5.12) con la gráfica de formación G1. Asuma que las Suposiciones 5.1 y 5.2 se satisfacen,
y que el parámetro de diseño εi satisface εi >

η+µ+
√

2k(n−i+1)
D para i = 1, ..., n donde ‖ṁ(t)‖ ≤ η

y ‖ξ̇oj (t)‖ ≤ µ. Entonces, el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.13) el agente líder logra seguir la
trayectoria deseada, mientras que los agentes seguidores se alinean al patrón geométrico deseado y
se mantienen a una distancia mayor o igual a D del obstáculo para todo t ≥ 0.

Prueba 5.5 Considérese el caso cuando existe peligro de colisión entre el i−ésimo agente y el
j−ésimo obstáculo, entonces δij = 1. Definimos una superficie dada por

σji = a2
ji + b2ji −D2 = 0, i = 1, ....n, (5.14)

donde la ley de control se vuelve discontinua y el campo vectorial repulsivo aparece en la superficie
y en el interior de (5.14). El comportamiento de σji se determina analizando la derivada de las
variables de distancia relativa aji y bji evaluadas a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo
cerrado con el fin de obtener el parámetro εi que permita a los agentes mantenerse fuera del círculo
de radio D logrando de esta manera, la evasión de colisiones ante la presencia de obstáculos. La
dinámica de las variables de distancia relativa está dada por[

ȧji
ḃji

]
=

[
α̇i+1 − k tanh

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
− ξ̇oj

]
+ ε
[
aji − bji
aji + bji

]
i = 1, ..., n− 1[

ȧjn
ḃjn

]
=

[
ṁ− k tanh (αn −m)− ξ̇oj

]
+ ε
[
ajn − bjn
ajn + bjn

]
Calculando la derivada de (5.14) se obtiene

σ̇ji = 2 [aji bji]

[
ȧji
ḃji

]
= 2 [aji bji]

[
α̇i+1 − k tanh

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
− ξ̇oj

]
+ 2ε [aji bji]

[
aji − bji
aji + bji

]
σ̇jn = 2 [ajn bjn]

[
ṁ− k tanh (αn −m)− ξ̇oj

]
+ 2ε [ajn bjn]

[
ajn − bjn
ajn + bjn

]
Es necesario mostrar que σ̇ji > 0, esto significa que el campo vectorial resultante dentro del

círculo apunta hacia la región libre de colisiones. Por lo tanto, el parámetro εi debe ser seleccionado
de tal manera que σ̇ji > 0. Utilizando la definición del producto punto entre dos vectores se tiene

σ̇ji = 2
√
a2
ji + b2ji

[
‖α̇i+1‖ cos θ̃ − k‖ tanh

(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
‖ cos θ̂ − ‖ξ̇oj‖ cos θ̌

]
+2ε(a2

ji + b2ji) i = 1, ..., n− 1,

σ̇jn = 2
√
a2
jn + b2jn

[
‖ṁ‖ cos ϕ̃− k‖ tanh (αn −m) ‖ cos ϕ̂− ‖ξ̇oj‖ cos ϕ̌

]
+2ε(a2

jn + b2jn)

donde θ̃, θ̂ y θ̌ es el ángulo que forma el vector [aji bji] con el vector α̇i+1, tanh
(
αi −αi+1 − c(i+1)i

)
y ξ̇oj , respectivamente. De manera similar ϕ̃, ϕ̂ y ϕ̌ son los ángulos que forma el vector [ajn bjn]

con los vectores ṁ, tanh (αn −m) y ξ̇oj , respectivamente. Recordando que la velocidad de la trayec-
toria deseada y de cada agente se encuentra acotada de la siguiente manera ‖ṁ(t)‖ ≤ η, ‖α̇i(t)‖ ≤
η+ (n− i+ 1)

√
2k, ∀t ≥ 0, al igual que la velocidad del obstáculo se encuentra acotada ‖ξ̇oj (t)‖ ≤ µ,

entonces, el valor más negativo de σ̇ji está dado por

σ̇ji ≥ −2
√
a2
ji + b2ji

[
η +
√

2k(n− i+ 1) + µ
]

+ 2ε(a2
ji + b2ji) > 0 i = 1, ..., n− 1 (5.15a)

σ̇jn ≥ −2
√
a2
jn + b2jn

[
η +
√

2k + µ
]

+ 2ε(a2
jn + b2jn) > 0 (5.15b)
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De la expresión dada en (5.15) se diseña el parámetro εi, de tal manera que σ̇ji > 0, por lo que

εi >
η + µ+

√
2k(n− i+ 1)√
a2
ji + b2ji

i = 1, ..., n.

Cabe resaltar que se analiza el caso cuando el obstáculo se encuentra fuera de la región de sensado
y, debido al movimiento de éste o de los agentes, posteriormente se localiza en algún punto de la
circunferencia de dicho círculo. Debido a esto, podemos suponer que a2

ji + b2ji = D2, por lo tanto

εi >
η + µ+

√
2k(n− i+ 1)

D
i = 1, ..., n.

Con este valor de εi, se asegura que σ̇ji > 0. Esto implica que los agentes se alejarán del obstáculo
cuando estén a una distancia D. Dado que ‖αi(0) − ξoj (0)‖ ≥ D entonces los agentes evitan la
colisión y satisfacen ‖αi(t)− ξoj (t)‖ ≥ D ∀t ≥ 0.

2

5.1.4. Evasión de obstáculos de manera grupal
Considere la gráfica de formción G2 y el escenario cuando el agente líder es un agente virtual

localizado en el centroide del patrón geométrico el cual está en peligro de colisión con un solo
obstáculo, entonces (5.10) se simplifica a

βn = εnδn1

[
(pn − xo1)− (qn − yo1)
(pn − xo1) + (qn − yo1)

]
(5.16)

En este caso, definimos que la distancia mínima D entre el líder y el obstáculo debe ser D =
D̃+ máx ‖cni‖, i = 1, ..., n− 1, donde D̃ es un parámetro escogido por el usuario y corresponde a la
distancia mínima permitida entre el i−ésimo seguidor y el obstáculo. Para ejemplificar, consideremos
la Figura (5.2), la cual consiste de cuatro agentes; tres de ellos colocados en los vértices de un
triángulo equilátero y el cuarto colocado en el centroide de dicho triángulo. Supongamos que el
obstáculo se encuentra justo delante de uno de los agentes, tal y como se muestra en la Figura (5.2).
Es en ese punto donde el obstáculo se encuentra más cercano al i−ésimo agente. De esta manera, se
asegura que el patrón geométrico formado por los agentes evitarán la colisión con el obstáculo.

Figura 5.2: Obtención de la distancia mínima D.

Se consideran las siguientes suposiciones
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Suposición 5.3 Al igual que en el caso anterior, las condiciones iniciales de todos los agentes
satisface ‖αi(0) − ξoj (0)‖ ≥ D, i = 1, ..., n, j = 1, . . . , nobs. Esto significa que los obstáculos se
encuentra fuera de la región de sensado del i−ésimo agente.

Suposición 5.4 Los agentes seguidores Ri, i = 1, . . . , n− 1 conocen la posición del líder virtual Rn
∀t ≥ 0 pero no conocen la posición de los obstáculos, solo el líder virtual puede detectar la presencia
de los obstáculos.

La ley de control con evasión de obstáculos para el líder virtual está dada por[
vn (t)
wn (t)

]
= A−1

n (θn) [ṁ− k tanh(αn −m) + βn] (5.17)

Proposición 5.4 Considere el sistema (2.4) y la ley de control (5.17), con las definiciones (5.11),
(5.16) con la gráfica de formación G2. Suponga que existe riesgo de colisión con un obstáculo y
que εn > η+µ+

√
2k

D . Entonces, el sistema en lazo cerrado (2.4)-(5.17) el líder virtual converge a la
trayectoria deseada y ‖αn(t) − ξoj (t)‖ ≥ D, esto es, que el agente líder permanece a una distancia
mayor o igual a D del obstáculo; lo que implica que todos los agentes seguidores permenecen a una
distancia mayor o igual a la distancia mínima D̃ del obstáculo, i.e. ‖αi(t) − ξoj (t)‖ ≥ D̃, ∀t ≥
0, i = 1, . . . , n− 1.

Prueba 5.6 La prueba es similar a la presentada en la Prueba 5.5. Se utiliza la superficie dada por
(5.14) para el agente líder

σjn = a2
jn + b2jn −D2 = 0 (5.18)

y se calcula su derivada, la cual está en función de la derivada de las variables de distancia relativa
ajn y bjn evaluadas a lo largo de las trayectorias del sistema en lazo cerrado, obteniendo[

ȧjn
ḃjn

]
=
[
ṁ− k tanh (αn −m)− ξ̇oj

]
+ εn

[
ajn − bjn
ajn + bjn

]
La derivada de (5.18) está dada por

σ̇jn = 2 [ajn bjn]
[
ṁ− k tanh (αn −m)− ξ̇oj

]
+ 2εn [ajn bjn]

[
ajn − bjn
ajn + bjn

]
Nuevamente el objetivo es diseñar el parámetro εn de tal manera que σ̇jn sea positiva. Con esto se

asegura que el campo vectorial resultante dentro del círculo apunta hacia la región libre de colisiones.
Utilizando la definición del producto punto entre dos vectores se tiene

σ̇jn = 2
√
a2
jn + b2jn

[
‖ṁ‖ cos φ̃− k‖ tanh (αn −m) ‖ cos φ̂− ‖ξ̇oj‖ cos φ̌

]
+2ε(a2

jn + b2jn)

donde φ̃, φ̂ y φ̌ son los ángulos que forma el vector [ajn bjn] con los vectores ṁ, tanh (αn −m) y
ξ̇oj , respectivamente. Recordando que la velocidad de la trayectoria deseada se encuentra acotada de
la siguiente manera ‖ṁ(t)‖ ≤ η ∀t ≥ 0, al igual que la velocidad del obstáculo se encuentra acotada
‖ξ̇oj (t)‖ ≤ µ, entonces, el valor más negativo de σ̇jn está dado por

σ̇jn ≥ −2
√
a2
jn + b2jn

[
η +
√

2k + µ
]

+ 2ε(a2
jn + b2jn) > 0 (5.19)

De (5.19) se diseña el parámetro εn, de tal manera que σ̇jn > 0, por lo que

εn >
η + µ+

√
2k√

a2
ji + b2ji
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Suponiendo que el obstáculo se encuentra en algún punto de la región de sensado entonces a2
jn+b2jn =

D2, por lo que

εn >
η + µ+

√
2k

D

Con este valor de εn, se asegura que σ̇jn > 0. Esto implica que el agente líder se aleja del obstáculo
cuando se encuentra a una distancia D y los agentes seguidores se alejan del obstáculo cuando éste
se encuentre a una distancia D̃. Esto es, ‖αn(t)− ξoj (t)‖ ≥ D y ‖αi(t)− ξoj (t)‖ ≥ D̃ ∀t ≥ 0.

2

5.2. Extensión al caso de agentes de segundo orden

Considere el grupo de agentes definido previamente N = {R1, R2, ..., Rn}. Supongamos ahora
que cada agente está modelado por dinámicas de segundo orden

r̈i = ûi, i = 1, ..., n. (5.20)

donde ri =
[
xi yi

]
∈ R2 representa el vector de posición en el plano y ûi =

[
ûix ûiy

]
∈ R2

representa la aceleración y corresponde a la entrada de control. La ley de control se basa en funciones
potenciales atractivas para lograr formar un patrón geométrico y realizar el seguimiento de una
trayectoria deseada y de campos vectoriales repulsivos para evadir colisiones entre agentes y ante
la presencia de obstáculos, fijos o móviles. Usando la metodología estándar de funciones potenciales
artificiales, el potencial atractivo está dado por

Uatti =
1

2

(
k1‖ri − r∗i ‖2 + k2‖ṙi − ṙ∗i ‖2

)
, i = 1..., n, (5.21)

donde k1, k2 > 0 son parámetros de diseño, r∗i es la posición deseada del i−ésimo agente. Dada la
gráfica de formación directa centrada en el líder G2 la posición deseada de un agente está dada por

r∗i = rn + cni i = 1, ..., n− 1, (5.22a)
r∗n = m(t) (5.22b)

Definimos la fuerza atractiva, Fatti, como la suma del gradiente negativo de la función potencial
con respecto a la posición y velocidad del agente Ri obteniendo la siguiente expresión

Fatti = −k1(ri − r∗i )− k2(ṙi − ṙ∗i ) (5.23)

5.2.1. Evasión de colisiones entre agentes

Para la evasión de colisiones entre agentes, se definen los siguientes parámetros

amáxi es la máxima aceleración de cada agente, es decir, ‖ûi‖ ≤ amáxi .

ρij = ‖ri − rj‖, i 6= j es la distancia entre el agente Ri y el agente Rj .

vij = [ṙi − ṙj ]
Tnij es la proyección de la velocidad relativa entre el agente Ri y el agente Rj a

la línea que los une, donde nij =
rj−ri
‖rj−ri‖ es un vector unitario que apunta del agente Ri hacia

el agente Rj , como se muestra en la Figura 5.3.

D corresponde a la región de sensado del agente Ri, y,
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Considerando las siguientes ecuaciones de movimiento rectilíneo uniformemente acelerado

d = v0t+
1

2
at2 (5.24a)

t =
vf − v0

a
(5.24b)

donde d es la distancia recorrida, v0 es la velocidad inicial, vf es la velocidad final, a es la
aceleración y t es el tiempo. Sustituyendo (5.24b) en (5.24a) se tiene

d =
v2
f − v2

0

2a

Considerando que la velocidad inicial v0 = 0, y si se aplica una desaceleración máxima de
magnitud amáxi a cada agente para reducir su velocidad, entonces la distancia recorrida por el
agente antes de que vij se reduzca a cero está dada por

%ij =
v2
ij

2amáxi

(5.25)

Figura 5.3: Definición de los parámetros de evasión de colisiones.

Los campos vectoriales repulsivos se definen de una manera similar a (5.10), obteniendo la si-
guiente expresión

β̃i = ε

n∑
j=1,i6=j

δij

[
(xi − xj)− (yi − yj)
(xi − xj) + (yi − yj)

]
. (5.26)

La diferencia consiste en que los campos vectoriales repulsivos (5.10) están definidos para la colisión
de agentes con obstáculos, además de que se basan en la posición del punto frontal de los agentes y
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los campos vectoriales repulsivos (5.26) están definidos para la colisión entre agentes considerando
la posición del centro geométrico de cada uno de ellos. El parámetro δij está dado por

δij =

{
1 si 0 <| ρij − %ij |≤ D y vij ≥ 0
0 otro caso

con ε > 0 como el parámetro de diseño. Note que ahora el parámetro δij tiene restricciones tanto
en posición como en velocidad, es decir, depende tanto de la distancia entre los agentes como de la
velocidad relativa que existe entre dos pares de agentes. La Figura 5.4 muestra de manera gráfica el
valor del parámetro δij . En la zona 1, el i−ésimo agente se encuentra fuera de la zona de sensado
y vij < 0, esto es, que el agente Ri se aleja del agente Rj , por lo tanto δij = 0 y no se necesita
realizar algún movimiento de evasión. En la zona 2, el i−ésimo agente se encuentra fuera de la zona
de sensado, vij ≥ 0, esto es que el agente Ri se acerca al agente Rj , entonces δij = 0. En la zona
3, el i−ésimo agente se encuentra dentro de la zona de sensado pero vij < 0, esto es que el agente
Ri se aleja del agente Rj agente por lo que δij = 0. Finalmente en la zona 4, el i−ésimo agente se
encuentra dentro de la zona de sensado y se mueve de tal manera que se acerca al j−ésimo agente
por lo que es necesario activar la estrategia de evasión y δij = 1.

Figura 5.4: Plano vij − (ρij − %ij).

5.2.2. Evasión de colisiones con obstáculos

Sea ξoj =
[
xoj yoj

]T , j = 1, ..., nobs el vector de posición del j−ésimo obstáculo en el plano.
Los campos vectoriales repulsivos se definen de manera similar a (5.10)

β̂i = ε

nobs∑
j=1

δoij

[
(xi − xoj )− (yi − yoj )
(xi − xoj ) + (yi − yoj )

]
i = 1, ..., n (5.27)

donde

δoij =

{
1 si 0 <| ρi,oj − %i,oj |≤ dobs y vi,oj ≥ 0
0 otro caso

y

ρi,oj = ‖ri − ξoj‖, es la distancia entre el agente Ri y el obstáculo ξoj .
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vi,oj = [ṙi− ξ̇oj ]Tni,oj es la proyección de la velocidad relativa entre el agente Ri y el obstáculo

ξoj a la línea que los une, donde ni,oj =
ξoj−ri
‖ξoj−ri‖

es un vector unitario que apunta del agente
Ri hacia el el obstáculo ξoj .

dobs corresponde a la región de sensado del agente Ri con respecto al obstáculo

Si se aplica una desaceleración máxima de magnitud amáxi
a cada agente para reducir su

velocidad, entonces la distancia recorrida por el agente antes de que vi,oj se reduzca a cero
está dada por

%i,oj =
v2
i,oj

2amáxi

(5.28)

Nuevamente, el parámetro δoij tiene restricciones en la posición y en la velocidad, i.e., depende de
la distancia entre el i−ésimo agente y el j−ésimo obstáculo y la velocidad relativa entre ellos. La
diferencia con los campos repulsivos (5.10), consiste en que en este último caso se utiliza la posición
del centro geométrico de los agentes en lugar del punto frontal. Finalmente, la ley de control para
cada agente está dada por

ûi = Fatti + β̃i + β̂i, i = 1, . . . , n. (5.29)

5.2.3. Modelo dinámico de los cuadrirotores
Para obtener el modelo dinámico se representa al cuadrirotor como un cuerpo rígido que se

puede mover en un espacio tridimensional sujeto a una fuerza y a tres momentos. La dinámica de
los cuatro motores eléctricos es relativamente rápida por lo que no se tomara en cuenta al igual que
la flexibilidad de las hélices.

Colocamos al cuadrirotor dentro un marco de referencia fijo de tipo NED (Norte-East-Down), el
más comúnmente utilizado para vehículos aéreos, como se muestra en la Figura 5.5. Representamos
la posición del centro de masa del cuadrirotor respecto al marco de referencia fijo mediante el
vector r =

[
x y z

]T y su orientación con respecto al marco inercial del cuadrirotor mediante el
vector η̃ =

[
ψ θ φ

]T , donde ψ, θ y φ son los ángulos de Euler de guiñada, alabeo y cabeceo
respectivamente. La dinámica no lineal completa del cuadrirotor puede ser expresada como

mr̈ = −mgD + RF (5.30a)
IΩ̇ = −Ω× IΩ + τ̃ (5.30b)

donde D es un vector unitario sobre el eje D, R ∈ SO(3) es una matriz de rotación que relaciona el
marco de referencia fijo con el marco de referencia del dron, F representa la fuerza total aplicada al
dron, m es su masa total, g es la constante de gravedad, Ω representa la velocidad angular del dron
respecto al marco de referencia del mismo, I representa la matriz de inercia, y τ̃ es el par total.

Sea u =
4∑
i=1

Ti la fuerza aplicada al dron, la cual es generada por los cuatro motores. Asumiendo

que esta fuerza tiene solamente una componente en la dirección de Z, la fuerza total puede ser escrita
como F =

[
0 0 −u

]T . Representando cos(∗) y sin(∗) como c∗ y s∗ respectivamente, la matriz de
rotación esta definida como

R =

 cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sφsψ
cθsψ sφsθsψ + cφcψ cφsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 (5.31)

Definimos un vector auxiliar τ̂ relacionado al par generalizado τ̃ y basado en la ecuación (5.30b):

τ̂ =

 τ̂ψ
τ̂θ
τ̂φ

 = I−1W−1(−IẆ ˙̃η −W ˙̃η × IW ˙̃η + τ̃ ) (5.32)
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Figura 5.5: Diagrama NED de un cuadrirotor.

donde Ω = W ˙̃η y W es

W =

 − sin θ 0 1
cos θ sinφ cosφ 0
cos θ cosφ − sinφ 0

 (5.33)

Utilizando las ecuaciones anteriores podemos representar el modelo dinámico del cuadrirotor
como

mẍ = −u(cosψ sin θ cosφ+ sinψ sinφ) (5.34a)
mÿ = −u(sinψ sin θ cosφ− cosψ sinφ) (5.34b)
mz̈ = −u(cos θ cosφ) +mg (5.34c)
ψ̈ = τ̂ψ (5.34d)

θ̈ = τ̂θ (5.34e)
φ̈ = τ̂φ (5.34f)

donde x, y son las coordenadas en el plano horizontal, z es la posición vertical, ψ es el ángulo de
guiñada alrededor del eje z, θ es el ángulo de cabeceo alrededor del eje y (del cuadrirotor), y φ es
el ángulo de alabeo alrededor del eje x del cuadrirotor. Las entradas de control u, τ̂ψ, τ̂θ y τ̂φ son el
empuje total y los momentos angulares.

El modelo anterior puede ser simplificado utilizando solamente las ecuaciones (5.34a)-(5.34c) si
consideramos que el cuadrirotor con el que se realizarán las pruebas experimentales cuenta con un
controlador interno que se encarga de posicionarlo en cualquier ángulo solicitado por el usuario.
Además las entradas de control serán los ángulos de cabeceo, alabeo y guiñada. El movimiento del
cuadrirotor en el plano horizontal será controlado mediante pequeñas variaciones en los ángulos θ
y φ en un rango de −5o a 5o por lo que podemos considerar que sin(∗) = ∗ y que cos(∗) = 1.
Sustituyendo dichas consideraciones en las ecuaciones (5.34a)-(5.34c) obtenemos un nuevo sistema

mẍ = −u(θ cosψ + φ sinψ) (5.35a)
mÿ = −u(θ sinψ − φ cosψ) (5.35b)
mz̈ = −u+mg (5.35c)
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En una primera etapa consideramos que el cuadrirotor solamente se moverá en el plano horizontal
y mantendrá una altura constante, con lo que de la ecuación (5.35c) obtenemos que la fuerza de
sustentación se equilibra con el peso del quadrirotor.

u = mg (5.36)

Sustituyendo (5.36) en (5.35a) y (5.35b) obtenemos un modelo más simple para controlar al cuadri-
rotor en el plano horizontal

ẍ = −g(θ cosψ + φ sinψ) (5.37a)
ÿ = −g(θ sinψ − φ cosψ) (5.37b)

Factorizamos las variables de control θ y φ para obtener el modelo dinámico simplificado del
cuadrirotor [

ẍ
ÿ

]
= −g

[
cosψ sinψ
sinψ − cosψ

] [
θ
φ

]
= Ad(ψ)

[
θ
φ

]
(5.38)

Si el modelo dado en (5.38) lo extendemos al caso de n cuadrirotores, entonces la ley de control
para cada cuadrirotor está dada por[

θi
φi

]
= −1

g
A−1
d (ψi)ûi, i = 1, ..., n, (5.39)

donde ûi es la entrada de control definida en (5.29).

5.3. Simulaciones numéricas
Para el caso de evasión de obstáculos de manera individual se consideran dos agentes segui-

dores y un líder donde el vector de posición relativo se define como c32 =
[
−0.3 0.2 cos

(
π
6

)]T
y c21 =

[
0 −0.4 cos

(
π
6

)]T . La distancia mínima permitida es D = 0.4 metros. Se tiene que la
velocidad de la trayectoria deseada está acotada por η = 0.23 m/s, la velocidad del obstáculo
también está acotada por µ = 0.32 m/s y k = 1. Con estos valores, el parámetro εi debe cum-
plir: ε1 > 4.91, ε2 > 8.44 y ε3 > 11.98. Por lo tanto, escogemos los siguientes valores: ε1 = 5,
ε2 = 9 y ε3 = 12.5. De esta manera se asegura que la condición de la distancia mínima no sea
violada. La Figura 5.6 muestra el comportamiento en el plano de los tres agentes. El líder sigue
una trayectoria definida por m (t) =

[
1.6 cos (ω1t) 0.8 sin (2ω1t)

]T con ω1 = 2π
60 . El punto frontal

de cada agente forma un triángulo equilátero de 0.3464 metros por lado y se localiza a ` = 0.045
metros del punto medio del eje de las ruedas. Las condiciones inciales para los agentes seguidores
son

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
1.9 0.2 0

]T , [x2(0) y2(0) θ2(0)
]T

=
[
1.6 0.6 −π8

]T y para
el líder

[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=
[
2.5 −0.1 π

8

]T . El obstáculo tiene una trayectoria definida por[
1.6 cos (ω2t) −0.8 sin (2ω2t)

]T con ω2 = 2π
45 , esto es, una trayectoria opuesta a la de los agentes.

La condición inicial del obstáculo es
[
xo1 yo1

]T
=
[
1.6 0

]T .
La Figura 5.7 presenta todas las posibles distancias entre los agentes y el obstáculo. Note que

la distancia entre cualquier agente y el obstáculo siempre es mayor o igual a la distancia predefinida
D = 0.4 metros.

Es importante destacar que el patrón geométrico se pierde cuando cualquiera de los agentes
seguidores está evadiendo al obstáculo. Esto se puede apreciar mejor en la Figura 5.8 donde se
muestran el error de posición y el error de formación.

Para el caso de evasión de obstáculos de forma grupal, el sistema consiste de tres agentes segui-
dores y un líder virtual donde el vector de posición relativo está definido como c43 =

[
0.2 0

]T ,
c42 =

[
−0.2 sin

(
π
6

)
0.2 cos

(
π
6

)]T y c41 =
[
−0.2 sin

(
π
6

)
−0.2 cos

(
π
6

)]T . Se tiene que máx ‖cni‖ =



52 5 Problema de evasión de colisiones

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x (m)

y
 (

m
)

Líder

1er seguidor

2o seguidor

Obstáculo

Posición inicial

Posición final

Figura 5.6: Trayectoria en el plano de los agentes.

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5

2

2.5

tiempo (s)

d
is

ta
n

c
ia

 (
m

)

dist(R
3
,Ob)

dist(R
2
,Ob)

dist(R
1
,Ob)

Figura 5.7: Distancias entre los agentes y el obstáculo.
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Figura 5.8: (a) Error de posición del líder. (b) Error de formación de R2. (c) Error de formación de
R1.
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0.2 metros y consideramos que la distancia mínima entre el i−ésimo agente y el obstáculo sea de
D̃ = 0.2 metros, entonces, la distancia mínima permitida es D = 0.4 metros. El parámetro ε4 > 4.91,
por lo que escogemos ε4 = 5. De esta manera se asegura que la distancia mínima no será violada.
La Figura 5.9 muestra el comportamiento en el plano de los cuatro agentes. El líder sigue la mis-
ma trayectoria m(t) definida en la simulación anterior. El punto frontal del líder se localiza en el
centroide del patrón geométrico correspondiente al mismo triángulo equilátero de la simulación an-
terior. La condición inicial para el líder es

[
x4(0) y4(0) θ4(0)

]T
=
[
0.7 −0.2 0

]T y para los se-
guidores

[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=
[
0.9 0.2 −π8

]T , [x2(0) y2(0) θ2(0)
]T

=
[
1.3 −0.5 π

8

]T ,[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
1 −0.3 0

]T . También el obstáculo presenta la misma trayectoria y
las mismas condiciones iniciales. Debido a que el vector de posición relativo es constante, el pa-
trón geométrico formado por los agentes mantendrá la misma orientación, emulando el movimiento
translacional de cuerpos rígidos.
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Figura 5.9: Trayectoria en el plano de los cuatro agentes.

La Figura 5.10 presenta las posibles distancias entre los agentes y el obstáculo. Note que la
distancia entre el líder virtual y el obstáculo siempre es mayor o igual a la distancia mínima permitida
D = 0.4 metros y que la distancia entre cualquier seguidor y el obstáculo es mayor o igual a la
distancia predefinida D̃ = 0.2 metros.

Esto se puede apreciar mejor en la Figura 5.11 donde el triángulo equilátero, formado por los
agentes, evaden al obstáculo manteniendo el patrón geométrico.

Por otro lado, en la Figura 5.12 se muestra el error de posición y el error de formación. La
perturbación presentada en el error de posición se debe a la presencia del obstáculo, mientras que el
error de formación converge a cero, esto es, que el patrón geométrico se mantiene ante la presencia
del obstáculo.

La Figura 5.13 presenta una comparación de las trayectorias de 6 agentes en un ambiente libre
de obstáculos donde los agentes se tienen que evadir el uno al otro. La Figura 5.13a se obtiene
usando el modelo (5.20) con la entrada de control dada por (5.29). Las condiciones iniciales son:
r1(0) =

[
3 −2

]T , r2(0) =
[
−3 −2

]T , r3(0) =
[
−5 0

]T , r4(0) =
[
5 0

]T , r5(0) =
[
3 2

]T y
r6(0) =

[
−3 2

]T . Existe un séptimo agente virtual considerado como el líder localizado en r7 =[
0 0

]T con el cual los otros seis agentes se alinean en el patrón geométrico deseado. Los vectores de
posición deseados se definen de tal manera que los agentes forman un hexágono de 4 metros por lado y
están definidos como c71 =

[
−2 4 cos(π/6)

]T , c72 =
[
2 4 cos(π/6)

]T , c73 =
[
2 + 4 sin(π/6) 0

]T ,
c74 =

[
−2− 4 sin(π/6)

]T , c75 =
[
−2 −4 cos(π/6)

]T , c76 =
[
2 −4 cos(π/6)

]T . Los parámetros
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Figura 5.10: Distancias entre los agentes y el obstáculo.

de diseño se eligieron de la siguiente manera k1 = 0.1, k2 = 2
√
k1, ε = 1.5, la distancia mínima

permitida entre agentes D = 1 metro y la máxima aceleración amaxi = 1ms2 . En la Figura 5.13b, se
utilizó la entrada de control dada por (5.39) y los resultados presentados en [55] donde un cuadrirotor
comercial es modelado y controlado por funciones de transferencia. Con esta opción se obtiene un
comportamiento más realista de los cuadrirotores. Las condiciones iniciales son las mismas que el
caso anterior y los parámetros de diseño son k1 = 0.5, k2 = 2

√
k1 y ε = 5.

Las distancia entre agentes se muestran en la Figura 5.14. Note que en la Figura 5.14a la distancia
entre cualquier par de agentes es siempre mayor o igual a la distancia mínima permitidaD = 1 metro.
Por otro lado, en la Figura 5.14b la distancia entre cualquier par de agentes puede llegar a ser un
poco más pequeña que la distancia mínima permitida.

Ahora, hemos añadido dos obstáculos estáticos y un obstáculo dinámico. Los obstáculos estáticos
tienen posiciones ξo1 =

[
−2 0

]T , ξo2 =
[
1 1

]T y el obstáculo dinámico ξo3(0) =
[
−6 −2

]T
con una velocidad dada por ξ̇o3 =

[
0.25 −0.02

]T . La distancia mínima permitida está dada por
dobs = 0.8 metros. La Figura 5.15 muestra el desempeño de los agentes en la presencia de obstáculos.

Las distancias entre agentes se muestra en la Figura 5.16. Como en el caso anterior, la distancia
entre cualquier par de agentes es siempre mayor o igual a la distancia mínima permitida D = 1
metro.

Finalmente, la Figura 5.17 presenta la distancia entre los agentes y los obstáculos. En la Figura
5.17a la distancia entre cualquier par de agentes y obstáculos es siempre mayor o igual que la
distancia mínima permitida dobs = 0.8 metros. Por otro lado, en la Figura 5.17b la distancia entre
cualquier par de cuadrirotores y obstáculos es un poco menor que la distancia mínima permitida.
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Figura 5.11: Trayectoria en el plano de los cuatro agentes. (a) t = 24.5 segundos. (b) t = 25
segundos. (c) t = 25.5 segundos. (d) t = 26 segundos. (e) t = 26.5 segundos. (f) t = 27 segundos.
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Figura 5.12: (a) Error de posición del líder virtual. (b) Error de formación de R3. (c) Error de
formación de R2. (d) Error de formación de R1.
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Figura 5.13: Trayectoria en el plano de seis agentes. (a) Dinámica de segundo orden. (b) Dinámica
de los cuadrirotores.

0 10 20 30 40 50 60
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

tiempo (s)

di
st

an
ci

a 
en

tr
e 

ag
en

te
s 

(m
)

 

 ρ
12

ρ
13

ρ
14

ρ
15

ρ
16

ρ
23

ρ
24

ρ
25

ρ
26

ρ
34

ρ
35

ρ
36

ρ
45

ρ
46

ρ
56

(a)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

tiempo (s)

di
st

an
ci

a 
en

tr
e 

ag
en

te
s 

(m
)

 

 ρ
12

ρ
13

ρ
14

ρ
15

ρ
16

ρ
23

ρ
24

ρ
25

ρ
26

ρ
34

ρ
35

ρ
36

ρ
45

ρ
46

ρ
56

(b)

Figura 5.14: Distancias entre agentes. (a) Dinámica de segundo orden. (b) Dinámica de los
cuadrirotores.
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Figura 5.15: Trayectoria en el plano de seis agentes en la presencia de obstáculos. (a) Dinámica de
segundo orden. (b) Dinámica de los cuadrirotores.
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Figura 5.16: Distancias entre agentes. (a) Dinámica de segundo orden. (b) Dinámica de los
cuadrirotores.
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Figura 5.17: Distancias entre agentes. (a) Dinámica de segundo orden. (b) Dinámica de los
cuadrirotores.



Capítulo 6

Estimación de la orientación de un
sistema multi-agente

En esta capítulo se definen tres estrategias de control utilizando el modelo cinemático extendido
de los uniciclos definido en (2.5) y la salida de este sistema dada por las coordenadas zi =

[
xi yi

]T .
Posteriormente se presenta el desarrollo de un observador para reconstruir la orientación de un
grupo de robots móviles utilizando la técnica de Inmersión e Invarianza [7]. Se definen los errores de
estimación y se demuestra que estos errores convergen a cero. Los estados observados son inyectados
en las leyes de control, bajo el principio de equivalencia cierta. Posteriormente, por medio de las
propiedades de sistemas en cascada se concluye que los errores de posición convergen a cero.

6.1. Estrategias de control de marcha con control de orienta-
ción

El modelo previamente definido en (2.5) se representa de la siguiente manera

Ẋ = Cξ (6.1a)
ξ̇ = u

θ̇ = w

donde

X =


x1

y1

...
xn
yn

 ∈ R2n, C =



cos θ1 0 · · · 0
sin θ1 0 · · · 0

0 cos θ2 · · · 0
0 sin θ2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · cos θn
0 0 · · · sin θn


∈ R2n×n,

ξ =


ξ1
ξ2
...
ξn

 , θ =


θ1

θ2

...
θn

 , u =


u1

u2

...
un

 , w =


w1

w2

...
wn

 ∈ Rn

donde ξi = vi, i = 1, ..., n es un nuevo estado y ui, i = 1, ..., n es la nueva señal de control.
Definamos las coordenadas del error como

ei = zi − z∗i , i = 1, . . . , n− 1,

en = zn −m (t) .
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donde z∗i es la posición deseada dada la gráfica de formación G1

z∗i = zi+1 + c(i+1)i, i = 1, ..., n− 1, (6.3a)
z∗n = m(t) (6.3b)

En este caso, el vector de formación deseado c(i+1)i =
[
c(i+1)ix c(i+1)iy

]T ∈ R2 es constante, para
i = 1, ..., n − 1, ei corresponde a los errores de formación mientras que en corresponde al error de
seguimiento de la trayectoria de marcha por parte del robot líder y m(t) es la trayectoria de marcha
la cual es al menos dos veces diferenciable. En forma matricial se tiene

E = (B ⊗ I2) X− b

donde E =
[
eT1 eT2 ... eTn

]T , I2 es la matriz identidad de 2× 2 y

B =



1 −1 0 0 · · · 0 0
0 1 −1 0 · · · 0 0
0 0 1 −1 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 0 · · · 0 1


∈ Rn×n,

b =
[
c21x

c21y
. . . cn(n−1)x

cn(n−1)y
xd yd

]T
,

La dinámica del error está dada por

Ė = (B ⊗ I2) Ẋ− ḃ

Ë = (B ⊗ I2)G

[
u
w

]
− b̈ (6.4)

donde G =
[
C

(
ξT ⊗ I2n

)
∂C
∂θ

]
∈ R2n×2n y

∂C

∂θ
,
[
∂C
∂θ1

∂C
∂θ2

... ∂C
∂θn

]T
, ḃ =



0
0
...
0
ẋd
ẏd


, b̈ =



0
0
...
0
ẍd
ÿd


.

A partir de la dinámica de las coordenadas del error, definimos tres estrategias de control de
marcha

η1 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1 (B ⊗ I2) Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.5)

η2 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1Ė− k0E

]
(6.6)

η3 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.7)

con
H = [(B ⊗ I2)G]

−1
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Para hacer evidente la diferencia entre las leyes de control (6.5), (6.6) y (6.7) las representamos en
forma escalar. Para (6.5) se tiene

ui = cos θi (ẍd − k1ėix − k0eix) + sin θi
(
ÿd − k1ėiy − k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

un = cos θn (ẍd − k1ėnx
− k0enx

) + sin θn
(
ÿd − k1ėny

− k0eny

)
wi = − 1

ξi
sin θi (ẍd − k1ėix − k0eix) +

1

ξi
cos θi

(
ÿd − k1ėiy − k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

wn = − 1

ξn
sin θn (ẍd − k1ėnx

− k0enx
) +

1

ξn
cos θn

(
ÿd − k1ėny

− k0eny

)
La ley de control (6.6) en forma escalar está dada por

ui = cos θi (ẍi+1 − k1ėix − k0eix) + sin θi
(
ÿi+1 − k1ėiy − k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

un = cos θn (ẍd − k1ėnx − k0enx) + sin θn
(
ÿd − k1ėny − k0eny

)
wi = − 1

ξi
sin θi (ẍi+1 − k1ėix − k0eix) +

1

ξi
cos θi

(
ÿi+1 − k1ėiy − k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

wn = − 1

ξn
sin θn (ẍd − k1ėnx

− k0enx
) +

1

ξn
cos θn

(
ÿd − k1ėny

− k0eny

)
y finalmente la ley de control (6.7) en forma escalar es

ui = cos θi (ẍd − k1 (ẋi − ẋd)− k0eix) + sin θi
(
ÿd − k1 (ẏi − ẏd)− k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

un = cos θn (ẍd − k1ėnx
− k0enx

) + sin θn
(
ÿd − k1ėny

− k0eny

)
wi = − 1

ξi
sin θi (ẍd − k1 (ẋi − ẋd)− k0eix) +

1

ξi
cos θi

(
ÿd − k1 (ẏi − ẏd)− k0eiy

)
i = 1, ..., n− 1,

wn = − 1

ξn
sin θn (ẍd − k1ėnx − k0enx) +

1

ξn
cos θn

(
ÿd − k1ėny − k0eny

)
En (6.5) la ley de control para los agentes seguidores se prealimenta con la aceleración de marcha

y se retroalimenta la posición y velocidad del agente Ri+1. En la ley de control (6.6) cada agente
seguidor Ri se retroalimenta la posición, velocidad y aceleración del agente Ri+1. Por último, la ley
de control (6.7) se obtiene de tal manera que, para los agentes seguidores se prealimenta la velocidad
y aceleración de marcha y se retroalimenta la posición del agente Ri+1. En los tres casos, para el
agente líder se prealimenta la posición, velocidad y aceleración de marcha.

Proposición 6.1 La matriz G es invertible ∀ξi 6= 0 y det (G) = ξn
n−1∏
i=1

(−1)
i
ξi.

Prueba 6.1 Analizando el caso de n = 1, la matriz G está dada por

G =
[
cos θ1 −ξ1 sin θ1
sin θ1 ξ1 cos θ1

]
Es fácil ver que det(G) = ξ1. Ahora, tomando el caso de n = 2, se tiene

G =

cos θ1 0 −ξ1 sin θ1 0
sin θ1 0 ξ1 cos θ1 0

0 cos θ2 0 −ξ2 sin θ2
0 sin θ2 0 ξ2 cos θ2


Calculando el determinante por medio de cofactores sobre la última columna, se tiene

det(G) = −ξ2 sin θ2(−1)7

∣∣∣∣[cos θ1 0 −ξ1 sin θ1
sin θ1 0 ξ1 cos θ1

0 sin θ2 0

]∣∣∣∣+ξ2 cos θ2(−1)8

∣∣∣∣[cos θ1 0 −ξ1 sin θ1
sin θ1 0 ξ1 cos θ1

0 cos θ2 0

]∣∣∣∣
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Utilizando cofactores sobre la segunda columna

det(G) = ξ2 sin2 θ2(−1)5
∣∣∣[cos θ1 −ξ1 sin θ1

sin θ1 ξ1 cos θ1

]∣∣∣+ ξ2 cos2 θ2(−1)5
∣∣∣[cos θ1 −ξ1 sin θ1

sin θ1 ξ1 cos θ1

]∣∣∣
Resulta fácil ver que det(G) = −ξ2ξ1. Una vez analizados los casos n = 1 y n = 2, nos disponemos
a analizar el caso n+ 1, obteniendo lo siguiente

Gn+1 =



cos θ1 0 . . . 0 0 −ξ1 sin θ1 0 . . . 0 0
sin θ1 0 . . . 0 0 ξ1 cos θ1 0 . . . 0 0

0 cos θ2 . . . 0 0 0 −ξ2 sin θ2 . . . 0 0
0 sin θ2 . . . 0 0 0 ξ2 cos θ2 . . . 0 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . cos θn 0 0 0 . . . −ξn sin θn 0
0 0 . . . sin θn 0 0 0 . . . ξn cos θn 0
0 0 . . . 0 cos θn+1 0 0 . . . 0 −ξn+1 sin θn+1
0 0 . . . 0 sin θn+1 0 0 . . . 0 ξn+1 cos θn+1


Usando cofactores, el determinante de la matriz Gn+1 está dado por

det (Gn+1) = −ξn+1 sin θn+1 (−1)
4n+3

M(2n+1)(2n+2) + ξn+1 cos θn+1 (−1)
4n+4

M(2n+2)(2n+2)

donde Mij es el determinante de la matriz obtenida al remover la i−ésima fila y la j−ésima columna

de Gn+1. Es fácil ver queM(2n+1)(2n+2) = sin θn+1

n∏
i=1

(−1)
i
ξi yM(2n+2)(2n+2) = cos θn+1

n∏
i=1

(−1)
i
ξi,

por lo que podemos concluir que

det (Gn+1) = ξn+1

(
n∏
i=1

(−1)
i
ξi

)
2

Proposición 6.2 Considere el sistema (6.1) y la ley de control (6.5), (6.6) ó (6.7). Suponga que
k1 > 0, k0 > 0 y que ξi 6= 0 ∀t ≥ 0. Entonces en el sistema en lazo cerrado (6.1)-(6.5), (6.1)-(6.6)
y (6.1)-(6.7) los agentes seguidores convergen a la formación deseada i.e. ĺım

t→∞
(zi (t)− z∗i (t)) = 0,

i = 1, ..., n − 1 mientras que Rn converge a la trayectoria de marcha i. e. ĺım
t→∞

(zn (t)−m (t)) = 0.
Además ĺım

t→∞
(θi (t)− θj (t)) = 0, ∀i 6= j.

Prueba 6.2 La demostración de esta proposición puede ser encontrada en [22].

2

6.2. Esquema de conmutación
Las leyes de control (6.5), (6.6) y (6.7) no están definidas cuando ξi = 0, es decir, éstas leyes

de control solo se pueden aplicar cuando las velocidades longitudinales son diferente de cero. Para
resolver este problema [6] propone una nueva salida al sistema (2.5) dada por

hi =

[
ξi
θi

]
i = 1, ..., n. (6.8)

La dinámica de éstas coordenadas está dada por:[
ξ̇i
θ̇i

]
=

[
ui
wi

]
(6.9)

Por lo que es posible definir la siguiente ley de control
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η4 :



[
ui
wi

]
= ḣi+1 − q0 (hi − hi+1) , i = 1, . . . , n− 1

[
un
wn

]
= ḣd − q0 (hi − hd)

(6.10)

donde hd =
[
ξd θd

]T y q0 es un parámetro de diseño. Se propone una estrategia de conmutación
entre los controles (6.5), (6.6), (6.7) y (6.10) de tal manera que se evite la singularidad de ξi = 0.
Por lo tanto, se obtiene una estrategia de control definida globalmente como:

η =

{
η1 o η2 o η3, cuando | ξi |≥ δ
η4, cuando | ξi |< δ

(6.11)

con δ > 0 como el parámetro de conmutación. Note que en la estrategia de control (6.11), no nece-
sariamente todos los agentes cambian al mismo tiempo de ley de control. Finalmente, la trayectoria
deseada hd se define como si ésta fuera realizada por un robot móvil ideal

ξd = ẋd cos θd + ẏd sin θd

θd = arctan

(
ẏd
ẋd

)
y la derivada ḣd como

ξ̇d = ẍd cos θd − ẋdθ̇d sin θd + ÿd sin θd + ẏdθ̇d cos θd

θ̇d =
ÿdẋd − ẍdẏd
ẏ2
d + ẋ2

d

Proposición 6.3 Sea t0 un instante de tiempo tal que ẋd(t0) = ẏd(t0) = 0. Entonces el

ĺım
t→t0

θ̇d

está definido siempre y cuando la aceleración ẍd(t0) y ÿd(t0) sea diferente de cero.

Prueba 6.3 Al calcular el límite de la función θ̇d, ésta presenta una indeterminación del tipo
0

0
.

Al aplicar dos veces la regla de L’Hôpital es posible determinar el valor de dicho límite.

2

Comentario 6.1 El control propuesto en (6.10) no asegura la convergencia a la trayectoria desea-
da. De hecho, sólo se emplea para atravesar la singularidad de ξi = 0, esto es cuando el robot
uniciclo necesita detenerse para después continuar su marcha. Además, el control (6.10) preserva la
convergencia de los ángulos de orientación.

Proposición 6.4 Considere el sistema (6.1) en lazo cerrado con la ley de control (6.10) y suponga
que q0 > 0, entonces, se satisface que ĺım

t→∞
(θi − θj) = 0, ∀i 6= j.

Prueba 6.4 La demostración de esta proposición puede ser encontrada en [22].

2
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6.3. Observador de orientación
En esta sección proponemos un observador para estimar el valor de cos θi y sin θi del sistema

(6.1) utilizando la técnica de Inmersión e Invarianza [7]. El primer paso consiste en definir los errores
de estimación de la siguiente manera

si1 = cos θi − γi1 + βi1 (xi, yi, ξi) (6.12a)
si2 = sin θi − γi2 + βi2 (xi, yi, ξi) (6.12b)

donde γi1 y γi2 son variables cuyas dinámicas definiremos posteriormente y βi1 (xi, yi, ξi), βi2 (xi, yi, ξi)
son funciones que dependen de variables medibles. Despejando cos θi y sin θi de (6.12)

cos θi = si1 + γi1 − βi1 (xi, yi, ξi) (6.13a)
sin θi = si2 + γi2 − βi2 (xi, yi, ξi) (6.13b)

Derivando (6.12) con respecto al tiempo

ṡi1 = −θ̇i sin θi − γ̇i1 +
∂βi1
∂xi

ẋi +
∂βi1
∂yi

ẏi +
∂βi1
∂ξi

ξ̇i (6.14a)

ṡi2 = θ̇i cos θi − γ̇i2 +
∂βi2
∂xi

ẋi +
∂βi2
∂yi

ẏi +
∂βi2
∂ξi

ξ̇i (6.14b)

Sustituyendo (6.13) en (6.14)

ṡi1 = −wi (si2 + γi2 − βi2)− γ̇i1 +
∂βi1
∂xi

ξi (si1 + γi1 − βi1) (6.15a)

+
∂βi1
∂yi

ξi (si2 + γi2 − βi2) +
∂βi1
∂ξi

ui

ṡi2 = wi (si1 + γi1 − βi1)− γ̇i2 +
∂βi2
∂x2

ξ2 (si1 + γi1 − βi1) (6.15b)

+
∂βi2
∂yi

ξi (si2 + γi2 − βi2) +
∂βi2
∂ξi

ui

Elegimos γ̇i1 y γ̇i2 de tal manera que se cancelen los términos γi2, βi2 y γi1, βi1. Con estas conside-
raciones, se definen las ecuaciones del observador para estimar la orientación de cada agente como

γ̇i1 = −wi (γi2 − βi2) +
∂βi1
∂xi

ξi (γi1 − βi1) +
∂βi1
∂yi

ξi (γi2 − βi2) +
∂βi1
∂ξi

ui (6.16a)

γ̇i2 = wi (γi1 − βi1) +
∂βi2
∂xi

ξi (γi1 − βi1) +
∂βi2
∂yi

ξi (γi2 − βi2) +
∂βi2
∂ξi

ui (6.16b)

Al sustituir (6.16) en (6.15) se obtiene la siguiente dinámica para las ecuaciones del error

ṡi1 = −wisi2 +
∂βi1
∂xi

ξisi1 +
∂βi1
∂yi

ξisi2

ṡi2 = wisi1 +
∂βi2
∂xi

ξisi1 +
∂βi2
∂yi

ξisi2

De forma matricial se tiene[
ṡi1
ṡi2

]
=

[
∂βi1

∂xi
ξi

∂βi1

∂yi
ξi

∂βi2

∂xi
ξi

∂βi2

∂yi
ξi

] [
si1
si2

]
+

[
0 −wi
wi 0

] [
si1
si2

]
(6.17)
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Si βi1 depende solo de xi y ξi, y βi2 depende solo de yi y ξi, entonces[
ṡi1
ṡi2

]
=

[
∂βi1

∂xi
ξi 0

0 ∂βi2

∂yi
ξi

] [
si1
si2

]
+

[
0 −wi
wi 0

] [
si1
si2

]
(6.18)

Si ∂βi1

∂xi
ξi < 0 y ∂βi2

∂yi
ξi < 0 entonces si1 → 0 y si2 → 0, por lo que

ĺım
t→∞

(γi1 − βi1) = cos θi

ĺım
t→∞

(γi2 − βi2) = sin θi

Por lo tanto, cos θi y sin θi se pueden aproximar mediante

cos θi ≈ γi1 − βi1
sin θi ≈ γi2 − βi2

El problema es diseñar explícitamente las funciones βi1 y βi2. Una posible elección es

βi1 = −Γxiϕi(ξi), (6.19a)
βi1 = −Γyiϕi(ξi) (6.19b)

De tal manera que la derivada parcial de las funciones βi1 y βi2 esté dada por

∂βi1
∂xi

ξi = −Γξiϕi (ξi) ,

∂βi2
∂yi

ξi = −Γξiϕi (ξi)

donde Γ es una constante positiva y ϕi (ξi) es una función impar.
Para determinar la convergencia del sistema (6.18) consideramos la siguiente hipótesis

ĺım
t→∞

∫ t

0

ξiϕi (ξi) dt =∞ (6.20)

Proposición 6.5 Considere el sistema definido en (6.16) con los valores de βi1 y βi2 dados en
(6.19) con ϕi(ξi) = tan−1 (ξi), entonces, el sistema (6.16) se reescribe como

γ̇i1 = −
[
γi2 + Γyi tan−1 (ξi)

]
wi − Γξi tan−1 (ξi)

[
γi1 + Γxi tan−1 (ξi)

]
− Γxiui

1 + ξ2
i

(6.21a)

γ̇i2 =
[
γi1 + Γxi tan−1 (ξi)

]
wi − Γξi tan−1 (ξi)

[
γi2 + Γyi tan−1 (ξi)

]
− Γyiui

1 + ξ2
i

(6.21b)

donde ui, wi y ξi son señales conocidas. Considere el modelo cinemático extendido de los uniciclos
dado en (6.1) y el sistema definido en (6.21). Supongamos que (6.20) se cumple. Entonces existe
una constante positiva Γ tal que para cualquier condición inicial [γi1 (0) γi2 (0)]

T se cumple, para
i = 1, . . . , n, que

ĺım
t→∞

[
cos θi − γi1 − Γxi tan−1 (ξi)

]
= 0,

ĺım
t→∞

[
sin θi − γi2 − Γyi tan−1 (ξi)

]
= 0,

Prueba 6.5 Sustituyendo los valores de βi1 y βi2 dados en (6.19) con ϕi(ξi) = tan−1 (ξi) en (6.12),
los errores de estimación se pueden reescribir como

si1 = cos θi − γi1 − Γxi tan−1 (ξi) (6.22a)
si2 = sin θi − γi2 − Γyi tan−1 (ξi) (6.22b)
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Simples cálculos muestran que los errores de estimación satisfacen las siguientes ecuaciones diferen-
ciales

ṡi1 = −wisi2 − Γξisi1 tan−1 (ξi)

ṡi2 = wisi1 − Γξisi2 tan−1 (ξi)

Considérese ahora la función candidata de Lyapunov

Vi =
1

2
s2
i1 +

1

2
s2
i2 i = 1, ..., n. (6.23)

Derivando con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias (6.22) se tiene

V̇i = −2ViΓξi tan−1 (ξi) ≤ 0. (6.24)

El resultado obtenido en (6.24) garantiza solamente estabilidad debido a que cuando ξi = 0, V̇i = 0,
esto es, que los errores de estimación están acotados, i.e., si1, si2 ≤ ε̂. Debido a esto, se procede a
calcular la integral de (6.24)

Vi (t) = Vi (0) exp

(
−2Γ

∫ t

0

ξi tan−1 (ξi) dt

)
(6.25)

Tomando en cuenta la hipótesis dada en (6.20), se tiene que

ĺım
t→∞

Vi (t) = 0 (6.26)

y por lo tanto los errores de estimación convergen asintóticamente cero.

2

Comentario 6.2 Note que el observador (6.21) no estima directamente los ángulos θi, i = 1, ..., n;
en su lugar, provee estimados de las señales cos θi y sin θi, i = 1, ..., n.

Debido a que los errores de estimación definidos en (6.22) convergen a cero entonces se tiene que:

cos θi ≈ cθi = γi1 + Γxi tan−1 (ξi)

sin θi ≈ sθi = γi2 + Γyi tan−1 (ξi)

θi ≈ θ̄i = tan−1

(
γi2 + Γyi tan−1 (ξi)

γi1 + Γxi tan−1 (ξi)

)
donde γi1 y γi2 son calculados de la ecuación (6.21). De este manera la estructura de control (6.11)
puede ser combinada con el observador (6.21) obteniendo la siguiente estrategia de control

U =

{
σ1, σ2, σ3, cuando | ξi |≥ δ
σ4, cuando | ξi |< δ

(6.27)

donde

σ1 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1 (B ⊗ I2) Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.28)

σ2 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1Ė− k0E

]
(6.29)

σ3 :

[
u
w

]
= H

[
b̈− k1Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.30)

y la ley de control alterna está dada por
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σ4 :



[
ui
wi

]
=

[
ui+1 − q0(ξi − ξi+1)
wi+1 − q0(θ̄i − θ̄i+1)

]
, i = 1, . . . , n− 1

[
un
wn

]
=

[
ξ̇d − q0(ξn − ξd)
θ̇d − q0(θ̄i − θd)

] (6.31)

con Ė = (B ⊗ I2)Cξ − ḃ, H, C son matrices con los valores estimados de cos θi y sin θi donde

C =



cθ1 0 · · · 0

sθ1 0 · · · 0

0 cθ2 · · · 0

0 sθ2 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · cθn
0 0 · · · sθn


∈ R2n×n

Proposición 6.6 Considere el sistema (6.1) en lazo cerrado con la estrategia de control (6.28),
(6.29) o (6.30). Supóngase que (6.20) se cumple y que ξi (t) 6= 0 ∀t ≥ 0. Entonces, los errores de
posición están acotados y además

ĺım
t→∞

ei = 0, ĺım
t→∞

ėi = 0, i = 1, . . . , n.

Prueba 6.6 Definamos la siguiente trasposición de coordenadas

ζ =



ζ1x

ζ1y

ζ2x

ζ2y

...
ζ(2n−1)x
ζ(2n−1)y
ζ(2n)x
ζ(2n)y


=



e1xe1y

ė1x

ė1y

...
enxeny

ėnx

ėny


(6.32)

Es posible definir la velocidad longitudinal ξi, cos θi y sin θi como funciones de estas nuevas coorde-
nadas de la siguiente manera

ξn = ϕun
=

√(
ζ(2n)x + ẋd

)2
+
(
ζ(2n)y

+ ẏd

)2

ξi = ϕui =

√√√√√ n∑
j=i

ζ(2j)x + ẋd

2

+

 n∑
j=i

ζ(2j)y + ẏd

2

i = 1, ..., n− 1

sin θn = ϕsn =
ζ(2n)y

+ ẏd

ϕun

sin θi = ϕsi =

n∑
j=i

ζ(2j)y + ẏd

ϕui

i = 1, ..., n− 1.
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cos θn = ϕcn =
ζ(2n)x

+ ẋd

ϕun

cos θi = ϕci =

n∑
j=i

ζ(2j)x + ẋd

ϕui

i = 1, ..., n− 1.

Ahora, reescribimos las leyes de control (6.28), (6.29) y (6.30) en términos del error de estima-
ción, esto es, sustituimos la matriz H por la diferencia entre la matriz H y una matriz compuesta
por los errores de estimación S

[u
w

]
= (H − S)

[
b̈− k1 (B ⊗ I2) Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.33)[u

w

]
= (H − S)

[
b̈− k1Ė− k0E

]
(6.34)[u

w

]
= (H − S)

[
b̈− k1Ė− k0 (B ⊗ I2) E

]
(6.35)

donde la matriz S se define como

S =



s11 s12 s11 . . . s11 s12 s11 s12 s11 s12
...

. . .
...

0 0 0 . . . s(n−2)1 s(n−2)2 s(n−2)1 s(n−2)2 s(n−2)1 s(n−2)2
0 0 0 . . . 0 0 s(n−1)1 s(n−1)2 s(n−1)1 s(n−1)2
0 0 0 . . . 0 0 0 0 sn1 sn2
− s12
ϕu1

s11
ϕu1

− s12
ϕu1

. . . − s12
ϕu1

s11
ϕu1

− s12
ϕu1

s11
ϕu1

− s12
ϕu1

s11
ϕu1

...
. . .

...
0 0 0 . . . − s(n−2)2

ϕun−2

s(n−2)1

ϕun−2
− s(n−2)2

ϕun−2

s(n−2)1

ϕun−2
− s(n−2)2

ϕun−2

s(n−2)1

ϕun−2

0 0 0 . . . 0 0 − s(n−1)2

ϕun−1

s(n−1)1

ϕun−1
− s(n−1)2

ϕun−1

s(n−1)1

ϕun−1

0 0 0 . . . 0 0 0 0 − sn2

ϕun

sn1

ϕun


∈ R2n×2n

y

Ė =



ϕu1
(ϕc1 − s11) + ϕu2

(s21 − ϕc2)
ϕu1

(ϕs1 − s12) + ϕu2
(s22 − ϕs2)

ϕu2 (ϕc2 − s21) + ϕu3 (s31 − ϕc3)
ϕu2

(ϕs2 − s22) + ϕu3
(s32 − ϕs3)

...
ϕun−1

(
ϕc(n−1)

− s(n−1)1

)
+ ϕun (sn1 − ϕcn)

ϕun−1

(
ϕs(n−1)

− s(n−1)2

)
+ ϕun (sn2 − ϕsn)

ϕun
(ϕcn − sn1)− ẋd

ϕun
(ϕsn − sn2)− ẏd


La dinámica del error (6.4) en lazo cerrado con (6.33), (6.34) y (6.35) está dada, respectivamente,
por

Ë = −k1(B ⊗ I2)Ė− k0(B ⊗ I2)E−D
[
b̈− k1(B ⊗ I2)Ė− k0(B ⊗ I2)E

]
(6.36)

Ë = −k1Ė− k0E−D
[
b̈− k1Ė− k0E

]
(6.37)

Ë = −k1Ė− k0(B ⊗ I2)E−D
[
b̈− k1Ė− k0(B ⊗ I2)E

]
(6.38)

donde D = (B⊗I2)GS. De una forma más compacta, la matriz D puede ser expresada como D = ϕς
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donde

ϕ =


ϕ1 −ϕ2 02 02 . . . 02 02 02
02 ϕ2 −ϕ3 02 . . . 02 02 02
02 02 ϕ3 −ϕ4 . . . 02 02 02
...

. . .
...

02 02 02 02 . . . ϕn−2 −ϕn−1 02
02 02 02 02 . . . 02 ϕn−1 −ϕn
02 02 02 02 . . . 02 02 ϕn

 ,

ς =


ς1 ς1 ς1 ς1 . . . ς1 ς1 ς1
02 ς2 ς2 ς2 . . . ς2 ς2 ς2
02 02 ς3 ς3 . . . ς3 ς3 ς3
...

. . .
...

02 02 02 02 . . . ςn−2 ςn−2 ςn−2
02 02 02 02 . . . 02 ςn−1 ςn−1
02 02 02 02 . . . 02 02 ςn

 ,

02 es una matriz de ceros de 2× 2 y

ϕi =
[
ϕci −ϕsiϕsi ϕci

]
, ςi =

[
si1 si2−si2 si1

]
, i = 1, ..., n

Expresando las dinámicas (6.36), (6.37) y (6.38) en términos de las coordenadas (ζ, s) se tiene

ζ̇ = (K ⊗ I2) ζ + Ψ (ζ, s) (6.39)

donde Ψ (ζ, s) es una perturbación definida como

Ψ (ζ, s) = −D (ζ, s) [(K ⊗ I2) ζ + Ω (ζ, s)] + Λ (ζ, s) (6.40)

con la matriz D definida como D = ϕ̄ς̄ donde

ϕ̄ =



02×4n
02 ϕ1 02 −ϕ2 02 02 . . . 02 02 02

02×4n
02×6 ϕ2 02 −ϕ3 . . . 02 02 02

...
. . .

...
02×4n−6 ϕn−1 02 −ϕn
02×4n

02×4n−2 ϕn


∈ R4n×4n

ς̄ =



02×4n
02 ς1 02 ς1 02 ς1 . . . ς1 02 ς1

02×4n
02×6 ς2 02 ς2 . . . ς2 02 ς2

...
. . .

...
02×4n−6 ςn−1 02 ςn−1
02×4n

02×4n−2 ςn


∈ R4n×4n

con ϕi y ςi definidas anteriormente.
Para el sistema (6.28), las matrices K ∈ R2n×2n, Ω ∈ R4n×1 y Λ ∈ R4n×1 están dadas por

K =


0 1 0 0 0 0 . . . 0 0
−k0 −k1 k0 k1 0 0 . . . 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 −k0 −k1 k0 k1 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 0 0 . . . −k0 −k1
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Ω (ζ, s) =



02×1
−k1 (−ϕu1s1 + 2ϕu2s2 − ϕu3s3)

02×1
−k1 (−ϕu2

s2 + 2ϕu3
s3 − ϕu4

s4)
...

−k1

(
−ϕun−1sn−1 + 2ϕunsn

)
02×1

k1ϕun
sn + m̈



Λ (ζ, s) =



02×1
−k1 (−ϕu1

s1 + 2ϕu2
s2 − ϕu3

s3)
02×1

−k1 (−ϕu2s2 + 2ϕu3s3 − ϕu4s4)
...

−k1

(
−ϕun−1

sn−1 + 2ϕun
sn
)

02×1
k1ϕun

sn


Para el sistema (6.29), las matrices K, Ω Y Λ están dadas por

K =


0 1 0 0 0 0 . . . 0 0
−k0 −k1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 −k0 −k1 0 0 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 0 0 . . . −k0 −k1



Ω (ζ, s) =



02×1
−k1 (−ϕu1

s1 + ϕu2
s2)

02×1
−k1 (−ϕu2

s2 + ϕu3
s3)

...
−k1

(
−ϕun−1

sn−1 + ϕun
sn
)

02×1
k1ϕunsn + m̈



Λ (ζ, s) =



02×1
−k1 (−ϕu1s1 + ϕu2s2)

02×1
−k1 (−ϕu2

s2 + ϕu3
s3)

...
−k1

(
−ϕun−1sn−1 + ϕunsn

)
02×1

k1ϕun
sn


Finalmente, la matriz K para el sistema (6.30) está dada por

K =


0 1 0 0 0 0 . . . 0 0
−k0 −k1 k0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 −k0 −k1 k0 0 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 0 0 . . . −k0 −k1
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con Ω y Λ definidas como en el caso anterior.
Dado que la dinámica del sistema (6.1) en lazo cerrado con (6.5), (6.6) o (6.7) es asintóticamente

estable, entonces existe una función de Lyapunov definida positiva

V̂ = ζTPζ (6.41)

tal que la derivada de (6.41) a lo largo de las trayectorias (6.1)-(6.5), (6.1)-(6.6), (6.1)-(6.7) satisface

˙̂
V = −ζTQζ

donde P y Q son matrices definidas positivas. Simples cálculos muestran que la derivada de (6.41)
a lo largo de (6.39) está dada por

˙̂
V = −ζTQζ + ζTPΨ (ζ, s) + ΨT (ζ, s)Pζ

La perturbación (6.40) puede ser acotada desde arriba como

‖ Ψ (ζ, s) ‖≤ γ1 (‖ s ‖) + γ2 (‖ s ‖) ‖ ζ ‖ (6.42)

donde γ1, γ2 son funciones clase-κ diferenciables en s = 0. Sabiendo que ‖ϕui
‖ 6 ‖ζ‖ + ‖ṁ‖,

∀ i = 1, ..., n,
∥∥D∥∥ 6 ‖ϕ‖ ‖ς‖ donde ‖ϕ‖ =

√
λmáxϕTϕ = µ, ‖ς‖ =

√
λmáxςT ς = η, entonces,∥∥D∥∥ 6 κ ‖s‖ con κ = µη.

Para el caso n = 1 en (6.28), (6.29) y (6.30), las funciones γ1 y γ2 están dadas por

γ1 (‖s‖) = (‖m̈‖+ k1 ‖ṁ‖ ‖s‖+ k1 ‖ṁ‖) ‖s‖
γ2 (‖s‖) = (k0 + 2k1) ‖s‖+ k1 ‖s‖2

Par el caso de n = 2 en (6.28), las funciones γ1 y γ2 son

γ1 (‖s‖) = (κ ‖m̈‖+ 3κk1 ‖ṁ‖ ‖s‖+ 3k1 ‖ṁ‖) ‖s‖
γ2 (‖s‖) = (2κk0 + 2κk1 + 3k1) ‖s‖+ 3κk1 ‖s‖2

Finalmente, ∀ i = 3, ..., n, en (6.28), las funciones γ1 y γ2 se definen como

γ1 (‖s‖) = (κ ‖m̈‖+ 4κk1 ‖ṁ‖ ‖s‖+ 4k1 ‖ṁ‖) ‖s‖
γ2 (‖s‖) = (2κk0 + 2κk1 + 4k1) ‖s‖+ 4κk1 ‖s‖2

Las funciones γ1 y γ2, en (6.29) ∀i = 2, ..., n, están dadas por

γ1 (‖s‖) = (κ ‖m̈‖+ 2κk1 ‖ṁ‖ ‖s‖+ 2k1 ‖ṁ‖) ‖s‖
γ2 (‖s‖) = (κk0 + κk1 + 2k1) ‖s‖+ 2κk1 ‖s‖2

Por último, las funciones γ1 y γ2, en (6.30) ∀i = 2, ..., n, son

γ1 (‖s‖) = (κ ‖m̈‖+ 2κk1 ‖ṁ‖ ‖s‖+ 2k1 ‖ṁ‖) ‖s‖
γ2 (‖s‖) = (2κk0 + κk1 + 2k1) ‖s‖+ 2κk1 ‖s‖2

La derivada de (6.41) a lo largo de (6.39) satisface lo siguiente:

˙̂
V ≤ −λmı́n (Q) ‖ ζ ‖2 +2λmáx (P ) ‖ ζ ‖ (γ1 (‖ s ‖) + γ2 (‖ s ‖) ‖ ζ ‖)

Por las propiedades de sistemas en cascada (Proposición 4.11 de [28]), γ1 ‖ s ‖ y γ2 ‖ s ‖ convergen
a cero y por lo tanto, los errores de posición convergen a cero.

2
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6.4. Simulaciones numéricas
La Figura 6.1 presenta la trayectoria en el plano de tres agentes utilizando la ley de control (6.29)-

(6.31). Los vectores de formación deseado están dados por c32 =
[
−0.4 0

]T y c21 =
[
−0.4 0

]T .
De esta manera, el patrón geométrico que forman los agentes corresponde a una línea horizontal.
Las condiciones iniciales de los agentes se muestran en la Tabla 6.1 y los parámetros del observador
y del controlador se presentan en la Tabla 6.2. La trayectoria deseada es una parábola definida por

m (t) =
[
0.2 sin (ωt) 0.2 sin2 (ωt)

]T donde ω =
2π

T
con T = 10 segundos como el período.

Tabla 6.1: Condiciones iniciales de los agentes.

i = 1 i = 2 i = 3
xi(0) −1 metros −0.43 metros −0.07 metros
yi(0) 0.05 metros −0.03 metros −0.05 metros
ξi(0) 0 0 0
θi(0) 0.34 rad 0.42 rad 0.76 rad

Tabla 6.2: Parámetros del controlador y del observador

Par’ametro Valor
k1 7
k0 12
q0 1
Γ 20
δ 0.02

γ11 (0) 1
γ12 (0) 0
γ21 (0) 1
γ22 (0) 0
γ31 (0) 1
γ32 (0) 0

La Figura 6.2 presenta una comparación entre el ángulo deseado θd y los ángulos estimados de
cada agente θ̄i.

6.5. Conclusiones del capítulo
Para concluir este capítulo, es importante señalar que el diseño del observador se lleva a cabo

independientemente del diseño del controlador para el seguimiento de trayectoria. Por lo tanto, el
observador puede ser usado con cualquier otro controlador. La simulación numérica muestra que
los agentes logran formarse en el patrón geométrico deseado y logran el correcto seguimiento de
la trayectoria a pesar de que las condiciones iniciales de cada agente se encuentran alejadas de la
trayectoria deseada. Al realizar el análisis de convergencia de los errores de posición al utilizar el
observador (6.21) en lazo cerrado con cualquiera de los controles (6.28), (6.29) o (6.30), la teoría
nos indica que los resultados obtenidos son resultados globales. Esto quiere decir que los agentes
convergen a la formación deseada y a la trayectoria deseada, independientemente de la posición donde
se encuentren. Por supuesto que diferentes problemas surgen cuando este método se implementa en
los experimentos en tiempo real.



6.5 Conclusiones del capítulo 75

−1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

x (m)

y 
(m

)

 

 (x
1
,y

1
)

(x
2
,y

2
)

(x
3
,y

3
)

(x
d
,y

d
)

Segundo seguidor

Primer seguidor

Líder

Figura 6.1: Trayectoria en el plano de los agentes utilizando el control (6.29)-(6.31)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

tiempo (s)

án
gu

lo
 (

ra
d)

 

 
θ

1
 estimado

θ
2
 estimado

θ
3
 estimado

θ
d

Figura 6.2: Ángulos estimados de los agentes.



76 6 Estimación de la orientación de un sistema multi-agente



Capítulo 7

Resultados experimentales

Este capítulo presenta los resultados experimentales de las leyes de control definidas en los
capítulos anteriores. En la primera parte se describe los diferentes elementos que componen a la
plataforma experimental. Posteriormente se presentan algunos experimentos relacionados con la
configuración del tráiler y la emulación del pivote deslizante, así como la emulación de la traslación
y rotación de un cuerpo rígido evadiendo un obstáculo fijo y por último un experimento donde se
estima la orientación del sistema multi-agente.

7.1. Plataforma experimental
Los experimentos se llevaron a cabo en una plataforma compuesta por tres robots móviles del tipo

uniciclo modelo AmigoBot (Figura 7.1) manufacturados por la empresa MobileRobots Inc. Cada uno
de estos robots tiene colocados en su parte superior una serie de marcadores infrarrojos los cuales
forman una figura geométrica de tal manera que el centroide de esta figura coincida con el punto
medio del eje de las ruedas de cada robot.

Figura 7.1: Robots móviles del tipo AmigoBot.

La posición y orientación de cada uno de los robots se obtiene a través de un sistema de visión
conformado por 12 cámaras modelo Flex 13 (Figura 7.2) fabricadas por la empresa Natural Point
repartidas en un área de 3.6 × 4.8 metros a una altura de 3.7 metros. Éstas cámaras cuentan con
una resolución de 1280× 1024 a una frecuencia de 120 cuadros por segundo. Para que un objeto sea
detectado, éste debe de contar con un mínimo 3 marcadores y al menos 3 cámaras deben de localizar
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al objeto dentro de su rango de visión. Las cámaras y el software asociado calculan la posición
y orientación de cada robot. Ésta información es enviada a una computadora y es desplegada en
pantalla a través del software propio de las cámaras llamado Motive.

Figura 7.2: Cámara modelo Flex 13.

Las leyes de control son calculadas en Visual C++ usando las librerias Aria, las cuales estan
diseñadas para comunicarse con los AmigoBots. Para realizar la comunicación entre el software
Motive y Visual C++ se utiliza el protocolo de comunicación VRPN. Por último, las velocidades
de cada rueda son enviadas a los robots por medio de comunicación Wi-Fi a través de la siguiente
transformación [

vri
v`i

]
=

1

2

[
2 D̂

2 −D̂

] [
vi
wi

]
, i = 1, ...n,

donde vri y v`i es la velocidad lineal de la rueda derecha e izquierda, respectivamente y D̂ = 28 cm
es la longitud del eje de las ruedas.

7.2. Emulación del movimiento de traslación y rotación
La Figura 7.3 muestra el comportamiento en el plano de tres agentes utilizando la ley de control

(4.8) y el vector de posición relativo deseado dado por (3.3). La trayectoria deseada es una Lem-
niscata de Gerono dada por m (t) =

[
0.5 sin (2ωt) 1.5 cos(ωt)

]T donde ω = 2π
60 . La distancia del

punto medio del eje de las ruedas al punto frontal es ` = 0.1 metros y las ganancias se establecieron
en k = 1, km = 2.5. Las condiciones iniciales son, para el robot líder

[
p3(0) q3(0) θ3(0)

]T
=[

0.033 1.59 0.032
]T y para los seguidores

[
p2(0) q2(0) θ2(0)

]T
=
[
−0.275 1.24 0.715

]T ,[
p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=
[
−0.429 1.84 0.524

]T . La posición de los puntos frontales de los ro-
bots forman un triángulo de 0.5 metros por lado generando un vector de posición estático de la
siguiente forma

C31 =

 −0.5 cos
(π

6

)
0.5 sin

(π
6

)  , C32 =

 −0.5 cos
(π

6

)
−0.5 sin

(π
6

) 
Como se puede apreciar, en la Figura 7.3a, y 7.3b los tres robots mantienen la formación tipo
triángulo mientras el líder sigue la trayectoria deseada. De esta manera los agentes se comportan
como si fueran una estructura rígida.

La Figura 7.4, presenta los errores de posición de los tres agentes, los cuales se mantienen oscilando
alrededor de cero. La razón de éstas oscilaciones se debe a inevitables errores de medición al colocar
los marcadores infrarrojos, originando que el centroide de la figura formada por los marcadores no
coincida exactamente con el punto medio del eje de las ruedas.

La Figura 7.5 presenta la velocidad de las ruedas de cada uno de los robots para realizar y lograr
el seguimiento de la trayectoria.



7.3 Configuración n−tráiler estándar 79

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x (m)

y 
(m

) (p
1
,q

1
) Robot 1

(p
2
,q

2
) Robot 2

(p
3
,q

3
) Robot 3 Líder

(a)

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x (m)

y 
(m

)

(p
1
,q

1
) Robot 1

(p
2
,q

2
) Robot 2

(p
3
,q

3
) Robot 3 Líder

(b)

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x (m)

y 
(m

)

Deseada

(p
1
,q

1
) Robot 1

(p
2
,q

2
) Robot 2

(p
3
,q

3
) Robot 3 Líder

Posición Final

Posición Inicial

(c)

Figura 7.3: Movimiento en el plano de los agentes. (a) Trayectoria cuando t = 20 segundos. (b)
Trayectoria cuando t = 40 segundos. (c) Trayectoria cuando t = 60 segundos.

7.3. Configuración n−tráiler estándar
La Figura 7.6 presenta el movimiento en el plano de tres agentes emulando el comportamiento

de un tráiler estándar al utilizar la ley de control (4.4) con el vector de posición relativa deseado
definido en (3.6) estableciendo el parámetro d = 0. La trayectoria de marcha para el agente lí-

der es una Lemniscata de Gerono dada por m(t) =
[
2 cos (ωt) 1.5 sin (2ωt)

]T donde ω =
2π

T
con

T = 60 segundos es el período. Las condiciones iniciales son, para el líder
[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=[

1.044 −0.071 0.338
]T y para los seguidores,

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
−0.26 −0.22 −0.27

]T ,[
x2(0) y2(0) θ2(0)

]T
=
[
0.432 −0.295 0.174

]T . Los parámetros de diseño son k = km = 2 y la
distancia entre agentes es ` = 0.6 metros. La distancia ` se escogió de tal manera que exisitiera un
espacio entre cada agente para evitar posibles colisiones. Se puede apreciar que los agentes seguidores
pierden totalmente el seguimiento de la trayectoria realizada por el agente líder. Esto se debe a dos
aspectos. Primero, consiste en que el tráiler físico presenta efectos de sobreviraje (los remolques se
mantienen en el lado interno de la trayectoria del líder), fenómeno que es reproducido por el grupo de
agentes. El segundo aspecto se debe a que las distancias entre los agentes son relativamente grandes.
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Figura 7.4: Error de posición de los agentes. (a) Error de posición robot 3. (b) Error de posición
robot 2. (c) Error de posición robot 1.

7.4. Emulación de pivote deslizante en un tráiler estándar

La Figura 7.7 muestra la comparación entre una simulación numérica y un experimento de tres
agentes emulando el comportamiento de un tráiler estándar con pivote deslizante utilizando la ley de
control (4.4) con el vector de posición relativa deseado definido en (3.10) estableciendo el parámetro
d = 0. La trayectoria para el líder, las condiciones iniciales y los parámetros de diseño son los mismos
al experimento anterior. El comportamiento de los agentes en la simulación numérica es similar al
comportamiento presentado en el experimento permitiéndonos validar la ley de control (4.4).

Comentario 7.1 En la Figura 7.7 se puede apreciar que en los bordes de la Lemniscata de Gerono
existe un desvío de la trayectoria por parte de los agentes seguidores. Esto sucede debido a que el
análisis efectuado para obtener la distancia deslizante (3.14) está basado en circunferencias; es decir,
se aproximan trayectorias de curvatura variable mediante circunferencias, lo que da como resultado
un pequeño desvío del seguimiento de la trayectoria por parte de los agentes seguidores.

Comparando la Figura 7.6 con la Figura 7.7 se observa que los efectos de sobreviraje se reducen
considerablemente por lo que los agentes seguidores no se desvían demasiado de la trayectoria del
líder. Para eliminar completamente los efectos de sobreviraje, la distancia ` entre agentes debe ser
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Figura 7.5: Señales de control para los robots. (a) Control robot 3. (b) Control robot 2. (c) Control
robot 1.

pequeña. Esto en la práctica resulta difícil de llevar acabo debido a las restricciones físicas que los
robots poseen.

La Figura 7.8 presenta los errores de posición para los tres agentes, los cuales se mantienen
oscilando alrededor de cero. Éstas oscilaciones se atribuyen a inevitables errores de medición al
colocar los marcadores infrarrojos.

La Figura 7.9 presenta la velocidad de las ruedas de cada uno de los robots para realizar y lograr
el seguimiento de la trayectoria.

En la Figura 7.10 se muestran las distancias deslizantes S32 y S21. Como se puede observar las
distancias deslizantes son tanto positivas como negativas. Esto se debe a que los agentes giran tanto
en sentido horario como en sentido antihorario.

7.5. Emulación de pivote deslizante en un tráiler general

La Figura 7.11 presenta el movimiento en el plano de tres agentes emulando el comportamiento
de un tráiler general con pivote deslizante utilizando la ley de control (4.4) con el vector de posición
relativa deseado definido en (3.10) estableciendo el parámetro d = 0.2 metros y el punto frontal ` =
0.3 metros. La trayectoria de marcha para el agente líder es una margarita de cuatro pétalos dada por

m(t) =
[
2 sin (2ωt) cos (ωt) 2 sin (2ωt) sin (ωt)

]T donde ω =
2π

T
con T = 60 segundos es el período.
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Figura 7.7: Movimiento en el plano de los agentes al utilizar la posición del pivote deslizante.

Las condiciones iniciales para el líder son
[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=
[
−0.41 −0.26 0.225

]T y
para los seguidores

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
−1.69 −0.2 −.18

]T , [x2(0) y2(0) θ2(0)
]T

=[
−1.09 −0.34 0.14

]T
En la Figura 7.12 se muestran las distancias deslizantes S32 y S21. En este caso las distancias

deslizantes son positivas. Esto se debe a que los agentes solo giran en sentido sentido antihorario.

7.6. Tiempo discreto
La Figura 7.13 presenta la trayectoria en el plano de los agentes. La trayectoria deseada es un

rectángulo de 0.9 metros de largo y 0.45 metros de ancho, con las esquinas redondeadas rc = 0.1
metros y una velocidad longitudinal µ = a

ts
donde a = 2.5283 metros es la longitud total de la

trayectoria y ts = 60 segundos es el tiempo que requiere la trayectoria en ser completada. La Tabla
7.1 presenta la exacta parametrización de la trayectoria deseada donde b = −0.12 es la distancia
medida desde el eje horizontal. En este experimento, hemos usado t1 = 8.3059, t2 = 12.0336,
t3 = 17.9664, t4 = 21.6941, t5 = 38.3059, t6 = 42.0336, t7 = 47.9664, t8 = 51.6941 y t9 = 60.
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Figura 7.8: Error de posición de los agentes. (a) Error de posición robot 3. (b) Error de posición
robot 2. (c) Error de posición robot 1.

En este caso escogimos la emulación de un tráiler estándar usando la ley de control (4.13) con
un período de muestreo de T = 0.2 segundos. Los parámetros son kf = 0.4, km = 0.85, `1 =
`2 = 0.1 m, `3 = 0.5 m, C21 = 0.1 m, C32 = 0.05 m. Las condiciones iniciales para el líder son[
p3(0) q3(0) θ3(0)

]T
=
[
0.46 −0.16 0.33

]T , y para los seguidores
[
p2(0) q2(0) θ2(0)

]T
=[

0.36 −0.26 0.59
]T , [p1(0) q1(0) θ1(0)

]T
=
[
0.23 −0.42 0.54

]T .
La Figura 7.14 muestra la norma del error de posición y del error de formación. Como puede

verse en la Figura 7.14, el error de posición y el error de formación no converge exactamente a cero.
Esto se debe a diferentes razones:

Dinámicas no consideradas en el modelo, tal como la inercia del robot y la frición.

Algunos fenómenos no lineales como la presencia de zonas muertas.

El período de muestreo es relativamente largo.

7.7. Evasión de obstáculos
La Figura 7.15 presenta la comparación entre una simulación numérica y un experimento en

tiempo real del comportamiento en el plano de dos agentes ante la pesencia de un obstáculo fijo
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Figura 7.9: Señales de control para los robots. (a) Control robot 3. (b) Control robot 2. (c) Control
robot 1.

utilizando la gráfica de formación G1. El agente líder sigue una trayectoria definida por m (t) =[
1.6 cos (ωt) 0.8 sin (ωt)

]T con ω = 2π
60 . El punto frontal de cada agente, ` = 0.15 metros, forma

una línea paralela al eje X. El vector de posición relativo deseado es c21 =
[
0.5 0

]T . Las condiciones
iniciales para los agentes son

[
p1(0) q1(0)

]T
=
[
1.42 0.1

]T , [p2(0) q2(0)
]T

=
[
1.25 0.07

]T y
para el obstáculo

[
xo yo

]T
=
[
−0.2 0.6

]T . Tomando en cuenta que

(i) el obstáculo se encuentra fijo, entonces su velocidad está dada por µ = 0,

(ii) la velocidad de la trayectoria deseada se encuentra acotada, η = 0.17,

(iii) el parámetro de diseño se ajustó a k = 1,

(iv) la mínima distancia permitida entre cualquier agente y el obstáculo es D = 0.5 metros,

entonces el parámetro ε1 > 5.99, ε2 > 3.16 por lo tanto se eligió ε1 = 6.2 y ε2 = 3.5.
El patrón geométrico se pierde cuando hay una posible colisión entre cualquier agente y el obs-

táculo. Los agentes se alinearán de nuevo al patrón geométrico cuando todos los agentes evadan
al obstáculo. Esto se aprecia mejor en la Figura 7.16, donde el error de posición entre el líder y la
trayectoria deseada se incrementa cuando hay riesgo de colisión con el obstáculo. Algo similar sucede
con el error de formación entre el agente seguidor y el líder.
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Figura 7.10: Distancias deslizantes del tráiler estándar.
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Figura 7.11: Movimiento en el plano de los agentes al utilizar la posición del pivote deslizante.

La Figura 7.17 muestra la distancia entre los agentes y el obstáculo. Note que en la simulación
numérica la distancia entre los agentes y el obstáculo siempre es mayor o igual a la distancia mínima
permitida D = 0.5 metros. Por otro lado, en el experimento en tiempo real, la distancia entre los
agentes y el obstáculo es menor que la distancia mínima permitida. Esto se debe a que el modelo
cinemático no toma en cuenta efectos dinámicos como la masa, la inercia y la fricción. A pesar
de estas diferencias, los agentes evaden al obstáculo, convergen al patrón geométrico y siguen la
trayectoria deseada.

7.8. Estimación de la orientación
La Figura 7.18 muestra un experimento en tiempo real de las trayectorias en el plano de dos

agentes al utilizar la ley de control (6.28) y (6.31). La trayectoria deseada es una parábola definida
como m(t) =

[
−0.5 + sin (ωt) −1 + 2.5 sin2 (ωt)

]T donde ω = 2π
T con T = 70 segundos es el

período. El vértice de la parábola se localiza en (−0.5,−1). La trayectoria deseada parte del vértice
hacia la esquina superior derecha, posteriormente la esquina superior izquierda y finalmente regresa
al vértice. Se escogió esta trayectoria debido a que, –en nuestra opinión– representa una de las
condiciones de operación menos favorables de la ley de control en combinación con el observador
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Figura 7.13: Trayectoria en el plano de los agentes con T = 0.2 segundos.

de orientación. Específicamente, cuando los agentes se aproximan a cualquiera de las esquinas de la
parábola, la velocidad longitudinal de ambos tiende a cero. A pesar de que, en las esquinas de la
parábola, la trayectoria deseada sufre un cambio brusco de dirección de π radianes, los agentes logran
el seguimiento de trayectoria manteniendo la configuración geométrica deseada. Las condiciones
iniciales del agente seguidor son

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
−.6391 −1.571 0.2

]T y para el líder
son

[
x2(0) y2(0) θ2(0)

]T
=
[
−.6188 −1.112 0.1617

]T . Los parámetros de control son k1 = 3,
k0 = 2, q0 = 1. El umbral de conmutación es δ = 0.05, los parámetros del observador son: Γ1 = 40,
Γ2 = 25 y las condiciones iniciales del observador son γ11(0) = 1, γ12(0) = 0, γ21(0) = 1 y γ22(0) = 0.
El vector relativo de posiciones deseado está dado por

c21 =

[
0
−0.5

]
.

Con esta elección en particular, el punto medio del eje de las ruedas de cada agente está alineado
en una línea vertical, y los agentes están separados una distancia de 0.5 metros. Como se explicó
anteriormente, las desviaciones presentadas en las esquinas de la parábola por parte de los agentes
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Tabla 7.1: Parametrización de la trayectoria deseada

Intervalo de tiempo Parametrización
0 ≤ t < t1 xd = µt; yd = b

t1 ≤ t < t2 xd = t1µ+ rc sin

[
π (t− t1)

2 (t2 − t1)

]
; yd = b− rc

[
1− cos

(
π (t− t1)

2 (t2 − t1)

)]
t2 ≤ t < t3 xd = t1µ+ rc; yd = b− rc − µ (t− t2)

t3 ≤ t < t4 xd = t1µ+ rc cos

[
π (t− t3)

2 (t4 − t3)

]
yd = b− µ ∗ (t3 − t2) + rc

[
1 + sin

(
π (t− t3)

2 (t4 − t3)

)]
t4 ≤ t < t5 xd = (t1 + t4 − t)µ; yd = b− µ (t3 − t2)− 2rc

t5 ≤ t < t6 xd = (t1 + t4 − t5)µ− rc sin

[
π (t− t5)

2 (t6 − t5)

]
yd = b− µ (t3 − t2)− rc

[
1 + cos

(
π (t− t5)

2 (t6 − t5)

)]
t6 ≤ t < t7 xd = (t1 + t4 − t5)µ− rc]; yd = b− µ (t3 − t2 + t6 − t)− rc
t7 ≤ t < t8 xd = (t1 + t4 − t5)µ− rc cos

[
π (t− t7)

2 (t8 − t7)

]
yd = b− µ (t3 − t2 + t6 − t7)− rc

[
1− sin

(
π (t− t7)

2 (t8 − t7)

)]
t8 ≤ t ≤ t9 xd = (t1 + t4 − t5 − t8 + t)µ; yd = b− µ (t3 − t2 + t6 − t7)

surgen debido a la lenta convergencia del observador.

Comentario 7.2 El agente seguidor presenta un mayor error de seguimiento cuando, en las es-
quinas de la parábola, gira para poder continuar con el seguimiento de la trayectoria. Esto se debe
a dos aspectos. El primero consiste en que existe un cambio brusco de dirección de π radianes. El
segundo aspecto tiene que ver con que el error se transmite de un agente a otro. Esto quiere decir
que, debido a que el agente líder presenta un error de seguimiento cuando está girando en las es-
quinas de la parábola, este error se transmite al agente seguidor debido a que el seguidor no conoce
información de la trayectoria deseada. Por lo tanto, si tuviéramos un grupo de agentes mayor, este
error se acumularía y se veria reflejado en la trayectoria de cada agente. Una manera de reducir
la propagación del error sería considerar que los agentes conozcan información de la trayectoria de
marcha pero dejaría de considerarse como un sistema descentralizado.

Las velocidades longitudinales de la rueda derecha y de la rueda izquierda de ambos agentes
se presentan en la Figura 7.19. En color verde, se visualiza una onda cuadrada que simboliza los
intervalos de tiempo en los cuales se realiza la conmutación entre leyes de control.

En la Figura 7.20 se visualiza los ángulos de orientación estimados los cuales presentan un
valor cercano al ángulo de orientación deseado θd permitiendo validar el observador de orientación
propuesto en el Capítulo 7.

La Figura 7.21 muestra un experimento en tiempo real de las trayectorias en el plano de tres
agentes al usar la ley de control (6.29) y (6.31). La trayectoria deseada es una Lemniscata de Gerono
de 2 metros de largo y 1 metro de ancho y está definida como m(t) =

[
−1 + cosφd 0.5 sin (2φd)

]T
donde φd (t) = −48π

(
t
tf

)5

+120π
(
t
tf

)4

−100π
(
t
tf

)3

+30π
(
t
tf

)2

es un polinomio de quinto orden

con las siguientes condiciones: φd (0) = 0, φ̇d (0) = 0, φd
(
tf
2

)
= π, φ̇d

(
tf
2

)
= 0, φd (tf ) = 2π,

φ̇d (tf ) = 0. En este caso, tf = 60 segundos y 0 ≤ t ≤ 60 segundos. Con esta elección, t =
tf
2

y t = tf , la velocidad longitudinal de cada agente tiende a cero. Las condiciones iniciales para los
agentes seguidores son

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
0.8515 1.003 0.38

]T , [x2(0) y2(0) θ2(0)
]T

=[
0.3013 −1.007 0.36

]T y para el líder son
[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=
[
0.151 −0.0844 0.74

]T .
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Figura 7.14: (a) Error de posición del líder. (b) Error de formación de R2. (c) Error de formación
de R1.

Los parámetros de control son k1 = 3, k0 = 2, q0 = 1. El umbral de conmutación está dado por
δ = 0.02, los parámetros del observador son: Γ1 = 20, Γ2 = 25 y Γ3 = 40. Las condiciones iniciales
para el observador son: γ11(0) = 1, γ12(0) = 0, γ21(0) = 1, γ22(0) = 0 y γ31(0) = 1, γ32(0) = 0. El
vector relativo de posiciones deseado está dado por

c21 =

[
0.5
2

]
, c32 =

[
0.5
−1

]
.

Con esta elección, el punto medio del eje de las ruedas de cada agente forman un triángulo
escaleno.

Las velocidades longitudinales de la rueda derecha y de la rueda izquierda de cada agente se
presentan en la Figura 7.22. Claramente se visualiza la conmutación entre las leyes de control por
medio de una onda cuadrada, tomando en cuenta que la ley de control (6.29) es la que permanece
activa por mas tiempo.

La Figura 7.23 presenta los ángulos de orientación estimados los cuales tiene un valor aproximado
al ángulo de orientación deseado θd permitiendo de esta manera validar el observador de orientación
presentado en el Capítulo 6.

La Figura 7.24 muestra un experimento en tiempo real de las trayectorias en el plano de tres
agentes al utilizar la ley de control (6.30) y (6.31). La trayectoria deseada es una Lemniscata de Ge-
rono de 2 metros de largo por 1 metro de ancho y está definida como m(t) =

[
cosφd 0.5 sin (2φd)

]T
donde φd (t) = −768π

(
t
tf

)5

+ 960π
(
t
tf

)4

− 400π
(
t
tf

)3

+ 60π
(
t
tf

)2

cuando 0 ≤ t <
tf
2 y φd (t) =

−768π
(
t
tf

)5

+ 2880π
(
t
tf

)4

− 4240π
(
t
tf

)3

+ 3060π
(
t
tf

)2

− 180π t
tf

+ 150π cuando tf
2 ≤ t ≤ tf .

φd(t) es un polinomio de quinto orden con las siguientes condiciones: φd (0) = 0, φ̇d (0) = 0,
φd

(
tf
4

)
= π

2 , φ̇d
(
tf
4

)
= 0, φd

(
tf
2

)
= π, φ̇d

(
tf
2

)
= 0, φd

(
3
4 tf
)

= 3
2π, φ̇d

(
3
4 tf
)

= 0, φd (tf ) = 2π,

φ̇d (tf ) = 0. En este caso, tf = 60 segundos. Cuando t =
tf
4
, t =

tf
2 , t = 3

4 tf y t = tf la
velocidad longitudinal de los tres agentes tiende a cero. Las condiciones iniciales de los agen-
tes seguidores son

[
x1(0) y1(0) θ1(0)

]T
=
[
0.3932 0.8586 0.0861

]T , [x2(0) y2(0) θ2(0)
]T

=
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Figura 7.15: Trayectoria en el plano de dos agentes evadiendo un obstáculo fijo.

[
1.361 0.8754 −0.1082

]T y para el líder
[
x3(0) y3(0) θ3(0)

]T
=
[
0.7977 −0.0246 −0.0474

]T .
Los parámetros de control están dados por k1 = 3, k0 = 2, q0 = 1. El umbral de conmutación es
δ = 0.02, los parámetros del observador son: Γ1 = 20, Γ2 = 25 y Γ3 = 30. Las condiciones iniciales
para el observador están dadas por: γ11(0) = 1, γ12(09 = 0, γ21(0) = 1, γ22(0) = 0 y γ31(0) = 1,
γ32(0) = 0. El vector relativo de posiciones deseado está dado por

c21 =

[
−1
0

]
, c32 =

[
0.5
1

]
.

Con esta elección, el punto medio del eje de las ruedas de cada agente forman un triángulo
isósceles.

Las velocidades longitudinales de la rueda derecha y rueda izquierda de cada agente se muestran
en la Figura 7.25. La conmutación entre leyes de control es claramente visible y está representada
por una onda cuadrada de color verde.

La Figura 7.26 presenta los ángulos de orientación estimados los cuales son similares al ángulo de
orientación deseado θd, permitiendo validar el observador de orientación presentado en el Capítulo
7.
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Figura 7.16: (a) Error de formación entre el seguidor y el líder. (b) Error de posición entre el líder
y la trayectoria deseada.
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Figura 7.18: Trayectoria de los agentes en el plano.
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Figura 7.19: Señales de control para los agentes. (a) Señales de control para el líder. (b) Señales de
control para el seguidor.
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Figura 7.21: Trayectoria de los agentes en el plano.
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Figura 7.22: Señales de control para los agentes. (a) Señales de control para el líder. (b) Señales de
control para el primer seguidor. (c) Señales de control para el segundo seguidor.
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Figura 7.23: Ángulos de orientación.
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Figura 7.24: Trayectoria en el plano de los agentes.
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Figura 7.25: Señales de control para los agentes. (a) Señales de control para el líder. (b) Señales de
control para el primer seguidor. (c) Señales de control para el segundo seguidor.
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Capítulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se diseñaron vectores de formación variantes e invariantes en el tiempo para
emular el movimiento traslacional y rotacional de estructuras rígidas así como la configuración del
n−tráiler y de un mecanimso de pivote deslizante, utilizando el modelo cinemático de un grupo
de robots móviles tipo uniciclo. La ley de control propuesta está basada en funciones potenciales
atractivas. A pesar de la sencillez de esta ley de control, se demuestra que es posible emular los
comportamientos antes mencionados cambiando solamente los vectores de posición y velocidad co-
rrespondientes. Para el caso de la configuración del n−tráiler, se comparararon las trayectorias, las
velocidades lineales y los ángulos de orientación entre el sistema físico de un tráiler y el emulado por
el grupo de agentes, además de que se se hacen evidentes los desvíos en la trayectoria. Los errores de
posición y de formación convergen a cero, esto es que el agente líder logra el correcto seguimiento de
la trayectoria y los seguidores se alinean en el patrón geométrico deseado. Cuando se introduce en la
ley de control las expresiones correspondientes al pivote deslizante, se reducen significativamente los
efectos de desvío en la trayectoria. El motivo por el cual no se eliminan completamente estos efectos
se debe a que el análisis para obtener la expresión que determina la posición del pivote deslizante
está basada a partir de circunferencias y, los casos presentados en este trabajo, son traycetorias
con curvatura variable. La posición del pivote deslizante puede ser tanto positiva como negativa.
Esto depende si los agentes giran en sentido horario o antihorario. Se demuestra que la función
que determina la posición del pivote deslizante es cero cuando dos agentes consecutivos se mueven
con el mismo ángulo de orientación. Una aplicación de nuestro enfoque, es el de usar este tipo de
sistemas multi-agente en ambientes concurridos, donde la operación del tráiler físico sería peligrosa
o imposible.

Es importante señalar que el desempeño expuesto por la ley de control basada en el modelo
discreto es comparable con el desempeño de la ley de control en tiempo continuo, a pesar de que
en el primer caso se utiliza una frecuencia de muestreo de 20 veces más lento que en el último caso.
Por lo tanto, este tipo de leyes de control de tiempo discreto serían adecuados para la aplicación en
robots móviles que cuenten con sistemas embebidos dentro del robot. Este es un tema abierto para
futuras investigaciones.

Para la evasión de colisiones, cambiamos ligeramente la ley de control de tal manera que la
velocidad de cada agente se mantuviera acotada. Esto se realiza utilizando funciones saturadas.
Además agregamos a la ley de control un campo vectorial repulsivo el cual está diseñado de tal
manera que presenta un foco inestable centrado en la posición de los obstáculos. Se demuestra que si
la velocidad de la trayectoria, la velocidad del obstáculo y la velocidad de cada agente están acotadas,
entonces es posible diseñar un parámetro εi que permita asegurarnos que los agentes se mantendrán
a una distancia del obstáculo, logrando así la evasión de obstáculos. Se analizaron dos casos. El
primer caso consisitió en que cada agente poseé su propio campo repulsivo permitiendo evadir los
obstáculos de manera individual. Sin embargo, el patrón geométrico se pierde cuando cualquiera de
los agentes seguidores está en peligro de colisión. En el segundo caso, el líder es el único agente con
campo repulsivo permitiendo a los agentes preservar el patrón geométrico aun cuando se encuentren
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en peligro de colisión. Extendemos el caso de evsión de colisiones a agentes de segundo orden y se
realiza una comparación entre agentes modelados por un doble integrador y con los ecuaciones de
movimiento del dron Parrot 2.0.

Para dotar de cierta autonomía a nuestro sistema multi-agente, se propuso un observado utili-
zando la técnica de Inmersión e Invarianza para estimar el ángulo de orientación de cada agente.
En este caso, se utiliza el modelo cinemático extendido de los uniciclos. La desventaja que presenta
este enfoque es que la matriz de desacoplamiento no está definidad cuando la velocidad longitudinal
de cada agente es cero. Para resolver este problema, se propone que las salidas del sistema sean la
velocidad longitudinal y la orientación de cada agente. Se establece un parámetro para determinar el
cambio entre leyes de control. El error de observación converge a cero lentamente cuando la veloci-
dad longitudinal de cada agente tiende a cero. Esto se observa en el experimento donde se escogió la
trayectoria de una parábola, la cual representa una de las condiciones de operación menos favorables
para la ley de control. Específicamente, cuando los agentes se aproximan a cualquiera de las esquinas
de la parábola, la velocidad longitudinal de ambos tiende a cero. A pesar de que, en las esquinas de
la parábola, la trayectoria deseada sufre un cambio brusco de dirección de π radianes, los agentes
logran el seguimiento de trayectoria manteniendo la configuración geométrica deseada.

Como trabajo futuro, se propone dotar de autonomía a los agentes así como de realizar tareas
más complejas, como por ejemplo, la tarea de estacionar o coordinar a varios tráilers emulados por el
sistema multi-agente. Estudiar el problema de evasión de colisiones con más obstáculos y las posibles
colisiones entre los agentes y extender estos resultados a agentes de segundo orden así como tomar
en cuenta a agentes que se muevan en el espacio.
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