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Resumen

En este trabajo se propone una técnica de control de orden fraccional por re-
gimenes deslizantes, para sistemas nolineales de segundo orden y ademés se
da una aplicacién de un cuadrirotor para probar las caracteristicas de dicho
control. Se brinda una prueba de estabilidad para dicho control, el cual pu-
de tener perturbaciones desconocidas pero acotadas. También se muestran
resultados en simulacion numérica y experimentales, con el cuadrirotor co-
mo plataforma. Ademas se brinda una comparacién con un control de orden
entero por regimenes deslizantes, para investigar las ventajas y desventajas
del control de orden fraccional utilizado. En particular se implementa un
método numérico para calcular la derivada fraccional de la funcién signo,
utilizada en este trabajo de tesis.
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Abstract

In this thesis a Fractional Order Sliding Mode Control is proposed, for a
Nolinear System of Second Order and we give an application of a Quadro-
tor, in order to test the characteristics of this control scheme. We give a
proof of stability for such control, which may have unknown but bounded
perturbations. We give simulation and experimental results of the quadro-
tor platform. We also make a comparison between the FOSMC and the
IOSMC(Integer Order Sliding Mode Control), in order to set advantages
and disadvantages of the FOSMC. In particular it is implemented a nu-
merical method in order to compute the fractional derivative of the sign
function used in this thesis.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presenta una introducciéon a los vehiculos aéreos no-tripulados,
con enfasis en los cuadricopteros también conocidos como cuadrirotores. Se describe
el problema a resolver y los objetivos que se requieren alcanzar para resolverlo. Fi-
nalmente, se mencionan las aportaciones y se da una explicaciéon de la organizacion
de la tesis.

1.1. Sistemas Aéreos No-Tripulados.

Los Sistemas Aéreos No-Tripulados han tenido un gran desarrollo durante la ulti-
ma década, tanto en actividades de investigacion como en la industria, debido a sus
diversas aplicaciones, que van desde actividades recreacionales hasta operaciones de
rescate en ambientes donde es peligroso para el ser humano [1].

Los vehiculos aéreos no-tripulados existen en un amplio rango que va desde vehiculos
que pesan 10 toneladas y con una envergadura de 10 metros hasta micro-vehiculos
que pesan pocos gramos y con una envergadura de pocos milimetros|1].

Existen dos tipos de vehiculos aéreos no-tripulados, los de ala fija y los de ala rotati-
va. Una ventaja de los vehiculos de ala fija es que pueden recorrer largas distancias,
mientras que los de ala rotativa poseen mayor maniobrabilidad|2].

Uno de los tipos més populares de vehiculos aéreos no tripulados es el cuadricoptero
también conocido como cuadrirotor. Una de las razones por las que es tan popular
entre ingenieros e investigadores, es la estructura mecéanica simple del cuadrirotor, en
comparacion con un helicoptero que posee un plato-ciclico,el cual es una estructura
mecanica compleja,un cuadrirotor no tiene que compensar los torques giréscopicos
creados por los motores|1].



) 1 Introduccién

Un cuadrirotor consiste en cuatro motores montados en los extremos de una estruc-
tura en forma de cruz[l|. Como el que se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Cuadrirotor Mavic Pro DJI ®).

Para explicar el funcionamiento del cuadrirotor se debe introducir el concepto de
arrastre aerodinamico, el arrastre es una fuerza mecanica que se opone al movimiento
de cualquier objeto a través de un fluido. En este caso el cuadrirotor pasa a través
del aire. Este arrastre aerodindmico se produce debido a la diferencia de velocidad
del cuadrirotor y el aire. Primero se debe vencer este arrstre aerodinamico y el peso
del cuadrirotor, para poder ponerlo en movimiento[3].

El empuje es la fuerza generada por las hélices, que contraresta el arrastre aerdinami-
co. Este empuje permite al cuadrirotor viajar a través del aire, el cual es un fluido. Las
hélices del cuadrirotor generan una fuerza de levantamiento, usando dos principios|3]:

» Tercera ley de Newton: Se genera un levantamiento en la parte inferior de la
hélice, debido a que una masa de aire es empujada hacia abajo y de regreso|3].

= El efecto Coanda: Se genera una diferencia de presiéon en la parte superior de la
hélice y la parte inferior, lo cual genera una fuerza de levantamiento|3].

Esta fuerza de levantamiento debe ser mayor al peso del cuadrirotor. El vuelo sus-
pendido de un cuadrirotor se obtiene satisfaciendo tres restricciones|3:

» Los cuatro motores deben girar a la misma velocidad|3].
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= La velocidad de rotacién debe ser suficiente para que el cuadrirotor genere una
fuerza de levantamiento que contrareste su peso, pero no tan fuerte como para
que el cuadrirotor siga levantandose indefinidamente|3].

= Se debe cancelar el efecto del torque producido por los motores, de otra manera
el cuadrirotor tendera a girar|[3].

1.2. Planteamiento del problema.

El vuelo auténomo de vehiculos aéreos no tripulados (UAV por sus siglas en inglés) se
requiere en varias situaciones como bisqueda urbana, misiones de rescate, vigilancia
y vuelos en formacion, entre otras [4],[5],[6]. El despegue, el vuelo estacionario, la
navegacion y el aterrizaje, son cuatro de los procesos bésicos en el vuelo auténomo
de los UAV.

En la Seccion de Mecatronica del Departamento de Ingenieria Eléctrica del CIN-
VESTAV IPN se han desarrollado diversas investigaciones sobre el control del UAV
con el objetivo de seguir trayectorias, y realizar vuelos estacionarios(vease por ejemplo
[7] v [2]).En el presente trabajo de tesis se plantea el uso de técnicas de control basa-
das en ecuaciones diferenciales de orden fraccional para mejorar el comportamiento
de vuelo en un UAV en presencia de incertidumbres y perturbaciones externas como
son cambios en la velocidad del viento y en la masa y/o inercia del vehiculo. En parti-
cular se propone usar técnicas de modos deslizantes y compararlas con el desempeno
obtenido al utilizar acciones de control basadas en ecuaciones diferenciales de orden
entero.

1.3. Objetivos de la tesis.

El objetivo general de la tesis se presenta a continuacion:

El objetivo del trabajo de tesis es el de disenar y realizar un esquema de control
para el control de vuelo de un UAV utilizando técnicas de control discontinuas
con base a ecuaciones diferenciales de orden fraccional

Para alcanzar el objetivo general, se han determinado los siguientes objetivos especi-
ficos:

e Familiarizacion con la operacion del UAV que se usard y obtencion del modelo
correspondiente.

e Estudio del esquema de control de vuelo(vuelo estacionario y navegacion) utili-
zando la técnica de modos deslizantes y con base en ecuaciones diferenciales de
orden fraccional.|8]

e Evaluacion del esquema en simulacion numérica.
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e Realizacion del esquema de control y evaluaciéon experimental del mismo.

1.4. Aportaciones de la tesis.

El elemento principal que sera utilizado en este trabajo de tesis es el control frac-
cional, aplicado a un cuadrirotor, el cual es una plataforma experimental y todo un
sistema mecatronico que nos permitird evaluar esta técnica de control. Las principales
aportaciones de la tesis son:

e Desarrollo del esquema de control fraccional por regimenes deslizantes aplicado
a un cuadrirotor.

e Elaboracion de una prueba de estabilidad para la técnica de control utilizada.

e Evaluacion en simulacién numérica y experimental del esquema de control pro-
puesto.

e Comparacion del desempeno de dos esquemas de control, por una parta el control
fraccional por regimenes deslizante (CFRD) y por otro lado el control de orden
entero por regimenes deslizantes (CERD).

1.5. Organizacién de la tesis.

En el capitulo 2 se presenta una introduccién a la diferenciacion e integracion de
orden arbitrario y también se da una prueba de estabilidad para el control propuesto.

En el capitulo 3 se muestra el modelo del cuadrirotor y también se describe el esque-
ma de control fraccional por regimenes deslizantes.

El capitulo 4 tiene como obejtivo mostrar los resultados en simulaciéon numérica y
experimentales utilizando el modelo y también aplicando el esquema de control des-
critos en el capitulo 3.

Por tltimo, en el capitulo 5 se muestran algunas conclusiones y posibles trabajos
futuros.



Capitulo 2

Control Fraccional de una Clase de
Sistema Nolineal de Segundo Orden
con Perturbaciones

En este capitulo se da una introduccién a la integracion y diferenciacion de orden
arbitrario, y se propone un esquema de control de orden fraccional por modos des-
lizantes para sistemas no lineales de segundo orden donde aparecen incertidumbres
aditivas.

2.1. Calculo Fraccional.

El calculo fraccional se refiere principalmente al cilculo de integrales y derivadas de
un orden fraccional arbitrario que puede ser real o complejo|9]. El célculo fraccional
es tan antiguo como el calculo convencional, sin embargo no es tan popular entre
cientificos e ingenieros|9]. El calculo fraccional nacié el dia 30 de septiembre de 1695,
en una carta que escribi6 L’Hopital dirgida a Leibniz, en la ctal le preguntaba cual
seria el significado de una derivada elevada al orden 1/2; es decir|9]

Nl

Dz f(z)

Dzz
La respuesta que di6 Lebniz fue: "seria una paradoja aparente de la cual algiun dia
ttiles consecuencias seran obtenidas"[9)].
Recientemente, el diseno de controladores de orden fraccional se ha convertido en uno
de los temas mas interesantes en teoria de control que ha desembocado en aplicacio-
nes de sistemas fisicos tales como sistemas de suspension, motores sincronos de iman
permanente, sistemas de electronica de potencia y vehiculos aéreos no tripulados, en-
tre otros. La idea de control de orden fraccional fue propuesta inicialmente por [10]
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quien introdujo el esquema de control de orden fraccional robusto. También Podlubny
[11, 12] introdujo el conocido controlador proporcional-derivativo de orden fraccional.
Por lo tanto, muchos controladores de orden fraccional han sido introducidos en la
literatura, incluyendo los controladores TID [13], compensadores lead-lag de orden
fraccional |14, 15], controladores 6ptimos de orden fraccional [16, 17|, y controladores
adaptativos de orden fraccional [18, 19].

Por otra parte el control por regimenes deslizantes (CRD) es una técnica de control
conocida aplicada tanto a sistemas lineales como a sistemas nolineales permitiendo
lidear con incertidumbres [20]. Sin embargo, la retroalimentacion monétona de con-
mutacion producida por estos controladores causa castaneo de alta frecuencia en las
senales de control, que conduce a cargas indeseables en los actuadores de control
[21, 22]. En anos recientes, el control de orden fraccional por regimenes deslizan-
tes(CFRD) ha sido empleado para eliminar estas desventajas. Por ejemplo, en [23],
una estrategia de control llamada control de orden fraccional por regimenes desli-
zantes terminal (FOTSMC) es disenado para una clase de sistemas dinamicos con
incertidumbres; una superficie de conmutacién de orden fraccional es propuesta pa-
ra satisfacer una condicion deslizante y simulaciones numéricas son realizadas para
mostrar las estabilidad en tiempo finito del sistema en lazo cerrado. También, en
[24] un CFRD (FOSMC) es propuesto para el control de un manipulador de un so-
lo eslabon flexible, construyendo una superficie de conmutacion basada en derivadas
fraccionales; ese controlador tiene un desempeno mejor con un castaneo pequeno y
con robustez respecto a perturbaciones de carga externas y variaciones en parame-
tros. Un CFRD para sistemas de frenos antibloqueo (ABS) es propuesto en |25, 26]
para regular el valor de deslizamiento deseado; estos controladores funcionan bajo
incertidumbres en el ABS y siguen el deslizamiento méas rapido que los controladores
de orden entero por regimenes deslizantes convencionales(IOSMC). Adicionalmente,
el CFRD ha sido usado para el control de motores sincronos de iman permanente [27],
para la supresion de vibraciones en estructuras [28], para el control de sistemas cad-
ticos de orden fraccional [29, 30] y demas, obteniendo un mejor desempeno del control.

2.1.1. Definiciones basicas.

Definicion 2.1 [9/(Derivada Fraccional de Riemann-Liouville). Sea f(t) una funcion

suave!, se define entonces la derivada fraccional de f(t) como

N __1 (4 ' t—f<T> T, (n— a<n
D20 = o () [ o - D <a<a (2

con n un entero y o un numero real.I'(2) es la llamada funcion Gama de Euler.

LUna funcion suave (smooth en inglés) es una funcion que tiene derivadas continuas hasta algin orden deseado
sobre algin dominio. Una funcion asi se puede decir que es suave sobre algin intervalo restringido (a,b) o [a,b].
El numero de derivadas continuas necesarias para que una funcion sea considerada suave depende del problema en
cuestion, y puede variar desde dos hasta infinito. Una funcion que tiene todos sus drdenes de derivadas continuas es
llamada funcion C°°.
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Definicion 2.2 [9/(Funcién Gama de Euler). Sea z un nimero real, la funcidn Gam-
ma de Euler se define como sigue

['(z) = /UOO e tdt (2.2)

La funcién gama generaliza la nocion del factorial de un ntimero entero, a ntimeros
reales. De alguna manera esta funcion gama debe estar presente en la definicién de
derivada fraccional debido a que, para obtener la derivada fraccional mediante la de-
finicion de Riemann-Liouville, primero se tiene que integrar la funcion de la cual se
quiere obtener la derivada fraccional y después se debe derivar al orden n-ésimo.

De estas definiciones, se puede notar que cuando o < 0 se obtienen integrales frac-
cionales y cuando o > 0 se obtienen derivadas fraccionales, cuando o = 0 se obtiene
la funcion original.

Algunas propiedades de las derivadas e integrales fraccionales son las siguientes|9|:

e Si f(z) es una funcién analitica® de z, entonces su derivada fraccional ;D2 f(2)
es una funcion analitica de z y «.

e Para a = n, con n un entero, el operador ;D¢ f(z) nos da el mismo resultado
que la integracion y derivaciéon convencionales de orden entero n.

Para o = 0, la operacion ,D? f(z) nos da el operador identidad, es decir (DY f(2) =
f(2) .

La integracion y derivacion fraccional, son operadores lineales:

oDZaf(z) +D3bg(2) = a gD f(2) + boD3g(2)

donde a,b € R

La ley de adicion de indices:
D2 o DL f(2) = D7 DI f(2) = (DI f(2)
es valida, bajo ciertas condiciones de la funciéon f(z).

Desafortunadamente no se puede utilizar directamente la definiciéon de derivada frac-
cional de Riemann-Liouville en la funcién signo que posteriormente se expondré, por
lo tanto se usa un método numérico dado por la definicion de derivada fraccional de
Griinwald-Letnikov.

2Una funcién compleja se dice que es analitica en una regién R si es diferenciable compleja en cada punto de R.
Una funcién cuyo rango estd en los ntimeros complejos se dice que es una funcién compleja.
Seaz=z+iyy f(2) =u(z,y) +iv(z,y) en alguna region G que contiene al punto zo. Si f(z) satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y tiene derivadas parciales continuas en la vecindad de zp, entonces f/(z0) existe y est4 dada por

o) — i T I 0)

z—r2zQ z— 20

Q

y la funcion se dice que es diferenciable compleja. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son:g—fp‘ = g—;’ Y 50 = —g—g.

Q)
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Definicion 2.3 (Derivada Fraccional de Grimwald-Letnikov). Si f(t) es una funcion
suave, la derivada de Grinwald-Letnikov es equivalente a la derivada de Riemann-
Liouville [31], es decir

D7 SOty % i DAt — ) (2.3

J=0

donde:

W = (1P (). () = ey
La definicion de derivada fraccional de Griinwald-Letnikov, utiliza todos los valores
anteriores de la funcién a la cual se le quiere aplicar la derivada fraccional. Esta defini-
cién proporciona un algoritmo que toma en realizarse un tiempo del orden O(N)3, este
tiempo del algoritmo no es deseable, debido a que en una implementacion en tiempo
real, tardaria mucho tiempo en calcularse esta derivada fraccional y, ademas, con-
sumirfa recursos en memoria considerables, afortunadamente existen versiones de la
derivada de Griinwald-Letnikov con un tiempo de algoritmo del orden de O(loga(V)).

Definicion 2.4 (Derivada Fraccional de Grinwald-Letnikov con Memoria Adaptati-
va en Tiempo de Muestreo como una Secuencia Artimética,).
Sea k el tiempo de muestro iterativo para el cual la dicretizacion de Grimwald-Letnikov
estd siendo computada. Considere un punto de tiempo arbitrario en la historia del sis-
tema anterior a k. Para 1 € Ny coni = 1, se define el intervalo de este historial pasado
como

I=a""+14,4d], (2.4)

donde Ni representa el conjunto de nimeros naturales empezando en uno. Como estdn
definifos los indices i, el primer intervalo anterior a k es independiente de (2.4) y estd
dado por [0, al; este se considera como el intervalo base.

Intervalos subsecuentes son definidos como una funcion de esta base, esto es como
funcion de “a” y determinados por la ecuacion (2.4). Sea imqe €l valor de i tal que
k € Loz = [a"™= ™ +i 40, ™™= ). El conjunto completo de intervalos es definido como

(={I=[a""+i,a"]:i €N, i#1,i <ipmas} (2.5)

Para el conjunto de intervalos ¢ definidos en (2.5),D = {d =2i—1:i € Ny,i = 1}
es el conjunto de distancias d para las cuales los intervalos correspondientes en ( son
muestreados.

3Sea n una variable entera que tiende al infinito y sea x una variable continua que tiende a algtn limite. También,
sea ¢(n) o ¢(x) una funciéon positiva y f(n) o f(x) cualquier funcién, entonces se define
f=0(¢) significa que |f| < A¢ para alguna constante A y todos los valores de n y x
Se conoce esta definicién como notacion asintédtica en el campo de ciencias de la computacién y es Gtil para saber el
tiempo que requerird un algortimo para ejecutarse, para saber su eficiencia, no nos proporciona un tiempo real en
segundos de cuanto tardara, pero en un alto nivel sirve para comparar la eficiencia de distintos algoritmos.
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Si f(t) es una funcion suave, la discretizacion de la derivada de Grinwald- Letnikov,
estd dada por[32]

0 D5 f (1)]i=k = Aita > Wl (k) + .
§=0

tmax at k
Y QiDL fk—m)+ > W f(k—p)|. (2.6)
1=2 mi:ai_1+i p:mmaz“l’imaz

dénde p € Ny y para cada i (esto es para cada intervalo) M = {m; = a*' + (2i —
Dn—i+1:neN y my < Myt es el conjunto de puntos de tiempo para los
cuales w,(ﬁ?f(k—mi) es evaluada. Como los puntos de tiempo k, pueden ser menores a
la longitud total del ultimo intervalo Lnaz, |Mmaz| < |k — tmae| TESPTESENtA €] Mdzimo
valor en .. que puede ser evaluado, esto es el iltimo elemento en el conjunto M

pare s, con o = (<1F(Q). (2) = areiiy

En la figura 2.1 se puede observar la derivada fraccional de sen(t), para valores de
orden fraccional de 0, 0.25, 0.5, 0.75 y 1.0, usando las dos definiciones 2.3 (figura
2.1a) y 2.4 (figura 2.1b). Dependiendo del ordenador utilizado, el tiempo que toma
realizar la derivada con cada definicién difiere una de la otra en una proporcion 2:1,
tardandose menos la derivada usando la definicién 2.4. Por ejemplo un ordenador
con procesador Intel(R)Celeron(R) CPU N3060@1.60GHz le toma a la definicion 2.3
aproximadamente 2.0 segundos en realizar los calculos necesarios para realizar la deri-
vada fraccional, mientras que usando la definicién 2.4 le toma 1.0 segundos en realizar
los calculos necesarios de la derivada fraccional, estas gréaficas fueron obtenidas con
MATLAB. En el apéndice B se da un discusion respecto a la técnica utilizada para
calcular la derivada fraccional de una funcioén.

Grunwald-Letnikov Grunwald-Letnikov con Memoria Adaptativa

a=0.0 a=0.0
—a=0.25 —a=0.25
a=0.5 a=0.5
a=0.75 a=0.75
a=1.0 a=1.0

Derivada Fraccional de sen(t)
o
Derivada Fraccional de sen(t)

Tiempo [s] Tiempo [s]

a b

Figura 2.1: a) Dervida Fraccional de sen(t) con base a la definicién 2.3 b)Derivada Fraccional de
sen(t) con base a la definicion 2.4.
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2.1.2. CaAlculo Fraccional por Regimenes Deslizantes.

Considérese ahora un sistema nolineal de segundo orden perturbado, descrito por la
siguiente ecuacion diferencial

X = £ 06 1) + 9x 06 ult) + Ax(x, 1), (2.7)
donde: x(-) € R, f, () v g5() son funciones suaves de sus argumentos y u(-) € R es
la entrada del sistema. A, (+,-) € R es un término de perturbacién que incluye incer-
tidumbres asociadas al proceso de modelado y a perturbaciones externas. Se hace la
siguiente suposicion sobre A, (-, )

Suposicion 2.1 El término de perturbacion A, (-,-) es desconocido pero acotado, mds
precisamente A, (-, -) satisface

A ()] < Ka, (2.8)

para todo x(-) que es solucion de (2.7) y para todo t > 0 con ka una constante real
positiva diferente de 0.

Es deseable que la senal x siga a una senal de referencia dada yg4, a pesar de la presen-
cia del término de perturbacion A, . Se define entonces el error de seguimiento e como:

€= X~ Xa- (2.9)
De acuerdo con la metodologia del control por regimenes deslizantes [33], se define
una funciéon de conmutaciéon s, como

Sy = €+ A€, (2.10)

donde A, es un parametro constante real. La funcion de conmutacion (2.10) define la
superficie de deslizamiento
5, =0=¢+ A\e. (2.11)

Asi, A\, es seleccionada de tal manera que la ecuacion diferencial de primer orden
(2.11) tenga una solucion que converja a cero exponencialmente ; como consecuencia
X también converje a yy exponencialmente.

Considérese también el sistema nolineal nominal asociado con el sistema pertur-
bado (2.7), esto es con A, (x,t) =0, para todo x € Ry todo t > 0, dado por

X = 06t + gy (X, thu(t). (2.12)

Para atraer la dindmica del sistema (2.7) a la superficie deslizante (2.11), y basan-
dose en la estrategia propuesta en [8], la derivada de orden fraccional (1 + ) de s,
se asigna como

S;Jrﬁ = —oysgn(sy) — stﬁ, (2.13)
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donde o, y p1, son constantes reales positivas y sgn(-) es la funcion signo?. Considérese
la a derivada de orden (—/) de (2.13)(esto es equivalente a integrar (2.13) al orden
), lo que conduce a la ecuacion

Sy = _UX(D_Bsgn(Sx)) = HxSy- (2-14)
Por otra parte, a partir de (2.10) y el sistema nolineal nominal (2.12), se tiene que
Sy =X — Za+ A€ = fo+ got — Zq + Azé. (2.15)

Combinando las ecuaciones (2.14) y (2.15), se obtiene el siguiente Control Frac-
cional por Regimenes Deslizantes (CFRD):
1

gx(Xa t)

u =

[_fX(th) +PX(X7X7t>]7 (216)

donde

Po(Xo X5 1) = Xa — Ayé — UX(D_BSQW(Sx)) — HxSx- (2.17)
De hecho, el CFRD (2.16)—(2.17) puede lograr la atraccién de la dindmica perturbada
(2.7) a la superficie deslizante (2.11) bajo la suposicion 2.1 y una condicién suficiente
que involucra los pardmetros o,,u, y el término discontinuo D~?sgn(s, ), como se
establece en el siguiente resultado.

Teorema 2.1 Considérese el sistema nolineal perturbado (2.7) junto con la suposi-
cion 2.1. Si los pardmetros oy, [, y la cota Ka satisfacen

oy | D Psgn(s,)| + 1y > ka, (2.18)

entonces el CFRD asegura la atraccion del sistema perturbado a la superficie de des-
lizamiento s, = 0 definida por (2.11).

Demostraciéon Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1
Vilsx) = 350 (2.19)

4La funcién signo de un numero real, también llamada sgn o signum, es -1 para nimero negativos y +1 para
nimeros positivos. Esto es para « € R:

sqn(z) = -1 ,x<0
g 11 ,x >0

Para ntimeros reales con = # 0 se puede escribir la funcién signo como
T

sgn(z) = —

|z

En este trabajo de tesis se utilizara una version de la funcion signo, que permite que cuando x = 0, no se indetermine

la funcibén, esta version es descrita como:
z

T x| 4e
donde la cantidad suficientemente pequefia € > 0 es una constante real positiva.

sgn(z)
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la cual es definida positiva. La derivada con respecto al tiempo de V, tiene la forma

Vie = sy8y = sy (X = Xa + Aé)- (2.20)

substituyendo la dindmica del sistema perturbado (2.7) en (2.20) junto con el CFRD
(2.16)—(2.17) conduce a

VX = _UX<D755971<3><)>SX - “Xsi + 5 Ay (2.21)

Debido a que s, = |sy|sgn(sy), Vi puede rescribirse como
Vx = _UX<D_65971<5X))|5x|39n(5x> - Nxsi + 5y Ay (2.22)

Ya que 0 < 3 < 1, entonces sgn(D Psgn(s,)) = sgn(sy) [8], por lo tanto (2.22)
toma la forma

Vi, = =05, | (D Psgn(sy))sgn(D P sgn(sy)) — ,uxsf< + 5,2

= —oy|sy|[D 7 sgn(s,)| — :“xsi + 53 Ay (2.23)

Usando esta tltima expresion y usando la cota ka en (2.8), se obtiene
Vi < =[syll(on| D sgn(sy)] + ) = Kal. (2.24)

Por lo tanto si la condicion (2.8) se satisface, VX < 0, y se asegura la convergencia a
la superficie s, = 0.

Comentario 2.1 Fl CFRD (2.16)-(2.17) compensa el efecto de las perturbaciones
aditivas en el sistema nolineal de sequndo orden descrito por (2.7).De hecho, la razdn
principal de definir una superficie deslizante (2.11) junto con su derivada de orden
fraccional (14 3), es para que tan pronto como la perturbacion aparezca, s, se convier-
ta diferente de cero y, al mismo tiempo, el término de control discontinuo se vuelva
activo y rechace la perturbacion. Ademds, y de manera similar al esquema de control
propuesto en [34], la expresion (2.24) muestra que se logra una atraccién mds fuerte
a sy = 0y la atraccion es mayor para cualquier s, con [, # 0 que aquella alcanzada
con p, = 0. En particular, el pardmetro u, no se usa en [34] donde se controla un
sistema de orden fraccional.

El resultado anterior permite aplicar la metodologia de regimenes deslizantes de
orden fraccional al modelo de un cuadrirotor. El sistema nolineal perturbado sera pre-
cisamente el modelo del cuadrirotor y las perturbaciones aditivas, seran una funcién
que esta acotada. Se pretende que el cuadrirotor realice un seguimiento de trayectoria,
para lo cual este resultado nos permitird asegurar que el control realice su funcion.



Capitulo 3

Aplicaciéon al Seguimiento de
Trayectoria de un Cuadrirotor

En este capitulo se presenta el modelo del cuadrirotor por el formalismo de Euler-
Lagrange y Newton-Euler. El formalismo de Euler-Lagrange se utiliza para introducir
conceptos y variables, como los angulos de Euler, los cuales se usan a su vez para des-
cribir el formalismo de Newton-Euler. Se muestra la aplicacion del CFRD propuesta
en el capitulo anterior a este modelo de cuadrirotor.

3.1. Dinamica del Cuadrirotor Modelado por Euler-Lagrange

Como se puede observar en la Figura 3.1, se considera un cuadrirotor en el cuél se
describen las fuerzas y momentos que actian en éste. El vehiculo aéreo no tripulado
recibe cuatro empujes que se denotan como fuerzas F1, F2, F3 y F4, estos empujes son
los que hacen posible levantar al vehiculo y adicionalmente, tener un vuelo suspen-
dido o seguir trayectorias. Los momentos describen una configuraciéon tipo cuadrada
que requiere que los cuatro motores varien su velocidad de rotacion [7].Por ejemplo
para el giro en guinada se requiere que los motores 1 y 2 giren en un sentido y los
motores 2 v 4 en el sentido opuesto; para el giro en alabeo los motores 2 y 3 giran en
un sentido y los motores 1 y 4 en el sentido opuesto; finalmente para el giro en ca-
beceo los motores 1y 2 giran en un sentido y los motores 3 y 4 en el sentido opuesto |7].

El cuadrirotor tiene un sistema de referencia local denotado como xB,yB, zB. Mas
adelante se utilizan los angulos de Euler para representar al cuadrirotor del sistema
global (XY, Z) al sistema cuerpo(local). El sitema dinamico del cuadrirotor consiste
en 12 ecuaciones y 4 senales de control, lo cual representa un reto por ser un sistema
subactuado.
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Figura 3.1: Sistema de Coordenadas y fuerzas/momentos que acttian en el cuadrirotor.

Se definen primero las coordenadas generalizadas del cuadrirotor, que seran subs-
tituidas més adelante en la ecuacion de Euler-Lagrange. Este formalismo permite
obtener de manera directa las ecuaciones del sistema dinamico del cuadrirotor. Estas
coordenadas estan dadas por:

q = (xay?27¢707¢)' (31)

A partir del vector ¢ que contiene las coordenas generalizadas, se puede distinguir el
vector de posicion del centro de masa del cuadrirotor relativo a un marco de referencia

inercial fijo ({X,Y, Z}):

y los dngulos de Euler del cuadrirotor dados por
n=1(9,0,v) (3-3)

Los tres dngulos de Euler tienen los siguientes nombres y representan una rotacion
en el eje correspondiente:

¢ : angulo de alabeo alrededor del eje x.

6 : angulo de cabeceo alrededor del eje y.

1 : angulo de guinada alrededor del eje z.

Se define ahora el lagrangiano del cuadrirotor como
E(q7 Q) = Tirans + Trot — U

donde Tipgns = %STE es la energia cinética translacional, y T, = %QTIQ es la energia
cinética rotacional, U = mgz es la energia potencial, siendo m la masa del cuadrirotor
y g = 9.81[m/s% la constante gravitacional, Q = (p,q,r) es el vector de la velocidad

angular, y
I.. 0 0
I=(0 1, 0],
0 0 I,

la matriz de inercias del cuadrirotor, déonde I,,,I,, y I.. son los momentos de inercia

Y Gl [

respecto al eje “x”."y” y “z” respectivamente.
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Se usan aqui los dngulos de Euler con la convencion Z-Y-X (guinada-cabeceo-alabeo)
para modelar la rotacion del cuadrirotor en el sistema de referencia global ({X,Y, Z}).
Para llegar al sistema global respecto del sistema cuerpo ({xB,yB, zB}), la secuencia
de rotacion es la siguiente:

= Primero se rota alrededor del eje Z (global) un angulo de guiniada . Después de
hacer esta rotacién el vehiculo se transfiere a un marco de referencia intermedio
rotado una vez.

» Después rotaremos alrededor del eje intermedio y; (para visuzalizar este marco
de referencia intermedio véase la Figura 3.2, el marco de referencia intermedio
serfa {nj1, 12, N3} con x; = Ny, Y1 = N12 ¥y 21 = ni3), un angulo de cabeceo 6.
Después de realizar esta rotacion, se obtiene un marco de referencia intermedio
rotado dos veces(cuyo eje xo coincide con el eje xB).

» Por tltimo rotaremos alrededor del eje xB(o el eje x4, para visualizar este segundo
marco de referencia intermedio rotado dos veces véase la Figura 3.2, este marco
de referencia seria {n51, g, Moz} con xe = Ny, Yo = N9 ¥ 22 = nb3 ) un angulo

de alabeo ¢ [35].

Existe una relacién cinematica estandar que permite expresar al vector de velocidad
angular €2 en el sistema de coordenadas cuerpo por medio de las velocidades generali-
zadas 7 (en la region donde los angulos de Euler son vélidos)|[7]. Esta puede obtenerse
a partir del llamado teorema de adicion [36] como sigue

N N2 N1 N2

Figura 3.2: Evolucién de marcos de referencia conforme a los angulos de Euler.

Primero se definen los siguientes marcos de referencia: marco global fijo {f I K },

marco F1 {njy, ni2,ni3}, marco F2:{n3;, nae, n33}, marco cuerpo-fijo {i,j, k}
El teorema de adicion establece que la velocidad angular del sistema cuerpo con
respecto al sistema fijo, Weuerpo/fijo, Serd la suma de los sub-sistemas de referencias

wcuerpo/Fl; WE2/F1, WFl/fijO, es decir

Weuerpo/ fijo = Weuerpo/F1 + Wr2/F1 + WF1/fijo
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De la figura 3.2 se puede observar que las derivadas de los angulos de Euler estan
asociadas a los sub-sistemas de referencia {f, J, f(},{n}l, N2, M3} ¥ {%,j’, l%}
Entonces al substituir las velocidades angulares se obtiene

= i + Oy + UK. (3.4)

Se expresa ahora todos los sub-sistemas en ejes cuerpo. Esto se logra observando la
figura 3.2; por ejemplo el eje njs se relaciona con el eje j y k, por medio de una
relacion de senos y cosenos a partir de la construccion de un tridngulo rectangulo con
el eje n1o como hipotenusa. Al resolver todos los ejes intermedios en ejes cuerpo se
obtiene

Ny = cos(¢)) — sin(@)k,
K = —sin(0)n + cos(0)nzs = —sin(0)i + cos(0)(sin(¢)] + cos(d)k).

Finalmente la relacion cinematica (3.4) toma la forma

= i(qﬁ — wsm(ﬁ)) + 5(9008(925) + lbcos(e)sin(qb)) + /%(&cos(@)cos(qﬁ) — 85m(¢))
Por lo tanto, se puede escribir

1 0 —sin(6)
Q=10 cos(¢) cos(0)sin(p)|n=W,n (3.5)
0 —sin(¢) cos(0)cos(op)

En esta relacion cinematica W, es util para definir la matriz de inercia asociada a la
energia cinética rotacional completa como

J = J(n) =W, IW,. (3.6)

El modelo completo del cuadrirotor se obtiene entonces a partir de las ecuaciones
de FEuler-Lagrange, utilizando la ecuacion de Euler-Lagrange con las coordenadas
generalizadas y los torques correspondientes, més precisamente:

d oL 9oL [RF
ML L 3.7)
dt " 0q dq T
donde R representa la matriz de rotacion,. R(¢,0,1)eSO(3)! y representa la orienta-
cion del cuadrirotor relativa al marco inercial fijo. Al usar la notacion c¢(a) = cos(a)
v s(a) = sin(a), la matriz R se puede escribir como

c(0)c(y)  c(¥)s(0)s(¢) — c(9)s(¥)  s(d)s(¢) + c(¢)e(v)s(0)
R=1c0)s(¥) c(o)e() +s(0)s(@)s(v) c(@)s(0)s(v) —c(¥)s(@)| . (3.8)
—s(0) c(6)s(¢) c(0)c(o)

1Un grupo de rotacién es un grupo cuyos elementos son matrices ortogonales con determinante 1. En el caso del
espacio de tres-dimensiones, el grupo de rotacion se conoce como grupo especial ortogonal o SO(3). Un grupo G es un
conjunto finito o infinito de elementos junto con una operacién binaria(llamada la operaciéon de grupo) que satisfacen
las cuatro propiedades fundamentales de cerradura, asociatividad, la identidad y el inverso.
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F' es la fuerza translacional aplicada al cuadrirotor debida al empuje principal u.

R 0
F=10
U

Cada motor tiene una velocidad angular w; y produce una fuerza vertical f; de acuerdo
a

fi = sz
El empuje principal u esta entonces dado por:

4

U:Zfl

=1

TeR? representa los momentos de guifiada, cabeceo y alabeo, mas precisamente

To I(f2 = fa)
T=|T9| = I(fs = f) :
Ty Ty, — TMy + Tz — Ty

démnde 7y, es el momento producido por el motor M, alrededor del centro de gra-
vedad del cuadrirotor y | es la distancia del eje de rotacion de los motores al centro
del cuadrirotor. .

El lagrangiano no tiene terminos cruzados que involucren a & y 7, por lo tanto se
puede dividir la dindmica en dos, una con respecto a £ y otra con respecto a n [1].
Para las coordenadas £ se tiene

d 8£ rans aﬁ rans -

() — 2 = RE

dt”  9¢ 0&
De esta maneta se obtiene la ecuacion que gobierna al centro de masa

mé +mgE, = RF (3.9)
donde E, = [0;0; 1].
Para las coordenadas n:
d aErot a‘Crot

a7y 7
Obteniéndose la ecuacion de la aceleracion angular

. 10

Jij+ Jn — 58—77(77%7) =7 (3.10)
El modelo que se obtiene mediante el formalismo de Euler-Lagrange, descrito por
las ecuaciones (3.9)—(3.10), no sera utilizado para obtener resultados en simulacion
numérica ni experimentales. Sin embargo el motivo por el cual es presentado, es para
introducir conceptos y variables, que seran de utilidad en la descripcion del modelado
mediante el formalismo de Newton-Euler, tales como los angulos de Euler y la relacion

cinematica (3.5).
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3.2. Dinamica del Cuadrirotor Modelado por Newton-Euler.

Se presenta ahora el modelado del cuadrirotor con el formalismo de Newton-Euler,
este enfoque es el mas utilizado en la literatura(por ejemplo [8][37][38][39]) y sera
el que se utilizara en este trabajo para obtener resultados en simulaciéon numérica y
experimentales.

Se usa el formalismo de Newton-Euler, en dénde la dindmica de un cuerpo rigido
sometido a fuerzas externas aplicadas en el centro de masa y expresadas en el marco
de referencia global esta descrita como [1]:

£=w (3.11)
0 0
mo=R|0| -0 (3.12)
T mg
R = RQ (3.13)
IN=—-QxIQ+T (3.14)

donde € representa al operador “wedge”, el cual es una matriz anti-simétrica de (2,

x representa el producto cruz, Ty representa el empuje aplicado en el cuadrirotor
4 4

Ty=> i fi=k>_ wi

Se desarrolla la ecuacion (3.11) y se obtienen las tres primeras ecuaciones del sistema

dindmico del cuadrirotor

&=, (3.15)
Y=y (3.16)
Z=w, (3.17)

En la ecuacion (3.11) € sigue siendo como en la seccion anterior anterior £ = (x,y, 2),
y con £ = v se obtienen ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Se desarrolla ahora la ecuacion (3.12) y se obtienen las siguientes tres ecuaciones del
sistema dindamico del cuadrirotor:

. cos(p)sin(0)cos(1p) + sin(¢)sin(i)

. v " (3.18)
i = cos(qﬁ)sin(@)sm(i) - Si”(¢)005(¢)ul (3.19)
ie g COS@nﬂul (3.20)

Se puede observar que en estas ecuaciones aparece el control u; y son ecuaciones no
lineales de segundo orden, la mayoria de los sistemas dindmicos en mecatronica son
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no lineales y estas ecuaciones describen de mejor manera el sistema dinamico del
cuadrirotor.

Para la ecuacion (3.13) se puede hacer una equivalencia entre R = ROy Q= Wy,
como en la seccion anterior R representa la matriz de rotacion (3.8), €2 representa el
vector de la velocidad angular y n los dngulos de Euler. En el d4pendice C.1 se da una
explicacion de esta equivalencia.

De las expresiones para p,q y r obtenidas se puede observar que es la relacion cine-
matica que se buscaba, de hecho estas son las siguientes tres ecuaciones en el sistema
dindmico del cuadrirotor:

p = —vsin(h) (3.21)
q = cos(¢) + cos(0)sin(¢p) (3.22)
r = cos(¢)cos(0) — Osin(e) (3.23)

Finalmente se desarrollan las dltimas tres ecuaciones del sistema dindmico del cua-
drirotor, estas ecuaciones estan dadas por

. (Lyy — L22) i U2

— 3.24
b= T (3.24)
. ([zz - [x:p) Uus
g=pr—mm=+ — (3.25)

Ly Ly
. Loz — [yy) Uy

= pg——">+ — 3.26

N L. (3.26)

Las 12 ecuaciones que se obtuvieron anteriormente (3.15) a (3.26), describen el mo-
delo del cuadrirotor, pero las tltimas 3 ecuaciones pueden ser transformadas en las
ecuaciones (3.36) a (3.38)[1, 37|. Esta simplificacion nos permite utilizar directamente
las senales de los sensores que se tendrian en una implementacién real, en particular
una Unidad de Medida Inercial es utilizada, la cual brinda los d4ngulos de Euler y sus
velocidades. El desarrollo de esta tltimas tres ecuaciones (3.15) a (3.26) se muestra
a continuacion:
De la relacion cinematica (3.5), se desarrolla “p”,“q” y “r™

10 —sin(6) ¢
=10 cos(¢) cos(0)sin(p) 0
0 —sin(¢) cos(f)cos(d)| |4

) 4 0 €00,

Y se obtienen las siguientes expresiones para “p”.“q” y ‘1
p = —bsin(0)
q = Ocos(p) + veos(0)sin(p)
r = cos(f)cos(¢) — Osin(e)

SR 3
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07 9 (1)) [APSSrRIpS)) (17540 N

Ahora se deriva con respecto al tiempo “p”q” y “r” para obtener “"4¢” y “i”:
p= ¢ — tsin(0) — icos(0)
G = bcos(¢) — Ogsin(p) + hcos(0)sin(p) — Yhsin(0)sin(d) + dihcos(0)cos(p)
i = —Osin(¢) — Opcos(¢) + Yrcos(0)cos(¢) — Ysin()cos(p) — docos(0)sin(¢)

bY A4

Y también se calculan los productos “qr”, “pr” y “pq™:
qr = 12cos*(0)cos(¢)sin(¢) + ihcos?(¢)cos(0) — ibcos(0)sin?(¢p) — 2 cos(¢)sin(¢)

pr = —%sin(0)cos(0)cos(p) + Ypcos(8)cos(p) + Opsin(B)sin(p) — Odsin(o)
pq = —%cos(8)sin(0)sin(@) + ¢vcos(0)sin(¢) — fpcos(d)sin(8) + dhcos(o)

Ahora se utiliza la aproximacion de angulo pequenio para estas tltimas seis expresio-
nes, esta simplificacion da como resultado las siguientes expresiones

p=d— i (3.27)
=0+ ¢y (3.28)
P =00+ 1 (3:29)
o = 60 (3.30)
pr = v (3.31)
g = 00 (3.32)
Al substituir (3.27)—(3.32) en (3.24)—(3.26), se obtiene el modelo dinamico del cua-
drirot
rirotor 3 = cos(@)sin(B)cos(y) + sin(@)sin(y) (3.33)
m
= cos(p)sin(0)sin(y) — 3i"(¢)003(¢)u1 (3.34)
m ’ .
so gy 2000, (3.35)
. '(Ixx—l_[yy_lzz) U9
3= di 2 2 (3.36)
Y b (Izz - ];w - Iyy) u3
b + = 3.37
e » (3:57)
Y (]zz + ]:vm — Iyy) Ugq
= il e s (3.38)

donde u; = T}, ug = 7y, uz = 79 ¥y us = 7y son consideradas como senales de control.
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Es posible establecer un mapeo entre uy, us, ug y ug; y la velocidad angular de cada
motor eléctrico del cuadrirotor wq, ws, w3 ¥ wy. De hecho, cada motor produce una
fuerza vertical F; y un momento M; que esta relacionado con la velocidad angular del
motor w; de la forma [35]

E = kaf, Ml = kaZ-Q, (339)

donde kr y kps son constantes reales positivas que pueden ser obtenidas experimen-
talmente. La relacion entre las velocidades angulares de los motores y las senales de
control estan dadas como por [35]:

2
=K 3.40
Us MF (,(}2 ) ( )
3
Uag wi

dénde Kjr una matriz invertible de la forma

kp kr kp kp

0 kel 0 —kpL
—krL 0 krL 0 ’

kv —kn kv —kn

Kyp = (3.41)

donde L es la distancia del eje de rotacion de los motores al centro del cuadrirotor.

3.3. Seguimiento de Trayectoria de un Cuadrirotor

Considérese la dindmica de la posicion z en el modelo del cuadrirotor (3.33)—(3.38),
mas precisamente la ecuacion (3.35). Esta dindmica tiene la forma de la ecuacion
(27)con x =z, u=u;y

cos(¢)cos(0)
fomFo==g go=go= RS A=A (3.42)
El error de seguimiento e, también toma la forma e = e, = 2 — z; con g4 = 24 como
una senal de referencia. De acuerdo a la metodologia descrita en la seccion previa, el
CFRD que asegura la convergencia de z hacia z; a pesar de la presencia del término
de perturbacion A, esta dado por

U = lg + P.(z, 2,t)], (3.43)

m
cos(¢)cos(0)
doénde

P.(z,2,t) = P(X, X, t) = Za — A€, — Uz(D_Bsgn(sZ)) — 11582, (3.44)

con s, = s, = é+ e = €, + A,e, como funcion de conmutacion (A, = \,) y 0, = oy,
Wy = 1y in (3.44). A, = A, se supone que satisface (2.18), con una cota kKo = Ka..
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Para disenar las senales de control us v us, se define primero una senal de referencia
deseada para los dngulos ¢ and 6, esto es ¢4 v 0,4, respectivamente. Ahora se adopta la
aproximacion de angulo pequeno ampiamente utilizada en la literatura de vehiculos
aéreos no tripulados(vease por ejemplo |37, 39]). Bajo esta suposicion, la dindmica
(3.33), (3.34), (3.36)—(3.38) toman la forma

Z~tan(0)(g+ P,) + A, (3.45)
i~ —tan(o)(g+ P.) + A, (3.46)
. u2 . u3 oo U4
_ U2 5 _ Uz g Ua 4
¢ ]‘xz b 9 Iyy ) w I‘ZZ b (3 7)

donde A, y A, son términos de perturbacion desconocidos acotados por constantes
reales positivas ka, y ka, respectivamente que afectan la dinamica de z y y.

Ahora se considera que tan(¢) y tan(f) son senales de control “virtuales” , es decir
u, = tan(0) y u, = tan(¢) en (3.45) y (3.46). Similarmente al razonamiento previo
para el diseno de la senal u;, los errores de seguimiento e, y e, se definen como

€y =T —Tq, €y =71Y— Y, (3.48)

donde x4 y yq son senales de referencia para x y y, respectivamente. Las siguientes
superficies de conmutaciéon son definidas:

Sy = €p + Agly, Sy = €y + ey, (3.49)

donde, como antes, A\, y A, son pardmetros constantes reales seleccionados de tal
manera que las ecuaciones lineales de primer orden definidas por las superficies des-
lizantes

Se =0=¢,+Ney, s, =0=¢,+ ey, (3.50)

tengan soluciones que exponencialmente convejan a cero. De la misma manera, la
derivada fraccional al orden (14 ) de s, y s, se definen como

9 —ousnla) D, P o)<l O30

T

donde o4, 0y, 11, ¥ 11y son constantes reales positivas. La derivada fraccional de orden
(—p) de las ecuacion (3.51) tiene la forma (3.52), es decir

Sy = —0. D Psgn(s,) — pias,, S, = —o,D Psgn(s,) — j1,s,. (3.52)

De la dindmica (3.45) y (3.46), con A, = A, = 0, se obtiene que la ecuacion (2.15)
estd dada por
Sp = €z + Np€p = tan(0)(g + P.) — Zq + \p€s, (3.53)
Sy = €y + A€, = —tan(o)(g + Ps) — Ya + \y€y. (3.54)

Las senales deseadas 0, and ¢4 se pueden calcular a partir de (3.53) y (3.54) cuando las
senales tan(f) y tan(¢) son consideradas como sefiales de entrada virtuales, como se
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mencioné anteriormente. Esta consideracion permite tener las siguientes expresiones
para 03 v ¢g:

P P,
04 = arctan ), = —arctan Y, 3.55
’ (Pz+g) v (Pz+g> (359)
donde
P, = &g — M€y — 0. D Psgn(sy) — foSa, (3.56)
Py = ga— M€y — 0,D P sgn(s,) — 11,5, (3.57)

Notése que, cuando 6 y ¢ logran aproximarse a 6; v ¢4 tan pronto como es posible, la
estrategia de CFRD discutida anteriormente permite alcanzar la superficie deslizante
sy = 0y s, = 0 donde los errores de seguimiento e, y e, tienden a cero exponencial-
mente. En este trabajo, una estrategia proporcional-derivativa es implementada para
permitir que 0 — 04, ¢ — ¢q y Y — 1P, es decir

up = Lnplda — Kdyés — Kpoey), (3.58)
us = Iy[0s — Kdoéy — Kpgeg), (3.59)

donde ey = ¢ — @q, €9 = 0 — 04y ey, = ¥ — 14 son los errores de seguimiento de los

angulos ¢, 6 y 1 respectivamente. Notése que en particular, ¢, es cero en la ecuacion
(3.60).

La ley de control descrita por las ecuaciones (3.43),(3.58),(3.59) v (3.60), desarrollada
en este capitulo se utiliza en el siguiente capitulo para realizar simulaciones numéricas
y en la plataforma experimental, para obtener resultados experimentales. Esta ley de
control utiliza la metodologia de regimenes deslizantes de orden fraccional y ademaés
se implementa una derivada fraccional en la funcion signo que aparece en la ley de
control.
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Capitulo 4

Resultados en Simulacién Numérica y
Experimentales

Algunas simulaciones fueron llevadas a cabo para evaluar el desempeno del esquema
de control propuesto. Estas simulaciones fueron hechas en MATLAB, integrando las
ecuaciones dinamicas del cuadrirotor (3.33)—(3.38) y usando un script que implemen-
ta el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. Para calcular la derivada
fraccional usada en las ecuaciones (3.44), (3.56) y (3.57) del esquema de control pro-
puesto en el capitulo anterior, se usa el método numérico de Griinwald-Letnikov ,
implementando el algoritmo de memoria adaptativa en tiempo de muestreo descrito
en [32|. Distintos valores del orden fraccional 8 se prueban, para mostrar el desempenio
del esquema de control. También la funcién signo se implementa usando la siguiente
expresion

Sz

sgn(s:) = m,

donde la cantidad suficientemente pequena e > 0 es una constante real positiva.

Los parametros del modelo usados en la simulacién se muestran en la Tabla 4.1,
mientras que los parametros del control se muestran en la Tabla 4.2. Los parametros
del modelo corresponden a un cuadrirotor real. Estos parametros seran usados en las
simulaciones de este capitulo.

Es importante mencionar que las senales de control que serdn mostradas en las si-
guientes secciones estan limitadas a los valores mostrados en la Tabla 4.3 [40]. Estos
valores son similares a aquellos que corresponden a un cuadrirotor que sera utilizado
en experimentos reales. Debido a que en una aplicacién real, el valor absoluto de
dichas senales estan limitadas por los actuadores(motores).
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Tabla 4.1: Parametros del Modelo.

Parametro Valor Unidades
Masa m 0.6162 kg
Gravedad g 9.81 =
Ixx 0.00360481639 kg-m?
Iyy 0.00372100553 kg-m?
1zz 0.00703101500 kg-m?

Tabla 4.2: Parametros del CFRD.

Nombre Valor

€ 0.005
o 0.03
Az 1.5
1y 1.0
oy 0.03
Ay 1.23
Ly 1.24
Oz 0.03
Az 1.23
Lo 1.24

Kd, 0.3
Kp¢ 1.75
Kdg 0.3
Kpg 1.75
Kd, 0.3
Kpy 1.75

Todas las simulaciones presentadas fueron hechas con un tiempo de muestreo de 0.01
segundos que corresponde a 100 Hz.

Tabla 4.3: Limitacion de las sefiales de control.

Senal Valor Maximo Unidades
Empuje Vertical 35 N
Torque en Alabeo 4 Nm
Torque en Cabeceo 4 Nm

Torque en Guinada 2 Nm
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4.1. Simulaciones con Trayectoria tipo Vuelo Suspendido

Se usa una trayectoria definida a trozos, como referencia de seguimiento en el espacio,
como a continuacion se describre: los primeros 10 segundos se utilizan para el despegue
del cuadrirotor hasta que alcanza el vuelo suspendido a 40cm, luego se mantiene en
vuelo suspendido por 20 segundos, y finalmente se realiza el aterrizaje desde 40cm
dentro de los tultimos 10 segundos.

La expresion matemaética para la trayectoria de referencia utilizada es la siguiente:

0 ,0<¢t<10
za=40 ,10<t<30 (4.1)
0,30 <t <40
0 ,0<¢t<10
ya=140 ,10<t<30 (4.2)
0 ,30<t<40
g 0<t<10
Z4 =14 0.4 ,10 <t < 30 (4.3)
0.4 — 2430 130 < ¢ <40

4.1.1. Simulaciones sin Perturbaciones

En la Figura 4.1 se muestra el seguimiento de trayectoria en el espacio, para nueve
6rdenes fraccionales, nétese que la mayoria de las graficas de estos érdenes son indis-
tinguibles y que predomina el color naranja rojizo que corresponde al orden fraccional
£ =0.9. Debido a que es una trayectoria sin perturbaciones se puede apreciar que se
logra el vuelo suspendido sin problema alguno, sin desviaciones.

Los errores en posiciéon se muestran en la Figura 4.2, como se esperaba el error es
muy pequeno. Los errores estdn en cero, excepto para la direccion z, en donde se
tienen pequenas desviaciones en las transiciones despegue-vuelo suspendido y vuelo
suspendido-aterrizaje.
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iteracion: 4001, tiempo[s]: 40.00

0.6

0.4

z[m]

0.2

-0.5

0.5

M08 s y [m]

Figura 4.1: Grafica 3D del seguimiento de trayectoria con 6rdenes fraccionales de 5 = 0.1 a § = 0.5.
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Figura 4.2: (a)Errores en x;(b)Errores en y;(c)Errores en 7

Los errores en angulos de Euler se muestran en la Figura 4.3, debido a que estamos
realizando una simulacién numérica y sin perturbaciones, los errores son cero a lo
largo de la trayectoria, incluso en las transiciones de despegue-vuelo suspendido y
vuelo suspendido-aterrizaje.

Se obtiene un promedio de los errores, el cual se muestra en la Tabla 4.4, este promedio
es de errores en valor absoluto, como podemos corroborar los errores estan en cero,
excepto en la direccion z que tiene un promedio de 30cm y este error se presenta en
las transiciones despegue-vuelo suspendido y vuelo suspendido-aterrizaje.
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Figura 4.3: (a)Errores en ¢;(b)Errores en 6;(c)Errores
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Tabla 4.4: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido Sin Perturbaciones

Orden Fraccional 3 x y z ¢ 0 o
0.1 0 0 03 0 0 O
0.2 0O 0 03 0 0 O
0.3 0 0 03 0 0 O
04 0 0 03 0 0 O
0.5 0 0 03 0 0 O
0.6 0 0 03 0 0 O
0.7 0 0 03 0 0 O
0.8 0O 0 03 0 0 O
0.9 0 0 03 0 0 O

Las cuatro senales de control se muestran en la Figura 4.4, desafortunadamente
no podemos observar la acciéon de control debido a que no existen perturbaciones.
Sin embargo, para el empuje vertical podemos observar cierto castaneo para el orden
fraccional § = 0.9, el cual no esta presente en 6rdenes fraccionales inferiores.
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Figura 4.4: (a)Empuje Vertical (b) Torque en Alabeo (c)Torque en Cabeceo (d) Torque en Guisiada

Las senales de control son indistinguibles unas de otras, y podemos observar que
para oOrdenes fraccionales pequenos no existe castaneo alguno (es decir 5 < 0.7),
sin embargo para 6rdenes fraccionales grandes ( por ejemplo § = 0.9), aparece un
castafieo indeseable. Esto es mas evidente cuando el orden fraccional tiende a 1 (5 —
1). Una comparacion entre el empuje vertical para un orden fraccional de § = 0.5y

otro de 5 = 0.9 se muestra en la Figura 4.5.
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Figura 4.5: (a) Senal de Control u; con 8 = 0.5; (b) Senal de Control u; con = 0.9.
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4.1.2. Simulaciones con Perturbaciones

Un término de perturbacion se introduce en el lado derecho de la dindmica del modelo
del cuadrirotor (3.33)—(3.38) en el segundo ¢ = 13 para simular el efecto de condiciones
climéaticas, tales como variaciones del viento. Este término de perturbaciéon estd dado
por

ot
A=A, = A, = Ky + Kbsm(Ti), (4.4)

1

ot
Ay=N0g =0y =K, + Kﬁsm(Ti), (4.5)

2

con K, = 0.15 [m/s?], K, = 0.01 [m/s?], Ty = 1.2 |s], K, = 0.087 [rad/s?], Kz =
0.015 [rad/s?| y T, = 1.8 [s].

En la Figura 4.6 se muestra el seguimiento de trayectoria en el espacio con un término
de perturbacién introducido en el segundo 13. Notese que en este caso se aprecia que la

[l (7))

trayectoria se desvia de la referencia en las direcciones “x” y “y”, en vez de mantenerse
en el punto (z,y) = (0,0) como deberia, segtin la trayectoria propuesta.

iteracion: 4001, tiempo[s]: 40.00
0.6

0.4

z [m]

0.2

0.5

0

x [m] 05 5 v [

Figura 4.6: Gréafica 3D del seguimiento de trayectoria con érdenes fraccionales de 5 = 0.1 a § = 0.9.
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Los errores de posiciéon para esta trayectoria tipo vuelo suspendido, con perturba-
cion, se muestran en las Figuras 4.7 a 4.9. Notese que en el momento en que aparece
el término de perturbacion, es decir en el segundo 13, los errores comienzan a incre-
mentarse hasta alcanzar alrededor de 10cm de error.
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Figura 4.7: Errores en x Vuelo Suspendido con Perturbacion.
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Figura 4.8: Errores en y Vuelo Suspendido con Perturbacion.
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Figura 4.9: Errores en z Vuelo Suspendido con Perturbacién.

Los errores en Angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.10-4.12. Notese que
estos errores son muy cercanos a cero y que no se alcanza a apreciar el efecto del tér-
mino de perturbacion introducido en la dindmica de los 4ngulos de Euler. A pesar de
que el término de perturbacion esté presente, la trayectoria no exige cambios bruscos
en los angulos de Euler, esta es una de las razones por las cuales los errores son tan
cercanos a cero. Sin embargo si se observa la Figura 4.13, se puede apreciar el efecto
de la perturbacion en los angulos ¢ y €, también se puede observar que estos angulos
estan dentro de la aproximacion de dngulo pequeno.
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Figura 4.10: Error en el Angulo de Euler ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacion.
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Figura 4.11: Error en el Angulo de Euler § Vuelo Suspendido con Perturbacion.
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Figura 4.12: Error en el Angulo de Euler ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacion.
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El promedio de los valores absolutos de los errores en posicion y en dngulos de
Euler se muestra en la Tabla 4.5. Notese que los errores son muy cercanos unos de
otros y que el error minimo se alcanza cuando 8 = 0.1 y el error méximo se obtiene
cuando 8 = 0.9 que corresponde a un valor mas cercano al Control de Orden Entero
por Regimenes Deslizantes.

Tabla 4.5: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido con Perturbaciones

Orden Fraccional 3 X y Z 1) 0 P
0.1 0.0596 0.0581 0.0612 1.2914e-04 1.2907e-04 2.3528e-04
0.2 0.0599 0.0584 0.0616 1.2926e-04 1.2916e-04 2.3528e-04
0.3 0.0602 0.0587 0.0620 1.2944e-04 1.2930e-04  2.3528e-04
0.4 0.0605 0.0590 0.0623 1.2972e-04 1.2964e-04 2.3528e-04
0.5 0.0607 0.0592 0.0626 1.3022e-04 1.3035e-04 2.3527e-04
0.6 0.0609 0.0594 0.0628 1.3108e-04 1.3167e-04 2.3526e-04
0.7 0.0611 0.0596 0.0630 1.3252e-04 1.3378e-04 2.3522e-04
0.8 0.0614 0.0599 0.0634 1.3540e-04 1.3696e-04 2.3515e-04
0.9 0.0620 0.0604 0.0640 1.3971e-04 1.4162e-04 2.3499e-04
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Las cuatro senales de control se muestran en las Figuras 4.14-4.17, para los nueve
ordenes fraccionales, sin embargo se puede observar que son indistinguibles unas de
otras, por esta razon es que se ha escogido el orden fraccional § = 0.5, para mostrar lo
que pasa con ordenes fraccionales menores. Notese que existe un castaneo indeseable
mayor cuando el orden fraccional es alto, es decir cuando tiende a 1.
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Figura 4.14: (a) Empuje vertical con fs distintos; (b) Empuje vertical con 8 = 0.5.
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Figura 4.15: (a) Torque en Alabeo con (s distintos; (b) Torque en Alabeo con 8 = 0.5.
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Figura 4.16: (a) Torque en Cabeceo con s distintos; (b) Torque en cabeceo con 3 = 0.5.
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Las senales de control son indistinguibles unas de otras, y se puede observar que
para ordenes fraccionales pequenos no existe castaneo alguno (es decir 5 < 0.7),
sin embargo para ordenes fraccionales grandes ( por ejemplo 8 = 0.9), aparece un
castafieo indeseable. Esto es mas evidente cuando el orden fraccional tiende a 1 (5 —
1). Una comparacion entre el empuje vertical para un orden fraccional de § = 0.5y
otro de 5 = 0.9 se muestra en la Figura 4.18.

6 F : —— T T T T . 6 T T T T T T
— ,ﬂ/— ]
5 5
4 4
z z
[
N3 23
g S
g w
2r 2
1r 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
time[s] time[s]
(a) (b)

Figura 4.18: (a) Senal de Control u; con 8 = 0.5; (b) Sefial de Control u; con 8 = 0.9.

4.2. Simulaciones con Trayectoria tipo Lemniscata

Una trayectoria definida a trozos se usa como referencia de seguimiento en el espacio
como a continuacion se describre: los primeros 10 segundos se utilizan para el despe-
gue del cuadrirotor hasta que alcanza el vuelo suspendido a 40cm, luego se realizan
dos vueltas de una lemniscata durante 20 segundos, y finalmente se realiza el aterri-
zaje desde 40cm dentro de los tltimos 10 segundos.

La expresion matematica para la trayectoria de referencia utilizada es la siguiente:

0 L0<t<10
sim( 2T(t=10)
05sin(~ m ) 10 <t <30 (4.6)

1+COS( 277(1;610) )2

0 , 30 <t <40

Tqg =
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0 ,0<t<10
0.5sin( 2010 ) o5 (27110
Ya = 1+c;2(%610))210 710 <t S 30
0 130 < £ < 40
o ,0<t <10
zg =14 04 10 <t <30
0.4 — &40 30 < ¢ <40

10

4.2.1. Simulaciones sin Perturbaciones

39

(4.7)

(4.8)

La trayectoria del cuadrirotor en el espacio se muestra en la Figura 4.19. Nueve
ordenes fraccionales son graficados (desde § = 0.1 a 0.9). Notese que la evolucion
de las variables con algunos valores de [ son indistinguibles, y que el color rojo

anaranjado, que corresponde al orden fraccional 8 = 0.9, es predominante.

iteracion: 4001, tiempo[s]: 40.00

0.6

-0.2 0

y [m]

x [m] -0.4

-0.6

Figura 4.19: Grafica 3D del seguimiento de trayectoria con érdenes fraccionales de 5 = 0.1 a

8=0.9.
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La proyeccion de la trayectoria en el plano x-y es mostrada en la Figura 4.20. La
trayectoria deseada no se sigue perfectamente, sin embargo el error de desviacion
es pequeno(véase las Figuras 4.21-4.26), las cuales tienen un mejor comportamiento
cuando g = 0.1.
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Figura 4.20: Proyeccion en el plano x-y de la trayectoria

La posiciéon del error de seguimiento en las direcciones x, y y z, esto es e, =  — g,
€y =Y —Yay €, = 2 — 24 se muestra en las Figuras 4.21-4.23. El error alcanza casi los
4 cm en las direcciones “x” y “y”, y 8 cm en la direccion “z” cuando 5 = 0.5. Notese que
hay un sobrepaso significante y un error de seguimiento mas grande cuando 3 = 0.9,
ademaés de tener un comportamiento diferente al resto de los 6rdenes fraccionales, en

particular se puede observar que tiene sobrepasos en toda la trayectoria.
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Figura 4.21: Errores en x Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.22: Errores en y Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.23: Errores en z Lemniscata sin Perturbaciones.
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Los errores en posicion para la trayectoria tipo lemniscta sin perturbaciones tienen
un promedio que es mostrado en la Tabla 4.6, como se puede observar en dicha tabla
el error mas pequeno se alcanza cuando 5 = 0.1.

Tabla 4.6: Promedio absoluto de los errores Lemniscata Sin Perturbaciones

Orden Fraccional 3 X y z 10) 0 P

0.1 0.1249 0.0555 0.2998 1.8399e-04 1.8813e-04 2.5709e-05
0.2 0.1249 0.0555 0.2998 1.8716e-04 1.9081e-04 2.8351e-05
0.3 0.1249 0.0555 0.2998 1.9213e-04 1.9541e-04 3.2714e-05
0.4 0.1249 0.0556 0.2998 1.9916e-04 2.0267e-04 4.0308e-05
0.5 0.1250 0.0556 0.2998 2.0887e-04 2.1269e-04 5.4541e-05
0.6 0.1250 0.0557 0.2997 2.2166e-04 2.2591e-04 8.3810e-05
0.7 0.1251 0.0556 0.2997 5.0229e-04 4.7922e-04 1.5557e-04
0.8 0.1251 0.0555 0.2996 0.0081 0.0130 0.0015

0.9 0.1332 0.0594 0.2997 0.0062 0.0070 5.3169e-04

Los errores en Angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.24-4.26. Notese que
la cota de error absoluto para el error de d4ngulos de Euler es de 0.4 radianes para
valores de (8 entre 0.1 y 0.9; observando ahora la evolucion de los dngulos de Euler,
podemos notar que se encuentran dentro de la aproximacion de angulo pequeno, la
cual dice que los 4ngulos deben estar debajo de 0.3 radianes.
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Figura 4.24: Errores en el d&ngulo de Euler ¢ Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.25: Errores en el angulo de Euler § Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.26: Errores en el &ngulo de Euler ¢ Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.27: Los Angulos de Euler cumplen con la aproximacién de angulo pequefio.

Las cuatro senales de control se muestran en las Figuras 4.28-4.31. Notese que existe
un castaneo notable, para el orden fraccional 8 = 0.9, el cual es predominante y no
permite ver lo que sucede para los demaés 6rdenes fraccionales, por esta razén se mues-
tran las senales de control para el orden fraccional 5 = 0.5, el cual no tiene castafieo

8 7
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$=0.2 3=0.5

7r $=0.3 6 %F—Aﬁ
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$=0.6 5L
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N4 N
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1t ir

o . . . . . . . 0 . . . . . . .

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempols] Tiempol[s]
(a) (b)

Figura 4.28: (a) Empuje vertical con S3s distintos; (b) Empuje vertical con 8 = 0.5.
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Figura 4.29: (a) Torque en Alabeo con (s distintos; (b) Torque en Alabeo con 5 = 0.5.
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Figura 4.30: (a) Torque en Cabeceo con s distintos; (b) Torque en Cabeceo con 5 = 0.5.
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3=0.1
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Figura 4.31: (a) Torque en Guinada con s distintos; (b) Torque en Guifiada con 8 = 0.5.

Ademas, las nueve senales de control, correspondientes a los nueve ordenes fracciona-
les, son indistinguibles unas de otras, pero cuando 5 = 0.1 no hay castaneo alguno;
6rdenes fraccionales mas altos conducen a la presencia de castaneo. Esto es mas evi-
dente cuando el orden fraccional tiende a 1 (5 — 1). Una comparacién entre el empuje
vertical para un orden fraccional de 8 = 0.5 y otro de 5 = 0.9 se muestra en la Figura

4.32.
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15 20 25 30 35
time[s]

(a)

Figura 4.32: (a) Senal de Control u;

40

Force[N]
S
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time[s]

(b)

con 3 = 0.5; (b) Serial de Control u; con 8= 0.9.
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4.2.2. Simulaciones con Perturbaciones

La trayectoria del cuadrirotor en el espacio se muestra en la Figura 4.33, en la cual
se ha introducido un término de perturbacion descrito por 4.4-4.5, en el segundo
t = 13[s|. Nueve ordenes fraccionales se grafican (desde 8 = 0.1 a 0.9). Notese que la
evolucion de las variables con algunos valores de 8 son indistinguibles, y que el rojo
anaranjado, que corresponde al orden fraccional 5 = 0.9, es predominante.

iteracion: 4001, tiempol[s]: 40.00

0.6

0.4

z[m]

0.2

0
04 -0.2

Xl 06 y [m]

Figura 4.33: Grafica 3D del seguimiento de trayectoria con érdenes fraccionales de 5 = 0.1 a
8 =0.5.

La proyeccién de la trayectoria en el plano x-y plane se muestra en la Figura 4.34. La
trayectoria deseada no se sigue perfectamente, debido a la presencia de la perturba-
cion, sin embargo el error de desviacion es pequenio(véase las Figuras 4.35-4.40), y se
tiene un mejor comportamiento cuando 5 = 0.1.

reference
(4=0.1
6=0.2
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3=0.7
3=0.8
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-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
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Figura 4.34: Proyeccion en el plano x-y de la trayectoria
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La posicion del error de seguimiento en las direcciones x, y y z, esto es e, = v — g,

€y =Y —Yay €, = 2z — 24 se muestran en las Figuras 4.35-4.37. Notese que hay un
sobrepaso significante y un error de seguimiento méas grande cuando 5 = 0.9.

0.15

Distancia[m]

/ - e,=-0.0069, t=13, 3=0.5

-0.05

-0.1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempols]

Figura 4.35: Errores en x.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 4.36: Errores en y.
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Figura 4.37: Errores en z.
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El promedio de los valores absolutos de los errores se muestra en la Tabla 4.7, esta
tabla muestra que los promedios estdAn muy cercanos unos de otros, y que estos son
pequenos no sobrepasa los 6cm para los errores de posicion y respecto a los errores
en angulos de Euler son muy pequeiios del orden de 12107, lo cual en dngulos que
estan en radianes es muy pequeno.

Tabla 4.7: Promedio absoluto de los errores

Orden Fraccional 3 X y Z 1) 0 P
0.1 0.0567 0.0552 0.0536 2.5992e-04 2.6212e-04 2.4825e-04
0.2 0.0577 0.0562 0.0547 2.6134e-04 2.6366e-04 2.4957e-04
0.3 0.0586 0.0571 0.0557 2.6365e-04 2.6706e-04 2.5174e-04
0.4 0.0594 0.0579 0.0566 2.6707e-04 2.7264e-04 2.5547e-04
0.5 0.0600 0.0585 0.0573 2.7364e-04 2.8051le-04 2.6241e-04
0.6 0.0606 0.0591 0.0579 2.8292e-04 2.9047e-04 2.7682e-04
0.7 0.0606 0.0591 0.0586 4.4559e-04 4.3793e-04 3.1523e-04
0.8 0.0614 0.0598 0.0596 5.4458e-04 5.3129e-04 3.3708e-04
0.9 0.0634 0.0630 0.0615 9.4973e-04 0.0011 3.3094e-04
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Los errores en Angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.38-4.40. Nétese que
estos errores se encuentran en una cota de error absoluta de alrededor de 0.3 radianes
para ¢ y 6. También nétese que los angulos de Euler evolucionan en valores que estan
dentro de la aproximacién de dngulo pequeno.
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Figura 4.38: Error en el dngulo de Euler ¢.
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Figura 4.39: Error en el angulo de Euler 6.
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Figura 4.40: Error en el angulo de Euler 4.
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Figura 4.41: Euler Angles are within the small angle approximation.
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Las cuatro senales de control se muestran en las Figuras 4.42-4.45. No6tese que el
castaneo para 8 = 0.9 hace indistinguible las senales para los otros valores de 3, sin
embargo se escoge el valor de f = 0.5, para poder mostrar lo que pasa para ordenes
fraccionales menores.

8 7r
501
3=0.2 _ﬁ:U.S
e =0.3 f——— e
3=0.4
505
i =06 5
3=0.7
5F 3=0.8
Z 3=0.9 Z 4
[ [
Ngr N
£ £
s T 3r
sl
2l
ol
1 ir
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
o 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempols] Tiempol[s]
(a) (b)
Figura 4.42: (a) Empuje vertical con fs distintos; (b) Empuje vertical con 8 = 0.5.
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Figura 4.43: (a) Torque en Alabaeo para fs distintos; (b) Torque en Alabeo con 8 = 0.5.
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Figura 4.44: (a) Torque en cabeceo para (s distintos; (b) Torque en Cabeceo con 8 = 0.5.
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Figura 4.45: (a) Torque en Guinada para (s distintos; (b) Torque en Guinada con 8 = 0.5.
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Las nueve senales de control correspondientes a nueve 6rdenes fraccionales distintos,
son indistinguibles unas de otras, pero cuando § = 0.1 no existe castaneo alguno;
6rdenes fraccionales més altos presentan castaneo de una forma mas marcada. Esto
es mas evidente cuando el orden fraccional tiende a 1(f — 1). Una comparacion entre
el empuje vertical para un orden fraccional de § = 0.5 y otro de § = 0.9 se muestra
en la Figura 4.46.

Force[N]
I

w

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
time[s] time[s]

(a) (b)

Figura 4.46: (a) Senal de Control u; con 8 = 0.5; (b) Sefial de Control u; con 8 = 0.9.

4.3. Comparaciéon con CERD

Para comparar el desempeno del CFRD presentado en este trabajo, un CERD fue
implementado para el modelo simplificado del cuadrirotor. Usando la aproximacion de
angulo pequeno este controlador es descrito por las Ecuaciones (3.35), (3.36)—(3.38)
con

d

P, =z, — \ée, — azasgn(sz) — 1.5, (4.9)
. ) d

Py =Ya — A€y — Uyﬁsgn(sy) = HySy; (4.10)
3y , d

P, =12, — \y€; — Uxasgn(sx) — UpSe- (4.11)

donde, como antes, A, Ay, Az, 02, 0y, Oz, [z, [y ¥ [g, SO0 coeficientes reales escogidos
de tal manera que las soluciones de las ecuaciones de primer orden definidas por las
superficies deslizantes

s, =0=2¢,+ \e,, (4.12)
5y =0 =€, + A\yey, (4.13)
S, =0 =¢€, + A\yeq. (4.14)
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converjan asimptoticamente a cero. La simulaciéon con el controlador CERD tiene
los mismos parametros utilizados para la simulacion del CFRD, estos parametros de
control estan decritos en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8: Parametros CERD.

Nombre Valor

€ 0.005
o, 0.03
Az 1.5
e 1.0
oy 0.03
Ay 1.23
Iy 1.24
Oy 0.03
Az 1.23
L 1.24

Kdyg 0.3
Kpg 1.75
Kdy 0.3
Kpg 1.75
Kdy 0.3
Kpd, 1.75

4.4. Simulaciones con Trayectoria tipo Vuelo Suspendido

La trayectoria tipo vuelo suspendido esta descrita como anteriormente para el CFRD,
esta trayectoria estd definida por las expresiones (4.1),(4.2) y (4.3). Los parametros
del sistema son los mismos del CFRD, descritos en la Tabla 4.1. Las siguientes simu-
laciones corresponden a aquellas realizadas con el CFRD, pero ahora utilizando una
derivada de orden entero.
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4.4.1. Simulaciones sin Perturbaciones

Los errores de posicion y el error en angulos de Euler del seguimiento de trayectoria
se muestran en las Figuras 4.48 y 4.49, respectivamente, mientras que la gréafica en
3 dimensiones del seguimiento de trayectoria se muestra en la Figura 4.47. No6tese
que los errores de seguimiento tienen un buen desempeno. Sin embargo, aparece un
castaneo indeseable en las senales de control, en particular en el empuje vertical uq,
como se puede observar en las Figura 4.50.

iteracion: 4001, tiempol[s]: 40.00

02 ;).4\///«0/

X [m] 05

y [m]
Figura 4.47: Gréfica 3D del seguimiento de trayectoria con CERD.

Si se comparan los errores de posicion mostrados en la Figura 4.48 que corresponden
al esquema de control CERD y los errores de la Figura 4.2, se puede observar que se
alcanza un mejor desempeno en el seguimiento de trayectoria con el CERD debido a
que los errores en la direccion z son méas pequenos del orden de 5mm, mientras que
para el CFRD estan alrededor de 1lcm; sin embargo este mejor desempeno se alcanza

a un precio alto, el cual es el castaneo indeseable que se obtiene en las senales de
control del CERD.
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Figura 4.48: Errores de posicién con CERD.
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Erroren ¢

Angulo [rad]

Angulo [rad]

Erroren ¢

Angulo [rad]

0 5 10 15 20 25 30 35 a0
Time [s]

Figura 4.49: Errores en Angulos de Euler con CERD.

Tabla 4.9: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido Sin Perturbaciones CERD

X |y z ¢ 0 9
0.0 0.0 0.002 00 00 0.0

El empuje vertical es donde se puede observar el contraste del castafieo entre el CFRD
y el CERD, en particular si se observa la Figura (4.4a) y la Figura (4.50a), se puede
notar que el castaneo es mucho mayor para el CERD, también se puede notar que en
el CFRD el castaneo aparece para ordenes fraccionales altos (es decir 0.7 < 5 < 1.0),
sin embargo si mantenemos el CFRD en 6rdenes fraccionales pequenos el desempeno
de éste tiene la ventaja de no presentar castaneo alguno.

za(N)

Torque (]

o s 10 15 2 25 3 3 40 o s 1 15 2 25 3 3 4
Tiempo (5] Tiempo (5]

(a) (b)

Torque (]

o s 10 15 20 25 3 3 4 o s 10 15 20 2 3 3 4
Tiempo (5] Tiempo [s]

() (d)

Figura 4.50: (a)Empuje Vertical (b)Torque en Alabeo (c)Torque en Cabeceo (d)Torque en Guitiada
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4.4.2. Simulaciones con Perturbaciones

La simulacién con CERD con la trayectoria tipo vuelo suspendido y un término
de pertubacion dado por (4.4) y (4.5), se muestra en la Figura 4.51. Notese que ahora

existe una desviacion en las direcciones “x” y “y”, debido al término de perturbacion.

iteracion: 4001, tiempo[s]: 40.00

y[m]

Figura 4.51: Gréfica 3D del seguimiento de trayectoria con CERD.

Los errores en posicion se muestran en la Figura 4.52, si se comparan con la
simulacion obtenida con CFRD (véase las Figuras 4.7,4.8 y 4.9), se puede observar
que en ambos esquemas de control, el error esta alrededor de los 10cm, por lo que
no hay ventaja alguna en el error de posicion, sin embargo se vera que el CFRD
disminuye el castaneo indeseable presente en las senales de control.
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Figura 4.52: Errores de posicion con CERD.
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Tabla 4.10: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido Con Perturbaciones

x y z 0] 0 (0
0.0679 0.0663 0.0648 0.0011 0.0011 4.6262e-04

Si se compara el error en Angulos de Euler para el CERD (vease la Figura 4.53))
y el CFRD (véase las Figuras 4.10,4.11 y 4.12), se pude observar que el error es
considerablemente menor en el CFRD.
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Figura 4.53: Errores en Angulos de Euler con CERD.
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Las senales de control para el CERD se muestran en la Figura 4.54, si se com-
paran con las senales de control para el CFRD (véase Figuras 4.14-4.17), se puede
observar que el castaneo para 6rdenes fraccionales para § < 0.7 es mucho menor que
el mostrado en el CERD, en particular el empuje vertical muestra de mejor manera
este contraste.

Torque [Nm]

o kv w2 o o v ® ©

0 5 10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) (b)

[Nm]
G A b v kA o kN w s @

0 5 10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo [s] Tiempo [s]

(c) (d)

Figura 4.54: (a)Empuje Vertical (b) Torque en Alabeo
(c)Torque en Cabeceo (d) Torque en Guinada

4.5. Simulaciones con Trayectoria tipo Lemniscata

Las simulaciones que a continuacion se presentan fueron realizadas con el esque-
ma CERD, utilizando como trayectoria de referencia la descrita por las ecuaciones
(4.6),(4.7) y (4.8). Los parametros utilizados son los descritos en la Tabla 4.8.
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4.5.1. Simulaciones sin Perturbaciones

La simulacion con la trayectoria tipo lemniscata sin perturbaciones, tiene un com-
portamiento que se puede observar en la Figura 4.55. Nétese que a pesar de no haber
perturbaciones, existe un error de seguimiento, sin embargo éste es pequeno.

iteracion: 4001, tiempol[s]: 40.00

N

0 o 05
02\ P
04 - 0

-05 y [m]

Figura 4.55: Gréfica 3D del seguimiento de trayectoria con CERD.

El error en posicion se muestra en la Figura 4.56, si lo comparamos con los errores
obtenidos con el CFRD descritos en las Figuras 4.21-4.23, se puede observar que en
magnitud son muy similares, excepto cuando 5 = 0.9 donde el error es mayor.
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Figura 4.56: Errores de posicién con CERD.
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Los errores en Angulos de Euler se muestran en la Figura 4.57, si se comparan con
los obtenidos para el CFRD descritos en las Figuras 4.24-4.26, se puede observar que
es mayor el error en el esquema CERD.

LL |

\
1 ' r‘ L

N

4
| r
30

°
o

Angulo [rad]

&
@

0 5 10 15 20
Erroren 6

TN
T Ir [

0 5 10 15 20 25 30 35 40

°
&

9

—

Angulo [rad]
o

Erroren ¢

0.01 T T T T T T
0—‘d HW\JU“’_" W(V—I N
0,01 q

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Time [s]

Angulo [rad]

Figura 4.57: Errores en Angulos de Euler con CERD.

Tabla 4.11: Promedio absoluto de los errores Lemniscata sin Perturbaciones CERD

X y z ¢ 0 (4
0.0227 0.0209 0.0020 0.0121 0.0108 0.0010

Las cuatro senales de control se muestran en la Figura 4.58, como se puede observar
existe un castaneo indeseable, en particular en el empuje vertical. Si se compara con
las senales de control obtenidas para el CFRD, descritas en las Figuras 4.28-4.31,
se puede observar que para oOrdenes fraccionales < 0.7 no existe este castaneo
indeseable.
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Figura 4.58: (a)Empuje Vertical (b) Torque en Alabeo
(c)Torque en Cabeceo (d) Torque en Guinada

Simulaciones con Perturbaciones
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La grafica 3D del seguimiento de trayectoria tipo lemniscata con un término de
perturbacion anadido en el segundo 13, se muestra en la Figura 4.59. Notese que
en este caso la trayectoria tiene una desviacion, debido al término de perturbacion

presente.

iteracion: 4001, tiempo[s]: 40.00

y [m]

Figura 4.59: Grafica 3D del seguimiento de trayectoria con CERD.
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Los errores de posicion se muestran en la Figura 4.60, si se compara con los obte-
nidos en el CFRD, descritos en las Figuras 4.35-4.37; se puede observar que el error
es mayor para el CFRD en sus distintos 6rdenes fraccionales, este error es 5cm mayor,

sin embargo esto se alcanza a un alto precio, el cual es el castaneo indeseable que se
presenta en el CERD.
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Figura 4.60: Errores de posicién con CERD.
Los errores en Angulos de Euler se muestran en la Figura 4.61, si se comparan con

la simulacion obtenida para el CFRD (véase Figuras 4.38-4.40), se puede notar que
en este caso el error es mayor en el esquema CERD.
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Figura 4.61: Errores en Angulos de Euler con CERD.

Tabla 4.12: Promedio absoluto de los errores Lemniscata Con Perturbaciones CERD

x y z ¢ o Y
0.0656 0.0632 0.0648 0.0018 0.0019 3.8188e-04

Las cuatro senales de control se muestran en la Figura 4.62, si se comparan estas
senales con las obtenidas en las Figuras 4.42—4.45, se puede observar que el castaneo

es menor en el esquema CFRD, en particular el empuje vertical muestra un mayor
contraste.
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Figura 4.62: (a)Empuje Vertical (b) Torque en Alabeo
(c)Torque en Cabeceo (d) Torque en Guinada

4.6. Discusion de los Resultados en Simulaciéon Numérica

Los resultados en simulacién numérica obtenidos son idealizados, a pesar de que se
usaron parametros de un cuadrirotor real y también se acotaron las senales de control.
Los resultados sin perturbaciones muestran un error menor al que se obtiene con per-
turbaciones, también cabe senalar que el castaneo indeseable empieza a ser presente
con ordenes fraccionales S > 0.7, este castaneo no se presenta para Ordenes inferio-
res, ademas de que las tablas y las graficas nos dicen que el mejor comportamiento
se obtiene cuando § = 0.1, que es el que mas se acerca a un control por regimenes
deslizantes convencional. Respecto a la comparacion hecha con el CERD, se puede
observar que no se obtiene un mejor desempeno con el CFRD, sin embargo se obtiene
una gran ventaja, la cual es la disminucion del castaneo indeseable, presente en las
senales de control. Si se comparan las Tablas 4.4 con 4.9, 4.5 con 4.12, 4.6 con 4.11 y
4.7 con 4.12, se verificara precisamente que no hay ventaja del CFRD con respecto al
CERD. Después de los conjuntos de simulaciones realizadas con el CFRD, se puede
observar que se tiene un buen desempeno, en las funciones basicas del cuadrirotor,
las cuales son despegue, vuelo suspendido, seguimiento de trayectorias y aterrizaje.
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4.7. Plataforma experimental.

Para poder probar el esquema de control propuesto en esta tesis, se utilizé un cua-
drirotor de la empresa “AscendingTechnologies (AscTec)” (véase Figura 4.63), junto
con un Sistema de Vision Artificial de la marca OptiTrack que hace las veces de un
sensor del cual se obtiene la posicion del cuadrirotor. Para obtener los dngulos de
Euler se utiliz6 la herramienta AscTec Autopilot, la cual integra todos los sensores
necesarios para funcionar como una unidad de medida inercial (IMU) y varias interfa-
ces de comunicacion a través de una tarjeta ARM7. También se utilizé un modulo de
comunicacion XBee, para poder enviar las senales de control desde una computadora
portatil hacia el cuadrirotor.

Figura 4.63: Cuadrirotor utilizado.

En la figura 4.64, se puede observar el diagrama que muestra el esquema de in-
terconexion de la plataforma experimental. Es importante mencionar que la trajeta
ARMYT del cuadrirotor trabaja a 1kHz y los sensores que hacen las veces de la IMU
también a 1kHz, sin embargo el sistema de vision artificial trabaja a 100Hz y a través
del moédulo de comunicacion sélo se puede enviar paquetes a 50Hz. Sin embargo se
realiza una interpolacion en la tarjeta ARMT del cuadrirotor, para calcular los datos
faltantes y asi escalar a 100Hz.
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Figura 4.64: Esquema de interconexion.

En la Figura 4.65 se puede observar las dimensiones del cuadrirotor en milimetros,
también en la Tabla 4.13, podemos observar los parametros del cuadrirotor, tales
cOmMoO masa e inercias.
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$»133
@ 340
@ 540

Figura 4.65: Dimensiones del Cuadrirotor.



68 4 Resultados en Simulacién Numérica y Experimentales

Tabla 4.13: Parametros de la Plataforma.

Parametro Valor Unidades
Masa m 0.6162 kg
Gravedad g 9.81 o=
Ixx 0.00360481639 kg-m?
Tyy 0.00372100553 kg-m?
Izz 0.00703101500 kg-m?
Distancia centro-rotor L 0.170 m
Constante de empuje kr  0.00000005400515839604174 - %2
Constante de arrastre ks 0.0000000008 Tp;f;

En la Tabla 4.14, se muestran los pardmetros utilizados para el CFRD, exclusiva-
mente el control que interviene en el empuje vertical y las definiciones de los dngulos
deseados ¢gq v 04.

Tabla 4.14: Parametros del CFRD.

Nombre Valor

€ 0.005
o, 0.1

Az 2.5

s 2.0

oy 0.06
Ay 2.23
Hy 2.24
Oz 0.06
Az 2.23
Lo 2.24

4.8. Experimentos con Trayectoria tipo Vuelo Suspendido

Los siguientes resultados experimentales fueron hechos con una trayectoria tipo
vuelo suspendido, andloga a la utilizada en las simulaciones numéricas, esta trayectoria
viene dada por las expresiones (4.1)—(4.3).
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4.8.1. Experimentos con Sin Perturbaciones

El primer conjunto de experimentos, es sin perturbaciones, se prueban algunos
6rdenes fraccionales representativos estos son § = 0.1,5 = 0.3,5 = 0.5y58 = 0.7,
en algunos casos el orden fraccional 3 = 0.7 falla y solo tenemos una parte del
experimento de tan solo algunos segundos, en ocasiones no alcanza a despegar. Este
es el caso de este conjunto de experimentos, en donde el orden fraccional § = 0.7
estd incompleto, en la Figura 4.66 se puede observar la grafica en el espacio de este
conjunto de experimentos.

referencia
£4=0.1
3=0.3
6=05
3=0.7

0.6

0.4

z [m]

0.2
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x [m] 0.1 -0.04
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Figura 4.66: Vuelo Suspendido sin Perturbaciones con Distintos Ordenes Fraccionales.

Los errores de posicion se muestran en las Figuras 4.67—4.69, se puede observar
que existe un error con una cota en valor absoluto de aproximadamente 10cm, en
las direcciones “x” y “y”, en la direccion z es mayor del orden de 12cm, excepto para
£ = 0.7 el cual es un experimento fallido; a pesar de no haber perturbaciones. Atn
asi el error es pequeno y se obtiene un buen desmpeno de la plataforma experimental

con el esquema de control utilizado.
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Figura 4.67: Errores en x Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.
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Figura 4.68: Errores en y Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.
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Figura 4.69: Errores en z Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.
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Los errores en angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.70-4.72. Notese que los
errores son pequenos, excepto cuando § = 0.7, precisamente con este orden fraccional
falla y solo se tienen unos pocos segundos del experimento.
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Figura 4.70: Errores en ¢ Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.
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Figura 4.71: Errores en # Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.
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Figura 4.72: Errores en v Vuelo Suspendido sin Perturbaciones.

Tabla 4.15: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido Sin Pertubaciones Experimentos

Orden Fraccional 3 X y z 10) 0 0
0.1 0.0090 0.0091 0.0451 0.0033 0.0025 0.1684
0.3 0.0508 0.0255 0.0343 0.0029 0.0016 0.1650
0.5 0.0365 0.0167 0.0346 0.0093 0.0023 0.1515
0.7 0.0602 0.0570 0.2649 0.1446 0.0198 0.1705

Un experimento con la trayectoria tipo vuelo suspendido sin perturbaciones fue
llevada acabo con el esquema CERD, para realizar una comparaciéon, sin embargo
este es un experimento fallido, debido a que con este esquema no logra despegar el
cuadrirotor. En la Figura 4.73, se puede observar unos segundos del experimento con

CERD.

Figura 4.73: Vuelo Suspendido sin Perturbaciones con CERD.
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y [m]



4.8 Experimentos con Trayectoria tipo Vuelo Suspendido 73

La senal de control u; (empuje vertical) se muestra en la Figura 4.74 (a), y se
puede observar que el castaneo va aumentando conforme va aumentando el orden
fraccional. En la misma Figura 4.74 (b), se muestra el empuje vertical con el esquema
CERD, como se puede observar solo se muestran 1.2 segundos del experimento, esto
es porque es fallido, utilizando los mismos parametros del CFRD, el CERD falla.
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Figura 4.74: a) Empuje Vertical con CFRD b)Empuje Vertical con CERD.

12

El siguiente conjunto de experimentos consiste en la trayectoria tipo vuelo sus-
pendido, y se aplica ahora una perturbacién que hace las veces de rafagas de viento,
que acttian principalmente en el eje yB del cuadrirotor, esto se logré con un venti-
lador. En la Figura 4.75 se muestran los experimentos para tres 6rdenes fraccionales
8 =0.1,0=0.3y 8 = 0.5 para 6rdenes fraccionales mayores el experimento falla,
como también los hace el experimento con CERD y este tipo de perturbacion.

referencia
£4=0.1
(=0.3
(=0.5

y [m]

Figura 4.75: Vuelo Suspendido con Perturbacion tipo Viento con Distintos Ordenes Fraccionales.
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Los errores de posicion para el conjunto de experimentos con trayectoria tipo
vuelo suspendido y perturbacién tipo viento se muestran en las Figuras 4.76-4.78.
Los errores en la direcciéon “x” tienen una cota de 4cm, mientras que en la direccién
“y” se encuentran en 10cm, respecto a la direccion “z”, se puede observar que se alcanza
un mejor desempeno cuando 5 = 0.3.
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Figura 4.76: Errores en x Vuelo Suspendido con Perturbacion Tipo Viento.
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Figura 4.77: Errores en y Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Viento.
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Figura 4.78: Errores en z Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Viento.
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Los errores en angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.79-4.81, se puede
observar que éstos son muy pequenos. Ademas para [ = 0.5 tienen un comportamiento
peor, en particular para el dgulo ¢.

Figura 4.79: Errores en ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Viento.
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Figura 4.80: Errores en 6 Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Viento.
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Figura 4.81: Errores en ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Viento.
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Tabla 4.16: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido con Perturbacién tipo Viento

Orden Fraccional 3 X y z 1) 0 0
0.1 0.0424 0.0089 0.0524 0.0050 0.0025 0.0625
0.3 0.0334 0.0202 0.0285 0.0032 0.0026 0.1605
0.5 0.0550  0.0081 0.1053 0.0217 0.0029 0.0883

La senal de control u;, conocida como empuje vertical, se muestra en la Figura
4.82. Notese que existe castaneo indeseable en estas sefiales, en particular para § = 0.3
[{9)]

este es mas grande, se obtuvo un mejor desempeinio en el error en la direccion “z”, sin
embargo el precio se observa en esta senal de control.
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Figura 4.82: Empuje Vertical con Perturbacion tipo Viento con CFRD.
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4.8.3. Experimentos con Perturbacién tipo Carga

El siguiente conjunto de experimentos se realizd, al aplicar una perturbaciéon tipo
carga, esto es al aplicar una carga de 130 gramos en uno de los brazos, la carga
maxima que puede levantar el cuadrirotor es de 200 gramos, por lo tanto estamos
aplicando una perturbacion al 65 %, esta carga se aplico en uno de los brazos del eje
yB. En la Figura 4.83, se puede observar una grafica 3D de los experimentos.

0.6

z [m]

referencia
4=0.1
3=0.3
3=0.5
3=0.7

02 004 T yqm]

Figura 4.83: Vuelo Suspendido con Perturbaciéon tipo Carga con Distintos Ordenes Fraccionales.

En las Figuras 4.84-4.86 se muestran los errores de posicion. Notese que en este
conjunto de experimentos el orden fraccional § = 0.7 fue exitoso, y ademas los errores
son mas grandes que los anteriores, tanto asi que en la direccién “z”, no logra llegar a
la referencia de 40cm y el error es bastante grande, solo logra elevarse 10cm.

Figura 4.84:
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Figura 4.85: Errores en y Vuelo Suspendido con Perturbacion Tipo Carga.
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Figura 4.86: Errores en z Vuelo Suspendido con Perturbaciéon Tipo Carga.
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Los errores en dngulos de Euler se muestran en las Figuras 4.87-4.89. Notese que
estos errores son mas grandes que los mostrados en experimentos anteriores.
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Figura 4.87: Errores en ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Carga.
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Figura 4.88: Errores en # Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Carga.
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Figura 4.89: Errores en ¢ Vuelo Suspendido con Perturbacién Tipo Carga.

Tabla 4.17: Promedio absoluto de los errores Vuelo Suspendido con Perturbacion tipo Carga

Orden Fraccional 3 X y z 10) 0 P
0.1 0.0518 0.0093 0.2720 0.0047 0.0024 0.1732
0.3 0.0557 0.0109 0.2748 0.0069 0.0031 0.1798
0.5 0.0613 0.0098 0.2726 0.0138 0.0036 0.1873
0.7 0.0650 0.0104 0.2776 0.0203 0.0078 0.1907

Para comparar con el orden entero, se realiz6 un experimento con la perturbaciéon
tipo carga, sin embargo este experimento es fallido, atin asi se muestra parte del
experimento el cual falla a los 3 segundos, en la Figura 4.90, se puede observar parte

del experimento.
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Figura 4.90: Vuelo Suspendido con Perturbacién tipo Carga con CERD.
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La senal de control u; se muestra en la Figura 4.91. Notese que a pesar de aplicar
una perturbacion grande, como es la carga de 130 gramos, el desempeno del control es
el mejor mostrado hasta ahora, debido a que no existe un castaneo indeseable grande
y a pesar que no se sigue la referencia a la perfeccion, de alguna manera la presencia
de la perturbacion ayuda a que el control entre en acciéon y trate de compensarla.
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Figura 4.91: a) Empuje Vertical con Perturbacion tipo Carga con CFRD b)Empuje Vertical con
Perturbacion tipo Carga con CERD.

4.9. Experimentos con Trayectoria tipo Lemniscata

Los siguientes experimentos fueron hechos con una trayectoria tipo Lemniscata,
descrita por las ecuaciones (4.6)—(4.8). Se dardn un conjunto de experimentos sin
perturbaciones, con perturbaciéon tipo viento y con perturbacion tipo carga.

4.9.1. Experimentos con Sin Perturbaciones

El siguiente conjunto de experimentos es sin perturbaciones, se probaron distintos
ordenes fraccionales § = 0.1, = 0.3, = 0.5y f = 0.7, sin embargo para este tltimo
orden fraccional el experimento falla. En la Figura 4.92 se puede observar la grafica
en el espacio del conjunto de experimentos en cuestion.
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Figura 4.92: Lemniscata sin Perturbaciones con Distintos Ordenes Fraccionales.

Los errores en posiciéon se muestran en las Figuras 4.93-4.95. No6tese que los errores
estan en una cota de alrededor de 10cm para las direcciones “x” y “y”, y de 15cm para
la direccién “z”, a pesar de existir un error la trayectoria de referencia es seguida de

la mejor manera posible.
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Figura 4.93: Errores en x Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.94: Errores en y Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.95: Errores en z Lemniscata sin Perturbaciones.
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Los errores en dngulos de Euler se muestran en las Figuras 4.96-4.98. Notese que
estos errores se encuentran dentro de una cota de error absoluto de 0.3 radianes para
0,0 y 1, también se puede observar que para ¢ y ¢ existe més variacion, esto es porque
el CFRD esta actuando directamente en los angulos deseados ¢g4 v 6.

I
N}
@

$=0.1
3=0.3
3=0.5

I
N}

o
o i
- o

I5d
=}
@

I
/bm.q“"“ ‘V\l H‘ | o U““‘fL“(“"v i o( Ty

|

5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempols]

Angulo[rad]
o

o
o
a

I
2

o
s
3}

o
N}
o

Figura 4.96: Errores en ¢ Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.97: Errores en § Lemniscata sin Perturbaciones.
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Figura 4.98: Errores en ¢ Lemniscata sin Perturbaciones.

Tabla 4.18: Promedio absoluto de los errores Lemniscata Sin Perturbaciones

Orden Fraccional 3 X y z 10) 0 0
0.1 0.0317 0.0198 0.0479 0.0080 0.0037 0.1688
0.3 0.0467 0.0207 0.0321 0.0083 0.0040 0.1622
0.5 0.0109 0.0168 0.0307 0.0253 0.0496 0.1509

La senal de control u; se muestra en la Figura 4.99. Noétese que con el orden
fraccional 8 = 0.5 ya aparece el castaneo indeseable propio del control por regimenes
deslizantes. Sin embargo para los 6rdenes fraccionales 5 = 0.1 y 5 = 0.3 este castafieo
indeseable es pequeno.
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Figura 4.99: Empuje Vertical con Lemniscata con CFRD



4.9 Experimentos con Trayectoria tipo Lemniscata

87

4.9.2. Experimentos con Perturbacién tipo Viento

El siguiente conjunto de experimentos se realizé introduciendo una perturbacién
tipo Viento en toda la trayectoria. Esta perturbaciéon consiste en un ventilador que si-
mula rafagas de viento, principalmente en el eje yB del cuadrirotor. En la Figura 4.100
se puede observar la evolucion del experimento en el espacio, esto es el seguimiento
de trayectoria tipo lemniscata.

referencia
6=0.1
3=0.3
6=0.5

-0.5 y [m]

Figura 4.100: Lemniscata con Perturbaciéon tipo Viento con Distintos Ordenes Fraccionales.

El error en posicidon se muestra en las Figuras 4.101-4.103. Noétese que los errores
estan acotados en valor absoluto de 12 cm en la direccion “x”, 6cm en la direccion
“y” v 15cm en la direccion “z”, también se puede observar que el mejor desempeno se

obtlene cuando 5 = 0.3.
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Figura 4.101: Errores en x Lemniscata con Perturbacién tipo Viento.
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Figura 4.102: Errores en y Lemniscata con Perturbacién tipo Viento.
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Los errores en angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.104-4.106. Notese que
estos errores son pequenos y que ademés no exceden una cota en error absoluto de
0.2 radianes. También se puede observar que el mejor desempeno se obtiene cuando

5 =0.3.
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Figura 4.104: Errores en ¢ Lemniscata con Perturbacion tipo Viento.
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Figura 4.105: Errores en 6 Lemniscata con Perturbaciéon tipo Viento.
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Figura 4.106: Errores en ¥ Lemniscata con Perturbacion tipo Viento.

Tabla 4.19: Promedio absoluto de los errores Lemniscata con Perturbacién tipo Carga

Orden Fraccional 3 X y z 10} 0 P
0.1 0.0658 0.0215 0.0693 0.0126 0.0043 0.2449
0.3 0.0368 0.0273 0.0497 0.0117 0.0053 0.1305
0.5 0.0508 0.0313 0.0645 0.0130 0.0049 0.1356

La senal de control u; se muestra en la Figura 4.107. Notese que aunque existe
algo de castaneo este no es tan marcado como en la simulaciéon sin perturbaciones
(véase la Figura 4.99).
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Figura 4.107: Empuje Vertical con Perturbacién tipo Viento con CFRD
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4.9.3. Experimentos con Perturbacién tipo Carga

Los siguientes experimentos se realizaron aplicando una perturbacion tipo carga
durante toda la trayectoria, esto es una carga de 130 gramos colocada a 8cm del
centro del cuadrirotor y en uno de los brazos del eje yB, esta carga se consiguié con
un candado. En la Figura 4.108 se muestra la trayectoria seguida en el espacio.

referencia
£$=0.1
£=0.3
3=0.5
£=0.7

z [m]

x [m] 0.5

-0.5
Figura 4.108: Lemniscata con Perturbacion tipo Carga con Distintos Ordenes Fraccionales.

Los errores en posicion se muestran en la Figura 4.109-4.111. No6tese que estos
errores son mas grandes que los de experimentos anteriores (véase Figuras 4.93-4.95
y 4.101-4.103), se tiene una cota en error absoluto de 15cm en la direccion “x”; 8cm
en la direccion “y”, y 35cm en la direccion “z”. Debido a la carga grande impuesta al

cuadrirotor, éste no alcanza a levantarse més alla de los 10cm.
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Figura 4.109: Errores en x Lemniscata con Perturbacion tipo Carga.
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Figura 4.110: Errores en y Lemniscata con Perturbacién tipo Carga.
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Figura 4.111: Errores en z Lemniscata con Perturbacién tipo Carga.
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Los errores en angulos de Euler se muestran en las Figuras 4.112-4.114. Notese
que estos son pequenos, con una cota en error absoluto de 0.4 radianes en los dngulos
¢y 0,y 0.15 radianes para 1, también se puede observar més variaciéon en los dngulos
¢y 0, esto es porque el CFRD esta actuando en estos angulos.
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Figura 4.112: Errores en ¢ Lemniscata con Perturbacién tipo Carga.
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Figura 4.113: Errores en 6 Lemniscata con Perturbacion tipo Carga.
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Figura 4.114: Errores en ¥ Lemniscata con Perturbaciéon tipo Carga.

Tabla 4.20: Promedio absoluto de los errores Lemniscata con Perurbacién tipo Carga

Orden Fraccional 3 X y z 1) 0 0
0.1 0.0586 0.0178 0.2745 0.0086 0.0029 0.1838
0.3 0.0336 0.0162 0.2734 0.0099 0.0042 0.1789
0.5 0.0318 0.0198 0.2742 0.0125 0.0059 0.1896
0.7 0.0318 0.0198 0.2742 0.0257 0.0163 0.1887

La senal de control u;, mejor conocida como empuje vertical se muestra en la
Figura 4.115. Notese que no existe gran castaneo, como si lo habia en el experimento
sin perturbaciones (véase la Figura 4.99), de hecho es una senal limpia a pesar de
aplicar una perturbaciéon grande, la explicacion a este fenémeno es que tan pronto
como se detecta la pertubacion, el control empieza a actuar y trata de compensarla,
con lo cual se obtiene un mejor desempeno que cuando no hay perturbacion.
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Figura 4.115: Empuje Vertical Lemniscata con Perturbaciéon tipo Carga con CFRD
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4.10. Discusion de los Resultados Experimentales

Los resultados experimentales presentados en este capitulo, muestran dos caracte-
risticas del CFRD, estas son por una parte la disminucion del castaneo indeseable
en la senal de control del empuje vertical, para 6rdenes fraccionles § < 0.5, para el
otro orden fraccional que se probr6 de 5 = 0.7, empieza a ser presente el castafieo
indeseable propio del control por regimenes deslizantes o incluso falla el experimento
con ese orden fraccional. La otra caracteristica mostrada es que el CFRD funciona
mejor con perturbaciones, ya sean tipo viento o tipo carga, esto es porque tan pronto
la perturbacion es detectada el CFRD empieza actuar, intentando compensarla y es
aqui donde se puede ver como trabaja el CFRD, principamente al observar la grafica
del empuje vertical.

Se comparan las Tablas 4.15 con 4.19 y 4.20, se puede observar que el menor se obtie-
ne con [ = 0.1, sin embargo cabe mencionar que con § = 0.3 también se obtiene un
buen desempeno. Este resultado corresponde a la trayectoria tipo vuelo suspendido.
Para la trayectoria tipo lemniscata ocurre algo similar, si se comparan las Tablas
4.18 con 4.19 y 4.20, se puede observar que el menor se obtiene con § = 0.1, sin
embargo cabe mencionar que con 5 = 0.3 en el experimento con perturbacion tipo
carga, se obtiene un mejor desempeno que en los demas casos, excepto para la direc-
cion “z”. También cabe mencionar que la perturbacion tipo carga es una perturbacion
que afecta al centro de masa del cuadrirotor y las inercias de éste, por lo tanto se
afecta directamente la direccidon “z”, esto se puede analizar, al revisar las ecuaciones
del modelado del cuadrirotor, al afectar las ecuaciones de los dngulos ¢ y 6 (ecuacio-
nes (3.36) y (3.37)), se afecta a la ecuacion (3.35) de la dindmica de “z”; es por ello
que se obtiene un resultado tan pobre en la direccién “z” para los experimentos con
perturbaciéon tipo carga, también cabe mencionar que no se realizé una prueba de
estabilidad para este tipo de perturbaciones.

Respecto a la comparacion con el CERD, se tienen pocos datos de estos experimentos,
debido a que la mayoria son fallidos, incluso cuando no se present6 algtin resultado
en CERD no quiere decir que no se haya llevado a cabo el experimento, sino que
precisamente falla. Lo tinico que podemos decir respecto al CERD en estos resultados
experimentales, es que en la mayoria de los casos falla, no fue asf en los resultados en
simulacién numeérica en donde se tenian los datos suficientes para hacer una compa-
racion.

Ademas podemos decir que el CFRD, tiene un buen desempeno en experimentos con
un cuadrirotor real, esto es que cumple con las funciones béasicas de un cuadrirotor,
las cuales son, despegue, vuelo suspendido, seguimiento de trayectorias y aterrizaje.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones.

Las conclusiones a las que se llegaron en el presente trabajo se presentan en los
siguientes puntos:

e Un control de orden fraccional por regimenes deslizantes (CFRD) fue propuesto
para el control de seguimiento de trayectoria de un sistema no lineal de segundo
orden con un término de perturbacion desconocido. Dicho esquema de control
fue implementado en resultados de simulaciéon numérica y experimentales, los
cuales muestran que el CFRD tiene un buen desempeno en las funciones basi-
cas del cuadrirotor, las cuales son despegue, vuelo suspendido, seguimiento de
trayectorias y aterrizaje.

e Una condicién suficiente fue dada para segurar la atraccion de la superficie des-
lizante donde el seguimiento de trayectoria es realizado. La condicion suficiente
encontrada permite ajustar dos parametros (o, v p,) del CFRD, para poder
asegurar la atraccion a la superficie deslizante propuesta.

e La metodologia CFRD fue implementada al modelo dindmico del cuadrirotor
para el segumiento de trayectorias. Se obtuvieron resultados en simulacion nu-
mérica, ademés de una comparacion con CERD, la cual muestra que para érdenes
fraccionales 5 < 0.5, el CFRD muestra una disminucién del castaneo indeseable
propio del control por regimenes deslizantes.

e También se obtuvieron resultados experimentales, los cuales muestran el buen
desempeno del esquema CFRD apicado al seguimiento de trayectoria de un cua-
drirotor. Una comparaciéon con el CERD fallida fue implementada en los experi-
mentos, precisamente los experimentos fallidos con el esquema CERD, muestran
que con los mismos parametros de un CFRD, el esquema CERD falla, mientras
que el CFRD no lo hace para valores del orden fraccional § < 0.5.

e Los resultados tanto en simulaciéon numérica como en los experimentos, muestran
cierto error en posicion y angulos de Euler, incluso sin perturbaciones presentes.
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Se podria pensar que los errores no converjen a cero, sin embargo con resultdos
sin perturbaciones se obtuvo un error menor que aquél con perturbaciones pre-
sentes. Ademas en particular para el resultado experimental con perturbacion
tipo carga el error fue mucho mayor, sin embargo ain asi el CFRD logré realizar
la trayectoria propuesta, atin con el error grande en la direcciéon z.

e El esquema CFRD represent6 un reto, debido a que se tuvo que aplicar una
derivada fraccional a una funcion que no es suave, esto es al término discontinuo
(funcion signo) que aparece en el control. Cabe mencionar que la funcion signo
utilizada no es la convencional, sino que se utiliz6 una versiéon suavizada que
involucra un €, ademas esta version de la funcion signo, le asigna un valor a la
funcion cuando estd en cero, dependiendo de si su argumento se acerca a cero
por la izquierda o por la derecha. Este valor que da la funcion signo, es el que
hace posible que se pueda aplicar una derivada fraccional a dicha funcién, en
particular se utiliz6 el método numérico de Griinwald-Letnikov.

e La ventaja que se obtiene con el esquema CFRD, es principalmente la reduc-
cion del castaneo indeseable en las senales de control, cabe mencionar que esta
reducciéon de castaneo puede lograrse con otras técnicas, tales como el uso del
llamado twisting y supertwisting, asi como aumentar el grado del control por
modos deslizantes o incluso el uso de filtros en las senales de control. Precisa-
mente la derivada fraccional hace las veces de un filtro que atenta el castaneo
indeseable.

5.2. Trabajo Futuro.

Como trabajo futuro se proponen los siguientes puntos:

e Hacer una comparaciéon amplia con distintos controladores, tales como el contro-
lador proporcional-integral-derivativo de orden fraccional(FOPID), el controla-
dor proporcional-derivativo de orden fraccional (FOPD), controlador proporcional-
integral de orden fraccional (FOPI) y otros controladores clasicos como el PID,
PI, PD y también controladores que usan la técnica de backstepping y adapta-
tivos.

e Diseno de una ley de control, mediante la metodologia CFRD, para un cambio de
carga. Esto representa una perturbacion parametrica, que afecta a los parametros
como son la masa y las inercias del cuadrirotor. Realizar simulaciones numeéricas
y experimentos con esta ley de control.

e Diseno de una ley de control, mediante la metodologia CFRD, tomando en cuenta
perturbaciones en el lado de la dindmica del modelo que involucra a las entradas,
esto es en el término g, (x,t)u(t) de la ecuacion (2.7). Realizar simulaciones
numéricas y experimentos con esta ley de control.

e Variar los parametros o, y u,, para verificar el comportamiento del CFRD y ver
con cudales pardmetros se obtiene el mejor desempeno.
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e Realizar experimentacion con otros parametros para el esquema CERD y com-
pararlo con el CFRD.

e Realizar experimentos en ambientes exteriores para probar el esquema CFRD.
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Apéndice B

Derivada Fraccional mediante
Grunwald-Letnikov

En este apéndice se muestra el codigo en MATLAB de la definicion 2.3 y 2.4,
también se muestra su aplicaciéon en el célculo de la derivada fraccional de la fun-
cion sen(t), se proporciona el tiempo del algortimo en notacion asintotica del codigo
utilizado.

B.1. Definicion 2.3

La definicion (2.3) es implementada en el script GrunwaldLetnikov_23.m, sin em-
bargo se requiren tres scripts adicionales para obtener la grafica de la Figura (2.1a).
Estos scripts se llaman GraphFD_GL_23.m, TestGL_23.m y binomial.m y se definen
con los siguientes codigos en MATLARB:

GrunwaldLetnikov_23.m:

function [yl=GrunwaldLetnikov_23(ts,n,alpha,funcion)
sum = 0.0;
for j=0:n
omega = ((-1)"j) * binomial(alpha, j);
f=funcion(n-j+1);
sum = sum + omega * f;
end
solution=sum/(ts~alpha);
y=solution;
end

binomial.m:

function [b] = binomial(n,k)
b=gamma (n+1) / (gamma (n+1-k) *gamma (k+1) ) ;
end



108 B Derivada Fraccional mediante Griinwald-Letnikov

GraphFD_GL_23.m:

tic

ts=0.01;

tn=10;

xf=0:ts:tn;

func=sin(xf) ;
figure(’Name’,’Animacién 237);
hold on;
[yf]=TestGL_23(ts,tn,0,func);
plot (xf,yf,’-k’)
[yf]l=TestGL_23(ts,tn,0.25,func);
plot (xf,yf,’-r’)
[yf]l=TestGL_23(ts,tn,0.5,func);
plot(xf,yf,’-g’)
[yf]=TestGL_23(ts,tn,0.75,func);
plot (xf,yf,’-b?)
[yf]=TestGL_23(ts,tn,1.0,func);
plot (xf,yf,’-c?)
legend("\alpha=0.0","\alpha=0.25","\alpha=0.5","\alpha=0.75","\alpha=1.0")
title(’Griinwald-Letnikov?’)
xlabel (’Tiempo [s]°’)
ylabel(’Derivada Fraccional de sen(t)’)
axis([0 10 -1.5 1.5])

toc

TestGL_23.m:

function [yf]l=TestGL_23(ts,tn,alpha, funcion)

timespan = floor(tn / ts)+1;

solution=zeros(1,timespan);

for i=0:timespan-1
[y]=GrunwaldLetnikov_23(ts,i,alpha, funcion);
solution(i+l)=y;

end

yf=solution;

end

La Figura (2.1a) se obtiene al ejecutar el script GraphFD_GL_23.m, y se menciona
en el capitulo 2 que el tiempo del algoritmo para la definicion (2.3) es de O(N), este
tiempo se cumple para el script GrunwaldLetnikov_23.m, sin embargo para el script
TestGL_23.m el tiempo es diferente, el analisis es el siguiente

Se define primero la funcién a la cual se le aplicaré la derivada fraccional, se escoge
el sen(t) y se define en forma discreta, esto es se define un vector con 1001 elementos,
ya que se estdn simulando 10 segundos con un tiempo de muestreo de 0.01 segundos:
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t8=0.01;
tn=10;
xf=0:ts:tn;
func=sin(xf);

El script TestGL_23.m tiene un ciclo, entonces para la primer iteracion el algoritmo
se tardard cero, ya que el indice i empieza en cero, para la segunda iteracion el
algoritmo se tardard una vez mas que la primera iteracion, para la tercera iteracion
el algoritmo se tardara dos veces més que la primera iteracion y asi sucesivamente
hasta llegar a 1001 o la enésima iteracion, recuérdese que el algoritmo para calcular
la enésima més uno iteracion necesita utilizar los enésimos valores anteriores.

Entonces el tiempo del algoritmo se asemeja a una secuencia aritmética, descrita
por:

1 2
0+1+2+3+...7sz"(”;r ) _n ;n

Por lo tanto el tiempo del algoritmo para calcular la derivada de sen(t) en un rango
de 0 < t < n segundos, seria de O(N?), esto es indeseable porque en una simulacion
o experimento de 40 segundos, el algortimo se tardaria en ejecutarse un nimero de
iteraciones proporcionales a 40012

B.2. Definicién 2.4

La definicion (2.4) es implementada en el script GrunwaldLetnikov_24.m, sin em-
bargo se requiren tres scripts adicionales para obtener la grafica de la Figura (2.1b).
Estos scripts se llaman GraphFD_GL_24.m, TestGL_24.m y binomial.m y se definen
con los siguientes codigos en MATLARB:

GrunwaldLetnikov_24.m:

function [y]l=GrunwaldLetnikov_24(ts,k,alpha,funcion)
a=3;
i=2;
I_min=0;
d=2*i-1;
sum = 0.0;
if (k>a)
for j=0:a
omega = ((-1)"j) * binomial(alpha, j);
f=funcion(k-j+1);
sum = sum + omega * f;
end
end
while (I_min<k)
I_min=a~(i-1)+1i;
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I_max=a"i;
if (I_max>k)
I_max=k;
end
for m=I_min:d:I_max
omega = ((-1)"m) * binomial(alpha, m);
f=funcion(k-m+1);
sum = sum + d*omega * f;
end
d=2%i-1;
i=i+1;
end
for p=I_min+i:k
omega = ((-1)"p) * binomial(alpha, p);
f=funcion(k-p+1);
sum = sum + omega * f;
end
solution=sum/(ts~alpha);
y=solution;
end

binomial.m:

function [b] = binomial(n,k)
b=gamma (n+1) / (gamma (n+1-k) *gamma (k+1) ) ;
end

GraphFD_GL_24 .m:

tic;

t8=0.01;

tn=10;

xf=0:ts:tn;

func=sin(xf) ;
figure(’Name’,’Animacidén 24’);
hold on;
[yf]l=TestGL_24(ts,tn,0,func);
plot (xf,yf,’-k’)
[yf]=TestGL_24(ts,tn,0.25,func);
plot (xf,yf,’-r’)
[yf]=TestGL_24(ts,tn,0.5,func);
plot(xf,yf,’-g’)
[yf]=TestGL_24(ts,tn,0.75,func);
plot (xf,yf,’-b’)
[yf]l=TestGL_24(ts,tn,1.0,func);
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plot (xf,yf,’-c?)
legend("\alpha=0.0","\alpha=0.25","\alpha=0.5","\alpha=0.75","\alpha=1.0")
title(’Grinwald-Letnikov con Memoria Adaptativa’)

xlabel (’Tiempo [s]°’)

ylabel(’Derivada Fraccional de sen(t)’)

axis([0 10 -1.5 1.5])

toc

TestGL_24 .m:

function [yf]l=TestGL_24(ts,tn,alpha, funcion)

timespan = floor(tn / ts)+1;

solution=zeros(l,timespan);

for i=0:timespan-1
[y]=GrunwaldLetnikov_24(ts,i,alpha, funcion);
solution(i+l)=y;

end

yf=solution;

end

La Figura (2.1b) se obtiene al ejecutar el script GraphFD_GL_24.m, y se menciona
en el capitulo 2 que el tiempo del algoritmo para la definicion (2.4) es de O(logs(NV)),
este tiempo se cumple para el script GrunwaldLetnikov_24.m, sin embargo para el
script TestGL_24.m el tiempo es diferente, el andlisis es el siguiente:

Se define primero la funcién a la cual se le aplicaré la derivada fraccional, se escoge
el sen(t) y se define en forma discreta, esto es se define un vector con 1001 elementos,
ya que se estdn simulando 10 segundos con un tiempo de muestreo de 0.01 segundos:

ts=0.01;
tn=10;
xf=0:ts:tn;
func=sin(xf) ;

El script TestGL_24 .m tiene un ciclo, entonces para la primer iteracion el algoritmo
se tardard cero, ya que el indice i empieza en cero, para la segunda iteracion el
algoritmo se tardara nuevamente cero, para la tercera iteracion el algoritmo se tardara
una vez mas que la primera iteracién, para la cuarta iteracion se tarda dos veces
méas que la primera y asi sucesivamente hasta llegar a 1001 o la enésima iteracion,
recuérdese que el algoritmo para calcular la enésima mas uno iteraciéon necesita utilizar
un ndmero igual al logaritmo base dos de los enésimos valores anteriores.

Entonces el tiempo del algoritmo se asemeja a una secuencia aritmética, descrita
por:

10g2(0) 4 log2(1) + loga(2) + loga(3) + ... + loga(n) = loga(n!)
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Por lo tanto el tiempo del algoritmo para calcular la derivada de sen(t) en un rango
de 0 <t < n segundos, seria de O(loga(N!)), esto es un avance, ya que

O(N) < O(loga(N!)) < O(N?),

en la siguiente tabla se muestra la proporcion del nimero de iteraciones que se tendrian
que hacer con base en el tamano de entrada N:

Tabla B.1: Proporcion Entrada/Salida

N ON?)  O(logs(NY)
4 30 5
40 22140 160
400 21413400 2887
4000 2.1321010 42100

40000  2.13z10%3 553180
400000  2.13z10'6 6.86210°
4000000  2.13x10%° 8.192107

La Tabla B.1 muestra que el tiempo del algoritmo O(logs(N!)) crece méas lento que
O(N?), esto nos proporciona una pequena ventaja y por esta razon se decidio usar
la definiciéon (2.4) para calcular la derivada fraccional de las simulaciones numéricas
y los experimentos.



Apéndice C

Equivalencia

En este apéndice se desarrolla la equivalencia entre la ecuacion R = R y la
relacion cinemética Q = Wyn.

C.1. Relaciéon cinematica

Se puede hacer la equivalencia entre R = RO y 2 = W,n. Para esta equivalencia se
usard codigo de MATLAB, ya que la expresion que se obtiene es demasiado grande,
se despeja () y se obtiene la siguiente ecuacion:

Q=R'R (C.1)

Ahora se definen las siguientes matrices, que son las que forman la matriz de rotaciéon
, R, Ry y Ry:

1 0 0
0 s(¢) (o)
c@) 0 s(0)
Ry=| 0 1 0
—s(0) 0 c(0)
c(¥) —s(¥) 0
R.=|s(¢) c(¥) 0
0 0 1

La matriz de rotacion se forma multiplicando estas matrices en el siguiente orden
R = R.R,R,, por lo tanto la derivada con respecto al tiempo de la matriz de rotacion
esta descrita como ' ' ‘ _

R=R.RR, + R.RyR, + R.R R,
Y ademés las derivadas de las matrices I,,R?, y I,, estan descritas como

oo 01
Ry =10 —s(¢) —c(9)| ¢
0 c(g) —s(o)
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—c(0) —s(0
| s@) —e(y) O
R, = | c(¥) —s(¥) 0]
0 0 0

También se puede calcular R, es decir la transpuesta de la matriz de rotacion, se
toma la matriz de rotacion y simplemente se intercambian renglones por columnas

c(0)e(4) c(0)s(v) —5(0)
R" = |c(¥)s(0)s(¢) — c(9)s() c(d)c(v) + s(0)s(d)s(1) c(0)s(¢)
s(9)s() + c(@)e(P)s(0)  c(¢)s(0)s(¢) — c()s(d) c(0)c(9)

Ahora se puede calcular Q, pero primero se calculan las siguientes matrices Ry, Ry v
Rgi

R, = R.R,R,
Ry = R.R,R,
Rs = R.R,R,

Se desarrollan estas matrices Ry, Ry v Rs:

—c(0)s(v)  —c(P)e() — s(9)s(¥)s(0) c(y)s(d) — c(@)s(¥)s(0) ]
Ry = | c(@)e(0)  c(¥)s(9)s(0) — c(@)s(¥)  s(¢)s(¥) + c(@)e(4)s(0) | ¥

0 0

[}

—c(¥)s(0)  c(P)e(0)s(9) c(P)e(¥)e(d) |
Ry = | =s(y)s(0) c(0)s(¢)s(v) c(@)c(0)s(v) | 6
—c(0)  —s(9)s(0)  —c(d)s(0)

V) +e s(0)  c(@)s(¥) —c(¥)s(¢)s(@) |
P)s(0) — c(¥)s(9) —c(P)e(v) — s(@)s(¥)s(0) | ¢
c(@)e(0) —c(0)s(9)

Ahora se puede obtener () = RT(R; + Ry + R3), de esta ultima expresion por el lado
izquierdo se tiene el “wedge” operator, descrito como

. 0 —r ¢
Q=1|r 0 -—p
¢ p 0

Y del lado derecho se tiene una matriz demasiado grande que se llamard Omega:

0 —r ¢
r 0 —p| =0mega

—-q p 0
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Para obtener “r” se utiliza el siguiente cédigo de MATLAB:
r = simplify(2 *« Omega(2,1) + Omega(1,2))
Se obtiene el siguiente resultado para “r”
r = cos(¢)cos(0) — Osin(e)
Similarmente para “q” y “p” se tiene el siguiente codigo:
q = simpli fy(2 * Omega(1,3) + Omega(3,1))
p = simplify(2 * Omega(3,2) + Omega(2,3))

[P (o 00,

Y se obtienen las expresiones para “q” y “p”:
q = Ocos(¢) + Ppcos(0)sin(e)
p = ¢ — Ysin(9)
Codigo en MATLAB:

syms phi theta psi psi_dot theta_dot phi_dot
Rx=[1,0,0;0,cos(phi),-sin(phi);0,sin(phi),cos(phi)]

Ry=[cos(theta),0,sin(theta);0,1,0;-sin(theta) ,0,cos(theta)]

Rz=[cos(psi),-sin(psi),0;sin(psi),cos(psi),0;0,0,1]

Rz_dot=[-sin(psi),-cos(psi),0;cos(psi),-sin(psi),0;0,0,0]
Ry_dot=[-sin(theta),0,cos(theta);0,0,0;-cos(theta),0,-sin(theta)]
Rx_dot=[0,0,0;0,-sin(phi),-cos(phi);0,cos(phi),-sin(phi)]

R1=Rz_dot* (Ry*Rx)*psi_dot

R2=Rz*Ry_dot*Rx*theta_dot

R3=Rz*Ry*Rx_dot*phi_dot

R_trans=[cos(theta)*cos(psi),...
cos(theta)*sin(psi),...
-sin(theta);. ..
cos(psi)*sin(theta)*sin(phi)-cos(phi)*sin(psi),...
cos(phi)*cos(psi)+sin(theta)*sin(phi)*sin(psi),...
cos(theta)*sin(phi);...
sin(phi)*sin(psi)+cos(phi)*cos(psi)*sin(theta),. ..
cos(phi)*sin(theta)*sin(psi)-cos(psi)*sin(phi), ...
cos(theta)*cos(phi)]

Omega=R_trans*(R1+R2+R3)

r=simplify(2+0Omega(2,1)+0mega(1,2))

q=simplify(2*0Omega(1,3)+0mega(3,1))

p=simplify(2*0Omega(3,2)+0mega(2,3))
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