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MECATRÓ NICA 
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experiencias  y apoyo que me permitieron  terminar esta etapa,  porque en ellos siempre po- 

dre  tener  un respaldo  y un apoyo incondicional,  y por qué los logros que la vida me ha 
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Resumen 
 

 

 
 
 

Hoy en d́ıa, los veh́ıculos aéreos han sido el foco de atencion en investigaciones relacio- 

nadas al control de vuelo, más espećıficamente la atención se ha centrado  en los drones o 

UAV (Unmanned  Aerial Vehicle), los cuales cuentan  con caracteŕısticas particulares  que 

los hacen únicos, como el vuelo estacionario,  maniobrabilidad en espacios pequeños, auto- 

nomı́a de vuelo, poco peso, tamaños pequeños y formas simples por mencionar algunas. La 

implementacion de un drone depende mucho de la complejidad con la que se realice, desde 

drones que solo sobrevuelen un área espećıfica, hasta  aquellos que necesiten seguir alguna 

ruta  espećıfica o aquellos que tengan  la capacidad  de evadir objetos que comprometan  su 

integridad;  es por ello por lo que los desarrollos en sistemas de navegacion, control, evasion 

de objetos, etc. son de vital importancia  hoy en d́ıa. 

 
El presente  trabajo  de tesis presenta  dos estrategias  de control de vuelo basada  en el 

modelo traslacional  de un cuadrotor.  Se presenta  una breve reseña sobre los cuadrotores, 

los modelos matematicos  de un cuadrotor.  Se describe el diseño de dos estrategias  de con- 

trol basadas  en el modelo simplificado del cuadrotor:  una comparativa con una estrategia 

de control  por aproximacion  de ángulos pequeños y una estrategia  de control  basada  en 

el control exacto del modelo traslacional.  Se establecen  las condiciones y los ĺımites para 

los cuales estas estrategias  de control pueden funcionar, aśı como una validación numérica 

del desempeño de las estrategias  de control en el seguimiento de una trayectoria propuesta. 

 
Se presenta  la implementacion  de una plataforma  experimental,  la cual se compone de 

un sistema  de visión  (posicionamiento),  una  plataforma  de control  (programas  de vuelo 

y control),  y un cuadrotor  comercial “AR Drone 2.0” en el cual se realizan y evalúan las 

estrategias  de control para  el seguimiento de trayectorias. 

 
Adicionalmente,  se implementa  la estrategia  de control exacto en un cuadrotor  “Hum-

mingbird”,  el cual est especialmente diseñado como plataforma  de experimentación para

investigación y desarrollo,  con la idea de comparar  los resultados  de una plataforma  co- 

mercial y una dedicada a la investigacion. Los resultados experimentales  y los comentarios 

y comparativas entre las estrategias  de control, se presentan  al final de este trabajo. 
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Abstract 
 

 

 
 
 

Today,  air  vehicles have  been the  focus of attention in the research  field related  to 

flight  control,  more specifically, the  focus is on drones or UAV (Unmanned  Aerial Vehi- 

cle), which have particular characteristics that make them unique, such as the stationary 

flight, maneuverability in small spaces, flight autonomy,  reduced weight, small sizes and 

simple forms to name a few. The implementation of a drone control  depends very much 

on the complexity  with which it is carried  out,  from drones that  only fly over a specific 

area, to those that  need to follow a specific route  or those that  have the ability  to avoid 

objects  that  compromise their  integrity,  that  is why for the  developments  of navigation 

systems, control, evasion of objects, etc. they are of vital importance. 

 
This thesis presents two strategies  of flight control based on the translational model of 

a quadrotor. A brief review of it’s characteristics also presented.  The design of two control 

strategies  based on the simplified model of the quadrotor  is described: a comparison with 

a strategy  of control  by approach  of small angles and  a control  strategy  based  on the 

exact control of the translational model. The conditions and limits for which these control 

strategies  can work are established,  as well as a numerical  validation  of the performance 

of control strategies  in the follow-up of a proposed trajectory. 

 
The implementation of an experimental  platform  is presented,  which is composed of a 

vision system (positioning),  a control platform  (flight and control programs),  and a com- 

mercial quadrotor  ”AR Drone 2.0”, in which the control strategies  for trajectory tracking 

were performed and evaluated. 

 
Additionally,  it implements  the control  strategy  based on the traslational model in a 

“Hummingbird” quadrotor,  wich is a specialized experimental  platform  for research and 

development,  whit the idea of comparing the result  between one comercial platform  and 

one dedicated  to research.  The experimental  results  and the comments  and comparisons 

between the control strategies  are presented  at the end of this work. 
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A.2. Control  por aproximacion  de ángulos pequeños. . . . . . . . . . . . . . . . 67 

A.3. Control  exacto del modelo traslacional.   .  .  .  .  . . . . . . . . . . . . . . . . 68 
 

B.1. Conexion VRPN.   .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 

B.2. Conexion VRPN.   .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 

B.3. Keyboard  Controller. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 
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Introducción 
 

 
 
 

El control de veh́ıculos aéreos no tripulados  (UAV, por sus siglas en inglés) es uno de 

los temas  de investigacion  que en tiempos  recientes  ha sido de gran  interés para  la co- 

munidad  cient́ıfica y tecnologica, esto se debe a las particularidades que los hacen únicos

en su tipo;  sus maniobras  o tareas únicas  llamaron  la atención  para  el desarrollo  e in-

vestigacion de aplicaciones como búsqueda y rescate, monitoreo  o vigilancia, mapeo, etc. 

Mahony et al. (2012); sus diferentes tamaños y formas (Figura  1.1), los colocan como un 

veh́ıculo multiusos;  esta versatilidad  ha despertado  gran interés por lograr establecer  al- 

goritmos de control capaces de explotar las capacidades de vuelo de este tipo de aeronaves. 
 

 
 

 
 

Figura  1.1: Algunos veh́ıculos aéreos. 
 
 

La clasificacion de este tipo  de aeronaves  es variada,  desde el tipo  de aplicación, el 

número de rotores, disposicion de las hélices, hasta  el tamaño o el tiempo de vuelo; como 

en la Figura 1.2, donde se muestra  un enfoque militar  para la clasificación de este tipo de 

aeronaves, en DeGarmo  (2004) se discute la inclusion de las aeronaves y las regulaciones 

necesarias  para  su integración al espacio aéreo civil, o en Ortega  et al. (2016) donde se 

definen caracteŕısticas, regulaciones,  fundamentos  como el número de motores,  tamaño, 

tipo de ala, etc. 

 
El diseño y manufactura de un aeronave depende mucho de las regulaciones y el proposi- 

to Pendleton  and Sensburg (2007), de esto, se derivan  los componentes  que deberan  ser 
 

 

1
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Figura  1.2: Clasificación UAV OTAN. “Strategic  Concept  of Employment for Unmanned 

Aircraft  Systems in NATO”,  Enero 2010. 
 

 
implementados  y las capacidades de cada uno; es importante resaltar  que estos componen- 

tes van de la mano con los sistemas de control; el compromiso que existen en las aeronaves 

con el sistema de control es crucial para  que la tarea  a la que fue asignado el veh́ıculo, se 

realice de la manera  en que se espera, con resultados  óptimos y eficientes Angeletti  et al. 

(2008). 
 

 

En la literatura podemos encontrar  diferentes  enfoques que modelan un cuadrirotor, 

como el modelado por el enfoque de Euler-Lagrange,  Naidoo et al. (2011), Lee et al. (2011), 

el modelado por el enfoque de Newton-Euler,  Azzam and Wang (2010), el modelado por 

el uso de cuaterniones,  Chou (1992), Reyes-Valeria  et al. (2013), o incluso el modelado 

dinamico no lineal de un cuadrirotor, Bangura  et al. (2012). Estos  modelos representan 

el comportamiento del sistema f́ısico (cuadrotor) de manera  anaĺıtica, de esta manera,  se 

pueden manipular,  simplificar y desarrollar  estrategias  de control que permitan  establecer 

un comportamiento deseado en el sistema. 
 

 

El modelo de un cuadrirotor puede ser muy complejo, depende del enfoque con que se 

quiera trabajar, desde asumir algunas condiciones como una estructura ŕıgida, los efectos 

giroscopicos son despreciables si la masa de los motores es mucho menor a la masa com- 

pleta del cuadrirotor, las hélices no presentan  deformacion estructural o efecto de torsion, 

Castillo et al. (2003), Tayebi and McGilvray (2004), Freddi et al. (2011), Kim et al. (2010), 

Zhang et al. (2014). 

El modelo de un cuadrotor  es un modelo no lineal, subactuado, por lo cual en muchas 

ocasiones es conveniente  manipular  el modelo y subdividirlo  en dinamicas  mas sencillas; 

estas  dinámicas definen los movimientos  del cuadrotor  en el espacio. El movimiento  o 

dinamica traslacional  de un cuadrotor  se define como los desplazamientos  lineales que rea-
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liza el cuadrotor  en el espacio, mientras  que la dinamica  rotacional  hace referencia a los 

desplazamientos  angulares (momentos)  que realiza el cuadrotor. 

 
Existen  diversos controles de vuelo para  un cuadrirotor, podemos encontrar  controles 

sencillos como la implementación de un PD en el modelado de un multirotor (hexacopte- 

ro) con base en cuaterniones,  Alaimo et al. (2013); el control de un cuadrirotor usando la 

aproximacion de ángulos pequeños, Santiaguillo (2014); un PID para el control de empuje 

de los motores,  Salih et al. (2010); un sistema  de control  basado  en el control  LQR y el 

control PID,  Argentim  et al. (2013); otros controles hacen el uso de backstteping para  el 

control  de vuelo, Soumelidis et al. (2008), Vallejo-Alarcon (2015); el control  no lineal de 

un cuadrirotor por modos deslizantes y por backstepping,  Adigbli et al. (2007), Benallegue 

et al. (2006); un control predictivo, Alexis et al. (2011); un control robusto usando control 

no lineal H∞  y control backstepping,  Raffo et al. (2008); o un control óptimo de tiempo 

finito restringido,  Alexis et al. (2010). 
 

 
 
 

1.1.     Planteamiento del  Problema 
 

Se propone en el presente  trabajo  de tesis, el control  de vuelo de un cuadrotor,  para 

el seguimiento  de una  trayectoria por medio de un control  exacto  basado  en el modelo 

traslacional  del cuadrotor,  comparando  el control propuesto, con una estrategia  de control 

comúnmente utilizado,  como lo es el control  por aproximacion  de ángulos pequeños. Se 

desarrollan las dos estrategias  de control y se presentas  los resultados  son validados tanto 

numérica  como experimentalmente, su implementacion  en una  plataforma  desarrollada 

para  tal  efecto, discutiendo  las diferencias  y desempeño entre  uno  y otro  esquema  de 

control. 
 

 

1.2.     Ob jetivos 
 

En  esta  sección se describen  el objetivo  general  y los objetivos  particulares  que se 

desean cumplir al realizar este trabajo  de tesis. 
 

 
 
 

1.2.1.   Ob jetivo general 
 

El objetivo del trabajo  es el de desarrollar una estrategia  de control basada en el modelo 

traslacional  del cuadrotor,  sus bases matematicas y la comparacion  con la estrategia  de 

control  por aproximacion  de ángulos pequeños. Se plantea  su evaluacion  numérica y su 

evaluación experimental. 
 
 

1.2.2.   Ob jetivos particulares 
 

Estudio  del modelo matematico  del cuadrotor.
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Consideracion del modelo traslacional. 
 

Desarrollo de las estrategias  de control. 
 

Analisis de la estabilidad  del sistema en lazo cerrado. 
 

Evaluación del esquema propuesto  mediante  simulacion numérica. 
 

Evaluación experimental  de los esquemas de control propuesto. 
 
 

1.3.     Alcances 
 

Desarrollo de un esquema de control correcto como exacto y su comparacion con un 

esquema basado en una aproximacion  lineal. 
 

Evaluación numérica y experimental  de las estrategias  de control. 
 

Implementacion  y evaluacion de las estrategias  de control en una plataforma  expe- 

rimental. 
 
 

1.4.     Estructura del  documento 
 

La tesis que a continuacion  se presenta  tiene la siguiente estructura: 
 

 

En el caṕıtulo dos se presentan  los preliminares  teóricos sobre el modelo del UAV, los 

enfoques para  el modelado  del cuadrotor  y las ecuaciones que representan la dinamica 

traslacional  y rotacional  del cuadrotor.  En  el caṕıtulo  tres,  se presentan  las estrategias 

de control,  la estrategia  de control  por aproximación  de ángulos  pequeños,  la estrategia 

de control basado en el modelo traslacional,  modelo de control que fundamenta esta tesis 

(control  exacto).  Se presentan  las bases matemáticas que fundamentan estas estrategias. 

En el caṕıtulo cuatro,  se realizan las validaciones numéricas de las estrategias  de control 

desarrolladas.  En el caṕıtulo  cinco, se describe la plataforma  experimental  usada,  tanto 

el hardware  como software utilizados  para  el desarrollo de la tesis. En el caṕıtulo seis, se 

presentan  los resultados  obtenidos  en la implementacion  experimental  de las estrategias 

de control y las diferencias en el desempeño de ambos modelos. Por último, en el caṕıtulo 

siete, encontramos  las conclusiones y trabajo  futuro.



 

 
 
 
 
 
 

 

Caṕıtulo  2 
 

 

Marco Teórico 
 

 
 
 

En este caṕıtulo se presentan  los fundamentos  teóricos necesarios para  comprender  el 

modelo del UAV. Primeramente se presenta  una breve introducción sobre los UAVś junto 

con algunos preliminares sobre la clasificacion de los cuadrotores.  También se da una breve 

descripcion del principio de funcionamiento  de un cuadrotor,  de los desplazamientos  que 

puede realizar y como es que la configuración de los motores se conjuga para  obtener  los 

desplazamientos  del veh́ıculo aéreo; se presentan,  también, los enfoques que normalmente 

se usan  para  modelar  el movimiento  en el espacio de un cuadrotor,  el enfoque de Euler 

- Lagrange,  el de Newton  - Euler.  De igual manera,  se describe  una  configuracion  del 

cuadrotor  tipo “X”, con los cuales se obtiene el modelo dinámico del cuadrotor  que se usa 

en el caṕıtulo siguiente para  desarrollar  las estrategias  de control. 
 

 
 

2.1.     Modelado del  UAV 
 

Un drone o UAV, es un veh́ıculo aéreo no tripulado  controlado  a distancia,  automáti- 

co o semi automatico, generalmente  de tamaño pequeño y reutilizable,  DeGarmo  (2004). 

Usualmente  se utilizan  en operaciones  de búsqueda aérea y salvamento,  recoleccion de 

informacion para prediccion meteorológica, la vigilancia de bosques o detección de fuegos; 

en el área de cartograf́ıa también son utilizados  para  la inspeccion y tomas  aéreas entre 

otras aplicaciones, Mitka and Mouroutsos (2017), Watts  et al. (2012). 
 

 

La configuracion de los drones con multirotores  puede variar dependiendo  del número 

de éstos, desde 3 hasta  8 rotores en diferentes configuraciones. En general, se puede decir 

que “los multirotores  generan la sustentacion  necesaria para el vuelo a través de cada uno 

de sus rotores,  aunque  a diferencia de otros tipos de drones,  las hélices son de paso fijo 

(angulo fijo), esto quiere decir que es la revolucion de las hélices la que permite  el vuelo y 

desplazamiento  del drone.”, Santana  (2017). 
 

 

El cuadrirotor es una configuración del multirotor con 4 rotores,  este se controla  úni- 

camente  variando  la velocidad angular  de cada uno de sus rotores.  En el cuadrirotor las 

hélices son montadas  en sentido  de rotacion  opuestos,  esto quiere decir que se alternan 

hélices  con giro a la izquierda  con hélices  de giro a la derecha,  resultando  en una  suma 
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i=1 

 
 
 

de fuerzas nula. Si la suma y resta de fuerzas producidas  por los rotores se encuentran en

equilibrio con el peso de la aeronave,  el cuadrirotor se mantendr en vuelo estacionario,

Betancourt (2016), Domingues  (2009). Cada  motor  produce  un  empuje  y un  par,  cuya 

combinacion  produce  un  empuje  principal,  el par  de alabeo  (pitch),  el par  de cabeceo 

(roll) y el par de guiñada (yaw); la variacion de la velocidad angular de los motores genera 

el movimiento del cuadrotor  como se puede ver en la Figura  2.1. 
 

 
 

 
 

Figura  2.1: Desplazamientos  del cuadrotor:  a)adelante, b)atras,   c)derecha,  d)izquierda, 

e)arriba, f )abajo,  g)giro derecha,  h)giro izquierda. 
 

 

En la disposicion de la Figura  2.1, los efectos giroscópicos y los momentos de torsión 

aerodinamicos  tienden  a cancelarse  en vuelo corto. El empuje  principal  u es la suma de

los empujes individuales  de cada motor  u = 
P4

 fi con i = 1, .., 4. El par  de alabeo es

una funcion de la diferencia f 1 − f 3, el par de cabeceo es una función de f 2 − f 4, y el par 

de guiñada es la suma de τM1 
+ τM2 

+ τM3 
+ τ M4  donde τMi   

es el momento de reaccion del 

motor i tal como se puede ver en la Figura  2.1. 
 

 

2.1.1.   Enfoque de  Euler - Lagrange 
 

El modelado de un cuadrotor  se lleva a cabo considerando el movimiento de un cuerpo 

ŕıgido en el espacio con masa m y matriz  de inercia I . Se consideran,  ademas, las fuerzas 

de empuje que permiten  el vuelo del cuadrotor,  los torques  generados y desplazamientos 

angulares para describir en conjunto su orientación y desplazamiento.  La Figura 2.2 mues- 

tra la configuración descrita,  donde el marco inercial es representado  por Xw  − Yw − Zw  y el 

marco movil montado  sobre el cuadrotor  corresponde a X − Y − Z . 
 

La posicion del cuerpo ŕıgido en el espacio se obtiene mediante el vector ξ = [x, y, x]
T  

∈ 

R3  el cual representa  la posicion del centro de masa con respecto al marco de referencia
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fijo. La orientacion del cuadrirrotor se representa por medio del vector η = [φ, θ, ψ]
T  

∈ R3
 

que corresponde  a los denominados  ángulos  de Euler,  donde  φ (alabeo)  es el ángulo  de

giro sobre el eje X , el ángulo  θ (cabeceo)  corresponde  a la rotación  sobre el eje Y , ψ

(guiñada) es el ángulo de giro sobre el eje Z . En la Figura  2.2 se ilustran  las coordenadas 

generalizadas denotadas  por los vectores ξ, η. 
 

 
 

 
 

Figura  2.2: Cuadrotor en el marco inercial (coordenadas  generalizadas). 

La definición del Lagrangiano  para  el cuadrirrotor se puede establecer como: 

L(q, q̇) = KT rans + KRot − U                                           (2.1) 
 

donde  KT rans  es la enerǵıa  cinética  traslacional.  KRot  es el término  de enerǵıa  cinética 

rotacional  y U es el término de enerǵıa potencial,  los términos se definen como, 
 

1     T  ˙                       1  TKT rans = 
2 

mξ̇
 

ξ,    Krot = 
2 

ω I ω,     U = mgz,

 

donde m representa  la masa del veh́ıculo, ω = [p, q, r]T   es el vector de velocidad angular 

del marco del cuerpo, I es la matriz  de inercia del veh́ıculo, g es el término gravitacional 

y z es la altura  del vuelo del veh́ıculo. 

 
La relación  entre  la velocidad angular  en el marco del cuerpo (p, q, r) y la velocidad 

con que cambian los ángulos de Euler (ψ̇ , θ̇ , φ̇ ) está dada por: 

p  1     0      −Sθ 

 
φ̇ 

ω = q  = 0    Cθ        Cθ Sφ 
  θ̇                                       (2.2) 

r        0   −Sφ     Cθ Cφ         ψ̇ 
 

ω = ωη η̇ (2.3)
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En Carrillo et al. (2012), se describe el proceso completo de como obtener el modelo del 

cuadrotor  con el enfoque de Euler - Lagrange. El modelo queda expresado por el siguiente 

conjunto  de ecuaciones diferenciales: 
 

mξ̈  + mgEz   = Fξ

Jη̈ = τ − C (η, η̇ )η̇ , 
(2.4)

 

donde  Ez   = [0, 0, 1]T , Fξ   = [F x, F y, F z]T   es el vector  de fuerzas que se aplica  en cada 

componente,  C (η, η̇ ) es el término  de Coriolis que contiene  los términos  giroscópicos  y 

centŕıfugos, J es la matriz  de inercia expresada  en términos de las coordenadas  generali- 

zadas η y τ representa  los torques generalizados. 

 
Para  simplificar el sistema se propone una variable τ̂  como, 

τ̂φ  

τ̂  =  τ̂θ 
 = J−1(τ − C (η, η̇ )η̇ ).                                      (2.5) 

τ̂ψ 

Reescribiendo el sistema anterior  (2.4) se obtiene entonces el modelo, 
 

1
ẍ = 

 
ÿ  = 

 
z̈  = 

u(sin φ sin ψ + cos φ sin θ cos ψ) 
m 
1 

m 
u(cos φ sin θ sin ψ − sin φ cos ψ)

 
1 

m 
u(cos θ cos φ) − g

 

 
 
 
 

 
(2.6)

ψ̈ = τ̂ψ 

θ̈  = τ̂θ 

φ̈ = τ̂φ . 

 

2.1.2.   Enfoque de  Newton - Euler 
 

Sea un cuerpo ŕıgido en el espacio, el cual presenta  movimientos de traslacion  y rota- 

cion, estableciendo  dos sistemas  de referencia, uno fijo e inercial y el otro  en el cuerpo, 

donde el origen del sistema  de referencia colocado en el cuerpo coincide con el centro  de 

gravedad  de este.  La dinámica de un cuerpo ŕıgido, sometido  a un conjunto  de fuerzas 

externas  en su centro de masa y expresadas  en el sistema de referencia fijo (Castillo et al. 

(2007)), en el formalismo de Newton – Euler se puede expresar como, 
 

ξ̇  = v 

mv̇ = f 

 
 
 

(2.7)

Ṙ 

I ω̇ 

= Rω̂ 

= −ω × I ω + τ,

donde I es la matriz  de inercia, R la matriz  de rotacion  del marco del cuerpo a el marco

inercial, v es la velocidad lineal, ω es la velocidad angular  y ω̂ es la matriz  antisimétrica
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del vector ω, f representa  el vector principal de fuerzas, τ y m estan definidas como antes. 

Definiendo las fuerzas  traslacional  y gravitacional,   y los momentos  ejercidos  por  cada 

motor, se puede llegar al modelo dinamico del sistema como se describe en Castillo et al. 

(2007), donde, después de desarrollar  las transformaciones  y consideraciones adecuadas  se 

obtiene el modelo dinamico del cuadrirrotor como, 
 

ξ̇  = v,

mv̇ = REz 
Tf  − mgEz , 

 
(2.8)

Ṙ 

I ω̇ 

= Rω̂ , 

= −ω × I ω + τA + τGA 
,

 

donde Ez   indica que las magnitudes  son aplicadas  en la dirección de la componente  z, Tf 

representa  el empuje total  generado por cada uno de los motores, τA  define los momentos 

generalizados y el término τGA  
los momentos giroscópicos. 

 

 
 
 

2.1.3.   Enfoque de  Newton – Euler para cuadrirotores tipo “X” 
 

El enfoque de Euler - Lagrange y el enfoque de Newton - Euler se definen a partir  de 

la configuracion tipo “cruz” del cuadrotor.  Esta configuracion se define aśı por la posición 

de los motores, uno frontal y otro trasero, y dos motores laterales, uno a izquierda y otro a 

derecha, con la orientacion o vista del cuadrotor  siempre orientado al motor frontal. Existe 

otra  configuracion habitual  dentro  de los cuadrotores,  el cuadrotor  tipo  “X”,  en el cual 

la orientación se encuentra  dirigida al punto  entre los dos motores frontales, teniendo dos 

motores frontales y dos motores traseros; los motores siguen presentando  la configuración 

con los motores 1 y 3 girando en un sentido y los motores 2 y 4 en el otro. En la Figura 

2.3 se observan las dos configuraciones mencionadas. 
 

 

 
 

Figura  2.3: a) Cuadrotor tipo cruz b) Cuadrotor tipo “X”. 
 
 

El modelado del cuadrotor  tipo “X” se define a partir  del enfoque de Newton – Euler, 

donde también se establece un nuevo sistema de referencia, el marco inercial NED (por sus 

siglas en ingles “North-East-Down”), con X, Y, Z como el marco fijo del cuerpo (Figura 

2.4).
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Figura  2.4: Cuadrotor en el marco inercial NED. 
 
 

La dinámica del cuadrirotor se puede expresar como, Carrillo et al. (2012), 
 

mξ̈  = −mgD + Fξ                                                                                 (2.9) 
 

I Ω̇ = −Ω × I Ω + τ                                                   (2.10)

 

donde m y g estan  definidos con anterioridad, D es un vector unitario  en la componente 

−z del marco inercial NED, R representa  la matriz  de rotacion  que asocia los sistemas 

inercial y fijo, Fξ  representa  el término de las fuerzas totales aplicadas al sistema, Ω es la ve- 

locidad angular del marco fijo, I es la matriz de inercia y τ es el torque total del cuadrotor. 

 
La fuerza total  aplicada se puede expresar como, 

 

 
 

4 

u = 
X 

Ti 

i=1 

donde Ti  es la fuerza generada  por el motor  Mi , se puede expresar  esta fuerza generada 

como Ti   = ki ω
2, donde  ki  es una  constante  real positiva  y ωi   es la velocidad  angular, 

ambos valores son propios del i-esimo motor. 

 
La fuerza generada por cada uno de los motores es solo aplicada en la direccion z, esto 

hace que la fuerza total  se pueda expresar de forma vectorial como,
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T 

 
 
 
 

FT   = 
 
0   0   −u

 
 

 

con -u por la definición del marco inercial NED. 

En la ecuación (2.9), la fuerza Fξ  est dada por las componentes en cada eje del marco

de referencia fijo de la entrada  de control.  Entonces,  se tiene que hacer uso de la matriz 

de rotacion  que establece la relación entre el marco inercial y el marco fijo, esta matriz  R 

queda expresada,  en términos de los ángulos de Euler, como, 
 

Cθ Cψ Sφ Sθ Cψ  − Cφ Cψ Sφ Sψ  + Cφ Sθ Cψ  

R = Cθ Sψ Cφ Cψ  + Sφ Sθ Sψ Cφ Sθ Sψ  − Sφ Cψ 
 . 

−Sθ Sφ Cθ Cφ Cθ 

 

 

Las fuerzas Fξ  quedan expresadas  de la siguiente manera, 
 

Fξ  = RFT 

 

Cθ Cψ             Sφ Sθ Cψ  − Cφ Cψ             Sφ Sψ  + Cφ Sθ Cψ 

  
0   

= Cθ Sψ              Cφ Cψ  + Sφ Sθ Sψ              Cφ Sθ Sψ  − Sφ Cψ 
  0   

−Sθ                             Sφ Cθ                                         Cφ Cθ                       −u 
 

−u(Sφ Sψ  + Cφ Sθ Cψ )  

= −u(Cφ Sθ Sψ  − Sφ Cψ )  . 
−u(Cφ Cθ ) 

 
 

 
(2.11)

 
 
 
 

Considerando (2.11), y reescribiendo la ecuacion (2.9) , se tiene que el modelo dinamico 

para  la parte  traslacional  del cuadrotor  se define como, 

ẍ  
 
0   −u(Sφ Sψ  + Cφ Sθ Cψ )

m ÿ  = −mg  0  + −u(Cφ Sθ Sψ  − Sφ Cψ )  .                        (2.12)

z̈                     −1 −u(Cφ Cθ )

 

 
 

Las ecuaciones que describen los movimientos traslacionales del cuadrotor  son entonces, 
 

 

mẍ = −u(sin φ sin ψ + cos φ sin θ cos ψ), 

 

mÿ = −u(cos φ sin θ sin ψ − sin φ cos ψ), 
 

 

mz̈ = −u(cos θ cos φ) + mg. 

(2.13)
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η 

η 

 
 
 
 
 
 

Para  la parte  rotacional  de la dinamica,  se considera la definicion de Ω; la matriz  que 

determina  la relación entre la velocidad angular en el marco del cuerpo y la velocidad con 

que cambian los ángulos de Euler. Esta  define la transformacion  de velocidades como, 

1     0      −Sθ 

 
φ̇  

Ω = 0    Cθ        Cθ Sφ 
  θ̇                                            (2.14)

 

 

donde, 

0   −Sφ     Cθ Cφ         ψ̇

 

 

Ω = ωη η̇ .                                                          (2.15) 
 

 
 

Se define entonces, 
 

 
 

Ω̇  = ω̇ η η̇ + ωη η̈.                                                     (2.16)
 

Considerando las ecuaciones (2.15)–(2.16), y reescribiendo la ecuacion (2.10) se obtiene, 
 

 

Ω̇  = I −1(−Ω × I Ω + τ ), 
 

ω̇ η η̇ + ωη η̈  = I −1(−ωη η̇ × I ωη η̇ + τ ), 

 

ωη η̈  = −ω̇ η η̇ + I −1(−ωη η̇ × I ωη η̇ + τ ), 

 

η̈ = ω−1I −1 (−I ω̇ η η̇ − ωη η̇ × I ωη η̇ + τ ). 

 
 

(2.17)

 

Se define ademas,  un vector  auxiliar  que permite  simplificar la dinamica  rotacional, 

como, 
 

 

τ̂φ  

τ̂  =  τ̂θ 
 = ω−1I −1 (−I ω̇ η η̇ − ωη η̇ × I ωη η̇ + τ ). 

τ̂ψ 
 

Entonces,  se puede reescribir (2.17) como, 
 

 

η̈ = τ̂ .                                                             (2.18) 
 

 
 
 

Retomando  las ecuaciones (2.13)–(2.18), se puede reescribir el modelo (2.9)–(2.10) para 

la dinámica de un cuadrotor  del tipo “X” como,
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u 
ẍ = − 

m 
(sin φ sin ψ + cos φ sin θ cos ψ)

 
u 

ÿ = − 
m 

(cos φ sin θ sin ψ − sin φ cos ψ)
 

u 
z̈  = − 

m 
(cos θ cos φ) + g

 

φ̈ = τ̂φ 

θ̈  = τ̂θ 

ψ̈ = τ̂ψ . 

 
 
 
 
 

 
(2.19)

 

Los modelos presentados en esta seccion, son los modelos mas comúnmente encontrados 

en trabajos  de investigación, para el desarrollo de las leyes de control que se proponen en 

este trabajo de tesis, tomaremos  en cuenta  el modelo del cuadrotor  tipo “X”, ya que la 

plataforma  experimental  donde se implementara y validara  tiene esta configuración.
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Caṕıtulo  3 
 

 

Estrategias de  Control 
 

 
 
 

En este caṕıtulo,  se presenta  el problema  de seguimiento  de trayectoria, el cual será el 

punto  de partida para  establecer  los esquemas de control. Se presenta  primero una so- 

lucion como lo es la linealización estableciendo  una condicion de trabajo  local (punto  de 

equilibrio), con un enfoque de aproximación de ángulos pequeños para  el seguimiento de 

trayectorias en el plano X − Y ; después se describe una extensión del enfoque de aproxi- 

macion de ángulos pequeños para el seguimiento de trayectorias en el espacio X − Y  − Z . 

Al final del caṕıtulo se presenta  un esquema de control basado en el modelo traslacional 

del cuadrotor  para seguimiento de trayectoria en el espacio X − Y − Z . 
 

 

Para  establecer  las estrategias  de control  es necesario mencionar  que el cuadrotor  al 

cual  se esta  enfocando  este  desarrollo  es el “AR.  Drone  2.0” de Parrot R , el cual  tiene 

gran  demanda  como plataforma  experimental;  el control  del “AR.  Drone  2.0” tiene  la 

caracteŕıstica que solo se pueden controlar  los ángulos de alabeo (roll) y cabeceo (pitch), 

el empuje  y la velocidad angular  que genera la rotacion  de guiñada  (yaw).  A partir  de 

estas limitaciones, es como se procede al planteamiento de las estrategias  de control. 
 

 

3.1.     Preliminares 
 

La dinámica de un cuadrirotor se modela como un sistema no lineal, subactuado, por 

lo cual es común manipular  las ecuaciones para lograr obtener un sistema mas sencillo de 

controlar.  Existen  diversas fuentes en la literatura que proporcionan  soluciones formales 

que permiten  el control  de vuelo de la aeronave,  como el uso de una  retroalimentación

para  linealizar  el modelo dinamico,  Altu et  al. (2005), una  linealización  basada  en la

propiedad  de planitud  de la dinamica  del cuadrirotor, Formentin and Lovera (2011), es- 

timacion  de parámetros usando  el filtro  de Kalman  extendido,  Kallapur  and  Anavatti 

(2006), estimación de estados, Mahony et al. (2012), Rinaldi et al. (2013). 
 

 

3.2.     Linealización  en  un punto de  equilibrio 
 

Una de las formas mas usuales de linealizar un sistemas  es establecer  condiciones lo- 

cales que permitan  la simplificacion del sistema en un punto  de operación, Mahony et al. 
 

 

15
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z 

z 

 
 
 

(2012), Santiaguillo (2014). Esta linealización permite resolver el problema de seguimiento 

de trayectoria. 

 
Basandose en el modelo (2.6), dado por las ecuaciones, 

 

1
ẍ = 

 
ÿ  = 

 
z̈  = 

u(sin φ sin ψ + cos φ sin θ cos ψ), 
m 
1 

m 
u(cos φ sin θ sin ψ − sin φ cos ψ),

 
1 

m 
u(cos θ cos φ) − g,

 

 
 
 
 

 
(3.1)

ψ̈ = τ̂ψ , 

θ̈  = τ̂θ , 

φ̈ = τ̂φ , 

se establece el problema de seguimiento de trayectoria. Se considera una trayectoria desea- 

da m(t) con respecto al marco inercial la cual evoluciona en el espacio - tiempo. Se desea 

que la posicion del centro  de masa del veh́ıculo aéreo, ξ = [x, y, x]
T   

converja a la trayec- 

toria deseada m(t), esto es, 
 
 
 

ĺım ξ(t) = m(t). 
t→∞ 

 

Establecer  un punto de equilibrio nos provee una solucion para el problema planteado. 
Se linealiza por lo tanto  el sistema  (3.1) alrededor  de un punto  de equilibrio ξ = ξ ∗ (t), 
φ = θ = 0, ψ = ψ∗  (cte),  ξ̇  = 0, con φ̇ = θ̇ = ψ̇ = 0, la entrada  nominal u = mg y τ̂  = 0. 

Bajo estas condiciones se obtiene el modelo linealizado Mahony et al. (2012), 
 

ẍ = g(∆φ sin ψ∗  + ∆θ cos ψ ∗ ) 

ÿ = g(∆θ sin ψ∗  − ∆φ cos ψ ∗ ) 

1
z̈  = 

m 
u − g

 
 

(3.2)

ψ̈ = 0 

θ̈  = 0 

φ̈ = 0. 
 

Este modelo solo describe la dinámica traslacional  del cuadrotor.  A partir  de (3.2) es 

posible seleccionar u como, 
 

u = m(g + ξ̈ ∗  + kdz (ξ̇ ∗  − ξ̇z ) + kpz (ξ ∗ (t) − ξz ))                             (3.3)
 

z                    z                                   z 

donde (ξ∗  es la tercera  componente  de la señal de referencia. 
 

El error (ξz (t) − ξ ∗ (t)) → 0, cuando t → ∞, al escoger adecuadamente las constantes 

reales kdz  y kpz .
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1 

1 

 
 
 

De igual manera, para los otros dos componentes,se proponen las señales de referencia 

φ∗  y θ∗ , 

φ∗  = 
 

θ∗  = 

g 
(ξ̈x sin ψ∗  − ξ̈y cos ψ ∗ ), 

 

(ξ̈x cos ψ∗  + ξ̈y sin ψ∗ ), 
g 

 

 
(3.4)

donde ξx  y ξy  son la primera  y segunda componente  de la señal de referencia ξ ∗ (t). 
 

Al sustituir  las ecuaciones φ∗  por el término ∆φ y θ∗  por el término ∆θ respectivamente 

en (3.2) se obtiene, 
 

ẍ = ξ̈∗  + kdx (ξ̇ ∗  − ξ̇x) + kpx (ξ∗ (t) − ξx))x                    x                                   x 
(3.5)

ÿ = ξ̈∗  + kdy (ξ̇ ∗  − ξ̇y ) + kpy (ξ ∗ (t) − ξy )),
 

y                    y                                  y 

con lo cual se garantiza  localmente que (ξx(t) − ξ ∗ (t)) → 0 y (ξy (t) − ξ ∗ (t)) → 0, cuando 
x                                                     y 

t → ∞, al escoger adecuadamente las constantes reales kdz , kdy , kpx  y kpy . Puede observarse 
que (φ∗ , θ∗ , ψ∗ ) son valores calculados para la dinámica rotacional, quedando desacoplados 

el control  de posición  y el control  de orientación.  El lazo cerrado  de control  de posición 

proporciona las variables para  el control de orientación. 
 
 

 

3.3.     Aproximacion por ángulos  pequeños 
 

3.3.1.   Seguimiento de  Trayectoria en  el  plano X  - Y 
 

Una estrategia  de control comúnmente utilizada para simplificar el modelo dinámico del 

cuadrotor,  es asumir que los movimientos del cuadrotor  no son bruscos, y que los cambios 

en el desplazamiento  angular  son muy pequeños, de tal manera  que sus comportamientos 

se pueden aproximar  a valores pequeños (casi cero). La aproximacion de ángulos pequeños 

es una simplificacion basada  en funciones trigonométricas. Esta  aproximacion  esta  dada 

por, 
 

cos(x) ≈ 1  ,    sen(x)  ≈ x.                                             (3.6) 

El modelo del cuadrotor  definido en las ecuaciones (2.6), esta dado por, 
 

1
ẍ = 

 
ÿ  = 

 
z̈  = 

u(sin φ sin ψ + cos φ sin θ cos ψ) 
m 
1 

m 
u(cos φ sin θ sin ψ − sin φ cos ψ)

 
1 

m 
u(cos θ cos φ) − g

 

 
 
 
 

 
(3.7)

φ̈ = τ̂φ 

θ̈  = τ̂θ 

ψ̈ = τ̂ψ .
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Retomando  del modelo (3.7), las ecuaciones de la dinamica traslacional,  y aplicando la 

simplificacion de ángulos pequeños para  φ y θ, el sistema puede reescribirse en la forma, 
 

 
ẍ
 

 u  
   

Sψ        Cψ 

    
φ

  

,
= 

ÿ        m 
u 

z̈  = 
m 

−Cψ     Sψ        θ 

− g. 

 

(3.8)

donde  los términos φ̈, θ̈, ψ̈  que representan la parte  rotacional  no se consideran  en esta

aproximacion,  ya que los términos τ̂φ , τ̂θ , τ̂ψ  representan los momentos angulares,  los cua- 

les son definidos como valores conocidos que en un subsistema  de la dinamica  rotacional 

sirven como entradas  de control. La notación Sψ  y Cψ  es la expresion reducida  de sin ψ y 

cos ψ, respectivamente. 

 
Considerando  el sistema  (3.8), se puede apreciar  que el término z̈ depende solo de la 

entrada  u, ya que la masa m y el coeficiente de la gravedad g son conocidos. Teniendo esto 

en cuenta  es posible definir la retroalimentación, 
 

u = mg.                                                             (3.9) 

Esta retroalimentación logra equilibrar las fuerzas en la componente z. Cuando esto se 

logra, el cuadrotor  alcanza el estado  de “Hover”, es decir, existe un equilibrio de fuerzas 

de empuje y las fuerzas gravitacionales.  Si se consideran  las condiciones iniciales z(0) = 

z∗  ∈ R∗ , ż(0) = 0, y si el sistema  inicia a una altura  establecida  z∗ , se debe mantener  la 

altura  en todo momento, esto es, 
 

z(t) = z(0) + tż(0), ∀t ≥ 0. 
 

La retroalimentacion (3.9) restringe  el movimiento  en la componente  z, permitiendo 

que el seguimiento de trayectoria sea solo en el plano X − Y . 

 
En el sistema de la ecuacion (3.8), se puede apreciar que las ecuaciones de los términos 

ẍ y ÿ se pueden reescribir como, 
 
ẍ
 

 

ÿ   
= g

 

   
Sψ        Cψ 

    
φ

  

. 
−Cψ     Sψ        θ

 

 
 

Las variables φ y θ se pueden entonces definir como variables de control, esto se hace 

basado en las condiciones de control que impone el sistema de vuelo del cuadrotor comercial 

donde  será implementada  la estrategia  de control.  Se definen estas  entradas  de control 

como, 
 

φ
 

 1 
  

Sψ      −Cψ 

    
rx

                                        

(3.10)
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θ   
= 

g   Cψ        Sψ          ry
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donde además,  

 

rx = m̈x − kdx (ṁ x − ẋ ) − kpx (mx  − x) 

ry = m̈y − kdy (ṁ y − ẏ ) − kpy (my  − y). 

 

 
 
 

(3.11)

 

donde mx  y my  son los términos de posicion en x y y de la trayectoria deseada y kdx , kdy , 

kpx  y kpy  son constantes  reales. Al sustituir  la retroalimentacion (3.9)–(3.10) en el sistema 

(3.8) se obtiene, 

ẍ = −m̈x  + kdx (ṁ x − ẋ ) + kpx (mx  − x) 

ÿ = −m̈y  + kdy (ṁ y − ẏ ) + kpy (my  − y) 

z̈  = 0     , con  z(t) = z(0) + tż(0)   z(0) = z∗ , ż(0) = 0. 

 

 

(3.12)

 

 
 

Notese que el valor de ψ queda libre en los desarrollos anteriores,  por lo que es posible 

considerar, 

 
ψ(t) = ψd (t),                                                   (3.13) 

 

donde ψd (t) es la orientacion  deseada en el vuelo del cuadrotor. 

 

Por  la naturaleza de ψ, la cota  de los valores para  ψd  se pueden  definir entre  −π ≤ 

ψd  ≤ π. 

 
Definiendo los errores de seguimiento, 

 

ex  = mx  − x,      ey  = my  − y, 

se obtiene,  
ëx  + kdx ėx  + kpx ex  = 0 

ëy  + kdy ėy + kpy ey  = 0 

 

 
(3.14)

 

donde las constantes  kdx , kdy , kpx  y kpy  se eligen de tal forma que ex(t) → 0 y ey (t) → 0 

cuando t → 0. 

 
Para  el control de la velocidad en z y la velocidad angular en ψ, es necesario establecer 

los errores de seguimiento, 

ez  = mz  − z,      eψ  = mψ  − ψ 
 

lo cual nos permite  proponer las siguientes ecuaciones, 
 

ż = kpz (mz  − z) − ṁ z , 

ψ̇ = kpψ (mψ  − ψ) − ṁψ , 

 

 
 
 
 
 

(3.15)

donde ṁ z  = ṁψ   = 0 y mz   = z∗ , mψ   = ψd , ya que bajo estas condiciones se restringe  el 

movimiento al plano X − Y .
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Debido a la linealidad de las ecuaciones (3.14)–(3.15), se puede establecerse que, 
 

 

ĺım ex(t) = 0   ĺım ey (t) = 0     z(t) = z∗ , ∀t ≥ 0
t→∞ t→∞

con lo cual se asegura el seguimiento de trayectoria en el plano X − Y . 

 
 

 
3.3.2.   Seguimiento de  Trayectoria en  el  espacio 

 

La estrategia  de control (3.8)–(3.9)–(3.10) puede ser mejorada para lograr el seguimien- 

to de trayectorias en el plano X −Y −Z . Para tal efecto, se considera ahora la modificacion 

de la retroalimentación (3.9) en la forma, 
 

 
donde se define, 

u = m(g + rz )                                                      (3.16)

 

 

rz = m̈z − kdz (ṁ z − ż) − kpz (mz  − z) 
 

donde kdz  y kpz  son constantes  reales como antes,  la cual produce la dinámica, 
 

 
Definiendo, 

z̈(t) = rz .                                                          (3.17)

 

 

 
la ecuación (3.17) toma la forma, 

ez  = mz  − z,

 

 

ëz  + kdz ėz + kpz ez  = 0                                               (3.18) 
 

donde kdz  y kpz  se escogen de tal manera que ez (t) → 0 cuando t → ∞. La retroalimenta- 

cion (3.16) conduce ahora al sistema, 
 
ẍ
 

 

ÿ   
= (g + m̈z − kdz ėz − kpz ez ) 

   
Sψ        Cψ 

    
φ

  

. 
−Cψ     Sψ        θ

Esto es, 
 

 
  
ẍ
 

 

ÿ   
= (g + m̈z ) 

 

 
    

Sψ        Cψ 

   
φ
  

−Cψ     Sψ        θ
 

ez 

      
Sψ        Cψ 

    
φ

  

.− 
 
kpz     kdz 

 
 
 

ėz 

 

−Cψ     Sψ        θ
 

 
 

Se propone ahora la retroalimentacion,
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z 

z 

z 

z 

 
 
 

 
φ
 

      1      
  

Sψ      −Cψ 

    
rx

                                     

(3.20)
= 

θ       g + m̈z Cψ        Sψ          ry

 

donde rx y ry  estan definidos en (3.11). 

 
El sistema en lazo cerrado (3.8)–(3.16)–(3.20) produce entonces para  las coordenadas 

(x, y) la dinamica, 
 
ẍ
 

 
   

Sψ        Cψ 

  
     1      

 
Sψ      −Cψ 

   
rx

 

ÿ   
= (g + m̈z ) −Cψ     Sψ 

 

g + m̈z Cψ        Sψ          ry

 
ez

      
Sψ

 
Cψ 

   
     1      

 

Sψ
 −Cψ

    
rx

  

.
 
 
 

Esto es, 

− 
 
kpz     kdz 

 
 

 

ėz 

 

−Cψ 

 

Sψ     g + m̈z   Cψ        Sψ          ry

 
ẍ
 

 
 
rx

      
 
k

 
k   

  
 
ez 

    
rx

     
   1      

  

.                            (3.21)

ÿ   
=  

ry   
−   pz

 
dz       

ėz        ry 

 

g + m̈z

 

 
 

Considerando  rx, ry de (3.11) se tiene, 
 
 

 
ëx  + kdx ėx  + kpx ex

   

=
      1   

(            )  kpz
 

 

kdz 

  
 

ez 

    
m̈x − kdx ėx  − kpx ex

   

.

ëy  + kdy ėy + kpy ey 

 
Equivalentemente, 

− 
g + m̈z ėz m̈y − kdy ėy − kpy ey

 
ëx

  

= 

 
−kdx ėx  − kpx ex

 
      1         

k
 k   

  
 

ez 

   
m̈x

 

ëy −kdy ėy − kpy ey
 

− ( 
g + m̈  

)    pz dz       
ėz

 m̈y

 

     1  
 

ez       m̈x − kdx ėx  − kpx ex
 (3.22)

− ( 
g + m̈ 

) 
 
kpz     kdz 

 
 

 

ėz 

 

m̈y − 

 

kdy 

 

ėy − kpy ey     
.

 

La ecuación (3.18) y (3.22) se reescriben entonces en la forma, 
 

1 
ëx  = −kdx ėx  − kpx ex − ( 

g + m̈ 

 

)(kpz ez + kdz ėz )[m̈x  − kdx ėx  − kpx ex]

1 ëy  = −kdy ėy − kpy ex − ( 
g + m̈ 
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)(kpz ez + kdz ėz )[m̈y  − kdy ėy − kpy ey ]

ëz  = −kdz ėz − kpz ez . 
 

Equivalentemente, el sistema anterior  tiene la forma, 
 

ëx  = −kdx ėx  − kpx ex − ζ1(t) ëy  

= −kdy ėy − kpy ex − ζ2 (t) ëz  = 

−kdz ėz − kpz ez , 

 
 
 
 
 
 
 

(3.23)
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g+m̈z 

g+m̈z 

g+m̈z 

T 

T 

T T 

T T 

 
 
 

donde, 
 

 
 

ζi (t) = a(t)(kdz ėz + kpz ez )[m̈i  − kdi ėi  − kpi ei ] 
 

con a(t) = 1/(g + m̈z ), para  i = x, y. 

 
La estabilidad  del sistema en lazo cerrado (3.8)–(3.16)–(3.20) se establece en el siguien- 

te Lema. 
 

 
 

Lemma 1  Considere el sistema (3.8) y la retroalimentacion (3.16)–(3.20). Asuma que la 

trayectoria deseada  m(t) es dos veces diferenciable,  entonces  existen constantes  kdi , kpi , 

i = x, y, x tales que el problema de seguimiento  de trayectorias asociado  con el sistema 

(3.8)  tiene una solución, es decir, 

 
ĺım ei = 0 para  i = x, y, z. 
t→∞ 

 

Demostracion 1  Para  demostrar  el resultado  anterior se considera  el sistema  (3.23)  y 

se definen las variables de estado, 
 

Ex  = 
 
ex1     ex2

 
 = 

 
ex ėx

 

 

Ey  = 
 
ey1     ey2 

 
 

 

= 
 
ey 

 

ėy 

 
 (3.24)

 

Ez  = 
 
ez1     ez2 

 
 

. 

 

= 
 
ez 

 

ėz 

    
.

 
Entonces,  el sistema (3.23)  puede representarse en la forma, 

 

ėx1     =  ex2 

ėx2     =  −kdx ex2  − kpx ex1  − (    1      )(kpz ez1 + kdz eż 2)[m̈x  − kdx ex2  − kpx ex1]

ėy1     =  ey2 

ėy2     =  −kdy ey2 − kpy ey1 − (    1      )(kpz ez1 + kdz eż 2 )[m̈x  − kdy ey2 − kpy ey1 ] 

 

(3.25)

ėz1     =  ez2 

ėz2     =  −kdz ez2 − kpz ez1. 
 

Notese primero  que la dinámica  de Ez   es exponencialmente  estable, independiente  de 

Ex   y Ey . El análisis de la ecuación (3.23),  equivalentemente  (3.25),  se reduce a, 
 

 
 
 

donde, 

ëx  = −kdx ėx  − kpx ex − ζ1(t, Ez , Ex), 

ëy  = −kdy ėy − kpy ex − ζ2 (t, Ez , Ey ). 

 

(3.26)

 
ζ1(t, Ez , Ex) = a(t)(kpz ez1 + kdz eż 2)[m̈x  − kdx ex2  − kpx ex1]                 (3.27) 

con a(t) = (    1      ). El término ζ1(t, Ez , Ex)  puede acotarse  de la siguiente forma,
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  }   

 
 
 
 

 
ez1

      
ex1

  

kζ1(t, Ez , Ex)k ≤ |a(t)| 
  

kpz     kdz 

 
   

 

ez2 

   
m̈ x  − 

 
kpx     kdx 

 
 

    

 

ex2 

  
.               (3.28)  

 
 

Notese que,  
 
  

kpz 

         q 
2

|a(t)| < ā,
 

k     

   
=   kdz  + kpz  = kz  > 0

2           ¯ 
dz 

(3.29)   
kpx 

         q 
2

|m̈ x(t)| ≤ m̄x,
 

k     

   
=   kdx  + kpx  = kx  > 0.

2           ¯ 
dx

 

Entonces,  la ecuación (3.28)  se reescribe en la forma, 

  

 
 

  
ex1

  

kζ1(t, Ez , Ex)k ≤ āk̄z kEz k {|m̈x | + 
  

kpx     kdx 

 
   

≤ āk̄z kEz k {m̄x  + k̄x kEz k}. 

  

ex2   

 
 

 

(3.30)

 

 
 

De igual manera, al considerar  el término ζ2  se obtienen las cotas, 
 
 
 

 

con |m̈ y (t)| ≤ m̄ y . 

kζ1 (t, Ez , Ex)k  ≤ 

kζ1(t, Ez , Ey )k  ≤ 

āk̄z m̄x kEz k + āk̄z k̄x kEz k kExk) 

āk̄z m̄y kEz k + āk̄z k̄y kEz k kEy k)                     
(3.31)

 
El valor de ψ en los desarrollos  anteriores, se considera  como en (3.13). 

 

 

Las cotas (3.31),  establecen una restriccion  en el crecimiento  de los términos de inter- 

conexion ζi (t, Ez , Ei ) (hipótesis 4.5, Sepulchre et al. (2012), pag. 129) donde se establecen 

las condiciones de las funciones que acotan  los términos, y con base en el Teorema  4.7 de 

estabilidad  global con retroalimentacion parcial  de estados  (Sepulchre  et al. (2012),  pag. 

129), se puede establecer el resultado  del Lemma. 
 

 
 
 

3.4.     Control Exacto basado en el Modelo Traslacional 
En la sección  anterior,  se utiliz una  aproximacion  de ángulos  pequeños,  la cual, li-

mita  o restringe  los desplazamientos  angulares,  con la idea de reducir la complejidad  del 

sistema  y poder establecer  una estrategia  de control mas sencilla, sin embargo, el acotar 
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los movimientos de esta manera limita el seguimiento de alguna trayectoria que involucre 

desplazamientos  más  abruptos  del cuadrotor.  El modelo dinámico  del cuadrotor  presen- 

tado  en (3.1), nos muestra  la dinamica  sin la reduccion por la aproximacion  de ángulos 

pequeños. Tomando  en cuenta esto, se puede definir un nuevo enfoque para proponer otra
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estrategia  de control. 
 

 

La dinámica traslacional  tomada  del modelo (3.1) puede reescribirse en la forma, 
 
ẍ
 

 1    
   

Sψ            Cφ Cψ 

   
Sφ 

 

=    u 
ÿ        m 

1 
−Cψ         Cφ Sψ        Sθ 

 

(3.32)

z̈  = 
m 

u(Cφ Cθ ) − g.

 

Se define ahora la retroalimentacion, 
 
 

m 
u = 

Cφ Cθ 

 

(g + rz )                                                  (3.33)

 

con rz = m̈z − kdz (ṁ z  − ż) − kpz (mz  − z), donde las constantes  kdz  y kpz  estan  definidas 

como antes.  La dinamica  de z con la retroalimentacion (3.33) se define de igual manera 

que en la ecuacion (3.17). 
 

 

Notese que para  obtener  el valor de u en (3.33) es necesario  calcular  los valores de 

los controles virtuales  φ(t) y θ(t). Para  tal efecto se considera ahora la retroalimentacion 

(3.33) en lazo cerrado con la dinamica de las primeras  ecuaciones del sistema (3.32). En- 

tonces se obtiene, 
 

 
ẍ
 

 g + rz 

  
Sψ        Cφ Cψ 

    
Sφ 

  

.                                    (3.34)
 

 
 

Definiendo ahora, 

ÿ   
=

 
 

Cφ Cθ −Cψ     Cφ Sψ        Sθ

 

α1 (t) = 
tan(φ) 

,     α2 (t) = tan(θ)                                      (3.35) 
cos(θ)

 

el sistema (3.34) puede reescribirse como, 
 

 
 
ẍ
 

 
   

Sψ        Cψ 

   
α1

 

ÿ   
= (g + rz ) −Cψ     Sψ        α2 

(3.36)

 

Al considerar  ahora  a α1   y α2   como señales  de control,  es posible ahora  proponer  la 

retroalimentacion, 
 

 
  

α1

   

= 
    1       

 
Sψ      −Cψ 

    
rx

                                    

(3.37)
α2            (g + rz ) Cψ        Sψ          ry
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donde rx y ry  estan definidos en (3.11).
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2 

2 

2 

 
 
 

Al sustituir  la retroalimentación (3.33)–(3.37) en el sistema (3.32) se obtiene el sistema 

completamente linealizado,

ẍ   =  rx 

ÿ   =  ry 

z̈    =  rz . 

 

 

(3.38)

 

Retomando  (3.35), es posible obtener  los controles reales en términos de los controles 

virtuales  como, 
 

 

θ = arctan(α2),                                            (3.39) 
 

 

φ = arctan[α1{cos(arctan(α2 ))}].                                        (3.40) 

Con las definiciones de φ y θ, la retroalimentación propuesta  en (3.33), se puede rees- 

cribir como, 

u =                         
m(g + rz ) 

cos(arctan[α1{cos(arctan(α2))}]) cos(arctan(α2)) 

 

.                    (3.41)

 
 
 

La retroalimentacion resulta  entonces como, 

θ = arctan(α2) 

φ = arctan[α1{cos(arctan(α2))}] 

u =                         
m(g + rz )                                 

. 
cos(arctan[α1{cos(arctan(α2))}]) cos(arctan(α2 )) 

 

 
 

(3.42)

 

 
 

La consideración de la identidad  trigonométrica, 
 
 

1 
cos{arctan(α2 )} = p

1 + α2
 

permite  escribir (3.42) en la forma, 

" 
 

φ = arctan   α1 

 
 

        
1      

!# 

p
1 + α2 

 
 
 
 
 
 
 

(3.43)
 

 
 
 
 

Con lo cual, 

 

 

= arctan 

  
    α1         

!
 

p
1 + α2       

.
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√
1+α 

2 
t √ 

2 

u 

√ 

2 

u 

 
 
 

m(g + rz ) 
u =                        

m(g + rz ) 
=                 1                      1  

cos arctan α1   

2 
2 

1   √ 
1+α2 

v u 
u

1+ 
             !2  

√
1+α2 

α1                          
2

 

1+α2

 

m(g + rz ) 
=              1                   = 

m(g + rz ) 
                 1  

          1                     1                                    1                       1v                     √   v                        √  
u       

 α2   
1+α2 u 1+α2 

+α2 1+α2

t1+       1 
2

 2                t  2  
2  

1                   2

1+α
2 

 
 

m(g + rz ) 
=                  1   

1+α2 

1+α
2 

 
 

m(g + rz ) 
=            1   √

1+α2 +α2 

(3.44)

                    2               1                                        2        1
 

√       √  
1+α2 +α2 1+α2

2       1                  2 

 
 

= m(g + rz )
 
q   

1 + α2  + α2 .
2           1 

 

 
Finalmente,  la retroalimentacion (3.42) toma la forma, 

  
    α1         

!

φ = arctan p
1 + α2

 

θ = arctan (α2) 
q   

(3.45)

u = m(g + rz )
 1 + α2  + α2

1           2 
 

donde α1  y α2  estan dados por (3.35). El valor de ψ en los desarrollos anteriores,  se con- 

sidera como en (3.13)–(3.15). 

 
Esta  última estrategia  de control permite  realizar maniobras  más abruptas en el cua- 

drotor;  maniobras  que con la aproximación de ángulos pequeños no se lograŕıan por las 

restricciones matemáticas que se usaron para la definicion del mismo. por esta razon es que 

tomar  en cuenta  las dinamicas de los desplazamientos  angulares en el modelo traslacional 

nos permite  un mejor desempeño en el vuelo del cuadrotor. 

Las estrategias  de control desarrolladas  de ángulos pequeños y la estrategia  de control 

exacto,  nos permiten  realizar  el seguimiento  de trayectorias en el espacio. Una vez mo- 

deladas  estas estrategias  de control,  es necesario verificar y evaluar  el desempeño de las 

mismas. En el caṕıtulo 4 de este trabajo  de tesis se encuentran las evaluaciones numéricas 

de los esquemas de control,  mientras  que el el caṕıtulo 6 se encuentran las evaluaciones 

experimentales  del desempeño de los esquemas de control propuestos.



 

 
 
 
 
 
 

 

Caṕıtulo  4 
 

 

Simulación  Numérica 
 
 
 
 

Para  conocer el desempeño de las estrategias  de control presentadas en el caṕıtulo an- 

terior, es importante realizar una evaluacion de las mismas. Antes de ponerlas a prueba en 

una plataforma  experimental  se deben realizar validaciones numéricas con la finalidad de 

conocer el comportamiento de las estrategias  de control;  las simulaciones o evaluaciones 

numéricas  proporcionan  una  vision general del desempeño  de las estrategias  de control, 

con lo cual se puede  determinar si son lo suficientemente  aptas  para  llevarlas  a su im- 

plementacion  en una  plataforma  experimental  con la seguridad  de que el cuadrotor  no

presentar comportamientos que puedan  causar  accidentes o daños en la plataforma. En

este caṕıtulo se encuentran los resultados  obtenidos por medio de simulaciones numéricas 

realizadas con las estrategias  de control propuestas  en el caṕıtulo anterior. 
 
 
 
 
 

4.1.     Preliminares 
 

 

Para  la simulacion se hizo uso de la plataforma  “Simulink”  de “Matlab  R2016a” de 

Mathworks R , ejecutandose  sobre el sistema  operativo  “Windows  7 Profesional  sp1”  de 

Microsoft R . En la plataforma  “Simulink”,  el método  de integracion  usado para  resolver 

el problema  fue el “ode4” (Runge-Kutta), con un paso fijo de integracion  de 0,001, este 

método de integracion fue usado en todas las simulaciones que a continuacion se describen. 
 
 
 
 
 

4.2.     Seguimiento de  Trayectoria en  el plano X-Y 
 

 

4.2.1.   Aproximacion por ángulos  pequeños 
 

En esta primera  simulacion, se evalúa el desempeño de la estrategia  de control (3.8)– 

(3.9)–(3.10). Primero  se define una trayectoria en el plano X − Y  del tipo Lemniscata,  la 

cual se describe por las siguientes ecuaciones: 
 

 

27
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mx(t) = 1,4 cos( 
2πt 

) 
T

 

my (t) = 0,7 sin( 
4πt 

) 
T

 

 
 
 

donde t es el tiempo y T = 30s, el periodo de la funcion Lemniscata. 
 

 
 

Los valores de las condiciones iniciales y las ganancias kpi  y kdi  se muestran  en la Tabla 

4.1, 
 

 
 
 
 
 

xi 0 ẋi 0 

yi 0 ẏi 0 

zi 2 żi 0 

kpx 5 

kpy 5 

kdx 2 

kdy 2 
 

Tabla  4.1: Condiciones iniciales y ganancias del control. 
 
 
 
 
 
 
 

 
En la Figura 4.1 se muestra  el diagrama  a bloques del sistema realizado en “Simulink”. 

Se muestran  el bloque de “posición”, donde se tiene el modelo traslacional  del cuadrotor 

(3.8),  el bloque “control”,  donde  se encuentra  la ley de control  (3.9)–(3.10)  para  segui- 

miento  de trayectoria en el plano  X − Y , en el bloque “integrador1” se establecen  las 

condiciones iniciales propuestas. 
 

 

En la Figura 4.2 se muestra  el desempeño del control en el plano X − Y , donde la ĺınea 

en azul (sólida) representa  la trayectoria deseada,  mientras  la ĺınea en rojo (punteada), 

representa  el movimiento del cuadrotor  desde el punto inicial. En la Figura 4.3 se muestran 

los valores de los errores de posicion del vuelo del cuadrotor  y en la Figura 4.4 se presentan 

las señales de control φ y θ generadas por el sistema de ecuaciones (3.8)–(3.9)–(3.10).
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Figura  4.1: Diagrama  a bloques del control por ángulos pequeños en el plano X-Y. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura  4.2: Seguimiento de trayectoria en el plano X-Y.
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Figura  4.3: Errores de posición. 
 

 

 
 

Figura  4.4: Señales de control φ y θ. 
 

 

De los resultados  obtenidos,  se puede concluir que el seguimiento de la trayectoria se 

realiza no de manera  perfecta, pero si con una proximidad  considerada  buena; los valores 

de los controles virtuales  son pequeños, acotados en valores deseables y que no saturan en 

ningún momento su desempeño.
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4.3.     Seguimiento de  Trayectoria en  el Espacio 
 
4.3.1.   Aproximacion por ángulos  pequeños 

 

En esta  simulación, se realiza la evaluacion  de la estrategia  de control  (3.8)–(3.16)– 

(3.20), dónde se define una trayectoria en el espacio, la cual el cuadrotor  tiene que seguir; 

los resultados  numéricos se presentan  a continuación. 

Nuevamente, se define una trayectoria deseada a la cual deber converger el movimiento

del cuadrotor.  En esta trayectoria se agrega la componente z, la cual describe el desplaza- 

miento en altura  del cuadrotor  para  completar  el movimiento  en el espacio. Al igual que 

en la sección 4.2 se define una trayectoria tipo Lemniscata,  aśı como un desplazamiento 

en la componente z con las siguientes ecuaciones, 
 

mx(t) = 1,4 cos( 
2πt 

), 
T

 

my (t) = 0,7 sin( 
4πt 

), 
T 

 

 
 

2πt 

 

(4.1)

mz (t) = 1 + 0,25 cos( + π), 
T

 

donde t es el tiempo de simulacion y T = 30s el periodo de la Lemniscata.  Para  la orien- 

tacion del cuadrotor  se define ψd  = 0. 

 
Los valores de las condiciones iniciales y las ganancias  kpi  y kdi  para  la estrategia  de 

control (3.8)–(3.16)–(3.20) se muestran  en la Tabla  4.2, 
 
 
 

xi 1.5 ẋi 0 kpx 5 kdx 2 

yi 0 ẏi 0 kpy 5 kdy 2 

zi 0.5 żi 0 kpz 2 kdz 2 
 

Tabla  4.2: Condiciones iniciales y ganancias. 
 

 
 
 

En la Figura 4.5 se muestra  el diagrama  a bloques del sistema realizado en “Simulink”. 

Se muestran  el bloque de “posición”, dónde se encuentra  el modelo traslacional  del cua- 

drotor (3.8), el bloque “control”,  donde se encuentra  la estrategia  de control (3.16)–(3.20). 

En el bloque “integrador1” se establecen las condiciones iniciales propuestas  y en el bloque 

“Tray  deseada”  se define la trayectoria Lemniscata  (4.1) y sus derivadas  con respecto al 

tiempo. 

 
En la Figura  4.6 se muestra  el desempeño del control (3.8)–(3.16)–(3.20) en el espacio 

X − Y − Z , donde la ĺınea en azul (solida) representa  la trayectoria deseada, mientras  la 

ĺınea en rojo (punteada) representa  el movimiento del cuadrotor  desde el punto  inicial.
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Z
 
[m

] 

 
 
 

En la Figura  4.7 se muestran  los valores de los errores de posicion y en la Figura  4.8 

se presentan  las señales de control φ y θ generadas, aśı como la señal de retroalimentacion 

u propuesta  para  el control (3.8)–(3.16)–(3.20). 
 
 

 

 
 

Figura  4.5: Diagrama  a bloques del control por ángulos pequeños en el espacio. 
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Figura  4.6: Trayectoria deseada y seguimiento de trayectoria del cuadrotor  en el espacio.
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Figura  4.7: Errores de posición. 
 

 
 
 

 
 

Figura  4.8: Señales de control φ y θ, y retroalimentación u.
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Al extender  la estrategia  de control  de ángulos  pequeños  en el plano,  al control  de

seguimiento en el espacio,se puede notar  que el control para la componente z se comporta 

de una  manera  adecuada,  obteniendo  un  error  de seguimiento  mı́nimo, con las mismas 

condiciones de seguimiento en x y y de la seccion 4.2. 
 

 
 
 
 

4.3.2.   Control exacto del  modelo traslacional 
 

 

Para  poder  observar  las posibles diferencias  entre  el control  (3.8)–(3.16)–(3.20)  y el 

control (3.32)–(3.33)–(3.45), se consideran los mismos datos de simulación. La trayectoria 

deseada será la misma trayectoria utilizada  en la simulacion anterior,  la trayectoria tipo 

Lemniscata  (4.1), para  la orientación del cuadrotor  se define ψd  = 0. Los valores de las 

condiciones iniciales y las ganancias  kpi  y kdi  para  la estrategia  de control (3.32)–(3.33)– 

(3.45) se muestran  en la Tabla  4.3, 
 
 

 
xi 2 ẋi 0 

yi 3 ẏi 0 

zi 2 żi 0 

kpx 2 

kpy 2 

kpz 1 

kdx 2 

kdy 2 

kdz 1 
 

Tabla  4.3: Condiciones iniciales y ganancias 
 

 
 
 
 
 

El diagrama  a bloques del sistema  es el mismo usado  en el control  por ángulos pe- 

queños (Figura  4.5), solo que el contenido de los bloques “posicion” y “control”  contienen, 

el modelo traslacional (3.32) en el bloque “posición”, y el control (3.33)–(3.45) en el bloque 

“control”.  En el bloque “integrador1” se establecen las condiciones iniciales y en el bloque 

“Tray  deseada”  se define la Lemniscata  (4.1). 
 
 

En la Figura 4.9 se muestra  el desempeño del control (3.32)–(3.33)–(3.45) en el espacio 

X − Y − Z , donde la ĺınea en azul (solida) representa  la trayectoria deseada, mientras  la 

ĺınea  en rojo (punteada), representa  el movimiento  del cuadrotor  desde el punto  inicial. 

En la Figura  4.10 se muestran  los valores de los errores de posicion y en la Figura  4.11 se 

presentan  las señales de control φ y θ, aśı como la retroalimentacion u propuesta  para  el 

control (3.32)–(3.33)–(3.45).
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Figura  4.9: Trayectoria deseada y seguimiento de trayectoria del cuadrotor  en el espacio. 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  4.10: Errores de posición.
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Figura  4.11: Señales de control φ y θ y retroalimentacion u. 
 
 

De los resultados  obtenidos,  se observa que el seguimiento  de trayectoria para  la es- 

trategias  del control  exacto es buena,  se obtienen  errores de seguimiento  pequeños y los 

valores de los controles virtuales  se acotan  en rangos pequeños. 
 

 

4.3.3.   Conclusion Final 
 

Al realizar las simulaciones correspondientes  a cada una de las estrategias  de control 

propuestas,  se observa que los dos esquemas cumplen con el seguimiento de la trayectoria 

en el espacio, los valores de los controles  generados  en ambos  esquemas  se encuentran 

en valores pequeños. En la estrategia  de control exacto, aunque no se aprecia con mucha 

diferencia, se aprecia una convergencia mas rapida al seguimiento deseado; ambos controles 

cumplen con lo esperado. 

En el apéndice A se encuentran los códigos de simulación de cada uno de los modelos.



 

 
 
 
 
 
 

 

Caṕıtulo  5 
 

 

Plataforma Experimental 
 
 
 
 

5.1.     Descripción  de  la  plataforma experimental 
 

En este caṕıtulo se presenta  una pequeña descripción de los elementos de hardware  y 

software que comprenden la plataforma  experimental.  Con el fin de conocer o tener nocion 

de los elementos con los cuales se realizaron las pruebas  y dejar un precedente  para quien 

tenga la intención de reproducir  estos resultados  en ocasiones futuras. 
 

 
 

5.2.     Hardware 
 
5.2.1.   Cuadrirotor  (UAV) 

 

El dron seleccionado para la plataforma  experimental  es un cuadrotor  “AR. Drone 2.0

Power Edition”  de Parrot R
 (Figure 5.1). Un drone comercial de uso recreativo,  el cual, se

ha utilizado  en diversos art́ıculos de investigacion por su bajo costo, eficiencia, accesibili- 

dad y estabilidad  en vuelo. 
 
 
 

 

 
 
 

Figura  5.1: “AR. Drone 2.0 Power Edition”,  pagina oficial Parrot  (2018) 
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El “AR. Drone 2.0 Power Edition”  tiene una capacidad  de vuelo de aproximadamente 

12 minutos  (medida  promedio),  la cual, cubre perfectamente nuestras  nececidades de in- 

vestigacion. Algunas caracteŕısticas de este drone se muestran  en la Figura 5.2, obtenidas 

de la pagina oficial de Parrot  R , Parrot (2018). 
 
 
 
 

 
 

Figura  5.2: Caracteristicas “AR. Drone 2.0 Power Edition” 
 
 
 
 

 
El uso del “AR. Drone”  en sus versiones 1.0 y 2.0 como veh́ıculos de pruebas  en los 

trabajos  de investigacion,  ha permitido  el desarrollo de software dedicado para  este tipo 

de drones; dentro  de los desarrollos se encuentran programas  de vuelo, con los cuales se 

pueden  enviar instrucciones  y datos  al “AR. Drone” y poder controlar  sus movimientos, 

despegue y aterrizaje.  La plataforma  o mejor conocido como el “Sistema  Operativo  para 

Robots” (ROS, por sus siglas en ingles), es la plataforma  que permite  la interacción entre

el “AR. Drone” y un programa  de control. Mas adelante  se describir 

trabajo. 

esta plataforma  de

 
 

En la Figura  5.3 se muestra  el cuadrotor  utilizado.  En el se aprecia la distribucion  de 

marcadores infrarrojos, los cuales, se colocan en el cuadrotor  para que el sistema de visión 

pueda calcular su posición en el espacio; la distribucion  de los marcadores se debe realizar 

con la idea de que el centro  de masa del cuadrotor  coincida con el origen del marco de 

referencia establecido en las leyes de control propuestas.
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Figura  5.3: “AR. Drone 2.0 Power Edition”,  con marcadores  infrarrojos. 
 
 
 
 

 
5.2.2.   Hardware de  captura de  movimiento 

 

 

El área de trabajo  donde se prueba  el cuadrotor  es un área cerrada  (laboratorio), en 
TM

la cual se tiene implementado  el sistema de visión artificial; el sistema OptiTrack de la

empresa Natural  Point R . Este es un sistema de captura  de movimiento el cual es usado en 

diversas aplicaciones, como el estudio del movimiento del cuerpo humano,  entrenamiento 

deportivo, aśı como animaciones en peĺıculas y v́ıdeojuegos. El sistema cuenta con elemen- 

tos de captura, concentrador  de datos,  software de captura  de movimiento y transmisión 

de datos,  el cual se puede clasificar en elementos de hardware  y software. 
 
 

El hardware  se compone de camaras  Flex 3 (Figure  5.5), las cuales son los elementos 

de captura  de movimiento; estas camaras captan  la posición de los marcadores infrarrojos 

implantados en el objeto  a seguir. Cada  una  de las cámaras registra  el marcador  y por 

medio del software  de captura  se triangula  la posición  de los marcadores  en el espacio. 

Las camaras  se conectan  a un concentrador  “OptiHub  2” (Figura  5.4), el cual, además 

de ser el concentrador  de la información  de las cámaras,  genera la alimentacion,  mejora 

la distancia  de seguimiento y provee la capacidad  de sincronizarse con mas “OptiHub  2” 

para  ampliar  la red de camaras en el área de trabajo. 
 
 

El funcionamiento  de los elementos de hardware  es el siguiente: Las cámaras  funcio- 

nan como los sensores que detectan  la presencia de los marcadores  infrarrojos (esféricos), 

los cuales estan  cubiertos  por cinta  reflejante  que mejora su deteccion.  Cada  una de las 

camaras detecta  los marcadores a su vista; se requiere que al menos tres camaras detecten 

el mismo marcador  para  que el software lo reconozca. Una vez detectado  la información, 

esta es enviada a través del “OptiHub  2” para  su interpretacion. Para  conocer mas sobre 
TM

OptiTrack se recomienda visitar  su pagina oficial http://optitrack.com/.

http://optitrack.com/
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Figura  5.4: Optihub  2. 
 
 
 

 
 

Figura  5.5: Camara  Flex 3 del sistema de camaras Optitrack.
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TM 

 

 
 

5.3.     Software 
 
 
 
 

Uno de los principales problemas  en Vallejo-Alarcón (2015) fue aproximar  un modelo 

del comportamiento de los motores del cuadrirotor. Esto para poder trabajar con la modu- 

lacion por ancho de pulsos (o PWM pulse-width modulation,  por sus siglas en ingles) y aśı 

aplicar el control desarrollado.  En el presente trabajo,  se utiliza un sistema operativo  de- 

dicado a control de robots, el cual cuenta con la interfaz necesaria para el control de vuelo 

del cuadrirotor, Association (2012). de esta manera fue posible desarrollar  el programa  de 

control directamente y transmitirlo a través de esta plataforma  al cuadrotor. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.3.1.   Software de  captura de  movimiento 
 

 
 

El software Motive de Natural  Point R
 es una interfaz  grafica donde se interpretan los

movimientos de los cuerpos ŕıgidos capturados por el hardware (Figura  5.6); est diseñado

para  capturar el movimiento  de objetos de hasta  6 grados de libertad,  en tiempo  real o 

fuera de ĺınea. Este software provee las herramientas necesarias para el seguimiento de un 

cuerpo ŕıgido aún en altas velocidades de movimiento.  Cuenta  con la transmision  flexible 

de datos en tiempo real (VRPN,  Trackd,  NatNet  SDK, etc.), se realiza el seguimiento, la 

interpretacion de restricciones y marca los objetos a seguir; con un mı́nimo de 3 marcado- 

res se puede generar la ubicación de un cuerpo ŕıgido. 
 

 

En la pagina  oficial de OptiTrack , se pueden  encontrar  una sección  donde se dan

las recomendaciones  sobre la configuracion y colocacion del hardware,  medio por el cual 

funciona el software. Motive cuenta  con, la sección de calibracion y reajuste  de las cama- 

ras, con lo cual se puede adicionar  mas elementos para  ampliar  el área de trabajo  y, con 

una sencilla calibracion,  se puede aprovechar  al maximo la capacidad  de captura  de mo- 

vimiento. 
 
 
 

El  env́ıo de datos  del software  se realiza  por  medio del protocolo  VRPN  (Virtual- 

Reality  Peripherical  Network),  o Red de Periféricos de Realidad  Virtual;  los cuales son 

recibidos en el programa  de control,  para  después  generar  los controles  virtuales  y que 

sean enviados al programa  en ROS y aśı mismo al cuadrotor.
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Figura  5.6: Interfaz  Motive, cuadrotor  (magenta), camaras  (anaranjado) y elementos  de 

referencia (verde). 
 

 
 
 
 

5.3.2.   Robot Operating System (ROS) 
 

 

ROS (por  sus siglas en inglés de “Robot  Operating  System”)  es una  plataforma  de 

codigo abierto para el desarrollo de software para el control de robots. Es una coleccion de 

herramientas, libreŕıas  y convenciones para  simplificar el diseño  al crear una tarea  com- 

pleja para  un robot, a través de diversas plataformas  roboticas. 
 

 

El software  está estructurado como una  gran  cantidad  de pequeños programas  que 

rapidamente transmiten mensajes entre  śı. Esta  filosof́ıa fue elegida para  fomentar  la re- 

utilizacion de software creado espećıficamente para un robot y su entorno. Esta estructura 

débilmente acoplada  permite  la creación de modulos genéricos que son aplicables en am- 

plias clases de plataformas  de hardware  y software de robots, facilitando el intercambio  y 

la reutilización de códigos entre la comunidad  robótica mundial. 
 

 

Al ser un  software  de codigo abierto,  se ha  desarrollado  en mayor  proporcion  en la 

plataforma  Linux, aunque  existen algunas versiones para  MacOS y Windows. En Linux, 

existen muchas versiones de sistema operativo,  pero la distribución en la cual se desarro- 

llaron la mayoŕıa de los programas  que actualmente se usan es la distribucion  Ubuntu,  en 

la cual se basa el control del cuadrotor  que se presenta  en este trabajo  (Figura  5.7). En 

esta plataforma  se han desarrollado diversos programas para el uso con el “AR.Drone 2.0”, 

como son el driver para  el despegue y aterrizaje,  vuelo con un joystick, reconocimiento a 

través de vision artificial con la cámara del drone, etc.
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Figura 5.7: Sistema operativo Linux (Ubuntu 14.04.1 ) con la plataforma  de trabajo  ROS. 
 

 
 
 

5.4.     Plataforma Experimental 
 

 

Cada uno de los elementos antes descritos conforma la plataforma  experimental;  estos 

trabajan en conjunto para realizar la evaluacion de los controles desarrollados. En la Figu- 

ra 5.8 se tiene un diagrama  a bloques del funcionamiento  de la plataforma  experimental. 

En la Figura 5.9 se muestra  el cuerpo ŕıgido que representa  al cuadrotor  a través del soft- 

ware de captura  Motive. 
 
 

 

 
 

Figura  5.8: Plataforma Experimental.
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Figura  5.9: “AR.Drone 2.0” en reconocimiento por software Motive. 
 
 

En  el Apéndice  B se muestran  los codigos de la conexión  VRPN  y la conexión  del 

programa  de control con ROS, aśı como el ambiente  y programa  de control en ROS.
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Caṕıtulo  6 
 

 
 

Resultados Experimentales 
 
 
 

 
En este caṕıtulo se presentan  los resultados  experimentales  obtenidos  al implementar 

la estrategia  de control  de aproximación por  ángulos pequeños (3.8)–(3.16)–(3.20)  y la 

estrategia  de control exacta del modelo traslacional  (3.32)–(3.33)–(3.45). Se presentan  los 

resultados  obtenidos y las diferencias en las estrategias  de control. 
 
 

El despegue y aterrizaje  del cuadrotor  se tienen en cuenta  dentro  de los programas  de

control, un punto  de inicio permitir 

tar  la estrategia  de control. 

un tiempo de vuelo estacionario  antes de implemen-

 

 
 
 
 
 
 

6.1.  Seguimiento de  una Trayectoria del  tipo Lemnis- 

cata 
 
 

Se define la trayectoria tipo  Lemniscata  utilizada  en el caṕıtulo  4 y descrita  por las 

siguientes ecuaciones, 
 
 

mx(t)  =  1,4 cos( 2πt ) 

 
my (t)  =  0,7 sin( 4πt ) 

 
mz (t)  =  1 + 0,25 cos( 2πt + π) 

 
 
 

(6.1)

 

 

donde t es el tiempo  de vuelo, el cual se estableció  en 200s y T = 90s el periodo de la 

funcion Lemniscata.  Los valores de las condiciones iniciales y las ganancias  kpi   y kdi   se 

muestran  en la Tabla  6.1, 
 

 

45
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xi 0 ẋi 0 kpx 5 kdx 2 

yi 0 ẏi 0 kpy 5 kdy 2 

zi 0 żi 0 kpz 6 kdz 4 
 

Tabla  6.1: Condiciones iniciales y ganancias  en la plataforma  experimental  (angulos pe- 

queños). 
 
 
 
 
 

6.1.1.   Aproximacion por ángulos  pequeños 
Primeramente, se implementa  la estrategia  de control  por  aproximacion  de 

pequeños; utilizando  la trayectoria del tipo Lemniscata. 
 
 
 

Resultados obtenidos 
 

En  la Figura  6.1 se muestra  el desempeño  del control  por aproximacion  de 

ángulos 
 
 
 
 
 
 

 
ángulos

pequeños en el espacio X − Y − Z , donde la ĺınea en azul (sólida) representa  la trayectoria

que deber seguir el cuadrotor  en el espacio, mientras  la ĺınea en rojo (punteada), repre-

senta  el movimiento real del cuadrotor  desde el punto  inicial. En las Figuras  6.2 y 6.9 se 

muestran  los errores de posicion en x, en y y en z y en la Figura 6.4 se muestran  los erro- 

res en rotacion  para  el seguimiento de la trayectoria tipo lemniscata.  En la Figura  6.5 se 

presentan  las señales de control generadas φ y θ, aśı como la señal de retroalimentacion u 

y, por último en la Figura 6.6, se presenta  el seguimiento de las componentes en el espacio 

y con respecto al tiempo. 
 

 

 
 

Figura  6.1: Seguimiento experimental  de la trayectoria en el espacio X-Y-Z.
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Figura  6.2: Errores experimentales  de posición. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.3: Errores experimentales  de posición (zoom).
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Figura  6.4: Errores experimentales  de rotación. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.5: Senales experimentales  de control φ θ y u.
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Figura  6.6: Seguimiento en X , Y  y Z .
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6.1.2.   Control exacto del  modelo traslacional 
 

Como segunda prueba  se implementa  la estrategia  de control exacto del modelo tras- 

lacional; usando la trayectoria del tipo Lemniscata.  Los valores de las condiciones iniciales 

y las ganancias kpi  y kdi  para  esta estrategia  de control se muestran  en la Tabla  6.2. 
 

 

xi 0 ẋi 0 kpx 7 kdx 3 

yi 0 ẏi 0 kpy 7 kdy 3 

zi 0 żi 0 kpz 6 kdz 5 
 

Tabla 6.2: Condiciones iniciales y ganancias en la plataforma experimental (control exacto). 
 

 
 
 

Resultados obtenidos 
 

En la Figura  6.7 se muestra  el desempeño  del control  exacto del modelo traslacional 

en el espacio X − Y  − Z , donde  la ĺınea  en azul (sólida)  representa  la trayectoria  que

deber seguir el cuadrotor  en el espacio, mientras  la ĺınea en rojo (punteada), representa

el movimiento real del cuadrotor  desde el punto inicial. En las Figuras 6.8 y 6.3 se muestran 

los errores de posicion en x, en y y en z y en la Figura  6.10 se muestran  los errores en 

rotacion  para  el seguimiento  de  la  trayectoria tipo  lemniscata  y en  la  Figura  6.11 se 

presentan  las señales de control generadas φ y θ, aśı como la señal de retroalimentacion u. 

En la Figura 6.12 se presenta el seguimiento de las componentes en el espacio y con respecto 

al tiempo. En la Figura 6.13 se muestra el “AR Drone 2.0” utilizado en la experimentacion, 

en vuelo estacionario. 

 

 
 

Figura  6.7: Seguimiento experimental  de la trayectoria en el espacio X-Y-Z.
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Figura  6.8: Errores experimentales  de posición. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.9: Errores experimentales  de posición (zoom).
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Figura  6.10: Errores experimentales  de rotación. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.11: Senãles experimentales  de control φ θ y u.
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Figura  6.12: Seguimiento en X , Y  y Z . 
 
 
 

 
 

Figura  6.13: Cuadrirotor “AR Drone 2.0” en vuelo experimental.
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6.2.  Seguimiento de  una Trayectoria del   tipo  Lem- 

niscata implementada en  un cuadrirotor “Hum- 

mingbird” 
 
 

 
El “Hummingbird” de AscTec Technologies (2018), es un cuadrotor  diseñado para ser 

una plataforma  para investigación y desarrollo. Este cuadrotor  cuenta con una computado- 

ra abordo,  ademas  de varios sensores, y equipo de comunicacion.  Se tuvo  la posibilidad 

de implementar  la estrategia  de control exacto del modelo traslacional  en este cuadrotor 

observandose una gran diferencia con respecto a la implementacion  en el “AR Drone 2.0”. 

Los valores de las condiciones iniciales y las ganancias  kpi  y kdi   definidas para  la imple- 

mentacion  en el cuadrotor  “Hummingbird” se muestran  en la Tabla  6.3. A continuacion, 

se muestran  los resultados  obtenidos en la implementacion. 
 
 
 
 
 
 

 
xi 0.07 ẋi 0 kpx 5 kdx 4 

yi -0.08 ẏi 0 kpy 5 kdy 4 

zi 0 żi 0 kpz 5 kdz 4.5 
 

Tabla  6.3: Condiciones Iniciales y Ganancias  en la plataforma  experimental  “Humming- 

bird” (control  exacto). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Resultados obtenidos 
 
 
 

En la Figura 6.14 se muestra el desempeño del control en el espacio X −Y −Z , dónde la

ĺınea en azul (solida) representa  la trayectoria que deber seguir el cuadrotor  en el espacio,

mientras  la ĺınea  en rojo (punteada), representa  el movimiento  real del cuadrotor  desde 

el punto  inicial, desde el cual ajusta  los valores hasta  alcanzar  la trayectoria deseada  y 

comenzar a seguirla. En las Figuras  6.15 y 6.16 se muestran  los errores de posicion y en 

la Figura  6.17 se presentan  los errores de rotación. Las señales de control  generadas  φ y 

θ aśı como la señal de retroalimentacion u se muestran  el la Figura  6.18 y por último en 

la Figura  6.19 se presenta  el seguimiento de las componentes  en el espacio. En la Figura 

6.20 se muestra  el cuadrotor  “Hummingbird” realizando el seguimiento de trayectoria.
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Figura  6.14: Seguimiento experimental  de la trayectoria en el espacio X-Y-Z. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.15: Errores experimentales  de posición.
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Figura  6.16: Errores experimentales  de posición (zoom). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.17: Errores experimentales  de rotación.
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Figura  6.18: Senãles experimentales  de control φ θ y u. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  6.19: Seguimiento en X , Y  y Z .
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Figura  6.20: Cuadrirotor “Hummingbird” en vuelo experimental. 
 

 
 

6.2.1.   Comentarios sobre los  resultados obtenidos 
 

En los resultados mostrados cabe destacar que se utilizo un programa  de vuelo del cua- 

drotor por medio del cual se realiza la interfaz entre las estrategias de control y el cuadrotor. 

Este programa  tiene predefinidos valores ĺımite para el control de vuelo, como es la veloci- 

dad maxima en z, la velocidad angular  máxima rad/s de rotacion  del ángulo de guiñada, 

el ángulo maximo de orientacion  (alabeo y cabeceo). Es indispensable  para  el control es- 

tablecer  las relaciones adecuadas  entre  la estrategia  de control,  y el programa  de vuelo.

En particular para este trabajo  se us el programa  conocido como “keyboard  controller”,

los valores ĺımite predefinidos para este programa se presentan como parte de los apéndices. 
 

 

La interfaz  implementada  como plataforma  experimental  causa algunos inconvenien- 

tes, ya que la comunicacion  entre  todos los dispositivos  (cuadrotor, sistema  de vision y 

computadora de control)  se realiza en un mismo nodo (red), por lo cual el sistema llega a 

tener  cortes instantáneos en el env́ıo y recepción de señales, entorpeciendo  el desempeño 

del cuadrotor. 
 

 

De los resultados obtenidos podemos concluir que las dos estrategias de control cumplen 

con el seguimiento de la trayectoria, lo cual es el objetivo del desarrollo de los esquemas de 

control. El control exacto realiza el seguimiento de trayectoria con mayor velocidad que lo 

que realiza el control por ángulos pequeños, con la ligera diferencia que el seguimiento no 

se ve afectado  por este aumento  de velocidad. El control  exacto permite  maniobras  mas 

bruscas al cuadrotor,  motivo por el cual el vuelo del cuadrotor  es un tanto  brusco, y para 

aplicaciones que precisen de vuelos suaves y constantes,  es una estrategia  de control poco 

recomendable. 
 

 

La implementacion  del control exacto en el cuadrirotor “Hummingbird” se realiza con 

la idea de comparar  el desempeño en un cuadrotor  comercial, donde, solo se tiene acceso a 

pocas variables a controlar,  contra,  un modelo de cuadrotor  desarrollado  espećıficamente 

como plataforma  experimental.  Los resultados obtenidos en esta plataforma  son mejores a
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los obtenidos en el “AR Drone 2.0”, con esto se puede concluir que una plataforma  espe- 

cializada, dónde tenemos acceso al control completo del cuadrotor,  mejora sustancialmente 

el desempeño de la estrategia  de control propuesta.
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Conclusiones 
 

 
 
 

Las estrategias  de control propuestas  en este trabajo  de tesis, muestran  un buen desem- 

peño al seguir una trayectoria en el espacio. Cabe señalar que los movimientos restringidos 

para  la estrategia  de control  de ángulos pequeños, dificulta las maniobras  bruscas  y por 

tanto,  el tiempo de vuelo se alarga más para  no entorpecer  el vuelo del cuadrirrotor. Por 

el otro lado, la estrategia  de control exacto basada  en el modelo traslacional muestra  un 

buen desempeño frente a los cambios bruscos provocados por la velocidad con que se gene- 

ra la trayectoria. Aun aśı, el desempeño es similar al de ángulos pequeños, con la ventaja 

de poder seguir una trayectoria en el espacio a una velocidad mayor. Como todo sistema 

aproximado,  estas dos estrategias  de control definen ĺımites de trabajo,  con los cuales se 

asegura su desempeño y su óptimo funcionamiento. 
 

 

Los errores de modelado en los desarrollos de los esquemas de control reflejan los efectos 

en la validacion experimental.  Con estos efectos nos referimos a que no se modelan fuerzas 

como el arrastre  del aire, las perturbaciones provocadas por los torques generados por los 

motores,  las perturbaciones externas;  fuerzas que afectan  de manera  directa  o indirecta 

el desempeño  de vuelo de un  cuadrirrotor y que forzan una  respuesta  no modelada  de 

los esquemas de control. Pese a ello, los resultados  obtenidos son buenos, y esto se puede 

adjudicar  a que la validacion  experimental  se lleva a cabo en un  laboratorio  cerrado  y 

las perturbaciones externas  son mı́nimas.  Para  aminorar  las influencias de estas  fuerzas 

de perturbación se opta  por el modelado de esquemas de control  mas robustos,  como en 

Raffo et al. (2015), Amlashi et al. (2014). 
 

 

Los resultados  obtenidos  en la experimentación muestran  que la estrategia  de control 

exacto basada en el modelo traslacional  (3.32)–(3.33)–(3.45) logra un desempeño mejor en 

el seguimiento de la trayectoria en el espacio, comparado  con la estrategia  de control  

de ángulos pequeños (3.8)–(3.16)–(3.20).  Los objetivos establecidos  al principio de este 

tra- bajo se alcanzaron  satisfactoriamente, logrando el seguimiento  de la trayectoria 

deseada en el espacio. 
 

 

El uso de una plataforma  comercial como lo es el “AR.Drone 2.0” exige un compromiso 

al momento de proponer una ley de control, ya que se deben tener en cuenta las señales de 

control que se pueden manipular  en esta plataforma. Si se desea hacer uso de las estrate- 
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gias de control propuestas  en cuadrirrotores comerciales distintos,  es necesario conocer las 

variables  de control  que el fabricante  permite  manipular  para  establecer  las variables  de 

control  adecuadas.  El uso de plataformas  experimentales  orientadas  a la investigación y 

desarrollo como el cuadrirrotor “Hummingbird” muestran  que los resultados  son mejores 

cuando se tiene acceso a variables de control que en un cuadrirrotor comercial no se tiene. 
 

 
 
 

7.1.     Traba jo  futuro 
 

Como trabajo  futuro  para  esta  tesis, o incluso para  quien quiera  replicar  y mejorar 

este trabajo,  se proponen los siguientes puntos: 
 

Pruebas  de los modelos de control en otros modelos de cuadrotores  comerciales y/o 

enfocados a la investigacion. 
 

Pruebas  de vuelo con trayectorias que inestabilicen  a los esquemas de control  pro- 

puestos. 
 

Pruebas  de las estrategias  de control en ambientes  de dos o mas cuadrotores,  con la 

idea de que las perturbaciones forcen una respuesta  del modelo de control. 
 

Extension de la estrategia  de control al modelo completo del cuadrotor  considerando 

la dinámica traslacional  y rotacional.
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Códigos  fuente Simulaciones 
 
 
 
 
 

 

 
 

Figura  A.1: Modelo traslacional  del UAV. 
 

 
 
 
 

 
 

Figura  A.2: Control  por aproximacion  de ángulos pequeños. 
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Figura  A.3: Control  exacto del modelo traslacional.
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Códigos  fuente experimentos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura  B.1: Conexión VRPN. 
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Figura  B.2: Conexión VRPN. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura  B.3: Keyboard  Controller.
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Figura  B.4: Programa  del control por ángulos pequeños. 
 
 
 

 
 

Figura  B.5: Programa  del control exacto del modelo traslacional.
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