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A los Doctores Jaime Álvarez Gallegos y Rafael Castro Linares, por ser mis directores
de tesis y apoyarme en todo momento para la realización de este trabajo, además de com-
prometerse completamente con sus estudiantes.

A los Doctores Miguel Villarreal Cervantes y Hugo Rodŕıguez por ser mis sinodales de
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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de seguimiento robusto de trayectorias en la
manipulación de objetos por un robot móvil tipo uniciclo. Se pretende que el robot móvil
tipo uniciclo transporte objetos de manera casi-estática, es decir, que la única sujeción
entre el objeto transportado y el robot móvil transportador es la fricción que existe entre
las superficies de contacto entre los mismos. La masa del objeto transportado es 45 % de
la masa del robot móvil transportador.

Se diseñan dos controladores robustos en el sentido que se deben compensar las in-
certidumbres en el modelo dinámico y las incertidumbres provocadas por el objeto trans-
portado, ya que se desconoce el momento de inercia respecto al eje vertical y la masa
del mismo. Además, cuando el objeto transportado se mueve provoca perturbaciones al
robot móvil transportador. Los controladores robustos utilizados en este trabajo son un
algoritmo de control por modos deslizantes de primer orden y un algoritmo de control por
modos deslizantes de orden cero.

Las trayectorias deseadas que se utilizan para mostrar la efectividad de los controla-
dores robustos son una lemniscata, una curva de Lissajous y la trayectoria óptima que
existe entre el punto inicial y el final del recorrido de transporte. Se presentan y analizan
los resultados en simulación numérica y los resultados experimentales. Por último, se dan
algunas conclusiones y sugerencias para el trabajo futuro.
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Abstract

In this thesis the problem of robust trajectory tracking in objects manipulation for an
unicycle mobile robot is discussed. It is intended that the unicycle mobile robot transports
objects in a quasi-static way, that is, the only attachment between the conveyed object
and mobile robot conveyor is the friction between the contact surfaces. The mass of the
conveyed object is 45 % of the mass of the mobile robot conveyor.

Two robust controllers are designed, the controllers are robust in the sense that they
must compensate for uncertainties in the dynamic model and the disturbances caused by
the conveyed object. Since the vertical axis moment of inertia and its mass is unknown.
Furthermore, when the conveyed object moves causes disturbances in the mobile robot
conveyor. The robust controllers used in this work are a control algorithm for first order
sliding mode and a control algorithm for zero order sliding mode.

The desired trajectories that are used to show the effectiveness of the robust controllers
are a lemniscate, a Lissajous curve and the optimal path between the start and the end
point of the transport path. Numerical simulation and experimental results are presented
and analyzed. Finally, conclusions and suggestions for future work are given.
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4.4.3. Seguimiento de la trayectoria óptima entre dos puntos para el expe-

rimento 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4.4. Análisis de los resultados del experimento 4 en el seguimiento de la
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distribuida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2.Componentes de la velocidad lineal del robot móvil con masa uniformemente
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4.4.8.Errores de seguimiento [Trayectoria óptima, experimento 4]. . . . . . . . . 66
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Generalidades

Un robot móvil puede definirse como un veh́ıculo capaz de moverse autónomamente
por medio de sus actuadores controlados por una computadora destinada para el pro-
cesamiento de datos, y la robótica móvil se puede definir como la parte de la robótica
encargada de su estudio, modelado, caracterización y control. Los robots móviles se cla-
sifican de acuerdo a su tipo de locomoción, que puede ser mediante patas, orugas o ruedas.

El modelo matemático de un robot móvil cuya locomoción es mediante ruedas es no
lineal y pertenece a la clase de sistemas denominados no holónomos, que se caracterizan
por satisfacer restricciones no integrables en las velocidades [1].

En el caso de robots móviles con ruedas, existen dos tipos de ruedas, las ruedas con-
vencionales y las ruedas omnidireccionales. En ambos casos se tiene un solo punto de
contacto entre la rueda y el plano de desplazamiento. Las ruedas convencionales se divi-
den en ruedas fijas y ruedas orientables, el ángulo de orientación del plano de las ruedas
fijas es constante respecto al cuerpo del robot y el ángulo de orientación del plano de las
ruedas orientables es variable. Para una rueda convencional, el contacto entre la rueda y
el suelo debe satisfacer las condiciones de sólo rodamiento (pure rolling) y la condición de
no deslizamiento (non-slipping) sobre el suelo [2], es decir, que la rueda no patinará sobre
el suelo y tampoco se moverá en la dirección de su eje de rotación. Para la rueda omni-
direccional, ésta podrá moverse en cualquier dirección sin necesidad de reorientarse, pero
no patinará sobre el suelo.

Existen sólo cinco tipos de robots móviles, correspondiendo al número y tipo de grados
de libertad, que dependen directamente del tipo y del número de ruedas que lo componen.
Se tienen sólo dos tipos de grados de libertad, el grado de movilidad (δm) y el grado de
direccionabilidad (δs). El grado de movilidad es igual al número de grados de libertad
que pueden ser directamente manipulados por medio de las ruedas actuadas del robot,
sin reorientar las ruedas direccionables. El grado de direccionabilidad es igual al número

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de grados de libertad accesibles mediante las ruedas direccionables actuadas. El grado de
maniobrabilidad (δM) de un robot móvil es igual a la suma de su grado de movilidad y
su grado de direccionabilidad. Un robot móvil viable que se mueve sobre un plano debe
tener como mı́nimo dos grados de libertad y como máximo tres [2], es decir, 2 < δM < 3.
Un solo grado de libertad en el robot sólo le permitirá moverse en un ćırculo o sobre una
ĺınea recta (δm = 1, δs = 0) o bien no tendŕıa propulsión y solo podŕıamos controlar la
orientación de sus ruedas convencionales (δm = 0, δs = 1). El tipo de robot móvil está dado
por el par (δm,δs).

Por otro lado, en los últimos años el problema de la manipulación de robots móviles pa-
ra trasladar productos ha sido de gran interés en la industria, ya sea que se desee trasladar
materia prima, un producto terminado o algún material peligroso, debido a esto, se han di-
señado robots móviles con ruedas como los mencionados al inicio de esta sección, utilizados
para transportar objetos y se han propuesto esquemas de manipulación de objetos como
la manipulación por agarre, manipulación casi-estática y manipulación dinámica [6]. En la
manipulación casi-estática el objeto no está sujeto de ninguna manera al robot móvil que
lo transporta, solamente lo carga sobre si mismo durante todo el recorrido de transporte,
la geometŕıa del objeto y la geometŕıa del robot son muy importantes para la sujeción. Se
asume que el movimiento es lento para poder despreciar las fuerzas inerciales del objeto
de transporte y se asume también que el objeto siempre está en contacto con la superficie
del robot móvil que lo transporta. Por otra parte, en la manipulación dinámica, el objeto
transportado puede no estar en contacto con el robot móvil que lo transporta durante
periodos de tiempo del recorrido. Entonces, si el objeto transportado pierde contacto con
el robot móvil, la manipulación no es casi-estática [6].

1.2. Antecedentes

Un esquema de control muy útil para controlar el movimiento de los robots móviles
transportadores han sido los algoritmos de control por modos deslizantes. Ya sea que se
pretenda tener un seguimiento robusto de trayectoria o resolver el problema de regulación,
los algoritmos de control por modos deslizantes son ampliamente aplicables a la mayoŕıa
de los robots móviles, debido a que este esquema de control es aplicable a sistemas lineales
y no lineales. También este esquema de control es robusto, es decir, que puede eliminar
los efectos en las salidas del sistema causados por las incertidumbres paramétricas del mo-
delo matemático con el que se este trabajando o causados por alguna perturbación externa.

Los modos deslizantes han sido estudiados desde hace varios años, en [4] se muestra el
diseño de un controlador por modos deslizantes de primer orden para sistemas no lineales
con múltiples entradas y múltiples salidas (MIMO) variantes en el tiempo. En ese trabajo
el control por modos deslizantes provee un procedimiento directo de sintonización para
obtener la respuesta deseada del sistema, además que se utilizan las técnicas de norma
matricial para sintonizar los parámetros de control. Se propone una superficie deslizante
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de primer orden, la cual es una ecuación diferencial de primer orden donde se involucra
la superficie deslizante de orden cero s y su primera derivada ṡ. Al considerar la razón de
cambio de la superficie deslizante de orden cero ṡ, produce que la salida del controlador sea
más suave. La integral de la dinámica de s garantiza que el valor de s en estado estable
sea cero, además de asegurar que el error en estado estable sea cero. Para asegurar un
buen seguimiento de trayectoria, la función de conmutación es sustituida por una función
más suave, una función de saturación no discontinua, con la cual se elimina el castañeo
no deseado. Para verificar el desempeño del controlador se realizan simulaciones numéri-
cas del llenado de dos tanques de agua conectados entre śı. Los resultados en simulación
muestran un buen seguimiento de trayectoria y errores de seguimiento muy cercanos a cero.

En [7] se aborda el problema de seguimiento de trayectoria para un robot móvil ti-
po silla de ruedas utilizando el modelo dinámico con perturbaciones acotadas tales como
fricción viscosa en las ruedas, dinámicas no modeladas de las ruedas castor entre otras.
También se consideran posibles errores en los parámetros de masa, la distancia entre las
ruedas y el momento de inercia del robot respecto al eje Z. El controlador fue diseñado
utilizando solamente las posiciones y velocidades angulares, se utiliza también un modelo
ultra global o modelo simplificado a partir de consideraciones de planicidad de las salidas
del controlador, es decir, que las salidas no se relacionan con otras salidas. Utilizando este
modelo simplificado se reduce la complejidad en la estimación de los estados y la tarea de
control por retroalimentación de salida, debido a las incertidumbres variables en el tiem-
po tales como los efectos combinados de las incertidumbres no lineales de la dependencia
entre estados y las perturbaciones externas en las entradas, mismas que son consideradas
en el modelo entrada-salida plana del sistema. Simultáneamente se utiliza un observador
lineal de alta ganancia u observador Integral Proporcional Generalizado (GPI por sus si-
glas en inglés) para tener una estimación aproximada de estados y estimación aproximada
de las perturbaciones externas. El controlador por retroalimentación combina el modelo
ultra global y el observador GPI para construir un esquema de control con rechazo activo
de perturbaciones. En los resultados mostrados en simulación se observa que se tiene un
buen seguimiento de trayectoria y robustez por parte del controlador, en el sentido que se
eliminan los efectos en las salidas causados por las incertidumbres en el modelo y pertur-
baciones externas.

En [8] se presenta un controlador por par calculado, el cual utiliza un controlador au-
xiliar mediante la técnica de backstepping implementado al modelo dinámico de un robot
móvil tipo uniciclo con una distribución de masa no uniforme. Se muestra la manera de
obtener dicho modelo dinámico y la forma de eliminar las restricciones no holónomas en el
modelo dinámico. Se muestran resultados en simulación y se observa que el robot móvil es
capaz de seguir una ĺınea recta entre otras curvas cerradas como una curva de Lissajous.
Se observa que se tiene un compromiso entre la posición y la orientación deseada del móvil,
es decir, si el error de seguimiento disminuye entonces el error en la orientación aumenta.
El controlador no asegura estabilidad asintótica del sistema.
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En [12] se trata el problema de seguimiento robusto de trayectoria para sistemas no
lineales MIMO con incertidumbres en el modelo y perturbaciones externas representadas
por modelos entrada-salida. Se abordan los esquemas de control h́ıbridos de seguimien-
to de trayectoria robusto-adaptativo los cuales están basados en una combinación de la
teoŕıa de seguimiento de trayectoria H∞, algoritmos de control VSS y control difuso, y
son desarrollados de tal forma que todos los estados y señales están acotadas y el con-
trol de seguimiento de trayectoria H∞ es garantizado. Se muestra que el desempeño del
seguimiento de trayectoria del control adaptativo-difuso mejora bastante con la ayuda de
los algoritmos de control robustos como VSS y H∞. El diseño de control de seguimiento
de trayectoria H∞ puede ser extendido para tratar con incertidumbres en los sistemas no
lineales gracias a aproximadores difuso adaptativos. Se muestran resultados en simulación
donde se utiliza el modelo de un sistema masa resorte amortiguador. El desempeño del
controlador es bueno, en el sentido que se obtiene un error de seguimiento cercano a cero,
aunque la respuesta del sistema es un poco lenta.

1.3. Planteamiento del problema

El problema de seguimiento robusto de trayectorias es abordado en este trabajo. Se
desea que un robot móvil tipo (2,0) siga una trayectoria mientras transporta un objeto
sobre si mismo sin ningún tipo de sujeción, sólo existe la fricción de la superficie de contacto
entre el robot móvil y el objeto que transporta. El objeto transportado puede deslizarse
sobre la superficie de contacto, pero no puede perder contacto con ella en ningún momento
del recorrido.

1.4. Contribución del trabajo desarrollado

La principal contribución de este trabajo es implementar y evaluar las leyes de con-
trol por modos deslizantes tanto de orden cero como de primer orden para la solución
al problema de seguimiento robusto de trayectorias para un robot móvil tipo (2,0) con
distribución de masa no uniforme en la manipulación de objetos de manera casi-estática.

1.5. Trabajo desarrollado

Esta sección está dedicada a presentar un breve resumen en orden cronológico del tra-
bajo desarrollado para la realización de esta tesis.

Se estudiaron las caracteŕısticas principales del robot móvil tipo (2,0) debido a que los
experimentos se realizaron en uno de esta clase. Luego, se obtuvo el modelo dinámico más
cercano al robot móvil tipo (2,0) con masa no uniformemente distribuida.
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Posteriormente se diseñaron las leyes de control robusto por modos deslizantes tanto
de primer orden como de orden cero, las cuales son capaces de lograr que el robot móvil
siga una trayectoria deseada a pesar de la existencia de incertidumbres paramétricas en el
modelo dinámico o de perturbaciones externas no contempladas. Ambas leyes de control
se evaluaron con herramientas numéricas.

Las leyes de control robusto se evaluaron utilizando una plataforma experimental que
consta de un sistema de sensado por visión utilizando las cámaras Flex 13 de Optitrack,
una computadora designada para ejecutar la ley de control y un robot móvil tipo (2,0)
de arquitectura abierta. El funcionamiento de las partes de la plataforma experimental se
trata en el apéndice A.

Por último, se compararon y analizaron tanto los resultados obtenidos en simulación
como los resultados experimentales para obtener conclusiones.

1.6. Objetivo

1.6.1. Objetivo general

Implementar, diseñar y evaluar técnicas de control robusto en un robot móvil tipo
(2,0) de arquitectura abierta con distribución de masa no uniforme, utilizando el mode-
lo dinámico en el seguimiento de trayectoria para la manipulación de objetos de manera
casi-estática.

1.6.2. Objetivos particulares

Obtención del modelo dinámico para el robot móvil tipo (2,0) con distribución de
masa no uniforme.

Diseño y evaluación de las leyes de control por modos deslizantes tanto de primer
orden como de orden cero utilizando el modelo dinámico.

Seguimiento de trayectoria del punto medio del eje de las ruedas del robot móvil.

Simulaciones numéricas y análisis de los errores de seguimiento.

Ejecución y validación de las leyes de control en el prototipo experimental.

1.7. Organización de la tesis

El presente trabajo de tesis tiene la siguiente estructura:
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En el caṕıtulo 2 se presenta la manera de obtener el modelo cinemático y dinámico
del robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa no uniforme. Se presenta también el
análisis de estabilidad de la dinámica interna.

El caṕıtulo 3 se enfoca en el diseño de los controladores por modos deslizantes de pri-
mer orden y de orden cero. Se presentan los resultados en simulación del desempeño de
ambos controladores al seguir una lemniscata, una curva de Lissajous y la trayectoria ópti-
ma de transporte. Se dan conclusiones de los resultados obtenidos en simulación numérica.

El caṕıtulo 4 se presentan y analizan los resultados experimentales del desempeño de
ambos controladores al seguir una lemniscata, una curva de Lissajous y la trayectoria
óptima de transporte. Se dan conclusiones de los resultados experimentales.

Una serie de conclusiones sobre la tesis desarrollada, aśı como algunas sugerencias para
el trabajo futuro se muestran en el Caṕıtulo 5.

Finalmente el apéndice A se enfoca en la explicación de la plataforma experimental
implementada para la validación de las leyes de control. El apéndice B muestra el art́ıculo
presentado en el Congreso Nacional de Control Automático 2015, referente a este trabajo
de tesis.
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Caṕıtulo 2

Modelado de un robot móvil tipo
(2,0) con distribución de masa no
uniforme

Esta sección está dedicada en obtener el modelo cinemático y dinámico del robot móvil
tipo (2,0) considerando que la distribución de su masa no es simétrica y se analizará la
estabilidad de la dinámica interna del modelo.

2.1. Coordenadas de postura del robot móvil

En este trabajo se asume que el robot móvil se mueve en un plano horizontal y que sus
ruedas son no deformables, además se supone también que las ruedas están perfectamente
en posición vertical, rotan alrededor de su eje horizontal y la orientación del plano de cada
rueda está fijo respecto al cuerpo del robot móvil.

La posición del robot móvil en el plano se muestra en la figura 2.1.1. El marco base de
referencia inercial arbitrario a está fijo en el plano de movimiento, mientras que el marco
m está adjunto al robot móvil. Las coordenadas de postura del robot móvil están definidas
como

q =
[
x0 y0 θ

] T
,

donde x0, y0 y θ son la posición en x, y y el ángulo de orientación del móvil respecto al
eje de coordenadas fijo, respectivamente.

7
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Xm

Ym

P0

Xa

Ya

O

θ

y0

x0

Figura 2.1.1: Coordenadas de postura del robot móvil.

2.2. Modelo cinemático de un robot móvil tipo (2,0)

con distribución de masa no uniforme

La figura 2.2.1 muestra un robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa no unifor-
me, donde P0 es el punto medio entre las ruedas y está sobre el eje de simetŕıa del robot
móvil, l es la mitad de la distancia entre las ruedas, d es la distancia del punto P0 al centro
de masa (Pcm), r es el radio de cada rueda, γ es el ángulo de inclinación del centro de
masa respecto al eje de simetŕıa. v y w son la velocidad lineal y angular del robot móvil,
respectivamente; mientras que wl y wr son las velocidades angulares de la rueda izquierda
y derecha, respectivamente.

Las ecuaciones que relacionan las velocidades de las ruedas con la velocidad lineal y
angular del robot móvil están dadas por (vea la figura 2.2.1)

w =
r(−wl + wr)

2l
,

v =
r(wl + wr)

2
,

que pueden ser escritas de forma matricial como
[
v
w

]
=

[
r/2 r/2
−r/2l r/2l

] [
wl
wr

]
. (2.2.1)

Considere primero un robot móvil tipo (2,0) con masa uniformemente distribuida,
entonces la relación entre la velocidad lineal y angular del robot móvil y el movimiento
del mismo en el plano está descrito por (vea la figura 2.2.2)

ẋ0 = vcos(θ),

ẏ0 = vsen(θ),

θ̇ = w.
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MASA NO UNIFORME
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r

Figura 2.2.1: Velocidad lineal y angular del robot móvil con masa no uniformemente dis-
tribuida.
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Figura 2.2.2: Componentes de la velocidad lineal del robot móvil con masa uniformemente
distribuida.

El modelo cinemático de postura del robot tipo (2,0) con masa uniformemente distri-
buida está dado por [2]

q̇ =



ẋ0

ẏ0

θ̇


 =



cos(θ) 0
sen(θ) 0

0 1


 η, (2.2.2)

donde q̇ es la derivada del vector de coordenadas de postura y η =
[
v w

] T
son las

entradas de control relacionadas a las velocidades.

Rescribiendo la ecuación (2.2.1) en (2.2.2) se obtiene la relación entre las velocidades
de las ruedas y la velocidad de desplazamiento del robot móvil dada por



ẋ0

ẏ0

θ̇


 =

r

2



cos(θ) cos(θ)
sen(θ) sen(θ)
−1/l 1/l



[
wl
wr

]
.
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Por otra parte, para obtener la velocidad del centro de masa (Pcm) se emplea la siguiente
ecuación [2]:

~vcm = ~v + ~w × ~d (2.2.3)

donde × es el producto cruz de vectores y

~v =
[
vcos(θ) vsen(θ) 0

] T
, (2.2.4)

~w =
[

0 0 w
] T

, (2.2.5)

~d =
[
dcos(θ + γ) dsen(θ + γ) 0

] T
. (2.2.6)

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.4), (2.2.5) y (2.2.6) en (2.2.3) se tiene que

~vcm =



ẋcm
ẏcm
0


 =



vcos(θ)− dsen(θ + γ)w
vsen(θ) + dcos(θ + γ)w

0


 . (2.2.7)

El modelo cinemático del robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa no uniforme
está dado por [2]

q̇ = S(q)η, (2.2.8)

con

S(q) =



cos(θ) −dsen(θ + γ)
sen(θ) dcos(θ + γ)

0 1


 . (2.2.9)

El modelo cinemático será utilizado para obtener el modelo dinámico del mismo robot
móvil.

2.3. Modelo dinámico de un robot móvil tipo (2,0)

con distribución de masa no uniforme

Usando la formulación de Lagrange, el modelo dinámico del robot móvil tipo (2,0) con
distribución de masa no uniforme está descrito por

d

dt

(
∂K

∂q̇i

)
− ∂K

∂qi
= Qi − a1iλ, i = 1, 2, 3, (2.3.1)

donde q1, q2 y q3 son las componentes del vector de postura, K es la enerǵıa cinética del
robot móvil, Qi son las fuerzas de entrada al sistema, a1i son los elementos de la matriz de
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restricciones no holónomas (Ar) y λ es un multiplicador de Lagrange. La enerǵıa cinética
del robot móvil está dada por

K =
1

2
m~vTcm~vcm +

1

2
Iz θ̇

2, (2.3.2)

donde m e Iz son la masa y el momento de inercia del robot móvil respecto al eje Z,
respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.4) en (2.3.2) se obtiene

K =
1

2
m[ẋ2

0 + ẏ2
0 + d2θ̇2 − 2dsen(θ + γ)ẋ0θ̇ + 2dcos(θ + γ)ẏ0θ̇] +

1

2
Iz θ̇

2,

se procede a calcular el lado izquierdo de la ecuación (2.3.1):

∂K

∂ẋ0

= mẋ0 −mdsen(θ + γ)θ̇

∂K

∂ẏ0

= mẏ0 +mdcos(θ + γ)θ̇

∂K

∂θ̇
= (md2 + Iz)θ̇ −mdsen(θ + γ)ẋ0 +mdcos(θ + γ)ẏ0

d

dt

(
∂K

∂ẋ0

)
= mẍ0 −mdsen(θ + γ)θ̈ −mdcos(θ + γ)θ̇2

d

dt

(
∂K

∂ẏ0

)
= mÿ0 +mdcos(θ + γ)θ̈ −mdsen(θ + γ)θ̇2

d

dt

(
∂K

∂θ̇

)
=

(md2 + Iz)θ̈ −mdsen(θ + γ)ẍ0 +mdcos(θ + γ)ÿ0

−mdcos(θ + γ)θ̇ẋ0 −mdsen(θ + γ)θ̇ẏ0

∂K

∂x0

= 0

∂K

∂y0

= 0

∂K

∂θ
= −mdcos(θ + γ)ẋ0θ̇ −mdsen(θ + γ)ẏ0θ̇

Ahora se calcula el lado derecho de la ecuación (2.3.1). En la figura 2.3.1 se muestran los
pares generados por las ruedas y las fuerzas aplicadas al sistema. τl y τr son los pares
izquierdo y derecho, respectivamente, generados por los actuadores en las ruedas y se
pueden escribir en forma matricial como

Qx0 =
τl
r
cos(θ) +

τr
r
cos(θ)
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Figura 2.3.1: Fuerzas aplicadas al robot móvil.

Qy0 =
τl
r
sen(θ) +

τr
r
sen(θ)

Qθ = −τl
r
l +

τr
r
l

Haciendo las simplificaciones necesarias de la ecuación (2.3.1) se obtiene el modelo
dinámico del robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa no uniforme dado por

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ = B(q)τ − ATr (q)λ, (2.3.3)

con

M =




m 0 −mdsen(θ + γ)
0 m mdcos(θ + γ)

−mdsen(θ + γ) mdcos(θ + γ) md2 + Iz


 ,

C =




0 0 −mdcos(θ + γ)θ̇

0 0 −mdsen(θ + γ)θ̇
0 0 0


 ,

B =
1

r



cos(θ) cos(θ)
sen(θ) sen(θ)
−l l


 ,

τ =
[
τl τr

]T
.

La matriz de restricciones no holónomas está dada por [2]

Ar =
[
−sen(θ) cos(θ) −dcos(γ)

]
.

Es posible encontrar una matriz S(q) tal que sus columnas se encuentren en el espacio
nulo de Ar(q) [5], de modo que

ST (q)ATr (q) = 0.
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Al derivar la ecuación (2.2.8) se tiene

q̈ = Sη̇ + Ṡη, (2.3.4)

sustituyendo (2.2.8) y (2.3.4) en (2.3.3) y pre multiplicando por ST se obtiene

ST [M(Sη̇ + Ṡη) + C(Sη) = Bτ − ATr λ].

De manera que el modelo dinámico del robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa
no uniforme está dado por

M̄η̇ + C̄η = B̄τ, (2.3.5)

con

M̄ = STMS =

[
m −2mdsen(γ)

−2mdsen(γ) 4md2 + Iz

]
,

C̄ = STMṠ + STCS =

[
0 −2mdcos(γ)θ̇

2mdcos(γ)θ̇ 0

]
,

B̄ = STB =
1

r

[
1 1

−dsin(γ)− l −dsen(γ) + l

]
.

M̄ es una matriz simétrica definida positiva, C̄ es la matriz de fuerzas centŕıpetas y de
coriolis y B̄ es la matriz de transformación de los pares de entrada.

Considerando que el modelo dinámico tiene incertidumbres paramétricas contenidas
en las matrices C̄ y B̄, además de un vector de incertidumbres que depende de M̄ y η̇,
entonces se tiene un nuevo modelo dinámico con incertidumbres del robot móvil dado por

M̄η̇ + ∆1 + (C̄ + ∆C̄)η = (B̄ + ∆B̄)τ, (2.3.6)

donde ∆C̄,∆B̄ε<2x2, ∆1(M̄, η̇)ε<2.

Al utilizar una retroalimentación de estados de la forma

τ = B̄−1(q)[M̄(q)u+ C̄(q, q̇)η], (2.3.7)

donde u =
[
u1 u2

]T son nuevas entradas de control, se obtiene el modelo dinámico
con incertidumbres paramétricas dado por

M̄η̇ + ∆1 + ∆2 = (M̄ + ∆B̄B̄−1M̄)u (2.3.8)

donde ∆2 = ∆C̄η −∆B̄B̄−1C̄η.

Entonces
η̇ = u+ M̄−1∆B̄B̄−1M̄u− M̄−1 [∆1 + ∆2] (2.3.9)
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Se puede tener una representación en variables de estado del sistema dado por la
ecuación (2.3.8), al definir el vector de estados como

x =




x1

x2

x3

x4

x5




=




x0

y0

θ
v
w




=

[
q
η

]
.

Utilizando la ecuación (2.3.9), se tiene que

ẋ =

[
q̇
η̇

]
=

[
Sη

u+ M̄−1∆B̄B̄−1M̄u− M̄−1 [∆1 + ∆2]

]

ẋ =

[
Sη
0

]
+

[
0
u

]
+

[
0

−M̄−1 [∆1 + ∆2]

]
+

[
0

M̄−1∆B̄B̄−1M̄u

]

La representación en variables de estado del sistema dado por (2.3.8) toma entonces la
forma

ẋ = f(x) + g1u1 + g2u2 + ∆f(x) + ∆G(x)u (2.3.10)

con

f(x) =




x4cos(x3)− dx5sen(x3 + γ)
x4sen(x3) + dx5cos(x3 + γ)

x5

0
0



,

g1 =
[

0 0 0 1 0
]T
, g2 =

[
0 0 0 0 1

]T
, u =

[
v̇ ẇ

]T
,

y =
[
y1 y2

]T
=
[
h1(x) h2(x)

]T
=
[
x1 x2

]
,T

∆f(x) =




0
0
0

−M̄−1 [∆1 + ∆2]


 ,

∆G(x) =

[
0

M̄−1∆B̄B̄−1M̄

]
=
[

∆g1(x) ∆g2(x)
]
ε<5x2

,
donde ∆g1(x) y ∆g2(x) son la columna 1 y 2 de la matriz ∆G(x), respectivamente.

Se supone que las incertidumbres del sistema están acotadas, es decir,

|∆fi| ≤ αi, |∆gij| ≤ βij, αi, βij ≥ 0, para i = 1, ..., n, j = 1, 2.

14
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2.4. Análisis de estabilidad de la dinámica interna

En esta sección se mostrará la estabilidad de la dinámica interna para el sistema des-
crito por (2.3.10).

El sistema escrito por (2.3.10) tiene dos entradas y dos salidas, se puede entonces
verificar que

LgjL
k
fhi(x) = 0, para j = 1, 2; i = 1, 2; k = 0,

L∆gjL
k
fhi(x) = 0, para j = 1, 2; i = 1, 2; k = 0.

Lab(x) denota la derivada de Lie de la función b(x) a lo largo del vector a(x). La matriz
de desacoplamiento está dada por

A(x) =

[
Lg1Lfh1(x) Lg2Lfh1(x)
Lg1Lfh2(x) Lg2Lfh2(x)

]

=

[
cos(x3) −dsen(x3 + γ)
sen(x3) dcos(x3 + γ)

]
,

con

det(A) = d[cos(x3)cos(x3 + γ) + sen(x3)sen(x3 + γ)]

= dcos(γ).

A(x) es no singular cuando cos(γ) 6= 0 y d 6= 0. Estas condiciones se satisfacen al
suponer que el objeto transportado permanece en la parte delantera del robot móvil, es
decir, el ángulo γ 6= π/2 y que el centro de masa del robot móvil no está en el punto medio
entre las ruedas, es decir, d 6= 0. Si el centro de masa del robot móvil estuviera sobre el
eje de rotación de las ruedas, probablemente el robot móvil volcaŕıa. Entonces de acuerdo
a [9] el sistema (2.3.10) tiene un vector de grado relativo {r1, r2} = {2, 2}.

La matriz ∆A(x) está dada por

∆A(x) =

[
L∆g1Lfh1(x) L∆g2Lfh1(x)
L∆g1Lfh2(x) L∆g2Lfh2(x)

]
,

el vector b(x) está dado por

b(x) =

[
L2
fh1(x)

L2
fh2(x)

]
=

[
−x4x5sen(x3)− dx2

5cos(x3 + γ)
x4x5cos(x3)− dx2

5sen(x3 + γ)

]
,

el vector ∆b(x) está dado por

∆b(x) =

[
L∆fLfh1(x)
L∆fLfh2(x)

]
.
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De manera que se puede hacer la asignación

ÿ = b+ ∆b+ (A+ ∆A)u (2.4.1)

Se propone un control dado por

u = A−1(vaux − b) (2.4.2)

donde vaux es un control auxiliar que se definirá posteriormente, sustituyendo (2.4.2) en
(2.4.1) se obtiene

ÿ = vaux + ∆b+ ∆AA−1(vaux − b) (2.4.3)

Por otra parte, para analizar la estabilidad de la dinámica interna del sistema dado por
(2.3.10), se hace una cambio de coordenadas dado por

z = Φ(x) =




h1(x)
Lfh1(x)
h2(x)
Lfh2(x)
ψ1




=




x1

x4cos(x3)− dx5sin(x3 + γ)
x2(x)

x4sin(x3) + dx5cos(x3 + γ)
ψ1




=




z1

z2

z3

z4

z5




(2.4.4)

Para encontrar la función ψ1(x) se debe satisfacer [9]

Lg1ψ1 = 0 y Lg2ψ1 = 0.

Se tiene que

[
∂ψ1

∂x1

∂ψ1

∂x2

∂ψ1

∂x3

∂ψ1

∂x4

∂ψ1

∂x5

]



0
0
0
1
0




= 0,

[
∂ψ1

∂x1

∂ψ1

∂x2

∂ψ1

∂x3

∂ψ1

∂x4

∂ψ1

∂x5

]



0
0
0
0
1




= 0,

∂ψ1

∂x4

= 0,
∂ψ1

∂x5

= 0.

Entonces ψ1(x) no depende de x4 ni de x5, se propone ψ1(x) = x3. El determinante de la
matriz jacobiana de Φ(x) está dado por

det

(
∂Φ

∂x

)
= −d[cos(x3)cos(x3 + γ) + sin(x3)sin(x3 + γ)] = −dcos(γ) 6= 0
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cuando d 6= 0 y cos(γ) 6= 0. Se puede verificar que existe un difeomorfismo para Φ(x).

Es posible escribir ψ̇1(x) en términos de z, de la ecuación (2.4.4) se tiene que

z1 = x1, z3 = x2, z5 = x3, ż5 = x5,

z2 = x4cos(x3)− dx5sin(x3 + γ), (2.4.5)

z4 = x4sin(x3) + dx5cos(x3 + γ), (2.4.6)

despejando x4 de (2.4.5) y sustituyendo en (2.4.6) se obtiene la dinámica interna dada por

ż5 = ψ̇1 =
z4 − z2tan(z5)

d[sin(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]
(2.4.7)

De manera que la forma normal del sistema (2.3.10) con cambio de coordenadas está da-
da por 



ż1

ż2

ż3

ż4

ż5




=




z2

v1

z4

v2
z4−z2tan(z5)

d[sin(z5+γ)tan(z5)+cos(z5+γ)]




(2.4.8)

con
v1 = b1(x) + ∆b1(x) + [a11(x) + ∆a11(x)]u1 + [a12(x) + ∆a12(x)]u2

v2 = b2(x) + ∆b2(x) + [a21(x) + ∆a21(x)]u1 + [a22(x) + ∆a22(x)]u2

Rescribiendo el sistema dado por (2.4.8) se tiene



ż5

ż1

ż2

ż3

ż4




=




f(z5) + φ(z5, ξ)
z2

v1

z4

v2




(2.4.9)

con ξ =
[
z1 z2 z3 z4

]T
, f(z5) = 0,

φ(z5, ξ) =
−z2tan(z5) + z4

d[sen(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]
.

La función φ(z5, ξ) tiene un crecimiento lineal en z5, si existen 2 funciones γ1(·) y γ2(·)
tipo κ, diferenciables en ξ = 0, tal que

|φ(z5, ξ)| ≤ γ1(‖ξ‖)|z5|+ γ2(‖ξ‖). (2.4.10)
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Entonces se tiene que

|φ(z5, ξ)| = |
−z2tan(z5) + z4

d[sen(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]
| ≤ ‖φm‖‖ξ‖

donde

φm =

[
0

−tan(z5)

d[sen(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]
0

1

d[sen(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]

]

Se realizó una simulación numérica del robot móvil en el seguimiento de una lemniscata
con un ángulo de inclinación del centro de masa, γ = 0.5 rad, para verificar que ‖ φm ‖,
‖ ξ ‖ y |φ(z5, ξ)| permanecen acotadas durante todo el seguimiento. Entonces ‖ φm ‖
está acotado, como se muestra en la figura 2.4.1 y ‖ ξ ‖ está acotado, como se muestra
en la figura 2.4.2, por tanto, ‖ φm ‖‖ ξ ‖ también está acotado, entonces la restricción de
crecimiento dada por (2.4.10) se satisface como se muestra en la figura 2.4.3, es decir,

| −z2tan(z5) + z4

d[sen(z5 + γ)tan(z5) + cos(z5 + γ)]
| ≤ ‖φm‖‖ξ‖ ≤ γ1(‖ξ‖) | z5 | +γ2(‖ξ‖),

∀z5 | −π/2 < z5 < π/2.

0 20 40 60 80 100
22.7899

22.7899

22.7899

22.7899

22.7899

22.7899

22.7899

22.7899

t [seg]

| φ
m

|

| φ
m

 |

 

 
 | φ

m
 |

Figura 2.4.1: ‖ φm ‖.

Además, si existe una función semi definida positiva no acotada W (z5) y una constante
positiva c tal que

1. LfW (z5) ≤ 0,

2. ‖ ∂W (z5)

∂z5

‖| z5 |≤ cW (z5),
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Figura 2.4.2: ‖ ξ ‖.
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Figura 2.4.3: |φ(z5, ξ)|.

entonces la retroalimentación vu =
[
v1 v2

]T
garantiza que la solución del sistema dado

por (2.4.9) está acotada.

Entonces, sea W (z5) =
1

2
z2

5 , se tiene que

LfW (z5) =
∂W (z5)

∂z5

f = 0 ≤ 0,

‖ ∂W (z5)

∂z5

‖| z5 |=| z5 || z5 |= z2
5 ≤

c

2
z2

5 ,

con c ≥ 2.

De manera que al utilizar una retroalimentación dada por vu =
[
v1 v2

]T
, la solución

de (2.4.9) está acotada.
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Caṕıtulo 3

Controlador por Modos Deslizantes

En esta sección se diseñan los algoritmos de control por modos deslizantes tanto de
primer orden como de orden cero para el robot móvil tipo (2,0) con distribución de masa
no uniforme.

3.1. Diseño del controlador por Modos Deslizantes de

Orden Cero

Para conseguir una acción de control por modos deslizantes es necesario definir una
restricción en función de los estados (superficie deslizante), cuya derivada contenga alguna
componente de la señal de control, es decir, que el grado relativo de la superficie deslizante
sea 1. Si dicha superficie deslizante es satisfecha, entonces el comportamiento del sistema
es el comportamiento deseado.

Debido a que el sistema descrito por la ecuación (2.3.10) es un sistema no lineal con
dos entradas-dos salidas, entonces se tienen dos superficies deslizantes y como la matriz de
desacoplamiento A(x) es no singular, entonces el sistema está desacoplado y las superficies
deslizantes se pueden tratar por separado. Se definen los errores de seguimiento como

e1 = (yd1 − y1), e2 = (yd2 − y2),

donde yd1 y yd2 son las salidas deseadas. Se definen los vectores y matrices siguientes:

e =
[
e1 e2

]T , y =
[
y1 y2

]T , yd =
[
yd1 yd2

]T
,

s =
[
s1 s2

]T , sgn(s) =
[
sgn(s1) sgn(s2)

]T
,

k1 =

[
k11 0
0 k21

]
, k0 =

[
k10 0
0 k20

]
, z0 =

[
z10 0
0 z20

]
,
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donde e es el vector de error de seguimiento, s es el vector de superficies deslizantes, sgn(s)
es el vector de funciones signo para las superficies deslizantes y k11, k21, k10, k20, z10, z20 son
constantes positivas.

Las superficies deslizantes de orden cero se definen como [11]

s1(x) = ė1 + kc1e1 = 0, s2(x) = ė2 + kc2e2 = 0,

donde kc1 y kc2 son constantes positivas.

Escribiendo en forma matricial la superficie deslizante de orden cero se tiene entonces

s(x) = ė+ kce = 0 (3.1.1)

donde kc =

[
kc1 0
0 kc2

]
.

Al derivar la ecuación (3.1.1), se tiene que

ṡ = ÿd − ÿ + CE, (3.1.2)

con CE = kcė.

Sustituyendo la ecuación (2.4.3) en (3.1.2) se obtiene

ṡ = ÿd − vaux −∆b−∆AA−1(vaux − b) + CE. (3.1.3)

Considérese la función candidata de Lyapunov dada por [11]

V =
1

2
sT s. (3.1.4)

Al derivar (3.1.4) se debe satisfacer la condición de atractividad dada por

V̇ = sT ṡ < 0, (3.1.5)

sustituyendo (3.1.3) en (3.1.5) se tiene que

sT [ÿd − vaux −∆b−∆AA−1(vaux − b) + CE] < 0, (3.1.6)

se define entonces el control auxiliar vaux como

vaux = v̂ +Wsgn(s), (3.1.7)

donde v̂ = ÿd + CE, W es una constante positiva.

Sustituyendo (3.1.7) en (3.1.6) se tiene

V̇ = sT [−Wsgn(s)−∆b−∆AA−1(vaux − b)] < 0
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V̇ = sT [−Wsgn(s)−∆AA−1Wsgn(s)−∆AA−1(v̂ − b)−∆b] < 0 (3.1.8)

Notese que sT sgn(s) ≥‖ s ‖, por consecuencia, −WsT sgn(s) ≤ −W ‖ s ‖, entonces (3.1.8)
se puede escribir

V̇ ≤‖ s ‖ [−W +W ‖ ∆AA−1sgn(s) ‖ + ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖] < 0.

Para ajustar la razón de cambio de V̇ se propone

−W +W ‖ ∆AA−1sgn(s) ‖ + ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖< −µ,
donde µ > 0, entonces se tiene que

W ≥ ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖ +µ

1− ‖ ∆AA−1sgn(s) ‖ , (3.1.9)

asumiendo que ‖ ∆AA−1sgn(s) ‖< 1.

Cuando (3.1.9) se satisface, la condición de atractividad dada por (3.1.5) también se
satisface. En el caso que no existen incertidumbres en el sistema, es decir, ∆b = 0 y
∆A = 0, al sustituir (3.1.7) en (3.1.6) se tiene que

V̇ = sT [−Wsgn(s)] < 0

V̇ = −W [|s1|+ |s2|] < 0.

Con el análisis anterior se demuestra la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Al
sustituir (3.1.7) en (2.4.2) se obtiene finalmente el control

u = A−1[ÿd + kcė+Wsgn(s)− b]
La función sgn(s) puede sustituirse por una función que sea más suave, una función

de saturación definida como

sat(s) =





1, s > ε
(1/ε)s, −ε ≤ s ≤ ε
−1, s < −ε

con ε > 0.

3.1.1. Control equivalente de orden cero (ueq)

El control equivalente se tiene cuando se está sobre la superficie deslizante, es decir,

s = ė+ kce = 0

Entonces,
ṡ = ë+ kcė = 0

ṡ = ÿd − vaux−eq + kcė = 0

vaux−eq = ÿd + kcė

Finalmente, al utilizar la ecuación (2.4.2) se obtiene el control equivalente

ueq = A−1 [ÿd + kcė− b]
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3.2. Diseño del controlador por Modos Deslizantes de

Primer Orden

En el caso de una ley de control por modos deslizantes de primer orden, la superficie
deslizante es una ecuación diferencial de primer orden, en la cuál se involuca la superficie
deslizante s y su primera derivada [4]. Se propone una superficie deslizante de primer orden
escrita en forma matricial dada por

ṡ+ z0s = ė+ k1e+ k0

∫
e = 0. (3.2.1)

Al derivar la ecuación (3.2.1), se tiene que

s̈+ z0ṡ = ÿd − ÿ + CE, (3.2.2)

con CE = k1ė+ k0e.

Sustituyendo la ecuación (2.4.3) en (3.2.2) se obtiene

s̈ = ÿd − vaux −∆b−∆AA−1(vaux − b) + CE − z0ṡ. (3.2.3)

Considérese la función candidata de Lyapunov dada por [11]

V =
1

2
(ṡT ṡ+ sTΩs), (3.2.4)

donde Ω =

[
Ω1 0
0 Ω2

]
, Ω1 > 0, Ω2 > 0 son constantes reales. Al derivar (3.2.4) se debe

satisfacer la condición de atractividad dada por

V̇ = ṡT (s̈+ Ωs) < 0, (3.2.5)

sustituyendo (3.2.3) en (3.2.5) se tiene que

ṡT [ÿd − vaux −∆b−∆AA−1(vaux − b) + CE − z0ṡ+ Ωs] < 0, (3.2.6)

se define entonces el control auxiliar vaux como

vaux = v̂ +Wsgn(ṡ), (3.2.7)

donde v̂ = ÿd + CE − z0ṡ+ Ωs, W es una constante positiva.

Sustituyendo (3.2.7) en (3.2.6) se tiene

V̇ = ṡT [−Wsgn(ṡ)−∆b−∆AA−1(vaux − b)] < 0

V̇ = ṡT [−Wsgn(ṡ)−∆AA−1Wsgn(ṡ)−∆AA−1(v̂ − b)−∆b] < 0 (3.2.8)

24
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Se sabe que ṡT sgn(ṡ) ≥‖ ṡ ‖, por consecuencia, −WṡT sgn(ṡ) ≤ −W ‖ ṡ ‖, entonces
(3.2.8) se puede escribir

V̇ ≤‖ ṡ ‖ [−W +W ‖ ∆AA−1sgn(ṡ) ‖ + ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖] < 0.

Para ajustar la razón de cambio de V̇ se propone

−W +W ‖ ∆AA−1sgn(ṡ) ‖ + ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖< −µ,

donde µ > 0, entonces se tiene que

W ≥ ‖ ∆AA−1(v̂ − b) ‖ + ‖ ∆b ‖ +µ

1− ‖ ∆AA−1sgn(ṡ) ‖ , (3.2.9)

asumiendo que ‖ ∆AA−1sgn(ṡ) ‖< 1.

Cuando (3.2.9) se satisface, la condición de atractividad dada por (3.2.5) también se
satisface. En el caso que no existen incertidumbres en el sistema, es decir, ∆b = 0 y
∆A = 0, al sustituir (3.2.7) en (3.2.6) se tiene que

V̇ = ṡT [−Wsgn(ṡ)] < 0

V̇ = −W [|ṡ1|+ |ṡ2|] < 0.

Con el análisis anterior se demuestra la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Al
sustituir (3.2.7) en (2.4.2) se obtiene finalmente el control

u = A−1[ÿd + k1ė+ k0e− z0ṡ+ Ωs+Wsgn(ṡ)− b]

La función sgn(ṡ) puede sustituirse por una función que sea más suave, una función
de saturación definida como

sat(ṡ) =





1, ṡ > ε
(1/ε)ṡ, −ε ≤ ṡ ≤ ε
−1, ṡ < −ε

con ε > 0.

3.2.1. Control equivalente de primer orden (ueq)

El control equivalente se tiene cuando se está sobre la superficie deslizante de primer
orden, es decir,

ṡ+ z0s = ė+ k1e+ k0

∫
e = 0
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Entonces,

s̈+ z0ṡ = ë+ k1ė+ k0e = 0

s̈+ z0ṡ = ÿd − vaux−eq + k1ė+ k0e = 0

vaux−eq = ÿd + k1ė+ k0e

Finalmente, al utilizar la ecuación (2.4.2) se obtiene el control equivalente

ueq = A−1 [ÿd + k1ė+ k0e− b]

3.3. Simulación numérica de ambos controladores

En esta sección se muestran los resultados en simulación numérica del desempeño del
controlador por modos deslizantes de primer orden (MD1) y el desempeño del controlador
por modos deslizantes de orden cero (MD0) en el seguimiento de tres trayectorias sin la
presencia de perturbaciones externas para el robot móvil tipo (2,0) con distribución de
masa no uniforme. En todas las simulaciones se utilizan los mismos parámetros f́ısicos del
robot móvil, los cuales son d = 0.05 m, r = 0.05 m, l = 0.14 m, Iz = 0.014 kgm2, γ = 0
rad, m = 2.8 kg.

Las trayectorias a seguir son: Lemniscata, curva de Lissajous y la trayectoria óptima
entre dos puntos.

Los parámetros de la lemniscata son:

xd = 1.2sen(2πt/60) m
yd = 0.8sen(4πt/60) m

Los parámetros de la curva de Lissajous son:

xd = 1.25sen(4πt/130) m
yd = cos(6πt/130) m

Los parámetros de la trayectoria óptima entre dos puntos son:

xd = −0.0014 + 0.1023t+ 0.02694t2 − 0.00462t3 + 0.00033t4 − 0.0000086t5 m
yd = 0.00516− 0.01852t+ 0.02731t2 − 0.00104t3 m

El tiempo está expresado en segundos.
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3.3.1. Simulación 1: Seguimiento de una lemniscata

Las gráficas 3.3.1-3.3.5 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una lemniscata. Las posiciones iniciales del robot móvil para ambos controladores son
x = 0 m, y = 1 m, θ = 0 rad. El tiempo total de la simulación es 100 segundos. Los
parámetros de sintonización del controlador MD1 son k11 = k21 = 0.6, k10 = k20 = 0.2,
los ceros de la superficie deslizante de primer orden son z10 = z20 = 0.2, Ω1 = Ω2 = 0.01,
el factor de discontinuidad es W = 0.75, la pendiente de la función de saturación es
1/ε = 10. Los parámetros de sintonización del controlador MD0 son kc1 = kc2 = 0.35, el
factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la función de saturación es 1/ε = 10.
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Figura 3.3.1: Seguimiento de una lemniscata.

En la figura 3.3.1 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir una lemniscata. En la figura 3.3.2 se muestran las veloci-
dades angulares de cada robot móvil al implementar ambos controladores y en la figura
3.3.3 se muestran los errores de seguimiento de ambos controladores. En la figura 3.3.4 se
muestran los pares generados por ambos controladores. En la figura 3.3.5 se muestran las
funciones ṡ y s correspondientes al desempeño del controlador MD1 y también se muestra
la función s correspondiente al desempeño del controlador MD0.

Análisis de los resultados en simulación del seguimiento de una lemniscata

En la figura 3.3.1 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD1 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano

27
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Figura 3.3.2: Velocidad angular [Lemniscata].
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Figura 3.3.3: Errores de seguimiento [Lemniscata].

cartesiano al implementar el controlador MD0. Se puede observar que al inicio del se-
guimiento de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso
menor que el sobre impulso al implementar el controlador MD1, pero al implementar el
controlador MD0 se tienen más oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria, en com-
paración con el desempleño del controlador MD1.

En la figura 3.3.2 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
angular del robot móvil implementando el controlador MD0, pero después de aproxima-
damente 10 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 es menor
que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.

En la figura 3.3.3 se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de

28
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Figura 3.3.4: Pares de entrada [Lemniscata].
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Figura 3.3.5: Funciones ṡ y s [Lemniscata].

seguimiento son cero y los errores de seguimiento al implementar el controlador MD0 están
oscilando alrededor de 0. En la figura 3.3.4 se observa que después de 15 segundos, los
pares generados por el controlador MD1 son menores que los pares generados por el con-
trolador MD0.

En la figura 3.3.5 se observa que la función ṡ obtenida al implementar el controlador
MD1 oscilan alrededor de cero, la primer componente de la función s que se mantiene
acotada y la segunda componente de la función s converge muy lentamente a 0, esto se
debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω1 = Ω2 = 0.01 muy pequeños. Mientras
que las dos componentes de la función s obtenidas al implementar el controlador MD0 se
mantienen oscilando alrededor de cero.
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3.3.2. Simulación 2: Seguimiento de una curva de Lissajous

Las gráficas 3.3.6-3.3.10 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una curva de Lissajous. Las posiciones iniciales del robot móvil para ambos controladores
son x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. El tiempo total de la simulación es 130 segundos. Los
parámetros de sintonización del controlador MD1 son k11 = k21 = 0.6, k10 = k20 = 0.2, los
ceros de la superficie deslizante de primer orden son z10 = z20 = 0.2, Ω1 = Ω2 = 0.01, el
factor de discontinuidad es W = 0.75, la pendiente de la función de saturación es 1/ε = 10.
Los parámetros de sintonización del controlador MD0 son kc1 = kc2 = 0.5, el factor de
discontinuidad es W = 0.7, la pendiente de la función de saturación es 1/ε = 10.
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Figura 3.3.6: Seguimiento de una curva de Lissajous.

En la figura 3.3.6 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir una curva de Lissajous. En la figura 3.3.7 se muestran
las velocidades angulares de cada robot móvil al implementar ambos controladores y en
la figura 3.3.8 se muestran los errores de seguimiento de ambos controladores. En la fi-
gura 3.3.9 se muestran los pares generados por ambos controladores. En la figura 3.3.10
se muestran las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño del controlador MD1 y
también se muestra la función s correspondiente al desempeño del controlador MD0.
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Figura 3.3.7: Velocidad angular [Curva de Lissajous].
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Figura 3.3.8: Errores de seguimiento [Curva de Lissajous].

Análisis de los resultados en simulación del seguimiento de una curva de Lis-
sajous

En la figura 3.3.6 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. Se puede observar que al inicio del se-
guimiento de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso
menor que el sobre impulso al implementar el controlador MD1.

En la figura 3.3.7 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
angular del robot móvil implementando el controlador MD0, pero después de aproxima-
damente 15 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 es menor
que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.
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Figura 3.3.9: Pares de entrada [Curva de Lissajous].
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Figura 3.3.10: Funciones ṡ y s [Curva de Lissajous].

En la figura 3.3.8 se observa que al implementar el controlador MD1, se tiene un so-
bre impulso en el error de seguimiento en el eje y, después de 20 segundos del inicio del
seguimiento, los errores de seguimiento oscilan alrededor de 0. Mientras que los errores
de seguimiento al implementar el controlador MD0 convergen y se mantienen oscilando
alrededor de 0.

En la figura 3.3.9 se observa que al inicio del seguimiento, los pares generados por el
controlador MD1 son mayores que los pares generados por el controlador MD0. Después de
15 segundos del seguimiento, los pares generados por ambos controladores son casi iguales.

En la figura 3.3.10 se observa que la función ṡ obtenida al implementar el controlador
MD1 oscila alrededor de cero, mientras que la segunda componente de la función s con-
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verge muy lentamente a 0 y la primer componente de la función s se mantiene acotada,
esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω1 = Ω2 = 0.01 muy pequeños.
Mientras que las dos componentes de la función s obtenidas al implementar el controlador
MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

3.3.3. Simulación 3: Seguimiento de la trayectoria óptima entre
dos puntos

Las gráficas 3.3.11-3.3.15 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
la trayectoria óptima entre dos puntos. Las posiciones iniciales del robot móvil para am-
bos controladores son x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. El tiempo total de la simulación es
10 segundos. Los parámetros de sintonización del controlador MD1 son k11 = k21 = 2.2,
k10 = k20 = 0.2, los ceros de la superficie deslizante de primer orden son z10 = z20 = 0.1,
Ω1 = Ω2 = 0.01, el factor de discontinuidad es W = 0.2, la pendiente de la función
de saturación es 1/ε = 10. Los parámetros de sintonización del controlador MD0 son
kc1 = kc2 = 1.7, el factor de discontinuidad es W=0.3, la pendiente de la función de satu-
ración es 1/ε = 10.
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Figura 3.3.11: Seguimiento de la trayectoria óptima.

En la figura 3.3.11 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir la trayectoria óptima entre dos puntos. En la figura 3.3.12
se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil al implementar ambos controla-
dores y en la figura 3.3.13 se muestran los errores de seguimiento de ambos controladores.
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Figura 3.3.12: Velocidad angular [Trayectoria óptima].
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Figura 3.3.13: Errores de seguimiento [Trayectoria óptima].

En la figura 3.3.14 se muestran los pares generados por ambos controladores. En la figura
3.3.15 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño del controlador MD1
y también se muestra la función s correspondiente al desempeño del controlador MD0.

Análisis de los resultados en simulación del seguimiento de la trayectoria ópti-
ma entre dos puntos

En la figura 3.3.11 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar ambos controladores es casi igual. En la figura 3.3.12 se observa que al
implementar el controlador MD1, la velocidad angular del robot móvil es menor que la
velocidad angular del robot móvil al implementar el controlador MD0. En la figura 3.3.13
se observa que los errores de seguimiento al implementar ambos controladores son casi
iguales. En la figura 3.3.14 se observa los pares generados por ambos controladores son
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Figura 3.3.14: Pares de entrada [Trayectoria óptima].
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Figura 3.3.15: Funciones ṡ y s [Trayectoria óptima].

iguales.

En la figura 3.3.15 se observa que la función ṡ obtenida al implementar el controlador
MD1 oscila alrededor de cero, mientras que las componentes de la función s se mantiene
acotadas, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω1 = Ω2 = 0.01 muy
pequeños. Mientras que las dos componentes de la función s obtenidas al implementar el
controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

3.3.4. Conclusiones de los resultados en simulación numérica

El desempeño en el plano cartesiano del robot móvil al implementar ambos contro-
ladores es casi igual y los errores de seguimiento al implementar ambos controladores es
aceptable, a diferencia de la velocidad angular del robot móvil obtenida al implementar

35
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ambos controladores. En promedio la velocidad angular del robot móvil obtenida al imple-
mentar el controlador MD1 es menor que la obtenida al implementar el controlador MD0,
por lo tanto, se recomienda implementar un controlador por modos deslizantes de primer
orden para la transportación de objetos de manera casi-estática por medio de un robot
móvil.
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Caṕıtulo 4

Resultados experimentales

En este caṕıtulo se muestran los resultados de los 4 experimentos realizados imple-
mentando dos controladores por modos deslizantes de primer orden y otro de orden cero
en el seguimiento de trayectorias. MD1 corresponde al controlador por modos deslizantes
de primer orden y MD0 corresponde al controlador por modos deslizantes de orden cero.
En todos los experimentos se utiliza el mismo robot móvil con los siguientes parámetros
f́ısicos: d = 0.05 m, r = 0.05 m, l = 0.14 m, Iz = 0.014 kgm2, γ = 0 rad, m = 2.8 kg. Los
parámetros de las tres trayectorias deseadas son los mismos que los utilizados en las simu-
laciones numéricas. En todos los experimentos se especifica el error promedio obtenido al
implementar cada controlador. El error promedio se calcula al promediar el valor absoluto
del error respecto del tiempo para los ejes x e y.

4.1. Experimento 1: Seguimiento de trayectorias sin

transportar ningún objeto

El experimento 1 consiste en que el robot móvil siga tres trayectorias sin transpor-
tar ningún objeto y sin que exista la presencia de perturbaciones externas durante el
seguimiento. Las trayectorias a seguir son: una lemniscata, una curva de Lissajous y la
trayectoria óptima entre dos puntos.

4.1.1. Seguimiento de una lemniscata para el experimento 1

Las gráficas 4.1.1-4.1.5 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una lemniscata para el experimento 1. Las posiciones iniciales del móvil para ambos contro-
ladores son x = 0 m, y = 1 m, θ = 0 rad. El tiempo total del experimento es 80 segundos.
Los parámetros de sintonización del controlador MD1 son k11 = k21 = 1, k10 = k20 = 1.8,
los ceros de la superficie deslizante de primer orden son z10 = z20 = 0.3, Ω1 = Ω2 = 0.001,
el factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la función de saturación es
1/ε = 10. Los parámetros de sintonización del controlador MD0 son kc1 = kc2 = 1.3, el
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factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la función de saturación es 1/ε = 10.
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Figura 4.1.1: Seguimiento de una lemnicata, experimento 1.
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Figura 4.1.2: Velocidad angular [Lemniscata, experimento 1].

En la figura 4.1.1 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir una lemniscata. En la figura 4.1.2 se muestran las veloci-
dades angulares de cada robot móvil al implementar ambos controladores y en la figura
4.1.3 se muestran los errores de seguimiento de ambos controladores. En la figura 4.1.4 se
muestran los pares generados por ambos controladores que son aplicados a los actuadores
de cada robot móvil. En la figura 4.1.5 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes
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Figura 4.1.3: Errores de seguimiento [Lemniscata, experimento 1].

al desempeño del controlador MD1 y también se muestra la función s correspondiente al
desempeño del controlador MD0.
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Figura 4.1.4: Pares de entrada [Lemniscata, experimento 1].

4.1.2. Análisis de los resultados del experimento 1 en el segui-
miento de una lemniscata

En la figura 4.1.1 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. Se puede observar que al inicio del se-
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Figura 4.1.5: Funciones ṡ y s [Lemniscata, experimento 1].

guimiento de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso
menor que el sobre impulso al implementar el controlador MD1, pero al implementar el
controlador MD0 se tienen más oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria, en com-
paración con el desempleño del controlador MD1.

En la figura 4.1.2 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
angular del robot móvil implementando el controlador MD0, pero después de aproxima-
damente 12 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 es menor
que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.

En la figura 4.1.3, después de los primeros 20 segundos del seguimiento de la trayec-
toria, se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de seguimiento están
acotados en una banda de ±1.5 cm y los errores de seguimiento al implementar el contro-
lador MD0 están acotados en una banda de ±4 cm. Cabe mencionar que el desempeño en
el plano cartesiano al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño en el
plano cartesiano del controlador MD1, pero los errores de seguimiento al implementar el
controlador MD0 son mayores que los errores de seguimiento al implementar el controla-
dor MD1. El error promedio al implementar el controlador MD1 es 6.1mm, mientras que
el error promedio al implementar el controlador MD0 es 18.2mm, lo que comprueba la
efectidad de uno respeco del otro.

En la figura 4.1.4 se observa que los pares generados por el controlador MD1 son me-
nores que los pares generados por el controlador MD0.

En la figura 4.1.5 se observa que las funciones ṡ y s obtenidas al implementar el contro-
lador MD1 oscilan alrededor de cero, excepto la segunda componente de la función s que
se mantiene acotada, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω2 = 0.001
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muy pequeño. Mientras que las dos componentes de la función s obtenidas al implementar
el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.1.3. Seguimiento de una curva de Lissajous para el experimen-
to 1

Las gráficas 4.1.6-4.1.10 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una curva de Lissajous para el experimento 1. El tiempo total del experimento es 140
segundos. Las posiciones iniciales del móvil para ambos controladores son x = 0 m, y = 0
m, θ = 0 rad. Los parámetros de sintonización del controlador MD1 son k11 = k21 = 1,
k10 = k20 = 1.8, los ceros de la superficie deslizante de primer orden son z10 = z20 = 0.2,
Ω1 = Ω2 = 0.001, el factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la función
de saturación es 1/ε = 10. Los parámetros de sintonización del controlador MD0 son
kc1 = kc2 = 1.3, el factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la función de
saturación es 1/ε = 10.
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Figura 4.1.6: Seguimiento de una curva de Lissajous, experimento 1.

En la figura 4.1.6 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir una curva de Lissajous. En la figura 4.1.7 se muestran
las velocidades angulares de cada robot móvil al implementar ambos controladores. En
la figura 4.1.8 se muestran los errores de seguimiento correspondientes al desempeño de
ambos controladores. En la figura 4.1.9 se muestran los pares generados por ambos contro-
ladores. En la figura 4.1.10 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño
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Figura 4.1.7: Velocidad angular [Curva de Lissajous, experimento 1].
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Figura 4.1.8: Errores de seguimiento [Curva de Lissajous, experimento 1].

de ambos controladores.

4.1.4. Análisis de los resultados del experimento 1 en el segui-
miento de una curva de Lissajous

En la figura 4.1.6 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD1 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD0. Es evidente que al inicio del seguimiento
de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso menor que
el sobre impulso al implementar el controlador MD1, pero al implementar el controlador

42



4.1. EXPERIMENTO 1: SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS SIN TRANSPORTAR NINGÚN
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Figura 4.1.9: Pares de entrada [Curva de Lissajous, experimento 1].
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Figura 4.1.10: Funciones ṡ y s [Curva de Lissajous, experimento 1].

MD0 se tienen más oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria, en comparación con
el desempeño del controlador MD1.

En la figura 4.1.7 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
angular del robot móvil implementando el controlador MD0, pero después de aproxima-
damente 10 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 es menor
que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.

En la figura 4.1.8, después de los primeros 20 segundos del seguimiento de trayecto-
ria, se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de seguimiento están
acotados en una banda de ±1.5 cm y los errores de seguimiento al implementar el contro-
lador MD0 están acotados en una banda de ±4 cm. El error promedio al implementar el
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controlador MD1 es 4.5mm, mientras que el error promedio al implementar el controlador
MD0 es 17.7mm, lo que comprueba la efectidad de uno respeco del otro.

Los pares generados por el controlador MD1 son menores que los pares generados por
el controlador MD0 como se muestra en la figura 4.1.9.

En la figura 4.1.10 se observa que las funciones ṡ y s obtenidas al implementar el
controlador MD1 oscilan alrededor de cero, excepto la segunda componente de la función
s que se mantiene acotada, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω2 =
0.001 muy pequeño. Por otro lado, las dos componentes de la función s obtenidas al
implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.1.5. Seguimiento de la trayectoria óptima entre dos puntos
para el experimento 1

Las gráficas 4.1.11-4.1.15 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
la trayectoria óptima entre dos puntos para el experimento 1. El tiempo total del expe-
rimento es 11 segundos. Las posiciones iniciales del móvil para ambos controladores son
x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. Los parámetros de sintonización del controlador MD1 son:
k11 = k21 = 1, k10 = k20 = 1.5, los ceros de la superficie deslizante de primer orden son
z10 = z20 = 0.2, Ω1 = Ω2 = 0.001, el factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente
de la función de saturación es 1/ε = 10. Los parámetros de sintonización del controlador
MD0 son: kc1 = kc2 = 2, el factor de discontinuidad es W = 0.35, la pendiente de la
función de saturación es 1/ε = 10.

En la figura 4.1.11 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir la trayectoria óptima entre dos puntos. En la figura 4.1.12
se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil al seguir la trayectoria óptima
entre dos puntos y en la figura 4.1.13 se muestran los errores de seguimiento al implemen-
tar ambos controladores. En la figura 4.1.14 se muestran los pares generados por ambos
controladores que son aplicados a los actuadores de cada robot móvil. En la figura 4.1.15
se muestran las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño del controlador MD1 y la
función s correspondiente al desempeño del controlador MD0.

4.1.6. Análisis de los resultados del experimento 1 en el segui-
miento de la trayectoria óptima entre dos puntos

En la figura 4.1.11 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. La velocidad angular del robot móvil al
implementar el controlador MD1 es menor que la velocidad angular del robot móvil im-
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Figura 4.1.11: Seguimiento de la trayectoria óptima, experimento 1.
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Figura 4.1.12: Velocidad angular [Trayectoria óptima, experimento 1].

plementando el controlador MD0 como se muestra en la figura 4.1.12.

En la figura 4.1.13 se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de
seguimiento están acotados por arriba por 1.52 cm y los errores en estado estacionario
son aproximadamente −5.2 mm. Mientras que los errores de seguimiento al implementar
el controlador MD0 están acotados por arriba por 2.2 cm. El error en estado estacionario
en el eje x es muy cercano a 0 mm y el error en estado estacionario en el eje y es apro-

45
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Figura 4.1.13: Errores de seguimiento [Trayectoria óptima, experimento 1].
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Figura 4.1.14: Pares de entrada [Trayectoria óptima, experimento 1].

ximadamente −4 mm. El error promedio al implementar el controlador MD1 es 5.6mm,
mientras que el error promedio al implementar el controlador MD0 es 11.6mm, como se
observa en las graficas anteriores. Los pares generados por el controlador MD1 son casi
iguales en magnitud que los pares generados por el controlador MD0 como se muestra en
la figura 4.1.14.

En la figura 4.1.15 se observa que al implementar el controlador MD1, la función ṡ oscila
alrededor de cero, mientras que la función s, durante los 10 segundos del seguimiento de
la trayectoria no alcanza a estabilizarse, esto se debe a la sintonización del controlador, al
elegir Ω1 y Ω2 muy pequeños. Por otro lado, las dos componentes de la función s obtenidas
al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.
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Figura 4.1.15: Funciones ṡ y s [Trayectoria óptima, experimento 1].

4.2. Experimento 2: Seguimiento de trayectorias trans-

portando un objeto sin fricción entre las super-

ficies de contacto

El experimento 2 consiste en que el robot móvil siga dos trayectorias mientras trans-
porta un objeto de 350g de masa. La fricción entre las superficies de contacto del robot
móvil y el objeto transportado es mı́nima, debido a que se colocaron rodamientos esféri-
cos entre dichas superficies. No existen perturbaciones externas durante el seguimiento.
Las dos trayectorias a seguir para este experimento son: una lemniscata y la trayectoria
óptima entre dos puntos. Los parámetros de sintonización de ambos controladores son
exactamente los mismos que en el experimento 1 para cada trayectoria deseada.

4.2.1. Seguimiento de una lemniscata para el experimento 2

Las gráficas 4.2.1-4.2.6 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una lemniscata. El objeto transportado se colocó aproximadamente en el centro de la parte
trasera del robot móvil. d es la distancia entre el punto medio entre las ruedas y el centro
del objeto transportado. Las posiciones iniciales del móvil para ambos controladores son
x = 0 m, y = 1 m, θ = 0 rad. El tiempo total del experimento es 120 segundos.

En la figura 4.2.1 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controlado-
res por modos deslizantes al seguir una lemniscata para realizar el experimento 2. En la
figura 4.2.2 se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil al implementar
ambos controladores. En la figura 4.2.3 se muestran las magnitudes de d correspondientes
al desempeño de ambos controladores. En la figura 4.2.4 se muestran los errores de se-
guimiento de ambos controladores. En la figura 4.2.5 se muestran los pares generados por
ambos controladores. En la figura 4.2.6 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes
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Figura 4.2.1: Seguimiento de una lemnicata, experimento 2.
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Figura 4.2.2: Velocidad angular [Lemniscata, experimento 2].

al desempeño de ambos controladores.

4.2.2. Análisis de los resultados del experimento 2 en el segui-
miento de una lemniscata

En la figura 4.2.1 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. Se puede observar que al inicio del se-
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SIN FRICCIÓN ENTRE LAS SUPERFICIES DE CONTACTO

20 40 60 80 100 120
0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

t [seg]
d 

[m
]

Distancia de P
0
 al objeto (d)

 

 
d (MD1)
d (MD0)

Figura 4.2.3: Distancia de P0 al objeto [Lemniscata, experimento 2].
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Figura 4.2.4: Errores de seguimiento [Lemniscata, experimento 2].

guimiento de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso
menor que el sobre impulso al implementar el controlador MD1, pero al implementar el
controlador MD0 se tienen más oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria, en com-
paración con el desempleño del controlador MD1.

En la figura 4.2.2 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
angular del robot móvil implementando el controlador MD0, pero después de aproxima-
damente 10 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 es menor
que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.
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Figura 4.2.5: Pares de entrada [Lemniscata, experimento 2].
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Figura 4.2.6: Funciones ṡ y s [Lemniscata, experimento 2].

En la figura 4.2.3 se observa que al implementar el controlador MD1, d inicial es aprox.
4.5cm y d final es aprox. 2cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 2.5 cm.
También se observa que al implementar el controlador MD0, d inicial es aprox. 8cm y d
final es aprox. 4.5cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 3.5cm.

En la figura 4.2.4, después de los primeros 20 segundos del seguimiento de la trayec-
toria, se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de seguimiento están
acotados en una banda de ±2 cm y los errores de seguimiento al implementar el contro-
lador MD0 están acotados en una banda de ±4 cm. El error promedio al implementar el
controlador MD1 es 5.8 mm, mientras que el error promedio al implementar el controlador
MD0 es 18.7 mm. Cabe mencionar que el desempeño en el plano cartesiano al implemen-
tar el controlador MD0 es mejor que el desempeño en el plano cartesiano al implementar
el controlador MD1, pero los errores de seguimiento al implementar el controlador MD0
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son mayores que los errores de seguimiento al implementar el controlador MD1. Los pares
generados por el controlador MD1, en promedio son menores que los pares generados por
el controlador MD0, como se muestra en la figura 4.2.5.

En la figura 4.2.6 se observa que las funciones ṡ y s obtenidas al implementar el
controlador MD1 oscilan alrededor de cero, excepto la segunda componente de la función
s que se mantiene acotada, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω2 =
0.001 muy pequeño. Se observa también que las dos componentes de la función s obtenidas
al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.2.3. Seguimiento de la trayectoria óptima entre dos puntos
para el experimento 2

Las gráficas 4.2.7-4.2.12 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
la trayectoria óptima entre dos puntos para el experimento 2. Las posiciones iniciales del
móvil para ambos controladores son x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. El tiempo total del
experimento es 11 segundos.
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Figura 4.2.7: Seguimiento de la trayectoria óptima, experimento 2.

En la figura 4.2.7 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir la trayectoria óptima entre dos puntos para el experi-
mento 2. En la figura 4.2.8 se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil al
implementar ambos controladores. En la figura 4.2.9 se muestran las magnitudes de d al
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Figura 4.2.8: Velocidad angular [Trayectoria óptima, experimento 2].

implementar ambos controladores. En la figura 4.2.10 se muestran los errores de segui-
miento de ambos controladores. En la figura 4.2.11 se muestran los pares generados por
ambos controladores. En la figura 4.2.12 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes
al desempeño de ambos controladores.
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Figura 4.2.9: Distancia de P0 al objeto [Trayectoria óptima, experimento 2].

4.2.4. Análisis de los resultados del experimento 2 en el segui-
miento de la trayectoria óptima entre dos puntos

En la figura 4.2.7 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1.
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Figura 4.2.10: Errores de seguimiento [Trayectoria óptima, experimento 2].
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Figura 4.2.11: Pares de entrada [Trayectoria óptima, experimento 2].

En la figura 4.2.8 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil es menor que la velocidad angular del robot móvil implementando
el controlador MD0.

En la figura 4.2.9 se observa que al implementar el controlador MD1, d inicial es aprox.
11.5cm y d final es aprox. 8.6 cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 2.9 cm.
También se observa que al implementar el controlador MD0, d inicial es aprox. 6 cm y d
final es aprox. 3 cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 3 cm.

En la figura 4.2.10 se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de
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Figura 4.2.12: Funciones ṡ y s [Trayectoria óptima, experimento 2].

seguimiento están acotados por arriba por 2 cm y los errores en estado estacionario son
aproximadamente −1cm. Mientras que los errores de seguimiento al implementar el con-
trolador MD0 están acotados por arriba por 2.6 cm. El error en estado estacionario en el
eje x es aprox. 5 mm y el error en estado estacionario en el eje y es aproximadamente −4
mm. El error promedio al implementar el controlador MD1 es 5.7 mm, mientras que el
error promedio al implementar el controlador MD0 es 12.8 mm. Los pares generados por
el controlador MD1 son menores que los pares generados por el controlador MD0, como
se muestra en la figura 4.2.11.

En la figura 4.2.12 se observa que al implementar el controlador MD1, la función ṡ oscila
alrededor de cero, mientras que la función s, durante los 10 segundos del seguimiento de
la trayectoria no alcanza a estabilizarse, esto se debe a la sintonización del controlador, al
elegir Ω1 = Ω2 = 0.001 muy pequeños. Por otro lado, las dos componentes de la función s
obtenidas al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.3. Experimento 3: Seguimiento de trayectorias trans-

portando un objeto de masa considerable com-

parado con la masa del robot móvil

El experimento 3 consiste en que el robot móvil siga dos trayectorias mientras transpor-
ta un objeto de 1.25kg de masa. No existe la presencia de perturbaciones externas durante
el seguimiento. El objeto transportado se colocó en la parte trasera izquierda del robot
móvil, aproximadamente a 160o respecto al eje de simetŕıa del robot. Las trayectorias a
seguir para este experimento son: una lemniscata y la trayectoria óptima entre dos puntos.
Los parámetros de sintonización de ambos controladores son exactamente los mismos que
en el experimento 1 para cada trayectoria deseada.
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4.3.1. Seguimiento de una lemniscata para el experimento 3

Las gráficas 4.3.1-4.3.6 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una lemniscata para el experimento 3. Las posiciones iniciales del móvil para ambos con-
troladores son x = 0 m, y = 1 m, θ = 0 rad. El tiempo total del experimento es 120
segundos.
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Figura 4.3.1: Seguimiento de una lemniscata, experimento 3.
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Figura 4.3.2: Velocidad angular [Lemniscata, experimento 3].

En la figura 4.3.1 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controlado-
res por modos deslizantes al seguir una lemniscata para realizar el experimento 3. En la
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figura 4.3.2 se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil al implementar
ambos controladores. En la figura 4.3.3 se muestran las magnitudes de d correspondientes
al implementar ambos controladores. En la figura 4.3.4 se muestran los errores de segui-
miento de ambos controladores. En la figura 4.3.5 se muestran los pares generados por
ambos controladores. En la figura 4.3.6 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes
al desempeño de cada controlador.
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Figura 4.3.3: Distancia de P0 al objeto [Lemniscata, experimento 3].
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Figura 4.3.4: Errores de seguimiento [Lemniscata, experimento 3].
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Figura 4.3.5: Pares de entrada [Lemniscata, experimento 3].
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Figura 4.3.6: Funciones ṡ y s [Lemniscata, experimento 3].

4.3.2. Análisis de los resultados del experimento 3 en el segui-
miento de una lemniscata

En la figura 4.3.1 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. Se puede observar que al inicio del se-
guimiento de trayectoria, implementando el controlador MD0 se tiene un sobre impulso
menor que el sobre impulso al implementar el controlador MD1, pero al implementar el
controlador MD0 se tienen más oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria, en com-
paración con el desempleño del controlador MD1.

En la figura 4.3.2 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil al inicio del seguimiento de trayectoria es mayor que la velocidad
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angular del robot móvil implementando el controlador MD0. Después de aproximadamen-
te 16 segundos, la velocidad angular al implementar el controlador MD1 en promedio es
igual que la velocidad angular al implementar el controlador MD0.

En la figura 4.2.3 se observa que al implementar ambos controladores, la distancia d
se mantiene constante en ambos casos.

En la figura 4.3.4, después de los primeros 20 segundos del seguimiento de la trayec-
toria, se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de seguimiento están
acotados por arriba por 2.1 cm y acotados por abajo por −2.4 cm. Los errores de segui-
miento al implementar el controlador MD0 están acotados en una banda de ±4.1 cm. El
error promedio al implementar el controlador MD1 es 7.5 mm, mientras que el error pro-
medio al implementar el controlador MD0 es 21.2 mm. Cabe mencionar que el desempeño
en el plano cartesiano al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño en el
plano cartesiano del controlador MD1, pero los errores de seguimiento al implementar el
controlador MD0 son mayores que los errores de seguimiento al implementar el controlador
MD1. Los pares generados por el controlador MD1, en promedio son iguales que los pares
generados por el controlador MD0 como se muestra en la figura 4.3.5.

En la figura 4.3.6 se observa que las funciones ṡ y s obtenidas al implementar el
controlador MD1 oscilan alrededor de cero, excepto la segunda componente de la función
s que se mantiene acotada, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir Ω2 =
0.001 muy pequeño. Por otra parte, se observa que las dos componentes de la función s
obtenidas al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.3.3. Seguimiento de la trayectoria óptima entre dos puntos
para el experimento 3

Las gráficas 4.3.7-4.3.12 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
la trayectoria óptima entre dos puntos para el experimento 3. Las posiciones iniciales del
móvil para ambos controladores son x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. El tiempo total del
experimento es 11 segundos.

En la figura 4.3.7 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir la trayectoria óptima entre dos puntos para realizar el
experimento 3. En la figura 4.3.8 se muestran las velocidades angulares de cada robot
móvil correspondientes al implementar cada controlador. En la figura 4.3.9 se muestran
las magnitudes d correspondientes al implementar cada controlador. En la figura 4.3.10 se
muestran los errores de seguimiento al implementar cada controlador. En la figura 4.3.11
se muestran los pares generados por ambos controladores. En la figura 4.3.12 se muestran
las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño de cada controlador.
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Figura 4.3.7: Seguimiento de la trayectoria óptima, experimento 3.
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Figura 4.3.8: Velocidad angular [Trayectoria óptima, experimento 3].

4.3.4. Análisis de los resultados del experimento 3 en el segui-
miento de la trayectoria óptima entre dos puntos

En la figura 4.3.7 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
cartesiano al implementar el controlador MD1. En la figura 4.3.8 se observa que al imple-
mentar el controlador MD1, la velocidad angular del robot móvil en promedio es igual que
la velocidad angular del robot móvil implementando el controlador MD0.
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Figura 4.3.9: Distancia de P0 al objeto [Trayectoria óptima, experimento 3].
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Figura 4.3.10: Errores de seguimiento [Trayectoria óptima, experimento 3].

En la figura 4.3.9 se observa que al implementar el controlador MD1, d inicial es aprox.
5.9cm y d final es aprox. 5.7 cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 2 mm.
También se observa que al implementar el controlador MD0, d inicial es aprox. 14.4 cm y
d final es aprox. 14 cm, por tanto, el cambio en d es aproximadamente 4 mm.

En la figura 4.3.10 se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de
seguimiento están acotados por arriba por 2.5 cm, el error en estado estacionario en el eje
x es −1 cm y el error en estado estacionario en el eje y es aproximadamente −1.5 cm.
Mientras que los errores de seguimiento al implementar el controlador MD0 están acotados
por arriba por 3 cm, el error en estado estacionario en el eje x es 0 mm y el error en estado
estacionario en el eje y es aproximadamente 2 mm. El error promedio al implementar el
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Figura 4.3.11: Pares de entrada [Trayectoria óptima, experimento 3].

0 2 4 6 8 10
−0.2

0

0.2

0.4

t [seg]

s• , s
 [m

]

s•, s (MD1)

 

 

s•
1

s•
2

s
1

s
2

0 2 4 6 8 10
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

t [seg]

s 
[m

]

s (MD0)

 

 

s
1

s
2

Figura 4.3.12: Funciones ṡ y s [Trayectoria óptima, experimento 3].

controlador MD1 es 6.5 mm, mientras que el error promedio al implementar el controlador
MD0 es 14.9 mm. Los pares generados por el controlador MD1 son menores que los pares
generados por el controlador MD0, como se muestra en la figura 4.3.11.

En la figura 4.3.12 se observa que al implementar el controlador MD1, la función ṡ oscila
alrededor de cero, mientras que la función s, durante los 10 segundos del seguimiento de
la trayectoria no alcanza a estabilizarse, esto se debe a la sintonización del controlador, al
elegir Ω1 = Ω2 = 0.001 muy pequeños. Por otro lado, las dos componentes de la función s
obtenidas al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.
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4.4. Experimento 4: Seguimiento de trayectorias con

perturbación externa sin transportar objeto

El experimento 4 consiste en que el robot móvil siga dos trayectorias sin transportar
ningún objeto. En el seguimiento de trayectoria se aplican dos perturbaciones externas,
las cuales consisten en empujar el robot móvil durante 1 segundo y por ende se alteran
repentinamente las variables x0, y0, θ, v y w del robot móvil. Las trayectorias a seguir son:
una lemniscata y la trayectoria óptima entre dos puntos. Los parámetros de sintonización
de ambos controladores son exactamente los mismos que en el experimento 1 para cada
trayectoria.

4.4.1. Seguimiento de una lemniscata para el experimento 4

Las gráficas 4.4.1-4.4.5 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
una lemniscata para el experimento 4. Las perturbaciones externas se aplican aproximada-
mente a los 18 y 48 segundos del recorrido. Las posiciones iniciales del móvil para ambos
controladores son x = 0 m, y = 1 m, θ = 0 rad. El tiempo total del experimento es 120
segundos.
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Figura 4.4.1: Seguimiento de una lemniscata, experimento 4.

En la figura 4.4.1 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir una lemniscata para realizar el experimento 4. En la figura
4.4.2 se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil correspondientes al im-
plementar cada controlador. En la figura 4.4.3 se muestran los errores de seguimiento de
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Figura 4.4.2: Velocidad angular [Lemniscata, experimento 4].

ambos controladores. En la figura 4.4.4 se muestran los pares generados por ambos contro-
ladores. En la figura 4.4.5 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes al desempeño
de cada controlador.
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Figura 4.4.3: Errores de seguimiento [Lemniscata, experimento 4].

4.4.2. Análisis de los resultados del experimento 4 en el segui-
miento de una lemniscata

En la figura 4.4.1 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano
al implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil en el plano
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Figura 4.4.4: Pares de entrada [Lemniscata, experimento 4].
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Figura 4.4.5: Funciones ṡ y s [Lemniscata, experimento 4].

cartesiano al implementar el controlador MD1. Se puede observar que al inicio del segui-
miento de trayectoria y después de aplicarse la perturbación externa, implementando el
controlador MD0 se tiene un sobre impulso menor que el sobre impulso al implementar el
controlador MD1.

En la figura 4.4.2 se observa que al implementar el controlador MD1, la velocidad an-
gular del robot móvil es mayor que la velocidad angular del robot móvil implementando
el controlador MD0.

En la figura 4.4.3 se observa que al implementar el controlador MD1, los errores de
seguimiento son menores que los errores de seguimiento al implementar el controlador
MD0. El error promedio al implementar el controlador MD1 es 10.3 mm, mientras que el
error promedio al implementar el controlador MD0 es 16.7 mm. Los pares generados por
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el controlador MD1, en promedio son iguales que los pares generados por el controlador
MD0, como se muestra en la figura 4.4.4.

En la figura 4.4.5 se observa que las funciones ṡ y s obtenidas al implementar el
controlador MD1 oscilan alrededor de cero, excepto la segunda componente de la función
s que no se mantuvo acotada, esto se debe a la sintonización del controlador, al elegir
Ω2 = 0.001 muy pequeño. Por otra parte, se observa que las dos componentes de la
función s obtenidas al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor
de cero.

4.4.3. Seguimiento de la trayectoria óptima entre dos puntos
para el experimento 4

Las gráficas 4.4.6-4.4.10 corresponden al desempeño de ambos controladores al seguir
la trayectoria óptima entre dos puntos para el experimento 4. La perturbación externa se
aplica aproximadamente a los 5 segundos del recorrido. Las posiciones iniciales del móvil
para ambos controladores son x = 0 m, y = 0 m, θ = 0 rad. El tiempo total del experi-
mento es 11 segundos.
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Figura 4.4.6: Seguimiento de la trayectoria óptima, experimento 4.

En la figura 4.4.6 se muestra el desempeño en el plano cartesiano de los controladores
por modos deslizantes al seguir la trayectoria óptima entre dos puntos para el experimento
4. En la figura 4.4.7 se muestran las velocidades angulares de cada robot móvil correspon-
dientes al desempeño de cada controlador. En la figura 4.4.8 se muestran los errores de
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Figura 4.4.7: Velocidad angular [Trayectoria óptima, experimento 4].

seguimiento de ambos controladores. En la figura 4.4.9 se muestran los pares generados por
ambos controladores. En la figura 4.4.10 se muestran las funciones ṡ y s correspondientes
al desempeño de cada controlador.
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Figura 4.4.8: Errores de seguimiento [Trayectoria óptima, experimento 4].

4.4.4. Análisis de los resultados del experimento 4 en el segui-
miento de la trayectoria óptima entre dos puntos

En la figura 4.4.6 se observa que el desempeño del robot móvil en el plano cartesiano al
implementar el controlador MD0 es mejor que el desempeño del robot móvil al implemen-
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Figura 4.4.9: Pares de entrada [Trayectoria óptima, experimento 4].
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Figura 4.4.10: Funciones ṡ y s [Trayectoria óptima, experimento 4].

tar el controlador MD1. En la figura 4.4.7 se observa que al implementar el controlador
MD1, la velocidad angular del robot móvil en promedio es menor que la velocidad angular
del robot móvil implementando el controlador MD0.

En la figura 4.4.8 se observa que los errores de seguimiento al implementar ambos
controladores son muy iguales entre si. Al implementar el controlador MD1, los errores en
estado estacionario son 2 cm, mientras que al implementar el controlador MD0, los errores
en estado estacionario son 0 cm. El error promedio al implementar el controlador MD1 es
19.3 mm, mientras que el error promedio al implementar el controlador MD0 es 15.7 mm.
Los pares generados por el controlador MD1 son iguales que los pares generados por el
controlador MD0, como se muestra en la figura 4.4.9.

En la figura 4.4.10 se observa que al implementar el controlador MD1, la función ṡ
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oscila alrededor de cero, mientras que la función s no alcanza a estabilizarse durante apro-
ximadamente 5 segundos después de aplicarse la perturbación externa, esto se debe a la
sintonización del controlador. Por otro lado, las dos componentes de la función s obtenidas
al implementar el controlador MD0 se mantienen oscilando alrededor de cero.

4.5. Conclusiones de los resultados experimentales

El desempeño en el plano cartesiano del robot móvil al implementar el controlador
MD1 es mejor que el desempeño en el plano cartesiano del robot móvil al implementar
el controlador MD0, aunque se tiene un sobre impulso mayor al inicio del seguimiento al
implementar el controlador MD1, durante el resto del seguimiento de trayectoria se tienen
menos oscilaciones al implementar el controlador MD1. Es evidente que los errores de
seguimiento al implementar el controlador MD1 son menores que los errores de seguimiento
al implementar el controlador MD0. En promedio los pares generados por el controlador
MD1 son menores que los generados por el controlador MD0 y en promedio la velocidad
angular del robot móvil obtenida al implementar el controlador MD1 es menor que la
obtenida al implementar el controlador MD0, por lo tanto, se recomienda implementar un
controlador por modos deslizantes de primer orden para la transportación de objetos de
manera casi-estática por medio de un robot móvil.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo se presentan conclusiones generales de este trabajo de tesis y se sugiere
el trabajo futuro a desarrollar.

5.1. Conclusiones

Gracias a los experimentos realizados se comprueba la efectividad de los controladores,
se concluye que ambos controladores son robustos en el sentido que pueden eliminar los
efectos en las salidas del sistema causados por perturbaciones externas o por incertidum-
bres no modeladas.

Para ambos controladores se observó que si no se sintonizan adecuadamente, se obtiene
un error de seguimiento constante. Dicho error constante también puede ser ocasionado por
la diferencia en los parámetros del sistema programados en el controlador y los parámetros
reales del prototipo experimental. La principal desventaja de estos controladores es que
no se tiene control directo de la posición angular del robot móvil, con lo cual se presentan
oscilaciones durante el seguimiento de trayectoria.

Por otra parte, el desempeño en el plano cartesiano de ambos controladores es muy
similar y aceptable. Al implementar el controlador MD1, al inicio del seguimiento de tra-
yectoria se tiene un sobre impulso mayor que al implementar el controlador MD0, pero el
resto del seguimiento, al implementar el controlador MD1, la velocidad angular del robot
móvil, en promedio, es menor que la velocidad angular del robot móvil al implementar el
controlador MD0. Los pares generados por el controlador MD1, en promedio, son menores
que los pares generados por el controlador MD0. Los errores de seguimiento al implemen-
tar el controlador MD1 están acotados en una banda de ±1.5 cm, mientras que los errores
de seguimiento al implementar el controlador MD0 están acotados en una banda de ±4
cm. Es evidente que el desempeño del controlador MD1 es mejor que el desempeño del
controlador MD0, por lo tanto, implementar un control por modos deslizantes de orden
cero no es suficiente para resolver el problema planteado, debido a que se tienen más osci-
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laciones durante en el seguimiento de trayectoria y esto provoca que el objeto transportado
se mueva mucho sobre el robot móvil.

Al utilizar un controlador MD1, se deben sintonizar más constantes, esto hace más
dif́ıcil de implementar en un prototipo real y se puede causar que el sistema se desestabilice.

5.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro se sugiere lo siguiente:

Diseñar el controlador por modos deslizantes de primer orden que contemple la
posición angular del robot móvil, para eliminar las oscilaciones del móvil durante el
seguimiento de trayectoria.

Cambiar los actuadores por unos de mayor calidad, en el sentido que generen un
par de aproximadamente 0.6 Nm a una velocidad de 120 rpm sin mucha reducción
mecánica.
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Apéndice A

Plataforma experimental

Esta sección está dedicada a explicar el funcionamiento de las partes que componen la
plataforma experimental utilizada para la evaluar las leyes de control robusto.

La plataforma experimental se compone por las siguientes partes:

1. Prototipo experimental: Robot móvil tipo (2,0) de arquitectura abierta.

2. Computadora para la ejecución de la ley de control utilizando el software Microsoft
Visual C++ 2010 Express.

3. Sensado por visión mediante cámaras FLEX de Optitrack.

El funcionamiento de la plataforma experimental consiste en obtener la posición real
del robot móvil mediante un arreglo de 12 cámaras FLEX de Optitrack (vea la sección
A.2), las cuales están conectadas a dos Hub que se comunican con la computadora por
medio del protocolo de comunicación USB para obtener las coordenadas en los ejes X,
Y y el ángulo de orientación del robot móvil respecto a un eje de coordenadas fijo. La
computadora recibe las posiciones reales del robot móvil para ejecutar la ley control y
generar las salidas de dicho control para enviarlas al robot móvil (vea la sección A.1)
por medio de una conexión WiFi (vea la sección A.1). El flujo de datos de la plataforma
experimental se muestra en la figura A.1.2.

A.1. Descripción de los componentes del robot móvil

tipo (2,0) de arquitectura abierta

El prototipo experimental fue construido por el M.C. Rubén Garćıa Sald́ıvar. Este pro-
totipo se compone de un robot móvil tipo (2,0) construido totalmente de aluminio (vea la
figura A.1.1). Cuenta con dos baterias de LiPo, una bateŕıa marca ElectriFly con capaci-
dad de 3350mA a una salida de voltaje de 11.1V para alimentar los actuadores, la segunda
bateŕıa es de marca Duratrax con capacidad de 2A a una salida de voltaje de 7.4V para
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alimentar los circuitos eléctricos y electrónicos (vea la figura A.1.3). En la parte delantera
está equipado con dos ruedas de plástico de 10 cm de diámetro y 4 mm de diamétro para su
eje, una rueda omnidireccional para proporcionarle un punto de apoyo en la parte trasera
(vea la figura A.1.4), además de dos motorreductores eléctricos con tren de engranes de
metal marca Pololu que proporcionan los pares de empuje (vea la figura A.1.5). Algunas
caracteŕısticas eléctricas y mecánicas de los motorreductores se abordan en la sección A.1.1.

El dispositivo que recibe e interpreta los datos provenientes de la PC es una tarje-
ta de Texas Instruments modelo EK-TM4C123GXL, la cual contiene el microcontrolador
TM4C123GH6PM Cortex-M4 (vea la figura A.1.7) que se comunica con el convertidor
digital-analógico (DAC7614) para transformar los datos digitales a voltajes analógicos y
de esta manera poder hacer uso de las tarjetas controladoras de los motorreductores (vea
la figura A.1.6). Las tarjetas controladoras utilizadas son las AZB10A4 marca Advaced
Motion Control que controlan el flujo de corriente en cada motorreductor para asegurar
que los pares aplicados al robot móvil sean los mismos pares calculados previamente por
el controlador en la PC. Por último, la manera en que el robot móvil se comunica con
la computadora es por medio de un módulo WiFly RN-171 marca Roving (vea la figura
A.1.8), el cual nos permite crear una conexión WiFi. Para mayor información acerca del
prototipo experimental consulte el caṕıtulo 3 de [8].

Figura A.1.1: Prototipo experimental: Robot móvil tipo (2,0).

A.1.1. Motorreductor marca Pololu

El motorreductor utilizado para constrir el prototipo experimental cuenta con las si-
guientes caracteŕısticas (vea la figura A.1.5):

Par de salida de 1.2 Nm.

Voltaje de alimentación de 12V.

Corriente nominal de 300mA.
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A.1. DESCRIPCIÓN DE LOS COMPONENTES DEL ROBOT MÓVIL TIPO (2,0) DE
ARQUITECTURA ABIERTA

Figura A.1.2: Flujo de datos de la plataforma experimental.

Velocidad máxima de 200 rpm.

Otras caracteŕısticas de este motorreductor pueden ser consultadas en: Robodacta.com
con el código de art́ıculo: 1444.
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Figura A.1.3: Bateŕıas LiPo usadas en el robot móvil.

Figura A.1.4: Rueda omnidireccional.

A.2. Sensado por visión utilizando el software Moti-

ve: Tracker de OptiTrack

El sistema de visión OptiTrack consta de 12 cámaras FLEX 13 (vea la figura A.2.1)
que emiten luz infrarroja y cuentan con receptores infrarrojos para detectar la posición
en el espacio de trabajo del objeto que reflejo dicha luz infrarroja. El objeto reflejante es
un marcador esférico reflejante de luz infrarroja (Motion Capture Maker de OptiTrack)
o en su defecto, puede ser cualquier objeto que refleje la luz infrarroja como una esféra
de metal cubierta con cinta reflejante. Un cuerpo sólido se conforma de por lo menos tres
marcadores preferentemente distribuidos de manera asimétrica sobre el objeto que se desee
sensar y mediante el software Motive: Tracker es posible obtener el centroide y los 6 grados
de libertad en el espacio de trabajo de dicho cuerpo sólido, es decir, es posible obtener las
coordenadas cartesianas en los ejes X, Y , Z y los tres ángulos de orientación del cuerpo
sólido. Estas coordenadas son mandadas a la computadora mediante un servidor VRPN
utilizando el puerto local 3803. Para mayor información acerca de la comunicación me-
diante un servidor VRPN, consulte el caṕıtulo 3 de [13].

El espacio de trabajo que las cámaras pueden sensar es aproximadamente una área de
4m x 4m, con un error de sensado de una décima de miĺımetro por cada marcador. En la
figura A.2.2 se muestra la interface visual del software Motive: Tracker. El software Motive:
Tracker es gratuito (disponible en: http://www.optitrack.com/products/motive/tracker/ ).
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A.2. SENSADO POR VISIÓN UTILIZANDO EL SOFTWARE MOTIVE: TRACKER DE
OPTITRACK

Figura A.1.5: Motorreductor marca Pololu.

Figura A.1.6: Tarjeta controladora AZB10A4 marca Advaced Motion Control.

Figura A.1.7: Tarjeta de Texas Instruments modelo EK-TM4C123GXL.

Figura A.1.8: Módulo WiFly RN-171 marca Roving.

77
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Figura A.2.1: Cámaras FLEX 13 de OptiTrack.

Figura A.2.2: Interface visual del software Motive:Tracker.
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Seguimiento Robusto de Trayectorias en la
Transportación de Objetos por un Robot

móvil ?

A. Arteaga-Escamilla R. Castro-Linares J. Álvarez-Gallegos

Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional

e-mail: {carteagae,rcastro,jalvarez}@cinvestav.mx

Resumen: En este trabajo se presenta el seguimiento robusto de trayectorias v́ıa modos
deslizantes tanto de primer orden como de orden cero para un robot móvil tipo uniciclo con
distribución de masa no uniforme. Se muestran resultados en simulación para comparar el
desempeño de ambos controladores.

Palabras Clave: Seguimiento robusto de trayectorias, Robot móvil, Modos deslizantes.

1. INTRODUCCIÓN

En los últimos años el problema de la manipulación de
robots móviles para trasladar productos ha sido de gran
interés en la industria, por ejemplo para transportar ma-
teria prima, un producto terminado o algún material pe-
ligroso. En Chocoteco et al. (1958) se muestra el uso
de modelos ultra globales y observadores Proporcional
Integral Generalizados (GPI) en problemas de seguimien-
to de trayectoria con rechazo de perturbaciones activas
para una silla de ruedas utilizando el modelo dinámico
con incertidumbres paramétricas. Mientras que en Garćıa
et al. (2014) se muestra el seguimiento de trayectoria de
un uniciclo con distribución de masa no uniforme. Un
esquema de control muy útil para controlar el movimiento
de los robots móviles transportadores ha sido el algoritmo
de control por modos deslizantes; ya sea que se pretenda
tener un seguimiento robusto de trayectoria o resolver el
problema de regulación, el algoritmo de control por modos
deslizantes es ampliamente aplicable a la mayoŕıa de los
robots móviles. Por otro lado, los modos deslizantes han
sido estudiados desde hace varios años. En particular en
Elmali et al. (1991) se propone el algoritmo de control
por modos deslizantes de primer orden, donde la superficie
deslizante es una ecuación diferencial de primer orden, la
cual se aplica a sistemas no lineales con múltiples entradas
y múltiples salidas (MIMO) para resolver el problema de
seguimiento robusto de trayectorias.

En este art́ıculo se estudia el problema de seguimiento
robusto de trayectorias de un uniciclo con distribución
de masa no uniforme utilizando su modelo dinámico. Se
propone una ley de control por modos deslizantes de orden
cero o de primer orden. Ambas leyes de control son robus-
tas debido a que pueden eliminar los efectos en la salida
del sistema causados por incertidumbres paramétricas en
el modelo o por perturbaciones externas. La principal
contribución de este art́ıculo es la propuesta de las leyes
de control antes mencionadas para la solución al problema

? El primer autor es becario de CONACyT, México.

de seguimiento robusto de trayectorias por un robot móvil
tipo uniciclo con distribución de masa no uniforme.

Este art́ıculo está organizado de la siguiente manera: en
la Sección 2, se obtiene el modelo dinámico y cinemático
del robot móvil tipo uniciclo con distribución de masa no
uniforme y su representación en variables de estado. En
la Sección 3, se realiza el diseño de los controladores por
modos deslizantes de primer orden y de orden cero. En la
Sección 4, se presentan los resultados en simulación para
verificar el desempeño de ambos controladores. Finalmen-
te, las conclusiones se presentan en la Sección 5.

2. MODELO DE UN UNICICLO CON
DISTRIBUCIÓN DE MASA NO UNIFORME

2.1 Coordenadas de postura del uniciclo

En este trabajo se asume que el robot móvil se mueve en
un plano horizontal y que sus ruedas son indeformables.
Además, se supone también que las ruedas están perfec-
tamente en posición vertical, rotan alrededor de su eje
horizontal y la orientación del plano de cada rueda está fijo
respecto al cuerpo del robot. La posición del robot en el
plano se muestra en la Fig. 1. El marco base de referencia
inercial arbitrario a está fijo en el plano de movimiento,
mientras que el marco m está adjunto al robot móvil. Las
coordenadas de postura del robot móvil están definidas
como

q = [ x0 y0 θ ]
T
,

donde x0, y0 y θ son la posición en x, y y el ángulo de
orientación del móvil respecto al eje de coordenadas fijo,
respectivamente.

2.2 Modelo cinemático de un robot móvil tipo uniciclo con
distribución de masa no uniforme

La figura 2 muestra el robot uniciclo con distribución de
masa no uniforme, donde P0 es el punto medio entre las
ruedas y está sobre el eje de simetŕıa del móvil, l es la
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Figura 1. Coordenadas de postura del robot móvil.

mitad de la distancia entre las ruedas, d es la distancia
del punto P0 al centro de masa, Pcm. r es el radio de cada
rueda y γ es el ángulo de inclinación del centro de masa
respecto al eje de simetŕıa. v y w son la velocidad lineal
y angular del móvil, respectivamente; mientras que wl y
wr son las velocidades angulares de la rueda izquierda y
derecha, respectivamente. En este trabajo se considera que
la distancia d y el ángulo de inclinación γ son constantes.
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Figura 2. Velocidad lineal y angular del robot móvil.

Para obtener la velocidad del centro de masa Pcm, se
emplea la siguiente ecuación (véase la figura 2) Canudas
et al. (1996):

vcm = v + w × d (1)

donde × es el producto cruz de vectores y

v = [ vcosθ vsenθ 0 ]
T
, (2)

w = [ 0 0 w ]
T
, (3)

d = [ dcos(θ + γ) dsen(θ + γ) 0 ]
T
. (4)

Sustituyendo las ecuaciones (2), (3) y (4) en (1), se tiene
que

vcm =

[
ẋcm
ẏcm
żcm

]
=

[
vcosθ − dsen(θ + γ)w
vsenθ + dcos(θ + γ)w

0

]
. (5)

Por otro lado, el modelo cinemático del robot móvil tipo
uniciclo con distribución de masa no uniforme está dado
por (Canudas et al. (1996))

q̇ = S(q)η, (6)

con

S(q) =

[
cosθ −dsen(θ + γ)
senθ dcos(θ + γ)

0 1

]
, (7)

donde q̇ es la derivada del vector de coordenadas de

postura y η = [ v w ]
T

son las entradas de control
relacionadas a las velocidades. El modelo cinemático (6) se
utiliza para obtener el modelo dinámico del robot móvil.

2.3 Modelo dinámico de un robot móvil tipo uniciclo con
distribución de masa no uniforme

Usando la formulación de Lagrange, el modelo dinámico
del uniciclo está descrito por

d

dt

(
∂K

∂q̇i

)
− ∂K

∂qi
= Qi − a1iλ, i = 1, 2, 3, (8)

siendo q1, q2 y q3 las componentes del vector de postura.
K es la enerǵıa cinética, Qi son los pares de entrada al
sistema, a1i son los elementos de la matriz de restricciones
no holónomas y λ es un multiplicador de Lagrange. La
enerǵıa cinética del robot está dada por

K =
1

2
mvTcmvcm +

1

2
Iz θ̇

2, (9)

donde m e Iz son la masa y el momento de inercia del
robot móvil respecto al eje Z, respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (5) y (2) en (9) se obtiene

K =
1

2
m[ẋ20+ẏ20+d2θ̇2−2dsen(θ+γ)ẋ0θ̇+2dcos(θ+γ)ẏ0θ̇]

+
1

2
Iz θ̇

2

En la figura 3 se muestran los pares generados por las
ruedas y las fuerzas aplicadas al sistema. τl y τr son los
pares izquierdo y derecho, respectivamente, generados por
los actuadores en las ruedas y se pueden escribir en forma
matricial como

Qx0 =
τl
r
cosθ +

τr
r
cosθ

Qy0 =
τl
r
senθ +

τr
r
senθ

Qθ = −τl
r
l +

τr
r
l

l

d

τr
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Figura 3. Fuerzas aplicadas al robot móvil.

Haciendo los cálculos correspondentes de la ecuación (8),
se obtiene el modelo dinámico del robot móvil tipo uniciclo
con distribución de masa no uniforme dado por

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ = B(q)τ −ATr (q)λ (10)

donde Ar es la matriz de restricciones no holónomas dada
por (Garćıa et al. (2014)):

Ar = [−senθ cosθ −dcosγ ]

Por otro lado, la matriz S(q) dada por (7) es tal que sus
columnas se encuentran en el espacio nulo de Ar(q) como
se muestra en Garćıa et al. (2014), de tal modo que



ST (q)ATr = 0.

A partir de (6) se tiene que

q̈ = Sη̇ + Ṡη. (11)

Sustituyendo (6) y (11) en (10) y pre multiplicando por
ST se obtiene

ST [M(Sη̇ + Ṡη) + C(Sη) = Bτ −ATr λ].

De manera que el modelo dinámico está dado por

M̄η̇ + C̄η = B̄τ, (12)

con

M̄ = STMS =

[
m −2mdsen(γ)

−2mdsen(γ) 4md2 + Iz

]
,

C̄ = STMṠ + STCS,

C̄ =

[
0 −2mdcos(γ)θ̇

2mdcos(γ)θ̇ 0

]
,

B̄ = STB =
1

r

[
1 1

−dsen(γ)− l −dsen(γ) + l

]
,

τ = [ τl τr ] .
T

Se puede tener una representación en variables de estado
del sistema dado por la ecuación (12), al definir el vector
de estados como

x =




x1
x2
x3
x4
x5


 =




x0
y0
θ
v
w


 =

[
q
η

]
.

Utilizando la ecuación (6), se tiene que

ẋ =

[
q̇
η̇

]
=

[
Sη
η̇

]
.

Por otro lado, de la ecuación (12) se obtiene

η̇ = M̄−1[−C̄η + B̄τ ].

El sistema no lineal (12) puede entonces escribirse como

ẋ = f̄(x) + ḡ(x)τ, (13)

donde

f̄(x) =

[
Sη

−M̄−1C̄η

]
,

ḡ(x) =

[
0

M̄−1B̄

]
.

Al utilizar una retroalimentación de estados de la forma

τ = B̄−1(q)[M̄(q)u+ C̄(q, q̇)η],

se obtiene el modelo dinámico de postura del robot móvil
tipo uniciclo mostrado en la figura 3 dado por

q̇ = S(q)η

η̇ = u

donde

u = [ u1 u2 ]
T

= [ v̇ ẇ ]
T
,

son nuevas entradas de control (la aceleración lineal y
angular). La representación del sistema en variables de
estado toma entonces la forma

ẋ = f(x) + g1u1 + g2u2 (14)

con

f(x) =




x4cos(x3)− dx5sen(x3 + γ)
x4sen(x3) + dx5cos(x3 + γ)

x5
0
0




y = [ y1 y2 ]
T

= [ h1(x) h2(x) ]
T

= [ x1 x2 ]
T

g1 = [ 0 0 0 1 0 ]
T
, g2 = [ 0 0 0 0 1 ]

T

El sistema (14) tiene dos entradas y dos salidas y se puede
verificar que

LgjL
k
fhi(x) = 0, para j = 1, 2; i = 1, 2; k = 0, 1,

donde Lab(x) denota la derivada de Lie de la función b(x)
a lo largo del vector a(x). La matriz de desacoplamiento
está dada por

A(x) =

[
Lg1Lfh1(x) Lg2Lfh1(x)
Lg1Lfh2(x) Lg2Lfh2(x)

]
,

=

[
cos(x3) −dsen(x3 + γ)
sen(x3) dcos(x3 + γ)

]
,

con

det(A) = d[cos(x3)cos(x3 + γ) + sen(x3)sen(x3 + γ)]

= dcos(γ).

A(x) es no singular cuando cos(γ) 6= 0 y d 6= 0. Estas con-
diciones se satisfacen al suponer que el objeto transportado
permanece en la parte delantera del robot móvil, es decir,
el ángulo γ 6= π/2 o que el centro de masa del robot móvil
no está en el punto medio entre las ruedas, es decir, d 6= 0.
Si el centro de masa del robot móvil estuviera sobre el eje
de rotación de las ruedas, probablemente el robot móvil
volcaŕıa. Entonces de acuerdo a Isidori (1989) el sistema
(14) tiene un vector de grado relativo {r1, r2} = {2, 2}. De
esta manera se puede hacer la asignación

ÿ = b+Au = vaux, (15)

donde vaux es un control auxiliar que se definirá posterior-
mente y el vector b(x) está dado por

b(x) =

[
L2
fh1(x)

L2
fh2(x)

]

=

[
−x4x5sen(x3)− dx25cos(x3 + γ)
x4x5cos(x3)− dx25sen(x3 + γ)

]
.

3. CONTROLADOR POR MODOS DESLIZANTES

Para conseguir una acción de control por modos desli-
zantes es necesario definir una ecuación en función de
los estados (superficie deslizante), cuya derivada contenga
alguna componente de la señal de control, es decir, que el
grado relativo de la superficie deslizante sea 1.



En el caso de un control por modos deslizantes de orden
cero, la superficie deslizante es una ecuación algebraica, en
la cuál no se involuca ninguna derivada de dicha superficie
deslizante (Elmali et al. (1991)).

Debido a que el sistema descrito por la ecuación (14) es
un sistema no lineal con dos entradas-dos salidas, entonces
se tienen dos superficies deslizantes y como la matriz de
desacoplamiento A(x) es no singular, entonces el sistema
está desacoplado y las superficies deslizantes se pueden
tratar por separado. Se definen los errores de seguimiento
como

e1 = (yd1 − y1), e2 = (yd2 − y2),

donde yd1 y yd2 son las salidas deseadas. Se definen
entonces los vectores y matrices siguientes:

e = [ e1 e2 ]
T , y = [ y1 y2 ]

T , yd = [ yd1 yd2 ]
T

s = [ s1 s2 ]
T , sgn(s) = [ sgn(s1) sgn(s2) ]

T

k1 =

[
k11 0
0 k21

]
, k0 =

[
k10 0
0 k20

]
, z0 =

[
z10 0
0 z20

]
,

donde e es el vector de error de seguimiento, s es
el vector de superficies deslizantes, sgn(s) es el vec-
tor de funciones signo para las superficies deslizantes y
k11, k21, k10, k20, z10, z20 son constantes reales positivas.

Las superficies deslizantes de orden cero se definen como
(Utkin (1992))

s1(x) = ė1 + kc1e1 = 0, s2(x) = ė2 + kc2e2 = 0,

donde kc1 y kc2 son constantes reales positivas.

El vector s se puede escribir como

s(x) = ė+ kce = 0 (16)

donde kc =

[
kc1 0
0 kc2

]
.

Considérese la siguiente función candidata de Lyapunov
(Utkin (1992)):

V =
1

2
(sT s), (17)

al derivar (17) se debe satisfacer que

V̇ = sT ṡ < 0. (18)

Derivando (16) y sustituyendola en (18) se tiene que

V̇ = sT (ë+ kcė) = sT (ÿd − vaux + kcė) < 0, (19)

definiendo el control auxiliar vaux como

vaux = ÿd + kcė+Wsgn(s), (20)

y sustituyendolo en (19), finalmente se obtiene

V̇ = sT [−Wsgn(s)] = −W [|s1|+ |s2|] < 0,

el análisis anterior demuestra la estabilidad del sistema
en lazo cerrado. Al utilizar la ecuación (15) se obtiene el
control

u = A−1[vaux − b] = A−1[ÿd + kcė+Wsgn(s)− b].

A diferencia del control por modos deslizantes de orden
cero, en el caso de un control por modos deslizantes de
primer orden, la superficie deslizante no es una ecuación
algebraica, sino una ecuación diferencial de primer orden

(Elmali et al. (1991)), en la cuál se involuca la superficie
deslizante s y su primera derivada ṡ. Se propone entonces
una superficie deslizante de primer orden dada por

ṡ+ z0s = ė+ k1e+ k0

∫
e = 0. (21)

Al derivar la ecuación (21) con respecto al tiempo, se tiene
que

s̈+ z0ṡ = ÿd − ÿ + k1ė+ k0e, (22)

y sustituyendo la ecuación (15) en (22) se obtiene

s̈ = ÿd − vaux + k1ė+ k0e− z0ṡ. (23)

Al considerar la siguiente función candidata de Lyapunov
(Elmali et al. (1991)):

V =
1

2
(ṡT ṡ+ sTΩs), (24)

donde Ω =

[
Ω1 0
0 Ω2

]
, Ω1 > 0, Ω2 > 0 son constantes

reales, se tiene que para garantizar que s y ṡ sean atractivas
se debe satisfacer

V̇ = ṡT (s̈+ Ωs) < 0. (25)

Sustituyendo (23) en (25) se tiene que

ṡT (ÿd − vaux + k1ė+ k0e− z0ṡ+ Ωs) < 0, (26)

se define entonces el control auxiliar vaux como

vaux = ÿd + k1ė+ k0e− z0ṡ+ Ωs+Wsgn(ṡ), (27)

donde W =

[
W1 0
0 W2

]
, W1 > 0, W2 > 0 son constantes

reales, y sustituyendo (27) en (26) se tiene que

V̇ = ṡT [−Wsgn(ṡ)] < 0

V̇ = −W [|ṡ1|+ |ṡ2|] < 0.

Con el análisis anterior se demuestra la estabilidad del
sistema en lazo cerrado. Al utilizar la ecuación (15) se
obtiene finalmente el control

u = A−1[vaux − b]
u = A−1[ÿd + k1ė+ k0e− z0ṡ+ Ωs+Wsgn(ṡ)− b]

Las funciones sgn(ṡ) y sgn(s) se sustituirán por una
función que sea más suave, una función de saturación
definida como

sat(ṡ) =

{
1, ṡ > ε

(1/ε)ṡ, −ε ≤ ṡ ≤ ε
−1, ṡ < −ε

4. RESULTADOS EN SIMULACIÓN

Las siguientes simulaciones numéricas se realizaron para
un robot móvil tipo uniciclo con distribución de masa no
uniforme. Como se menciona al principio de este trabajo,
se supone que la posición del centro de masa del móvil no
está variando. El tiempo total de simulación es 50 segundos
cuando la trayectoria deseada es un ćırculo y 100 segundos
cuando la trayectoria deseada es una lemniscata. En ambas
simulaciones, a los 30 segundos se aplica una perturbación
externa durante 1 segundo en los estados y y w.
Los parámetros del robot móvil son d = 0,1m, r = 0,065m,
l = 0,13m, Iz = 0,08kgm2, γ = 0,15 rad, cuya masa
considerando un objeto transportado es m = 5,25 kg.



Las posiciones iniciales del móvil son x = 0m, y = 0m,
θ = 0 rad cuando la trayectoria deseada es un ćırculo y
las posiciones iniciales del móvil son x = 0m, y = 0,5m,
θ = 0 rad cuando la trayectoria deseada es una lemniscata.
Las constantes de proporcionalidad son k11 = k21 = 0,8,
k10 = k20 = 0,3, los coeficientes de proporción son kc1 =
kc2 = 1,4, los ceros de la superficie deslizante de segundo
orden son z10 = z20 = 0,3, los factores de proporcionalidad
son Ω1 = Ω2 = 0,001, los factores de discontinuidad son
W1 = W2 = 0,2, la pendiente de la función de saturación
en ambos controladores es 1/ε = 10. Los parámetros
del ćırculo son xd = sen(2πt/50), yd = cos(2πt/50); los
parámetros de la lemniscata son xd = 1,6sen(2πt/100),
yd = 0,8sen(4πt/100). A fin de tener una simulación más
acorde con el valor experimental, los pares aplicados al
sistema en ambas simulaciones se acotaron a 0.1 Nm.

En la figura 4 se observa el desempeño del control por mo-
dos deslizantes de primer orden (HOSM) y del control por
modos deslizantes de orden cero (SM) en el seguimiento
de un ćırculo. En la figura 5 se muestran las velocidades
angulares generadas al utilizar ambos controladores. En la
figura 6 se muestran los errores de seguimiento utilizando
el control (HOSM) y en la figura 7 se muestran los errores
de seguimiento utilizando el control (SM).
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Figura 4. Trayectoria en el plano.
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En la figura 8 se observa el desempeño de ambos controla-
dores al seguir una lemniscata. En la figura 9 se muestra
la comparación de la velocidad angular del robot móvil al
utilizar ambos controladores. En la figura 10 se observan
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Figura 6. Errores de seguimiento (HOSM).
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Figura 7. Errores de seguimiento (SM).

los errores de seguimiento al utilizar el control (HOSM)
y en la figura 11 los errores de seguimiento al utilizar el
control (SM).
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Figura 8. Trayectoria en el plano.

4.1 Análisis de los resultados

En la figura 4 se observa que utilizando el control (HOSM)
se tiene un sobre impulso grande al inicio del recorrido,
pero no oscila tanto cuando se está cerca de la trayectoria
ni durante el seguimiento de la misma, también se alcanza
más rápido la trayectoria deseada después de que se
introduce una perturbación, a diferencia del desempeño del
control (SM) que oscila bastante al iniciar el seguimiento
y después de aplicada la perturbación externa. En ambos
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casos se comprueba la robustez de los controladores. En
la figura 5 se observa que utilizando el control (HOSM)
la velocidad angular del robot móvil está acotada y es
menor que la velocidad angular del robot móvil al aplicar
el control (SM). En la figura 6 se observa que utilizando
el control (HOSM) los errores de seguimiento son casi
cero, los errores de seguimiento al utilizar el control (SM)
también son cercanos a cero como se muestran en la figura
7.

En la figura 8 se observa que utilizando el control (HOSM)
se consigue un mejor seguimiento de trayectoria que al
utilizar un control (SM) donde se tiene más oscilaciones
durante el seguimiento de trayectoria. En ambos contro-
ladores se observa la robustez de éstos al regresar a la
trayectoria deseada después de que se aplicó una pertur-
bación externa. En la figura 9 se observa que al utilizar

el control (HOSM), la velocidad angular del robot móvil
está acotada y oscila mucho menos que al utilizar el control
(SM). En la figura 10 se observa que utilizando el control
(HOSM) los errores de seguimiento son un poco menores
que los errores de seguimiento al utilizar el control (SM)
como se muestran en la figura 11.

5. CONCLUSIONES

Utilizar un control por modos deslizantes de orden cero no
es suficiente para resolver el problema planteado, debido
a que se tienen más oscilaciones durante en el seguimiento
de trayectoria y ésto causará que el objeto transportado se
mueva mucho sobre el uniciclo. El desempeño del controla-
dor por modos deslizantes de primer orden es mejor que el
desempeño del controlador por modos deslizantes de orden
cero en el sentido que al utilizar el primer controlador no
se tienen oscilaciones tan grandes durante el recorrido, por
otra parte, se tienen más constantes que sintonizar y esto
hace más dif́ıcil de implementar en un prototipo real.

REFERENCIAS

Campion, G., Bastin, G., D’ Andréa-Novle, B. (1996).
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