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Resumen

En el presente trabajo de tesis se presenta la dindmica del helicoptero a escala reducida,
esta considera al fuselaje, al rotor principal, la barra estabilizadora, los efectos aerodinamicos
del rotor principal y de cola, y la potencia del motor. Posteriormente, se realizan una reducir
del modelo con la finalidad de obtener la dindmica longitudinal del helicéptero.

Un control no lineal es propuesto para controlar la dinamica longitudinal del helicopte-
ro. El esquema de control estd basado en un procedimiento de retroalimentacion estatica.
Ademas, las caracteristicas de la planitud diferencial de la dindmica longitudinal del he-
licéptero son empleados para el diseno del seguimiento una trayectoria deseada.

Por otro parte, se propone utilizar un punto de virtual en la parte superior del helicéptero
para que su posiciéon sea la salida del sistema. Posteriormente, se realiza una linealizacion
al sistema por retroalimentacion estatica de estados; dando como resultado, una dindmica
interna de fase no minima, la cual es estabilizada a partir de la técnica de seguimiento de
ruta.

Respecto a la etapa de electronica, se describe la instrumentacién empleada para la medi-
cion de la posicion, orientaciéon y velocidades angulares, asimismo se expone los dispositivos
empleados para la transmision de datos entre el helicoptero y la estacién de tierra. Aunado
a esto, se muestra el acondicionamiento de la senal de control con respecto a los actuadores.
Por 1ltimo, se muestran la implementa una estrategia de control para aumentar el amorti-
guamiento de la aeronave.
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Abstract

In the present work of thesis presents the dynamics of a small scale helicopter, this consi-
ders the fuselage, the main rotor, the stabilizer bar, aecrodynamic effects of the main and tail
rotor, and the power of the engine. Subsequently, a reduction of the model is made in order
to obtain the longitudinal dynamics of the helicopter.

A nonlinear control is proposed to control the longitudinal dynamics of the helicopter.
The control scheme is based on a static feedback procedure. In addition, the characteristics
of the differential flatness of the longitudinal dynamics of the helicopter are employed for the
design of the tracking a desired trajectory.

On the other hand, it is proposed to use a virtual point on the top of the helicopter
so that its position is the exit of the system. Subsequently, a linearization to the system
is performed by static feedback of states; Resulting in an internal dynamic of not minimal
phase, which is stabilized from the route tracking technique. Regarding the electronics stage,
the instrumentation used for the measurement of position, orientation and angular velocities
is described, as well as the devices used for the transmission of data between the helicopter
and the ground station. In addition to this, the conditioning of the control signal with respect
to the actuators is shown. Finally, they are shown to be implemented a control strategy to
increase the damping of the aircraft.
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Capitulo 1

Introduccién al proyecto del
helicoptero a escala reducida

1.1. Introduccion

En los tdltimos anos, una gran cantidad de investigadores de diferentes areas de la in-
genieria han puesto su atencién sobre los vehiculos aéreos no tripulados (VANTS) debido a
sus aplicaciones en distintos sectores econémicos y sociales. Las aplicaciones mas comunes de
los VANTSs son las maniobras de busqueda y rescate, seguridad, fotografia georeferenciada,
manufactura, entretenimiento, supervision y vigilancia entre otros.

Los avances cientificos y tecnolégicos en VANTSs son producto del desarrollo de nuevos
materiales para su manufactura, novedosas configuraciones en la arquitectura de las aerona-
ves, miniaturizacién de sensores y actuadores, aparicién de dispositivos logicos programables
con mayor capacidad de procesamiento, asi como innovadoras estrategias de control lineal y
no lineal.

Los VANTSs se pueden encontrar de diferentes formas y aspectos, dando lugar a tres
categorias con base a la forma en que se produce la fuerza de sustentacién de la aeronave:
vehiculos mas ligeros que el aire (aerdstatos), aeronaves de ala fija y aeronaves de ala rotatoria.
Los aerdstatos se caracterizan por contener un fluido de menor densidad que el aire; por
ejemplo, hidrogeno, helio o aire caliente; este grupo de vehiculos esta conformado por los
dirigibles y globos aerostaticos. Las aeronaves de ala fija se caracterizan por tener el ala
sujeta al resto de los elementos de la aeronave; producen una sustentacion al desplazarse a
una velocidad relativa respecto al aire; entre los exponentes de estos grupos se encuentran los
aeroplanos, planeadores, ala delta, parapentes y ultraligeros. Las aeronaves de ala rotatoria
se consideran aquellas maquinas cuya ala o grupos de alas giran alrededor de un eje fijo a la
estructura mecéanica, generando de este modo la sustentacion. Las diferentes configuraciones
de los vehiculos de ala rotativa se basan en el niimero y la posicion de los rotores principales,
dando lugar a los siguientes tipos de naves: un solo rotor, rotores en tandem, rotor coaxial,
cuatrirotores y rotores transversales [1]. Las ventajas de estas aeronaves son los modos de
vuelo que desempenan, por ejempo el despegue y aterrizaje vertical, el vuelo estacionario y
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su capacidad de moverse en todas las direcciones.

Las aeronaves de ala rotativa con un rotor principal se clasifican en helicopteros de escala
completa y helicépteros a escala reducida. Los primeros se refieren a las aeronaves capaces de
transportar a personas, mientras que los helicopteros de escala reducida son aquellos capaces
de cargar hasta 60 kg como méximo. Este trabajo se orienta a las aeronaves de un solo rotor
a escala reducida.

1.2. Revision bibliografica

Los helicopteros a escala reducida son de interés para validar nuevas técnicas de control,
y al mismo tiempo son la mejor plataforma aérea para ciertas misiones. En la literatura, fre-
cuentemente se muestran varias estrategias de control basadas en el modelo no lineal o lineal
de la aeronave; cuya representacion matematica de la dinamica es ajustada o simplemente
se restringen ciertos movimientos de la aeronave para facilitar el diseno de la estrategia de
control.

Otro aspecto es la instrumentacién de la plataforma experimental (helicéptero de aero-
modelismo) debido a su importancia en el desempeno de la implementacién de la técnicas
de control. En los trabajos reportados en la literatura se describe una configuracion basica
sobre la arquitectura de instrumentaciéon, y dependiendo de la tarea a realizar por parte del
aeronave, se anaden distintos sensores y actuadores.

A continuacién, se presenta una revision bibliografica de los desarrollos del helicoptero
sobre las técnicas de control, configuraciones de la instrumentacién y los modelos dinamicos.

1.2.1. Revision bibliografica del modelado dinamico del helicopte-
ro a escala reducida

El comportamiento dindamico de un sistema se representa mediante expresiones matemati-
cas basadas en leyes fisicas; también se puede representar su comportamiento a través de
grafos con base a la energia del sistema y el flujo de ésta. Otra forma de describir la dinamica
es de una forma lingliistica basada en reglas légicas. El interés de este trabajo es emplear
modelos matematicos para describir el comportamiento del helicéptero, por lo tanto se realizo
una revision de los modelos utilizados por los diferentes investigadores.

En la literatura se muestran diferentes modelos matematicos, algunos de forma detallada
y otros de forma simple; esto depende de la finalidad del uso del modelo, ya que se puede
emplear para cuestiones de efectos aerodinamicos, vibraciones, navegacién auténoma, entre
otros propositos. En este trabajo se empleara el modelo dinamico bajo una perspectiva de
control con el fin de lograr el vuelo auténomo.

El helicoptero a escala reducida esta constituido de varios subsistemas, los cuales se divi-
den en fuselaje, rotor principal, rotor de cola, barra estabilizadora y motor. Cada una de estas
partes describe la dinamica del helicoptero, por ejemplo la dindmica del fuselaje describe los
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movimientos de traslacién y rotacién de la aeronave. El modelo del rotor describe la inclina-
cién de la trayectoria de la punta de pala (plano de cono) a través de las entradas ciclicas:
longitudinal y lateral. La dinamica de la barra estabilizadora representa la sensibilidad de
los mandos de entrada hacia la dinamica del rotor principal y en consecuencia al fuselaje.

En la literatura se encuentran diferentes tipos de modelos dinamicos del helicoptero a
escala reducida, la diferencia entre los diversos modelos dindmicos reportados en la literatura
reside en el nimero de subsistemas que se consideran. Esta simplificacion tiene el objetivo
de facilitar la implementacién de ciertas técnicas de control.

Otro aspecto es la notacién de las variables debido a que cada autor utiliza diferente
notacion en algunas variables. Por ejemplo, ¥ es usada para denotar a la matriz que rela-
ciona las velocidades angulares y los dngulos de Euler en [2] mientras que ¥ es usada para
denotar la posicién de las palas del rotor principal en [3] y [4]. Otro ejemplo, se muestra en [5]
donde el angulo de cabeceo y los dngulos de Euler son presentados con el mismo simbolo de 6.

Uno de los primeros modelos del helicoptero a escala completa fue reportado por [5], el
cual incluye los movimientos de traslacion y rotacion, asi como los fenémenos aerodinamicos
que producen la sustentacién y arrastre de la aeronave. En [6] se presenta un modelo con
mayor detalle en la dinamica al anadir la dinamica del rotor que abarca la rotacién del rotor,
el cabeceo, aleteo y las deflexiones de las palas. Este modelo estda muy detallado y complejo
para ser usado en el diseno de una técnica de control; por esta razon, varios autores han
simplificado la dindamica del helicoptero.

Aunado a esto, el modelo dindmico del helicéptero de escala completa es empleado para
representar el comportamiento de las aeronaves de aéreomodelismo; sin embargo, sus dinami-
cas tienen ciertas diferencias a pesar de que ambos sistemas son similares.

Las diferencias principales entre los helicopteros a escala completa y reducida se mencio-
nan a continuacion con base al trabajo de [7]:

= La relacién entre la masa del fuselaje y las palas del rotor es mucho mas elevada en el
helicéptero a escala reducida a comparacién del helicoptero a escala completa.

= En el rotor principal, la velocidad angular de un helicéptero a escala reducida es mas
elevada que en un helicoptero a escala completa.

= La mayoria de los helicopteros a escala reducida presentan una rigidez alta entre la
union de las palas del rotor principal con el mastil en comparacién de los helicopteros
a escala completa. A excepcion si el rotor del helicéptero a escala reducida cuenta con
una articulacion de aleteo.

Anteriormente se habia mencionado que algunos modelos son obtenidos al simplificar o
eliminar ciertos subsistemas, tal es el caso de [8] donde simplifican la dinamica de un he-
licoptero de escala completa hasta la dinamica longitudinal. Este modelo no contempla la
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dindmica del rotor, solamente considera las componentes del empuje.

En [9] se muestra la dindmica del helicéptero a escala reducida en un espacio de tres di-
mensiones al incluir los movimientos longitudinal, vertical y lateral, asi como sus respectivas
rotaciones en cada eje. El rotor principal contempla el aleteo de las palas y las entradas de
mando ciclicas: lateral y longitudinal. El modelo de la barra estabilizadora es incrustado en
la dinamica del helicptero para representar la reduccion de la sensibilidad hacia las entradas
de los mandos ciclicos. El empuje es representado como una fuerza cuya direccion depende
de la inclinacion de la trayectoria de la punta de pala. Posteriormente, se realizan dos cam-
bios al estimar a la dindmica del rotor de cola como una funciéon de transferencia de primer
orden y de igual manera la dindmica que describe el movimiento vertical de la aeronave es
representada por una ecuacion diferencial lineal de primer orden. En [10] se utiliza el mismo
modelo de [9], sin embargo la barra estabilizadora no se incluye.

Otro modelo dindmico del helicéptero se presenta en [11], donde la dindmica del fuselaje
es considerada asi como la mayoria de las fuerzas y pares externos, tales como el empuje,
el par de reaccion del rotor principal y de cola, y la rigidez del rotor principal. Ademas la
orientacién del empuje se expresa en funcién de la inclinacién de la trayectoria de la punta
de pala. El par de reaccién se considera en el modelo, pero la dindmica del rotor se desprecia.
Un modelo similar se muestra en [2] con la diferencia de que la ecuacién del empuje depen-
den del mando colectivo. El modelo mostrado en [12] es esencialmente el mismo que en [2],
se considera el movimiento del subsistema de fuselaje con respecto al marco de referencia
inercial, el empuje depende de los efectos aerodinamicos, la velocidad del rotor y el angulo
de cabeceo. La orientacién del empuje depende de la inclinacién de la trayectoria de la punta
de pala, la cual se describe por el subsistema del rotor principal. La constante de tiempo de
la ecuacion del rotor principal considera los efectos provocados por la barra estabilizadora.
Ademas, los pares se dividen en dos grupos: los pares debido a las componentes del empuje
del rotor principal y los pares provocados por los pares de reaccion y la rigidez entre mastil
con las palas. La contribucion de este modelo es la incorporacion de una planta de potencia
mediante una ecuacion algebraica.

En [13] se muestra un modelo bastante completo al incluir los productos de inercia en la
dinamica de rotacion del fuselaje ya que el helicoptero solamente tiene un plano de simetria.
La dindmica del rotor principal y la barra estabilizadora se incluyen en el modelo considerando
los mandos ciclicos y la relacion de avance. Ademas se incorporan la dindmica de influencia
del rotor y la correccién en la respuesta de un eje asimétrico.

1.2.2. Técnicas de control aplicados a un helicéptero

Durante los anos recientes, se han implementado diferentes estrategias de control lineal,
no lineal e inteligente con la finalidad de lograr el vuelo auténomo del helicéptero a escala
reducida. El interés de controlar este tipo de aeronaves desde un punto de vista abstracto,
es el trabajar con sus caracteristicas dinamicas del modelo ya que es no lineal y subactuado.
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Técnicas de control lineal

En la literatura se encuentran bastantes trabajos relacionados con el diseno de las estrate-
gias de control para la navegacién del helicoptero a escala completa y reducida. La estrategia
de control se desarrolla a partir del modelo lineal del sistema con el objetivo de mantener al
helicoptero en un vuelo estacionario o en un vuelo traslacional a baja velocidad.

En la referencia [14] se presenta un control PD para regular la orientacién de un helicépte-
ro. La dinamica rotacional del helicéptero se modela en el dominio de la frecuencia como tres
subsistemas SISO sin acoplamiento. Los experimentos se realizaron en una plataforma ancla-
da para reducir los grados de libertad de seis a tres. Los resultados experimentales muestran
una pequena oscilacion para el vuelo estacionario.

La técnica de control regulador cuadrdtico lineal (LQR) ha sido utilizado por varios auto-
res. Por ejemplo [15], [16], [17]. En el primer trabajo se aplica el controlador al modelo lineal
del fuselaje del helicéptero, en este, los efectos aerodinamicos se desprecian. El control se
aplica para seguir una trayectoria en un plano horizontal con respecto al marco de referencia
inercial y mediante simulaciones se muestra su comportamiento. En el segundo trabajo utiliza
también un controlador LQR que consiste en tres subsistemas: un controlador de retroalimen-
tacién de estados (se encarga de minimizar el indice de desempeno), un integrador de estados
(compensa las velocidades traslacionales que estan referidas al eje cuerpo) y un controlador
PI para controlar la posicion del vehiculo. Los resultados son evaluados en simulacién. En
el tercer trabajo consideran al helicptero anclado a una plataforma para tener 3 grados de
libertad. Se aplica el controlador LQR suponiendo condiciones ideales, después se aplica el
controlador al sistema con incertidumbres parametricas y finalmente se realizan pruebas con
pertubaciones. Los resultados son evaluados mediante simulaciones niimericas

En [18] se propone utilizar tres lazos de control: un controlador interno para la orienta-
cién, un controlador intermedio para las velocidades lineales y un controlador externo para
la posicién con el objetivo de mantener a la aeronave en un vuelo estacionario. Los lazos de
control utilizan un algoritmo PID. Esta técnica de control debe considerar la ubicacién de los
polos para que el lazo cerrado de control de orientacién sea mas rapido que el lazo de control
intermedio. Esta division de escalas de tiempo se verifica a través de resultados de simulacion.

En [19] se propone utilizar una retroalimentacién estética de las salidas basados en térmi-
nos de dos desigualdades de matrices acopladas. La plataforma experimental es un helicoptero
Bell 205, del cual se linealiza su modelo dindmico para el vuelo estacionario, se considera co-
mo salida la orientacion de la aeronave. El modelo es transformado en dos matrices desiguales
acopladas y posteriormente, se disena un controlador H,, para buscar los pesos adecuados
para un regulador PI. Por otro lado, en [20] utilizan un procedimiento de formacién de lazo
por H,, optimizado basado en factores coprimos. Este enfoque es para garantizar la esta-
bilidad del sistema ante perturbaciones. Las simulaciones muestran un seguimiento para el
movimiento longitudinal, sin embargo el movimiento lateral presenta desviaciones considera-
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bles.

En [2] se disena un controlador basado en planitud diferencial. Al igual que en otros tra-
bajos, se consideran dos lazos de control: un lazo cerrado externo y uno interno. El primero
controla la posicion y el segundo lazo controla la orientacién del sistema. Posteriormente, se
linealiza la dinamica del sistema y desprecian los efectos de acoplamiento entre los momen-
tos de cabeceo y balanceo, y las fuerzas longitudinales y laterales, logrando asi un sistema
aproximadamente plano, el cual puede ser utilizado para condiciones de vuelo estacionario
y/o vuelo longitudinal. La salida plana estd conformada por cuatro variables (posicién lon-
gitudinal, lateral, vertical y la gifiada) con base a esto, se desarrollan los controladores para
el subsistema interno y externo. Los resultados de simulacion se presentan para desplazar al
helicéptero de un punto a otro.

En [8] proponen reducir el modelo del helicéptero para obtener un modelo diferencialmen-
te plano, el cual es la dinamica longitudinal de la aeronave. A partir de ello, proponen una
ley de control para desplazar al helicéptero de un punto a otro. Los resultados de simulacion
muestran como el sistema sigue la trayectoria deseada.

En [21] utilizan un modelo lineal de la dindmica del fuselaje para disenar una estrategia de
control basada en modos deslizantes. Los estados de alabeo y cabeceo son estimados a partir
de un observador. Las variables controladas son las velocidades traslacionales del vehiculo, y
su comportamiento se muestra a través de una simulacién numérica.

El trabajo de [22] asume al fuselaje como un punto de masa, en lugar de un cuerpo rigido;
mientras que el rotor principal es considerado como un disco solido, y el rotor de cola se
modela como una fuerza aerodinamica. El esquema de control estd compuesto de dos lazos:
un lazo interno para el control de orientacién y un lazo externo para el control de la posicién.
El control de posicion estd constituido por una retroalimentacién de estados. El control de
lazo interno consiste en dos controles proporcionales para las velocidades angulares en ejes
cuerpo a través del desacoplamiento de la dindamica de orientacién para manipular la orien-
tacion del rotor principal, mientras que el guinado se controla por el empuje del rotor de
cola. El control de lazo interno debe responder a mayor velocidad que el lazo externo para te-
ner un buen desempeno del control. En este trabajo los resultados se muestran en simulacion.

En otro trabajo de [7], proponen nuevamente los dos lazos de control: el lazo externo esta
basado en un controlador PID, mientras que el lazo interno controla la orientacion mediante
un lazo PD. En la etapa experimental se aplicé un observador para determinar los dngulos de
alabeo y cabeceo, a partir de las mediciones de la posicion y velocidad longitudinal y lateral.
Por ultimo, se realiza una mapeo entre las salidas de control y los actuadores del plato ciclico.
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Técnicas de control no lineal

El comportamiento dinamico del helicoptero a escala reducida se describe con mayor pre-
cision con un modelo no lineal que con un modelo lineal. Esto se debe a que el modelo lineal
solo describe el comportamiento del sistema en un rango alrededor del punto de operacién,
mientras que el modelo no lineal puede contemplar la mayoria de los movimientos de la
aeronave. Los investigadores han aprovechado las caracteristicas del modelo no lineal para
disenar estrategias de control que logren el vuelo auténomo del helicoptero a escala reducida.

En la referencia [23] emplean un controlador predictivo no lineal para el seguimiento de
una trayectoria en forma de espiral. El control se apoya con una funcién de costo para mini-
mizar los calculos de computo. Los autores realizan una comparacién en simulacién de esta
técnica contra la técnica de multiples lazos de control, y se observa como el control predictivo
supera los resultados de seguimiento de trayectoria, pero los actuadores se saturan debido a
lo complejo de los calculos.

En [24], aplican un control basado en pasividad a un modelo reducido del helicéptero de
tres grados de libertad que incluye las fuerzas aerodinamicas producidas por el rotor principal
y de cola. El sistema se divide en dos subsistemas: el primero corresponde el movimiento de
guinada y la velocidad del rotor principal, y la segunda abarca el movimiento vertical de
la aeronave. El control del despegue de la aeronave se aplica a través de la variacién de la
velocidad del rotor principal. Cuando el helicoptero llega a la altura deseada se conmuta a
la otra ley control. Las entradas del sistema son el angulo de cabeceo de las palas del rotor
principal y de cola. Las simulaciones muestran el control de la aeronave a diferentes alturas.
En [25] presentan los resultados experimentales de la ley de control aplicada a un helicéptero
a escala reducida modelo VARIO.

En [26] se presenta el disenio de un control basado en backstepping para el seguimiento
asintotico de una trayectoria. Ademas, el disenio de la ley de control busca evitar las singu-
laridades en la cinematica rotacional y los resultados se muestran en forma de simulacion.

En el trabajo desarrollado por [27] se propone controlar al helicoptero ante perturbaciones
del viento en direccién lateral y vertical. El modelo empleado esta basado en [24]. La estra-
tegia de control que emplean es la aproximacion de un control lineal en retroalimentacion.
Las simulaciones se muestran para los movimientos en forma lateral, longitudinal, vertical y
guinado. Los resultados experimentales son realizados para el movimiento de guinado ante
perturbaciones.

En [28] se presenta el modelo no lineal de un helicéptero, con la finalidad de controlar
el vuelo vertical manteniendo estable el vuelo lateral y longitudinal. La técnica de control
empleada es una combinacion de un control no lineal mediante un regulador de salida adap-
table y la estabilizacién del sistema en forma de retroalimentacién de salida. Los resultados
los muestran en forma de simulacién.
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En [29] se presenta la aplicacién del control H,, a un modelo no lineal de seis grados de
libertad considerando el acoplamiento del rotor, el cual es robusto a las perturbaciones de
vientos como lo muestran las simulaciones para los movimientos traslacionales y rotacionales.

En [30] se realiza el control de la aeronave para el vuelo estacionario. El controlador esté
basado en la combinacion de la dindmica inversa y una superficie deslizante, la cual tiene la
cualidad de ser robusto ante incertidumbres paramétricas, como lo demuestran los resultados
de simulacién.

Otras técnicas de control empleadas estan basadas en el control inteligente, del cual no se
realizé una investigacion sobres los avances desarrollados en esta area porque una de las me-
tas del proyecto es realizar una contribucién basada en el modelo matematico de helicoptero.

1.2.3. Revisién bibliografica de la instrumentacion

Los helicopteros a escala reducida son empleados en las instituciones académicas para la
experimentacién de algoritmos de control en ambientes cerrados y/o abiertos. Por lo tanto,
los dispositivos electronicos de medicién de la posicion, orientacion, velocidad lineal y velo-
cidad angular son distintos en cada area de trabajo.

Frecuentemente, la instrumentacion de las distintas plataformas estan constituidas por
una etapa de medicién, una etapa de actuadores, un dispositivo programable y unos sistemas
electrénicos para tareas especificas de vuelo [31], [32], [33], [34] (véase la figura 1.1).

La etapa de medicion esta conformada por:

s La medicion de la orientacion de la aronave se realiza a través de un sistema de nave-
gacién inercial (INS) o una unidad de medicién inercial (IMU).

= La medicién de la posicién se logra a través de un sistema de posicionamiento global
(GPS) o un sistema de visién con cdmaras.

= La medicion de altura del helicoptero a bajas alturas se realiza mediante un sensor
ultrasénico.

= La velocidad del rotor principal puede ser medida mediante un sensor infrarrojo de
reflexién.

Generalmente, los helicopteros se manejan a través de un plato ciclico y éste es regular-
mente controlado por tres servomotores, los cuales estan instalados en funcién de la configu-
racién del plato ciclico. Los servomotores deben operar de forma coordinada con el objetivo
de variar la orientacion y la magnitud de la sustentacion y asi lograr los desplazamientos del



Ingenieria Eléctrica 9

helicéptero. Aunado a esto, un servomotor se encarga de modificar el empuje del rotor de cola
para controlar la guinada de la aeronave. Estos servomotores van a ser controlados por un
receptor de radio control, la cual recibe las senales de mando provenientes de un control de
radio frecuencia, o también tiene la posibilidad de recibir las seniales de mando que proceden
de un dispositivo programable.

El dispositivo légico programable encargado del vuelo auténomo adquiere la medicion
de la posicién (GPS/ultrasénico), orientacién (IMU/INS) y la velocidad del rotor principal
con el objetivo de evaluar la estrategia de control implementada y posteriormente enviar las
senales de control hacia los servomotores. Las variables contemplan la transmision de datos
desde del helicéptero hacia una estacién de tierra mediante una comunicacién de radio fre-
cuencia.

En algunos casos, las misiones de vuelo requieren mayor cantidad de informacién para
reconocimiento del area. Esta informacién es generalmente adquirida mediante una camara
digital, la cual envia la informaciéon a un segundo dispositivo programable para realizar el
procesamiento de imagenes. La informacién procesada es enviada al primer dispositivo pro-
gramable encargado del vuelo auténomo con la finalidad de transmitir las imdgenes a una
estacion de tierra mediante un modem inalambrico.

La estacion de tierra estd conformada por un modem inaldmbrico que recibe la informa-
cién y la envia hacia una computadora para procesar la informacion sobre la navegacion de
la aeronave; de la misma forma se puede enviar informacion de la ruta de viaje hacia el he-
licoptero. Por lo general, la mayoria de las computadoras trabajan bajo un sistema operativo
de Linux que permite el manejo mas sencillo de informacién en tiempo real.

En la tabla 1.1 se muestran los diferentes tipos de dispositivos electrénicos y las platafor-
mas de vuelo empleadas por diversas instituciones académicas.

En la seccién de Mecatrénica se han desarrollado varios trabajos relacionados con la ins-
trumentacién de una aeronave. En los trabajos de [35], [36], han empleado el DSP TMS320F28335
como el dispositivo programable para implementar la técnica de control de la orientacion y
navegacién de un cuadrirotor, respectivamente. En [37] han utilizado el mismo dispositivo
programable para programar el control longitudinal de una aeronave de ala fija. En todos los
trabajos han utilizado la IMU XSENS modelo MTi para la medicién de la orientacién.

1.2.4. Revision bibliografica de la plataforma de vuelo

Frecuentemente la implementacién de una estrategia de control se lleva a cabo en dos
grandes pasos. El primer paso consiste en utilizar un software matematico con la finalidad de
insertar el modelo matematico de un sistema fisico expresado en ecuaciones diferenciales. La
técnica de control es insertada también en el software matematico y mediante las respectivas
simulaciones se verifica el desempeno de la técnica de control. El segundo paso consiste en
la implementacion de la técnica de control en el sistema real. Este trabajo es dificil debido
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Figura 1.1: Diagrama a bloques de la instrumentacion.
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Institucion Plataforma Dispositivo Sistemas electronicos
programable  de medicion
Universidad Po- Benzi Trainer PC-104 Giroscopio inercia Microinfi-

litécnica de Madrid

nity A335, Sensor magnético
Honeywell HMR300, DGPS re-
ceptor Novatel RT2

Universidad Técnica Marvin MicrocontroladorSensor giroscopio ENCO5E,
Berlin 1 Acelerometro ADXL05, Sensor
de Be 80C167 de flujo magnético FGM-1, No-
vatel RT-2 dofferential GPS
con 2 cm de exactitud
Instituto Tecnolégi- X-Cell 60 N.D. ISIS-IMU a 100Hz, altimetro
co de Massachusetts Honeywell HPB 200A con 2 ft
de exactitud, superstar GPS
Universidad de Car- Yamaha R-Max  Procesador Litton LN-200 IMU, Novatel
negie Mellon Motorola RT-2 differential GPS con 2 cm
de exactitud
68060
Universidad de Ber- Yamaha R-Max  N.D. Sistema de integracién DQI-
kel liforni NP INS con el GPS, la unidad
cley California DQI.NP provee informacién de
la orientacién, velocidad y po-
sicién
Instituto Tecnolégi- Yamaha R-50 JUMPtec ISIS-IMU a 100Hz, Novatel
co de Georgia Adastra VNS- RT-2 differential GPS con 2 cm
de exactitud
786 embedded
PC
Universidad Po- MARVIN PC-104 IMU, Novatel RT-2 differential
litécnica de Sevilla GPS con 2 cm de exactitud,
Sensor ultrasonico
Universidad Nacio- Raptor-90 PC-104 INS/GPS MNAV100CA, sen-
: sor ultrasonico, sensor de velo-
nal de Slngapur cidad de rotor FUTABA GV-1
Universidad de Yamaha R-MAX PC-104 GPS, IMU, sistemas de comu-

Link6ping, Suiza

nicacién inaldmbrico de ether-
net, sensor de altura baltime-
tro y sensor de compas

Cuadro 1.1: Plataformas de vuelo utilizadas en las instituciones educativas (las siglas N.D.
significa no disponible).
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a que el modelo dinamico no contempla todas las dinamicas del sistema y los parametros
del modelo son aproximaciones de los valores reales de la planta. Esta variaciéon en los va-
lores de los parametros generalmente se debe a la metodologia para medir las cantidades,
igualmente influyen los aparatos de medicién en la calibracién, resolucion y exactitud. Es-
tas caracteristicas del modelo dificultan la implementacion de la técnica de control debido
a que se deben ajustar las ganancias del controlador para tener una respuesta favorable en
el comportamiento del sistema en lazo cerrado. El ajuste de las ganancias en la planta fisi-
ca se realiza de manera empirica hasta tener los resultados esperados por el investigador.
Esta tarea es peligrosa al tratarse de un helicoptero ya que el par y la velocidad del ro-
tor principal son elevadas y en caso de perder el control del vehiculo, éste puede provocar
un accidente que dane al prototipo o al mismo usuario. Por lo tanto, es necesaria la crea-
cién de una plataforma de pruebas para ajustar las ganancias del controlador y al mismo
tiempo resguardar la seguridad del vehiculo y del personal de operacion. Posteriormente,
el helicoptero se suelta de la plataforma para realizar un vuelo auténomo. Las plataformas
de pruebas utilizadas frecuentemente por la comunidad cientifica se muestran a continuacion.

La primera plataforma de prueba se muestra en la figura 1.2 y se utiliza en [38], el
mecanismo sostiene al helicoptero para permitirle un desplazamiento sobre el eje vertical y al
mismo tiempo pueda tener la rotacién de guinado. Esta plataforma protege al helicoptero de
una colisién contra la tierra y ademas no coloca al helicoptero en una orientacion peligrosa.
Una plataforma similar es usada en [39], la cual se muestra en la figura 1.3. Esta plataforma
permite los mismos movimientos que la anterior, al permitir que la aeronave pueda moverse
traslacionalmente y rotacionalmente sobre un eje vertical.

Otra plataforma interesante es Whiteman flying stand utilizada en [40] y [41]. La platafor-
ma permite mover al helicéptero en los 3 movimientos traslacionales y alrededor de sus 3 ejes
de rotacién como se muestra en la figura 1.4. Dando por consecuencia una gran versatilidad
para moverse en un espacio de 3 dimensiones a comparacién de las plataformas antes mencio-
nadas. Ademas, evita que el helicoptero colisione con el piso ya que la estructura amortigua
el golpe mediante una llanta que esta localizada en la parte inferior de la estructura.

Los trabajos de [42] utilizan una plataforma como se observa en las figuras 1.5 y 1.6.
La plataforma permite mover al helicéptero en un espacio de tres dimensiones y permite la
medicién de la fuerza.

1.3. Motivacion

Los UAV a escala reducida presentan gran maniobrabilidad en comparaciéon con los he-
licopteros de escala completa debido a que logran vuelos con maniobras de mayor agresividad
como son los vuelos invertidos, vueltas de 360° tanto en el alabeo como cabeceo, entre otros.
Esta habilidad da una gran facultad para aplicaciones civiles y militares, como son: la detec-
cién y prevencién de incendios, misiones de rescate en lugares de poco acceso, ambulancia
aérea, inspeccion de lineas de transmision de energia eléctrica, tuberias de petréleo y estruc-
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Figura 1.2: Plataforma de prueba para el movimiento vertical y guinado.

Figura 1.3: Plataforma de prueba de dos grados de libertad: movimiento vertical y guinado.
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Figura 1.4: Plataforma de prueba tipo Whiteman flying stand.

Figura 1.5: Plataforma de prueba utilizada por Weilenmann.
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Figura 1.6: Direccion de los flujos del helicéptero en la plataforma de Weilenmann.

turas de edificio, aplicaciones de agricultura, monitoreo de trafico, filmaciones, la bisqueda
de gas y petroleo, vigilancia, reconocimiento de lugares, y la intervencion de vuelos en am-
bientes peligrosos.

Sin embargo, los helicépteros son dificiles de pilotear debido a que son inestables [6]. El
piloto tiene que estar atento en todo momento para el manejo de la aeronave. Aunado a esto,
se tienen cuatro mandos para el movimiento: el mando ciclico consta de una palanca para el
movimiento lateral y longitudinal, el mando colectivo para el vuelo ascendente y descendente,
y por ultimo el mando del rotor de cola para lograr el guinado de la aeronave. Adicional-
mente, cada mando provoca el movimiento deseado y movimientos secundarios, por lo cual
el piloto tendra que compensar estos movimientos.

Ademas se deben considerar los efectos aerodinamicos que se presentan para cada ma-
niobra de desplazamiento, es decir, en un vuelo estacionario se van a tener ciertos efectos
aerodinamicos que son distintos a los presentados en un vuelo longitudinal. También, las
condiciones ambientales son otro factor importante para el manejo de estas aeronaves. Es
diferente maniobrar en un dia soleado y despejado a comparaciéon de un ambiente con las
condiciones adversas como un vuelo en medio de una tormenta donde la visibilidad es minima
y el viento cambia de direccién rapidamente. Por tltimo se comenta que los objetos que estan
alrededor de la aeronave afectan el desempeno de ésta, debido a que cambian la direccién del
flujo de aire en el rotor.

Por lo tanto, la automatizaciéon de los helicépteros conlleva un trabajo arduo, donde
involucra la integracién de las dreas de la aerodinamica, dindmica de sistemas, control, ins-
trumentacion, electrénica y comunicaciones.
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1.4. Objetivo

1.4.1. Objetivo General

Disenar una estrategia de control para una plataforma experimental tipo helicoptero a
escala reducida con la capacidad de facilitar el vuelo de la aeronave.

1.4.2. Objetivos Especificos

= Desarrollar un modelo simplificado de la dinamica del helicoptero considerando sus
subistemas.

= Disenar una estrategia de control para el seguimiento de trayectoria de la dinamica
longitudinal del helicéptero basada en la retroalimentacién estatica y la salida plana
del modelo.

= Disenar una estrategia de control basada en la técnica de seguimiento de ruta para la
dindamica interna, cuando se emplea una retroalimentacién estatica para la dinamica
del helicéptero a través de un punto virtual de referencia.

= Implementar una técnica de control para aumentar el amortiguamiento en la orientacion
del helicéptero.

» Instrumentar un helicoptero a escala reducida para implementar técnicas de control en
un ambiente interior.

1.5. Organizacién de la tesis

La tesis esta organizada con el fin de introducir al lector de una manera sencilla y clara
al trabajo realizado sobre el disenio de una estrategias de control aplicado a un helicéptero
de escala reducida.

En el capitulo 2 se presenta el modelo dinamico del fuselaje del helicéptero, la dinamica
del rotor principal y la barra estabilizadora. Se muestra la relacion entre los mandos y las
fuerzas y pares producidos por los rotores. Después se realiza una reduccién del modelo
dindmico del sistema para obtener su dinamica longitudinal de la aeronave.

El capitulo 3 se describe la estabilizaciéon de la dindmica longitudinal mediante la retro-
alimentacion estatica; enseguida se expone la robustez de la técnica de control con respecto
a la rigidez entre las palas y el mastil del rotor. Los resultados se evalian de forma numeérica.

El capitulo 4 expone la utilizacién de un punto virtual con el fin de desacoplar la dindmica
con respecto a los mandos, provocando que aparezca una dindmica interna de fase no minima,
la cual es estabilizada mediante la técnica de seguimiento de ruta. Los resultados se evalian
de forma de simulaciéon numérica.

En el capitulo 5 se exhibe la instrumentacion de la plataforma experimental dividida en
dos partes principales: la estacién de tierra y el helicoptero. Aqui se detallan los equipos,
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dispositivos electrénicos y la configuracion de la conexion entre ellos para lograr el manejo y
la medicién de las variables del sistema.

En el capitulo 6 se describe el acondicionamiento de las senales de control para manejar
a los actuadores del rotor principal. Se expone la implementacién de un control para anadir
amortiguamiento a los movimientos de rotacién de la aeronave.

Finalmente se exponen las conclusiones del trabajo y se indican unos apéndices.
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Capitulo 2

Modelo dinamico del helicoptero a
escala reducida

En este capitulo se presenta el modelo dinamico de un helicoptero a escala reducida en
un espacio de tres dimensiones, el cual incluye la dindamica del fuselaje, del rotor principal,
la barra estabilizadora y la cinematica de las velocidades entre los ejes cuerpo y los ejes
inerciales.

Se recomienda al lector dirigirse al Apéndice D para relacionarse con las partes del he-
licoptero a escala reducida.

2.1. Modelo matematico del fuselaje del helicéptero

Al especificar la posicién de un helicoptero a escala reducida se hace uso de un marco de
referencia inercial y un marco de referencia cuerpo. El marco de referencia inercial, también
llamado marco de referencia tierra se denota por X! = [z! y! 2! | y es colocado en un punto
especifico sobre la superficie de la tierra, donde el eje ! estd en direccién norte, el eje y’
estéd en direccién este, y el eje 2! estd en direccién hacia el centro de la tierra. El marco de
referencia cuerpo denotado como X°® = [ 3 2% |, tiene su origen en el centro de gravedad
(C.G.) del helicéptero a escala reducida. La direccién de 2 apunta hacia abajo de la aeronave,
mientras que el eje 2 estd en la direccién de la trompa de la cabina, v el eje y° se coloca
en la direccién lateral derecha del vehiculo. Estos sistemas de coordenadas se muestran en la
figura 2.5.

El fuselaje del helicéptero se modela como un cuerpo rigido que se mueve en un espacio
de tres dimensiones. Las ecuaciones que describen el movimiento traslacional en ejes cuerpo

son [6]

X/m =1+ quw—rv,
Y/m =v+ru— puw, (2.1)
Z/m =+ pv— qu,

19
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas en el helicoptero.

donde u, v, y w son la velocidad longitudinal, lateral y vertical respectivamente, m es la
masa del helicéptero, Q° = [ p ¢ r ] es el vector de la velocidad angular donde p, ¢ y r
son las velocidades angulares alrededor de los ejes 2°, 4° v 2%, respectivamente. Las fuerzas
externas f®=[ X Y Z |7, son expresadas con respecto al marco de referencia cuerpo donde
X, Y y Z indican las componentes del empuje del rotor principal y de cola en las direcciones
longitudinal, lateral y vertical respectivamente. La dindmica rotacional del helicéptero en
ejes cuerpo estd dada por [6]

L Ixxp + qr ([zz - Iyy) - [xz (T +pQ) 3
M = ILyq+pr(ly—L.)+ L. (p® — %), (2.2)
N = L.7+pq(lyy — Ly) + L. (qr — p),

donde I,,, I,,, I.. son los momentos de inercia alrededor de los ejes z°, y® y 2° respectiva-
mente, I, es el producto de inercia. Los pares externos 7° = [ L M N |, son expresados con
respecto al marco de referencia cuerpo, donde L, M y N son los pares aplicados alrededor
de los ejes 2%, y® y 2° respectivamente.

Al considerar la representacion de la orientacion con los angulos de Euler, las velocidades
angulares en ejes cuerpo estan relacionadas con la orientacion del helicoptero, como sigue
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é 1 singtanf  cos¢tand D
0 1=10 cos ¢ —sin ¢ q |, (2.3)
U 0 —sing/cos cos@p/cosb r

donde los angulos de Euler ® = [ ¢ 6 v |, son el alabeo ¢, el cabeceo 6 y la guinada 1) de la
aeronave en la secuencia de rotaciéon ZYX [43].

2.1.1. Posicién y velocidad con respecto al marco de referencia
inercial

Las variables de posicién, velocidad y aceleracion traslacional del helicéptero a escala
reducida son frecuentemente referidas a un marco de referencia inercial con la finalidad de
ubicar su posicién en el espacio. En (2.1) las variables son expresadas con respecto al marco
de referencia cuerpo. La matriz de rotacién, R, define la relacion entre ambos sistemas de
coordenadas, y se expresa como

CoCy CoSy —Sp
R = 5450Cy — C4Sy  S$SeSy T CoCy SeCo |
CypSeCy + S¢Sy CpSeSy — SpCy CyCo
donde se usa la notacién compacta s, = sin(k), ¢ = cos(k), k = ¢, 0, 1. Las fuerzas externas
pueden ser representadas en un marco de referencia inercial mediante la matriz de rotacion
R, es decir

=R (2.4)

1 T

Por lo tanto, las velocidades de traslacién v/ = [ v, v, v, ]T y la posicién le =lzyz]
con respecto al marco de referencia inercial estan dadas por [10]

v SR |
Xp—v

mol = fL

2.1.2. Dinamica del rotor principal y la barra estabilizadora

Generalmente, los helicopteros a escala reducida tienen dos palas en el rotor principal.
Cada pala presenta tres grados de libertad (ver figura D.3 del Apéndice D) y estard girando
con respecto al eje del rotor. Cuando el rotor esta girando, la pala es afectada por la fuerza
de sustentacién, centrifuga y de gravedad, provocando una flexién sobre ella. Ademés, depen-
diendo del modo de vuelo del helicéptero, las dos palas tendran un angulo de cabeceo igual
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o diferente entre si. Todo esto ocasiona un modelado complejo con incertidumbres debido a
los efectos aerodinamicos. Dando como resultado un modelo inapropiado para cuestiones de
diseno de control. Por lo tanto, la simplificacién del modelo es necesaria para poder utilizarlo.
A continuacién se muestra el modelado del rotor principal.

Dinamica del rotor principal

La dindmica del rotor describe la orientacion del empuje en términos de los mandos
ciclicos, para manipular el desplazamiento del helicoptero a escala reducida. Primeramente,
la ecuacién que relaciona el dngulo de cabeceo de la pala, 6,(¥), con respecto su posicién
angular del rotor y entradas de control, es definida por [6]

0,(¥) =0y — Ay cos¥U — By sin U,

donde 6y es el angulo de cabeceo colectivo, W es la posicion angular de las palas del rotor, A;
y B; estan dados por

Al = Blatélata
Bl = Alon510n7

Bt v Ajon son términos constantes. d;q; v 010n, Son las entradas ciclicas lateral y longitudinal
respectivamente. Véase la figura 2.3 para aclarar la posicion de V.

Por otro lado, la velocidad del viento con respecto a la pala es llamada velocidad relativa,
U, vy esta compuesta por su componente tangencial, Ur, y perpendicular, Up, con respecto
al plano de mastil, tal como se observa en la figura 2.2. Los efectos que contribuyen a la
generacion de Ur son el giro del rotor, la velocidad de avance y rotaciéon de la aeronave.
En cuanto a Up, éste se produce por la velocidad del aleteo de la pala, el flujo de aire que
atraviesa el rotor, y la componente vertical de la velocidad de avance del helicéptero. dL es
un diferencial de fuerza de sustentacion y dD es un diferencial de la fuerza de arrastre [9].

El angulo de ataque, o, depende del angulo de cabeceo, 8, y el 4ngulo inducido mediante
la expresion

oz:9p—(I>I,

el angulo inducido, ®; estd dado por
Up
Oy =tan' | — ).
! ( Ur )
El diferencial de sustentacién y de arrastre estdn dados por [3]

1
dL = §pU20bClad7’,

1
dD = §pU20bC’ddr,
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Figura 2.2: Velocidades y dngulos en el perfil de la pala.

donde p es la densidad del aire, ¢, es la cuerda de la pala, C] es el coeficiente de sustentacion,

Cy es el coeficiente de arrastre de la pala y dr es un diferencial de la distancia de la pala.
La fuerza de sustentacion y de arrastre se pueden representar como una componente

paralela y vertical con respecto al plano del mastil, como se muestra a continuacién [9]:

0, (ry, W) = dLcos(®;)+ dDsin(P)
lp(rp, W) = dLsin(®y) + dD cos(Py)

Una vez que el rotor empieza a girar, las palas van a ser expuestas a la fuerza centripeta,
F., a la fuerza debido a los efectos aerodindmicos F; y la fuerza inercial de la pala F7j,
como se observa en la figura 2.4, donde (3 es el angulo de aleteo. La aceleraciéon debida al
aleteo esta dada por ﬂr esto ocasiona que dF; = mbﬁrdr donde my; es la masa de la pala.
La fuerza centripeta va a ser generada por la aceleracién normal %7 cos(3), teniendo asf
dF, = myQ?r cos(B)dr. La rigidez entre el méstil y la pala se expresa matemdticamente por
kg y por tltimo, si se considera que F, =~ (,(rp, ¥), se puede obtener la siguiente ecuacién de
momentos de la pala

Ry Ry

myQ2r? cos(B) sin(fB)dr + mb5r2dr + kg = / ol (1, U)dry,
0 0

Enseguida, se realizan algunas operaciones matemadticas para obtener la dinamica del
angulo de aleteo, la cual estd dada por [6]:

.. Ry
ﬁ[ﬁ + (kﬁ + 92[5) ﬂ = / Tbg(Tb, \If)drb,
0
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Figura 2.3: Dimensiones, dngulo y velocidad de giro de pala.
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Figura 2.4: Fuerzas involucradas en el aleteo de la pala .

donde f es el angulo de aleteo, Iz es el momento de inercia de la pala con respecto al
movimiento de aleteo, kg es la constante de rigidez entre la unién de la pala con el eje del
rotor principal, 2 es la velocidad angular del rotor principal, r, es la distancia desde el eje
del rotor hasta un punto sobre la pala, ¢ representa la distribucion de las sustentacion sobre
la pala.

La dinamica del angulo de aleteo puede expresarse en términos de la posiciéon angular de
la pala, tal como se muestra a continuacién

p 1 [P
B +)\2B——/ rol(ry, W)dry, 2.5
5= ] bl(r, W)dry, (2.5)

para obtener esta expresion, se considera que d¥ = Qdt, de tal manera que

_asov

/B_a}lfat

con Mg la frecuencia natural del aleteo, dada por

k
/\2 — B
2,

+1,

Como se habia comentado, el angulo de aleteo depende de la posicion angular de la pala;
por lo tanto, el movimiento de aleteo es una funcién periédica con una frecuencia de A\g/(27)
y un periodo de 27/Ag, la frecuencia fundamental es €. Esta funcién periédica se puede
aproximar a través de una serie de Fourier como [10]

o0

(W) = Bo— Z(ﬁnc cosnW¥ + [, sin V),

n=1

= By — BrccosV — [ sin ¥
— B2, c08 2W — (o sin2W — ...,
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Figura 2.5: Inclinacion del angulo cénico del rotor principal.

donde [y es el dngulo conico, B,. v Bns son los coeficientes de la serie de Fourier. Esta
ecuacion pueden simplicarse al considerar solamente los primeros harmonicos que representan
el movimiento de aleteo de las palas que define la trayectoria de punta de pala, los restantes
harménicos se pueden despreciar al no representar un cambio significativo en el aleteo de las
palas [9], teniendo asi que

B(W) = By(t) — B1e(t) cos W — Bis(t) sin U, (2.6)

Bic ¥ P1s representan la inclinacion longitudinal y lateral del plano definido por la trayectoria
de la punta de pala. Posteriormente, se realiza un cambio de variable de 1. a a y de 515 a b,
esto se hace con el fin de simplificar las expresiones matematicas de acuerdo a [9].

Las ecuaciones dinamicas de la trayectoria de la punta de pala se obtienen por medio
de la sustitucién de (2.7) en (2.5). Este procedimiento matematico se detalla en [44], donde
se obtienen las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la dinamica del rotor principal,
cuyo vector de estado es a = [y a b]. Estas ecuaciones se pueden acoplar ficilmente a la
dinamica del fuselaje y estan representadas por

4+ Da+ Ka=F, (2.7)

donde D es la matriz de amortiguamiento, K es la matriz de rigidez y F' es la matriz de
fuerza. Los coeficientes de las matrices se muestran en [44].

En [9] y [13] proponen las siguientes consideraciones para obtener una aproximacion de
la dindmica de la trayectoria de punta mediante ecuaciones de primer orden.
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= Los efectos del cambio de flujo del aire no son tomados en cuenta.
= El angulo conico es considerado constante, por lo tanto, su efecto dinamico se omite.

= Los efectos aerodindmicos que se generan entre el eje del rotor y el punto de union de
la pala se excluyen.

= Los efectos de acoplamiento entre el aleteo y el cabeceo de la pala no se toman en
cuenta.

Las ecuaciones de primer orden de la dindmica de aleteo son expresadas por [9] y [13]
como sigue:

p p
TfCL = —a (1 -+ ?) — T4 + 5 + Abb + Alat(slat
+Alon5lon (]- + 3#2) + )\107 (28>
: 1 q
be = —b (1 + ?) — TP — 5 - Baa + Blon(sl(m

+Blat5lat (1 + ,u2) + )\157

donde A;; v Bion son términos constantes que dependen del acomplamiento mecédnico entre
los mandos de entrada y las palas. A\, y A5 son las componentes longitudinales y laterales
de la velocidad inducida no dimensional. El término 7; es la constante de tiempo del rotor y
esta dada por

siendo 7 el nimero de Lock, el cual se expresa como

5 = LoCially

2 (2.9)

En (2.9) p es la densidad del aire, ¢, es la cuerda de la pala, Cy, es el coeficiente de empuje
de la pala, I3 es el momento de inercia de la pala con respecto a su eje de aleteo y R} es el
radio del rotor. A, = —B, como el nimero de rigidez con A,

8
Ay=—B,=-(N—1),
: S 3-1)

1 es la relacion de avance dada por
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Dinamica de la barra estabilizadora

La dinamica de la barra estabilizadora es considera como un segundo rotor, cuyas palas
no generan empuje, por lo tanto éstas no forman una silueta conica como el caso del rotor
principal. Las palas de la barra estabilizadora reciben los mandos a través del plato ciclico
y éste a su vez del mando colectivo, lateral y longitudinal. La expresiéon matematica de la
barra estabilizadora es

Tsd = —d — Tsp + Dlatélab
Tsé =—C—Tsq+ Clon5l0n7

donde 7, es la constante de tiempo de la barra estabilizadora, d y ¢ son la inclinacién longi-
tudinal y lateral de la barra estabilizadora. D, y Cj,, son constantes de proporcionalidad
de los mandos longitudinal y lateral, respectivamente.

La barra estabilizadora tiene una constante de tiempo més grande que la del rotor prin-
cipal porque su numero de Lock es méas pequeno en comparacion de la constante de tiempo
del rotor principal. La constante de tiempo de la barra estabilizadora es

16
Rk
donde v, es el nimero de Lock de la barra estabilizadora. Los efectos de la barra estabilizadora

provocan una respuesta lenta de los mandos hacia el rotor principal. Los mandos del rotor
principal se describen como

Ts

Slon = 5l0n + ]CCC, (210)
Otat = Orar + kad,

los coeficientes k. y kg representan el mecanismo de las barras con los mandos.

Acoplamiento de la barra estabilizadora con el rotor principal

Los efectos de la barra estabilizadora se observan en la dindmica del rotor al sustituir
(2.10) en (2.8), quedando el modelo del rotor junto con la barra estabilizadora como

1 p
de = —a (1 -+ ?) —Trq+ 6 + Apb + AjaiO1at
+ Atonion (14 316%) + Aonkec (1 +3p%) + A, (2.11)
2
; 2 q
- w1+ rp- L _Ba+B
be b ( + 9 ) TP 0O o+ lonélon
+Blat6lat (1 + ,LLQ) + Blatkdd (1 + ,LLQ) + )\137
Tsd = —d- Tsp + Dlatélata

Tsé = —C—Tsq+ Clonélon-
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-sin(a)cos(b) |

Figura 2.6: Empuje del rotor principal.

2.1.3. Fuerzas y pares externos

Las fuerzas externas aplicadas al helicptero son principalmente el empuje del rotor prin-
cipal y de cola, y la fuerza de gravedad. Ademas, existen otras fuerzas, las cuales son despre-
ciadas como las fuerza aerodinamicas. Las fuerzas externas principales se expresan entonces
como

X X 0
Y | =|Yuy+Yr | + R 0
Z YAV, mg

En esta expresion, las componentes de la fuerza son expresadas en el marco de referencia
cuerpo, donde Xy, Y v Zy son las componentes del empuje del rotor principal, como se
muestra en la figura 2.6, mientras que Y7 es el empuje del rotor de cola.

El empuje del rotor principal se considera perpendicular al plano definido por la trayecto-
ria de la punta de pala de acuerdo a [3]. Entonces, existe una asociacién entre la direccién del
empuje y la inclinacién del plano de la trayectoria de punta de pala. La expresién matemaética
del vector de empuje estd dada por [24]:

Xy —sinacosb —a
Yy | = | cosasinb | Tyr~ | b | Tuxr, (2.12)
Zur —cosacosb -1
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Figura 2.7: Distancia entre los empujes y el centro de gravedad del helicoptero.

donde se asume que las inclinaciones a y b son pequenas y Ty/r es el empuje del rotor prin-
cipal (véase la figura 2.6).

Los pares externos aplicados al helicoptero dependen del empuje de cada rotor, la distancia
entre los puntos de aplicacion de las fuerzas externas y el centro de gravedad, la rigidez entre
la unién del mastil y las palas, y los pares de reaccién provocados por el movimiento del rotor
principal y de cola. La expresién matematica para los pares aplicados al helicoptero estan
dados por [2]:

L Ly Yavhar + Zyym + Yrhr
N N ~Ylyr — Yrlp

donde los pardmetros de Iy, yar, has son las distancias desde el centro de gravedad hasta el
punto de aplicacion del empuje del rotor principal mientras que los parametros Iy, yr, hy son
las distancias desde el centro de gravedad hasta el punto de aplicacién del empuje del rotor
de cola (véase la figura 2.7). Los pares Ly, My, y Ny estan dados por [2]:
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Ly = kgb— Qusin(a),

My = kga+ Qpsin(b), (2.14)
Ny = —Qpcos(a)cos(b),
MT = _QTa

donde kgb y kga son los pares inducidos por la rigidez del rotor principal y ks es la constante
de rigidez en la union entre la pala y el méastil. Qs es el par de reacciéon del rotor principal
y Q7 es el par de reaccion debido al rotor de cola.

Empuje

Los diferentes modos de vuelo! en el helicéptero generan distintos comportamientos en el
flujo del aire, lo cual afecta la generacion de empuje por parte del rotor; por lo tanto, el empuje
se describe matematicamente para cada modo de vuelo. La mayoria de los investigadores
consideran un modo de vuelo estacionario y la respectiva ecuacién del empuje se expresa
como [5]:

9 —
TMR = g (QRb)2 bbeRbao < i 5 Cbt) s (215)

donde by, es el numero de palas en el rotor, ag es la pendiente de la curva del empuje, 6; es el
cabeceo de la punta de pala, ¢, es el 4ngulo de incidencia en la punta de palay o = (6, — ¢;) /2
es el angulo de ataque.

Igualmente, el empuje se puede representar de forma diferente al sustituir la solidez o y
el coeficiente de empuje Cr en (2.15), obteniéndose

TMR = CTWRzp (QRb)2 s (216)

donde la solidez o esta dada por

. bbeRb . bbe
N WR% N 71'f%b7

(2.17)

y el coeficiente de empuje Cr es dado por

Crfo = % (00 — ) , (2.18)

1Los modos de vuelo se refiere a todos los tipos de vuelos que logra realizar el helicéptero, por ejemplo: vuelo
estacionario, vuelo vertical ascendente y descendente, vuelo lateral izquierdo y derecho, vuelo traslacional
hacia adelante y hacia atras.
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La ecuacién (2.16) se utiliza en [13] y [45] mientras que en [18] se modifica a la ecuacién
(2.15) quedando ésta como

B B ) , (2.19)

Tyr = g (QRb)2 by Rpag <?90 — 7@

donde se considera el factor de pérdidas en la punta de la pala, B, junto con la expresion
reportada en [5], para 6, es decir

3 3
00 = 5615 - 191, (220)

donde 6; es el angulo de torcimiento!. Se observa que la ecuacién de empuje (2.19) estd en
funcién del angulo de cabeceo de la pala mientras que el angulo de torcimiento se desprecio.
En [2] el empuje del rotor principal se expresa de diferente forma, es decir

Tyur = Canfo + Cusby,

donde C;1 y Chy3 son constantes y el empuje del rotor de cola es calculado de la misma forma.

Aunado a esto, en [18], la relacién matematica entre el empuje y el mando colectivo es
aproximado mediante una ecuacién diferencial lineal de segundo orden, la cual se obtiene
experimentalmente en vuelo estacionario y esta dada por

0o + K500 + Kby = K160, (2.21)

donde K5, Kg v K4 son constantes, y d., es el mando colectivo.

Par de arrastre

El par creado por el arrastre de la palas esta compuesto de dos partes: el arrastre inducido
y el arrastre del perfil. El par de arrastre se describe matematicamente por

2

QM = B (QRb)2 bbchz (CLQ 9 4

0; — ¢t¢t " ﬁ) 7 (2.22)

donde ¢4 es el coeficiente de arrastre.
Por otro lado, se tiene que Cy es el coeficiente del par inducido, definido como

Cq = % (ao(gt;ft)cbt + %) , (2.23)

'La traduccién del dngulo de torcimiento no se encontrd en literatura castellana por tal razén se hizo la
traduccién en forma literal de la palabra en ingles angle of twist o wasbout.
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Cg también puede expresarse como

C
Co = Cpy L + 97 (2.24)
2 8
Otra forma de representar el par de arrastre se muestra en [11], esta ecuacién se obtiene
al despejar a Cp de (2.16) y sustituirlo en (2.24). El resultado junto con (2.22) y (2.23) son

manipuladas algebraicamente para obtener la siguiente ecuacion en funcion del empuje
Ry
V2(pm R} (QR?))

En [12], el par de arrastre se obtiene a partir de las ecuaciones (2.22) y (2.20). En este
calculo se simplifica el angulo de torcimiento para obtener la ecuacion

Qu =

1
Thix + ngaprz(QRg). (2.25)

Qur = 5 (QRy)* byey Riaodibo + §(QR,)bycy Ry <% B a02¢t> ’

donde se observa la influencia del angulo de cabeceo del rotor principal.

2.1.4. Potencia del motor

La rotacién del rotor principal y de cola son producidas por el par del motor. En [12]
se desprecia la carga que representa el rotor de cola al motor, de tal manera que el par del
motor toma la forma

IrotQ + QM = Qea

donde @), es el par del motor e I,,; es el momento de inercia del rotor principal alrededor de
su eje de rotacion. Adicionalmente, la potencia del motor P, esta dada por

Pe = QeQa

debido a que la velocidad angular del rotor depende del acelarador ¢,,. La potencia del motor
se escribe también como

Pe:P65m7

donde P es una constante que relaciona de forma proporcional al acelerador con la potencia
del motor.

Observacion: Las ecuaciones (2.19), (2.21) y (2.25) muestran que un incremento del em-
puje produce un aumento del par de arrastre. Como consecuencia, la velocidad angular del
rotor principal se reduce ocasionando el mismo efecto en el empuje como se ve en la ecuacion
(2.16). Para mantener la velocidad del rotor constante se utiliza un gobernador electrénico
el cual regula la potencia del motor, manteniendo constante la velocidad del rotor principal.
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2.1.5. Modelo completo

A continuacion se muestra la dinamica del helicéptero a escala reducida indicando cada
parte de la dindmica del helicéptero en forma de subsistema.

Dinamica de traslacion

(—aTyg — gsinf) /m = u+quw —1v,
(bTwr + gcosfsing) /m = v+ ru— pw,
(=Twr+gcosfcosd) /m = w+pv— qu.

Dinamica de rotacion

Yrhr — Tavryae + (havTar + k,@) b— Qusin(a) = [mp +qr (L. — Iyy) — L.(7 + pq)),
(lhTMR + k/g) a — TMRlM + QM Sln(b) — QT = [yyq +p7" ([zx — Izz) -+ [xz(p2 — 7“2),
—bTyrly — Yyl — Qarcos(a) cos(b) = L.r+pq (I, — L) + Le.(qr — P).
Dindamica del rotor y la barra estabilizadora
. ,u2 p 2 2
Tra = —a 1+ 7 — Trq + 5 + Abb + Alatélat + Alon(;lon (]- + Slu ) + Alonkcc (1 + 3M )
+)\107
_ 2
be = —b (1 + %) — TP — % - Baa + Blon(slon + Blatélat (1 + /'LQ) + Blatkdd (1 + Mz)
+)\157
Tsd = —d-— TsP + Dlat(slatu
7—sc‘ = —C—Tsq+ C1lonélon~
Cinemdtica rotacional
92:5 1 singtan€  cos¢tanf P
0| =10 cos ¢ —sin ¢ q
¥ 0 —sing/cosf cos¢/cosb r

Inclusion de los efectos aerodinamicos

Los efectos aerodinamicos que se consideran en este trabajo son los que aparecen en la
generacion del empuje, tal como se muestra en la ecuacién (2.16). Al considerar estos efectos,
el modelo del helicéptero queda de la forma
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Dinamica de traslacion
(—aCrmR;p (QR,)* — gsin 0) /m = u+qw—rv,
(bCrmRyp (QR)* + g cosfsin ¢)/m = v+ru-—puw,
(—CrmRyp (QR,)* + g cos f cos ¢)/m = w+pv—qu.

Dinamica de rotacion

Yrhy + OrmREp (QR)? (harb — yar) + kgb — Qursin(a) = Lgp + qr (s — Iy) — Lo (7 + pq)),
kb’a + CTWRz%P (QRb)2 (lha - lM) +Qm Sin(b) - Qr = Iyyq + pr (Imc - Izz) + Izz(p2 - 742)7
—bCrmREp (AR 1y, — Yrlr — Qayrcos(a) cos(b) = L.+ pq(Iyy — Lux) + Loa(qr — p).

Dindamica del rotor y la barra estabilizadora

T4 = —a (1 + %2) —Tq + % + Apb + Ataiar + Atonion (1 + 3p%) + Aonkec (14 3p7)
+A1e,

b o= —b (1 + %2) — T — % — Bat+ Bionion + Biadiat (1 + 12) + Brarkad (1+ %)
+Ais,

Tsd = —d = 7sp + DiatOtas,

76 = —C— Tsq + Ciondion-

Cinemdatica rotacional

QZ} 1 singtanf  cos¢tanf P
01 =10 cos ¢ —sin ¢ q
¥ 0 —sing/cosf® cosep/ cosb r

2.2. Dinamica longitudinal del helicoptero a escala re-
ducida

La dindmica longitudinal del helicoptero a escala reducida describe el movimiento lon-
gitudinal, vertical y la rotacién de cabeceo en el plano z’z!. Este modelo es interesante al
conservar las caracteristicas dindmicas del modelo completo al ser no lineal, subactuado, y
tener a las variables acopladas entre si. Ademas, se puede inferir que el modelo longitudi-
nal especifica los movimientos que frecuentemente ejecuta un piloto como son: el avance, el
ascenso y descenso.
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La obtencion de la dinamica longitudinal se hace a partir de la reduccién del modelo
al considerar algunas variables igual a cero para que el movimiento lateral sea nulo. La
simplificacién inicia al considerar a y = 0 m, v = 0 m/s y ¥ = 0 N; de igual manera
los movimientos angulares de alabeo y guinada son nulos de manera que ¢ = ¥ = 0 rad,
p=r=0rad/sy L =N =0 Nm. En forma similar, las dindmicas del rotor principal y de
la barra estabilizadora se hacen compatibles con el movimiento en el plano z'z! al considerar
b = 0. Por lo tanto, el modelo del helicéptero toma la forma

mi = sin(0)Zy + cos(0) X,

mz = mg+ cos(0)Zy — sin(0) X, (2.26)
[yyé = Xy +Ilydy + kga — Qr,

2 .
Tfﬁl = —aqa (1 + %) — Tfe + AjonOion (1 + 3#2) ,

+Alonkcc(]— + 3M2) + )\107
T = —C— Tsq + Clon(slon- (227)
Por otro lado, para propésitos de diseno de estrategias de control, el modelo en (2.26) se

simplifica al considerar que @7, kg y {5 son nulos. Ademads, se considera que la dindmica
de rotor principal, a, es mas rapida que la dinamica del fuselaje z, y, vy 6. Finalmente,

sustituyendo Xy, = —sin(a)Tyr y Zy = — cos(a)Ty g en (2.26) se obtiene el modelo
mi = —sin(f)cos(a)Tyr — cos(0)sin(a)T g,
mz = mg — cos(0) cos(a)Ty g + sin(0) sin(a) T r, (2.28)
[yyé = lh Sin(a)TMR,
2 .
de = —a (1 -+ %) — Tfe + Alonélon (1 + 3,&2)
+Alonkcc(]- + 3”2)7
T = —C— Tsq + Clon6l0n7
donde [z,4] € R?, [z,4] e R*y [0,0] € (-, %) x R.

Ya que la respuesta de la dindmica del rotor es mas rapida que la respuesta de la dindmica
del fuselaje?; se tiene que la dindmica del rotor y de la barra estabilizadora toman la forma

2 .

0 = —a (1 + %) - 7_fe + Alon(slon (]- + 3M2)
+Alonkcc(]- + 3#2),
0 = —c— 7'39 + Clon(slon-

2Generalmente, el momento de inercia de las palas es menor al momento de inercia del fuselaje debido a
las dimensiones y el peso de cada elemento, por tal razén, la dindmica del rotor es mas rapida que la dindmica
del fuselaje
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Asi que el angulo de inclinacion del rotor y de la barra estabilizadora pueden ser calculados
como

2

a = 21 ,u2 [—Tfé -+ Alon(l -+ 3”2)510,1
+ Agonkec(1 + 3u?)], (2.29)
¢ = —70 + Clondion. (2.30)

Al sustituir (2.30) en (2.29), uno obtiene que

2 .
= m[—ﬂt@ + Alon(l -+ 3N2)5lon (231)

+Alonkc(_7—sé + Clonélon)<1 + Bﬂz)]a

o0, equivalentemente,

2 .
— m[—(rf + Aronkeo(14 3p%))0 (2.32)

+Alon<1 + 3M2)(1 + chlon)élon]-

Realizando entonces las siguientes asignaciones

2 (14 + Alonkers(1 + 3u?))

0-1(”) = 2‘|‘,U2 ’
2Alon(1 + 3#2)(1 + chlon)
oa(p) = 2+ 12 ’

la ecuacién (2.32) toma la forma

a=—01 (M)H + (1) d1on-

Asumiendo ahora que el angulo de inclinacién del rotor es pequeno, la dindmica (2.28) se
expresa finalmente como

mr = _SGTMR — Cp <—0-10 + 025l0n> TMR7
mi = mg— coTnr + So (—019 + 025zon> Tnr,

Iyyé = lh (—0'19 -+ O'2§km> TMR- (233)

Esta dindmica constituye la reduccion del modelo para ser usado en el diseno de la estrategia
de control que se muestra en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Estabilizacion de la dinamica
longitudinal de un helicoptero a escala
reducida

En este capitulo se expone una estrategia de control basada en la retroalimentacién estati-
ca para la dindamica longitudinal de un helicoptero a escala reducida al considerar como salida
del sistema a la salida plana. Ademas se propone utilizar un regulador acotado a través de
funciones tangentes hiperbdlicas. Posteriormente, se verifica la robustez de la técnica del con-
trol ante el par provocado por la rigidez entre la unién de la pala y el mastil. Finalmente, se
muestra la evaluacién de la técnica de control mediante simulaciones numéricas.

3.1. Estabilizaciéon de la dinamica longitudinal median-
te retroalimentacion estatica

El modelo dindmico representado por las ecuaciones (2.33) es un sistema diferencialmente
plano de acuerdo con [46]. Las salidas planas son

I
P, = x+lh%sin(9), (3.1)

I
P, = z+ﬁcos(9).

Se verifica que el sistema es diferencialmente plano mediante la representacion de las
variables de estado y de control en funcién de la salida plana, tal como se muestra a conti-
nuacion

39
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r = Px ]yy PI ,
P Pz ]yy Pz
.. .. 2
- - I (P, — g)ng?)) _ Pxngi’))
Tur = —my/P2+ (P, —g)?— % e ,
MR \/ ( 9) L, P24 (P — g
. o 2 ..2 . B (4) (3) (3) o . (4) _ (3) (3)>

ln

g lh . .. 2\ 7/2 .. .. 2
i m (R? + (Pz - g) ) - ((Pz — )P — PIPZ(?’))
L, 2 ((PZ —g)PY Pmpz(?’)) ((PZ PP+ Pxpf))

g lh . . 2 5/2 . .
T (P£ +(P. - g) ) L (B - 9P - B.PP)

<(Pz - g)P9£3) - Pxngg)>

2

01
- .. 2 ..

Posteriormente, se define a las variables z; y x1 como el error de la salida plana, esto es

lepz_Pzd7
xlzpz_Pacda

donde P,y v P.q denotan las salidas planas deseadas. La derivada del error, zo y o, estan
dadas por

I .
2o = 2z = z'—ﬂsin(H)H—Pzd,

" . (32)
Ty = iy = ;t—i-ﬁcos(Q)Q—de,
facilmente se puede vérificar que
0 I . 3}
4 = g cos(0) {TMRJFﬂQz} B (3.3)
m lh

; I . 3}
Ty = _sm(G) |:TMR + ﬂQQ] — Ppg.
m lh
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La matriz de desacoplamiento para el sistema (3.3) es singular; por lo tanto, siguiendo
el procedimiento de [46] se obtiene una matriz de rango completo al emplear la extensién
dindamica. No obstante, en esta ocasion se propone una forma diferente de obtener la estrategia
de control evitando la extensién dindmica a través de lo propuesto en [47]. Se define a Tyr
a partir de la primera ecuacién de (3.3), tal como

I . m .

Tup=—26>+ —— |g— Pg+ 7. (21, 20, 1) | , 3.4

MR l cos(6) d+7: (21, 22,1) (3.4)

donde 7, (21, 22, t) es una funcién acotada, la cual se especificard posteriormente. Entonces,
la dinamica queda de la siguiente forma

2.1 = 292,

22 = (Zla 22, t) )

l"l = T9,

te = —tan(f) [g - Pzd + 7 (21, 22, t)} :

Ahora, se introduce a las variables x3 y x4 como
r3 = a9 = —tan(h) [g — Pzd —i—’yz} — de,
vy =i5= — (1+tan(0)?) [g — b, + %} 0 — tan(0) (P + 4.) — P&,
La segunda entrada de control aparece al derivar con respecto al tiempo a x4 como se

observa a continuacion

iy = PW—pPY

T

donde
PO = —2(1+tan(0)?) [~ P + .| 6 — tan(0) [~ PP + 5]
— (g — P+ %> (1 + tan(9)2) [Il—h(—olé + 09010n) Tk + 2tan(9)92] — Pr(;g.
yy
Se define a la entrada d;,, como
1 . I :
= — |00+ —2— (—2tan()9* — A )
bion = - ond+ 2 (~2ean(o) — )| 35)

donde A esta dado por
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A+ Ay + vy

A= - , (3.6)
(g - Pzd +’7z> (1 + tan2 ‘9)
con vy como la nueva entrada de control, A; y Ay se definen por
A = 2(1+ tan?0) (—ij) + 73) 6,
Ay = tand (—Pz(fz) + 79)) .
El sistema en lazo cerrado toma la siguiente forma
21 = Z2,
22 = 7 (Zlu 227t) )
jjl = I,
i‘Q = I,
T3 = T4
Ty = Vg,
y se propone como regulador a
Vg = —k’4£l)4 - ]{?3233 — k‘QZEQ — ]{31331, (37)

donde ki, ko, k3 v k4 son constantes positivas, las cuales son seleccionadas con la finalidad de
hacer que x1, x9, r3 y 4 converjan a cero. Es importante notar que la suma de los términos
g— P+ 7. de la ecuacién (3.6) debe ser diferentes de cero. Esta condicién se establece, si
Pzd y 7. son disenadas de tal manera que

g > |’)/Z(Zl,22,t)| + |Pzd|7 (38)

Noétese que la trayectoria deseada se define por el diseniador del controlador, y ésta puede
ser seleccionada de tal manera que |P,4| permanezca acotada. El término 7, es disenado como
un controlador acotado con base a [48], esto es

: 20\, 1 4\,
Yz = % {tanh ( p 121> + §tanh ( c 222)} ) (3.9)

y mediante la eleccién adecuada de e, la restriccion (3.8) puede ser satisfecha para un
determinado limite superior sobre |P.q|.

La dindmica del helicéptero a escala reducida (2.33) en lazo cerrado con los controladores
definidos por (3.4) y (3.5) se describe por las siguientes ecuaciones
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Z1 = 2z,

22 = (217 22, t) )

i’l = X9, (310)
Ty = @3,

:t3 = Ty,

l"4 = —k’ll‘l — le’Q — ]{331'3 — k‘4ZE4.

Proposicion. Asuma que todos los parametros del helicéptero a escala reducida son
conocidos y que todos los estados pueden medirse. Asuma que P,,, P,, y sus respectivas
derivadas son acotadas. Considere que el modelo (2.33) en lazo cerrado con los controles
definidos por (3.4) y (3.5); entonces existen las constantes \,, A,,, €., k1, k2, k3 v k4 tal que
el error de seguimiento converja localmente asintéticamente a cero. También considere que
Thr es siempre negativo.

Prueba. El sistema (3.10) es separado en dos subsistemas desacoplados. Los subsistemas z1,
29 son controlados a través de v, el cual es acotado debido a la funciéon tangente hiperbdlica.
La amplitud maxima de 7, estd definida por €,/2 y los polos del subsistema pueden ser
colocados en el semiplano complejo izquierdo con las ganancias A., y A,,. Las variables x4,
X9, T3, T4 pueden ser estabilizadas mediante el criterio Routh-Hurwitz, tal que los polos sean
ubicados en el semiplano izquierdo del plano complejo mediante los adecuados valores de kq,
kg, kg y k’4.

Es importante notar que el sistema en lazo cerrado logra el seguimiento de la trayectoria
deseada para la salida plana. Los comportamientos de los estados originales estan definidos
por el siguiente difeomorfismo

r = I —+ P — —Iyy mSJerd
T vme o3t Pry)2 (g Py tyz)?
2 — Zl + P _|_ Iyy (g_Pzd+'7z)
0 Inm SegtPey )24 (g—Pay +72)?
(964+P:£Z))

. - I
T = a9+ P, — & _ =
T Syt Bey) 2+ (9= Paytrz)?

5 5 3 5 . 3
1, @t P [(@a+Pag) (@it PE)+(9—Puytr2) (3~ PLY)]
Tnm 3 :
[(x3+Pzd) +(g—Pzy+72) ] (3 11>
. . (3) .
. I =P
z = 22+Pzd——lyy ..(7 d).. ,
R (@34 Pr )2 4+(g—Pey+v2)2
Ly (0= Pegt72)[@stPo ) @at+PE))+(g— Py 472) (1= PY)]
1 .. .. 3 ’
" @ +Pr )2+ (9= Pryty2)?)?
3+ Py
0 = arctan | ——m—d ),
g_Pzd +72

($3+de)2+(g_Pzd+’Yz)2 ’
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el cual es obtenido por la solucién (3.5) para 6 y 8, y remplazando la solucién en (3.1) y (3.2).
De la ecuacién (3.11) se verifica que los estados originales convergen a

r = P — 1w Py
e m B (g-Prp)?
z = P, +Iyy (9—P=y)
a = = )
lpm /Pzgd+(g_pZd)2
. (3)
. I P,
i = de vy T4

B tnm \/ Pngr(gprd)Q ’

1y Pra[Pea P+ o= Po) (<P

Lrm - - 3 )

nim [B2,+(9—P2p)%]? (3.12)

. (3) :
. — P _ Ty (=Pz))
2= T, /p2 5. )2’
zd+(g_PZd)

(9= o) [(Pe ) (PE))+(g—Po ) (- P
3 )
2

— Iyy
lhm

[(@3+Poy)+(9—F2,)?]

# = arctan <— Frg ),

gfpzd

i = PP (PG (Pry)
(P +(g=F=,)?

Entonces, los estados originales son acotados. De (3.11) se tiene que Tyr puede ser ex-
presada como

2

b — .
Tur = —lw —(@a+ P (9= Py )+ (=P @s+ Py
In (‘I3+de)2+(g_Pzd+7Z)2

—TI’L\/(ZE3 + de)z + (g - Pzd + 'Yz)za

se observa que la ecuacion siempre es negativa y nunca cruza por cero, porque el término (g —
P.q+7.) debe cumplir las condiciones establecidas en (3.8); esto también da por consecuencia
que el primer término no se indetermina.

3.2. Robustez con respecto a la rigidez entre las palas
y el mastil del rotor principal

La estrategia de control fue disenada con base al modelo dindamico de (2.33); sin embar-
go, el término kg se desprecié porque se asumié que era igual a cero (ver (2.26) y (2.33)
). Al considerar a kg, aparece una entrada de control y el modelo matemadtico pierde sus
caracteristicas de planitud diferencial. Por lo tanto, es necesario demostrar las propiedades
de estabilidad del controlador propuesto cuando kg es diferente de cero. Considere las nuevas
coordenadas del error definidas como
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€1 = X — Xy,
€y = T — .’il'd,
€3 = Z— Zq,
€4 = z— Zd,
€y = 60— Od,
€g — 0 — éd,

(3.13)

donde x4, G4, za, 24, 0a v 04 son la posicién y velocidad longitudinal deseada, posicién y
velocidad vertical deseada, y la posicién y velocidad angular deseada, respectivamente.

El modelo (2.33) es ajustado al cambio de variables y se incluye el término kg, tomando asi
la forma de

con

m(éy + &) = —sin(es + 0)Tyr(e,t),

—cos(es + 64) (—01(66 + 04) + 72010 (e, t)) Tur(et),
m(és+ 24) = mg — cos(es + 04)Tur(e, t),

+sin(es + 6,) (—0’1(66 + 04) + 02010n (e, t)> Tur(e,t),

Iyy(éG + Qd) = (—0‘1(66 + Qd) + 02510n(6, t)) TMR(B, t),

+hy (—01(66 4 0,) + aGion (e, t)) .

_tyy 2, m |

Tur = L, (€6 + 04)° + cos(es 1 0] [g Pzd+%z(e)],
1 ) Iyy ) \2

Slon = — |o1(es+60q) + <—2 tan(es + 04) (e + 0a4)” — A(€)> :
09 lhTMR

2(1+ tan?(es + 0)) (~ P +Fexle) ) (e6 + )
(9= Paa+ 7ea() ) (1 + tan(es + 6))
tan(eb + 6,) (—PZ(;L) + ’yé?(e)) + Pﬁ) + ve(e)

(g — P+ %Z(e)> (1 + tan?(es + 6,))

A:

+

Ahora, el sistema en lazo cerrado toma la forma

€= f(eat)a

(3.14)

(3.15)
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donde e = [ ey €5 €3 e4 €5 €5 |. Enseguida, se realiza una aproximacién lineal del sistema (3.15)
alrededor del punto de equilibrio deseado mediante una serie de Taylor, més especificamente
por

Aé = A (t)Ae, (3.16)

donde Ae = e — e* y e* son los errores deseados y estos deben ser igual cero, A,,(f) es una
matriz variante en el tiempo debido a que la trayectoria deseada varia con respecto al tiempo.

La matriz A,,(t) puede separarse en dos matrices con base a los elementos que contienen
al término k3 como sigue,

Am(t) = Aml(t) + F(t),

donde la matriz F'(t) contiene todos los términos que dependen de kg, mientras que la matriz
A1 (t) contiene los términos que no involucran a kg , esto es

0 1 0 0 0 0 |
8f2(6,t) 8f2(6,t) 8f2(€,t) 8f2(e,t) 8f2(6,t) 8f2(e,t)
Oel oe2 0e3d Oed 0eb Oeb
0 0 0 1 0 0
A () = | dfaet)  0fslet) Ofslet) Ofslet) Ofslet) Ofsled)
Oel Oe2 0e3 Oed 0eb 0eb
0 0 0 0 0 1
Ofs(et) Ofs(et) Ofs(et) Ofs(et) Ofs(et) Ofs(et)
Oel Oe2 Oe3 Oed deb 0e6 | |e=ex*
[ 0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Ft)=1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Ofkp(et) Ofkplet) Ofkplet) Ofkplet) Ofkplet)  Ofkplet)
L Oel Oe2 de3 Oed deb deb d le=e*

donde fs y frp se obtienen de la tercera ecuacion de (3.14) y estos son dados por

£, = ;—h ((—al(eﬁ 4 64) + abiom(e t)) Tarr(e.t) — Jyyéd) ,

vy

l .
fk:b = [—hk‘b <—01 (66 + 9d) + 025l0n(6a t)) :

vy

El Teorema 1 del apéndice A se utiliza para mostrar la estabilidad del sistema (3.16).
Primero que todo, la matriz A,,;(¢) debe ser uniformemente exponencialmente estable. A1 (t)
es uniformemente exponencial estable si existe una constante finita « tal que || A1 (¢)|| < «
para toda t. La matriz A,,;(t) es continuamente diferenciable y || A,,1(t)|| se calcula a partir
de los resultados en [49]
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||Am1 (t)H - \/)\maw(Aml (t)TAml (t)) (317)

Los eigenvalores de A,,1(t)T A1 (t) se calculan a partir de la ecuacién caracteristica del
polinomio de A, ()T A,,1(t), esto es,

det(M — A ()T An (1) = A 4 kar ()N + Ko ()M + Koz (t) N3
Hhas ()N + ks (E)A + kg (1), (3.18)

donde k1 (t), kaa(t), kas(t), kaa(t), kas(t) v kas(t) son los coeficientes variables que dependen
de x4, z4, 04 y sus respectivas derivadas. Ahora, se asume que los desplazamientos desea-

dos verticales y longitudinales son muy lentos; por lo tanto &4 ~ 4 =~ x£13) 2 xgl) ~ 0y

2R g~ z((ig) R zc(f) ~ (0, mientras x4 y z4 se mueven lentamente.

Como consecuencia, los coeficientes k,;, @ = 1, ..., 6 solamente dependen de cos(6,) (Estos
coeficientes fueron calculados mediante el software de Maple y sus expresiones matematicas
son demasiado extensas). De igual manera, los eigenvalores de (3.17) dependen de cos(fy).
Dado a que los coeficientes k,;, 1 = 1,...,6 son muy extensos, se tiene la dificultad de obtener
de forma analitica los eigenvalores. Un andlisis numérico es propuesto para verificar que los
eigenvalores estdn acotados. La figura 3.1 muestra tres graficas con diferentes escalas para
observar que los eigenvalores estan acotados. Entonces, existe una constante positiva « tal

que [ A (1)]] < a.

Después, con base en el Teorema 2 del Apéndice A, cada eigenvalor de A,,;(t) debe
satisfacer Re[A(t)] < —pu. Estos eigenvalores se obtienen desde su polinomio caracteristico, el
cual es dado por

det(M — Api (1) = A0+ k(N + k(N + ks ()N
ks ()N + Kps (1N + ks (), (3.19)

donde Ky (t), kpo(t), kis(t), kpa(t), kps(t) v kps(t) son coeficientes los cuales dependen de
cos(fy). La grafica (3.2) es presentada para observar que los eigenvalores son negativos.

Finalmente, se debe encontrar la existencia de una constante positiva 1, tal que la de-
rivada de A,,1(t) debe satisfacer ||A,1(t)|| < 8. Entonces es importante conocer si los ei-
genvalores estan acotados, por lo tanto el polinomio caracteristicas de || A,,1(t)||, estd dado
por

det(\T — A1 (1) = A5 4 ke ()N + koo (DAY + keg () N3
+hea(D)N? + ks (D)X + ke (), (3.20)
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Figura 3.1: Posicién de los eigenvalores de A(t)T A(t).
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Figura 3.2: Graficas de la ubicacion de los eigenvalores.
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donde ke (t), kea(t), ke3(t), kea(t), kes(t) v kes(t) son coeficientes que dependen del cos(6,). El
método numérico es usado nuevamente para ver si los eigenvalores son acotados. La figura
3.3 muestra como los eigenvalores son acotados; esto implica la existencia de una constante
positiva By tal que ||Ami(t)|| < Bi ¥ Ami(t) es uniformemente exponencialmente estable.

,;c

P4,
0

A
COOU0)
ittt
R
&
{

255
oot
5
b

%

Figura 3.3: Ubicacién de los eigevalores de A,,;.

Subsecuentemente para continuar con la demostracién acerca de la estabilidad de A,,,

es necesario encontrar una constante positiva 5 tal que ||F(t)|| < 8 con base al Teorema 1.
Ahora, |F(t)| se calcula a través de [49]

IFON = v Amaa(F)TE(2)),

donde \peo (F(H)TF(t)) es el maximo eigenvalor del det(A — F(t)TF(t)), esto es,

det(\ — F(#)TF(t)) = \* — k()N = A° (A — ks (1)), (3.21)
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Consecuentemente, seis eigenvalores se obtienen de (3.21), los primeros cinco eigenvalores
son acotados porque se encuentran en el origen y el otro eigenvalor puede escribirse como
una funcién polinomial del cos(f;) como sigue

ki(t) = begcos(04)® + ber cos(0a)” + beg co8(04)® + bes cos(0a)° + bey cos(64)*
+be3 c08(04)* + bey cos(04)? + bey cos(0g) — lim*g* (k3 + k3, (3.22)

donde b1, bea, bez, bea, bes, beg, ber v beg Tepresentan valores finitos que dependen de x4, 24, m, Iy,
Ly, g, kb, Azyy Ay, K1y o, k3 y ky. La expresion matematica de los coeficientes be;, @ =1,---,8
se muestran en el apéndice B. Asi, kf(t) es acotada porque el cos(f,) solamente varia entre
—1 a 1. Finalmente, las condiciones del Teorema 1 son satisfechas y el sistema (3.16) es
localmente uniformemente exponencialmente estable.

3.3. Evaluacion de la técnica de control a través de
simulaciones numéricas

Se realizaron simulaciones numéricas para evaluar el desempeno de la estrategia de control.
Los valores de los pardmetros son m=4.9 kg, ,=0.2943 m, I,,=0.271256 kg-m?, g=9.81 m/s,
ty = 0.0274, Ay, = 0.011, kg = 25.23, t; = 0.107, Cjop, = 0.00118, k. = 0.12. El esquema de
control asegura que la salida plana converge a cero asintéticamente. Sin embargo, el objetivo
es controlar la posicién del helicéptero en el plano z'y’ y se observa que la salida plana no
indica explicitamente la ubicacion de la aeronave debido a que P, y P, estdn compuestas
de tres variables (ver ecuacién (3.1)). Una solucién a este problema es generar la trayectoria
deseada para xy v z; mediante el polinomio de Bézier, mientras que #; se obtiene de la
solucion de la siguiente ecuacién diferencial

.. [
Qd — _? (xd CcoS Qd —+ (g — Zd) sin Qd) . (323)

vy

Esta ecuacién se obtiene del modelo (2.26) y se realiza la suposicion que x4 = x, zg = 2
y 04 = 0. Entonces, de la primera ecuacién de (2.26), uno obtiene

m

- (gc-d _ %cos(&d)XM> .

Esta expresion se sustituye en la segunda ecuacion de (2.26) para obtener

Iy =

cos(fa) .. 1
sin(@d)xd msin(6y)

Zg=9g+ Xu
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Finalmente, Xj; es sustituida en la tercera ecuacién de (2.26) para obtener a (3.23). Note
que se despreciaron los términos Iy Z,,, kga y Q1 con el objetivo de tener similitud con el
modelo (2.28) utilizado en la estrategia de control.

Las ganancias del controlador (3.7) fueron seleccionadas como k; = 16, ky = 19.8, k3 =
16.8 y k4 = 10.5 y las ganancias del regulador acotado (3.9) son €, = 10, A,, =4 and A,, = 4.
El seguimiento de trayectoria con respecto al eje 2! se muestra en la figura 3.4, donde el
helicoptero a escala reducida empieza en -8 m y alcanza una posicion de 20 m en un tiempo

de 40 s.

25

20-

10

desplazamiento longitudinal (m)

= il -_X

S - Xd

_1 0 I I I I I I T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempo (s)

Figura 3.4: Seguimiento de trayectoria sobre el eje x’.

El seguimiento de la trayectoria con respecto al eje 2! se muestra en la figura 3.5, donde
se inicia en una posicién de -3 m hasta llegar a una posicion de -25 m en un tiempo de 40
s. El angulo de cabeceo inicia en una condicién inicial de 6° y posteriormente logra seguir la
trayectoria deseada como se observa en la figura 3.6. Las entradas de control se muestran en
las figuras 3.7 y 3.8.

3.3.1. Simulaciones de la robustez de la estrategia de control con
respecto a la rigidez entre las palas y el mastil del rotor
principal

Ahora, se muestran la respuesta de la técnica de control en dos circunstancias distintas
de la dindmica. La primera condicién consiste en despreciar los efectos de la constante kg y la
segunda condicién involucra la incorporacién del término kg; esto hace un cambio importante
en el modelo debido a que aparece una nueva entrada de control, la cual no fue considerada
en el disenio de la estrategia de control. La entrada de control del mando colectivo fue acotada
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Figura 3.5: Seguimiento de trayectoria sobre el eje 2.
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Figura 3.6: Angulo de cabeceo del helicoptero.
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en la simulacion porque el mecanismo esta disenado para moverse en un cierto rango. Aunado
a esto, a las senales se les anadi6 ruido blanco con el fin de simular los efectos de los sensores.

La simulacién del desplazamiento de z empieza con una condicién inicial de —32 mientras
que la trayectoria deseada empieza en —30 hasta llegar a —7, esto se observa en la gréfica
3.9.
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Figura 3.9: Respuesta de la estrategia de control en el desplazamiento vertical cuando se
incluye a la rigidez las palas; z!.

El movimiento de la variable z inicia con una condicion inicial de —2, y la referencia
comienza con un valor de cero hasta llegar a 20. La respuesta se muestra en la figura 3.10.
El cabeceo de la aeronave comienza con una condicion inicial de 6° en ambas simulaciones y
se observa una reduccién en la amplitud del movimiento angular al considerar el término kg
(ver figura 3.11). Las entradas del control se muestran en las figuras 3.12 y 3.13.

3.3.2. Simulaciones de la técnica de control con/sin barra estabi-
lizadora

La estrategia de control fue evaluada con y sin la barra estabilizadora. Las graficas de
las figuras 3.14, 3.15 y 3.16 muestran el comportamiento del sistema en lazo cerrado para el
seguimiento de la trayectoria cuando el control incluye la barra estabilizadora; la notacion
Tay, 2 ¥V Bs indican que la simulacién no incluye los efectos de la barra estabilizadora. El
comportamiento del sistema en lazo cerrado se muestra para diferentes condiciones iniciales.



56 Seccién de Mecatrénica

25

n
=)
T

o
T

=)
T

&)
T

desplazamiento longitudinal (m)

—— Simulacién de x sin el término kp i
Simulacion de x con el término k[5

o

Xa

_5 I I I T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempo (s)

Figura 3.10: Respuesta de la estrategia de control en el movimiento longitudinal cuando se
incluye a la rigidez las palas; 7.
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Figura 3.14: Desempefio del control para el seguimiento de trayectoria de ! con/sin barra
estabilizadora.
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Figura 3.15: Desempeifio del control para el seguimiento de trayectoria de z! con/sin barra
estabilizadora.
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Figura 3.16: Desempeno del control para el seguimiento de trayectoria de 6 con/sin barra
estabilizadora

3.3.3. Comparacion de la técnica de control propuesta contra el
control tradicional PID
La figura 3.17 muestra una comparacion entre el comportamiento de la estrategia pro-

puesta y la accién de un PID para el seguimiento de una trayectoria vertical. Se observa que
la respuesta de la técnica propuesta es mas rapida que la obtenida por el PID.
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Capitulo 4

Estabilizacion de la dinamica interna
mediante la técnica seguimiento de
ruta

El modelo dindamico del fuselaje del helicoptero a escala reducida descrito en el capitulo
2, se representan de una manera simplificada mediante [11] y [10]

)g; UllRbe

’Ij —_

q') = ﬁ/(@)—lgb ) (4-1)
Oy T (7P — Qb x IQY)

donde [X] Q"€ R®, R € SO(3) y W(®) € SO(3). m y T son la masa y el tensor de inercia,
respectivamente, Z esta definido como:

[x:c _Ixy _Ixz
I = —lyo Ly 1y
_sz _Izy Izz

El modelo cinematico rotacional relaciona las velocidades en eje cuerpo con las velocidades
en ejes inerciales mediante la expressién [43]

d =W (P) QP (4.2)
donde
1 0 —Sp
W(@)=10 ¢4 540 |- (4.3)
0 —s4 cyco

61
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Figura 4.1: Posicion del punto de referencia en el marco de ejes cuerpo.

4.1. Punto de referencia a controlar en el helicéptero

El modelo dindmico del helicéptero tiene cuatro entradas diop, O1at, dcol Y Opea ¥ S€is posibles
salidas x, y, z, ¢, 0, ¥, de las cuales, generalmente, se controlan la orientacion mediante un
lazo de control interno y la posicién mediante un lazo de control externo (las velocidades
traslacionales y rotacionales casi no se utilizan como salidas del sistema).

En esta ocasion se propone emplear un procedimiento poco usual basado en el trabajo
de [50]. Este consiste en asumir la existencia de un punto ficticio de referencia, ubicado en la
parte superior de helicoptero, sobre el eje del rotor, tal como se muestra en 4.1. Este nuevo
punto se considera como la salida del sistema a controlar.

Asimismo, se plantea un reacomodo en la forma de representar a las fuerzas y los pares
externos que afectan al helicéptero, como se propone en [50]; esto es, las fuerzas externas
aplicadas al helicéptero se pueden expresar por f = RW; + T,u y los pares externos son
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expresados por 7 = M,u, donde u = [Tyrr My My Tr]" es el vector de entrada, My el par
aplicado al movimiento de alabeo y Mj el par aplicado al movimiento de cabeceo. W; = [0
0 g] es el vector de gravedad. Finalmente, T, y M, son matrices que permiten colocar a las
entradas de control en la dinamica del helicoptero. Estas matrices estan dadas por

0 00 O
T, = 0 00 —1],
-1 00 0 |
0 10 0]
M, = 0 01 0
—aOOlT_

4.2. Estrategia de Control

La técnica de control emplea como salida del sistema a la posiciéon del punto de referencia
y la guinada; esto ocasiona que los dngulos de alabeo y cabeceo sean las variables de la
dindmica interna del sistema.
A continuacién se muestra el diseno del esquema de control; posteriormente se mostrara la
respuesta de la técnica de control mediante simulaciones numéricas.

4.2.1. Estrategia de control para la posicion del punto de referen-
cia y la guinada
El punto de referencia esta dado por
I __ 1
X! = X! + Rd,, (4.4)
o, en forma equivalente

T — (8ySe + Cypsecy) d

X = | y— (—cysy+ sysecs)d |, (4.5)
z — cpcgd
donde d, = [0 0 —d]", y d es una distancia desde el centro de masa hasta el punto de

referencia; esta distancia estd sobre el eje 2° (véase la figura 4.1).
Entonces, se define a la salida del sistema (4.1) como

y = [)f” (4.6)

Por otro lado, el modelo dinamico del helicoptero tiene un vector de grado relativo definido
como {2,2,2,2} con respecto a la salida del sistema. Si se calcula a la segunda derivada de
la salida del sistema (4.6) y se reagrupan sus términos de la forma
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Y = Fy + Gyu, (4.7)

donde Gy es la matriz de desacoplamiento y el vector Fy contiene a todos los elementos que
no incluyen a la entrada (ambos términos se muestran detalladamente en el apéndice C) y
se tiene que Gy es no singular, excepto en 6 = +m/2 rad, ya que

Pl cos ()
Ly Iy L, mcos (0)

por lo tanto, se debe de evitar el realizar maniobras agresivas para eludir el punto de singu-
laridad.

det(Gy) =

La senal de control se define como
u=(Gy)™" (U +Y, - FY) : (4.8)

donde v = [v; vs v3 4] es un vector de nuevas entradas, Yy = [24(t) ya(t) za(t) 1q(t)] es el
vector de senales de referencia. Enseguida se sustituye la ecuacion (4.8) en (4.7), obteniendo
que

Y =v+Y,,
Si, se define al error de la salida del sistema como
e, =Y =Yy,
y se escoge a los componentes del vector de las nuevas entradas v como
v; = —kpey, — kaié,,, i=1,--- .4 (4.9)

donde k,;, k4 son constantes positivas del tal manera que el error e, converga asintéticamente
a cero. El sistema en lazo cerrado queda como

& = _kdieYi_kpieYﬂ

7;, = F77+g177

donde 7 representa a las variables de la dindmica interna, g, involucra a los términos que son
afectados por la entrada y F,, corresponde a los términos que no son afectados por la entrada.

Por otro lado, asuma que la posicién de la guinada con respecto a su trayectoria deseada
es cero debido a que el empuje del rotor de cola se aplica directamente al movimiento de
guinado haciendo que la guinada tienda a la referencia. Ahora, si se considera que la posicién
deseada de la guinada es cero, y que la variable de la guinada tiende a este valor, se tiene
que las otras salidas del sistema quedan de la siguiente forma
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r—xq = sin(f)cos(d)d,
y—ya = sin(¢)d, (4.10)
z—2zq = cos(f)cos(p)d.

En estas ecuaciones se nota que la diferencia entre el valor actual y la posiciéon deseada
tiene un comportamiento peridédico con respecto a las variaciones de 0 y ¢, y su amplitud
maxima va a depender de la distancia d. Si se asume que los dngulos de alabeo y cabeceo
son cero, entonces las variables x y y coinciden con las posiciones deseadas x4 v ¥4, res-
pectivamente mientras que z tendria el valor de z; + d; esto representa el comportamiento
esperado.

4.2.2. Dinamica interna del sistema retroalimentado

Para analizar la estabilidad del sistema retroalimentado (4.1)-(4.8) es necesario estudiar
las ecuaciones dindmicas del cabeceo, 6, y del angulo, ¢, con la ley de control (4.8). Con este
fin, se considera el modelo cinemadtico rotacional descrito por (4.2),

d =W (P) ',
despejando a Q°, la ecuacién queda como
Q= W(P)D,
si se deriva a QP con respecto al tiempo, se obtiene
Qb = W(D)D + W (D).
Luego P es despejada, dando como resultado
b =W (D) (Qb - W@)@) ,
si sustituimos de la ultima ecuacién de (4.1) a €2, se obtiene que
b = w(e)! (I—l (Myu— O x IQY) — W(@)cb) .

Se desea considerar solamente la dindmica interna por lo tanto se hace uso de un vector
con la siguiente forma e; = [ 1 1 0 | para extraer la dindmica de ¢ y 6 del vector ®. Teniendo
asi que

o= eeW(®) T M,u
e W (®) T (W(cb)cb) x T (W(cb)cb) (4.11)
—ey W (D)W (D)D,
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donde e; =110 ] es un vector utilizado para extraer la dinamica de las variables de ¢ y 0
del vector ®. Ahora, se asume que estos angulos son suficientemente pequenos, de tal manera
que sin(¢) ~ ¢, cos(¢) ~ 1, sin(f) = 6, cos(f) ~ 1 y los productos entre las derivadas de ¢ y
0 con respecto al tiempo son nulas. Esto simplifica a (4.11), dando como resultado a

iy 1 1 1 1
[@H%(czﬁ—%)]:ﬁl Bl Bly By 412)
) .
‘9"‘%9 By, By, B3 By
donde
Iz —0 adm+0 ¢ It d l
Bl = lmetpetin pl, o G
Bl — _—¢ditm+lz¢btadm. Bl — OQditmilz
13 = Itd2m ) 4 = T ditm
B%l = —d* B%Q = 0
By = d’ By, = —¢

Observe que la dindmica de (4.12) no tiene amortiguamiento, de ahi que el sistema sea
inestable.

Se propone trasladar el vector de trayectorias deseadas a coordenadas de ejes cuerpo,
Y2(t), donde Y2(t) = [24(t) v5(t) 25(¢) ¥5(¢)]" por medio de la transformacién Y; = RTY?,
es decir

.. jd
[Wg((ﬁ_%)]:[gé Bh, Bl Bl | iy | (4.13)
0+ %0 By By By B %Czl;
d
donde
Blzl - ltfi;(’i’ B§2 — 9dl§1_-1&-1
B, = ltd; Biy = ditm
By = —d%; By = 0
By = 0; B3y = —¢

Ahora, se propone que 25(t) ~ 0 y 94(t) =~ 0, 25(t) = 0y ¢(t) =~ 0, ¥ t > 0. Entonces la
dindmica (4.13) toma la forma

C.Z.S_{_% (¢_%> — lrt[ilZQqs xd+d ) (4_14)
0+ 20 —d- xz

Es importante observar que las restricciones para el movimiento deseado mencionado
arriba corresponde a secuencias de movimiento estandar que se realizan en los helicopteros;
por ejemplo, mantener el helicéptero a una altura fija (vuelo estacionario) con dngulo de
guinada nulo.
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4.2.3. Estabilizacion de la dinamica interna usando la técnica del
seguimiento de ruta

La estabilizacién asintética de la dindmica (4.14) puede lograrse mediante la técnica de
seguimiento de ruta. En estd técnica, las trayectorias deseadas estan parametrizadas por
variables adicionales, los cuales se consideran como nuevos estados del sistema y su derivada
de mayor orden serd la nueva entrada al sistema.

Considérese las trayectorias deseadas de (4.14), estas se parametrizan por los escalares «
y [,y seran los nuevos estados del sistema. Estas son expresadas como:

Pzg(a) ., N &Cd(oz)d

i = 0 o (4.15)
= T8 D g )
sustituyendo (4.15) en (4.14), se obtiene lo siguiente
r8(oms) = s (T B
+d™! (ygjéﬂ )2 4 ayg;ﬁ )B) , (4.16)
b+ %9 — _d! (a2§jéa)a2 n axgéa)d) .

Ahora, se propone utilizar a & y 3 como las nuevas entradas del sistema (4.16). Obsérvese
en (4.14) que el sistema carece de amortiguamiento, por lo tanto la estrategia de control
consistira en adicionar amortiguamiento al sistema de la siguiente forma:

s dya(P) ! Izz ¢ 825(2d<05).2 0zq(a) ..
f = d( o ) (_ltd2m( Pa - o a))

B -1 . .
+d ( yadéﬁ)) (_kﬂ1¢ - k52¢ - kﬁsﬁ - /{354ﬁ) ) (417>
G = —ko 0 — ko, — kaya — kg, cr. (4.18)

Notese que la primera derivada parcial respecto a 3 necesita ser diferente de cero, por lo
que hay que tener cuidado al proponer las trayectorias deseadas. La dindmica interna tratada
en (4.16) con la seleccién (4.17) y (4.18) queda como

. . . 2 .

925_'_ k52¢+ (k,Bl + %) ¢+ kﬁsﬂ + k546 —d! (%&éﬁ)) 62 = %%’
R B PR PN A (.19
+1 %z 4() &2 = 0.

d 0%«
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Las ganancias kg1, kg2, kg3, kpa, ka3 Y kaa son constantes positivas mientras que las ganan-
cias ko, V ka, son constantes negativas. Estas condiciones son necesarias pero no suficientes.
Es importante hacer notar que para lograr la estabilidad asintética del sistema, la primera
derivada parcial de z4(«) no debe de cambiar de signo.

4.3. Simulaciones numéricas

Se propuso como vector de senales de referencia el vector dado por:

X(t) = ngg =% (4.20)
Ya(t) 0

Las condiciones iniciales usadas para el modelo del helicéptero fueron z(0) = 0.5 m,
y(0) = 0.5 m, z(0) = —0.5 m, 0(0) = 0 rad, ¢(0) = 0 rad y ¥ (0) = 0.5 rad. De igual manera,
las variables de la estrategia de control (4.17) y (4.18) fueron iniciadas con los valores de
£(0) =0y a(0) = 0. Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas se muestran en
las figuras 4.2 a 4.5 y en ellas se puede observar lo siguiente. La variable x(¢) converge a la
senial de referencia x4(t) mientras que hay un error en estado estacionario para la variable y(t);
esto es debido a (4.8), ya que el valor del dngulo de alabeo, ¢, también en estado estacionario,
es de 47 = 0.25 rad (vedse la figura 4.2, 4.3 y 4.5). De igual manera, y también debido a
(4.8), se tiene un error en estado estacionario para la variable z aproximadamente igual a

= 1 m (vease la figura 4.4 y 4.5); de hecho 6(t) converge a 0 cuando ¢ — oo y, por lo tanto,
24(t) — z4(t) + cos(¢)d. De las simulaciones numéricas mostradas, se puede concluir que el
comportamiento del modelo dindmico (4.1), con la retroalimentacion (4.8), (4.17) y (4.18) y
utilizando la técnica de seguimiento de ruta es el esperado. Notar que esta técnica permite
estabilizar la dindmica interna del modelo.
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Capitulo 5

Plataforma experimental

5.1. Descripcién de la plataforma experimental

El presente capitulo trata sobre la instrumentacién de una plataforma experimental de
vuelo que estd conformada por un helicéptero a escala reducida y una estacion de tierra.

5.1.1. Descripcién del helicéptero a escala reducida

La plataforma experimental estd compuesta por un helicoptero de aeromodelismo de la
marca Align, modelo 450 SE. La longitud de la aeronave es de 660 mm con una altura de
230 mm y un peso de 0.5027 kg, mientras que los didmetros del rotor principal y de cola son
de 700 mm y 150 mm respectivamente. Los rotores estan acoplados por un tren de engranes
con una relaciéon de 150:12 y son impulsados por un motor trifasico de la marca Align. La
alimentacion del sistema es a través de una pila de 11.1 V a 1800 mAh con un peso de 0.1476
kg. La aeronave cuenta con un receptor de la marca Fr SKY modelo TFR8 SB con 8 canales,
el canal 3 envia una sefal al controlador de velocidad (speed control o driver) para controlar
la velocidad del motor trifasico. Los canales 1, 2 y 6 operan a 3 servomotores para generar
los mandos colectivo y ciclico del plato oscilante. Por tltimo, el canal 4 envia la senal a
un servomotor para controlar al mando colectivo del rotor de cola. La figura 5.1 muestra al
helicoptero a escala reducida empleado como plataforma de experimentacion.

5.1.2. Descripcién de la estacion de tierra

La estacion de tierra esta formada por un radio control y una computadora con modem.
La marca de la computadora es Dell, modelo XPS 8700 con un procesador intel i7, una
memoria RAM de 4 Gb a una velocidad de 5 Ghz mientras que el modem es marca CISCO,
modelo Linksys EA4500 con una velocidad méxima de 450 Mbps. La marca del radio control
es Futaba, modelo T8FG. La figura 5.2 muestra los mandos del piloto; la palanca del lado
izquierdo opera el mando colectivo y el timoén, la palanca del lado derecho opera el mando
longitudinal y lateral.
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Figura 5.1: Helicéptero a escala reducida.
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Figura 5.2: Radio Control.
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5.2. Instrumentacion de la aeronave

La instrumentacion del helicoptero esta conformada por un dispositivo logico programable
(DSP), un receptor de radio control, cuatro servomotores, un motor trifdsico, un modulo Wi-
Fi y una unidad de medicién inercial (IMU); estos dispositivos electrénicos son alimentados
por una bateria tipo LIPO. A continuacién se describe en forma general el funcionamiento
del sistema.

La plataforma experimental tiene dos formas de operar en modo manual y semiautomati-
co. En ambos modos, se debe iniciar con la palanca del mando colectivo en su nivel inferior
para prevenir el arranque del rotor principal, la posicién del interruptor SD del radio control
debe colocarse en modo manual; enseguida, se enciende primero el radio control y luego el
helicéptero que alimenta al receptor y al DSP que a su vez energiza a la IMU y al médulo
WiFi mientras que el receptor alimenta a los servomotores. E1 DSP envia las correspondien-
tes senales de PWM a los servomotores para ubicar al plato oscilante a una posicion inicial.
Después el modulo WiFi realiza el protocolo de conexién con el modem de la estacion de
tierra y al mismo tiempo el DSP comienza la sincronizacién con la IMU. Una vez terminado
este proceso, el piloto puede manejar a la aeronave mediante el radio control, el cual envia
las senales al receptor para ser procesadas y posteriormente transmitirlas en forma de PWM
a las terminales ECAP del DSP. El DSP calcula el tiempo del ciclo de trabajo de las senales
PWM,; las senales que entran en los ECAP saldran idénticas en las terminales de salida de
PWM del DSP para ser emitidas hacia los servomotores y que el piloto maneje totalmente al
helicéptero. El modulo WiFi esta enviando la informacion de las mediciones de los angulos y
las velocidades de rotacion, y las senales de mando de los servomotores. La conexién y flujo
de datos de los diferentes dispositivos se muestra en la figura 5.3.

El funcionamiento del modo semiautomatico utiliza los mismos dispositivos electrénicos
empleados en el modo manual y su activacion inicia cuando el piloto selecciona el modo
semiautomético mediante la palanca SD ubicada en la parte superior del radio control. En
este modo de operacion involucra el anadir amortiguamiento en los movimientos de rota-
cion del helicoptero, es decir, a las senales que envia el piloto se le adiciona un término de
amortiguamiento al sistema (este procedimiento se detalla en el capitulo 6).

5.3. Dispositivos electrénicos utilizados en la instru-
mentacion

5.3.1. Etapa de alimentacion

El sistema es alimentado por una bateria, tipo LIPO de 11.1v a 1800mAh. Esta alimenta
a la interfaz de potencia de los actuadores y al DSP. La marca de interfaz de potencia,
comunmente llamado controlador de velocidad o speed control, es Align. Esta posee dos
salidas, una para alimentar al motor del rotor principal y la otra para energizar al receptor
del radio control que a su vez alimenta a los servomotores. El1 DSP se alimenta a través de
un circuito regulador de voltaje que soporta voltajes desde 7 V hasta 20 V.
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Figura 5.3: Dispositivos electrénicos del helicoptero a escala reducida.

Los servomotores tienen tres terminales, dos son para la alimentacién del motor y la
restante es para la senal de control. En esta parte se realizé el diseno de un circuito para
alimentar a los motores a través del controlador de velocidad y las senales de control se
conectaron a las terminales PWM del DSP. El circuito impreso se muestra en el diagrama de
la figura 6.1 y se observa la utilizacién del circuito integrado 74LS14N para anular el ruido
en la senal de mando de la velocidad del motor trifasico
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Figura 5.4: Circuito impreso para alimentar a los servomotores y reenviar la senal de control.
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5.3.2. Etapa de medicién

La etapa de medicién se encarga de medir la posicién y la orientacién del helicoptero a
escala reducida. Esta etapa esta conformada por un conjunto de camaras infrarrojas y una
unidad de medicién inercial (IMU) para medir la posicién y la orientacién, respectivamente.
A continuacién se describe el funcionamiento y la configuracion de cada sensor.

Unidad de medicién inercial

La unidad de medicién inercial (Inertial measurement unit, IMU) es un dispositivo electréni-
co utilizado para la navegaciéon aérea debido a su capacidad de medir la orientacion y veloci-
dad angular de la aeronave. La IMU esta constituida por tres acelerémetros, tres giroscopios
y tres magnetémetros con un procesador capaz de calcular el alabeo, cabeceo y la guinada
en tiempo real, asi como realizar la calibracion para las salidas de la aceleracién lineal y la
velocidad angular [51].

En la instrumentacién se empled la IMU de la marca XSENS, modelo MTi, cuyas carac-
teristicas son: resolucién angular de 0.05°, repetibilidad de 0.2°, exactitud estética (alaeo/cabeceo)
de 0.5, exactitud dindamica de 2° RMS, maximo tiempo de muestreo de 256 Hz. Existen dos
formas de proporcionar los datos, en formato bruto (los datos no son filtrados) o procesados.
La orientacion es calculada por un filtro de Kalman para los tres grados de libertad de la
orientacion usando las senales de los giroscopios, acelerémetros y magnetéometros. Esta in-
formacion se procesa mediante un DSP que se encuentra en la parte interna de la IMU. Los
protocolos de comunicacién de la IMU son RS232, RS422 y RS485 [51].

La configuracion de la IMU esta programada para medir la orientacién y la velocidad
angular de la aeronave a una frecuencia de 120 Hz. La orientacion es proporcionada en
angulos de Euler y la velocidad angular estd en rad/s. El protocolo de comunicacién elegido
fue el RS232 a una velocidad de 115200 bits por segundo (bps).

Sistema de visién por camaras infrarrojas

Se emplea un sistema de visién por camaras de la marca NaturalPoint de la familia Op-
tiTrack, para el seguimiento de cuerpos rigidos. El sistema estd conformado por un conjunto
de camaras infrarojas, marcadores, dos hub, una barra y una escuadra de calibracién, y un
software llamado Motive.

El laboratorio de robdtica y manufactura de la seccion de mecatrénica cuenta con 12
cdmaras modelo Flex 13 distribuidas en un drea de 6 m? a una altura de 4 m. Cada cdmara
tiene un anillo de leds que emiten luz infrarroja para detectar objetos que reflejen a esta luz.
Los marcadores estan disenados para reflejar la luz emitida por las camaras infrarrojas y de
esta manera determinar su ubicacion en el espacio de trabajo.

El sistema de visién se debe calibrar, cuando se utiliza por primera vez y esto se logra
mediante la barra de calibracién (ver figura 5.5 e ) que tiene montados tres marcadores.
Las camaras infrarrojas detectan a los marcadores de la barra de calibracién; entonces el
usuario debe mover la barra de calibracion por toda el area de trabajo con la finalidad que
todas las camaras detecten a los marcadores de la barra de calibracién. Al mismo tiempo,
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Figura 5.5: Sistema de visién por cdmaras infrarrojas.

el software Motive, almacena estd informacién para determinar el volumen del espacio de
trabajo y la ubicacion de las camaras. El software almacenara los datos, cuando tres ciAmaras
estén visualizando al mismo marcador. Enseguida se coloca la escuadra de calibracién (ver
figura 5.5 f) para especificar la orientacién y posicién del marco de referencia inercial en el
espacio de trabajo.

Una vez terminada la calibracion, se define al cuerpo rigido mediante el software Motive
y los marcadores. Se deben colocar tres marcadores como minimo y siete marcadores como
maximo en el cuerpo rigido para que el software proporcione la posicion y la orientacién
del centroide de la figura que forman los marcadores. Cabe senalar que se deben colocar los
marcadores de forma asimétrica para evitar los errores de orientacién del objeto. Ademas si
se consideran mas de dos objetos, se deberan usar arreglos tinicos con los marcadores en cada
cuerpo debido a que el software podria confundir e intercambiar la informacion. El software
puede detectar de forma simultdnea hasta 32 cuerpos.

El software Motive proporciona cuatro formas de disponer a los datos del cuerpo rigido,
que son:

» CSV Export (Comma-Separated Values) permite guardar los datos para posteriormente
abrirlos utilizando Microsoft Excel, este método no proporciona los datos en tiempo
real.
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» Natural Point Engine (NatNet); este método transmite las coordenadas de los marca-
dores asi como la posicion y orientacion de los cuerpos rigidos en tiempo real.

= Trackd Engine, el cual puede ser usado para obtener en tiempo real la informacién de
los cuerpos rigidos.

= VRPN Engine, (acrénimo de Virtual Reality Peripheral Network) es un conjunto de
clases y protocolos de cédigo abierto que se puede utilizar para acceder a los datos de
los cuerpos rigidos en tiempo real. Cuenta con una latencia baja y tiene incorporada la
regeneracién de forma automatica en caso de que una conexion se interrumpa de forma
temporal.

En el proyecto se utiliza el sistema de visiéon para ubicar la posicion del helicoptero a
escala reducida al colocar siete marcadores distribuidos de forma que el centroide se ubique
sobre el eje del rotor principal. Esto se logra al instalar dos barras de fibra de carbén en el
tren de aterrizaje para colocar seis marcadores, y otro marcador se situd entre la unién del
rotor de cola y el cuerpo principal del helicéptero, tal como se muestra en la figura 5.6. Se
hace mencién que los marcadores montados en las barras de fibra de vidrio fueron construidos
de bolas de unicel y forrados de papel reflejante.

Figura 5.6: Marcadores montados en el helicoptero.
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Las camaras visualizan la posicién de los marcadores y envian la informacion a la compu-
tadora para ser procesada por el software Motive. Enseguida se etiqueta a la estructura con
el nombre de Trackerl. De esta manera, el software Motive proporciona la ubicacion y la
orientacion de la aeronave a una frecuencia de 120 Hz. Esta informacion se transmite a un
programa desarrollado en Visual Studio C++ 2010 mediante el protocolo VPRN debido a
que Motive no permite el procesamiento o almacenamiento de datos por parte del usuario.

5.3.3. Etapa de actuadores

Los actuadores de los helicopteros se pueden dividir en dos grupos, los encargados de la
velocidad de rotacion del rotor principal y los responsables del mando ciclico y colectivo. El
primer grupo consiste en un motor trifasico que impulsa al rotor principal y de cola a través
de un sistema de engranes junto con una banda dentada. Los mandos colectivos y ciclico del
rotor principal son manejados por tres servomotores y el mando colectivo del rotor de cola
es manejado por un servomotor.

El motor trifasico es de la marca Align, con la siguientes caracteristicas: voltaje de entrada
de 7.4 V a 14.8 V, corriente maxima de 35 A, potencia de salida de 350 W, peso aproximado
de 70 g y dimensiones de 3.16x27.5x39.8 mm. Este sistema se alimenta por un controlador
de velocidad para un helicéptero de la marca Align modelo BL-35@G, el cual se alimenta a un
voltaje de 11.1 V mediante una bateria tipo LiPo.

Ese controlador de velocidad tiene la caracteristica de arrancar lentamente para evitar
posibles accidentes cuando se pone en marcha el rotor principal. La forma de manejar la
velocidad del motor es mediante una senal de PWM enviada al controlador de velocidad; las
variaciones de ciclo de trabajo se relacionan en una forma proporcional a la velocidad del
rotor, es decir, si se incrementa el ciclo de trabajo se aumenta la velocidad del rotor y si se
reduce el ciclo de trabajo, se disminuye la velocidad rotor hasta detenerlo completamente.
La senal de PWM que emite el receptor al controlador de velocidad estd a una frecuencia de
71.48 Hz y la variacion del ciclo de trabajo es de 0.077 ms hasta 1.9 ms. Se observo que se
puede cambiar la frecuencia de operacion, siempre y cuando se conserve el tiempo del ciclo
de trabajo.

Por otro lado, los servomotores son de la marca E-flite, model EFLRDS76, el voltaje de
alimentacion es 4 V a 6 V, el par de salida es 1.75 kg-cm a un voltaje de 4.8 V, su peso
aproximado es de 7.6 gr. La velocidad es de 60° en 0.11 s a un voltaje de 4.8 V La senal de
entrada es de tipo PWM a una frecuencia de 71.48 Hz y al igual que el motor trifasico, se
puede aumentar o disminuir la frecuencia siempre y cuando se mantenga el tiempo del ciclo
de trabajo.

5.3.4. Estacion en tierra

En la estacion de tierra se utiliza un radio control para operar al helicéptero en forma
manual o semi-automatica y dos computadoras, una computadora recibe la informacién de
las caAmaras infrarrojas y la interpreta con el software de Motive, la otra computadora esta co-
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nectada a un router para recibir la informacion enviada por el modulo WiFi que se encuentra
montado en el helicoptero.

5.3.5. Etapa de comunicacion

La etapa de comunicacion estd conformada por un médulo WiFi de la marca Roving
Networks modelo RN171XV, que se encuentra colocado en el helicéptero a escala reducida.
El médulo WiFi esta conectado al puerto SCI-C del DSP para recibir los datos de los mandos
de cada servomotor, los angulos y la velocidades angulares de la aeronave. El médulo WiFi
se conecta inalambricamente a un router de la marca CISCO modelo Linksys E4200 para
trasmitir los datos mediante el protocolo TCP/IP. El router envia los datos a la computadora
para que los clasifique y los almacene en un archivo TXT

El médulo Wi-Fi esta configurado para conectarse a la red con una IP estatica con niimero
de 192.168.1.101, a una velocidad de transmisién de 115200 b/s, con DHSP deshabilitado.

5.4. Programacion

En estd seccion se expone la programacion y configuracion del DSP, asi como la progra-
macion realizada para almacenar los datos de los experimentos en la estacion en tierra.

5.4.1. Programacion del DSP

El procesamiento digital de seniales es realizado por un DSP de la marca Texas Instruments
Modelo TMS320£28335, el cual se configuré para operar a una frecuencia de 150 MHz y
emplear a las terminales ECAP, PWM, SCI y RS232. A continuacion se describe en forma
general la configuracién de cada uno de los puertos y posteriormente se muestra un diagrama
a bloques que describe el funcionamiento del programa principal del DSP.

Configuracion de las terminales ECAP.- Cuando se maneja al helicoptero en forma
manual, el radio control envia las senales de mando al receptor, este a su vez emite las
senales en formato de PWM a las entradas ECAP. Se emplean cinco terminales ECAP, tres
para los servomotores, una para el motor trifisico y la restante indica cuando el piloto ha
cambiado el modo de vuelo (de manual a semiautomatico o viceversa). Todos los ECAP estan
configurados para medir el periodo de los PWM y el tiempo en que esté en alto el pulso con
el propédsito de calcular el porcentaje del ciclo de trabajo.

Configuracién de los PWM .- Las terminales de salida del PWM estan configuradas para
trabajar a una frecuencia de 71.48 Hz. Cuando el sistema estd en modo manual, el porcentaje
de ciclo de trabajo de las terminales ECAP son enviados directamente a las salidas de los
PWM. Si el modo esta en semiautomatico, la respuesta de la ley de control se acondiciona
para reflejarse en formato de ciclo de trabajo de los PWM.

Configuracion del RS232.- La unidad de medicién inercial envia la informacion de la
orientacién y la velocidad angular de la aeronave hacia el puerto RS232. El puerto esta



80 Seccién de Mecatrénica

configurado para recibir la informacién a una velocidad de 115200 b/s, el tamano del cardcter
a recibir es de 8 bits, la paridad estd deshabilitada y el numero de bits de paro es de cero.
Configuracién del SCI.- Por otro lado, el puerto SCI se conecta a un moédulo WiFi para
enviar la informacion a la estacion de tierra. Los datos enviados son los angulos de Euler, la
velocidad angular y las senales de mando de los actuadores. El puerto SCI se configura a una
velocidad de transmisién de 115200 b/s, con una polaridad deshabilitada y con cero bits de
paro.

A continuacién se explica brevemente el programa principal y se muestra el diagrama de
flujo en las figuras 5.9 y 5.10. El programa empieza con la carga de librerias y enseguida con
el reconocimiento de las subrutinas. Enseguida se declaran las variables globales, después se
activan las configuraciones de reloj, los GPIO, las interrupciones, el watch dog, los ECAP,
los PWM vy la comunicacion serial. Después, se habilitan las interrupciones y se establecen
las senales de PWM a un valor de condicion inicial que no afecte el comportamiento del rotor
principal y de cola. Se limpia el buffer empleado en la comunicaciéon SCI. Inmediatamente
se sincroniza la IMU y se realiza la primer captura de datos. En todo momento, se estard
realizando la captura de la informacién proveniente de la IMU y el receptor debido a que las
interrupciones estdn implementadas en tiempo real con base en el modelo de Giotto (para
mayor informacién ver [36] y [35]). Posteriormente se entra a un bucle infinito, en el se
evalua si el piloto ha seleccionado el modo de vuelo manual o semiautomatico y el programa
continua con la respectiva seleccion de la subrutina. Enseguida, se actualizan los valores de
la terminales de los PWM asi como la medicién de la IMU y finalmente se repite el bucle. La
subrutina de modo manual, se encarga de transmitir la informacién capturada por los ECAP
hacia los PWM. Si el programador desea transmitir a una frecuencia mayor a la recibida en
los ECAP, simplemente se realizan ajustes en la configuracion y la instruccion de salida del
PWM. En la subrutina de modo automaético, se evalta la técnica de control y acto seguido
se realiza el acondicionamiento de senal (para mayor referencia ver capitulo 6) para sumarla
de una manera adecuada a la senal del piloto. Por ltimo, esta senal se envia a las salidas de
los PWM.

5.4.2. Programacion de la comunicacién y almacenamiento de da-
tos
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Figura 5.7: Diagrama de flujo del programa principal.
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Figura 5.8: Diagrama de flujo de los subprogramas manual y semiautomatico.
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Figura 5.9: Diagrama de flujo del programa principal para el almacenamiento de datos.
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Capitulo 6

Acondicionamiento de senales y
experimentos

En la seccién 1.2.4, se hace mencién que se emplea una plataforma de prueba para res-
guardar la seguridad del vehiculo, cuando se estan ajustando las ganancias del controlador.
Esto conlleva a que se tenga una alteracién en la dindmica del sistema debido a la propia
dinamica de la plataforma de prueba. Entonces, el desempeno de la estrategia de control sera
diferente al volar al helicéptero sin la plataforma de prueba. Esto puede ocasionar que el
vehiculo se estrellase con algiin objeto. Por lo tanto, se decidié no utilizar una plataforma de
prueba.

La etapa de la implementacién de la estrategia de control se dividié en tres fase. En la
fase 1, se consideré oportuno empezar a implementar un controlador que proporcionara un
aumento en el amortiguamiento relacionado a la orientacién de la aeronave, para facilitar su
maniobrabilidad. La fase 2 consistiria en implementar la técnica de control del capitulo 3 y
la fase 3 se implementaria la estrategia de control del capitulo 4. Sin embargo, no se logro
llegar a fase 2 porque en la fase 1 se tuvieron varios accidentes que provocaron danos severos
en el helicptero. A consecuencia de esto, se presentaron largos periodos de reparacion.

6.1. Acondicionamiento de senales

Anteriormente se ha comentado que las entradas del sistema son los empujes del rotor
principal y de cola. La elevacion y descenso de la aeronave depende de la magnitud del empuje
del rotor principal, los movimientos laterales y longitudinales obedecen a la orientacion del
empuje del rotor principal y en menor medida al empuje del rotor de cola, y los pares de
reaccion de los rotores. De igual forma, la orientacion del helicéptero es afecta por la direccion
y sentido del empuje del rotor principal y de cola, y los pares de reaccién.

Enfocandose en el empuje del rotor principal, se observa que la variaciéon de la magnitud
y la orientacién del empuje del rotor principal se controla por el plato ciclico y este a su
vez es operado por las palancas de mando del piloto. En el apéndice D.4, se comenta que el
plato ciclico es operado por tres entradas: la entrada de control lateral, entrada de control
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longitudinal y la entrada del control colectivo.

A diferencia de un helicoptero a escala completa, el helicéptero de aeromodelismo se
pilotea desde un radio control (ver seccién 5.1.2), el cual envia las senales de mando hacia un
receptor y este las distribuye hacia los respectivos servomotores para inducir los movimientos
adecuados del plato ciclico.

A continuacion se describe el acondicionamiento de las senales de los servomotores para
manejar al plato ciclico; enseguida se muestra el diseno del aumento de amortiguamiento
para estabilizar al helicéptero y posteriormente se explica el acoplamiento entre las senales
del aumento de amortiguamiento y las senales enviadas por el piloto.

6.1.1. Servomotores del rotor principal

El DSP se encarga de operar a los actuadores mecanicos del helicéptero (rotor principal y
de cola) por medio de un motor trifdsico y cuatro servomotores. Un solo servomotor controla
al mando colectivo del rotor de cola, mientras que la velocidad del rotor principal es regulada
por un motor trifasico; haciendo muy facil el manejo de ambos sistemas. Sin embargo, el
plato ciclico del rotor principal es controlado por tres servomotores, cuyos movimientos deben
coordinarse para efectuar el mando longitudinal, lateral y colectivo.

Considere que se desea implementar una técnica de control, cuyas senales de control
son el mando colectivo, longitudinal y lateral; cada senal de mando debe verse reflejada en
los movimientos del plato ciclico y cada movimiento es operado por los tres servomotores.
El mando colectivo es operado por tres servos y esos mismos servos deben de efectuar los
restantes mandos. Consecuentemente cada servomotor recibe la sefial de mando colectivo,
lateral y longitudinal de forma sincronizada para evitar que se afecten entre ellas.Para lograr
que el DSP envie las senales correspondientes a los servos, se empezd a verificar como deberian
moverse los servos para cada mando y se enumero a cada servomotor del rotor principal con
base a su conexién con las terminales del receptor; es decir, el primer servomotor se conecta
a la terminal 1, el segundo servomotor se conecta a la terminal 2 y el tercer servomotor se
conecta a la terminal 6. De ahi, que los nombres de cada servomotor sean servo 1, servo 2y
servo6, respectivamente. La posicién de cada servomotor se indica en la figura 6.1.

Figura 6.1: Enumeracién de los servomotores.
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Primeramente, se estudié el caso para efectuar el mando colectivo. Si se desea incrementar
la altura del plato ciclico los servos 1 y 2 debian moverse en sentido anti-horario mientras
que el servo 6 debe moverse en sentido horario. Para el caso de reducir la altura del plato,
los servos 1 y 2 deben moverse en sentido horario y el servo 6 en sentido anti-horario.

Posteriormente se examing el caso para el mando longitudinal (viendo al helicéptero desde
su posicién de perfil tal como se ve en la figura 6.2). Si se desea inclinar al plato ciclico en
sentido de las manecillas de reloj, los servos 2 y 6 deben moverse en sentido anti-horario
y el servo 1 debe moverse en sentido horario. Si la inclinacién del plato debe ser hacia la
izquierda, los servomotores deben moverse en sentido opuesto.

e o

Figura 6.2: Inclinacion del plato ciclico para el movimiento longitudinal.

Finalmente se analizé el mando lateral. En este caso, se empezd a observar al helicoptero
desde una posicién frontal. Para inclinar el plato ciclico en sentido horario, el servo 2 no debe
moverse y los servos 1 y 6 se moveran en sentido horario. Si se desea inclinar al plato ciclico
en sentido anti-horario, los servomotores 1 y 6 deben de girar de manera opuesta.

Con base a los movimientos del plato ciclico para efectuar el mando colectivo, lateral y
longitudinal, se desarroll6 la siguiente expresiéon matematica.

S -1 -1 1 Seol ke
Sy =11 1 0 Sion | + | ke (6.1)
Se 1 1 1 Slat kes

donde S7, S> y Sg son las senales enviadas al servo 1, servo 2 y servo 6 respectivamente, las
ko1, ke v ke son valores de compensacion para cada servo con el fin de tener al plato ciclico
en una posicion inicial. El signo de los elementos de la matriz representa el sentido de giro
que debe realizar el servomotor, es decir, el signo negativo indica un giro en contra de las
manecillas del reloj y el signo positivo indica un giro en sentido de las manecillas del reloj.
Por ejemplo, suponga que d;,, ¥ 014t SON CeTO, v 0.0 €S Mmayor que cero, asi que el servo 1 gira



88 Seccién de Mecatrénica

en un sentido y los servos 2 y 6 giran en sentido opuesto. Ahora, si djo, 0jat ¥ Ocor tienen un
valor mayor a cero, las senales se acoplan para cada servomotor. Los coeficientes de la matriz
y algunas modificaciones de esta seran analizados en la seccién 6.2.1.

6.2. Diseno de una técnica de control para aumentar
el amortiguamiento en el alabeo y cabeceo del he-
licoptero.

Se propone el diseno y la implementacion de una técnica de control con el fin de aumentar
el amortiguamiento en la rotacién de alabeo y cabeceo del helicptero. Se empezard partiendo
de las ecuaciones (2.2) que involucra al alabeo y al cabeceo.

L = Ia:acp_’_qr (Izz _Iyy)’
M = ]yyq +pr (Iww - ]zz) ) (62)
N = [zzfr: +pq ([yy - Ia:a:) 5
por el momento se desprecian los efectos provocados por los productos de inercia. Enseguida,
las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14), se sustituyen en (6.2) quedando como

(hmTavr + k)b = Lap+qr (L. — 1),
(haTur + kg)a = Lyg+pr (L, — L), (6.3)
_YTZT = [zzf, + pq ([yy - [xx) .

Las variables a y b representan la inclinacién del rotor, tal como se describe en (2.8); de
esta dinamica, se desprecia a p por ser un valor pequeno con base a los datos experimentales
que proporcionan un valor de p = 0.01; de igual manera, se desprecia a los términos cruzados,
los flujos inducidos y los efectos de la barra estabilizadora, obteniendo asi que

de = —a4—="Tzq + Alon5l0n7 (64)
b = —b— 7P+ BiatOiar-

Si la respuesta de la dinamica del rotor es mayor a la respuesta de la dindmica del fuselaje,
se considera lo siguiente

0 = —a-— Trq + AlonOion;
O = —b — Tfp =+ Blatdlata (65)

teniendo asi que la dinamica del rotor se reduce a

a = —Tfq + Alon6l0n7
b = —TfD + Blatélata (66)
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sustituyendo a (6.6) en (6.3), La dindmica de alabeo y de cabeceo queda como

(hMTMR + kﬁ)(—Tfp + Blatélat) = Lwp+qr (IZZ - Iyy) )
(hMTMR + kﬁ)(_qu + Alonélon) = Iyyq + pr (]axv - Izz) )
_YTlT = ]zzr + pq (Iyy - Ixx) s

al despejar a p, ¢ y 7, se obtiene que

p = If% ((haTarr + k) (=740 + Biatdiar) — qr (L. — Iy)) ,
q = Ty ((hMTMR + kﬂ)(_qu + Alonélon) —pr (I:E:E - Izz)) ) (67)

ro= i (_YTZT — Pq (Iyy - Ixx)) .

Por otro parte, el piloto maneja la magnitud del empuje Th;r por medio del mando
colectivo del radio control; con esto logra controlar la altura de la aeronave, mientras que la
orientacion de la aeronave depende de la direccion del empuje, el cual es manejado por los
mandos ciclicos. Por consecuencia, la velocidad angular de la aeronave depende de los mandos
ciclicos y el empuje. Si consideramos a la aeronave volando a una altura constante, el empuje
debera permanecer constante para compensar el peso del helicoptero. Por consiguiente, se
considerard a T g como una constante en lugar de considerarla como una entrada que define
un punto de operacién para la altura.

El analisis de la estabilidad se hara a partir del modelo lineal del sistema; para esto, se
obtienen los puntos de equilibrio del sistema mediante las expresiones (6.7) y (4.2). Dando
como resultado que r* =0, ¢* =0, p* =0, 6}, =0y d;,,, = 0. Al realizar la linealizacién del
sistema, se obtiene

Ap [ CarTarnthg)ry 0 0] T Ap
Aj| = - 0 (wTuriks)s || Ag
Ar 0 6y 0 Ar
i (hAIT]\/II:‘sz)BZat 0 0 Slat
. 0 (hMTMI:jﬁ)Alon 0 Sion |
I 0 0 — Yr

donde Ap=p—p*, Ag=q—q"y Ar =71 —1".
Si consideramos que

e1 = Ap—pg; es = Aq—qq; e3 = Ar—ry,

donde pg, qq v 74 son las velocidades deseadas. El sistema toma la forma
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(hpr Tos +kg)Ts 0 0

el Toz ~ €1
; _ hyThi+kg)T
é - _ (hpTar+kg)Ty e
é2 0 S A 0 62
3 o 0 0 Les
" (havTrvi+kg)Biat -
Ipa _ 0 0 5lat
(hpTar+kg) Aton 5
I 0 0 _IlT Yr

Las entradas de control estan compuestas por el regulador de velocidad mas los mandos
del piloto, tal como se muestra a continuacion

Stat = —kieq + Sprar
5lon = _k262 + Sp

lon?

donde S,,,, v Sy, son las sefiales por parte del piloto para el mando lateral y longitudinal
respectivamente. En el caso de la entrada para la dindmica de guinada, se tiene algo dife-
rente debido a que este movimiento es controlado directamente por el piloto; ademas, un
giréscopo esta instalado en el helicéptero para dar amortiguamiento al giro de la guinada.
En consecuencia, este amortiguamiento no sera implementado mediante el DSP solamente se
analizara su influencia en la estabilidad del sistema. Por lo tanto, se tiene que la entrada de
control para la guinada es

6ped = —/{3363 + Sp

ped *

En el andlisis del sistema en lazo cerrado se desprecian a las senales del piloto porque se
desea estudiar el aumento de estabilidad producido por el regulador

. (harTar+kg)T (harTar+kp) Biat
€ = — L+ ki) e,
. harTar+kg)Ts harTar+kg)A
6y = — (hnt 1;1 8)Ty + (ha MI ) lonk2> e,
vy vy
ég = — llk’g) €3.
zz

Fécilmente se puede observar que el sistema en lazo cerrado consiste en tres ecuaciones de
primer orden, y se tiene la ventaja que al aumentar las ganancias k; y ko, se esta dismunuyendo
la constante de tiempo haciendo que el sistema estabilice en un menor tiempo.
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6.2.1. Acoplamiento de las senales del radio control y el incremen-
to de amortiguamiento

Las primeras pruebas de vuelo consistieron en anadir amortiguamiento en la orientacion
(alabeo y cabeceo) con la finalidad de facilitar el manejo de la aeronave. Para lograr esto, se
suma la senal de control con la senal del radio control, la cual es enviada por el piloto. Por
ende, ambas senales se deben acoplar perfectamente para evitar interferencia entre ambas
seniales y asi evitar un comportamiento indeseado en el plato ciclico.

Otro factor a considerar es la calibracion que realiza el piloto al helicéptero. Idealmente,
el centro de masa del helicéptero debe pasar por la flecha del rotor principal para reducir
la mayoria de los momentos no deseados. Por lo tanto, al montar los diferentes elementos
(bateria, receptor, componentes electrénicos, entre otros) sobre el helicéptero, se debe pro-
curar que el centro de masa este ubicado en la flecha del rotor principal. Aunado a esto, las
palas del rotor no generan la misma cantidad de empuje debido a las pocas diferencias en la
geometria y el peso de las palas. Entonces el piloto realiza una calibracion en el sistema del
rotor principal para compensar todos esto efectos y asi tener un vuelo seguro.

La ecuacion (6.1) no se puede utilizar de forma directa porque se tiene que acoplar a las
seniales que envia el piloto. Por tal razon, se realiza una caracterizacién del comportamiento
entre los mandos del radio control con la senal del receptor. Esto se realizé para el mando
colectivo, longitudinal y lateral.

Primeramente, se iniciara con la explicacién de la caracterizacion del mando colectivo y
longitudinal para finalmente explicar el mando lateral. La caracterizacion se lleva acabo al
desplazar la palanca de mando colectivo del radio control hacia 7 diferentes posiciones, y en
cada posicion se realiza una medicion de las senales de salida del receptor. Las 7 posiciones
se eligieron con respecto a las marcas que tiene el radio en su caratula (ver figura 5.2).

Una vez registrado todos los datos, se procede a crear una ecuacién que describa el com-
portamiento de los mandos. Este mismo procedimiento se realizé para el mando longitudinal
y el mando lateral. Para este 1ltimo se tiene una variacién en el procedimiento, ya que las
marcas en la caratula del mando lateral son 3; por lo tanto, la palanca es desplazada en 3
diferentes posiciones. La siguiente tabla muestra las ecuaciones para cada mando, cabe men-
cionar que las ecuaciones se obtuvieron mediante el software de Matlab con la instruccion

polyfit.

mando colectivo mando longitudinal mando lateral
Servomotor 1 —0.000337462, + 0.0052826,; + 0.1091 —0.0025216;0p, 0.005161d;4¢
Servomotor 2 0.0003327(5(2:0l —0.0052466.0; + 0.1158 0.0050546;,, 0
Servomotor 3 0.00033496%, — 0.005580,, + 0.1145 0.0025350;07, 0.0052466;4¢

Hasta el momento se han obtenido las funciones de cada mando por separado, sin consi-
derar los acoplamientos que hay entre ellas. Para conjuntar de las senales de los tres mandos,
nos basamos en los movimientos de cada servomotor para realizar los movimientos del man-
do colectivo, lateral y longitudinal a través de la ecuacién (6.1). Esto da pauta a obtener la
siguiente ecuacion



92 Seccién de Mecatrénica

St —0.00033746,0; + 0.005282 —0.002521 0.005161 8ol
Spo | = | 0.00033278,, — 0.005246  0.005054 0 Siom (6.8)
S 0.00033495.,; — 0.00558  0.002535  0.005246 | | G
0.1091
+ | 01158 |,
0.1145

donde S,,1, Sp2 v Sps son las senales de control de navegacion para cada servomotor. Note
que hay una diferencia en la estructura de las ecuaciones (6.1) con respecto a las ecuaciones
de (6.8), ya que en las primeras ecuaciones, el mando colectivo es lineal, mientras que en la
segunda, el mando colectivo es descrito por un polinomio de segundo grado.

En el caso de las pruebas solamente se quiere aumentar la estabilidad en la orientacion
de la nave, por lo tanto la ecuacién anterior queda de la siguiente manera

St ~0.002521 0.005161 ] ¢
Seo | = 0.005054 0 { 5“)” } : (6.9)
Ses 0.002535  0.005246 lat

donde S.i, Seo v Se3 son las senales de control de orientacién para cada servomotor.

5lon = _klpv
Ot = —kag.

Analizando la ecuacién (6.9), se observa que los coeficientes de la matriz representan la
pendiente del comportamiento de las senales que envia el piloto. Entonces, se procede a sumar
la senal de control mas la senal de piloto, teniendo asi que

Sal Scl Spl
Sa2 = SCZ + Sp2 5 (610)
Sa3 SCS Sp3

donde S,1, Se2 v Sa3 son las senales de control para los servomotores 1, 2, 6, respectivamente.
Sp1, Sp2 ¥ Sps son las senales del piloto para cada servomotor.

Note que las senales de control se estan mezclando en las senales enviadas a cada servo-
motor.

6.3. Experimentos

El experimento inicia con el vuelo del helicoptero en modo manual. Una vez en el aire,
el piloto ubica al helicéptero a una posicién segura de vuelo, la cual se considera que es la
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parte central del volumen que abarcan las caAmaras de vision. Enseguida, se cambia de modo
manual a modo semiautoméatico. El modo semiautomatico se refiere a la implementacién del
control (6.10), que consiste en adicionar amortiguamiento a la orientacién del sistema. En
otras palabras, observe la figura 6.3, donde se observa de forma esquematica el modo de
operacion en forma manual y el modo semiautomatico. Cuando se opera de forma manual,
las senales de mando son enviadas desde el radio control hasta el receptor, este ultimo envia
las seniales hacia el DSP, el cual no altera la senal y la envia directamente a los servomotores.
Cuando es activado el modo semiautomatico, las senales del receptor se suman con las senales
de la técnica de control para adicionar amortiguamiento al sistema.

([ —— -~ [ —— _— g

| - Técnica del - Acondicionamiento !
! control

—_— 1 3 ¢
i- - 7. desefial I — M | I ‘ .
) J b ] : ! ' |

:«\\\_3 '\ . ’/ S 5 ) s i
e i == - Servomotores
Receptor del

rotor principal

Interruptor abierto.- Modo manual
Interruptor cerrado.- Modo semiautomatico

|- control

e

Figura 6.3: Configuracion del cambio de modo manual a semiautomatico

La figura 6.4 muestra la senal de mando para el cambio de manual a semiautomatico y
representa el ciclo de trabajo del PWM en porcentaje. Si la senal de mando es menor a 0.094,
el helicéptero estara navegando en modo manual y si la senal de mando es superior a 0.094,
el modo de vuelo sera semiautomatico. En el experimento se muestra que el cambio del modo
de vuelo se presenta en un tiempo de aproximadamente de 131.4 s. Las figuras 6.5, 6.6 y 6.7
muestran el comportamiento de los actuadores.

Por otro lado, el angulo de alabeo tiene un valor promedio de —6.3414° tal como se aprecia
en la figura 6.8, mientras que el dngulo de cabeceo tiene un valor promedio de —1.8786° (ver
figura 6.9). Estos valores son debidos al equilibrio de las fuerzas y pares que generan los
rotores. Las graficas 6.11 y 6.12 muestran el comportamiento de la velocidades angulares p y

q.
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Figura 6.4: Senal de mando para el cambio de modo manual a semiautomatico
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Figura 6.7: Senal de control aplicado al servomotor 3
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Figura 6.8: Angulo de alabeo del helicoptero a escala reducida
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Angulo de cabeceo del helicéptero a escala reducida
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Figura 6.10: Angulo de guinado del helicéptero a escala reducida
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Figura 6.11: Velocidad angular sobre el eje x°
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Figura 6.12: Velocidad angular sobre el eje 1/

La tabla 6.3 muestra el comportamiento de p y ¢ en modo manual y en modo semiau-
tomatico. Se puede observar como se logro tener un mejor desempeno para la velocidad ¢ al
implementar el modo semiautomatico. Sin embargo, se la velocidad de p tuvo un comporta-

miento indeseable.

Manual Semiautoméatico
Promedio de p (rad/s) 0.0349 0.0626
Promedio de ¢ (rad/s) 0.0050 0.0036
Varianza de p 0.0532 0.1081
Varianza de ¢ 0.0103 0.0227
Desviacion estandar de p 0.2306 0.3287
Desviacion estandar de ¢ 0.1016 0.1507
Promedio de 6 (rad) -0.052 -0.0327

Nota:

Una forma alterna de comprobar el efecto de la implementacion del control, es la opinion
de un piloto de aeromodelismo con considerable experiencia en el vuelo de helicépteros. El
considera que necesita menor concentracion para mantener el vuelo en el modo semiautomati-
co, porque tenia una sensacion de tener atado al helicptero de la parte superior.



Conclusiones

Las conclusiones se presentan de acuerdo al orden que se trabajaron los capitulos.
De acuerdo al modelo dinamico del helicoptero se puede concluir los siguientes aspectos:

= El modelo dinamico del helicoptero a escala reducida presentado, es una representacion
matematica completa para aplicaciones de control. A partir de este modelo, se pueden
realizar las reducciones necesarias para obtener las diferentes modelos reportados en la
literatura.

= Con respecto a la dinamica longitudinal del helicoptero, se obtuvo un nuevo modelo
matematico al incluir la dindamica del rotor junto con la barra estabilizadora, ya que
en los trabajos reportados se emplea el modelo un modelo similar a la aeronave en
el plano de despegue y aterrizaje vertical (PVTOL, the planar vertical takeoff and
landing aircraft). Comparando las caracteristicas del modelo original contra la dindmica
longitudinal, se puede observar que el modelo sigue siendo no lineal y subactuado. Por
otra parte, el modelo puede ser empleado en maniobras de avance, retroceso, ascenso
y descenso, los cuales son movimientos comunes del helicoptero.

= Referente a la representacién de las ecuaciones del empuje y par de arrastre, se mostré la
forma de pasar de una expresién matematica a otra. La aplicacion de estas expresiones
dependera de los pardametros disponibles y/o la facilidad que se tenga para medirlos o
calcularlos.

De la estrategia de control basado en el modelo de la dindmica longitudinal, se obtuvo lo
siguiente:

= Al desarrollar la estrategia de control bajo el enfoque de retroalimentacion de estados
con base a la salida plana del sistema, se logro reducir el grado relativo del sistema de
{4,4} a {2,4}, dando una diferencia con los trabajos reportados en la literatura.

= Se aporto la condicién necesaria para evitar la indeterminacién del control longitudinal
con base a la trayectoria deseada y el controlador acotado del empuje. Esta condiciéon
provoca que el empuje nunca atraviese por cero, ni que tenga un valor de cero. Entonces,
se tendra siempre presente un empuje en el rotor.

= Las condiciones de robustez de la técnica de control, cuando se altera la dinamica a
través de incluir el término de rigidez, son validas de forma local, acotadas a un rango

99
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de —7/4 hasta /4, con la restriccién de seguir trayectorias lentas. A pesar de todas
la restricciones, las evidencias aportadas por las simulaciones numéricas muestran un
desempeno favorable que conlleva a pensar que existe otra posible demostracion de la
robustez para un seguimiento de trayectorias mas agresivo.

Los resultados obtenidos en la estabilizacion de la dinamica interna, se puede concluir los
siguientes dos puntos:

» Un aporte relevante a la investigacion es la estabilizacion de la dindmica interna a través
de la técnica de seguimiento de ruta, al introducir dos nuevas variables y dos entradas
por medio de la trayectoria deseada.

= El resultado expuesto conduce a decir que la generaciéon de la trayectoria deseada
asume un papel muy importante ya que esta establece las condiciones necesarias para
estabilizar la dindmica interna.

En la parte experimental, no se logré implementar las estrategias de control propuestas
en los capitulos 3 y 4 debido a los accidentes que se obtuvieron al implementar la estrategia
de control para aumentar el amortiguamiento en la orientacion del helicoptero. Afortunada-
mente, al estar realizando los experimentos, se puede concluir los siguiente:

= La sincronizacion de los servomotores mostré un comportamiento apropiado para efec-
tuar los movimientos de plato ciclico ante los mandos colectivo, lateral y longitudinal.
La ecuacién (6.9) sirvi6 para acoplar las senales del control con las senales del piloto, a
pesar de las impresiones en la calibracion del rotor debido a la holgura del mecanismo
del rotor.

= Los experimentos mostraron que un buen desempeno del manejo del helicéptero, va
relacionado con colocar el centro de masa en el eje rotor. Esto se logra a través de
distribuir los componentes electronicos en el helicoptero, y compensar el desbalanceo
resultante mediante contrapesos.

= El sobre peso del helicoptero ocasiona un consumo mayor de energia eléctrica. Si se
anade demasiado peso al helicoptero, se tendra que la magnitud del empuje debera
aumentar y en consecuencia el par de reaccién del motor principal, esto ocasiona que el
rotor de cola no pueda generar el suficiente empuje para compensar al par de reaccion,
teniendo asi una indeseada rotacion del fuselaje.

= Los resultados experimentales muestran un mejor desempeno en la velocidad de cabeceo
en un 28 %, pero se incremento la velocidad alabeo en un 55 %.



Trabajos a futuro

Los trabajos a futuro a desarrollar son los siguiente:

A partir de la dindmica interna obtenida en la ecuacién (4.18), se desarrollara las
condiciones de suficiencia para establecer la estabilidad de la dinamica interna.

Se propone encontrar una nueva trayectoria para la variable z4(«); esto se debe realizar
con las consideraciones de las ganancias que afectan a esta dindmica

Desarrollar un estrategia de control basada en la técnica de seguimiento de ruta para
estabilizar el caso no lineal.

Implementacién de las estrategias de control establecidas en los capitulos 3 y 4.
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Apéndice A
Teoremas

Teorema 1 [52] Suponga que la ecuacion de estados lineal ©(t) = A(t)x(t), z(ty) = zo es
uniformemente exponencial estable y existe una constante finita « tal que ||A(t)|| < « para
toda t. Entonces existe una constante positiva 3 tal que la ecuacion de estado lineal

5(t) = [A() + F(8)] 2(2)

es uniformemente exponencialmente estable si ||F(t)|| < S para toda t.

Teorema 2 [52] Suponga que para la ecuacion de estado lineal ©(t) = A(t)x(t) x(to) = o
con A(t) continuamente diferenciable, existen constantes positivas finitas «, u tal que, para
toda t, ||A(t)]] < a y cada valor propio de A(t) satisface Re[\(t)] < —p. Entonces existe una
constante positiva B tal que si la derivada con respecto al tiempo de A(t) satisface ||A(t)| < B
para toda t, la ecuacion de estado es uniformemente exponencialmente estable.
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Apéndice B

Coeficientes de b,

En la seccién 3.2 se realiza una prueba de robustez, cuando se considera a la rigidez de
las palas, ya que este término altera la estructura matematica del modelo. En la parte de la
prueba se necesita obtener las raices del siguiente polinomio

ke(t) = bes c08(0g)® 4 bz c08(04)7 4 beg c08(04)® + bes cos(0g)® + bey cos(6g)?

+beg €08(04)® + bey c0s(04)* + bey cos(0y) — lﬁm4g4(k§ + k),

Los términos b.; estan dados por

be1 =

Iyy (k4 PV (7&1 kg — k42) Aog? 4 Azy ka (=24 k3) Asy + (—k42 - 2k32) kb + sy ka2 + ks )\Z12)

lp mg

am?in? (g ((~1/422% +1/2 22,5k + (=1/422,2 + Asy = 1/ak2) Ay 4172k (Aey 2 42k — 322, ) Ay ®) Iny?))?

lmtg
am?? (g ((((=k4% = 3/2221 k) kg + /22, (Asq —1/2k2) (Azy = 2)) A2,2))) Tny?
+ l%/m4g4
+4m2lh2 (g ((71/2 ky (((4 —3kg) Azy + k:;) kg + Azp (Azl - 2)) Aeg + (7@2 —1/4 k42) k52)) 1yy2)2
l%’m4g4

4m2n? (g ((+3/2 Az (2/3 ky% 4 Az ks +1/3 k32> kg —1/42:, % —1/4 >\212k42) ny) Iyy2)2

+ 1

l‘im‘lg
4m2ih2 (g (+ (71/4 Azp® 4 1/2202,%k, + (71/4)\212 + sy —1/4 kﬁ) )\224) m21h2) Iyy2)2

l;tm4g4

4m2n? (g ((+1/2 Azq Ky (—3 + )\Zl) Azp® +1/222 (,\Z1 - 1/21942) (Azl - 2) A222)) Iyy2)2
4

l‘}lm‘lg

4m2in2? (g ((—1/2 Azq 2y (Azl - 2) Aoy + kg% —1/42;,2ky% —1/4 /\214) m2lh2))2

lﬁm4g4
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6ml, glyy (1/3 (,\226 — 22250k + (Azl2 — ks + k42— 4/\Z1) Azpt — 2k (—3 Xap —1/2ks +1/2kg + /\212) AZZS)) kb Iyy?

l%jn‘lg‘l
6mip gly ((((222y ks + k%) kg =2 Aoy +1/2ks = 1/2k;2) Xsy (Asg —2)) Azp?) ) kb Iyy?
- l%’m4g4
6ml, glyy ((2 ky (((1 —kg)Azq +1/2 k;) kg + (Azl2 F(=24+1/2kg) Azy —1/2 ky) /\21) ,\22)) kb Iyy?
- l;im,“g4
6mily glyy ((((71%2 —2k3% — 2, kj) kg + Az (Azl kg + kg2 + )\212)) Azl) kg Iny)
- Z;le4g4
6miy gly (+m?ih? (1/3 72505 = 2/3 725 kg by +1/3kg (Ao ? — ks + k2 — 4221 ) Az )
B lim4g4
6miy gly (m2th? (+1/3k — 4 (622 — 22212 + ks ) bg + 9%) Az, %))
- l;tm4g4
6miy glyy (m21h2 (+ (72/3 ()\zl +1/2ky —1/2 kﬁ) Az ()\zl - 2) kg — g2 (1/3 k4% 4 Az k?)) )\222))
B lﬁm4g4
6miy glyy (m21h2 (+k4 ((2/3 Azy 2+ (1/3ks —4/3) Ay — 1/3 k:g) kg + (kg — 2/3) gz) Azy )\ZQ))
- l‘,‘Lm4g4
6miy gly (m2ih? (+(=7/3 k3292 +1/3 Xy Phs +1/3 721 2y +1/3 720 ) kg + 92 (1/30aq by ? + ks Ay 2+ 1/3 kg ki — 1/3k; k2)))
- l%m4g4
, (Ra2® = 220"k + (kg2 + X2 — 420y — 2hs) Aoy = 2k =32y — ks + Asq 2) Asy ) k02 Iy
c4 = -

lpma*

((=22a12 + (k2 44— 2hg) Aoy 2+ (4ks = 28%) Aoy +ks%) Aag 2+ 2k (A 2+ (=24 k) Aay — kg ) Asy Asy ) k02 Iy

lim4g4
(Ma1 2 (May 2+ ka® + kg2 4205 b)) W62 Tyy?
- lim494
+2m2 ((92 = 1/72k8%) A2y % + (ka®hy — 297k ) Asp® + ((=1/20% +222) + ks — 1/20502) ka® + 92 (42 + 22y 2 = 4051 ) ) Azp ) th2 o2
l;‘lm4g4 v
2m? ((ky (=3%zy = ks + 221 %) kg2 = 29%kg by — 297 (1/2he — 3hy Aoy + kg Asy ?)) Asy®) th2 Iy
+ imAgl
2m? (+ (()\213 + (71/2 k2 -2+ kg) PYSE (k42 - 2k3) Az —1/2 k32) kg2 + (2 9%k;2 +892As, 1{:3) kb)) 1h2 Iyy?
+ mAgh
+2m2 (=2 (rer® 4 (=1/202 = 2) Aey2 4 (/20 4+ 82) Asy — 1720 ko) 02) Ay ® + (kg (Aay 2 4 (=24 k9) Asy — by ) Asy hs?) ) h2Iyy?
l‘im4g4

+2m? ((7892194 ((—1/2 4 kg) Azl — 1/8k3) kg + 2 (k4 Aoy 2 ke — 2k Ay +1/2ky kl) Az 92) AZ2) 2 Iyy?
4

lim‘ig

2m?2 (—1/2 Aot = Aoy Bk + (—1/2 k2 —1/2 k32) Azy 2 +6k3292) kg 21h2 Iyy?

+
lim4g4

2m?2 (—s (A:S A212 4 (1/4 k2 +3/8 kgz) Azq +3/8kgkl — 1/4k4 kz) 9%kg + (,\Z13 + (kl + k42) Azq — by kg) Azq gz) 1,212

l‘ém“g4

+

4mAi,tg2 (—1/4>\Z26 +1/2 2227k + (—1/4>‘Z12 sy — 1/41%2) Aog H1/2k) Ay (—3+,\zl) )\223)
- 4

l‘im“g

4miy,tg2 (+1/2 Azq (Azl —1/2 k42) (,\z1 - 2) Aog? = 1/2k; Az, 2 (/\21 - 2) Aog = 1/4ay 4174k % — 1740, % k)% +1/4 k2 + kgng)
- 4

lﬁm‘lg
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amby g ((Aeg® = 22322% + (Aoy® = ks + kg2 =400y ) Aap® 4 (6ky Azy — 2k Aoy 2 — by — 1/2kg ks + ka ky ) Az ®))

i mAg
+4mlhg ((((1/21@42 +5/2xz, kg) kg —2Xs, % + (4 — ks + kﬂ) PYSE (721%2 — ki + 2k3) Azy + Ky kg) AZQQ))
1imigl
LAmhg (((=5/2k4 ((bs = 2/5) Xy — 1/5k3) kg +2hy Aoy ® + hy (=4 + k) Aoy 2 + ((hr — k) by +2k2) Azy +1/2ka ks ) Az, )
imigh
+4mlhg (75/2 ks Asy 2+ (71/2 k2 —5/2 k32) Aay — kg ks +1/2ky kg) kg
migh
» mly gz, (A213 kg Az 2+ (k1 + k42) Aay — kg ko +1/2ks k1) kg Iyy>
mAgh
am3l, g (1/2225%5 — Aoy kg oy +1/2k (Aay 2 — ks + k4% — 4221 ) Aspt)
migh
+4mlhg (—k4 (—3 Azp F Az 2 —1/2 kg) kg Aap? = Azy (()\Zl +1/2kg —1/2 kf) ()\zl - 2) kg + ng;,») )\222)
1 magh
LAmhg (ks ((Ae2®+ (=241/2k5) Aay — 1/2ks) kg + 9%k3) Azq Asy))
1mgh
amly g (((=3k3%9% = 1/2k2% = 1/2hk:2 +1/2 051 % ks +1/2 220 +1/2 221 20y %) kg + 9%y (A2 + K1) ) 12) Iy
1 m g
e (=2 (X2 =22, %ka + (ka® + Asy 2 =42z, — 2k3) A221+ (6karzy +2ks ka =k — 2ka Aay ?) Asp®) kgl2,) 2

lim“g

(((72 PYE (k42 +4- 2k3) PYSE (72 ka2 4+ 4ks — kl) Azq + kako + k32) A,z22) kﬁzyy) 2,
4

l%m‘lg

(((2 kaAzy® +2ka (=24 k3) Azg 2+ ((k1 — 2k3) ka +2k2) Azy + ko kg) AZZ) kﬁfyy) 2,
4

lim‘kg

C(((er® #2hane 4 (ka® 4 ka” 4 k1) Asy +Ra ks — kak2) As) K I?) Iy

l‘}l'm‘lg4
(+m2n212, (9% = k?) 2220 + (=224 + 205204 ) Aap O+ ((—Xay 2 = ka? +40zy +2k3) kp? + 9% (ka? + 22,2 — 4221 )) Az ?))
- lim‘lg‘l
((2ka (=322y = k3 + 221 %) kp? = 292 (kaday 2 + b2 — 3kadzy ) Ay ) 12,
B lim4g4

((2 PV (74+ 2k3 — k42) Az 2+ (2 k2 — 41@) Azl — k32) k% + 102X z1kg kg) 2,
lim4g4

((—29% (har®+ (—2 = 1/28a2) Aoy 2 + (k1 + Ra®) Asy — Rak2) ) Azp?) 12,
4

lim“g

(2 (—k4 (Az12 (=24 k3) Azy — k3) kg2 —59%ka kg k3 + g° (k4 Nog 2 ki ks — 2k Aay + 2@)) Azq )\22) 2,
4

lim“g

(=221 % =222, %ks + (—ka? = ka?) Aoy 2+ 9ks2g% + ko2 + ki ?) ) ko212,
4

l‘fbm‘lg

(—109%ks (2/5 32y ks + Ay 2+ k1 ) kg + 92 ey 4 (2he + k%) Aoy 2 = 28y Asy ko + ks ® + k2?) ) Iyy?
4

l%/m“g
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—2mly g (AZQG — 25,5k + (A212 — k3 + ka2 *4>‘21) Azt + (6 kaXzy —2ka Az, % —2ko + k3 k4) A223) Tyy3 kb
4

lim‘kg

—2mly g ((3 Azy kg ks —2Xz, % + (4 — ks + k42) PYB I (—2 ka2 + 2ks — 2k1) Aeq +2ka k2) A222) Iyy®kg
4

l‘}lm‘lg

—2ml, g ((—3 karzlhkg ks +2ka Aoq® + ks (=4 + k3) Aaq 2+ ((—k3 +2k1) ka +4k2) Ao 1 + ko k3) /\z2) R
4

14 m4g
h
—2mly g (=3ks (Azlhs + k1 + A2y 2) kg + Aoy ® + Ay Pha + (201 + ka?) Aoy 2+ (“2ka ko + k3 k1) Azy + k1% + ka?) TyyPhg

lim‘*g“

(Xap8 =222 ka4 (ka® + 3aq 2 = 42s) = 2kg) Asp® + (6kaday +2kg by — 2ha — 2ka Aay 2) Asp®) Iy Peg?

beg = -
1pdmagh
((72 PYSE (k42 b4 2k3) PYSE (72 ka2 +dks — 2k1) Aol 2k ko + k32) /\222) Iyy*kg?
- Ihimi gl

((2 ka sy ® 4 2ka (=24 ka) Azy %+ (21 — 2k3) ka +4k2) Az + 22 kg) Azy + Asp t 2>\zl3k3) Tyy kg2
4

lh4mig
((ka? + kg +2k1) Ay 2 + (kg k1 — 2ka k) Asy + k12 + k2?) Iy hg?

Ih4m4 g4




Apéndice C
Coeficientes de la matriz Gy y Fy

En la seccion 4.2.1 se realiza una retroalimentacion estatica para obtener una matriz de
desacoplamiento, el grado relativo del sistema es {2, 2, 2,2} y se obtiene la siguiente expresién
matematica, donde se hace una agrupacion de los términos con base a los elementos que
incluyen la entrada, Gy, y los términos que no son afectados la entrada, Fy. La forma de la
expresion es

Y = FY + Gyu, (Cl)

La matriz Gy € R** y estd dada por:

g1 12 913 G4
Gy — g21 G22 g23 Go24
y =

g31 032 033 034

941 Ga2 g4a3 Ga4
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donde
g1 = — sin(v)) sin(¢)+cos(¢) sin(6) cos(¢)
__ (sin(4) cos(¢) —cos(s) sin(0) sin(¢) )d
912
_ cos(1p) cos(6)d
g13 Iy
g _ sin(v)) cos&))—cos(d;) sin(0) sin(¢)
14 -
g _ _= cos (1)) sin(¢)+sin(y)) sin(0) cos(¢)
21 . m . .
Goo = d(cos(1)) Cos(¢)+;;1;(1p) sin(#) sin(¢))
____sin(®) cos(6)d
g23 = Iyy . . .
Gy = — cos (1)) cos(¢)+sin(y) sin(0) sin(¢)
g = — cos(G‘)n:os(qb)
g3 = cos(@)];;n(d))d
_ sin(0)d
g33 - Iyy )
g = — cos((@%s;n(d))
_ cos(p)a
gu = = cos(0)Izz
ga2 = 0
_ _sin(9)
943 = cos(0) Iyy
_ cos(p)lt
944 = cos(0)Izz

Los elementos de la matriz Fy € R* de (4.7) estdn dados por

Fy
Bo= |
Y F3
Fy
F; = (dsin(¢)sin (¢)p + dcos () sin (0) cos (¢) p) (p+ Sin(fg:(i;)(¢)q + Sm(zisc&s)(¢)r) + (dcos (¢) cos (0) sin (¢) p + d cos () g sin (0)) (cos (¢) g — sin (¢) r)

+ (—dcos (¢) cos (¢) p — dsin (¢) sin (0) sin (¢) p + dsin (¢) g cos (0)) (S‘izs(?e))q + CCO;S(%);‘) + (=dsin(y) cos(¢)+d COS(w};:n(e) sin($)) (rlyy g —qlzz r)
__dcos(¥) cos(9)1(77'111' ptplzzr)
vy

Fp = (—dcos(¢)sin()p+ dsin (¢)sin (0) cos (¢) p) (p + S2E@)e oy snlO AT 4 (dsin (1) cos (0) sin (¢) p + dsin (¥) gsin (9)) (cos (¢) g — sin (¢) 1)

cos(0) _cos(0) . . .
+ (—dsin (¢) cos (¢) p + d cos (¢) sin (0) sin (¢) p — d cos (¥) q cos (0)) (Scugézg))q + C:;(g)e))r) + (d cos(th) cos(¢)+d sin(v) i:;(e) sin(¢))(rlyy 9 —glez r)
_ dsin() cos(8) (—rlaz pt+plzz )
Iyy

Fs = g+ cos(¢)dpcos(0) (P + sin(f()):(ig)(¢)q + Sin(g()):(oes)(¢)r> + (— sin (¢) dpsin (0) + d cos (0) q) (cos (¢) g — sin (¢) ) + cos(9) sin(¢)?§;1yy a—qlez )
+ dsin(6)(—rlzz p+plzz 1)
Iyy

Fy = (cos($)q—sin(¢)r) (p+ sin(f()):(ig)(tb)q + sin(g())::;)(qb)T) (cos (0))~ 1 + (sin(¢)q+mS(¢)T()Ciisn(%))(;%(@q*sin(¢)7‘) + Sin(¢)(c:):£€]1;;rplzz ™)
+ cos(¢)(qlzz p—plyy q)
cos(0)Izz



Apéndice D

Preliminares

D.1. Principio de Bernoulli aplicado a un perfil de pala

El principio de Bernouilli se basa en la conservacién de la energia y se aplica para explicar
a la sustentacion de las aeronaves al considerar a la masa de aire en movimiento como un
sistema con dos tipos diferentes de energia: la energia de presion y la energia cinematica.
La energia de presion es debida a la presion estatica o atmosférica mientras que la energia
cinematica se debe a la velocidad de la masa de aire.

Al aplicar el principio de Bernoulli hacia el caso de un perfil de una pala sometido a una
corriente de aire (véase la figura D.1), se tendra que el flujo de aire es dividido en el borde de
ataque, dando por resultado que una corriente de aire pase por los extrados y la otra parte
pase por los intradds. La corriente que fluye por la parte de los extradds recorrera mayor
distancia que la masa de aire que fluye por los intradds provocando que la masa de aire de
los extradds tenga una mayor velocidad que la masa de corriente de los intradés. De acuerdo
al principio de Bernoulli, si la energia se conservar se tendra que la presion en los extradds
es diferente a la presion de los intradds provocando una diferencia de presiones que da pie a
la generacién de una fuerza llamada sustentacion.

Sustentacion

Alta presion en los extrados
==
= AN~ —
)

Baja presién en los intradds

Figura D.1: Sustentacién en un perfil de pala.
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D.2. Partes principales de un helicéptero

El helicoptero a escala reducida estd compuesto por varios subsistemas que interactian
entre si para lograr el vuelo del vehiculo. Los subsistemas son: el rotor principal, el rotor de
cola, el fuselaje, la barra estabilizadora y el motor eléctrico. A continuaciéon se muestran los
subsistemas del helicoptero a escala reducida.

barra estabilizadora rotor principal

fuselaje

Figura D.2: Subsistemas del helicoptero.

D.3. Rotor principal

El subsistema del rotor principal se considera un multisistema debido a los mecanismo
que hay en si mismo. Este estd compuesto principalmente por un conjunto de palas, las cuales
producen la sustentacion necesaria para lograr el vuelo de la aecronave. Cuando las palas em-
piezan a rotar, el aire pasa alrededor de la pala y a consecuencia de la geometria del perfil de
la pala, la velocidad del aire pasard con mayor velocidad en la parte superior que en la parte
inferior; Al mismo tiempo, la diferencia de las velocidades del aire producen una diferencia
de presién, la cual se ve reflejada en la creacién de la sustentacién de la aeronave.

Las palas presentan cierta flexibilidad y movimientos independientes alrededor del eje de
rotacién tales como el angulo de aleteo (f3), el dngulo de atraso-adelanto (&) y el dngulo de
cabeceo colectivo de la pala (6y) [53] , como se observa en la figura D.3.



Ingenieria Eléctrica 117

T Articulacién de atrazo-adelanto

S 2\
\
\ Aleteo
|
|
T
| /Atrazo y adelanto de la pala
Articulacion de aleteo A
(%
g Cabeceo de la pala
.—\ / 4
Articulacion del \ -

cambio de cabeceo

Figura D.3: Grados de libertad de la pala, figura tomada de [6].

Cuando el rotor empieza a girar, las palas son expuestas a fuerzas aerodinamicas y dinami-
cas provocando un aleteo; las puntas de las palas giran en una trayectoria constante formando
asi un cono cuya base se nombra como el plano del cono (ver figura D.4) [6]. Las fuerzas ae-
rodindamicas que destacan en la pala son la sustentacion y el arrastre, las cuales daran por
resultado el empuje ( la suma total de la fuerza de sustentacién proporcionada por cada
pala), y el par de arrastre (resultado de las fuerzas de arrastre). Aunado a esto, se menciona
que la direccion del empuje es perpendicular al plano de rotacion, por lo tanto para lograr
movimientos hacia enfrente, hacia atras, hacia la derecha o hacia la izquierda se tendra que
inclinar el plano de rotacion hacia la direccién deseada.

Plano de la trayectoria

|
de la punta de pala l}

Eje de rotacion

Plano de rotacion

N . s
Trayectoria .Eje de rotacion

de la punta
de pala

~ Plano de
rotacion

Figura D.4: Trayectoria de punta de pala.
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D.3.1. Mecanismo del rotor.

La parte fundamental del rotor es el plato oscilatorio (también llaman plato ciclico) y
estd constituido por el plato rotativo y el plato no rotativo como se ilustra en la figura D.5.
La funcién del plato ciclico es variar la magnitud y direccién del empuje a través de los
movimientos del plato oscilatorio, el cual es accionado por unos conectores de cabeceo. Si el
desplazamiento del plato oscilante es vertical, se estard variando el dngulo de ataque (véase
figura 2.2), dando como resultado la variacién del empuje. En otras palabras, si el plato
oscilante se mueve hacia arriba, el empuje se incrementa y si el plato se desplaza hacia abajo,
el empuje se reduce.

Eje de rotacidn @

Figura D.5: Mecanismo del plato ciclico del rotor, figura tomada de [6].

Por otro lado, el cambio de la direccion del empuje se logra a través de la inclinacién de
la base del cono debido a que ambos son perpendiculares entre si. La inclinacién de la base
del cono es proporcional a la inclinaciéon del plato oscilante.

Otra forma de incrementar al empuje es mediante el aumento de la velocidad del rotor,
ya que esta depende de su velocidad de giro. Es decir, si la velocidad del rotor incrementa, la
fuerza de empuje aumentara. En caso contrario, si la velocidad del rotor disminuye, la fuerza
de empuje se reduce. Esta manera de variar el empuje es adecuada para los helicépteros
impulsados por un motor eléctrico debido a su rapida respuesta ante los cambios de velocidad.
Sin embargo, esto no aplica para los motores de combustion interna porque su tiempo de
respuesta es lenta.

D.4. Mandos del piloto.

El helicoptero es controlado por 5 entradas de mandos, los cuales se describen a conti-
nuacion:
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01a¢-- Entrada de control lateral: provoca el movimiento lateral de la aeronave y al mismo
tiempo el alabeo. La entrada de mando es mediante la palanca ciclica.

diong- Entrada de control longitudinal: logra que la aeronave se traslade longitudinal-
mente y cabeceé. La entrada en a través de la palanca ciclica.

0co1.- Entrada de control colectivo: hace que el helicéptero tenga un movimiento vertical,
y es aplicado desde la palanca del mando colectivo.

Opea~ Entrada de control del timén:.- provoca que el helicéptero rote sobre el eje 2° y
por lo tanto realiza el guinado. Esta entrada es a través de los pedales.

dm--Mando de la velocidad del rotor principal (£2): generalmente el piloto no tiene
acceso a la variacion de la velocidad del rotor principal; esto es para reducir el niimero
de entradas de control que el piloto necesita manejar. La velocidad del rotor principal
es controlada por un sistema llamado gobernador, el cual se encarga de mantener la
velocidad constante del rotor. La importancia del gobernador radica en lo siguiente:
cuando el mando colectivo es utilizado, se induce una variacién del angulo de cabeceo
de las palas que a su vez proporciona un cambio en la carga debido al arrastre de las
palas; esto altera la velocidad del rotor y afecta al empuje generado porque solo debe
variar a la fuerza del rotor y no a la variacién de velocidad, por tal razon es importante
mantener la velocidad constante.

Entonces, las entradas de los mandos de control se agrupan de la siguiente forma

U= [ 6lat 5l0ng 6COl 5p€d 57”‘}
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Abstract A nonlinear control scheme is proposed
for the trajectory tracking problem of a small scale
helicopter’s longitudinal dynamics. The control
scheme is based on a control design procedure
that constructs static feedback regulators for non-
linear systems which are linearizable by dynamic
feedback. Besides, the flatness characteristics of
the helicopter’s longitudinal dynamics are used
to design the desired trajectory. The controller
proposed is based on the longitudinal model of
the small scale helicopter including the main rotor
and stabilizer bar dynamics. Sufficient conditions
are given to guarantee asymptotic convergence to
zero of the tracking error and to keep the main
rotor thrust always negative assuming that all the
helicopter’s parameters are known and that all
helicopter’s states are measured. Numerical sim-
ulations are given to show the performance of the
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controller in the presence of the main rotor and
stabilizer bar dynamics.
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1 Introduction

The new technological developments such as new
materials, new high performance micro sensors
and micro actuators together with new high per-
formance programmable devices and new control
techniques, spanning from linear to nonlinear ap-
proaches, have renewed the interest on the con-
ventional helicopter for autonomous flight 3, 12].
In spite of its complex actuator mechanism the
conventional helicopter, main rotor plus tail rotor,
is one of the best flying machines for attaining
flight objectives such as surveillance, inspection,
recognition and rescue.

Research on control design for autonomous
flying of small-scale helicopters is strongly based
on the dynamic model. The main challenge for
control design is that the dynamic model is de-
scribed by highly nonlinear differential equations.
The reason of this is that the mechanical subsys-
tem of the main rotor is quite complex. This mech-
anism, known as the swashplate, rotates and at the
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same time is able to modify the pitch angle of the
blades in order to increase or decrease the thrust.
Additionally, the swashplate aerodynamically tilts
the tip-path plane to change the thrust direction.

The difficulties in designing a control strategy
for the helicopter are explained in [7]. The au-
thors show that selecting any four outputs in order
to perform exact input-output linearization, the
resulting zero dynamics is unstable. This results
from the fact that there is a coupling between the
translational control inputs and the rotational con-
trol inputs. The authors of [7] are able to obtain a
minimum phase input-output linearized dynamics
by neglecting the coupling terms. Then, a trajec-
tory tracking control law is designed. Finally, it
is shown that the dynamics of the helicopter is
differentially flat.

Since the results of [7], it is also frequent to
consider the uncoupled dynamic model of the he-
licopter, so that a certain control technique can be
applied. For example, in [17], trajectory tracking
is achieved linearizing the helicopter’s dynamics
around the desired trajectory and designing a
linear control for the resulting time variant lin-
ear model. The Liouvillian characteristics of the
model are used to design the desired trajectory; by
means of numerical simulations the authors show
the controller performance using a trajectory that
travels from a hover position to a second hover
position.

In [14], a six degrees of freedom dynamic model
of the helicopter is considered. The dynamics of
the main rotor is disregarded because it is con-
sidered fast in comparison with the rigid body dy-
namics. The position and the yaw are commanded
by means of control strategy based on the back-
stepping technique. In order to design the control
strategy the effect of the lateral and longitudinal
forces produced by the tilting of the tip-path plane
are neglected. The attitude of the helicopter is
parameterized by means of the rotation matrix.

On the other hand, the dynamics of the stabi-
lizer bar is not frequently included in the model
of the small scale helicopter with the purpose
of facilitating control design. There are few ar-
ticles that incorporate the stabilizer bar dynam-
ics in control design. For example, in [4], it is
shown that selecting the control point and the
yaw angle as outputs an input-output minimum

@ Springer

phase linearized dynamics can be obtained. Then,
a sliding mode controller is designed for trajec-
tory tracking. The called control point is located
above the center of mass of the helicopter. The
non minimum phase problem pointed out in [7]
is solved in [4] considering the stabilizer bar. In
[18], a dynamic model of the helicopter, including
the rotor and stabilizer bar dynamics, is presented;
then a nonlinear robust controller is designed to
simultaneously satisfy multiple conflicting close-
loop performance specifications by means of the
Convex Integrated Design method.

In the present work, a nonlinear control scheme
is proposed for the trajectory tracking problem
of a small scale helicopter’s longitudinal dynam-
ics. The control scheme is based on the strategy
proposed in [15] where static feedback regula-
tors are designed for nonlinear systems which are
linearizable by dynamic feedback. Besides, the
flatness characteristics of the helicopter’s longi-
tudinal dynamics are used to design the desired
trajectory. The controller proposed is based on
the longitudinal model of the small scale heli-
copter, including the main rotor and the stabilizer
bar dynamics. Sufficient conditions are given to
guarantee asymptotic convergence to zero of the
tracking error and to keep the main rotor thrust
always negative assuming that all the helicopter’s
parameters are known and that all helicopter’s
states are measured. Numerical simulations are
given to show the performance of the controller in
the presence of the main rotor and stabilizer bar
dynamics.

The article is organized as follows. In Section 2,
the small scale helicopter model is described. In
Section 3, the external forces and torques applied
to the small scale helicopter are explained. Also,
the reduction made to the complete model given
in Section 2 is presented; this allows to obtain
the small scale helicopter’s longitudinal dynamics
which is used for control design purposes. The de-
sign of the nonlinear control scheme is presented
in Section 4. The robustness with respect to the
stiffness between blades and hub of the main rotor
is studied in Section 5. Numerical simulations are
presented in Section 6 to show the performance of
the helicopter’s longitudinal dynamic behavior in
closed loop. Finally, some conclusions are given in
Section 7.
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2 Fuselage Dynamic Model

Let us consider an inertial reference frame and a
body fixed reference frame to specify the position,
velocity and acceleration of the small scale heli-
copter. The inertial reference frame, also known
as earth fixed frame, denoted by f! = [x! y! z!],is
located at a specific position over the earth, where
the axis x! is in the direction of the magnetic
north, the axis y’ is in the direction of the east
and z! is in the direction of the earth’s center. The
body fixed reference frame denoted by f? = [x?
y? zP1, has its origin at the helicopter’s center of
gravity (C.G.). The direction of the axis x” is in
the longitudinal direction and y” is in the lateral
direction of the vehicle. These coordinate systems
are depicted in Fig. 1.

The fuselage is modelled as a rigid body in a
three dimensional space. In terms of body-fixed
coordinates the translational and rotational mod-
els are described by [19]

mVb +m(QF x VP) = f? (1)
190 4+ (Q x IQY) = 1* (2)

where V? = [u v w]” is the translational velocity,
with u, v, and w being the longitudinal, lateral

Fig.1 Coordinate system of the helicopter

and vertical velocities respectively, Q =[pqgnT’
is the angular velocity with p, g, and r being
the angular velocities around the x”, y*, and z°
axis respectively. The external forces, f” =[X
Y Z]7, and external torques, > =[L M N]7,
are expressed in the body-fixed reference frame,
where X, Y, and Z indicate the components of
the main rotor thrust in the longitudinal, lateral
and vertical direction respectively, as well as the
tail rotor thrust in the lateral direction. L, M, and
N are the torques applied around the x”, y”, and
zP axis, respectively. Finally, m and I are the mass
and inertia tensor of the small scale helicopter,
respectively.

2.1 Position and Velocities with Respect
to the Inertial Reference Frame

The translational and the angular velocities in
Egs. 1-2 are expressed with respect to a body-
fixed frame. Thus, the position and orientation of
the helicopter are not specified with respect to the
inertial reference frame. Euler angles, ® = [¢ 0 ¢
], are commonly used to relate the variables in the
body frame to the inertial reference frame, where
¢, 0, and ¢ are the roll, pitch, and yaw angles of
the rotorcraft. The translational variables in the
body frame are mapped to the inertial frame by
means of the rotation matrix R. In the sequence
of rotation ZYX [8], R is given by

CoCy CoSy —3S9

R = SpSeCyr — CpSyr SpSeSyr + CopCyr SpCo

CpSeCyr + SpSy CpSeSyy — SpCyr CpCo
where the compact notation s, = sin(x) and ¢, =
cos(x) is used. Then, the external forces in Eq. 1

can be represented in the inertial reference frame
as [13]

fl=R"f ®)

Moreover, the translational dynamics can be
expressed as

plZUI

. 1
UI:afI 4)
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The angular velocities in the body frame are
related to the angular velocities in the inertial
frame by means of the expression [13]

¢; 1 S¢I9 C¢l@ P
0 l=[0 c —s ||a )
1// 0—S¢/C9C¢/C9 r

where, as above, the compact notation ¢, = tan(x)
is used.

2.2 Main Rotor and Stabilizer Bar Dynamics

The main rotor dynamics together with the sta-
bilizer bar dynamics are represented by two first
order differential equations, which describe the
rotor inclination taking into consideration the
aerodynamic effects. These equations are given

by [2]

w? p
de = —a (1 + 7) —7rq + o + Apb + Ajatdiat
+ AjonSion (1+3/L2)+A10nkcc (1+3/’L2)+)\lc

. w? q
‘L’fb =—5> (1—}—7) —Tfp — 5 — B,a + Biondion

+ Biadiar (14 14%) + Brakad (1 + 1£%) + A1
t,d = —d — 7,p + Diatdiat
7,¢ = —C — T3¢ + Ciondion (6)

where Q is the rotational velocity of the main
rotor while a and b are the longitudinal and lateral
tilt of the tip-path plane. d and ¢ are the longi-
tudinal and lateral tilt of the stabilizer bar. Ajo,
and Bjy are constant terms while 8, and 8o, are
the lateral and longitudinal cyclic inputs. A;. and
A1s are the longitudinal and the lateral component
of the non dimensionalized induced velocity. The
term A, = — B, is the stiffness number defined

as Ap = % <k;§ - 1) where the term Ag is given

by g =1+ %, being kg the stiffness constant
in the joint of the blade with the hub and /I; is
the moment of the inertia with respect to flapping
axes. u is the advance ratio given by u = 5.
Finally, 77 is the time constant of the main rotor
tilt, given by 7 = yl—g where y is the Lock Number

. ¢y Clo R} . . .
defined as y = 2“2 In this expression p is

B
the air density, ¢, is the blade chord, Cj, is the
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thrust coefficient, and R, is the rotor radius. The
small scale helicopter has a stabilizer bar so that
the sensitivity with respect to the control inputs is
reduced; this helps to stabilize the roll and pitch
angles.

3 External Forces and Moments

The external forces applied to the helicopter are
mainly due to the thrust of the main and tail
rotors and the gravitational force. There are other
forces, which are generally dismissed, such as the
aerodynamic forces due to the fuselage. The ex-
ternal forces can be expressed in the body-fixed
reference as [7]

X Xup 0
Y |=|Yu+Yr|+R| O (7)
Z Zy mg

where Xy, Yy, and Z ) are the components of
the thrust of the main rotor 7T'yg, as it is shown in
Fig. 2, while Y7 is the component of the thrust of
the tail rotor in the direction of the y” axis.

The thrust of the main rotor is considered per-
pendicular to the rotor tip-path-plane according
to [9]. Therefore, the tilt of tip-path-plane can be

sin(a)cos(b) |

i AT T T T A
cos(a)sm(b/)

‘ -

\ \ a ! cos(a)cos(b)

Fig. 2 Thrust of the main rotor
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used to describe the orientation of the thrust. The
mathematical description of the thrust vector has
the form [5]

Xum —S4Ch
Yv | = CaSp | Tmr (8
Zm —C4Cp

The direction of the thrust of the tail rotor de-
pends on the placement of the tail rotor at the rear
of the helicopter. This is, when the helicopter is
seen from above, the tail rotor can be placed on
the right or left side of the body helicopter. The
thrust of the tail rotor 7T'7 is equal to the force Y.

On other hand, the external torque depends
on the thrust of the main and tail rotors, and on
the stiff at the joint of the hub and the blade,
together with the reaction torque of the main and
the tail rotor. The mathematical expression for
such a torque is given by [7]

L Ly
M| =| My+ Mr
N Ny
Yuln + Zyuym + Yrhr
+ —Xuln + Z ymly (9)
—Yuly —Yrlr

Fig. 3 Distances between
the external forces

to the helicopter

center of gravity

The terms (Iy, ym, hy) and (4, yi, h;) are
distances from the center of gravity to the point
of application of the thrust of the main and tail
rotors (see Fig. 3). The torques Ly, My, and Ny
are given by [7]

LM = kﬁb — QMsa
My = kga+ Qusp
Ny = —0pcacp

Mr =-0r

where kgb and kga are the torques induced by the
rotor stiffness, Oy is the torque of the main rotor
and Q7 is the torque due to tail rotor.

3.1 Reduction of the Dynamic Model

A dynamic model reduction is carried out in order
to obtain a model restricted to the plane x’z’. As
a result, the angular motions corresponding to roll
and yaw and the lateral motion are considered
null, that is, y=0m, v=0m/s, Y =0 N, ¢ =
Y =0rad, p=r=0rad/s,and L = N = 0N. The
rotor and the stabilizer bar are made compatible
with the motion in the x’z/ plane assuming that
d1at 1s controlled in such a way that b is kept at

@ Springer
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zero. The dynamic model is given by

mix =sg Ly +co Xy
mZ=mg+cgZy—soXnmu

Iyyé =—LXy+IluZy +k3a - 07
w :
‘L'fil = —a (1 + 7) —7s0 + AlonSion (1 + 3,LL2)

+ Ajonkcc (1 + 3IL2) + Ate

¢ = —C — ,q + CionSlon (10)
The aim of the model reduction is to design a
simple control scheme for trajectory tracking pur-
poses. A more simplified model is obtained by
considering Q7, kg, A1 and [, equal zero. Finally,
since Xy = —s,Tyr and Zy = —c,Tyr the re-
duced model is described by the equations

mi = —spcaTmr — coSaTmr

mZ =mg — coCa Tympr + 505a Tmr (11)

Iyyé = lhsaTMR
n :
Tia = —a (1 + 7) — 746 + Ajondion (1 +31%)

+Alonkcc (1 + 3/1'2)

7,6 = —C— 9 + CionSion

where [x,%] € %%, [z, 2]1€%* and [0,0]¢
(=%, 3) X Z.

If the rotor dynamics response is faster than the
fuselage dynamics response, then the rotor and

stabilizer bar dynamics take the form

2
0= —a (1 + %) — ‘L’f9 + Ajonbion (1 + 3/12)

+ Ajonkcc (1 + 3/L2)
0=—c— Tsé + CionSion

and the angle of rotor inclination and the angle of
the stabilizer bar can be computed as

az;:;ﬂ}U9+Amﬂ+3Mﬁm
+ Atonkee (1 +347)] (12)
Cc= _fsé + Ciondion (13)

@ Springer

By substituting Eq. 13 into Eq. 12, one gets

a= i [—rfé + Ajon (1 + 3,u2) Slon

+ Alonke (_Tsé + Clonalon) (1 + 3M2)]
(14)
or, equivalently,

2 .
a:E:;L4W+Amhg@+mﬂw
+Alon (1 —{—3#2) (1 +chlon) 5lon] (15)
By making the following assignment

2 (Tf + AjonkcTs (1 + 3M2))

o1 (u) = 2+ Mz
2A10n (1 + 3M2) (1 + chlon)
UZ(M) = 2+ /«Lz

Equation 12 takes the form

a = —01 ()8 + 02(14)jon
Assuming now that the angle of rotor inclination
is small, the dynamics described in Eq. 11 becomes
mx = —sgTyug — co (—010 + 02810n) Thr
m% = mg — coTmr + 5o (—010 + 02810n) Thr
10 = 1y (=010 + 02810n) Tur (16)

which constitutes the reduced model to be used in
the design of the control scheme.

4 Control Strategy

Let us consider the reduced model (16). This sys-
tem is a differentially flat system in accordance to
[11] and the flat outputs are given by

1
Pz:Z‘i‘iCG
lhm

1
P, = L8 17
X lhmse ( )

Let us now define the error variables z; and x;
as functions of the flat outputs, this is

lepz—P

2d

xl:Px_de
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where P, and P,, denote the desired flat output.
The error variables z, and x, are given by

Y A
=41 =2— 2250 — P,
lhm

Iyy . .
=i =i+ 2y — P, 18
Xy = X x+lh Co ” ( )

Then, it is straightforward to verify that

. C I,y . .
Zz=g—£[TMR+ILhy92]—Pz(I

Iyl -
B =2 [TMR + ﬂez] ~ P, (19)
m lh

The decoupling matrix associated to system
(19) is singular. Following [11], a dynamic exten-
sion could be used to get a full range decoupling
matrix. However, a different approach based on
[15] is now proposed. One defines Ty as

Tur = ‘%:92 + —[g= Pua+v:21,22,0] (20)
6

where the term y, (z1, 22, t) is a bounded function
to be specifier later. The following dynamics is
then obtained

21=122

2o = =y, (z1, 22, 1)

X1 =X

bo=—ty[g— Pty 0] - Py, Q1)

Let us introduce the variables x3 and x4 defined
as

X3:X2:—t9[g_Pzd+Vz]_Px(z
x4=5€3=—(1+t§)[8—pzd+)’1]é

iy (=P ) — P

Then, by taking the time derivative of x4, one
gets

. 4
R

where

PY=—2(1+2) [—Pfd)—f-?z] 0 — 1y [—PS} + )'/'z]
—(g— Pua+v) (1+1)

! . :
x [Ii(—al@ + 02810n) Tur + 2@92} o
yy

Let us now, set the input djo, as

1 . 1 .
Ston = — | 010 2 (<207 — A 22
lon o |:Ul + I Twur ( 0 )i| ( )
where A is given by
A+ A
A= 1+ A+ v (23)

(g— P.a+v:) (1 +tan?6)

with v, a new input signal, and A, A, defined by

Ay =2(1+tan?6) (P +7.) 0
Ay = an6 (— P + ) + P

The resultant closed-loop system then takes the
form

561 = X2
).C2=)C3
)'C3=)C4
)'C4:U2

Now, the feedback v, is proposed to be of the
form

Uy = —k4X4 - k3X3 — kzXz — k])C] (24)

where k;, k,, k3 and k4 are positive constants
which are suitably selected in order to do that xy,
X, x3 and x4 converge to zero. It is important to
notice that the term g — P.4 + v, in Eq. 23 must be
different from zero. This condition can be verified
if P,, and y, are designed in such a way that

g > ly:(z1, 22, D1 + | Pql (25)

Since the desired trajectory is defined by the
control designer, it can be selected in such way
that |Pzd| remains bounded as needed. The term
v, is designed as a bounded control following [6],
this is

2A 1 4
Ve = & |:tanh < 1 zl) + — tanh ( a z2)i| (26)
2 €, 2 €;

@ Springer




J Intell Robot Syst

and, by means of a proper choice of the ¢,, the
constraint (25) can be satisfied for a given upper
bound on |Pzd|.

The reduced small helicopter’s dynamics (16) in
closed loop form, with the controller defined by
Eqgs. 20 and 22, is then described by the following
equations:

21 =22

22 ==y (21, 22, 1)

)'Cl = X2

)'62 = X3

).63 = X4

).64 = —k1x1 — kz)Cz — k3)€3 — k4X4

The previous developments can be summarized
in the following result.

Proposition Assume that all the small scale he-
licopter parameters are known and all the states
can be measured. Assume that P., and P,, are

x=x+P _ Ly Py
- xd 3 .
W Jes + B+ (g — By + v
rmz P D (g = Poy + 70
d .o .o
um \/(X3 + de)z +(g— P, + ¥)?
. 1 x4+ PY
)'szz—l-de— yy (4 xd)

W Jes + B+ (g - By yo?

bounded and have bounded time derivatives. Con-
sider the small helicopter model (16) in closed
loop form with the control defined by Egs. 20
and 22. Then, there exists constants Az, A, €;, ki,
ko, k3 and k4 such that the tracking error locally
asymptotically converges to zero. Moreover, Tygr
is always negative.

Proof System (27) is separated in two decoupled
subsystems. The z;, z, subsystem is controlled by
means of y, which is bounded due to hyperbolic
tangent function. The maximum amplitude of y,
is defined by 3¢, /4 and the poles of the subsystem
can be easy placed in the left-half plane with the
gains A, A;,. The xi, x2, x3, x4 subsystem can be
stabilized through the Routh-Hurwitz criterion,
so that adequate values of ki, k;, k3 and k4 allow
to place of poles in the left-half s plane.

It is important to note that the closed loop
system achieves the trajectory tracking of the flat
outputs. The behavior of the original states is then
defined by the following diffeomorphism

Ly Gat Py [+ PG+ PE) + (8 = Poy + 7)) (0 = PY)]
. . 3
b [+ P2+ (= Boy + 7]

Iyy (Vz - Pg))

Z:Z2+Pzd_

W e+ By + (g — Buy+ v

Ly &= Pty [+ P+ P + 8= Py 4 v — PO

lhm

p
6 = arctan (—M>

g_PZd+Vz

j_ ~Cat PIIE = Pyt v + (7 = PE)(a + Pr)

(x3 + de)2+ (g — Pzd +Vz)2

. . 3
[(3+ P2+ (8 — Py + 122

(27)
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which was obtained by solving Eq. 22 for 6 and
6 and replacing the solution into Eqs. 17 and 18.
From Eq. 27, we verify that the original states
converge to

Py,

x= Py, = i - -
lhm \/P)%d + (g _ PZd)Z
i (g — PZd)

lym \/szcd +(g— pZd)z

3

iep, Iy Py)

d o o

i B2+ (g — P,y

Dy PulPuPQ + 6 - Poy—PO)]
lym [p)zcd t(g— pZd)z]

Z=Pzd+

(SIS

Ly P
Z‘i i .o
lhm \/P)zcd + (g _ PZd)2
Ly @=P) [P (P +(g— P PO
fum [(X3+pxd)2+(g_Pzd)2]§

p
0 =arctan | ———4—
8~ PZd

5 P& = Pe) + (—PEY(Pr)
- (Pe)2+(g— P.,)?

z=P

(28)

Thus, the original states are bounded. From Eq. 27
Ty r can be expressed as

. . 2
Iy, |:—<X4+P§(3d)> (g_Pzd +Vz)+().’z_Pg))(x3+de):|

TMR:_T - 2 - 2
h (x3+P«’fd) +(g_Pzd+Vz)

—m(e+ B + (g — Bry + 7.2

By the fact that the term (g — PZ(, + y,) is never
zero, the term Ty g will always be negative. O

5 Robustness with Respect to the Stiffness
Between Blades and Hub of the Main Rotor

The control strategy was obtained by consider-
ing the dynamic model in Eq. 16. However, one

important term was disregarded because it was
assumed that kg was equal to zero (see Egs. 16
and 10). It is then important to show the stability
properties of the proposed controller when kg is
different from zero. Let us first consider the new
error coordinates defined as

e =X — X4
€2=).C—).Cd
€3 =2 — 24
es=2—124
65:9—9d
es =0 — 6y (29)

where x4, X4, Za, 24, 04 and 6, are defined by the
desired flat output trajectory (28).

In this setting, model (16), together with the
term kg, takes the form

m(é; + Xq) =—sin(es + 60a) Tyr(e, 1)

—cos(es + 6y)

X (~01(e6+0a)+02810n (e, 1)) Tuir(e, 1)
m(éy + Zq) =mg — cos(es + 04) Tyr(e, 1)

+ sin(es + 64)

X (~01(e6+0a)+02810n (e, 1)) Tuir(e, 1)
Ly (é6+6a) =1n(—01(es+0a) +02810n(e, 1) Tar(e, 1)

+kp (—01(e6 + 0a) + 02810n(e, 1))

(30)

where e = [ e; e; €3 €4 €5 ¢ | and

1 .2
Tmr(e, )= —% (e + 6a)
h

" Je—_p .
+COS(€5 160 [g 2d T Y. z(e)]

1 : Iy,
Sion(e, )= — | o1(es + 6y) + ——
0y IhTymr

X (—2 tan (es+6,) (66 +éd)2 — A(e)):|
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with
2 (1+tan? (es+6,)) (— P47, (e)) (e6+0a)
(8 = P+ vez(@)) (1 + tan(es + 6)
tan(e5+6,) (— P +72 € )+ Py +ve(e)
(8= Peatvez(e) (1+tan’(es+6,))
Now, the closed-loop system takes the form
¢ = fle, 1) (31)

Next, a linear approximation of system (31)
around of the desired equilibroum point is ob-
tained by means of a Taylor series, more precisely

Ale)=

+

where Ae =e —e* and e* is the desired error,
which is equal to zero, and the matrix A,,(¢) is time
varying, because the desired trajectory is changing
in time.

The matrix A,,(¢) can be separated in two ma-
trices based on the elements which contain the kg
term, as follows,

Am(t) = Aml(t) + F(t)

where the matrix F(f) contains all the terms that
depend on kg, while the matrix A,,;(f) contains
the terms which do not involve the kg terms,

this is
Aé = A, () Ae (32)
B 0 1 0 0 0 0 ]
df2(e, 1) dfale,t) dfale, 1) dfa(e 1) dfale, 1) dfa(e, 1)
del oe2 de3 oed des 0e6
0 0 0 1 0 0
Ami () = | 3fi(e,t) dfsle,t) dfs(e,t) dfile,t) dfse,t) dfile, t)
del oe2 de3 oed deS 0e6
0 0 0 0 0 1
dfs(e,t) dfs(e,t) dfs(e,t) dfs(e,t) dfi(e,t) dfs(e, 1)
L del oe2 de3 oed des 0e6  dlo—e
B 0 0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
F) = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
dfiv (e, 1) dfip(e, 1) dfin(e, ) dfin(e, 1) dfin(e 1) fis(e, )
L del 0e2 0e3 ded de5 0e6  dle—e

where f; and fj; are obtained from third equation
of Eq. 30 and they are given by

fs = ]_ ((—0’1 (e + Qd) + 02010n (e, t))
yy
x Tyr(e, 1) — 1,y0,)
i .
fio = kb (~o1(es +0a) + 02610n(e. )
»y

@ Springer

Theorem 1 of Appendix A is used to show the
stability of the system (32). First of all, the matrix
A;m1(t) needs to be uniformly exponentially stable.
A1) is uniformily exponentially stable if there
exists a finite constant « such that ||A,,;(®)|| <«
for all t. The matrix A,,;(¢) is continuously differ-
entiable and ||A,,1(?)| is computed by means of [10]

LA O] = v Amax(Ami ()T A1 (1)) (33)
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The eigenvalues of A, ()T A, (t) are com-
puted from the -characteristic polynomial of
Aml (t)TAml(t)a this iSa

det(A ] — Ay ()T A1 (1)
=20 + kg (DX + k(DA + ka3 (D)3
+ kot (DX + kas(OX + kao (£) (34)

where kal(t), kaz(t)’ ka3 (t), ktl4(t)7 kaS (t) and kaﬁ(t)
are variable coefficients that depend on x4, z4, 64
and their respective time derivatives. Now, it is
assumed that the longitudinal and vertical desired
displacements are very slow in order to have x; =
Xg = xff) = xg‘) =0and zy=%4 = zf) = sz) =0,
while x; and z, are finite constants.

Fig. 4 Eigevalues of
A@®T A(t) are bounded

£0000
(MR =
EICTVES
200 —

4.x 10"
3% 1018
2.% 1014
1Lx 10"

(1]
o 10"
2.x 10"
3ox 0t

As a consequence the k;, i=1,...,6
coefficients only depend on cos(6;) (These
coefficients were computed by means of Maple©
software and their mathematical expressions are
very long). Likewise, the eigenvalues of Eq. 33
depend on cos(f,). Since the kg, i=1,...,6
coefficients are very complex, it will be difficult to
obtain the eigenvalues analytically. A numerical
analysis is proposed to verify that the eigenvalues
are bounded. Figure 4 shows three graphs with
different scales in order to observe that the
eigenvalues are bounded. Then, there exists a
positive constant « such that || A,,; ()| < «.

Afterwards, based on Theorem 2 of Appendix
A, every eigenvalue of A, () must satisfy
Re[A(H)] <—u. These eigenvalues are obtained

LT
S00000
400000
300000
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from its characteristic polynomial, which is given
by

detO ] — A, () =28+ kp (DX +kpo (DA +kp3(H)A>
+ kpa(t)2* + kps()x + kpe(?) (35)

where k1 (1), kp2 (1), kp3(0), kpa(), kps(t) and kpe(1)
are coefficients which depend on cos(9;). The
graphic of Eq. 35 is presented in order to observe
that the eigenvalues are negative as is shown in
Fig. 5.

Finally, it is needed to verify if there exists
a positive constant f; such that I A (O] < B,
Thus, one needs to verify whether the correspond-
ing eigenvalues are bounded. The characteristic
polynomial of || A, ()| is given by

det(d — Ay () =20+ ke (DA + ko (DA + k3 (DA
+ kc4(t))‘-2 + ch (t))“ + kc6(t) (36)

Fig. 5 Three graphs
showing the position of
the bounded eigenvalues
of A1 (2)

S.x 100
4o 10°
Jox et
2% 10°

1 10"
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where kcl (t), kc2(t)a kc3(t), kc4(t), ch(t) and kc6(t)
are coefficients which depend of cos(6;). A nu-
merical method is used again to verify if the
eigenvalues are bounded. The Fig. 6 shows that
these eigenvalues are bounded, thus there exists
a positive constant g; such that | Ay D] < B and
A1 (2) is uniformly exponentially stable.

It is now necessary to find a positive constant
B such that |F()| < B. ||F@®)]| is computed by
means of [10]

IF@] = vAmax(FOTF(0))

where Amax (F(£)T F(2)) is the maximum eigenvalue
of det(A — F(£)T F(¢)), this is

detu — F(t)TF(0) = A° — k¢ (t)A°
=21 (A — k(1)) (37)
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Fig. 6 Three graphs
showing the position

of the bounded eigevalues
of Am 1

Consequently, six eigenvalues are obtained
from Eq. 37. The first five eigenvalues are
bounded because they are at the origin and the
other eigenvalue can be written as a polynomial
function of cos(8,) as follows

ki) =be cos(0)% 4+ b 7 cos(84)” + b 6 cos(6y)°
+ b s co8(02)° + b ea cos(B)?
+ b3 c08(07)% + b ea cos(0g)* + by cos(6y)
—Iim*g* (I + k3) (38)

where b.1,b,bc3,bc4,b¢5,bc6, b7 and b g repre-
sent finite values that depend on x4, z4, m, I, 1,
8, kb, Az s Az, ki, ko, k3 and k4. The mathematical
expressions of the coefficientes by, i=1,---,8
are shown in Appendix B. Thus, k ¢(¢) is bounded
because the cos(f;) only varies from —1 to 1.
Finally, the conditions of Theorem 1 are satisfied
and the system (32) is uniformly exponentially
stable.

6 Simulation Results

Some simulations were carried out in order to
evaluate the performance of the control strategy
proposed. The values of the parameters used were
m=49 kg, [, =0.2943 m, I,, =0.271256 kg-
m?, g = 9.81 m/s, t; = 0.0274, Ajpn = 0.011, kg =
25.23, t; = 0.107, Cion = 0.00118, k. = 0.12. The
control scheme assures the flat output to converge
to zero asymptotically. However, the aim is to
control the position of the helicopter in the x!y’
plane. If x; and z, are given, the flat outputs
cannot be explicitly defined since one has two
equations and three variables in Eq. 17. A so-
lution to this problem can be obtained through
the generation of a desired trajectory for x; and
z4 by means of Bézier polynomials while 6, is
obtained from the solution of the differential
equation

mlh . . .
0g = —— (Xgcos 6+ (g — Zq) sinby)

Iyy

@ Springer
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vertical displacement (m)

-30 : ' '
0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 7 Tracking of the trajectory in the axes z’

This equation is obtained from the model (11).
Consider x; = x, z4 = z and 6; = 0. Then, from
the first equation of Eq. 11 one has

m
sin(6,)

.. 1
Tyr =— (Xd + p COS(Gd)dTMR)

This expression is substituted in the second equa-
tion of Eq. 11 to obtain
cos(fa) .. 1

. Xd
sin(6,)

Va=g+ Tur

- a
m sin(6y)

Finally, a Ty is substituted into the third equa-
tion of Eq. 11.

80

70t

absolute value of the main rotor thrust (N)

0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 8 Control input Tyr
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25

longitudinal displacement (m)

10 20 30 40
time (s)

Fig. 9 Tracking of the trajectory in the axes x/

The gains of the feedback controller (24) were
chosen as k| = 16, k, = 19.8, k3 = 16.8 and k4 =
10.5, while the gains of the bounded control (26)
were chosen as €, = 10, A;, =4 and A,, = 4. The
simulation results show how the desired trajectory
is followed from the given initial condition to the
final condition. Figure 7 shows how that small
scale helicopter achieve the tracking trajectory;
the corresponding control signal is shown in Fig. 8.

The trajectory tracking with respect to the x/
axis is shown in Fig. 9, where the small scale
helicopter starts at a position of —8 m and reaches
a position of 20 m, in a time of 40 s. The corre-
sponding control input (22) is shown Fig. 10.

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.4}

-0.6}

longitudinal cyclic input (rad)
o

-0.8f
0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 10 Control input 8jo,
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0.05

0 L

=)

g

= -0.05}

8

a

-0.1
—0
..... ed
-0.15 : : :
0 10 20 30 40

time (s)

Fig. 11 Tracking of the pitch trajectory

Figure 11 shows the trajectory tracking of the
pitch angle with an initial condition of 6°. This
tracking is not perfect because 6 is controlled
indirectly from the flat outputs.

6.1 Simulation of Robustness with Respect
to the Stiffness Between Blades
and Hub of the Main Rotor

Now, the dynamic model of the helicopter in-
cludes the stiffness between blades and the hub

25

N
o

-
o

(¢)]

longitudinal displacement (m)
S

—— Simulation of x without kB term||

----- Simulation of x with k[5 term

==Xy

0 10 20 30 40
time (s)
Fig. 12 Response of the control strategy in the longitudi-

nal motion when the dynamic model includes the blades’
stiffness; longitudinal position

L
o
:

L
3
‘

vertical displacement (m)
0
o

-25}
-30 — Simulation of z without ky term|]
----- Simulation of z with ky term
- _zd
-35 : ‘ ‘
0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 13 Response of the control strategy in the vertical
when the dynamic model includes the blades’ stiffness;
vertical position

by means of the kg term. This fact makes an
important change in the model. Since a new
input appears which is not included in the control
strategy. Figures. 12, 13 and 14 show the perfor-
mance of the control strategy for trajectory track-
ing. The longitudinal cyclic input was bounded
in the simulation because the mechanism of the

0.2

©
=

pitch (rad)
o

-0.1 — Simulation of 6 without kg term
..... ed
-0.2 :
10 20 30 40
time (s)
0.2

pitch (rad)
o

—— Simulation of 8 with k[s term

._._‘ed

10 20 30 40
time (s)

Fig. 14 Response of the control strategy in the pitch mo-
tion when the dynamic model includes the blades’ stiffness.
pitch motion
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70

—— Simulation without kB term

65+ Simulation with kB term

60|

551

50}

451

40

35

30

absolute value of the main rotor thrust (N)

25 : : :
0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 15 Response of the control strategy when the dynamic
model includes the blades’ stiffness. Thrust input

longitudinal cyclic input is designed to move in
a certain range. Moreover, If the strategy control
would be implemented, it is very possible that the
sensor generate electric noise, for this reason the
white noise was added in the simulation to simu-

Simulation without kI3 term

)
g
5
[
£
L
©
>
o
-1 L : :
0 10 20 30 40
time (s)

1 T i Simulation with kB term

cyclic input (rad)
o

0 10 20 30 40
time (s)
Fig. 16 Response of the control strategy when the dynamic

model includes the blades’ stiffness. longitudinal cyclic
input
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Fig. 17 Bounded eigenvalues of det(A ] — AT A (6)

late its effects. Figure 14 shows as the amplitude
of the angular motion is reduced when the term
kg is included in the model. Figure 15 shows the
amplitude of thrust. Figure 16 shows as the term
kg affects the amplitude of the longitudinal cyclic
input.

6.2 Simulation of the Stability of System A, (¢)

Theorem 2 in the Appendix is used to verify that
system (32) is uniformly exponential stable. The

=04

/\/’“ -02
0 ™ ’ 0
,?* “02 A
7 04

<

Fig. 18 Negative eigenvalues of A, (1)
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Fig. 19 Bounded eigenvalues of det(A ] — Am(t)TAm(t))

first condition that should be satisfied is that in
|An(@®)] <« where « is a finite positive constant.
Then |A®)| = v/ Amax(An (T A, (1)). The corre-
sponding graphics (Fig. 17) were obtained in or-
der to observe that the eigenvalues are bounded,
considering that the desired trajectories x; and y,
are slow.

The second condition Re[A(?)] < —u is verified
by means of a graphic showing the eigenvalues of
A (1); this is showed in Fig. 18.

The third condition |A®)| < B for all ¢ is
verified by means of the graphic in the Fig. 19.

longitudinal displacement (m)

-8 i i
0 10 20 30 40
time (s)

Fig. 20 Control performance to trajectory tracking of x
with/without stabilizer bar

vertical displacement (m)

-13 i i i
0 10 20 30 40

time (s)

Fig. 21 Control performance to trajectory tracking of z
with/without stabilizer bar

0.2

0.15

0.1

0.05f

pitch (rad)

0 10 20 30 40
time (s)

Fig.22 Control performance to trajectory tracking of pitch
with/without stabilizer bar
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|
()]

L
o

vertical displacement (m)
|
o

|
N
o

10 20 30 40
time (s)

Fig. 23 Comparison of our control strategy with a PID;
vertical motion

6.3 Simulation of the Control Technique
With/Without Stabilizer Bar

The control strategy was evaluated with and with-
out the stabilizer bar. The graphics in Figs. 20,
21 and 22 show the behavior of the closed loop
system for trajectory tracking when the control
included the stabilizer bar and when it did not
include the stabilizer bar; the notation x,p, z,, and
0, indicate that simulation did not include the sta-
bilizer bar effects. The design of the control strat-
egy without the stabilizer bar is described in [1].
The behavior of the closed loop system
with/without stabilizer bar for different initial con-
dition were similar to the one presented here.

6.4 Comparison of our Control Strategy
with a Traditional Control

Fig. 23 shows a comparison in the behavior of the
closed loop system when a PID control action is
used for trajectory tracking in the vertical mo-
tion. The response of the system with the control
strategy proposed in the present paper is faster
than the one obtained with the PID controller.
Additionally, when the trajectory begins, the PID
response presented a little deviation to follow the
trajectory.

@ Springer

7 Conclusions

This article presents a nonlinear control scheme
for the trajectory tracking of the longitudinal dy-
namics in a small scale helicopter. The flatness
characteristics of the longitudinal dynamics were
also used to generate the desired trajectory. Some
sufficient conditions were found to assure asymp-
totic tracking convergence. The simulation results
obtained show a good performance of the control
scheme to trajectory tracking with different ini-
tial condition and in presence of the white noise.
In addition, the dynamics model has a different
scheme structure when blade stiffness is included
in the model: the control strategy proposed her
archives trajectory tracking for this model. The
amplitude of the control response for the cyclic in-
put is smaller when the blade stiffness is included
in the helicopter model. The simulation results
presented show that the behavior of the resultant
closed loop system.
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Appendix A

Theorem 1 [16] Suppose the linear state equation
x(t) = A@)x(t) is uniformly exponentially stable
and there exists a finite constant o such that
A < o for all t. Then, there exists a positive
constant B such that the linear state equation

20 =[A®) + F0)]z ()

is uniformly exponentially stable if |F(@®)| < B,
forall t

Theorem 2 [16] Suppose that for the system x(t) =
A(Hx() with A(t) continuously differentiable,
there exist finite positive constants o, u such that,
forallt, |A®)| < o and every pointwise eigenval-
ues of A(t) satisfies Re[r(t)] < —u. Then, there
exists a positive constant B such that if the time-
derivative of A(t) satisfies ||A(t)|| < B for all t, the
state equation is uniformly exponentially stable.
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Appendix B

The b; term of (38) is given by

Iyy <k4 Ay + (—?»zl k3 — k42) Aey® gy ka (=24 k3) hgy + (—k42 - 2k32> kp + Az ka® + k3 ?»z12>

bcl = lh mg
2
4m2In (g ((—1/4 hoy S 17202, 5ky + (—1/4 ho 2y, — 1/4 k42) oyt 1/2kg (hey® +2kg —34z,) Azf) Iyy2>>
b =
2 12m4g4
4m2In? (g ((((—1@,2 — 322, k3) kg +1/25, (AZ] —1,2 k42) (hs) — 2)) /\222))) Iyy>
+ lim“g4
2
4m2IR (g ((—1/2 ko (((4=3k3) hzy +k3) kg + 22,2 (hzy = 2)) 2y + (—k32 —1/4 k42) k/gz)) Iyyz)
_|_
Iim*g*
2
4m2In? (g ((+3 /25, (2/3 ki? + s ks +1/3 k32) kg —1/42.,% —1/42,, 2k42) Iyy2) Iyy2)
* I}m*g*
Amin? (g (+ (—1/4 Doy 12025k + (—1/4 o2+ Ay, —1/4 k42) AZ;‘) m2zh2) Iyy2>2
+ 4024 o4
L,mtg
2
4m2In2 (g ((+1/2 hoy ke (=34 2) Aoyd + 1/20, (le —12 k42) (hz) —2) xzﬁ)) Iyyz)
Iim*g*
4m2IR (g ((—1/2le2k4 (hey = 2) Aoy + k3282 — 1/40.,,2kg> — 1/4 Azl4) m21h2))2
Itm*g*
, 6miy gl (1/3 (AZZ"—2AZ25k4+ (lez—k3+k42—4le) ot =2k (B, —1/2k3+1/2kp+2z,2) xzf)) kb Iyy>
a3 = l;‘lm“g“
6miy gl ((((2,\11 k3 + k42> kp—2 (,\Zl F1/2k; — 1/2k42) ey (e — 2)) ,\122)) kb Iyy?
a IimAgt
~ 6milyglyy ((2ks (L= k3) hzy +1/2k3) kg + (he® + (=24 1/2k3) Az, = 1/2k3) dzy) hsy)) kb Iyy?
Iim*g*
6mij glyy ((((—ke? = 263 = 2, k3 ) hip + ey (Ray Kz + ke +52,%) ) ey ) e )
Itmg
6mij glyy (+m2h? (1/30,%Kp = 2/3 22, kg ks +1/3ky (3e® = ks + ki = 43 ) 12 *))
- l4m4g4
h

6miy gl <m21h2 (+1/3k =4 (622, — 222,2 + k3) kg + &) Azf))

l;‘lm“g4
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6mly glyy (m21h2 (+ (—2/3 (le +1/2k; - 1)2 k42) ey (o —2) kg — & (1/3 K2+, k3)) A122))
Iim*g*
6mly glyy (m21h2 (+k4 ((2/322,2 + (1/3ks —4/3) Ay, — 1/3k3) kp + (ks —2/3) g%) Ao, xzz))

lﬁm“g4

6mly glyy (m21h2 (+ (—7/3 k32g? + 1734z, 3ks + 1/322, 2k +1/3 AZI“) ks + ¢ (1/3 Aoy ki +k3hz, 2+ 1/3ks kI — 1/3ky kg)))

I;m“g4

(;\226 — 2325k + (k42 Fagt—dn, — 2k3) At = 2kg (<3hzy — k3 +2z,2) xzf) kb2 Iyy*

bey = —
c4 12m4g4
(=222 + (ke +4 = 2k3) e+ (4ks = 24 ey +k5%) Ay + 2Ky (ko> + (24 k9) Ay — K3) ey Ay ) KP Dy
B Itmigt
(xzf (AZ] 24 k3P kP 420, k3)> kb2 Iyy*
l;‘lm“g4
2m? <<g2— 12 kﬂz) PO (kﬁ2k4—2 g2k4) xz25+<(—1 J2kP 420, +hs—1/22z, 2) kp?+g2 (k42+le 2 43, )) Azz“) Ih?
n — Ly?
Lmtgt
2m? <(k4 (=3%z, — k3 + hg,2) kp? —2g%kp ky — 282 (1/2ks — 3ky gy + Ky AZIZ)) xzf) IR Iyy?
+ l;m“g4
2m? (+ ((Az, 3y (—1/2 k=24 kg) P (k42 - 2k3) ey — 12 k32> kg2 + (2 Sk +8g%;, k3> kb)) IR Iyy?
+ 4
Lim*g*
2m? ((72 (Az, 3+(71/2 k4272) Az, 2+(1/2 k; +k42) Aey —1/2ky kg) g2> P <7k4 (Ao, 2+ C24k3) Az, —k3) Az, k52)> I Iyy?
* Hmtgh
+2m? (-8 8%k (=1/2+k3)r_zl — 1/8k3) kg +2 (kadz 2 + ko —2kyhy + 1/2kgkl) Az §2) Azy) IR Iyy?
Itm*g*
2m? (—1/2;1,4 — ks + (—1/2 kg? — 1/2k32) P 6k32g2) kp2lh*Iyy?
+ 7Y
Lmtgt
2m? (78 <k3k_z12 n (1/4 ks +3/8 k32> e, +3/8ks kI — 1/4k4k2) kp + (,\z, 34 (k, + k42) Az — kg kg) Az, g2) 1212
+
l;tlm4g4
amtlytg? (—1/4,\126 +1/25_225k4 + (—1/4Az, 240, — 1/4k42) Aot 12k, (Z342z) ,\223)
B ITmigh
amiltg (+1/2 . (AZ] —1,2 k42) (hzy =2) Aes2 = 1/2 kg hgy® (hay —=2) oy — 1 /4 A 44 1 /4K, 2 =1 /405, 2ks® + 1/4 K% + k32g2)
l;‘lm“g4
dmly g ((xzzé — 22 225k + (AZIZ —ks+ ki — 4AZI) hort o (6kahey — 2kans 2 —ka — 1/2kg ks + ks kg) xz23))
b.s =
c5 12m4g4
amin g (1202 + 5720 k3 ) kg = 20 + (4= ks + k) 2oy + (2K — ki +2K3) ey + ka2 ) 2,2 )
* Itm*gt
N dmly g (((=5/2ks (k3 —2/5) Az, — 1/5k3) kp +2kgrz® + ks (=4 +k3) Ay, 2+ (k1 — k3) kg +2k2) Az + 1/2ka k3) 1zy))
IImigh
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4mlhg(—5/2k3 P (—1/2k42 - 5/2k32) oy —ksky+1/2ky kg) kg

+
Iim*g*
\ milj ghz, (AZ] 3 kshe 2+ (k, + k42> he, —kako +1/2k; k1> kg 1,2
+
Iim*g*
4mily g (1/2 heySkp — oy Skg kg +1/2kg (Azf k3 kS — 4AZ]> Az;‘)
lﬁm“g4

dmly g (71«4 (=3hgy + g2 = 1/2k3) kg hzy® — Az, ((Azl Y 1/2k;—1)2 k42) (hzy —2) kg + g2k3) xzzz)
lim*g*

N dmly g ((+ka (Az,> + (=24 1/2k3) Azy — 1/2k3) kg + g2k3) hzy Azy))

Iim4g*

dmly g (((—3 k32g® —1/2k2 — 1)2k;% +1/202,%k; + 1722, + 1/2AZ12k42) kg + g2ks (he)? + k,)) lh2> I,

lﬁm“g4

+

+

- (72 (Azzﬁ — 25,5k + (k42 g2 —dag, — 2k3) ot (6kans, +2ksky — ky —2kg Az, ) ,\Z23) k,ﬂ;y) .

Iim*g* yy

ch =

(((—2)»113 -+ <k42 +4 — 2k3> )»112 —+ <—2k42 +4ky — k]) )Lzl + kg ko + k32) KﬁzZz) kﬂ]yy> Igy
Iim*g*
(((2kare, +2ks (=24 k3) g + (k1 = 2ks) ka +2ka) hey + ko k3) hzy) kplyy) I3,
Im*g*
3 2 2 2 _ 2; 2\ 2
AgP +2k3s Ay "4 (ks + k3™ + ki) Ay +kaky —kaka ) Az ) kp Iyy Iyy

12m4g4

(+m21h21§y ((gz—kbz) Az20+ (—2 kd+2 kﬁ2k4) A125+((—le 2 kg4, 42 k3> kp2+g? <k42+kzl 2 45, )) Azz“))
lim*g*
((2k4 (=3he = ks 50 2) kp® =28 (karey? + ko = 3kahe))) 20 ) 12,
Iym*g*
((uzﬁ + (—4 12k — k42) a4 (2 ki — 4k3) Azl — k32> kg +10g2_z1 kg k3) 2,

lém“g4

((72 & (xzﬁ n <72 —12 k42) o2+ (kl + kﬁ) hr — ky k2>) ,\ZZZ) I
lillm4g4

(2 (—k4 (o2 + (=24 k) hgy — ka) kg® — 5 @kakp ks + g2 (kaho, 2 + kd ks — 2 kg, + 2k2)> - Azz) B,
gt
((“het = 20 ks + (—ka? = ka?) de, 2+ 9ks2g + o + i) ) kg I3,
Iim*g*
(—108%ks (2/53ay ks + 0+ ki) g+ 8 (R o+ (2s + k) 2ey? = 2kang, Ko+ ki + ka7 ) Iyy?
Iim*g*
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“omly g (xzzé — 25,5k + (xz, 2 ky+ky? — 4y, ) hor 4 (6kahgy — 2ka g, ® — 2k + k3 ky) xzf) Iyy3kb
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

b = Iim*g*
—2mly g ((3hes K ks = 20e® + (4= ks + ka?) Aoy + (=2Ka> + 2k = 261 ) ey +2kak2) 20,2 Dy
l;tm“g4
—2mly g ((—3kar_zlkpks +2ksrz > + ks (—4+k3)dz 2+ (ks +2k) ks + 4 ko) a1 + ko k3) Az, ) IyyPkp
Iim*g*
“2mly g (—3 ks (2l ks + ki + 2z, 2) kg + 2gy + 2, 3k + <2k1 + k42) Aol (=2kako +kski)az, + k2 + k22> Iyy’kg
Iim*g*
, (ha® = 200 ky (ka2 ® = Ay = 2Ka ) oy o+ (6Ka Ay +2Ka kg = 2kz = 2ka 2y ) Aoy ) Ly e
8 = — g
(=227 + (ke +4 - 2k3> hoi? + (<2ka 4k = 24 ) del +2kg Ko + Ka?) ey ?) Dy
Ih*mtgh
. ((2karz® +2ks (=2+k3) a2 + (k1 —2k3) ka + 4 ko) Ay +2ko k3) Azy + dzy* 4+ 202, %k3) Iy kg?
Ih*magh
((k42 + k3 + 2k1> Ao 2+ ks ki —2kako) Ay + ki + k22> Iy *kg?
a Ih*mAg
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