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Resumen

En el presente trabajo de tesis se presenta la dinámica del helicóptero a escala reducida,
esta considera al fuselaje, al rotor principal, la barra estabilizadora, los efectos aerodinámicos
del rotor principal y de cola, y la potencia del motor. Posteriormente, se realizan una reducir
del modelo con la finalidad de obtener la dinámica longitudinal del helicóptero.

Un control no lineal es propuesto para controlar la dinámica longitudinal del helicópte-
ro. El esquema de control está basado en un procedimiento de retroalimentación estática.
Además, las caracteŕısticas de la planitud diferencial de la dinámica longitudinal del he-
licóptero son empleados para el diseño del seguimiento una trayectoria deseada.

Por otro parte, se propone utilizar un punto de virtual en la parte superior del helicóptero
para que su posición sea la salida del sistema. Posteriormente, se realiza una linealización
al sistema por retroalimentación estática de estados; dando como resultado, una dinámica
interna de fase no mı́nima, la cual es estabilizada a partir de la técnica de seguimiento de
ruta.

Respecto a la etapa de electrónica, se describe la instrumentación empleada para la medi-
ción de la posición, orientación y velocidades angulares, asimismo se expone los dispositivos
empleados para la transmisión de datos entre el helicóptero y la estación de tierra. Aunado
a esto, se muestra el acondicionamiento de la señal de control con respecto a los actuadores.
Por último, se muestran la implementa una estrategia de control para aumentar el amorti-
guamiento de la aeronave.

III



IV Sección de Mecatrónica



Abstract

In the present work of thesis presents the dynamics of a small scale helicopter, this consi-
ders the fuselage, the main rotor, the stabilizer bar, aerodynamic effects of the main and tail
rotor, and the power of the engine. Subsequently, a reduction of the model is made in order
to obtain the longitudinal dynamics of the helicopter.

A nonlinear control is proposed to control the longitudinal dynamics of the helicopter.
The control scheme is based on a static feedback procedure. In addition, the characteristics
of the differential flatness of the longitudinal dynamics of the helicopter are employed for the
design of the tracking a desired trajectory.

On the other hand, it is proposed to use a virtual point on the top of the helicopter
so that its position is the exit of the system. Subsequently, a linearization to the system
is performed by static feedback of states; Resulting in an internal dynamic of not minimal
phase, which is stabilized from the route tracking technique. Regarding the electronics stage,
the instrumentation used for the measurement of position, orientation and angular velocities
is described, as well as the devices used for the transmission of data between the helicopter
and the ground station. In addition to this, the conditioning of the control signal with respect
to the actuators is shown. Finally, they are shown to be implemented a control strategy to
increase the damping of the aircraft.
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ruta 61
4.1. Punto de referencia a controlar en el helicóptero . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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6.2.1. Acoplamiento de las señales del radio control y el incremento de amor-

tiguamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.3. Experimentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

A. Teoremas 107

B. Coeficientes de bci 109

C. Coeficientes de la matriz GY y FY 113

D. Preliminares 115
D.1. Principio de Bernoulli aplicado a un perfil de pala . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Caṕıtulo 1

Introducción al proyecto del
helicóptero a escala reducida

1.1. Introducción

En los últimos años, una gran cantidad de investigadores de diferentes áreas de la in-
genieŕıa han puesto su atención sobre los veh́ıculos aéreos no tripulados (VANTs) debido a
sus aplicaciones en distintos sectores económicos y sociales. Las aplicaciones más comunes de
los VANTs son las maniobras de búsqueda y rescate, seguridad, fotograf́ıa georeferenciada,
manufactura, entretenimiento, supervisión y vigilancia entre otros.

Los avances cient́ıficos y tecnológicos en VANTs son producto del desarrollo de nuevos
materiales para su manufactura, novedosas configuraciones en la arquitectura de las aerona-
ves, miniaturización de sensores y actuadores, aparición de dispositivos lógicos programables
con mayor capacidad de procesamiento, aśı como innovadoras estrategias de control lineal y
no lineal.

Los VANTs se pueden encontrar de diferentes formas y aspectos, dando lugar a tres
categoŕıas con base a la forma en que se produce la fuerza de sustentación de la aeronave:
veh́ıculos más ligeros que el aire (aeróstatos), aeronaves de ala fija y aeronaves de ala rotatoria.
Los aeróstatos se caracterizan por contener un fluido de menor densidad que el aire; por
ejemplo, hidrógeno, helio o aire caliente; este grupo de veh́ıculos está conformado por los
dirigibles y globos aerostáticos. Las aeronaves de ala fija se caracterizan por tener el ala
sujeta al resto de los elementos de la aeronave; producen una sustentación al desplazarse a
una velocidad relativa respecto al aire; entre los exponentes de estos grupos se encuentran los
aeroplanos, planeadores, ala delta, parapentes y ultraligeros. Las aeronaves de ala rotatoria
se consideran aquellas máquinas cuya ala o grupos de alas giran alrededor de un eje fijo a la
estructura mecánica, generando de este modo la sustentación. Las diferentes configuraciones
de los veh́ıculos de ala rotativa se basan en el número y la posición de los rotores principales,
dando lugar a los siguientes tipos de naves: un solo rotor, rotores en tándem, rotor coaxial,
cuatrirotores y rotores transversales [1]. Las ventajas de estas aeronaves son los modos de
vuelo que desempeñan, por ejempo el despegue y aterrizaje vertical, el vuelo estacionario y
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su capacidad de moverse en todas las direcciones.

Las aeronaves de ala rotativa con un rotor principal se clasifican en helicópteros de escala
completa y helicópteros a escala reducida. Los primeros se refieren a las aeronaves capaces de
transportar a personas, mientras que los helicópteros de escala reducida son aquellos capaces
de cargar hasta 60 kg como máximo. Este trabajo se orienta a las aeronaves de un solo rotor
a escala reducida.

1.2. Revisión bibliográfica

Los helicópteros a escala reducida son de interés para validar nuevas técnicas de control,
y al mismo tiempo son la mejor plataforma aérea para ciertas misiones. En la literatura, fre-
cuentemente se muestran varias estrategias de control basadas en el modelo no lineal o lineal
de la aeronave; cuya representación matemática de la dinámica es ajustada o simplemente
se restringen ciertos movimientos de la aeronave para facilitar el diseño de la estrategia de
control.

Otro aspecto es la instrumentación de la plataforma experimental (helicóptero de aero-
modelismo) debido a su importancia en el desempeño de la implementación de la técnicas
de control. En los trabajos reportados en la literatura se describe una configuración básica
sobre la arquitectura de instrumentación, y dependiendo de la tarea a realizar por parte del
aeronave, se añaden distintos sensores y actuadores.

A continuación, se presenta una revisión bibliográfica de los desarrollos del helicóptero
sobre las técnicas de control, configuraciones de la instrumentación y los modelos dinámicos.

1.2.1. Revisión bibliográfica del modelado dinámico del helicópte-
ro a escala reducida

El comportamiento dinámico de un sistema se representa mediante expresiones matemáti-
cas basadas en leyes f́ısicas; también se puede representar su comportamiento a través de
grafos con base a la enerǵıa del sistema y el flujo de ésta. Otra forma de describir la dinámica
es de una forma lingǘıstica basada en reglas lógicas. El interés de este trabajo es emplear
modelos matemáticos para describir el comportamiento del helicóptero, por lo tanto se realizó
una revisión de los modelos utilizados por los diferentes investigadores.

En la literatura se muestran diferentes modelos matemáticos, algunos de forma detallada
y otros de forma simple; esto depende de la finalidad del uso del modelo, ya que se puede
emplear para cuestiones de efectos aerodinámicos, vibraciones, navegación autónoma, entre
otros propósitos. En este trabajo se empleará el modelo dinámico bajo una perspectiva de
control con el fin de lograr el vuelo autónomo.

El helicóptero a escala reducida está constituido de varios subsistemas, los cuales se divi-
den en fuselaje, rotor principal, rotor de cola, barra estabilizadora y motor. Cada una de estas
partes describe la dinámica del helicóptero, por ejemplo la dinámica del fuselaje describe los
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movimientos de traslación y rotación de la aeronave. El modelo del rotor describe la inclina-
ción de la trayectoria de la punta de pala (plano de cono) a través de las entradas ćıclicas:
longitudinal y lateral. La dinámica de la barra estabilizadora representa la sensibilidad de
los mandos de entrada hacia la dinámica del rotor principal y en consecuencia al fuselaje.

En la literatura se encuentran diferentes tipos de modelos dinámicos del helicóptero a
escala reducida, la diferencia entre los diversos modelos dinámicos reportados en la literatura
reside en el número de subsistemas que se consideran. Esta simplificación tiene el objetivo
de facilitar la implementación de ciertas técnicas de control.

Otro aspecto es la notación de las variables debido a que cada autor utiliza diferente
notación en algunas variables. Por ejemplo, Ψ es usada para denotar a la matriz que rela-
ciona las velocidades angulares y los ángulos de Euler en [2] mientras que Ψ es usada para
denotar la posición de las palas del rotor principal en [3] y [4]. Otro ejemplo, se muestra en [5]
donde el ángulo de cabeceo y los ángulos de Euler son presentados con el mismo śımbolo de θ.

Uno de los primeros modelos del helicóptero a escala completa fue reportado por [5], el
cual incluye los movimientos de traslación y rotación, aśı como los fenómenos aerodinámicos
que producen la sustentación y arrastre de la aeronave. En [6] se presenta un modelo con
mayor detalle en la dinámica al añadir la dinámica del rotor que abarca la rotación del rotor,
el cabeceo, aleteo y las deflexiones de las palas. Este modelo está muy detallado y complejo
para ser usado en el diseño de una técnica de control; por esta razón, varios autores han
simplificado la dinámica del helicóptero.

Aunado a esto, el modelo dinámico del helicóptero de escala completa es empleado para
representar el comportamiento de las aeronaves de aéreomodelismo; sin embargo, sus dinámi-
cas tienen ciertas diferencias a pesar de que ambos sistemas son similares.

Las diferencias principales entre los helicópteros a escala completa y reducida se mencio-
nan a continuación con base al trabajo de [7]:

La relación entre la masa del fuselaje y las palas del rotor es mucho más elevada en el
helicóptero a escala reducida a comparación del helicóptero a escala completa.

En el rotor principal, la velocidad angular de un helicóptero a escala reducida es más
elevada que en un helicóptero a escala completa.

La mayoŕıa de los helicópteros a escala reducida presentan una rigidez alta entre la
unión de las palas del rotor principal con el mástil en comparación de los helicópteros
a escala completa. A excepción si el rotor del helicóptero a escala reducida cuenta con
una articulación de aleteo.

Anteriormente se hab́ıa mencionado que algunos modelos son obtenidos al simplificar o
eliminar ciertos subsistemas, tal es el caso de [8] donde simplifican la dinámica de un he-
licóptero de escala completa hasta la dinámica longitudinal. Este modelo no contempla la
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dinámica del rotor, solamente considera las componentes del empuje.

En [9] se muestra la dinámica del helicóptero a escala reducida en un espacio de tres di-
mensiones al incluir los movimientos longitudinal, vertical y lateral, aśı como sus respectivas
rotaciones en cada eje. El rotor principal contempla el aleteo de las palas y las entradas de
mando ćıclicas: lateral y longitudinal. El modelo de la barra estabilizadora es incrustado en
la dinámica del helicóptero para representar la reducción de la sensibilidad hacia las entradas
de los mandos ćıclicos. El empuje es representado como una fuerza cuya dirección depende
de la inclinación de la trayectoria de la punta de pala. Posteriormente, se realizan dos cam-
bios al estimar a la dinámica del rotor de cola como una función de transferencia de primer
orden y de igual manera la dinámica que describe el movimiento vertical de la aeronave es
representada por una ecuación diferencial lineal de primer orden. En [10] se utiliza el mismo
modelo de [9], sin embargo la barra estabilizadora no se incluye.

Otro modelo dinámico del helicóptero se presenta en [11], donde la dinámica del fuselaje
es considerada aśı como la mayoŕıa de las fuerzas y pares externos, tales como el empuje,
el par de reacción del rotor principal y de cola, y la rigidez del rotor principal. Además la
orientación del empuje se expresa en función de la inclinación de la trayectoria de la punta
de pala. El par de reacción se considera en el modelo, pero la dinámica del rotor se desprecia.
Un modelo similar se muestra en [2] con la diferencia de que la ecuación del empuje depen-
den del mando colectivo. El modelo mostrado en [12] es esencialmente el mismo que en [2],
se considera el movimiento del subsistema de fuselaje con respecto al marco de referencia
inercial, el empuje depende de los efectos aerodinámicos, la velocidad del rotor y el ángulo
de cabeceo. La orientación del empuje depende de la inclinación de la trayectoria de la punta
de pala, la cual se describe por el subsistema del rotor principal. La constante de tiempo de
la ecuación del rotor principal considera los efectos provocados por la barra estabilizadora.
Además, los pares se dividen en dos grupos: los pares debido a las componentes del empuje
del rotor principal y los pares provocados por los pares de reacción y la rigidez entre mástil
con las palas. La contribución de este modelo es la incorporación de una planta de potencia
mediante una ecuación algebraica.

En [13] se muestra un modelo bastante completo al incluir los productos de inercia en la
dinámica de rotación del fuselaje ya que el helicóptero solamente tiene un plano de simetŕıa.
La dinámica del rotor principal y la barra estabilizadora se incluyen en el modelo considerando
los mandos ćıclicos y la relación de avance. Además se incorporan la dinámica de influencia
del rotor y la corrección en la respuesta de un eje asimétrico.

1.2.2. Técnicas de control aplicados a un helicóptero

Durante los años recientes, se han implementado diferentes estrategias de control lineal,
no lineal e inteligente con la finalidad de lograr el vuelo autónomo del helicóptero a escala
reducida. El interés de controlar este tipo de aeronaves desde un punto de vista abstracto,
es el trabajar con sus caracteŕısticas dinámicas del modelo ya que es no lineal y subactuado.
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Técnicas de control lineal

En la literatura se encuentran bastantes trabajos relacionados con el diseño de las estrate-
gias de control para la navegación del helicóptero a escala completa y reducida. La estrategia
de control se desarrolla a partir del modelo lineal del sistema con el objetivo de mantener al
helicóptero en un vuelo estacionario o en un vuelo traslacional a baja velocidad.

En la referencia [14] se presenta un control PD para regular la orientación de un helicópte-
ro. La dinámica rotacional del helicóptero se modela en el dominio de la frecuencia como tres
subsistemas SISO sin acoplamiento. Los experimentos se realizaron en una plataforma ancla-
da para reducir los grados de libertad de seis a tres. Los resultados experimentales muestran
una pequeña oscilación para el vuelo estacionario.

La técnica de control regulador cuadrático lineal (LQR) ha sido utilizado por varios auto-
res. Por ejemplo [15], [16], [17]. En el primer trabajo se aplica el controlador al modelo lineal
del fuselaje del helicóptero, en este, los efectos aerodinámicos se desprecian. El control se
aplica para seguir una trayectoria en un plano horizontal con respecto al marco de referencia
inercial y mediante simulaciones se muestra su comportamiento. En el segundo trabajo utiliza
también un controlador LQR que consiste en tres subsistemas: un controlador de retroalimen-
tación de estados (se encarga de minimizar el indice de desempeño), un integrador de estados
(compensa las velocidades traslacionales que están referidas al eje cuerpo) y un controlador
PI para controlar la posición del veh́ıculo. Los resultados son evaluados en simulación. En
el tercer trabajo consideran al helicóptero anclado a una plataforma para tener 3 grados de
libertad. Se aplica el controlador LQR suponiendo condiciones ideales, después se aplica el
controlador al sistema con incertidumbres parametricas y finalmente se realizan pruebas con
pertubaciones. Los resultados son evaluados mediante simulaciones númericas

En [18] se propone utilizar tres lazos de control: un controlador interno para la orienta-
ción, un controlador intermedio para las velocidades lineales y un controlador externo para
la posición con el objetivo de mantener a la aeronave en un vuelo estacionario. Los lazos de
control utilizan un algoritmo PID. Esta técnica de control debe considerar la ubicación de los
polos para que el lazo cerrado de control de orientación sea más rápido que el lazo de control
intermedio. Esta división de escalas de tiempo se verifica a través de resultados de simulación.

En [19] se propone utilizar una retroalimentación estática de las salidas basados en térmi-
nos de dos desigualdades de matrices acopladas. La plataforma experimental es un helicóptero
Bell 205, del cual se linealiza su modelo dinámico para el vuelo estacionario, se considera co-
mo salida la orientación de la aeronave. El modelo es transformado en dos matrices desiguales
acopladas y posteriormente, se diseña un controlador H∞ para buscar los pesos adecuados
para un regulador PI. Por otro lado, en [20] utilizan un procedimiento de formación de lazo
por H∞ optimizado basado en factores coprimos. Este enfoque es para garantizar la esta-
bilidad del sistema ante perturbaciones. Las simulaciones muestran un seguimiento para el
movimiento longitudinal, sin embargo el movimiento lateral presenta desviaciones considera-
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bles.

En [2] se diseña un controlador basado en planitud diferencial. Al igual que en otros tra-
bajos, se consideran dos lazos de control: un lazo cerrado externo y uno interno. El primero
controla la posición y el segundo lazo controla la orientación del sistema. Posteriormente, se
linealiza la dinámica del sistema y desprecian los efectos de acoplamiento entre los momen-
tos de cabeceo y balanceo, y las fuerzas longitudinales y laterales, logrando aśı un sistema
aproximadamente plano, el cual puede ser utilizado para condiciones de vuelo estacionario
y/o vuelo longitudinal. La salida plana está conformada por cuatro variables (posición lon-
gitudinal, lateral, vertical y la giñada) con base a esto, se desarrollan los controladores para
el subsistema interno y externo. Los resultados de simulación se presentan para desplazar al
helicóptero de un punto a otro.

En [8] proponen reducir el modelo del helicóptero para obtener un modelo diferencialmen-
te plano, el cual es la dinámica longitudinal de la aeronave. A partir de ello, proponen una
ley de control para desplazar al helicóptero de un punto a otro. Los resultados de simulación
muestran como el sistema sigue la trayectoria deseada.

En [21] utilizan un modelo lineal de la dinámica del fuselaje para diseñar una estrategia de
control basada en modos deslizantes. Los estados de alabeo y cabeceo son estimados a partir
de un observador. Las variables controladas son las velocidades traslacionales del veh́ıculo, y
su comportamiento se muestra a través de una simulación numérica.

El trabajo de [22] asume al fuselaje como un punto de masa, en lugar de un cuerpo ŕıgido;
mientras que el rotor principal es considerado como un disco solido, y el rotor de cola se
modela como una fuerza aerodinámica. El esquema de control está compuesto de dos lazos:
un lazo interno para el control de orientación y un lazo externo para el control de la posición.
El control de posición está constituido por una retroalimentación de estados. El control de
lazo interno consiste en dos controles proporcionales para las velocidades angulares en ejes
cuerpo a través del desacoplamiento de la dinámica de orientación para manipular la orien-
tación del rotor principal, mientras que el guiñado se controla por el empuje del rotor de
cola. El control de lazo interno debe responder a mayor velocidad que el lazo externo para te-
ner un buen desempeño del control. En este trabajo los resultados se muestran en simulación.

En otro trabajo de [7], proponen nuevamente los dos lazos de control: el lazo externo está
basado en un controlador PID, mientras que el lazo interno controla la orientación mediante
un lazo PD. En la etapa experimental se aplicó un observador para determinar los ángulos de
alabeo y cabeceo, a partir de las mediciones de la posición y velocidad longitudinal y lateral.
Por último, se realiza una mapeo entre las salidas de control y los actuadores del plato ćıclico.
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Técnicas de control no lineal

El comportamiento dinámico del helicóptero a escala reducida se describe con mayor pre-
cisión con un modelo no lineal que con un modelo lineal. Esto se debe a que el modelo lineal
solo describe el comportamiento del sistema en un rango alrededor del punto de operación,
mientras que el modelo no lineal puede contemplar la mayoŕıa de los movimientos de la
aeronave. Los investigadores han aprovechado las caracteŕısticas del modelo no lineal para
diseñar estrategias de control que logren el vuelo autónomo del helicóptero a escala reducida.

En la referencia [23] emplean un controlador predictivo no lineal para el seguimiento de
una trayectoria en forma de espiral. El control se apoya con una función de costo para mini-
mizar los cálculos de cómputo. Los autores realizan una comparación en simulación de esta
técnica contra la técnica de múltiples lazos de control, y se observa cómo el control predictivo
supera los resultados de seguimiento de trayectoria, pero los actuadores se saturan debido a
lo complejo de los cálculos.

En [24], aplican un control basado en pasividad a un modelo reducido del helicóptero de
tres grados de libertad que incluye las fuerzas aerodinámicas producidas por el rotor principal
y de cola. El sistema se divide en dos subsistemas: el primero corresponde el movimiento de
guiñada y la velocidad del rotor principal, y la segunda abarca el movimiento vertical de
la aeronave. El control del despegue de la aeronave se aplica a través de la variación de la
velocidad del rotor principal. Cuando el helicóptero llega a la altura deseada se conmuta a
la otra ley control. Las entradas del sistema son el ángulo de cabeceo de las palas del rotor
principal y de cola. Las simulaciones muestran el control de la aeronave a diferentes alturas.
En [25] presentan los resultados experimentales de la ley de control aplicada a un helicóptero
a escala reducida modelo VARIO.

En [26] se presenta el diseño de un control basado en backstepping para el seguimiento
asintótico de una trayectoria. Además, el diseño de la ley de control busca evitar las singu-
laridades en la cinemática rotacional y los resultados se muestran en forma de simulación.

En el trabajo desarrollado por [27] se propone controlar al helicóptero ante perturbaciones
del viento en dirección lateral y vertical. El modelo empleado está basado en [24]. La estra-
tegia de control que emplean es la aproximación de un control lineal en retroalimentación.
Las simulaciones se muestran para los movimientos en forma lateral, longitudinal, vertical y
guiñado. Los resultados experimentales son realizados para el movimiento de guiñado ante
perturbaciones.

En [28] se presenta el modelo no lineal de un helicóptero, con la finalidad de controlar
el vuelo vertical manteniendo estable el vuelo lateral y longitudinal. La técnica de control
empleada es una combinación de un control no lineal mediante un regulador de salida adap-
table y la estabilización del sistema en forma de retroalimentación de salida. Los resultados
los muestran en forma de simulación.
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En [29] se presenta la aplicación del control H∞ a un modelo no lineal de seis grados de
libertad considerando el acoplamiento del rotor, el cual es robusto a las perturbaciones de
vientos como lo muestran las simulaciones para los movimientos traslacionales y rotacionales.

En [30] se realiza el control de la aeronave para el vuelo estacionario. El controlador está
basado en la combinación de la dinámica inversa y una superficie deslizante, la cual tiene la
cualidad de ser robusto ante incertidumbres paramétricas, como lo demuestran los resultados
de simulación.

Otras técnicas de control empleadas están basadas en el control inteligente, del cual no se
realizó una investigación sobres los avances desarrollados en esta área porque una de las me-
tas del proyecto es realizar una contribución basada en el modelo matemático de helicóptero.

1.2.3. Revisión bibliográfica de la instrumentación

Los helicópteros a escala reducida son empleados en las instituciones académicas para la
experimentación de algoritmos de control en ambientes cerrados y/o abiertos. Por lo tanto,
los dispositivos electrónicos de medición de la posición, orientación, velocidad lineal y velo-
cidad angular son distintos en cada área de trabajo.

Frecuentemente, la instrumentación de las distintas plataformas están constituidas por
una etapa de medición, una etapa de actuadores, un dispositivo programable y unos sistemas
electrónicos para tareas especificas de vuelo [31], [32], [33], [34] (véase la figura 1.1).

La etapa de medición está conformada por:

La medición de la orientación de la aronave se realiza a través de un sistema de nave-
gación inercial (INS) o una unidad de medición inercial (IMU).

La medición de la posición se logra a través de un sistema de posicionamiento global
(GPS) o un sistema de visión con cámaras.

La medición de altura del helicóptero a bajas alturas se realiza mediante un sensor
ultrasónico.

La velocidad del rotor principal puede ser medida mediante un sensor infrarrojo de
reflexión.

Generalmente, los helicópteros se manejan a través de un plato ćıclico y éste es regular-
mente controlado por tres servomotores, los cuales están instalados en función de la configu-
ración del plato ćıclico. Los servomotores deben operar de forma coordinada con el objetivo
de variar la orientación y la magnitud de la sustentación y aśı lograr los desplazamientos del
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helicóptero. Aunado a esto, un servomotor se encarga de modificar el empuje del rotor de cola
para controlar la guiñada de la aeronave. Estos servomotores van a ser controlados por un
receptor de radio control, la cual recibe las señales de mando provenientes de un control de
radio frecuencia, o también tiene la posibilidad de recibir las señales de mando que proceden
de un dispositivo programable.

El dispositivo lógico programable encargado del vuelo autónomo adquiere la medición
de la posición (GPS/ultrasónico), orientación (IMU/INS) y la velocidad del rotor principal
con el objetivo de evaluar la estrategia de control implementada y posteriormente enviar las
señales de control hacia los servomotores. Las variables contemplan la transmisión de datos
desde del helicóptero hacia una estación de tierra mediante una comunicación de radio fre-
cuencia.

En algunos casos, las misiones de vuelo requieren mayor cantidad de información para
reconocimiento del área. Esta información es generalmente adquirida mediante una cámara
digital, la cual env́ıa la información a un segundo dispositivo programable para realizar el
procesamiento de imágenes. La información procesada es enviada al primer dispositivo pro-
gramable encargado del vuelo autónomo con la finalidad de transmitir las imágenes a una
estación de tierra mediante un modem inalámbrico.

La estación de tierra está conformada por un modem inalámbrico que recibe la informa-
ción y la env́ıa hacia una computadora para procesar la información sobre la navegación de
la aeronave; de la misma forma se puede enviar información de la ruta de viaje hacia el he-
licóptero. Por lo general, la mayoŕıa de las computadoras trabajan bajo un sistema operativo
de Linux que permite el manejo más sencillo de información en tiempo real.

En la tabla 1.1 se muestran los diferentes tipos de dispositivos electrónicos y las platafor-
mas de vuelo empleadas por diversas instituciones académicas.

En la sección de Mecatrónica se han desarrollado varios trabajos relacionados con la ins-
trumentación de una aeronave. En los trabajos de [35], [36], han empleado el DSP TMS320F28335
como el dispositivo programable para implementar la técnica de control de la orientación y
navegación de un cuadrirotor, respectivamente. En [37] han utilizado el mismo dispositivo
programable para programar el control longitudinal de una aeronave de ala fija. En todos los
trabajos han utilizado la IMU XSENS modelo MTi para la medición de la orientación.

1.2.4. Revisión bibliográfica de la plataforma de vuelo

Frecuentemente la implementación de una estrategia de control se lleva a cabo en dos
grandes pasos. El primer paso consiste en utilizar un software matemático con la finalidad de
insertar el modelo matemático de un sistema f́ısico expresado en ecuaciones diferenciales. La
técnica de control es insertada también en el software matemático y mediante las respectivas
simulaciones se verifica el desempeño de la técnica de control. El segundo paso consiste en
la implementación de la técnica de control en el sistema real. Este trabajo es dif́ıcil debido
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Figura 1.1: Diagrama a bloques de la instrumentación.
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Institución Plataforma Dispositivo
programable

Sistemas electrónicos
de medición

Universidad Po-
litécnica de Madrid

Benzi Trainer PC-104 Giroscopio inercia Microinfi-
nity A335, Sensor magnético
Honeywell HMR300, DGPS re-
ceptor Novatel RT2

Universidad Técnica
de Berĺın

Marvin Microcontrolador
80C167

Sensor giroscopio ENC05E,
Acelerometro ADXL05, Sensor
de flujo magnético FGM-1, No-
vatel RT-2 dofferential GPS
con 2 cm de exactitud

Instituto Tecnológi-
co de Massachusetts

X-Cell 60 N.D. ISIS-IMU a 100Hz, altimetro
Honeywell HPB 200A con 2 ft
de exactitud, superstar GPS

Universidad de Car-
negie Mellon

Yamaha R-Max Procesador
Motorola
68060

Litton LN-200 IMU, Novatel
RT-2 differential GPS con 2 cm
de exactitud

Universidad de Ber-
keley California

Yamaha R-Max N.D. Sistema de integración DQI-
NP INS con el GPS, la unidad
DQI.NP provee información de
la orientación, velocidad y po-
sición

Instituto Tecnológi-
co de Georgia

Yamaha R-50 JUMPtec
Adastra VNS-
786 embedded
PC

ISIS-IMU a 100Hz, Novatel
RT-2 differential GPS con 2 cm
de exactitud

Universidad Po-
litécnica de Sevilla

MARVIN PC-104 IMU, Novatel RT-2 differential
GPS con 2 cm de exactitud,
Sensor ultrasonico

Universidad Nacio-
nal de Singapur

Raptor-90 PC-104 INS/GPS MNAV100CA, sen-
sor ultrasonico, sensor de velo-
cidad de rotor FUTABA GV-1

Universidad de
Linköping, Suiza

Yamaha R-MAX PC-104 GPS, IMU, sistemas de comu-
nicación inalámbrico de ether-
net, sensor de altura baltime-
tro y sensor de compas

Cuadro 1.1: Plataformas de vuelo utilizadas en las instituciones educativas (las siglas N.D.
significa no disponible).
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a que el modelo dinámico no contempla todas las dinámicas del sistema y los parámetros
del modelo son aproximaciones de los valores reales de la planta. Esta variación en los va-
lores de los parámetros generalmente se debe a la metodoloǵıa para medir las cantidades,
igualmente influyen los aparatos de medición en la calibración, resolución y exactitud. Es-
tas caracteŕısticas del modelo dificultan la implementación de la técnica de control debido
a que se deben ajustar las ganancias del controlador para tener una respuesta favorable en
el comportamiento del sistema en lazo cerrado. El ajuste de las ganancias en la planta f́ısi-
ca se realiza de manera emṕırica hasta tener los resultados esperados por el investigador.
Esta tarea es peligrosa al tratarse de un helicóptero ya que el par y la velocidad del ro-
tor principal son elevadas y en caso de perder el control del veh́ıculo, éste puede provocar
un accidente que dañe al prototipo o al mismo usuario. Por lo tanto, es necesaria la crea-
ción de una plataforma de pruebas para ajustar las ganancias del controlador y al mismo
tiempo resguardar la seguridad del veh́ıculo y del personal de operación. Posteriormente,
el helicóptero se suelta de la plataforma para realizar un vuelo autónomo. Las plataformas
de pruebas utilizadas frecuentemente por la comunidad cient́ıfica se muestran a continuación.

La primera plataforma de prueba se muestra en la figura 1.2 y se utiliza en [38], el
mecanismo sostiene al helicóptero para permitirle un desplazamiento sobre el eje vertical y al
mismo tiempo pueda tener la rotación de guiñado. Esta plataforma protege al helicóptero de
una colisión contra la tierra y además no coloca al helicóptero en una orientación peligrosa.
Una plataforma similar es usada en [39], la cual se muestra en la figura 1.3. Esta plataforma
permite los mismos movimientos que la anterior, al permitir que la aeronave pueda moverse
traslacionalmente y rotacionalmente sobre un eje vertical.

Otra plataforma interesante es Whiteman flying stand utilizada en [40] y [41]. La platafor-
ma permite mover al helicóptero en los 3 movimientos traslacionales y alrededor de sus 3 ejes
de rotación como se muestra en la figura 1.4. Dando por consecuencia una gran versatilidad
para moverse en un espacio de 3 dimensiones a comparación de las plataformas antes mencio-
nadas. Además, evita que el helicóptero colisione con el piso ya que la estructura amortigua
el golpe mediante una llanta que está localizada en la parte inferior de la estructura.

Los trabajos de [42] utilizan una plataforma como se observa en las figuras 1.5 y 1.6.
La plataforma permite mover al helicóptero en un espacio de tres dimensiones y permite la
medición de la fuerza.

1.3. Motivación

Los UAV a escala reducida presentan gran maniobrabilidad en comparación con los he-
licópteros de escala completa debido a que logran vuelos con maniobras de mayor agresividad
como son los vuelos invertidos, vueltas de 360o tanto en el alabeo como cabeceo, entre otros.
Esta habilidad da una gran facultad para aplicaciones civiles y militares, como son: la detec-
ción y prevención de incendios, misiones de rescate en lugares de poco acceso, ambulancia
aérea, inspección de ĺıneas de transmisión de enerǵıa eléctrica, tubeŕıas de petróleo y estruc-
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Figura 1.2: Plataforma de prueba para el movimiento vertical y guiñado.

Figura 1.3: Plataforma de prueba de dos grados de libertad: movimiento vertical y guiñado.
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Figura 1.4: Plataforma de prueba tipo Whiteman flying stand.

Figura 1.5: Plataforma de prueba utilizada por Weilenmann.
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Figura 1.6: Dirección de los flujos del helicóptero en la plataforma de Weilenmann.

turas de edificio, aplicaciones de agricultura, monitoreo de tráfico, filmaciones, la búsqueda
de gas y petróleo, vigilancia, reconocimiento de lugares, y la intervención de vuelos en am-
bientes peligrosos.

Sin embargo, los helicópteros son dif́ıciles de pilotear debido a que son inestables [6]. El
piloto tiene que estar atento en todo momento para el manejo de la aeronave. Aunado a esto,
se tienen cuatro mandos para el movimiento: el mando ćıclico consta de una palanca para el
movimiento lateral y longitudinal, el mando colectivo para el vuelo ascendente y descendente,
y por último el mando del rotor de cola para lograr el guiñado de la aeronave. Adicional-
mente, cada mando provoca el movimiento deseado y movimientos secundarios, por lo cual
el piloto tendrá que compensar estos movimientos.

Además se deben considerar los efectos aerodinámicos que se presentan para cada ma-
niobra de desplazamiento, es decir, en un vuelo estacionario se van a tener ciertos efectos
aerodinámicos que son distintos a los presentados en un vuelo longitudinal. También, las
condiciones ambientales son otro factor importante para el manejo de estas aeronaves. Es
diferente maniobrar en un d́ıa soleado y despejado a comparación de un ambiente con las
condiciones adversas como un vuelo en medio de una tormenta donde la visibilidad es mı́nima
y el viento cambia de dirección rápidamente. Por último se comenta que los objetos que están
alrededor de la aeronave afectan el desempeño de ésta, debido a que cambian la dirección del
flujo de aire en el rotor.

Por lo tanto, la automatización de los helicópteros conlleva un trabajo arduo, donde
involucra la integración de las áreas de la aerodinámica, dinámica de sistemas, control, ins-
trumentación, electrónica y comunicaciones.
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1.4. Objetivo

1.4.1. Objetivo General

Diseñar una estrategia de control para una plataforma experimental tipo helicóptero a
escala reducida con la capacidad de facilitar el vuelo de la aeronave.

1.4.2. Objetivos Espećıficos

Desarrollar un modelo simplificado de la dinámica del helicóptero considerando sus
subistemas.

Diseñar una estrategia de control para el seguimiento de trayectoria de la dinámica
longitudinal del helicóptero basada en la retroalimentación estática y la salida plana
del modelo.

Diseñar una estrategia de control basada en la técnica de seguimiento de ruta para la
dinámica interna, cuando se emplea una retroalimentación estática para la dinámica
del helicóptero a través de un punto virtual de referencia.

Implementar una técnica de control para aumentar el amortiguamiento en la orientación
del helicóptero.

Instrumentar un helicóptero a escala reducida para implementar técnicas de control en
un ambiente interior.

1.5. Organización de la tesis

La tesis está organizada con el fin de introducir al lector de una manera sencilla y clara
al trabajo realizado sobre el diseño de una estrategias de control aplicado a un helicóptero
de escala reducida.

En el caṕıtulo 2 se presenta el modelo dinámico del fuselaje del helicóptero, la dinámica
del rotor principal y la barra estabilizadora. Se muestra la relación entre los mandos y las
fuerzas y pares producidos por los rotores. Después se realiza una reducción del modelo
dinámico del sistema para obtener su dinámica longitudinal de la aeronave.

El caṕıtulo 3 se describe la estabilización de la dinámica longitudinal mediante la retro-
alimentación estática; enseguida se expone la robustez de la técnica de control con respecto
a la rigidez entre las palas y el mástil del rotor. Los resultados se evalúan de forma numérica.

El caṕıtulo 4 expone la utilización de un punto virtual con el fin de desacoplar la dinámica
con respecto a los mandos, provocando que aparezca una dinámica interna de fase no mı́nima,
la cual es estabilizada mediante la técnica de seguimiento de ruta. Los resultados se evalúan
de forma de simulación numérica.

En el caṕıtulo 5 se exhibe la instrumentación de la plataforma experimental dividida en
dos partes principales: la estación de tierra y el helicóptero. Aqúı se detallan los equipos,
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dispositivos electrónicos y la configuración de la conexión entre ellos para lograr el manejo y
la medición de las variables del sistema.

En el caṕıtulo 6 se describe el acondicionamiento de las señales de control para manejar
a los actuadores del rotor principal. Se expone la implementación de un control para añadir
amortiguamiento a los movimientos de rotación de la aeronave.

Finalmente se exponen las conclusiones del trabajo y se indican unos apéndices.
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Caṕıtulo 2

Modelo dinámico del helicóptero a
escala reducida

En este caṕıtulo se presenta el modelo dinámico de un helicóptero a escala reducida en
un espacio de tres dimensiones, el cual incluye la dinámica del fuselaje, del rotor principal,
la barra estabilizadora y la cinemática de las velocidades entre los ejes cuerpo y los ejes
inerciales.

Se recomienda al lector dirigirse al Apéndice D para relacionarse con las partes del he-
licóptero a escala reducida.

2.1. Modelo matemático del fuselaje del helicóptero

Al especificar la posición de un helicóptero a escala reducida se hace uso de un marco de
referencia inercial y un marco de referencia cuerpo. El marco de referencia inercial, también
llamado marco de referencia tierra se denota por XI = [xI yI zI ] y es colocado en un punto
especifico sobre la superficie de la tierra, donde el eje xI está en dirección norte, el eje yI

está en dirección este, y el eje zI está en dirección hacia el centro de la tierra. El marco de
referencia cuerpo denotado como Xb = [xb yb zb ], tiene su origen en el centro de gravedad
(C.G.) del helicóptero a escala reducida. La dirección de zb apunta hacia abajo de la aeronave,
mientras que el eje xb está en la dirección de la trompa de la cabina, y el eje yb se coloca
en la dirección lateral derecha del veh́ıculo. Estos sistemas de coordenadas se muestran en la
figura 2.5.

El fuselaje del helicóptero se modela como un cuerpo ŕıgido que se mueve en un espacio
de tres dimensiones. Las ecuaciones que describen el movimiento traslacional en ejes cuerpo
son [6]

X/m = u̇+ qw − rv,
Y/m = v̇ + ru− pw, (2.1)

Z/m = ẇ + pv − qu,

19
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas en el helicóptero.

donde u, v, y w son la velocidad longitudinal, lateral y vertical respectivamente, m es la
masa del helicóptero, Ωb = [ p q r ]> es el vector de la velocidad angular donde p, q y r
son las velocidades angulares alrededor de los ejes xb, yb y zb, respectivamente. Las fuerzas
externas f b = [ X Y Z ]T , son expresadas con respecto al marco de referencia cuerpo donde
X, Y y Z indican las componentes del empuje del rotor principal y de cola en las direcciones
longitudinal, lateral y vertical respectivamente. La dinámica rotacional del helicóptero en
ejes cuerpo está dada por [6]

L = Ixxṗ+ qr (Izz − Iyy)− Ixz (ṙ + pq) ,

M = Iyy q̇ + pr (Ixx − Izz) + Ixz
(
p2 − r2

)
, (2.2)

N = Izz ṙ + pq (Iyy − Ixx) + Ixz (qr − ṗ) ,

donde Ixx, Iyy, Izz son los momentos de inercia alrededor de los ejes xb, yb y zb respectiva-
mente, Ixz es el producto de inercia. Los pares externos τ b = [ L M N ], son expresados con
respecto al marco de referencia cuerpo, donde L, M y N son los pares aplicados alrededor
de los ejes xb, yb y zb respectivamente.

Al considerar la representación de la orientación con los ángulos de Euler, las velocidades
angulares en ejes cuerpo están relacionadas con la orientación del helicóptero, como sigue
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 φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 − sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

 p
q
r

 , (2.3)

donde los ángulos de Euler Φ = [ φ θ ψ ], son el alabeo φ, el cabeceo θ y la guiñada ψ de la
aeronave en la secuencia de rotación ZYX [43].

2.1.1. Posición y velocidad con respecto al marco de referencia
inercial

Las variables de posición, velocidad y aceleración traslacional del helicóptero a escala
reducida son frecuentemente referidas a un marco de referencia inercial con la finalidad de
ubicar su posición en el espacio. En (2.1) las variables son expresadas con respecto al marco
de referencia cuerpo. La matriz de rotación, R, define la relación entre ambos sistemas de
coordenadas, y se expresa como

R =

 cθcψ cθsψ −sθ
sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ
cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ

 ,
donde se usa la notación compacta sk = sin(k), ck = cos(k), k = φ, θ, ψ. Las fuerzas externas
pueden ser representadas en un marco de referencia inercial mediante la matriz de rotación
R, es decir

f I = RTf b. (2.4)

Por lo tanto, las velocidades de traslación vI = [ vx vy vz ]> y la posición XI
p = [ x y z ]>

con respecto al marco de referencia inercial están dadas por [10]

ẊI
p = vI ,

mv̇I = f I .

2.1.2. Dinámica del rotor principal y la barra estabilizadora

Generalmente, los helicópteros a escala reducida tienen dos palas en el rotor principal.
Cada pala presenta tres grados de libertad (ver figura D.3 del Apéndice D) y estará girando
con respecto al eje del rotor. Cuando el rotor está girando, la pala es afectada por la fuerza
de sustentación, centrifuga y de gravedad, provocando una flexión sobre ella. Además, depen-
diendo del modo de vuelo del helicóptero, las dos palas tendrán un ángulo de cabeceo igual
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o diferente entre śı. Todo esto ocasiona un modelado complejo con incertidumbres debido a
los efectos aerodinámicos. Dando como resultado un modelo inapropiado para cuestiones de
diseño de control. Por lo tanto, la simplificación del modelo es necesaria para poder utilizarlo.
A continuación se muestra el modelado del rotor principal.

Dinámica del rotor principal

La dinámica del rotor describe la orientación del empuje en términos de los mandos
ćıclicos, para manipular el desplazamiento del helicóptero a escala reducida. Primeramente,
la ecuación que relaciona el ángulo de cabeceo de la pala, θp(Ψ), con respecto su posición
angular del rotor y entradas de control, es definida por [6]

θp(Ψ) = θ0 − A1 cos Ψ−B1 sin Ψ,

donde θ0 es el ángulo de cabeceo colectivo, Ψ es la posición angular de las palas del rotor, A1

y B1 están dados por

A1 = Blatδlat,

B1 = Alonδlon,

Blat y Alon son términos constantes. δlat y δlon son las entradas ćıclicas lateral y longitudinal
respectivamente. Véase la figura 2.3 para aclarar la posición de Ψ.

Por otro lado, la velocidad del viento con respecto a la pala es llamada velocidad relativa,
U , y está compuesta por su componente tangencial, UT , y perpendicular, UP , con respecto
al plano de mástil, tal como se observa en la figura 2.2. Los efectos que contribuyen a la
generación de UT son el giro del rotor, la velocidad de avance y rotación de la aeronave.
En cuanto a UP , éste se produce por la velocidad del aleteo de la pala, el flujo de aire que
atraviesa el rotor, y la componente vertical de la velocidad de avance del helicóptero. dL es
un diferencial de fuerza de sustentación y dD es un diferencial de la fuerza de arrastre [9].

El ángulo de ataque, α, depende del ángulo de cabeceo, θp, y el ángulo inducido mediante
la expresión

α = θp − ΦI ,

el ángulo inducido, ΦI está dado por

ΦI = tan−1

(
UP
UT

)
.

El diferencial de sustentación y de arrastre están dados por [3]

dL =
1

2
ρU2cbClαdr,

dD =
1

2
ρU2cbCddr,
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Figura 2.2: Velocidades y ángulos en el perfil de la pala.

donde ρ es la densidad del aire, cb es la cuerda de la pala, Cl es el coeficiente de sustentación,
Cd es el coeficiente de arrastre de la pala y dr es un diferencial de la distancia de la pala.

La fuerza de sustentación y de arrastre se pueden representar como una componente
paralela y vertical con respecto al plano del mástil, como se muestra a continuación [9]:

`z(rb,Ψ) = dL cos(ΦI) + dD sin(ΦI)

`x(rb,Ψ) = dL sin(ΦI) + dD cos(ΦI)

Una vez que el rotor empieza a girar, las palas van a ser expuestas a la fuerza centŕıpeta,
Fc, a la fuerza debido a los efectos aerodinámicos Fa y la fuerza inercial de la pala FI ,
como se observa en la figura 2.4, donde β es el ángulo de aleteo. La aceleración debida al
aleteo está dada por β̈r, esto ocasiona que dFI = mbβ̈rdr donde mb es la masa de la pala.
La fuerza centŕıpeta va a ser generada por la aceleración normal Ω2r cos(β), teniendo aśı
dFc = mbΩ

2r cos(β)dr. La rigidez entre el mástil y la pala se expresa matemáticamente por
kβ y por último, si se considera que Fa ≈ `z(rb,Ψ), se puede obtener la siguiente ecuación de
momentos de la pala

∫ Rb

0

mbΩ
2r2 cos(β) sin(β)dr +

∫ Rb

0

mbβ̈r
2dr + kββ =

∫ Rb

0

rb`(rb,Ψ)drb

Enseguida, se realizan algunas operaciones matemáticas para obtener la dinámica del
ángulo de aleteo, la cual está dada por [6]:

β̈Iβ +
(
kβ + Ω2Iβ

)
β =

∫ Rb

0

rb`(rb,Ψ)drb,
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Figura 2.3: Dimensiones, ángulo y velocidad de giro de pala.
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Figura 2.4: Fuerzas involucradas en el aleteo de la pala β.

donde β es el ángulo de aleteo, Iβ es el momento de inercia de la pala con respecto al
movimiento de aleteo, kβ es la constante de rigidez entre la unión de la pala con el eje del
rotor principal, Ω es la velocidad angular del rotor principal, rb es la distancia desde el eje
del rotor hasta un punto sobre la pala, ` representa la distribución de las sustentación sobre
la pala.

La dinámica del ángulo de aleteo puede expresarse en términos de la posición angular de
la pala, tal como se muestra a continuación

β
′′

+ λ2
Bβ =

1

IβΩ2

∫ Rb

0

rb`(rb,Ψ)drb, (2.5)

para obtener esta expresión, se considera que dΨ = Ωdt, de tal manera que

β̇ =
∂β

∂Ψ

∂Ψ

∂t
= Ωβ

′
,

β̈ =
∂β̇

∂Ψ

∂Ψ

∂t
= Ω2β

′′
,

con λβ la frecuencia natural del aleteo, dada por

λ2
β =

kβ
Ω2Iβ

+ 1,

Como se hab́ıa comentado, el ángulo de aleteo depende de la posición angular de la pala;
por lo tanto, el movimiento de aleteo es una función periódica con una frecuencia de λβ/(2π)
y un periodo de 2π/λβ, la frecuencia fundamental es Ω. Esta función periódica se puede
aproximar a través de una serie de Fourier como [10]

β(Ψ) = β0 −
∞∑
n=1

(βnc cosnΨ + βns sin Ψ),

= β0 − β1c cos Ψ− β1s sin Ψ

−β2c cos 2Ψ− β2s sin 2Ψ− . . . ,
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Figura 2.5: Inclinación del ángulo cónico del rotor principal.

donde β0 es el ángulo cónico, βnc y βns son los coeficientes de la serie de Fourier. Esta
ecuación pueden simplicarse al considerar solamente los primeros harmónicos que representan
el movimiento de aleteo de las palas que define la trayectoria de punta de pala, los restantes
harmónicos se pueden despreciar al no representar un cambio significativo en el aleteo de las
palas [9], teniendo aśı que

β(Ψ) ≈ β0(t)− β1c(t) cos Ψ− β1s(t) sin Ψ, (2.6)

βic y β1s representan la inclinación longitudinal y lateral del plano definido por la trayectoria
de la punta de pala. Posteriormente, se realiza un cambio de variable de β1c a a y de β1s a b,
esto se hace con el fin de simplificar las expresiones matemáticas de acuerdo a [9].

Las ecuaciones dinámicas de la trayectoria de la punta de pala se obtienen por medio
de la sustitución de (2.7) en (2.5). Este procedimiento matemático se detalla en [44], donde
se obtienen las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la dinámica del rotor principal,
cuyo vector de estado es a = [β0 a b]. Estas ecuaciones se pueden acoplar fácilmente a la
dinámica del fuselaje y están representadas por

ä +Dȧ +Ka = F, (2.7)

donde D es la matriz de amortiguamiento, K es la matriz de rigidez y F es la matriz de
fuerza. Los coeficientes de las matrices se muestran en [44].

En [9] y [13] proponen las siguientes consideraciones para obtener una aproximación de
la dinámica de la trayectoria de punta mediante ecuaciones de primer orden.
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Los efectos del cambio de flujo del aire no son tomados en cuenta.

El ángulo cónico es considerado constante, por lo tanto, su efecto dinámico se omite.

Los efectos aerodinámicos que se generan entre el eje del rotor y el punto de unión de
la pala se excluyen.

Los efectos de acoplamiento entre el aleteo y el cabeceo de la pala no se toman en
cuenta.

Las ecuaciones de primer orden de la dinámica de aleteo son expresadas por [9] y [13]
como sigue:

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τfq +

p

Ω
+ Abb+ Alatδlat

+Alonδlon
(
1 + 3µ2

)
+ λ1c, (2.8)

τf ḃ = −b
(

1 +
µ2

2

)
− τfp−

q

Ω
−Baa+Blonδlon

+Blatδlat
(
1 + µ2

)
+ λ1s,

donde Alat y Blon son términos constantes que dependen del acomplamiento mecánico entre
los mandos de entrada y las palas. λ1c y λ1s son las componentes longitudinales y laterales
de la velocidad inducida no dimensional. El término τf es la constante de tiempo del rotor y
está dada por

τf =
16

γΩ
,

siendo γ el número de Lock, el cual se expresa como

γ =
ρcbClαR

4
b

Iβ
, (2.9)

En (2.9) ρ es la densidad del aire, cb es la cuerda de la pala, Clα es el coeficiente de empuje
de la pala, Iβ es el momento de inercia de la pala con respecto a su eje de aleteo y Rb es el
radio del rotor. Ab = −Ba como el número de ŕıgidez con Ab

Ab = −Ba =
8

γ

(
λ2
β − 1

)
,

µ es la relación de avance dada por

µ =
V

RbΩ
,
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Dinámica de la barra estabilizadora

La dinámica de la barra estabilizadora es considera como un segundo rotor, cuyas palas
no generan empuje, por lo tanto éstas no forman una silueta cónica como el caso del rotor
principal. Las palas de la barra estabilizadora reciben los mandos a través del plato ćıclico
y éste a su vez del mando colectivo, lateral y longitudinal. La expresión matemática de la
barra estabilizadora es

τsḋ = −d− τsp+Dlatδlat,

τsċ = −c− τsq + Clonδlon,

donde τs es la constante de tiempo de la barra estabilizadora, d y c son la inclinación longi-
tudinal y lateral de la barra estabilizadora. Dlat y Clon son constantes de proporcionalidad
de los mandos longitudinal y lateral, respectivamente.

La barra estabilizadora tiene una constante de tiempo más grande que la del rotor prin-
cipal porque su número de Lock es más pequeño en comparación de la constante de tiempo
del rotor principal. La constante de tiempo de la barra estabilizadora es

τs =
16

γsΩ
,

donde γs es el número de Lock de la barra estabilizadora. Los efectos de la barra estabilizadora
provocan una respuesta lenta de los mandos hacia el rotor principal. Los mandos del rotor
principal se describen como

δ̄lon = δlon + kcc, (2.10)

δ̄lat = δlat + kdd,

los coeficientes kc y kd representan el mecanismo de las barras con los mandos.

Acoplamiento de la barra estabilizadora con el rotor principal

Los efectos de la barra estabilizadora se observan en la dinámica del rotor al sustituir
(2.10) en (2.8), quedando el modelo del rotor junto con la barra estabilizadora como

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τfq +

p

Ω
+ Abb+ Alatδlat

+Alonδlon
(
1 + 3µ2

)
+ Alonkcc

(
1 + 3µ2

)
+ λ1c, (2.11)

τf ḃ = −b
(

1 +
µ2

2

)
− τfp−

q

Ω
−Baa+Blonδlon

+Blatδlat
(
1 + µ2

)
+Blatkdd

(
1 + µ2

)
+ λ1s,

τsḋ = −d− τsp+Dlatδlat,

τsċ = −c− τsq + Clonδlon.
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Figura 2.6: Empuje del rotor principal.

2.1.3. Fuerzas y pares externos

Las fuerzas externas aplicadas al helicóptero son principalmente el empuje del rotor prin-
cipal y de cola, y la fuerza de gravedad. Además, existen otras fuerzas, las cuales son despre-
ciadas como las fuerza aerodinámicas. Las fuerzas externas principales se expresan entonces
como

 X
Y
Z

 =

 XM

YM + YT
ZM

+R

 0
0
mg

 .

En esta expresión, las componentes de la fuerza son expresadas en el marco de referencia
cuerpo, donde XM , YM y ZM son las componentes del empuje del rotor principal, como se
muestra en la figura 2.6, mientras que YT es el empuje del rotor de cola.

El empuje del rotor principal se considera perpendicular al plano definido por la trayecto-
ria de la punta de pala de acuerdo a [3]. Entonces, existe una asociación entre la dirección del
empuje y la inclinación del plano de la trayectoria de punta de pala. La expresión matemática
del vector de empuje está dada por [24]:

 XM

YM
ZM

 =

 − sin a cos b
cos a sin b
− cos a cos b

TMR ≈

 −ab
−1

TMR, (2.12)
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Figura 2.7: Distancia entre los empujes y el centro de gravedad del helicóptero.

donde se asume que las inclinaciones a y b son pequeñas y TMR es el empuje del rotor prin-
cipal (véase la figura 2.6).

Los pares externos aplicados al helicóptero dependen del empuje de cada rotor, la distancia
entre los puntos de aplicación de las fuerzas externas y el centro de gravedad, la ŕıgidez entre
la unión del mástil y las palas, y los pares de reacción provocados por el movimiento del rotor
principal y de cola. La expresión matemática para los pares aplicados al helicóptero están
dados por [2]:

 L
M
N

 =

 LM
MM +MT

NM

+

 YMhM + ZMyM + YThT
−XMhM + ZM lM
−YM lM − YT lT

 , (2.13)

donde los parámetros de lM , yM , hM son las distancias desde el centro de gravedad hasta el
punto de aplicación del empuje del rotor principal mientras que los parámetros lT , yT , hT son
las distancias desde el centro de gravedad hasta el punto de aplicación del empuje del rotor
de cola (véase la figura 2.7). Los pares LM , MM y NM están dados por [2]:
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LM = kβb−QM sin(a),

MM = kβa+QM sin(b), (2.14)

NM = −QM cos(a) cos(b),

MT = −QT ,

donde kβb y kβa son los pares inducidos por la ŕıgidez del rotor principal y kβ es la constante
de rigidez en la unión entre la pala y el mástil. QM es el par de reacción del rotor principal
y QT es el par de reacción debido al rotor de cola.

Empuje

Los diferentes modos de vuelo1 en el helicóptero generan distintos comportamientos en el
flujo del aire, lo cual afecta la generación de empuje por parte del rotor; por lo tanto, el empuje
se describe matemáticamente para cada modo de vuelo. La mayoŕıa de los investigadores
consideran un modo de vuelo estacionario y la respectiva ecuación del empuje se expresa
como [5]:

TMR =
ρ

2
(ΩRb)

2 bbcbRba0

(
θt − φt

2

)
, (2.15)

donde bb es el número de palas en el rotor, a0 es la pendiente de la curva del empuje, θt es el
cabeceo de la punta de pala, φt es el ángulo de incidencia en la punta de pala y α = (θt − φt) /2
es el ángulo de ataque.

Igualmente, el empuje se puede representar de forma diferente al sustituir la solidez σ y
el coeficiente de empuje CT en (2.15), obteniéndose

TMR = CTπR
2
bρ (ΩRb)

2 , (2.16)

donde la solidez σ está dada por

σ =
bbcbRb

πR2
b

=
bbcb
πRb

, (2.17)

y el coeficiente de empuje CT es dado por

CT/σ =
a0

4
(θt − φt) , (2.18)

1Los modos de vuelo se refiere a todos los tipos de vuelos que logra realizar el helicóptero, por ejemplo: vuelo
estacionario, vuelo vertical ascendente y descendente, vuelo lateral izquierdo y derecho, vuelo traslacional
hacia adelante y hacia atrás.
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La ecuación (2.16) se utiliza en [13] y [45] mientras que en [18] se modifica a la ecuación
(2.15) quedando ésta como

TMR =
ρ

2
(ΩRb)

2 bbcbRba0

(
B3

3
θ0 −

B2

2
φt

)
, (2.19)

donde se considera el factor de pérdidas en la punta de la pala, B, junto con la expresión
reportada en [5], para θ0, es decir

θ0 =
3

2
θt −

3

4
θ1, (2.20)

donde θ1 es el ángulo de torcimiento1. Se observa que la ecuación de empuje (2.19) está en
función del ángulo de cabeceo de la pala mientras que el ángulo de torcimiento se despreció.

En [2] el empuje del rotor principal se expresa de diferente forma, es decir

TMR = CM1θ0 + CM3θ
3
0,

donde CM1 y CM3 son constantes y el empuje del rotor de cola es calculado de la misma forma.

Aunado a esto, en [18], la relación matemática entre el empuje y el mando colectivo es
aproximado mediante una ecuación diferencial lineal de segundo orden, la cual se obtiene
experimentalmente en vuelo estacionario y está dada por

θ̈0 +K5θ̇0 +K6θ0 = K4δcol, (2.21)

donde K5, K6 y K4 son constantes, y δcol es el mando colectivo.

Par de arrastre

El par creado por el arrastre de la palas está compuesto de dos partes: el arrastre inducido
y el arrastre del perfil. El par de arrastre se describe matemáticamente por

QM =
ρ

2
(ΩRb)

2 bbcbR
2
b

(
a0
θt − φt

2
φt +

cd
4

)
, (2.22)

donde cd es el coeficiente de arrastre.
Por otro lado, se tiene que CQ es el coeficiente del par inducido, definido como

CQ =
σ

2

(
a0

(θt − φt)
2

φt +
cd
4

)
, (2.23)

1La traducción del ángulo de torcimiento no se encontró en literatura castellana por tal razón se hizo la
traducción en forma literal de la palabra en ingles angle of twist o wasbout.
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CQ también puede expresarse como

CQ = CT

√
CT
2

+
cdσ

8
. (2.24)

Otra forma de representar el par de arrastre se muestra en [11], esta ecuación se obtiene
al despejar a CT de (2.16) y sustituirlo en (2.24). El resultado junto con (2.22) y (2.23) son
manipuladas algebraicamente para obtener la siguiente ecuación en función del empuje

QM =
Rb√

2(ρπR2
b(ΩR

2
b))
T 1.5
MR +

1

8
CdσρπR

2
b(ΩR

2
b). (2.25)

En [12], el par de arrastre se obtiene a partir de las ecuaciones (2.22) y (2.20). En este
cálculo se simplifica el ángulo de torcimiento para obtener la ecuación

QM = ρ
2

(ΩRb)
2 bbcbR

2
ba0φtθ0 + ρ

2
(ΩRb)

2bbcbR
2
b

(
cd
4
− a0φ2t

2

)
,

donde se observa la influencia del ángulo de cabeceo del rotor principal.

2.1.4. Potencia del motor

La rotación del rotor principal y de cola son producidas por el par del motor. En [12]
se desprecia la carga que representa el rotor de cola al motor, de tal manera que el par del
motor toma la forma

IrotΩ̇ +QM = Qe,

donde Qe es el par del motor e Irot es el momento de inercia del rotor principal alrededor de
su eje de rotación. Adicionalmente, la potencia del motor Pe está dada por

Pe = QeΩ,

debido a que la velocidad ángular del rotor depende del acelarador δm. La potencia del motor
se escribe también como

Pe = P̄eδm,

donde P̄ es una constante que relaciona de forma proporcional al acelerador con la potencia
del motor.

Observación: Las ecuaciones (2.19), (2.21) y (2.25) muestran que un incremento del em-
puje produce un aumento del par de arrastre. Como consecuencia, la velocidad angular del
rotor principal se reduce ocasionando el mismo efecto en el empuje como se ve en la ecuación
(2.16). Para mantener la velocidad del rotor constante se utiliza un gobernador electrónico
el cual regula la potencia del motor, manteniendo constante la velocidad del rotor principal.
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2.1.5. Modelo completo

A continuación se muestra la dinámica del helicóptero a escala reducida indicando cada
parte de la dinámica del helicóptero en forma de subsistema.

Dinámica de traslación

(−aTMR − g sin θ) /m =
·
u+ qw − rv,

(bTMR + g cos θ sinφ) /m =
·
v + ru− pw,

(−TMR + g cos θ cosφ) /m =
·
w + pv − qu.

Dinámica de rotación

YThT − TMRyM + (hMTMR + kβ) b−QM sin(a) = Ixx
·
p+ qr (Izz − Iyy)− Ixz(ṙ + pq)),

(lhTMR + kβ) a− TMRlM +QM sin(b)−QT = Iyy
·
q + pr (Ixx − Izz) + Ixz(p

2 − r2),

−bTMRlh − YT lT −QM cos(a) cos(b) = Izz
·
r + pq (Iyy − Ixx) + Ixz(qr − ṗ).

Dinámica del rotor y la barra estabilizadora

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τfq +

p

Ω
+ Abb+ Alatδlat + Alonδlon

(
1 + 3µ2

)
+ Alonkcc

(
1 + 3µ2

)
+λ1c,

τf ḃ = −b
(

1 +
µ2

2

)
− τfp−

q

Ω
−Baa+Blonδlon +Blatδlat

(
1 + µ2

)
+Blatkdd

(
1 + µ2

)
+λ1s,

τsḋ = −d− τsp+Dlatδlat,

τsċ = −c− τsq + Clonδlon.

Cinemática rotacional

 φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 − sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

 p
q
r

 .
Inclusión de los efectos aerodinámicos

Los efectos aerodinámicos que se consideran en este trabajo son los que aparecen en la
generación del empuje, tal como se muestra en la ecuación (2.16). Al considerar estos efectos,
el modelo del helicóptero queda de la forma
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Dinámica de traslación(
−aCTπR2

bρ (ΩRb)
2 − g sin θ

)
/m =

·
u+ qw − rv,(

bCTπR
2
bρ (ΩRb)

2 + g cos θ sinφ
)
/m =

·
v + ru− pw,(

−CTπR2
bρ (ΩRb)

2 + g cos θ cosφ
)
/m =

·
w + pv − qu.

Dinámica de rotación

YThT + CTπR
2
bρ (ΩRb)

2 (hMb− yM ) + kβb−QM sin(a) = Ixx
·
p+ qr (Izz − Iyy)− Ixz(ṙ + pq)),

kβa+ CTπR
2
bρ (ΩRb)

2 (lha− lM ) +QM sin(b)−QT = Iyy
·
q + pr (Ixx − Izz) + Ixz(p

2 − r2),

−bCTπR2
bρ (ΩRb)

2 lh − YT lT −QM cos(a) cos(b) = Izz
·
r + pq (Iyy − Ixx) + Ixz(qr − ṗ).

Dinámica del rotor y la barra estabilizadora

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τfq +

p

Ω
+ Abb+ Alatδlat + Alonδlon

(
1 + 3µ2

)
+ Alonkcc

(
1 + 3µ2

)
+λ1c,

τf ḃ = −b
(

1 +
µ2

2

)
− τfp−

q

Ω
−Baa+Blonδlon +Blatδlat

(
1 + µ2

)
+Blatkdd

(
1 + µ2

)
+λ1s,

τsḋ = −d− τsp+Dlatδlat,

τsċ = −c− τsq + Clonδlon.

Cinemática rotacional

 φ̇

θ̇

ψ̇

 =

 1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ
0 − sinφ/ cos θ cosφ/ cos θ

 p
q
r

 .
2.2. Dinámica longitudinal del helicóptero a escala re-

ducida

La dinámica longitudinal del helicóptero a escala reducida describe el movimiento lon-
gitudinal, vertical y la rotación de cabeceo en el plano xIzI . Este modelo es interesante al
conservar las caracteŕısticas dinámicas del modelo completo al ser no lineal, subactuado, y
tener a las variables acopladas entre śı. Además, se puede inferir que el modelo longitudi-
nal especifica los movimientos que frecuentemente ejecuta un piloto como son: el avance, el
ascenso y descenso.



36 Sección de Mecatrónica

La obtención de la dinámica longitudinal se hace a partir de la reducción del modelo
al considerar algunas variables igual a cero para que el movimiento lateral sea nulo. La
simplificación inicia al considerar a y = 0 m, v = 0 m/s y Y = 0 N; de igual manera
los movimientos angulares de alabeo y guiñada son nulos de manera que φ = ψ = 0 rad,
p = r = 0 rad/s y L = N = 0 Nm. En forma similar, las dinámicas del rotor principal y de
la barra estabilizadora se hacen compatibles con el movimiento en el plano xIzI al considerar
b = 0. Por lo tanto, el modelo del helicóptero toma la forma

mẍ = sin(θ)ZM + cos(θ)XM ,

mz̈ = mg + cos(θ)ZM − sin(θ)XM , (2.26)

Iyyθ̈ = −lhXM + lMZM + kβa−QT ,

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τf θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3µ2

)
,

+Alonkcc(1 + 3µ2) + λ1c,

τsċ = −c− τsq + Clonδlon. (2.27)

Por otro lado, para propósitos de diseño de estrategias de control, el modelo en (2.26) se
simplifica al considerar que QT , kβ y lM son nulos. Además, se considera que la dinámica
de rotor principal, a, es más rápida que la dinámica del fuselaje x, y, y θ. Finalmente,
sustituyendo XM = − sin(a)TMR y ZM = − cos(a)TMR en (2.26) se obtiene el modelo

mẍ = − sin(θ) cos(a)TMR − cos(θ) sin(a)TMR,

mz̈ = mg − cos(θ) cos(a)TMR + sin(θ) sin(a)TMR, (2.28)

Iyyθ̈ = lh sin(a)TMR,

τf ȧ = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τf θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3µ2

)
+Alonkcc(1 + 3µ2),

τsċ = −c− τsq + Clonδlon,

donde [x, ẋ] ∈ R2, [z, ż] ∈ R2 y [θ, θ̇] ∈ (−π
2
, π

2
)× R.

Ya que la respuesta de la dinámica del rotor es más rápida que la respuesta de la dinámica
del fuselaje2; se tiene que la dinámica del rotor y de la barra estabilizadora toman la forma

0 = −a
(

1 +
µ2

2

)
− τf θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3µ2

)
+Alonkcc(1 + 3µ2),

0 = −c− τsθ̇ + Clonδlon.

2Generalmente, el momento de inercia de las palas es menor al momento de inercia del fuselaje debido a
las dimensiones y el peso de cada elemento, por tal razón, la dinámica del rotor es más rápida que la dinámica
del fuselaje
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Aśı que el ángulo de inclinación del rotor y de la barra estabilizadora pueden ser calculados
como

a =
2

2 + µ2
[−τf θ̇ + Alon(1 + 3µ2)δlon

+Alonkcc(1 + 3µ2)], (2.29)

c = −τsθ̇ + Clonδlon. (2.30)

Al sustituir (2.30) en (2.29), uno obtiene que

a =
2

2 + µ2
[−τf θ̇ + Alon(1 + 3µ2)δlon (2.31)

+Alonkc(−τsθ̇ + Clonδlon)(1 + 3µ2)],

o, equivalentemente,

a =
2

2 + µ2
[−(τf + Alonkcτs(1 + 3µ2))θ̇ (2.32)

+Alon(1 + 3µ2)(1 + kcClon)δlon].

Realizando entonces las siguientes asignaciones

σ1(µ) =
2 (τf + Alonkcτs(1 + 3µ2))

2 + µ2
,

σ2(µ) =
2Alon(1 + 3µ2)(1 + kcClon)

2 + µ2
,

la ecuación (2.32) toma la forma

a = −σ1(µ)θ̇ + σ2(µ)δlon.

Asumiendo ahora que el ángulo de inclinación del rotor es pequeño, la dinámica (2.28) se
expresa finalmente como

mẍ = −sθTMR − cθ
(
−σ1θ̇ + σ2δlon

)
TMR,

mz̈ = mg − cθTMR + sθ

(
−σ1θ̇ + σ2δlon

)
TMR,

Iyyθ̈ = lh

(
−σ1θ̇ + σ2δlon

)
TMR. (2.33)

Esta dinámica constituye la reducción del modelo para ser usado en el diseño de la estrategia
de control que se muestra en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Estabilización de la dinámica
longitudinal de un helicóptero a escala
reducida

En este caṕıtulo se expone una estrategia de control basada en la retroalimentación estáti-
ca para la dinámica longitudinal de un helicóptero a escala reducida al considerar como salida
del sistema a la salida plana. Además se propone utilizar un regulador acotado a través de
funciones tangentes hiperbólicas. Posteriormente, se verifica la robustez de la técnica del con-
trol ante el par provocado por la rigidez entre la unión de la pala y el mástil. Finalmente, se
muestra la evaluación de la técnica de control mediante simulaciones numéricas.

3.1. Estabilización de la dinámica longitudinal median-

te retroalimentación estática

El modelo dinámico representado por las ecuaciones (2.33) es un sistema diferencialmente
plano de acuerdo con [46]. Las salidas planas son

Px = x+
Iyy
lhm

sin(θ), (3.1)

Pz = z +
Iyy
lhm

cos(θ).

Se verifica que el sistema es diferencialmente plano mediante la representación de las
variables de estado y de control en función de la salida plana, tal como se muestra a conti-
nuación

39
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θ = arctan

(
P̈x

P̈z − g

)
,

x = Px −
Iyy
lhm

P̈x√
P̈x

2
+ (P̈z − g)2

,

z = Pz −
Iyy
lhm

P̈z√
P̈x

2
+ (P̈z − g)2

,

TMR = −m
√
P̈ 2
x + (P̈z − g)2 − Iyy

lh

(
(P̈z − g)P

(3)
x − P̈xP (3)

z

P̈ 2
x + (P̈z − g)2

)2

,

δlon = − Iyy
σ2lh

(
(P̈z − g)2 + P̈ 2

x

)(
(P̈z − g)P

(4)
x + P

(3)
x P

(3)
z − P̈xP (4)

z − P (3)
x P

(3)
z

)
m

(
P̈ 2
x +

(
P̈z − g

)2
)5/2

− Iyy
lh

(
(P̈z − g)P

(3)
x − P̈xP (3)

z

)2

+
Iyy
σ2lh

2
(

(P̈z − g)P
(3)
x − P̈xP (3)

z

)(
(P̈z − g)P

(3)
z + P̈xP

(3)
x

)
m

(
P̈ 2
x +

(
P̈z − g

)2
)5/2

− Iyy
lh

(
(P̈z − g)P

(3)
x − P̈xP (3)

z

)2

+
σ1

σ2

(
(P̈z − g)P

(3)
x − P̈xP (3)

z

)
(
P̈z − g

)2

+ P̈ 2
x

.

Posteriormente, se define a las variables z1 y x1 como el error de la salida plana, esto es

z1 = Pz − Pzd ,
x1 = Px − Pxd ,

donde Pzd y Pxd denotan las salidas planas deseadas. La derivada del error, z2 y x2, están
dadas por

z2 = ż1 = ż − Iyy
lhm

sin(θ)θ̇ − Ṗzd ,

x2 = ẋ1 = ẋ+
Iyy
lhm

cos(θ)θ̇ − Ṗxd ,
(3.2)

fácilmente se puede vérificar que

ż2 = g − cos(θ)

m

[
TMR +

Iyy
lh
θ̇2

]
− P̈zd, (3.3)

ẋ2 = −sin(θ)

m

[
TMR +

Iyy
lh
θ̇2

]
− P̈xd.
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La matriz de desacoplamiento para el sistema (3.3) es singular; por lo tanto, siguiendo
el procedimiento de [46] se obtiene una matriz de rango completo al emplear la extensión
dinámica. No obstante, en esta ocasión se propone una forma diferente de obtener la estrategia
de control evitando la extensión dinámica a través de lo propuesto en [47]. Se define a TMR

a partir de la primera ecuación de (3.3), tal como

TMR = −Iyy
lh
θ̇2 +

m

cos(θ)

[
g − P̈zd + γz (z1, z2, t)

]
, (3.4)

donde γz (z1, z2, t) es una función acotada, la cual se especificará posteriormente. Entonces,
la dinámica queda de la siguiente forma

ż1 = z2,

ż2 = −γz (z1, z2, t) ,

ẋ1 = x2,

ẋ2 = − tan(θ)
[
g − P̈zd + γz (z1, z2, t)

]
.

Ahora, se introduce a las variables x3 y x4 como

x3 = ẋ2 = − tan(θ)
[
g − P̈zd + γz

]
− P̈xd ,

x4 = ẋ3 = −
(
1 + tan(θ)2

) [
g − P̈zd + γz

]
θ̇ − tan(θ)

(
−P (3)

zd
+ γ̇z

)
− P (3)

xd
.

La segunda entrada de control aparece al derivar con respecto al tiempo a x4 como se
observa a continuación

ẋ4 = P (4)
x − P

(4)
xd ,

donde

P (4)
x = −2

(
1 + tan(θ)2

) [
−P (3)

zd + γ̇z

]
θ̇ − tan(θ)

[
−P (4)

zd + γ̈z

]
−
(
g − P̈zd + γz

) (
1 + tan(θ)2

) [ lh
Iyy

(−σ1θ̇ + σ2δlon)TMR + 2 tan(θ)θ̇2

]
− P (4)

xd .

Se define a la entrada δlon como

δlon =
1

σ2

[
σ1θ̇ +

Iyy
lhTMR

(
−2 tan(θ)θ̇2 − A

)]
, (3.5)

donde A está dado por
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A =
A1 + A2 + v2(

g − P̈zd + γz

)
(1 + tan2 θ)

, (3.6)

con v2 como la nueva entrada de control, A1 y A2 se definen por

A1 = 2
(
1 + tan2 θ

) (
−P (3)

zd + γ̇z

)
θ̇,

A2 = tan θ
(
−P (4)

zd + γ(2)
z

)
.

El sistema en lazo cerrado toma la siguiente forma

ż1 = z2,

ż2 = −γz (z1, z2, t) ,

ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = v2,

y se propone como regulador a

v2 = −k4x4 − k3x3 − k2x2 − k1x1, (3.7)

donde k1, k2, k3 y k4 son constantes positivas, las cuales son seleccionadas con la finalidad de
hacer que x1, x2, x3 y x4 converjan a cero. Es importante notar que la suma de los términos
g − P̈zd + γz de la ecuación (3.6) debe ser diferentes de cero. Está condición se establece, si
P̈zd y γz son diseñadas de tal manera que

g > |γz(z1, z2, t)|+ |P̈zd|, (3.8)

Nótese que la trayectoria deseada se define por el diseñador del controlador, y ésta puede
ser seleccionada de tal manera que |P̈zd| permanezca acotada. El término γz es diseñado como
un controlador acotado con base a [48], esto es

γz =
εz
2

[
tanh

(
2λz1
εz

z1

)
+

1

2
tanh

(
4λz2
εz

z2

)]
, (3.9)

y mediante la elección adecuada de εz, la restricción (3.8) puede ser satisfecha para un
determinado ĺımite superior sobre |P̈zd|.

La dinámica del helicóptero a escala reducida (2.33) en lazo cerrado con los controladores
definidos por (3.4) y (3.5) se describe por las siguientes ecuaciones
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ż1 = z2,

ż2 = −γz (z1, z2, t) ,

ẋ1 = x2, (3.10)

ẋ2 = x3,

ẋ3 = x4,

ẋ4 = −k1x1 − k2x2 − k3x3 − k4x4.

Proposición. Asuma que todos los parámetros del helicóptero a escala reducida son
conocidos y que todos los estados pueden medirse. Asuma que Pxd , Pzd y sus respectivas
derivadas son acotadas. Considere que el modelo (2.33) en lazo cerrado con los controles
definidos por (3.4) y (3.5); entonces existen las constantes λz1 , λz2 , εz, k1, k2, k3 y k4 tal que
el error de seguimiento converja localmente asintóticamente a cero. También considere que
TMR es siempre negativo.

Prueba. El sistema (3.10) es separado en dos subsistemas desacoplados. Los subsistemas z1,
z2 son controlados a través de γz el cual es acotado debido a la función tangente hiperbólica.
La amplitud máxima de γz está definida por εz/2 y los polos del subsistema pueden ser
colocados en el semiplano complejo izquierdo con las ganancias λz1 y λz2 . Las variables x1,
x2, x3, x4 pueden ser estabilizadas mediante el criterio Routh-Hurwitz, tal que los polos sean
ubicados en el semiplano izquierdo del plano complejo mediante los adecuados valores de k1,
k2, k3 y k4.

Es importante notar que el sistema en lazo cerrado logra el seguimiento de la trayectoria
deseada para la salida plana. Los comportamientos de los estados originales están definidos
por el siguiente difeomorfismo

x = x1 + Pxd −
Iyy
lhm

x3+P̈xd√
(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2

,

z = z1 + Pzd + Iyy
lhm

(g−P̈zd+γz)√
(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2

,

ẋ = x2 + Ṗxd −
Iyy
lhm

(x4+P
(3)
xd

)√
(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2

,

+ Iyy
lhm

(x3+P̈xd )
[
(x3+P̈xd )(x4+P

(3)
xd

)+(g−P̈zd+γz)(γ̇z−P (3)
zd

)
]

[(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2]
3
2

,

ż = z2 + Ṗzd −
Iyy
lhm

(γ̇z−P (3)
zd

)√
(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2

,

− Iyy
lhm

(g−P̈zd+γz)
[
(x3+P̈xd )(x4+P

(3)
xd

)+(g−P̈zd+γz)(γ̇z−P (3)
zd

)
]

[(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2]
3
2

,

θ = arctan
(
− x3+P̈xd
g−P̈zd+γz

)
,

θ̇ =
−(x4+P

(3)
xd

)(g−P̈zd+γz)+(γ̇z−P (3)
zd

)(x3+P̈xd )

(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2
,

(3.11)
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el cual es obtenido por la solución (3.5) para θ y θ̇, y remplazando la solución en (3.1) y (3.2).
De la ecuación (3.11) se verifica que los estados originales convergen a

x = Pxd −
Iyy
lhm

P̈xd√
P̈ 2
xd

+(g−P̈zd )2
,

z = Pzd + Iyy
lhm

(g−P̈zd )√
P̈ 2
xd

+(g−P̈zd )2
,

ẋ = Ṗxd −
Iyy
lhm

P
(3)
xd√

P̈ 2
xd

+(g−P̈zd )2
,

+ Iyy
lhm

P̈xd

[
P̈xdP

(3)
xd

+(g−P̈zd )(−P (3)
zd

)
]

[P̈ 2
xd

+(g−P̈zd )2]
3
2

,

ż = Ṗzd −
Iyy
lhm

(−P (3)
zd

)√
P̈ 2
xd

+(g−P̈zd )2
,

− Iyy
lhm

(g−P̈zd )
[
(P̈xd )(P

(3)
xd

)+(g−P̈zd )(−P (3)
zd

)
]

[(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd )2]
3
2

,

θ = arctan
(
− P̈xd
g−P̈zd

)
,

θ̇ =
−(P

(3)
xd

)(g−P̈zd )+(−P (3)
zd

)(P̈xd )

(P̈xd )2+(g−P̈zd )2
.

(3.12)

Entonces, los estados originales son acotados. De (3.11) se tiene que TMR puede ser ex-
presada como

TMR = − Iyy
lh

[
−(x4+P

(3)
xd

)(g−P̈zd+γz)+(γ̇z−P (3)
zd

)(x3+P̈xd )

(x3+P̈xd )2+(g−P̈zd+γz)2

]2

−m
√

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2,

se observa que la ecuación siempre es negativa y nunca cruza por cero, porque el término (g−
P̈zd+γz) debe cumplir las condiciones establecidas en (3.8); esto también da por consecuencia
que el primer término no se indetermina.

n

3.2. Robustez con respecto a la rigidez entre las palas

y el mástil del rotor principal

La estrategia de control fue diseñada con base al modelo dinámico de (2.33); sin embar-
go, el término kβ se despreció porque se asumió que era igual a cero (ver (2.26) y (2.33)
). Al considerar a kβ, aparece una entrada de control y el modelo matemático pierde sus
caracteŕısticas de planitud diferencial. Por lo tanto, es necesario demostrar las propiedades
de estabilidad del controlador propuesto cuando kβ es diferente de cero. Considere las nuevas
coordenadas del error definidas como
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e1 = x− xd,
e2 = ẋ− ẋd,
e3 = z − zd, (3.13)

e4 = ż − żd,
e5 = θ − θd,
e6 = θ̇ − θ̇d,

donde xd, ẋd, zd, żd, θd y θ̇d son la posición y velocidad longitudinal deseada, posición y
velocidad vertical deseada, y la posición y velocidad angular deseada, respectivamente.
El modelo (2.33) es ajustado al cambio de variables y se incluye el término kβ, tomando aśı
la forma de

m(ė2 + ẍd) = − sin(e5 + θd)TMR(e, t),

− cos(e5 + θd)
(
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
TMR(e, t),

m(ė4 + z̈d) = mg − cos(e5 + θd)TMR(e, t), (3.14)

+ sin(e5 + θd)
(
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
TMR(e, t),

Iyy(ė6 + θ̈d) = lh

(
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
TMR(e, t),

+kb

(
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
.

TMR = −Iyy
lh

(e6 + θ̇d)
2 +

m

cos(e5 + θd)

[
g − P̈zd + γez(e)

]
,

δlon =
1

σ2

[
σ1(e6 + θ̇d) +

Iyy
lhTMR

(
−2 tan(e5 + θd)(e6 + θ̇d)

2 − A(e)
)]

.

con

A =
2 (1 + tan2(e5 + θd))

(
−P (3)

zd + γ̇ez(e)
)

(e6 + θ̇d)(
g − P̈zd + γez(e)

)
(1 + tan2(e5 + θd))

+
tan(e5 + θd)

(
−P (4)

zd + γ
(2)
ez (e)

)
+ P

(4)
xd + ve(e)(

g − P̈zd + γez(e)
)

(1 + tan2(e5 + θd))
.

Ahora, el sistema en lazo cerrado toma la forma

ė = f(e, t), (3.15)
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donde e = [ e1 e2 e3 e4 e5 e6 ]. Enseguida, se realiza una aproximación lineal del sistema (3.15)
alrededor del punto de equilibrio deseado mediante una serie de Taylor, más espećıficamente
por

∆ė = Am(t)∆e, (3.16)

donde ∆e = e − e∗ y e∗ son los errores deseados y estos deben ser igual cero, Am(t) es una
matriz variante en el tiempo debido a que la trayectoria deseada vaŕıa con respecto al tiempo.

La matriz Am(t) puede separarse en dos matrices con base a los elementos que contienen
al término kβ como sigue,

Am(t) = Am1(t) + F (t),

donde la matriz F (t) contiene todos los términos que dependen de kβ, mientras que la matriz
Am1(t) contiene los términos que no involucran a kβ , esto es

Am1(t) =



0 1 0 0 0 0
∂f2(e,t)
∂e1

∂f2(e,t)
∂e2

∂f2(e,t)
∂e3

∂f2(e,t)
∂e4

∂f2(e,t)
∂e5

∂f2(e,t)
∂e6

0 0 0 1 0 0
∂f4(e,t)
∂e1

∂f4(e,t)
∂e2

∂f4(e,t)
∂e3

∂f4(e,t)
∂e4

∂f4(e,t)
∂e5

∂f4(e,t)
∂e6

0 0 0 0 0 1
∂fs(e,t)
∂e1

∂fs(e,t)
∂e2

∂fs(e,t)
∂e3

∂fs(e,t)
∂e4

∂fs(e,t)
∂e5

∂fs(e,t)
∂e6



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e=e∗

F (t) =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

∂fkb(e,t)
∂e1

∂fkb(e,t)
∂e2

∂fkb(e,t)
∂e3

∂fkb(e,t)
∂e4

∂fkb(e,t)
∂e5

∂fkb(e,t)
∂e6



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e=e∗

donde fs y fkb se obtienen de la tercera ecuación de (3.14) y estos son dados por

fs =
lh
Iyy

((
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
TMR(e, t)− Iyyθ̈d

)
,

fkb =
lh
Iyy

kb

(
−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)
.

El Teorema 1 del apéndice A se utiliza para mostrar la estabilidad del sistema (3.16).
Primero que todo, la matriz Am1(t) debe ser uniformemente exponencialmente estable. Am1(t)
es uniformemente exponencial estable si existe una constante finita α tal que ‖Am1(t)‖ ≤ α
para toda t. La matriz Am1(t) es continuamente diferenciable y ‖Am1(t)‖ se calcula a partir
de los resultados en [49]
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‖Am1(t)‖ =
√
λmax(Am1(t)TAm1(t)). (3.17)

Los eigenvalores de Am1(t)TAm1(t) se calculan a partir de la ecuación caracteŕıstica del
polinomio de Am1(t)TAm1(t), esto es,

det(λI − Am1(t)TAm1(t)) = λ6 + ka1(t)λ5 + ka2(t)λ4 + ka3(t)λ3

+ka4(t)λ2 + ka5(t)λ+ ka6(t), (3.18)

donde ka1(t), ka2(t), ka3(t), ka4(t), ka5(t) y ka6(t) son los coeficientes variables que dependen
de xd, zd, θd y sus respectivas derivadas. Ahora, se asume que los desplazamientos desea-
dos verticales y longitudinales son muy lentos; por lo tanto ẋd ≈ ẍd ≈ x

(3)
d ≈ x

(4)
d ≈ 0 y

żd ≈ z̈d ≈ z
(3)
d ≈ z

(4)
d ≈ 0, mientras xd y zd se mueven lentamente.

Como consecuencia, los coeficientes kai, i = 1, . . . , 6 solamente dependen de cos(θd) (Estos
coeficientes fueron calculados mediante el software de Maple y sus expresiones matemáticas
son demasiado extensas). De igual manera, los eigenvalores de (3.17) dependen de cos(θd).
Dado a que los coeficientes kai, i = 1, . . . , 6 son muy extensos, se tiene la dificultad de obtener
de forma anaĺıtica los eigenvalores. Un análisis numérico es propuesto para verificar que los
eigenvalores están acotados. La figura 3.1 muestra tres gráficas con diferentes escalas para
observar que los eigenvalores están acotados. Entonces, existe una constante positiva α tal
que ‖Am1(t)‖ ≤ α.

Después, con base en el Teorema 2 del Apéndice A, cada eigenvalor de Am1(t) debe
satisfacer Re[λ(t)] ≤ −µ. Estos eigenvalores se obtienen desde su polinomio caracteŕıstico, el
cual es dado por

det(λI − Am1(t)) = λ6 + kb1(t)λ5 + kb2(t)λ4 + kb3(t)λ3

+kb4(t)λ2 + kb5(t)λ+ kb6(t), (3.19)

donde kb1(t), kb2(t), kb3(t), kb4(t), kb5(t) y kb6(t) son coeficientes los cuales dependen de
cos(θd). La gráfica (3.2) es presentada para observar que los eigenvalores son negativos.

Finalmente, se debe encontrar la existencia de una constante positiva β1, tal que la de-
rivada de Am1(t) debe satisfacer ‖Ȧm1(t)‖ ≤ β1. Entonces es importante conocer si los ei-
genvalores están acotados, por lo tanto el polinomio caracteŕısticas de ‖Ȧm1(t)‖, está dado
por

det(λI − Ȧm1(t)) = λ6 + kc1(t)λ5 + kc2(t)λ4 + kc3(t)λ3

+kc4(t)λ2 + kc5(t)λ+ kc6(t), (3.20)
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Figura 3.1: Posición de los eigenvalores de A(t)TA(t).
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Figura 3.2: Gráficas de la ubicación de los eigenvalores.
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donde kc1(t), kc2(t), kc3(t), kc4(t), kc5(t) y kc6(t) son coeficientes que dependen del cos(θd). El
método numérico es usado nuevamente para ver si los eigenvalores son acotados. La figura
3.3 muestra como los eigenvalores son acotados; esto implica la existencia de una constante
positiva β1 tal que ‖Ȧm1(t)‖ ≤ β1 y Am1(t) es uniformemente exponencialmente estable.

Figura 3.3: Ubicación de los eigevalores de Ȧm1.

Subsecuentemente para continuar con la demostración acerca de la estabilidad de Am,
es necesario encontrar una constante positiva β tal que ‖F (t)‖ ≤ β con base al Teorema 1.
Ahora, ‖F (t)‖ se calcula a través de [49]

‖F (t)‖ =
√
λmax(F (t)TF (t)),

donde λmax(F (t)TF (t)) es el máximo eigenvalor del det(λI − F (t)TF (t)), esto es,

det(λI − F (t)TF (t)) = λ6 − kf (t)λ5 = λ5 (λ− kf (t)) , (3.21)
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Consecuentemente, seis eigenvalores se obtienen de (3.21), los primeros cinco eigenvalores
son acotados porque se encuentran en el origen y el otro eigenvalor puede escribirse como
una función polinomial del cos(θd) como sigue

kf (t) = bc8 cos(θd)
8 + bc7 cos(θd)

7 + bc6 cos(θd)
6 + bc5 cos(θd)

5 + bc4 cos(θd)
4

+bc3 cos(θd)
3 + bc2 cos(θd)

2 + bc1 cos(θd)− l4hm4g4(k2
3 + k2

4), (3.22)

donde bc1, bc2, bc3, bc4, bc5, bc6, bc7 y bc8 representan valores finitos que dependen de xd, zd,m, lh,
Iyy, g, kb, λz1 , λz2 , k1, k2, k3 y k4. La expresión matemática de los coeficientes bci, i = 1, · · · , 8
se muestran en el apéndice B. Aśı, kf (t) es acotada porque el cos(θd) solamente varia entre
−1 a 1. Finalmente, las condiciones del Teorema 1 son satisfechas y el sistema (3.16) es
localmente uniformemente exponencialmente estable.

n

3.3. Evaluación de la técnica de control a través de

simulaciónes numéricas

Se realizaron simulaciones numéricas para evaluar el desempeño de la estrategia de control.
Los valores de los parámetros son m=4.9 kg, lh=0.2943 m, Iyy=0.271256 kg-m2, g=9.81 m/s,
tf = 0.0274, Alon = 0.011, kβ = 25.23, ts = 0.107, Clon = 0.00118, kc = 0.12. El esquema de
control asegura que la salida plana converge a cero asintóticamente. Sin embargo, el objetivo
es controlar la posición del helicóptero en el plano xIyI y se observa que la salida plana no
indica expĺıcitamente la ubicación de la aeronave debido a que Px y Py están compuestas
de tres variables (ver ecuación (3.1)). Una solución a este problema es generar la trayectoria
deseada para xd y zd mediante el polinomio de Bézier, mientras que θd se obtiene de la
solución de la siguiente ecuación diferencial

θ̈d = −mlh
Iyy

(ẍd cos θd + (g − z̈d) sin θd) . (3.23)

Esta ecuación se obtiene del modelo (2.26) y se realiza la suposición que xd = x, zd = z
y θd = θ. Entonces, de la primera ecuación de (2.26), uno obtiene

ZM =
m

sin(θd)

(
ẍd −

1

m
cos(θd)XM

)
.

Esta expresión se sustituye en la segunda ecuación de (2.26) para obtener

z̈d = g +
cos(θd)

sin(θd)
ẍd −

1

m sin(θd)
XM .
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Finalmente, XM es sustituida en la tercera ecuación de (2.26) para obtener a (3.23). Note
que se despreciaron los términos lMZm, kβa y QT con el objetivo de tener similitud con el
modelo (2.28) utilizado en la estrategia de control.

Las ganancias del controlador (3.7) fueron seleccionadas como k1 = 16, k2 = 19.8, k3 =
16.8 y k4 = 10.5 y las ganancias del regulador acotado (3.9) son εz = 10, λz1 = 4 and λz2 = 4.
El seguimiento de trayectoria con respecto al eje xI se muestra en la figura 3.4, donde el
helicóptero a escala reducida empieza en -8 m y alcanza una posición de 20 m en un tiempo
de 40 s.
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Figura 3.4: Seguimiento de trayectoria sobre el eje xI .

El seguimiento de la trayectoria con respecto al eje zI se muestra en la figura 3.5, donde
se inicia en una posición de -3 m hasta llegar a una posición de -25 m en un tiempo de 40
s. El ángulo de cabeceo inicia en una condición inicial de 6o y posteriormente logra seguir la
trayectoria deseada como se observa en la figura 3.6. Las entradas de control se muestran en
las figuras 3.7 y 3.8.

3.3.1. Simulaciones de la robustez de la estrategia de control con
respecto a la rigidez entre las palas y el mástil del rotor
principal

Ahora, se muestran la respuesta de la técnica de control en dos circunstancias distintas
de la dinámica. La primera condición consiste en despreciar los efectos de la constante kβ y la
segunda condición involucra la incorporación del término kβ; esto hace un cambio importante
en el modelo debido a que aparece una nueva entrada de control, la cual no fue considerada
en el diseño de la estrategia de control. La entrada de control del mando colectivo fue acotada
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Figura 3.5: Seguimiento de trayectoria sobre el eje zI .
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Figura 3.6: Ángulo de cabeceo del helicóptero.
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Figura 3.7: Entrada de control del empuje; TMR.
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Figura 3.8: Entrada de mando ćıclico longitudinal; δlon.
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en la simulación porque el mecanismo está diseñado para moverse en un cierto rango. Aunado
a esto, a las señales se les añadió ruido blanco con el fin de simular los efectos de los sensores.

La simulación del desplazamiento de z empieza con una condición inicial de −32 mientras
que la trayectoria deseada empieza en −30 hasta llegar a −7, esto se observa en la gráfica
3.9.
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Figura 3.9: Respuesta de la estrategia de control en el desplazamiento vertical cuando se
incluye a la rigidez las palas; zI .

El movimiento de la variable x inicia con una condición inicial de −2, y la referencia
comienza con un valor de cero hasta llegar a 20. La respuesta se muestra en la figura 3.10.
El cabeceo de la aeronave comienza con una condición inicial de 6o en ambas simulaciones y
se observa una reducción en la amplitud del movimiento angular al considerar el término kβ
(ver figura 3.11). Las entradas del control se muestran en las figuras 3.12 y 3.13.

3.3.2. Simulaciones de la técnica de control con/sin barra estabi-
lizadora

La estrategia de control fue evaluada con y sin la barra estabilizadora. Las gráficas de
las figuras 3.14, 3.15 y 3.16 muestran el comportamiento del sistema en lazo cerrado para el
seguimiento de la trayectoria cuando el control incluye la barra estabilizadora; la notación
xsb, zsb y θsb indican que la simulación no incluye los efectos de la barra estabilizadora. El
comportamiento del sistema en lazo cerrado se muestra para diferentes condiciones iniciales.
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Figura 3.10: Respuesta de la estrategia de control en el movimiento longitudinal cuando se
incluye a la rigidez las palas; xI .
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Figura 3.11: Respuesta de la estrategia de control en el ángulo de cabeceo cuando se incluye
a la rigidez de las palas; θ
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Figura 3.12: Respuesta de la estrategia de control cuando se incluye a la rigidez de las palas;
TMR.
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Figura 3.13: Respuesta de la estrategia de control cuando se incluye a la rigidez de las palas;
δlon.
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Figura 3.14: Desempeño del control para el seguimiento de trayectoria de xI con/sin barra
estabilizadora.
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Figura 3.15: Desempeño del control para el seguimiento de trayectoria de zI con/sin barra
estabilizadora.
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Figura 3.16: Desempeño del control para el seguimiento de trayectoria de θ con/sin barra
estabilizadora

3.3.3. Comparación de la técnica de control propuesta contra el
control tradicional PID

La figura 3.17 muestra una comparación entre el comportamiento de la estrategia pro-
puesta y la acción de un PID para el seguimiento de una trayectoria vertical. Se observa que
la respuesta de la técnica propuesta es más rápida que la obtenida por el PID.
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Figura 3.17: Comparación de la técnica de control propuesta contra un PID; zI



Caṕıtulo 4

Estabilización de la dinámica interna
mediante la técnica seguimiento de
ruta

El modelo dinámico del fuselaje del helicóptero a escala reducida descrito en el caṕıtulo
2, se representan de una manera simplificada mediante [11] y [10]


ẊI
p

v̇I

Φ̇

Ω̇b

 =


vI
1
m
R>f b

W (Φ)−1Ωb

I−1(τ b − Ωb × IΩb)

 , (4.1)

donde [XI
p Ωb]∈ R6, R ∈ SO(3) y W (Φ) ∈ SO(3). m y I son la masa y el tensor de inercia,

respectivamente, I está definido como:

I =

 Ixx −Ixy −Ixz
−Iyx Iyy −Iyz
−Izx −Izy Izz

 .
El modelo cinemático rotacional relaciona las velocidades en eje cuerpo con las velocidades

en ejes inerciales mediante la expressión [43]

Φ̇ = W (Φ)−1Ωb, (4.2)

donde

W (Φ) =

 1 0 −sθ
0 cφ sφcθ
0 −sφ cφcθ

 . (4.3)
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Figura 4.1: Posición del punto de referencia en el marco de ejes cuerpo.

4.1. Punto de referencia a controlar en el helicóptero

El modelo dinámico del helicóptero tiene cuatro entradas δlon, δlat, δcol y δped y seis posibles
salidas x, y, z, φ, θ, ψ, de las cuales, generalmente, se controlan la orientación mediante un
lazo de control interno y la posición mediante un lazo de control externo (las velocidades
traslacionales y rotacionales casi no se utilizan como salidas del sistema).

En esta ocasión se propone emplear un procedimiento poco usual basado en el trabajo
de [50]. Este consiste en asumir la existencia de un punto ficticio de referencia, ubicado en la
parte superior de helicóptero, sobre el eje del rotor, tal como se muestra en 4.1. Este nuevo
punto se considera como la salida del sistema a controlar.

Asimismo, se plantea un reacomodo en la forma de representar a las fuerzas y los pares
externos que afectan al helicóptero, como se propone en [50]; esto es, las fuerzas externas
aplicadas al helicóptero se pueden expresar por f b = RWI + Tuu y los pares externos son
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expresados por τ = Muu, donde u = [TMR Mφ Mθ TT ]> es el vector de entrada, Mφ el par
aplicado al movimiento de alabeo y Mθ el par aplicado al movimiento de cabeceo. WI = [0
0 g] es el vector de gravedad. Finalmente, Tu y Mu son matrices que permiten colocar a las
entradas de control en la dinámica del helicóptero. Estas matrices están dadas por

Tu =

 0 0 0 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0

 ,

Mu =

 0 1 0 0
0 0 1 0
−a 0 0 lT

 .
4.2. Estrategia de Control

La técnica de control emplea como salida del sistema a la posición del punto de referencia
y la guiñada; esto ocasiona que los ángulos de alabeo y cabeceo sean las variables de la
dinámica interna del sistema.
A continuación se muestra el diseño del esquema de control; posteriormente se mostrará la
respuesta de la técnica de control mediante simulaciones numéricas.

4.2.1. Estrategia de control para la posición del punto de referen-
cia y la guiñada

El punto de referencia está dado por

XI
v = XI

p +Rdv, (4.4)

o, en forma equivalente

X I
v =

 x− (sψsφ + cψsθcφ) d
y − (−cψsφ + sψsθcφ) d

z − cθcφd

 , (4.5)

donde dv = [0 0 −d]>, y d es una distancia desde el centro de masa hasta el punto de
referencia; esta distancia está sobre el eje zb (véase la figura 4.1).

Entonces, se define a la salida del sistema (4.1) como

Y =

[
XI
v

ψ

]
. (4.6)

Por otro lado, el modelo dinámico del helicóptero tiene un vector de grado relativo definido
como {2, 2, 2, 2} con respecto a la salida del sistema. Si se calcula a la segunda derivada de
la salida del sistema (4.6) y se reagrupan sus términos de la forma
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Ÿ = FY +GY u, (4.7)

donde GY es la matriz de desacoplamiento y el vector FY contiene a todos los elementos que
no incluyen a la entrada (ambos términos se muestran detalladamente en el apéndice C) y
se tiene que GY es no singular, excepto en θ = ±π/2 rad, ya que

det(GY ) = − d2lt cos (φ)

Ixx Iyy Izz m cos (θ)
,

por lo tanto, se debe de evitar el realizar maniobras agresivas para eludir el punto de singu-
laridad.

La señal de control se define como

u = (GY )−1
(
v + Ÿd − FY

)
, (4.8)

donde v = [v1 v2 v3 v4]> es un vector de nuevas entradas, Yd = [xd(t) yd(t) zd(t) ψd(t)] es el
vector de señales de referencia. Enseguida se sustituye la ecuación (4.8) en (4.7), obteniendo
que

Ÿ = v + Ÿd,

Si, se define al error de la salida del sistema como

e
Y

= Y − Yd,

y se escoge a los componentes del vector de las nuevas entradas v como

vi = −kpieY i − kdiėY i , i = 1, · · · , 4 (4.9)

donde kpi, kdi son constantes positivas del tal manera que el error e
Y i

converga asintóticamente
a cero. El sistema en lazo cerrado queda como

ë
Y

= −kdi ėY i − kpieY i ,
η̇ = Fη + gη,

donde η representa a las variables de la dinámica interna, gn involucra a los términos que son
afectados por la entrada y Fη corresponde a los términos que no son afectados por la entrada.

Por otro lado, asuma que la posición de la guiñada con respecto a su trayectoria deseada
es cero debido a que el empuje del rotor de cola se aplica directamente al movimiento de
guiñado haciendo que la guiñada tienda a la referencia. Ahora, si se considera que la posición
deseada de la guiñada es cero, y que la variable de la guiñada tiende a este valor, se tiene
que las otras salidas del sistema quedan de la siguiente forma
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x− xd = sin(θ) cos(φ)d,

y − yd = sin(φ)d, (4.10)

z − zd = cos(θ) cos(φ)d.

En estas ecuaciones se nota que la diferencia entre el valor actual y la posición deseada
tiene un comportamiento periódico con respecto a las variaciones de θ y φ, y su amplitud
máxima va a depender de la distancia d. Si se asume que los ángulos de alabeo y cabeceo
son cero, entonces las variables x y y coinciden con las posiciones deseadas xd y yd, res-
pectivamente mientras que z tendŕıa el valor de zd + d; esto representa el comportamiento
esperado.

4.2.2. Dinámica interna del sistema retroalimentado

Para analizar la estabilidad del sistema retroalimentado (4.1)-(4.8) es necesario estudiar
las ecuaciones dinámicas del cabeceo, θ, y del ángulo, φ, con la ley de control (4.8). Con este
fin, se considera el modelo cinemático rotacional descrito por (4.2),

Φ̇ = W (Φ)−1Ωb,

despejando a Ωb, la ecuación queda como

Ωb = W (Φ)Φ̇,

si se deriva a Ωb con respecto al tiempo, se obtiene

Ω̇b = W (Φ)Φ̈ + Ẇ (Φ)Φ̇.

Luego Φ̈ es despejada, dando como resultado

Φ̈ = W (Φ)−1
(

Ω̇b − Ẇ (Φ)Φ̇
)
,

si sustituimos de la última ecuación de (4.1) a Ω, se obtiene que

Φ̈ = W (Φ)−1
(
I−1

(
Muu− Ωb × IΩb

)
− Ẇ (Φ)Φ̇

)
.

Se desea considerar solamente la dinámica interna por lo tanto se hace uso de un vector
con la siguiente forma e1 = [ 1 1 0 ] para extraer la dinámica de φ y θ del vector Φ. Teniendo
aśı que

η̈ = e1W (Φ)−1I−1Muu

−e1W (Φ)−1I−1
(
W (Φ)Φ̇

)
× I

(
W (Φ)Φ̇

)
−e1W (Φ)−1Ẇ (Φ)Φ̇,

(4.11)
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donde e1 = [ 1 1 0 ] es un vector utilizado para extraer la dinámica de las variables de φ y θ
del vector Φ. Ahora, se asume que estos ángulos son suficientemente pequeños, de tal manera
que sin(φ) ≈ φ, cos(φ) ≈ 1, sin(θ) ≈ θ, cos(θ) ≈ 1 y los productos entre las derivadas de φ y
θ con respecto al tiempo son nulas. Esto simplifica a (4.11), dando como resultado a

[
φ̈+ g

d

(
φ− a

lt

)
θ̈ + g

d
θ

]
=

[
B1

11 B1
12 B1

13 B1
14

B1
21 B1

22 B1
23 B1

24

]
Ÿd, (4.12)

donde

B1
11 = Izz φ−θ adm+θ φ lt dm

lt d2m
; B1

12 = φa+lt
lt d

B1
13 = −−φ dltm+Izz φ θ+adm

lt d2m
; B1

14 = θ dltm+Izz
dltm

B1
21 = −d−1; B1

22 = 0
B1

23 = θ
d
; B1

24 = −φ

Observe que la dinámica de (4.12) no tiene amortiguamiento, de ah́ı que el sistema sea
inestable.

Se propone trasladar el vector de trayectorias deseadas a coordenadas de ejes cuerpo,
Y b
d (t), donde Y b

d (t) = [xbd(t) y
b
d(t) z

b
d(t) ψ

b
d(t)]

> por medio de la transformación Yd = R>Y b
d ,

es decir

[
φ̈+ g

d

(
φ− a

lt

)
θ̈ + g

d
θ

]
=

[
B2

11 B2
12 B2

13 B2
14

B2
21 B2

22 B2
23 B2

24

]
ẍbd
ÿbd
z̈bd
ψ̈bd

 , (4.13)

donde

B2
11 = Izz φ

lt d2m
; B2

12 = d−1

B2
13 = − a

lt d
; B2

14 = θ dltm+Izz
dltm

B2
21 = −d−1; B2

22 = 0
B2

23 = 0; B2
24 = −φ

Ahora, se propone que z̈bd(t) ≈ 0 y ψ̈bd(t) ≈ 0, żbd(t) ≈ 0 y ψ̇bd(t) ≈ 0, ∀ t ≥ 0. Entonces la
dinámica (4.13) toma la forma

[
φ̈+ g

d

(
φ− a

lt

)
θ̈ + g

d
θ

]
=

[
Izz φ
lt d2m

ẍbd + d−1ÿbd
−d−1ẍbd

]
. (4.14)

Es importante observar que las restricciones para el movimiento deseado mencionado
arriba corresponde a secuencias de movimiento estándar que se realizan en los helicópteros;
por ejemplo, mantener el helicóptero a una altura fija (vuelo estacionario) con ángulo de
guiñada nulo.
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4.2.3. Estabilización de la dinámica interna usando la técnica del
seguimiento de ruta

La estabilización asintótica de la dinámica (4.14) puede lograrse mediante la técnica de
seguimiento de ruta. En está técnica, las trayectorias deseadas están parametrizadas por
variables adicionales, los cuales se consideran como nuevos estados del sistema y su derivada
de mayor orden será la nueva entrada al sistema.

Considérese las trayectorias deseadas de (4.14), estas se parametrizan por los escalares α
y β, y serán los nuevos estados del sistema. Estas son expresadas como:

ẍbd =
∂2xd(α)

∂2α
α̇2 +

∂xd(α)

∂α
α̈, (4.15)

ÿbd =
∂2yd(β)

∂2β
β̇2 +

∂yd(β)

∂β
β̈.

sustituyendo (4.15) en (4.14), se obtiene lo siguiente

φ̈+
g

d

(
φ− a

lt

)
=

Izz φ

lt d2m

(
∂2xd(α)

∂2α
α̇2 +

∂xd(α)

∂α
α̈

)
+d−1

(
∂2yd(β)

∂2β
β̇2 +

∂yd(β)

∂β
β̈

)
, (4.16)

θ̈ +
g

d
θ = −d−1

(
∂2xd(α)

∂2α
α̇2 +

∂xd(α)

∂α
α̈

)
.

Ahora, se propone utilizar a α̈ y β̈ como las nuevas entradas del sistema (4.16). Obsérvese
en (4.14) que el sistema carece de amortiguamiento, por lo tanto la estrategia de control
consistirá en adicionar amortiguamiento al sistema de la siguiente forma:

β̈ = d

(
∂yd(β)

∂β

)−1(
− Izz φ

lt d2m

(
∂2xd(α)

∂2α
α̇2 +

∂xd(α)

∂α
α̈

))
+d

(
∂yd(β)

∂β

)−1 (
−kβ1φ− kβ2φ̇− kβ3β − kβ4 β̇

)
, (4.17)

α̈ = −kα1θ − kα2 θ̇ − kα3α− kα4α̇. (4.18)

Nótese que la primera derivada parcial respecto a β necesita ser diferente de cero, por lo
que hay que tener cuidado al proponer las trayectorias deseadas. La dinámica interna tratada
en (4.16) con la selección (4.17) y (4.18) queda como

φ̈+ kβ2φ̇+
(
kβ1 + g

d

)
φ+ kβ3β + kβ4β̇ − d−1

(
∂2yd(β)
∂2β

)
β̇2 = g

d
a
lt
,

θ̈ − kα2
d

∂xd(α)
∂α

θ̇ +
(
g
d
− kα1

d
∂xd(α)
∂α

)
θ − kα3

d
∂xd(α)
∂α

α− kα4
d

∂xd(α)
∂α

α̇

+1
d
∂2xd(α)
∂2α

α̇2 = 0.

(4.19)
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Las ganancias kβ1, kβ2, kβ3, kβ4, kα3 y kα4 son constantes positivas mientras que las ganan-
cias kα1 y kα2 son constantes negativas. Estas condiciones son necesarias pero no suficientes.
Es importante hacer notar que para lograr la estabilidad asintótica del sistema, la primera
derivada parcial de xd(α) no debe de cambiar de signo.

4.3. Simulaciones numéricas

Se propuso como vector de señales de referencia el vector dado por:

Xd(t) =


xd(t)
yd(t)
zd(t)
ψd(t)

 =


0.1t
0.1t

0
0

 . (4.20)

Las condiciones iniciales usadas para el modelo del helicóptero fueron x(0) = 0.5 m,
y(0) = 0.5 m, z(0) = −0.5 m, θ(0) = 0 rad, φ(0) = 0 rad y ψ(0) = 0.5 rad. De igual manera,
las variables de la estrategia de control (4.17) y (4.18) fueron iniciadas con los valores de
β(0) = 0 y α(0) = 0. Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas se muestran en
las figuras 4.2 a 4.5 y en ellas se puede observar lo siguiente. La variable x(t) converge a la
señal de referencia xd(t) mientras que hay un error en estado estacionario para la variable y(t);
esto es debido a (4.8), ya que el valor del ángulo de alabeo, φ, también en estado estacionario,
es de g

d
a
lt

= 0.25 rad (veáse la figura 4.2, 4.3 y 4.5). De igual manera, y también debido a
(4.8), se tiene un error en estado estacionario para la variable z aproximadamente igual a
d = 1 m (veáse la figura 4.4 y 4.5); de hecho θ(t) converge a 0 cuando t→∞ y, por lo tanto,
zd(t) → zd(t) + cos(φ)d. De las simulaciones numéricas mostradas, se puede concluir que el
comportamiento del modelo dinámico (4.1), con la retroalimentación (4.8), (4.17) y (4.18) y
utilizando la técnica de seguimiento de ruta es el esperado. Notar que esta técnica permite
estabilizar la dinámica interna del modelo.
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Figura 4.2: Seguimiento de la trayectoria en el eje xI .

Figura 4.3: Seguimiento de la trayectoria en el eje yI .
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Figura 4.4: Seguimiento de la trayectoria en el eje zI .

Figura 4.5: Comportamiento de los ángulos de Euler



Caṕıtulo 5

Plataforma experimental

5.1. Descripción de la plataforma experimental

El presente caṕıtulo trata sobre la instrumentación de una plataforma experimental de
vuelo que está conformada por un helicóptero a escala reducida y una estación de tierra.

5.1.1. Descripción del helicóptero a escala reducida

La plataforma experimental está compuesta por un helicóptero de aeromodelismo de la
marca Align, modelo 450 SE. La longitud de la aeronave es de 660 mm con una altura de
230 mm y un peso de 0.5027 kg, mientras que los diámetros del rotor principal y de cola son
de 700 mm y 150 mm respectivamente. Los rotores están acoplados por un tren de engranes
con una relación de 150:12 y son impulsados por un motor trifásico de la marca Align. La
alimentación del sistema es a través de una pila de 11.1 V a 1800 mAh con un peso de 0.1476
kg. La aeronave cuenta con un receptor de la marca Fr SKY modelo TFR8 SB con 8 canales,
el canal 3 env́ıa una señal al controlador de velocidad (speed control o driver) para controlar
la velocidad del motor trifásico. Los canales 1, 2 y 6 operan a 3 servomotores para generar
los mandos colectivo y ćıclico del plato oscilante. Por último, el canal 4 env́ıa la señal a
un servomotor para controlar al mando colectivo del rotor de cola. La figura 5.1 muestra al
helicóptero a escala reducida empleado como plataforma de experimentación.

5.1.2. Descripción de la estación de tierra

La estación de tierra está formada por un radio control y una computadora con modem.
La marca de la computadora es Dell, modelo XPS 8700 con un procesador intel i7, una
memoria RAM de 4 Gb a una velocidad de 5 Ghz mientras que el modem es marca CISCO,
modelo Linksys EA4500 con una velocidad máxima de 450 Mbps. La marca del radio control
es Futaba, modelo T8FG. La figura 5.2 muestra los mandos del piloto; la palanca del lado
izquierdo opera el mando colectivo y el timón, la palanca del lado derecho opera el mando
longitudinal y lateral.

71
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Figura 5.1: Helicóptero a escala reducida.

Figura 5.2: Radio Control.
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5.2. Instrumentación de la aeronave

La instrumentación del helicóptero está conformada por un dispositivo lógico programable
(DSP), un receptor de radio control, cuatro servomotores, un motor trifásico, un modulo Wi-
Fi y una unidad de medición inercial (IMU); estos dispositivos electrónicos son alimentados
por una bateŕıa tipo LIPO. A continuación se describe en forma general el funcionamiento
del sistema.

La plataforma experimental tiene dos formas de operar en modo manual y semiautomáti-
co. En ambos modos, se debe iniciar con la palanca del mando colectivo en su nivel inferior
para prevenir el arranque del rotor principal, la posición del interruptor SD del radio control
debe colocarse en modo manual; enseguida, se enciende primero el radio control y luego el
helicóptero que alimenta al receptor y al DSP que a su vez energiza a la IMU y al módulo
WiFi mientras que el receptor alimenta a los servomotores. El DSP env́ıa las correspondien-
tes señales de PWM a los servomotores para ubicar al plato oscilante a una posición inicial.
Después el modulo WiFi realiza el protocolo de conexión con el modem de la estación de
tierra y al mismo tiempo el DSP comienza la sincronización con la IMU. Una vez terminado
este proceso, el piloto puede manejar a la aeronave mediante el radio control, el cual env́ıa
las señales al receptor para ser procesadas y posteriormente transmitirlas en forma de PWM
a las terminales ECAP del DSP. El DSP calcula el tiempo del ciclo de trabajo de las señales
PWM; las señales que entran en los ECAP saldrán idénticas en las terminales de salida de
PWM del DSP para ser emitidas hacia los servomotores y que el piloto maneje totalmente al
helicóptero. El modulo WiFi está enviando la información de las mediciones de los ángulos y
las velocidades de rotación, y las señales de mando de los servomotores. La conexión y flujo
de datos de los diferentes dispositivos se muestra en la figura 5.3.

El funcionamiento del modo semiautomático utiliza los mismos dispositivos electrónicos
empleados en el modo manual y su activación inicia cuando el piloto selecciona el modo
semiautomático mediante la palanca SD ubicada en la parte superior del radio control. En
este modo de operación involucra el añadir amortiguamiento en los movimientos de rota-
ción del helicóptero, es decir, a las señales que env́ıa el piloto se le adiciona un término de
amortiguamiento al sistema (este procedimiento se detalla en el capitulo 6).

5.3. Dispositivos electrónicos utilizados en la instru-

mentación

5.3.1. Etapa de alimentación

El sistema es alimentado por una bateŕıa, tipo LIPO de 11.1v a 1800mAh. Esta alimenta
a la interfaz de potencia de los actuadores y al DSP. La marca de interfaz de potencia,
comúnmente llamado controlador de velocidad o speed control, es Align. Esta posee dos
salidas, una para alimentar al motor del rotor principal y la otra para energizar al receptor
del radio control que a su vez alimenta a los servomotores. El DSP se alimenta a través de
un circuito regulador de voltaje que soporta voltajes desde 7 V hasta 20 V.
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Figura 5.3: Dispositivos electrónicos del helicóptero a escala reducida.

Los servomotores tienen tres terminales, dos son para la alimentación del motor y la
restante es para la señal de control. En esta parte se realizó el diseño de un circuito para
alimentar a los motores a través del controlador de velocidad y las señales de control se
conectaron a las terminales PWM del DSP. El circuito impreso se muestra en el diagrama de
la figura 6.1 y se observa la utilización del circuito integrado 74LS14N para anular el ruido
en la señal de mando de la velocidad del motor trifásico

Figura 5.4: Circuito impreso para alimentar a los servomotores y reenviar la señal de control.
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5.3.2. Etapa de medición

La etapa de medición se encarga de medir la posición y la orientación del helicóptero a
escala reducida. Esta etapa está conformada por un conjunto de cámaras infrarrojas y una
unidad de medición inercial (IMU) para medir la posición y la orientación, respectivamente.
A continuación se describe el funcionamiento y la configuración de cada sensor.

Unidad de medición inercial

La unidad de medición inercial (Inertial measurement unit, IMU) es un dispositivo electróni-
co utilizado para la navegación aérea debido a su capacidad de medir la orientación y veloci-
dad angular de la aeronave. La IMU está constituida por tres acelerómetros, tres giroscopios
y tres magnetómetros con un procesador capaz de calcular el alabeo, cabeceo y la guiñada
en tiempo real, aśı como realizar la calibración para las salidas de la aceleración lineal y la
velocidad angular [51].

En la instrumentación se empleó la IMU de la marca XSENS, modelo MTi, cuyas carac-
teŕısticas son: resolución angular de 0.05o, repetibilidad de 0.2o, exactitud estática (alaeo/cabeceo)
de 0.5o, exactitud dinámica de 2o RMS, máximo tiempo de muestreo de 256 Hz. Existen dos
formas de proporcionar los datos, en formato bruto (los datos no son filtrados) o procesados.
La orientación es calculada por un filtro de Kalman para los tres grados de libertad de la
orientación usando las señales de los giroscopios, acelerómetros y magnetómetros. Esta in-
formación se procesa mediante un DSP que se encuentra en la parte interna de la IMU. Los
protocolos de comunicación de la IMU son RS232, RS422 y RS485 [51].

La configuración de la IMU está programada para medir la orientación y la velocidad
angular de la aeronave a una frecuencia de 120 Hz. La orientación es proporcionada en
ángulos de Euler y la velocidad angular está en rad/s. El protocolo de comunicación elegido
fue el RS232 a una velocidad de 115200 bits por segundo (bps).

Sistema de visión por cámaras infrarrojas

Se emplea un sistema de visión por cámaras de la marca NaturalPoint de la familia Op-
tiTrack, para el seguimiento de cuerpos ŕıgidos. El sistema está conformado por un conjunto
de cámaras infrarojas, marcadores, dos hub, una barra y una escuadra de calibración, y un
software llamado Motive.

El laboratorio de robótica y manufactura de la sección de mecatrónica cuenta con 12
cámaras modelo Flex 13 distribuidas en un área de 6 m2 a una altura de 4 m. Cada cámara
tiene un anillo de leds que emiten luz infrarroja para detectar objetos que reflejen a esta luz.
Los marcadores están diseñados para reflejar la luz emitida por las cámaras infrarrojas y de
esta manera determinar su ubicación en el espacio de trabajo.

El sistema de visión se debe calibrar, cuando se utiliza por primera vez y esto se logra
mediante la barra de calibración (ver figura 5.5 e ) que tiene montados tres marcadores.
Las cámaras infrarrojas detectan a los marcadores de la barra de calibración; entonces el
usuario debe mover la barra de calibración por toda el área de trabajo con la finalidad que
todas las cámaras detecten a los marcadores de la barra de calibración. Al mismo tiempo,
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Figura 5.5: Sistema de visión por cámaras infrarrojas.

el software Motive, almacena está información para determinar el volumen del espacio de
trabajo y la ubicación de las cámaras. El software almacenara los datos, cuando tres cámaras
estén visualizando al mismo marcador. Enseguida se coloca la escuadra de calibración (ver
figura 5.5 f) para especificar la orientación y posición del marco de referencia inercial en el
espacio de trabajo.

Una vez terminada la calibración, se define al cuerpo ŕıgido mediante el software Motive
y los marcadores. Se deben colocar tres marcadores como mı́nimo y siete marcadores como
máximo en el cuerpo ŕıgido para que el software proporcione la posición y la orientación
del centroide de la figura que forman los marcadores. Cabe señalar que se deben colocar los
marcadores de forma asimétrica para evitar los errores de orientación del objeto. Además si
se consideran más de dos objetos, se deberán usar arreglos únicos con los marcadores en cada
cuerpo debido a que el software podŕıa confundir e intercambiar la información. El software
puede detectar de forma simultánea hasta 32 cuerpos.

El software Motive proporciona cuatro formas de disponer a los datos del cuerpo ŕıgido,
que son:

CSV Export (Comma-Separated Values) permite guardar los datos para posteriormente
abrirlos utilizando Microsoft Excel, este método no proporciona los datos en tiempo
real.
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Natural Point Engine (NatNet); este método transmite las coordenadas de los marca-
dores aśı como la posición y orientación de los cuerpos ŕıgidos en tiempo real.

Trackd Engine, el cual puede ser usado para obtener en tiempo real la información de
los cuerpos ŕıgidos.

VRPN Engine, (acrónimo de Virtual Reality Peripheral Network) es un conjunto de
clases y protocolos de código abierto que se puede utilizar para acceder a los datos de
los cuerpos ŕıgidos en tiempo real. Cuenta con una latencia baja y tiene incorporada la
regeneración de forma automática en caso de que una conexión se interrumpa de forma
temporal.

En el proyecto se utiliza el sistema de visión para ubicar la posición del helicóptero a
escala reducida al colocar siete marcadores distribuidos de forma que el centroide se ubique
sobre el eje del rotor principal. Esto se logra al instalar dos barras de fibra de carbón en el
tren de aterrizaje para colocar seis marcadores, y otro marcador se situó entre la unión del
rotor de cola y el cuerpo principal del helicóptero, tal como se muestra en la figura 5.6. Se
hace mención que los marcadores montados en las barras de fibra de vidrio fueron construidos
de bolas de unicel y forrados de papel reflejante.

Figura 5.6: Marcadores montados en el helicóptero.
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Las cámaras visualizan la posición de los marcadores y env́ıan la información a la compu-
tadora para ser procesada por el software Motive. Enseguida se etiqueta a la estructura con
el nombre de Tracker1. De esta manera, el software Motive proporciona la ubicación y la
orientación de la aeronave a una frecuencia de 120 Hz. Esta información se transmite a un
programa desarrollado en Visual Studio C++ 2010 mediante el protocolo VPRN debido a
que Motive no permite el procesamiento o almacenamiento de datos por parte del usuario.

5.3.3. Etapa de actuadores

Los actuadores de los helicópteros se pueden dividir en dos grupos, los encargados de la
velocidad de rotación del rotor principal y los responsables del mando ćıclico y colectivo. El
primer grupo consiste en un motor trifásico que impulsa al rotor principal y de cola a través
de un sistema de engranes junto con una banda dentada. Los mandos colectivos y ćıclico del
rotor principal son manejados por tres servomotores y el mando colectivo del rotor de cola
es manejado por un servomotor.

El motor trifásico es de la marca Align, con la siguientes caracteŕısticas: voltaje de entrada
de 7.4 V a 14.8 V, corriente máxima de 35 A, potencia de salida de 350 W, peso aproximado
de 70 g y dimensiones de 3.16x27.5x39.8 mm. Este sistema se alimenta por un controlador
de velocidad para un helicóptero de la marca Align modelo BL-35G, el cual se alimenta a un
voltaje de 11.1 V mediante una bateŕıa tipo LiPo.

Ese controlador de velocidad tiene la caracteŕıstica de arrancar lentamente para evitar
posibles accidentes cuando se pone en marcha el rotor principal. La forma de manejar la
velocidad del motor es mediante una señal de PWM enviada al controlador de velocidad; las
variaciones de ciclo de trabajo se relacionan en una forma proporcional a la velocidad del
rotor, es decir, si se incrementa el ciclo de trabajo se aumenta la velocidad del rotor y si se
reduce el ciclo de trabajo, se disminuye la velocidad rotor hasta detenerlo completamente.
La señal de PWM que emite el receptor al controlador de velocidad está a una frecuencia de
71.48 Hz y la variación del ciclo de trabajo es de 0.077 ms hasta 1.9 ms. Se observó que se
puede cambiar la frecuencia de operación, siempre y cuando se conserve el tiempo del ciclo
de trabajo.

Por otro lado, los servomotores son de la marca E-flite, model EFLRDS76, el voltaje de
alimentación es 4 V a 6 V, el par de salida es 1.75 kg-cm a un voltaje de 4.8 V, su peso
aproximado es de 7.6 gr. La velocidad es de 60o en 0.11 s a un voltaje de 4.8 V La señal de
entrada es de tipo PWM a una frecuencia de 71.48 Hz y al igual que el motor trifásico, se
puede aumentar o disminuir la frecuencia siempre y cuando se mantenga el tiempo del ciclo
de trabajo.

5.3.4. Estación en tierra

En la estación de tierra se utiliza un radio control para operar al helicóptero en forma
manual o semi-automática y dos computadoras, una computadora recibe la información de
las cámaras infrarrojas y la interpreta con el software de Motive, la otra computadora está co-
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nectada a un router para recibir la información enviada por el modulo WiFi que se encuentra
montado en el helicóptero.

5.3.5. Etapa de comunicación

La etapa de comunicación está conformada por un módulo WiFi de la marca Roving
Networks modelo RN171XV, que se encuentra colocado en el helicóptero a escala reducida.
El módulo WiFi está conectado al puerto SCI-C del DSP para recibir los datos de los mandos
de cada servomotor, los ángulos y la velocidades angulares de la aeronave. El módulo WiFi
se conecta inalámbricamente a un router de la marca CISCO modelo Linksys E4200 para
trasmitir los datos mediante el protocolo TCP/IP. El router env́ıa los datos a la computadora
para que los clasifique y los almacene en un archivo TXT

El módulo Wi-Fi está configurado para conectarse a la red con una IP estática con número
de 192.168.1.101, a una velocidad de transmisión de 115200 b/s, con DHSP deshabilitado.

5.4. Programación

En está sección se expone la programación y configuración del DSP, aśı como la progra-
mación realizada para almacenar los datos de los experimentos en la estación en tierra.

5.4.1. Programación del DSP

El procesamiento digital de señales es realizado por un DSP de la marca Texas Instruments
Modelo TMS320f28335, el cual se configuró para operar a una frecuencia de 150 MHz y
emplear a las terminales ECAP, PWM, SCI y RS232. A continuación se describe en forma
general la configuración de cada uno de los puertos y posteriormente se muestra un diagrama
a bloques que describe el funcionamiento del programa principal del DSP.

Configuración de las terminales ECAP.- Cuando se maneja al helicóptero en forma
manual, el radio control env́ıa las señales de mando al receptor, este a su vez emite las
señales en formato de PWM a las entradas ECAP. Se emplean cinco terminales ECAP, tres
para los servomotores, una para el motor trifásico y la restante indica cuando el piloto ha
cambiado el modo de vuelo (de manual a semiautomático o viceversa). Todos los ECAP están
configurados para medir el periodo de los PWM y el tiempo en que está en alto el pulso con
el propósito de calcular el porcentaje del ciclo de trabajo.

Configuración de los PWM.- Las terminales de salida del PWM están configuradas para
trabajar a una frecuencia de 71.48 Hz. Cuando el sistema está en modo manual, el porcentaje
de ciclo de trabajo de las terminales ECAP son enviados directamente a las salidas de los
PWM. Si el modo está en semiautomático, la respuesta de la ley de control se acondiciona
para reflejarse en formato de ciclo de trabajo de los PWM.

Configuración del RS232.- La unidad de medición inercial env́ıa la información de la
orientación y la velocidad angular de la aeronave hacia el puerto RS232. El puerto está
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configurado para recibir la información a una velocidad de 115200 b/s, el tamaño del carácter
a recibir es de 8 bits, la paridad está deshabilitada y el número de bits de paro es de cero.
Configuración del SCI.- Por otro lado, el puerto SCI se conecta a un módulo WiFi para
enviar la información a la estación de tierra. Los datos enviados son los ángulos de Euler, la
velocidad angular y las señales de mando de los actuadores. El puerto SCI se configura a una
velocidad de transmisión de 115200 b/s, con una polaridad deshabilitada y con cero bits de
paro.

A continuación se explica brevemente el programa principal y se muestra el diagrama de
flujo en las figuras 5.9 y 5.10. El programa empieza con la carga de libreŕıas y enseguida con
el reconocimiento de las subrutinas. Enseguida se declaran las variables globales, después se
activan las configuraciones de reloj, los GPIO, las interrupciones, el watch dog, los ECAP,
los PWM y la comunicación serial. Después, se habilitan las interrupciones y se establecen
las señales de PWM a un valor de condición inicial que no afecte el comportamiento del rotor
principal y de cola. Se limpia el buffer empleado en la comunicación SCI. Inmediatamente
se sincroniza la IMU y se realiza la primer captura de datos. En todo momento, se estará
realizando la captura de la información proveniente de la IMU y el receptor debido a que las
interrupciones están implementadas en tiempo real con base en el modelo de Giotto (para
mayor información ver [36] y [35]). Posteriormente se entra a un bucle infinito, en el se
evalúa si el piloto ha seleccionado el modo de vuelo manual o semiautomático y el programa
continua con la respectiva selección de la subrutina. Enseguida, se actualizan los valores de
la terminales de los PWM aśı como la medición de la IMU y finalmente se repite el bucle. La
subrutina de modo manual, se encarga de transmitir la información capturada por los ECAP
hacia los PWM. Si el programador desea transmitir a una frecuencia mayor a la recibida en
los ECAP, simplemente se realizan ajustes en la configuración y la instrucción de salida del
PWM. En la subrutina de modo automático, se evalúa la técnica de control y acto seguido
se realiza el acondicionamiento de señal (para mayor referencia ver caṕıtulo 6) para sumarla
de una manera adecuada a la señal del piloto. Por último, esta señal se env́ıa a las salidas de
los PWM.

5.4.2. Programación de la comunicación y almacenamiento de da-
tos
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Figura 5.7: Diagrama de flujo del programa principal.
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Figura 5.8: Diagrama de flujo de los subprogramas manual y semiautomático.

Figura 5.9: Diagrama de flujo del programa principal para el almacenamiento de datos.
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Figura 5.10: Diagrama de flujo de los subprogramas del programa de almacenamiento de
datos.
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Caṕıtulo 6

Acondicionamiento de señales y
experimentos

En la sección 1.2.4, se hace mención que se emplea una plataforma de prueba para res-
guardar la seguridad del veh́ıculo, cuando se están ajustando las ganancias del controlador.
Esto conlleva a que se tenga una alteración en la dinámica del sistema debido a la propia
dinámica de la plataforma de prueba. Entonces, el desempeño de la estrategia de control será
diferente al volar al helicóptero sin la plataforma de prueba. Esto puede ocasionar que el
veh́ıculo se estrellase con algún objeto. Por lo tanto, se decidió no utilizar una plataforma de
prueba.

La etapa de la implementación de la estrategia de control se dividió en tres fase. En la
fase 1, se consideró oportuno empezar a implementar un controlador que proporcionará un
aumento en el amortiguamiento relacionado a la orientación de la aeronave, para facilitar su
maniobrabilidad. La fase 2 consistiŕıa en implementar la técnica de control del caṕıtulo 3 y
la fase 3 se implementaŕıa la estrategia de control del caṕıtulo 4. Sin embargo, no se logró
llegar a fase 2 porque en la fase 1 se tuvieron varios accidentes que provocaron daños severos
en el helicóptero. A consecuencia de esto, se presentaron largos periodos de reparación.

6.1. Acondicionamiento de señales

Anteriormente se ha comentado que las entradas del sistema son los empujes del rotor
principal y de cola. La elevación y descenso de la aeronave depende de la magnitud del empuje
del rotor principal, los movimientos laterales y longitudinales obedecen a la orientación del
empuje del rotor principal y en menor medida al empuje del rotor de cola, y los pares de
reacción de los rotores. De igual forma, la orientación del helicóptero es afecta por la dirección
y sentido del empuje del rotor principal y de cola, y los pares de reacción.

Enfocándose en el empuje del rotor principal, se observa que la variación de la magnitud
y la orientación del empuje del rotor principal se controla por el plato ćıclico y este a su
vez es operado por las palancas de mando del piloto. En el apéndice D.4, se comenta que el
plato ćıclico es operado por tres entradas: la entrada de control lateral, entrada de control

85
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longitudinal y la entrada del control colectivo.

A diferencia de un helicóptero a escala completa, el helicóptero de aeromodelismo se
pilotea desde un radio control (ver sección 5.1.2), el cual env́ıa las señales de mando hacia un
receptor y este las distribuye hacia los respectivos servomotores para inducir los movimientos
adecuados del plato ćıclico.

A continuación se describe el acondicionamiento de las señales de los servomotores para
manejar al plato ćıclico; enseguida se muestra el diseño del aumento de amortiguamiento
para estabilizar al helicóptero y posteriormente se explica el acoplamiento entre las señales
del aumento de amortiguamiento y las señales enviadas por el piloto.

6.1.1. Servomotores del rotor principal

El DSP se encarga de operar a los actuadores mecánicos del helicóptero (rotor principal y
de cola) por medio de un motor trifásico y cuatro servomotores. Un solo servomotor controla
al mando colectivo del rotor de cola, mientras que la velocidad del rotor principal es regulada
por un motor trifásico; haciendo muy fácil el manejo de ambos sistemas. Sin embargo, el
plato ćıclico del rotor principal es controlado por tres servomotores, cuyos movimientos deben
coordinarse para efectuar el mando longitudinal, lateral y colectivo.

Considere que se desea implementar una técnica de control, cuyas señales de control
son el mando colectivo, longitudinal y lateral; cada señal de mando debe verse reflejada en
los movimientos del plato ćıclico y cada movimiento es operado por los tres servomotores.
El mando colectivo es operado por tres servos y esos mismos servos deben de efectuar los
restantes mandos. Consecuentemente cada servomotor recibe la señal de mando colectivo,
lateral y longitudinal de forma sincronizada para evitar que se afecten entre ellas.Para lograr
que el DSP env́ıe las señales correspondientes a los servos, se empezó a verificar como debeŕıan
moverse los servos para cada mando y se enumeró a cada servomotor del rotor principal con
base a su conexión con las terminales del receptor; es decir, el primer servomotor se conecta
a la terminal 1, el segundo servomotor se conecta a la terminal 2 y el tercer servomotor se
conecta a la terminal 6. De ah́ı, que los nombres de cada servomotor sean servo 1, servo 2 y
servo6, respectivamente. La posición de cada servomotor se indica en la figura 6.1.

Figura 6.1: Enumeración de los servomotores.
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Primeramente, se estudió el caso para efectuar el mando colectivo. Si se desea incrementar
la altura del plato ćıclico los servos 1 y 2 deb́ıan moverse en sentido anti-horario mientras
que el servo 6 debe moverse en sentido horario. Para el caso de reducir la altura del plato,
los servos 1 y 2 deben moverse en sentido horario y el servo 6 en sentido anti-horario.

Posteriormente se examinó el caso para el mando longitudinal (viendo al helicóptero desde
su posición de perfil tal como se ve en la figura 6.2). Si se desea inclinar al plato ćıclico en
sentido de las manecillas de reloj, los servos 2 y 6 deben moverse en sentido anti-horario
y el servo 1 debe moverse en sentido horario. Si la inclinación del plato debe ser hacia la
izquierda, los servomotores deben moverse en sentido opuesto.

Figura 6.2: Inclinación del plato ćıclico para el movimiento longitudinal.

Finalmente se analizó el mando lateral. En este caso, se empezó a observar al helicóptero
desde una posición frontal. Para inclinar el plato ćıclico en sentido horario, el servo 2 no debe
moverse y los servos 1 y 6 se moverán en sentido horario. Si se desea inclinar al plato ćıclico
en sentido anti-horario, los servomotores 1 y 6 deben de girar de manera opuesta.

Con base a los movimientos del plato ćıclico para efectuar el mando colectivo, lateral y
longitudinal, se desarrolló la siguiente expresión matemática.

 S1

S2

S6

 =

 −1 −1 1
1 1 0
1 1 1

 δcol
δlon
δlat

+

 kc1
kc2
kc3

 (6.1)

donde S1, S2 y S6 son las señales enviadas al servo 1, servo 2 y servo 6 respectivamente, las
kc1, kc2 y kc6 son valores de compensación para cada servo con el fin de tener al plato ćıclico
en una posición inicial. El signo de los elementos de la matriz representa el sentido de giro
que debe realizar el servomotor, es decir, el signo negativo indica un giro en contra de las
manecillas del reloj y el signo positivo indica un giro en sentido de las manecillas del reloj.
Por ejemplo, suponga que δlon y δlat son cero, y δcol es mayor que cero, aśı que el servo 1 gira
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en un sentido y los servos 2 y 6 giran en sentido opuesto. Ahora, si δlon, δlat y δcol tienen un
valor mayor a cero, las señales se acoplan para cada servomotor. Los coeficientes de la matriz
y algunas modificaciones de esta serán analizados en la sección 6.2.1.

6.2. Diseño de una técnica de control para aumentar

el amortiguamiento en el alabeo y cabeceo del he-

licóptero.

Se propone el diseño y la implementación de una técnica de control con el fin de aumentar
el amortiguamiento en la rotación de alabeo y cabeceo del helicóptero. Se empezará partiendo
de las ecuaciones (2.2) que involucra al alabeo y al cabeceo.

L = Ixxṗ+ qr (Izz − Iyy) ,
M = Iyy q̇ + pr (Ixx − Izz) ,
N = Izz ṙ + pq (Iyy − Ixx) ,

(6.2)

por el momento se desprecian los efectos provocados por los productos de inercia. Enseguida,
las ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14), se sustituyen en (6.2) quedando como

(hMTMR + kβ)b = Ixxṗ+ qr (Izz − Iyy) ,
(hMTMR + kβ)a = Iyy q̇ + pr (Ixx − Izz) ,
−YT lT = Izz ṙ + pq (Iyy − Ixx) .

(6.3)

Las variables a y b representan la inclinación del rotor, tal como se describe en (2.8); de
esta dinámica, se desprecia a µ por ser un valor pequeño con base a los datos experimentales
que proporcionan un valor de µ = 0.01; de igual manera, se desprecia a los términos cruzados,
los flujos inducidos y los efectos de la barra estabilizadora, obteniendo aśı que

τf ȧ = −a− τfq + Alonδlon, (6.4)

τf ḃ = −b− τfp+Blatδlat.

Si la respuesta de la dinámica del rotor es mayor a la respuesta de la dinámica del fuselaje,
se considera lo siguiente

0 = −a− τfq + Alonδlon,

0 = −b− τfp+Blatδlat, (6.5)

teniendo aśı que la dinámica del rotor se reduce a

a = −τfq + Alonδlon,

b = −τfp+Blatδlat, (6.6)
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sustituyendo a (6.6) en (6.3), La dinámica de alabeo y de cabeceo queda como

(hMTMR + kβ)(−τfp+Blatδlat) = Ixxṗ+ qr (Izz − Iyy) ,
(hMTMR + kβ)(−τfq + Alonδlon) = Iyy q̇ + pr (Ixx − Izz) ,

−YT lT = Izz ṙ + pq (Iyy − Ixx) ,

al despejar a ṗ, q̇ y ṙ, se obtiene que

ṗ = 1
Ixx

((hMTMR + kβ)(−τfp+Blatδlat)− qr (Izz − Iyy)) ,
q̇ = 1

Iyy
((hMTMR + kβ)(−τfq + Alonδlon)− pr (Ixx − Izz)) ,

ṙ = 1
Izz

(−YT lT − pq (Iyy − Ixx)) .
(6.7)

Por otro parte, el piloto maneja la magnitud del empuje TMR por medio del mando
colectivo del radio control; con esto logra controlar la altura de la aeronave, mientras que la
orientación de la aeronave depende de la dirección del empuje, el cual es manejado por los
mandos ćıclicos. Por consecuencia, la velocidad angular de la aeronave depende de los mandos
ćıclicos y el empuje. Si consideramos a la aeronave volando a una altura constante, el empuje
deberá permanecer constante para compensar el peso del helicóptero. Por consiguiente, se
considerará a TMR como una constante en lugar de considerarla como una entrada que define
un punto de operación para la altura.

El análisis de la estabilidad se hará a partir del modelo lineal del sistema; para esto, se
obtienen los puntos de equilibrio del sistema mediante las expresiones (6.7) y (4.2). Dando
como resultado que r∗ = 0, q∗ = 0, p∗ = 0, δ∗lat = 0 y δ∗lon = 0. Al realizar la linealización del
sistema, se obtiene

 ∆ṗ
∆q̇
∆ṙ

 = −


(hM T̄MR+kβ)τf

Ixx
0 0

0
(hM T̄MR+kβ)τf

Iyy
0

0 0 0


 ∆p

∆q
∆r


+


(hM T̄M+kβ)Blat

Ixx
0 0

0
(hM T̄M+kβ)Alon

Iyy
0

0 0 − lT
Izz


 δ̄lat
δ̄lon
ȲT

 ,
donde ∆p = p− p∗, ∆q = q − q∗ y ∆r = r − r∗.

Si consideramos que

e1 = ∆p− pd; e2 = ∆q − qd; e3 = ∆r − rd,

donde pd, qd y rd son las velocidades deseadas. El sistema toma la forma



90 Sección de Mecatrónica

 ė1

ė2

ė3

 = −


(hM T̄M+kβ)τf

Ixx
0 0

0
(hM T̄M+kβ)τf

Iyy
0

0 0 0


 e1

e2

e3


+


(hM T̄M+kβ)Blat

Ixx
0 0

0
(hM T̄M+kβ)Alon

Iyy
0

0 0 − lT
Izz


 δ̄lat
δ̄lon
ȲT

 .
Las entradas de control están compuestas por el regulador de velocidad más los mandos

del piloto, tal como se muestra a continuación

δ̄lat = −k1e1 + Splat ,

δ̄lon = −k2e2 + Splon ,

donde Splat y Splon son las señales por parte del piloto para el mando lateral y longitudinal
respectivamente. En el caso de la entrada para la dinámica de guiñada, se tiene algo dife-
rente debido a que este movimiento es controlado directamente por el piloto; además, un
giróscopo está instalado en el helicóptero para dar amortiguamiento al giro de la guiñada.
En consecuencia, este amortiguamiento no será implementado mediante el DSP solamente se
analizará su influencia en la estabilidad del sistema. Por lo tanto, se tiene que la entrada de
control para la guiñada es

δ̄ped = −k3e3 + Spped .

En el análisis del sistema en lazo cerrado se desprecian a las señales del piloto porque se
desea estudiar el aumento de estabilidad producido por el regulador

ė1 = −
(

(hM T̄M+kβ)τf
Ixx

+
(hM T̄M+kβ)Blat

Ixx
k1

)
e1,

ė2 = −
(

(hM T̄M+kβ)τf
Iyy

+
(hM T̄M+kβ)Alon

Iyy
k2

)
e2,

ė3 = −
(
lT
Izz
k3

)
e3.

Fácilmente se puede observar que el sistema en lazo cerrado consiste en tres ecuaciones de
primer orden, y se tiene la ventaja que al aumentar las ganancias k1 y k2, se está dismunuyendo
la constante de tiempo haciendo que el sistema estabilice en un menor tiempo.
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6.2.1. Acoplamiento de las señales del radio control y el incremen-
to de amortiguamiento

Las primeras pruebas de vuelo consistieron en añadir amortiguamiento en la orientación
(alabeo y cabeceo) con la finalidad de facilitar el manejo de la aeronave. Para lograr esto, se
suma la señal de control con la señal del radio control, la cual es enviada por el piloto. Por
ende, ambas señales se deben acoplar perfectamente para evitar interferencia entre ambas
señales y aśı evitar un comportamiento indeseado en el plato ćıclico.

Otro factor a considerar es la calibración que realiza el piloto al helicóptero. Idealmente,
el centro de masa del helicóptero debe pasar por la flecha del rotor principal para reducir
la mayoŕıa de los momentos no deseados. Por lo tanto, al montar los diferentes elementos
(bateŕıa, receptor, componentes electrónicos, entre otros) sobre el helicóptero, se debe pro-
curar que el centro de masa este ubicado en la flecha del rotor principal. Aunado a esto, las
palas del rotor no generan la misma cantidad de empuje debido a las pocas diferencias en la
geometŕıa y el peso de las palas. Entonces el piloto realiza una calibración en el sistema del
rotor principal para compensar todos esto efectos y aśı tener un vuelo seguro.

La ecuación (6.1) no se puede utilizar de forma directa porque se tiene que acoplar a las
señales que env́ıa el piloto. Por tal razón, se realiza una caracterización del comportamiento
entre los mandos del radio control con la señal del receptor. Esto se realizó para el mando
colectivo, longitudinal y lateral.

Primeramente, se iniciará con la explicación de la caracterización del mando colectivo y
longitudinal para finalmente explicar el mando lateral. La caracterización se lleva acabo al
desplazar la palanca de mando colectivo del radio control hacia 7 diferentes posiciones, y en
cada posición se realiza una medición de las señales de salida del receptor. Las 7 posiciones
se eligieron con respecto a las marcas que tiene el radio en su carátula (ver figura 5.2).

Una vez registrado todos los datos, se procede a crear una ecuación que describa el com-
portamiento de los mandos. Este mismo procedimiento se realizó para el mando longitudinal
y el mando lateral. Para este último se tiene una variación en el procedimiento, ya que las
marcas en la carátula del mando lateral son 3; por lo tanto, la palanca es desplazada en 3
diferentes posiciones. La siguiente tabla muestra las ecuaciones para cada mando, cabe men-
cionar que las ecuaciones se obtuvieron mediante el software de Matlab con la instrucción
polyfit.

mando colectivo mando longitudinal mando lateral

Servomotor 1 −0.0003374δ2
col + 0.005282δcol + 0.1091 −0.002521δlon 0.005161δlat

Servomotor 2 0.0003327δ2
col − 0.005246δcol + 0.1158 0.005054δlon 0

Servomotor 3 0.0003349δ2
col − 0.00558δcol + 0.1145 0.002535δlon 0.005246δlat

Hasta el momento se han obtenido las funciones de cada mando por separado, sin consi-
derar los acoplamientos que hay entre ellas. Para conjuntar de las señales de los tres mandos,
nos basamos en los movimientos de cada servomotor para realizar los movimientos del man-
do colectivo, lateral y longitudinal a través de la ecuación (6.1). Esto da pauta a obtener la
siguiente ecuación
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 Sn1

Sn2

Sn3

 =

 −0.0003374δcol + 0.005282 −0.002521 0.005161
0.0003327δcol − 0.005246 0.005054 0
0.0003349δcol − 0.00558 0.002535 0.005246

 δcol
δlon
δlat

 (6.8)

+

 0.1091
0.1158
0.1145

 ,
donde Sn1, Sn2 y Sn3 son las señales de control de navegación para cada servomotor. Note
que hay una diferencia en la estructura de las ecuaciones (6.1) con respecto a las ecuaciones
de (6.8), ya que en las primeras ecuaciones, el mando colectivo es lineal, mientras que en la
segunda, el mando colectivo es descrito por un polinomio de segundo grado.

En el caso de las pruebas solamente se quiere aumentar la estabilidad en la orientación
de la nave, por lo tanto la ecuación anterior queda de la siguiente manera

 Sc1
Sc2
Sc3

 =

 −0.002521 0.005161
0.005054 0
0.002535 0.005246

[ δlon
δlat

]
, (6.9)

donde Sc1, Sc2 y Sc3 son las señales de control de orientación para cada servomotor.

δlon = −k1p,
δlat = −k2q.

Analizando la ecuación (6.9), se observa que los coeficientes de la matriz representan la
pendiente del comportamiento de las señales que env́ıa el piloto. Entonces, se procede a sumar
la señal de control más la señal de piloto, teniendo aśı que

 Sa1

Sa2

Sa3

 =

 Sc1
Sc2
Sc3

+

 Sp1
Sp2
Sp3

 , (6.10)

donde Sa1, Sa2 y Sa3 son las señales de control para los servomotores 1, 2, 6, respectivamente.
Sp1, Sp2 y Sp3 son las señales del piloto para cada servomotor.

Note que las señales de control se están mezclando en las señales enviadas a cada servo-
motor.

6.3. Experimentos

El experimento inicia con el vuelo del helicóptero en modo manual. Una vez en el aire,
el piloto ubica al helicóptero a una posición segura de vuelo, la cual se considera que es la
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parte central del volumen que abarcan las cámaras de visión. Enseguida, se cambia de modo
manual a modo semiautomático. El modo semiautomático se refiere a la implementación del
control (6.10), que consiste en adicionar amortiguamiento a la orientación del sistema. En
otras palabras, observe la figura 6.3, donde se observa de forma esquemática el modo de
operación en forma manual y el modo semiautomático. Cuando se opera de forma manual,
las señales de mando son enviadas desde el radio control hasta el receptor, este último env́ıa
las señales hacia el DSP, el cual no altera la señal y la env́ıa directamente a los servomotores.
Cuando es activado el modo semiautomático, las señales del receptor se suman con las señales
de la técnica de control para adicionar amortiguamiento al sistema.

Figura 6.3: Configuración del cambio de modo manual a semiautomático

La figura 6.4 muestra la señal de mando para el cambio de manual a semiautomático y
representa el ciclo de trabajo del PWM en porcentaje. Si la señal de mando es menor a 0.094,
el helicóptero estará navegando en modo manual y si la señal de mando es superior a 0.094,
el modo de vuelo será semiautomático. En el experimento se muestra que el cambio del modo
de vuelo se presenta en un tiempo de aproximadamente de 131.4 s. Las figuras 6.5, 6.6 y 6.7
muestran el comportamiento de los actuadores.

Por otro lado, el ángulo de alabeo tiene un valor promedio de −6.3414o tal como se aprecia
en la figura 6.8, mientras que el ángulo de cabeceo tiene un valor promedio de −1.8786o (ver
figura 6.9). Estos valores son debidos al equilibrio de las fuerzas y pares que generan los
rotores. Las gráficas 6.11 y 6.12 muestran el comportamiento de la velocidades angulares p y
q.
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Figura 6.4: Señal de mando para el cambio de modo manual a semiautomático
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Señal de control del servomotor 1

0 50 100 150 200 250 300

0.1

0.12

0.14

S
e

ñ
a

l 
d

e
 m

a
n

d
o

 (
%

)

tiempo (s)

 

 

Señal de mando de manual a semiautomático

Figura 6.5: Señal de control aplicado al servomotor 1
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Señal de control del servomotor 2
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Señal de mando de manual a semiautomático

Figura 6.6: Señal de control aplicado al servomotor 2
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Señal de control del servomotor 3
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Figura 6.7: Señal de control aplicado al servomotor 3
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Figura 6.8: Ángulo de alabeo del helicóptero a escala reducida
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Figura 6.9: Ángulo de cabeceo del helicóptero a escala reducida
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Figura 6.10: Ángulo de guiñado del helicóptero a escala reducida
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Figura 6.11: Velocidad angular sobre el eje xb
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Figura 6.12: Velocidad angular sobre el eje yb

La tabla 6.3 muestra el comportamiento de p y q en modo manual y en modo semiau-
tomático. Se puede observar como se logro tener un mejor desempeño para la velocidad q al
implementar el modo semiautomático. Sin embargo, se la velocidad de p tuvo un comporta-
miento indeseable.

Manual Semiautomático

Promedio de p (rad/s) 0.0349 0.0626

Promedio de q (rad/s) 0.0050 0.0036

Varianza de p 0.0532 0.1081

Varianza de q 0.0103 0.0227

Desviación estándar de p 0.2306 0.3287

Desviación estándar de q 0.1016 0.1507

Promedio de θ (rad) -0.052 -0.0327

Nota:

Una forma alterna de comprobar el efecto de la implementación del control, es la opinión
de un piloto de aeromodelismo con considerable experiencia en el vuelo de helicópteros. Él
considera que necesita menor concentración para mantener el vuelo en el modo semiautomáti-
co, porque teńıa una sensación de tener atado al helicóptero de la parte superior.



Conclusiones

Las conclusiones se presentan de acuerdo al orden que se trabajaron los caṕıtulos.
De acuerdo al modelo dinámico del helicóptero se puede concluir los siguientes aspectos:

El modelo dinámico del helicóptero a escala reducida presentado, es una representación
matemática completa para aplicaciones de control. A partir de este modelo, se pueden
realizar las reducciones necesarias para obtener las diferentes modelos reportados en la
literatura.

Con respecto a la dinámica longitudinal del helicóptero, se obtuvo un nuevo modelo
matemático al incluir la dinámica del rotor junto con la barra estabilizadora, ya que
en los trabajos reportados se emplea el modelo un modelo similar a la aeronave en
el plano de despegue y aterrizaje vertical (PVTOL, the planar vertical takeoff and
landing aircraft). Comparando las caracteŕısticas del modelo original contra la dinámica
longitudinal, se puede observar que el modelo sigue siendo no lineal y subactuado. Por
otra parte, el modelo puede ser empleado en maniobras de avance, retroceso, ascenso
y descenso, los cuales son movimientos comunes del helicóptero.

Referente a la representación de las ecuaciones del empuje y par de arrastre, se mostró la
forma de pasar de una expresión matemática a otra. La aplicación de estas expresiones
dependerá de los parámetros disponibles y/o la facilidad que se tenga para medirlos o
calcularlos.

De la estrategia de control basado en el modelo de la dinámica longitudinal, se obtuvo lo
siguiente:

Al desarrollar la estrategia de control bajo el enfoque de retroalimentación de estados
con base a la salida plana del sistema, se logro reducir el grado relativo del sistema de
{4, 4} a {2, 4}, dando una diferencia con los trabajos reportados en la literatura.

Se aporto la condición necesaria para evitar la indeterminación del control longitudinal
con base a la trayectoria deseada y el controlador acotado del empuje. Esta condición
provoca que el empuje nunca atraviese por cero, ni que tenga un valor de cero. Entonces,
se tendrá siempre presente un empuje en el rotor.

Las condiciones de robustez de la técnica de control, cuando se altera la dinámica a
través de incluir el término de rigidez, son validas de forma local, acotadas a un rango
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de −π/4 hasta π/4, con la restricción de seguir trayectorias lentas. A pesar de todas
la restricciones, las evidencias aportadas por las simulaciones numéricas muestran un
desempeño favorable que conlleva a pensar que existe otra posible demostración de la
robustez para un seguimiento de trayectorias más agresivo.

Los resultados obtenidos en la estabilización de la dinámica interna, se puede concluir los
siguientes dos puntos:

Un aporte relevante a la investigación es la estabilización de la dinámica interna a través
de la técnica de seguimiento de ruta, al introducir dos nuevas variables y dos entradas
por medio de la trayectoria deseada.

El resultado expuesto conduce a decir que la generación de la trayectoria deseada
asume un papel muy importante ya que esta establece las condiciones necesarias para
estabilizar la dinámica interna.

En la parte experimental, no se logró implementar las estrategias de control propuestas
en los caṕıtulos 3 y 4 debido a los accidentes que se obtuvieron al implementar la estrategia
de control para aumentar el amortiguamiento en la orientación del helicóptero. Afortunada-
mente, al estar realizando los experimentos, se puede concluir los siguiente:

La sincronización de los servomotores mostró un comportamiento apropiado para efec-
tuar los movimientos de plato ćıclico ante los mandos colectivo, lateral y longitudinal.
La ecuación (6.9) sirvió para acoplar las señales del control con las señales del piloto, a
pesar de las impresiones en la calibración del rotor debido a la holgura del mecanismo
del rotor.

Los experimentos mostraron que un buen desempeño del manejo del helicóptero, va
relacionado con colocar el centro de masa en el eje rotor. Esto se logra a través de
distribuir los componentes electrónicos en el helicóptero, y compensar el desbalanceo
resultante mediante contrapesos.

El sobre peso del helicóptero ocasiona un consumo mayor de enerǵıa eléctrica. Si se
añade demasiado peso al helicóptero, se tendrá que la magnitud del empuje deberá
aumentar y en consecuencia el par de reacción del motor principal, esto ocasiona que el
rotor de cola no pueda generar el suficiente empuje para compensar al par de reacción,
teniendo aśı una indeseada rotación del fuselaje.

Los resultados experimentales muestran un mejor desempeño en la velocidad de cabeceo
en un 28 %, pero se incremento la velocidad alabeo en un 55 %.



Trabajos a futuro

Los trabajos a futuro a desarrollar son los siguiente:

A partir de la dinámica interna obtenida en la ecuación (4.18), se desarrollara las
condiciones de suficiencia para establecer la estabilidad de la dinámica interna.

Se propone encontrar una nueva trayectoria para la variable xd(α); esto se debe realizar
con las consideraciones de las ganancias que afectan a esta dinámica

Desarrollar un estrategia de control basada en la técnica de seguimiento de ruta para
estabilizar el caso no lineal.

Implementación de las estrategias de control establecidas en los caṕıtulos 3 y 4.
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Apéndice A

Teoremas

Teorema 1 [52] Suponga que la ecuación de estados lineal ẋ(t) = A(t)x(t), x(t0) = x0 es
uniformemente exponencial estable y existe una constante finita α tal que ‖A(t)‖ ≤ α para
toda t. Entonces existe una constante positiva β tal que la ecuación de estado lineal

ż(t) = [A(t) + F (t)] z(t)

es uniformemente exponencialmente estable si ‖F (t)‖ ≤ β para toda t.

Teorema 2 [52] Suponga que para la ecuación de estado lineal ẋ(t) = A(t)x(t) x(t0) = x0

con A(t) continuamente diferenciable, existen constantes positivas finitas α, µ tal que, para
toda t, ‖A(t)‖ ≤ α y cada valor propio de A(t) satisface Re[λ(t)] ≤ −µ. Entonces existe una
constante positiva β tal que si la derivada con respecto al tiempo de A(t) satisface ‖Ȧ(t)‖ ≤ β
para toda t, la ecuación de estado es uniformemente exponencialmente estable.
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Apéndice B

Coeficientes de bci

En la sección 3.2 se realiza una prueba de robustez, cuando se considera a la rigidez de
las palas, ya que este término altera la estructura matemática del modelo. En la parte de la
prueba se necesita obtener las ráıces del siguiente polinomio

kf (t) = bc8 cos(θd)
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Los términos bci están dados por

bc1 = 2
Iyy

(
k4 λz2

3 +
(
−λz1 k3 − k4

2
)
λz2

2 + λz1 k4 (−2 + k3)λz2 +
(
−k42 − 2 k3

2
)
kb + λz1 k4

2 + k3 λz1
2
)

lhmg

bc2 =
4m2lh2

(
g
((
−1/4λz2

6 + 1/2λz2
5k4 +

(
−1/4λz1

2 + λz1 − 1/4 k4
2
)
λz2

4 + 1/2 k4

(
λz1

2 + 2 kβ − 3λz1

)
λz2

3
)
Iyy2

))2

l4
h
m4g4

+
4m2lh2

(
g
((((

−k4
2 − 3/2λz1 k3

)
kβ + 1/2λz1

(
λz1 − 1/2 k4

2
) (
λz1 − 2

))
λz2

2
)))

Iyy2

l4
h
m4g4

+
4m2lh2

(
g
((
−1/2 k4

((
(4− 3 k3 )λz1 + k3

)
kβ + λz1

2
(
λz1 − 2

))
λz2 +

(
−k3

2 − 1/4 k4
2
)
kβ

2
))

Iyy2
)2

l4
h
m4g4

+
4m2lh2

(
g
((

+3/2λz1

(
2/3 k4

2 + λz1 k3 + 1/3 k3
2
)
kβ − 1/4λz1

4 − 1/4λz1
2k4

2
)
Iyy

2
)
Iyy2

)2

l4
h
m4g4

+
4m2lh2

(
g
(
+

(
−1/4λz2

6 + 1/2λz2
5k4 +

(
−1/4λz1

2 + λz1 − 1/4 k4
2
)
λz2

4
)
m2lh2

)
Iyy2

)2

l4
h
m4g4

4m2lh2
(
g
((

+1/2λz1 k4

(
−3 + λz1

)
λz2

3 + 1/2λz1

(
λz1 − 1/2 k4

2
) (
λz1 − 2

)
λz2

2
))

Iyy2
)2

l4
h
m4g4

4m2lh2
(
g
((
−1/2λz1

2k4

(
λz1 − 2

)
λz2 + k3

2g2 − 1/4λz1
2k4

2 − 1/4λz1
4
)
m2lh

2
))2

l4
h
m4g4

109



110 Sección de Mecatrónica

bc3 = −
6mlh gIyy

(
1/3

(
λz2

6 − 2λz2
5k4 +

(
λz1

2 − k3 + k4
2 − 4λz1

)
λz2

4 − 2 k4

(
−3λz1 − 1/2 k3 + 1/2 kβ + λz1

2
)
λz2

3
))

kb Iyy2

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

((((
2λz1 k3 + k4

2
)
kβ − 2

(
λz1 + 1/2 k3 − 1/2 k4

2
)
λz1

(
λz1 − 2

))
λz2

2
))

kb Iyy2

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

((
2 k4

((
(1− k3 )λz1 + 1/2 k3

)
kβ +

(
λz1

2 + (−2 + 1/2 k3 )λz1 − 1/2 k3

)
λz1

)
λz2

))
kb Iyy2

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

((((
−k4

2 − 2 k32 − 2λz1 k3

)
kβ + λz1

(
λz1 k3 + k4

2 + λz1
2
))
λz1

)
kβ Iyy

2
)

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

(
+m2lh2

(
1/3λz2

6kβ − 2/3λz2
5kβ k4 + 1/3 kβ

(
λz1

2 − k3 + k4
2 − 4λz1

)
λz2

4
))

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

(
m2lh2

(
+1/3 k − 4

((
6λz1 − 2λz1

2 + k3

)
kβ + g2

)
λz2

3
))

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

(
m2lh2

(
+

(
−2/3

(
λz1 + 1/2 k3 − 1/2 k4

2
)
λz1

(
λz1 − 2

)
kβ − g2

(
1/3 k42 + λz1 k3

))
λz2

2
))

l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

(
m2lh2

(
+k4

((
2/3λz1

2 + (1/3 k3 − 4/3)λz1 − 1/3 k3

)
kβ + (k3 − 2/3) g2

)
λz1 λz2

))
l4
h
m4g4

−
6mlh gIyy

(
m2lh2

(
+

(
−7/3 k3

2g2 + 1/3λz1
3k3 + 1/3λz1

2k4
2 + 1/3λz1

4
)
kβ + g2

(
1/3λz1 k4

2 + k3 λz1
2 + 1/3 k3 k1 − 1/3 k4 k2

)))
l4
h
m4g4

bc4 = −

(
λz2

6 − 2λz2
5k4 +

(
k4

2 + λz1
2 − 4λz1 − 2 k3

)
λz2

4 − 2 k4

(
−3λz1 − k3 + λz1

2
)
λz2

3
)
kb2Iyy4

l4
h
m4g4

−

((
−2λz1

3 +
(
k4

2 + 4− 2 k3

)
λz1

2 +
(
4 k3 − 2 k4

2
)
λz1 + k3

2
)
λz2

2 + 2 k4

(
λz1

2 + (−2 + k3 )λz1 − k3

)
λz1 λz2

)
kb2Iyy4

l4
h
m4g4

−

(
λz1

2
(
λz1

2 + k3
2 + k4

2 + 2λz1 k3

))
kb2Iyy4

l4
h
m4g4

+
2m2

((
g2 − 1/2 kβ

2
)
λz2

6 +
(
kβ

2k4 − 2 g2k4

)
λz2

5 +
((
−1/2 k4

2 + 2λz1 + k3 − 1/2λz1
2
)
kβ

2 + g2
(
k42 + λz1

2 − 4λz1

))
λz2

4
)
lh2

l4
h
m4g4

Iyy
2

+
2m2

((
k4

(
−3λz1 − k3 + λz1

2
)
kβ

2 − 2 g2kβ k4 − 2 g2
(
1/2 k2 − 3 k4 λz1 + k4 λz1

2
))
λz2

3
)
lh2Iyy2

l4
h
m4g4

+
2m2

(
+

((
λz1

3 +
(
−1/2 k4

2 − 2 + k3

)
λz1

2 +
(
k4

2 − 2 k3

)
λz1 − 1/2 k3

2
)
kβ

2 +
(
2 g2k4

2 + 8 g2λz1 k3

)
kb

))
lh2Iyy2

l4
h
m4g4

+
2m2

((
−2

(
λz1

3 +
(
−1/2 k4

2 − 2
)
λz1

2 +
(
1/2 k1 + k4

2
)
λz1 − 1/2 k4 k2

)
g2

)
λz2

2 +
(
−k4

(
λz1

2 + (−2 + k3 )λz1 − k3

)
λz1 kβ

2
))

lh2Iyy2

l4
h
m4g4

+2m2
((
−8 g2k4 ((−1/2 + k3 )λ z1− 1/8 k3 ) kβ + 2

(
k4 λz1

2 + k2 − 2 k4 λz1 + 1/2 k4 k1
)
λz1 g

2
)
λz2

)
lh2Iyy2

l4
h
m4g4

+
2m2

(
−1/2λz1

4 − λz1
3k3 +

(
−1/2 k4

2 − 1/2 k3
2
)
λz1

2 + 6 k3
2g2

)
kβ

2lh2Iyy2

l4
h
m4g4

+
2m2

(
−8

(
k3 λ z12 +

(
1/4 k4

2 + 3/8 k3
2
)
λz1 + 3/8 k3 k1 − 1/4 k4 k2

)
g2kβ +

(
λz1

3 +
(
k1 + k4

2
)
λz1 − k4 k2

)
λz1 g

2
)
lh

2Iyy
2

l4
h
m4g4

−
4m4lh

4g2
(
−1/4λz2

6 + 1/2λ z25k4 +
(
−1/4λz1

2 + λz1 − 1/4 k4
2
)
λz2

4 + 1/2 k4 λz1

(
−3 + λz1

)
λz2

3
)

l4
h
m4g4

−
4m4lh

4g2
(
+1/2λz1

(
λz1 − 1/2 k4

2
) (
λz1 − 2

)
λz2

2 − 1/2 k4 λz1
2
(
λz1 − 2

)
λz2 − 1/4λz1

4 + 1/4 k1
2 − 1/4λz1

2k4
2 + 1/4 k2

2 + k3
2g2

)
l4
h
m4g4
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−2mlh g
(
−3 k3

(
λ z1 k3 + k1 + λz1

2
)
kβ + λz1

4 + λz1
3k3 +

(
2 k1 + k4

2
)
λz1

2 + (−2 k4 k2 + k3 k1)λz1 + k1
2 + k2

2
)
Iyy3kβ

l4
h
m4g4

bc8 = −

(
λz2

6 − 2λz2
5k4 +

(
k4

2 + λz1
2 − 4λz1 − 2 k3

)
λz2

4 +
(
6 k4 λz1 + 2 k3 k4 − 2 k2 − 2 k4 λz1

2
)
λz2

3
)
Iyy

4kβ
2

lh
4m4g4

−

((
−2λz1

3 +
(
k4

2 + 4− 2 k3

)
λz1

2 +
(
−2 k4

2 + 4 k3 − 2 k1

)
λz1 + 2 k4 k2 + k3

2
)
λz2

2
)
Iyy4kβ

2

lh4m4g4

−

((
2 k4 λz1

3 + 2 k4 (−2 + k3)λz1
2 + ((2 k1 − 2 k3) k4 + 4 k2)λz1 + 2 k2 k3

)
λz2 + λz1

4 + 2λz1
3k3

)
Iyy

4kβ
2

lh4m4g4

−

((
k4

2 + k3
2 + 2 k1

)
λz1

2 + (2 k3 k1 − 2 k4 k2)λz1 + k1
2 + k2

2
)
Iyy

4kβ
2

lh4m4g4



Apéndice C

Coeficientes de la matriz GY y FY

En la sección 4.2.1 se realiza una retroalimentación estática para obtener una matriz de
desacoplamiento, el grado relativo del sistema es {2, 2, 2, 2} y se obtiene la siguiente expresión
matemática, donde se hace una agrupación de los términos con base a los elementos que
incluyen la entrada, GY , y los términos que no son afectados la entrada, FY . La forma de la
expresión es

Ÿ = FY +GY u, (C.1)

La matriz GY ∈ R4×4 y está dada por:

GY =


g11 g12 g13 g14

g21 g22 g23 g24

g31 g32 g33 g34

g41 g42 g43 g44


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donde

g11 = − sin(ψ) sin(φ)+cos(ψ) sin(θ) cos(φ)
m

g12 = − (sin(ψ) cos(φ)−cos(ψ) sin(θ) sin(φ))d
Ixx

g13 = − cos(ψ) cos(θ)d
Iyy

g14 = sin(ψ) cos(φ)−cos(ψ) sin(θ) sin(φ)
m

g21 = −− cos(ψ) sin(φ)+sin(ψ) sin(θ) cos(φ)
m

g22 = d(cos(ψ) cos(φ)+sin(ψ) sin(θ) sin(φ))
Ixx

g23 = − sin(ψ) cos(θ)d
Iyy

g24 = − cos(ψ) cos(φ)+sin(ψ) sin(θ) sin(φ)
m

g31 = − cos(θ) cos(φ)
m

g32 = cos(θ) sin(φ)d
Ixx

g33 = sin(θ)d
Iyy

g34 = − cos(θ) sin(φ)
m

g41 = − cos(φ)a
cos(θ)Izz

g42 = 0

g43 = sin(φ)
cos(θ)Iyy

g44 = cos(φ)lt
cos(θ)Izz

Los elementos de la matriz FY ∈ R4 de (4.7) están dados por

FY =


F1

F2

F3

F4


F1 = (d sin (ψ) sin (φ) p + d cos (ψ) sin (θ) cos (φ) p)

(
p +

sin(θ) sin(φ)q
cos(θ)

+
sin(θ) cos(φ)r

cos(θ)

)
+ (d cos (ψ) cos (θ) sin (φ) p + d cos (ψ) q sin (θ)) (cos (φ) q − sin (φ) r)

+ (−d cos (ψ) cos (φ) p− d sin (ψ) sin (θ) sin (φ) p + d sin (ψ) q cos (θ))
(

sin(φ)q
cos(θ)

+
cos(φ)r
cos(θ)

)
+

(−d sin(ψ) cos(φ)+d cos(ψ) sin(θ) sin(φ))(rIyy q−qIzz r)
Ixx

− d cos(ψ) cos(θ)(−rIxx p+pIzz r)
Iyy

F2 = (−d cos (ψ) sin (φ) p + d sin (ψ) sin (θ) cos (φ) p)
(
p +

sin(θ) sin(φ)q
cos(θ)

+
sin(θ) cos(φ)r

cos(θ)

)
+ (d sin (ψ) cos (θ) sin (φ) p + d sin (ψ) q sin (θ)) (cos (φ) q − sin (φ) r)

+ (−d sin (ψ) cos (φ) p + d cos (ψ) sin (θ) sin (φ) p− d cos (ψ) q cos (θ))
(

sin(φ)q
cos(θ)

+
cos(φ)r
cos(θ)

)
+

(d cos(ψ) cos(φ)+d sin(ψ) sin(θ) sin(φ))(rIyy q−qIzz r)
Ixx

− d sin(ψ) cos(θ)(−rIxx p+pIzz r)
Iyy

F3 = g + cos (φ) dp cos (θ)
(
p +

sin(θ) sin(φ)q
cos(θ)

+
sin(θ) cos(φ)r

cos(θ)

)
+ (− sin (φ) dp sin (θ) + d cos (θ) q) (cos (φ) q − sin (φ) r) +

cos(θ) sin(φ)d(rIyy q−qIzz r)
Ixx

+
d sin(θ)(−rIxx p+pIzz r)

Iyy

F4 = (cos (φ) q − sin (φ) r)
(
p +

sin(θ) sin(φ)q
cos(θ)

+
sin(θ) cos(φ)r

cos(θ)

)
(cos (θ))−1 +

(sin(φ)q+cos(φ)r) sin(θ)(cos(φ)q−sin(φ)r)

(cos(θ))2
+

sin(φ)(−rIxx p+pIzz r)
cos(θ)Iyy

+
cos(φ)(qIxx p−pIyy q)

cos(θ)Izz



Apéndice D

Preliminares

D.1. Principio de Bernoulli aplicado a un perfil de pala

El principio de Bernouilli se basa en la conservación de la enerǵıa y se aplica para explicar
a la sustentación de las aeronaves al considerar a la masa de aire en movimiento como un
sistema con dos tipos diferentes de enerǵıa: la enerǵıa de presión y la enerǵıa cinemática.
La enerǵıa de presión es debida a la presión estática o atmosférica mientras que la enerǵıa
cinemática se debe a la velocidad de la masa de aire.

Al aplicar el principio de Bernoulli hacia el caso de un perfil de una pala sometido a una
corriente de aire (véase la figura D.1), se tendrá que el flujo de aire es dividido en el borde de
ataque, dando por resultado que una corriente de aire pase por los extradós y la otra parte
pase por los intradós. La corriente que fluye por la parte de los extradós recorrerá mayor
distancia que la masa de aire que fluye por los intradós provocando que la masa de aire de
los extradós tenga una mayor velocidad que la masa de corriente de los intradós. De acuerdo
al principio de Bernoulli, si la enerǵıa se conservar se tendrá que la presión en los extradós
es diferente a la presión de los intradós provocando una diferencia de presiones que da pie a
la generación de una fuerza llamada sustentación.

Figura D.1: Sustentación en un perfil de pala.
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D.2. Partes principales de un helicóptero

El helicóptero a escala reducida está compuesto por varios subsistemas que interactúan
entre śı para lograr el vuelo del veh́ıculo. Los subsistemas son: el rotor principal, el rotor de
cola, el fuselaje, la barra estabilizadora y el motor eléctrico. A continuación se muestran los
subsistemas del helicóptero a escala reducida.

Figura D.2: Subsistemas del helicóptero.

D.3. Rotor principal

El subsistema del rotor principal se considera un multisistema debido a los mecanismo
que hay en śı mismo. Este está compuesto principalmente por un conjunto de palas, las cuales
producen la sustentación necesaria para lograr el vuelo de la aeronave. Cuando las palas em-
piezan a rotar, el aire pasa alrededor de la pala y a consecuencia de la geometŕıa del perfil de
la pala, la velocidad del aire pasará con mayor velocidad en la parte superior que en la parte
inferior; Al mismo tiempo, la diferencia de las velocidades del aire producen una diferencia
de presión, la cual se ve reflejada en la creación de la sustentación de la aeronave.

Las palas presentan cierta flexibilidad y movimientos independientes alrededor del eje de
rotación tales como el ángulo de aleteo (β), el ángulo de atraso-adelanto (ξ) y el ángulo de
cabeceo colectivo de la pala (θ0) [53] , como se observa en la figura D.3.
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Figura D.3: Grados de libertad de la pala, figura tomada de [6].

Cuando el rotor empieza a girar, las palas son expuestas a fuerzas aerodinámicas y dinámi-
cas provocando un aleteo; las puntas de las palas giran en una trayectoria constante formando
aśı un cono cuya base se nombra como el plano del cono (ver figura D.4) [6]. Las fuerzas ae-
rodinámicas que destacan en la pala son la sustentación y el arrastre, las cuales darán por
resultado el empuje ( la suma total de la fuerza de sustentación proporcionada por cada
pala), y el par de arrastre (resultado de las fuerzas de arrastre). Aunado a esto, se menciona
que la dirección del empuje es perpendicular al plano de rotación, por lo tanto para lograr
movimientos hacia enfrente, hacia atrás, hacia la derecha o hacia la izquierda se tendrá que
inclinar el plano de rotación hacia la dirección deseada.

Figura D.4: Trayectoria de punta de pala.
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D.3.1. Mecanismo del rotor.

La parte fundamental del rotor es el plato oscilatorio (también llaman plato ćıclico) y
está constituido por el plato rotativo y el plato no rotativo como se ilustra en la figura D.5.
La función del plato ćıclico es variar la magnitud y dirección del empuje a través de los
movimientos del plato oscilatorio, el cual es accionado por unos conectores de cabeceo. Si el
desplazamiento del plato oscilante es vertical, se estará variando el ángulo de ataque (véase
figura 2.2), dando como resultado la variación del empuje. En otras palabras, si el plato
oscilante se mueve hacia arriba, el empuje se incrementa y si el plato se desplaza hacia abajo,
el empuje se reduce.

Figura D.5: Mecanismo del plato ciclico del rotor, figura tomada de [6].

Por otro lado, el cambio de la dirección del empuje se logra a través de la inclinación de
la base del cono debido a que ambos son perpendiculares entre śı. La inclinación de la base
del cono es proporcional a la inclinación del plato oscilante.

Otra forma de incrementar al empuje es mediante el aumento de la velocidad del rotor,
ya que esta depende de su velocidad de giro. Es decir, si la velocidad del rotor incrementa, la
fuerza de empuje aumentará. En caso contrario, si la velocidad del rotor disminuye, la fuerza
de empuje se reduce. Esta manera de variar el empuje es adecuada para los helicópteros
impulsados por un motor eléctrico debido a su rápida respuesta ante los cambios de velocidad.
Sin embargo, esto no aplica para los motores de combustión interna porque su tiempo de
respuesta es lenta.

D.4. Mandos del piloto.

El helicóptero es controlado por 5 entradas de mandos, los cuales se describen a conti-
nuación:
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δlat.- Entrada de control lateral: provoca el movimiento lateral de la aeronave y al mismo
tiempo el alabeo. La entrada de mando es mediante la palanca ćıclica.

δlong.- Entrada de control longitudinal: logra que la aeronave se traslade longitudinal-
mente y cabeceé. La entrada en a través de la palanca ćıclica.

δcol.- Entrada de control colectivo: hace que el helicóptero tenga un movimiento vertical,
y es aplicado desde la palanca del mando colectivo.

δped.- Entrada de control del timón:.- provoca que el helicóptero rote sobre el eje zb y
por lo tanto realiza el guiñado. Esta entrada es a través de los pedales.

δm.-Mando de la velocidad del rotor principal (Ω): generalmente el piloto no tiene
acceso a la variación de la velocidad del rotor principal; esto es para reducir el número
de entradas de control que el piloto necesita manejar. La velocidad del rotor principal
es controlada por un sistema llamado gobernador, el cual se encarga de mantener la
velocidad constante del rotor. La importancia del gobernador radica en lo siguiente:
cuando el mando colectivo es utilizado, se induce una variación del ángulo de cabeceo
de las palas que a su vez proporciona un cambio en la carga debido al arrastre de las
palas; esto altera la velocidad del rotor y afecta al empuje generado porque solo debe
variar a la fuerza del rotor y no a la variación de velocidad, por tal razón es importante
mantener la velocidad constante.

Entonces, las entradas de los mandos de control se agrupan de la siguiente forma

U =
[
δlat δlong δcol δped δm

]
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Abstract A nonlinear control scheme is proposed
for the trajectory tracking problem of a small scale
helicopter’s longitudinal dynamics. The control
scheme is based on a control design procedure
that constructs static feedback regulators for non-
linear systems which are linearizable by dynamic
feedback. Besides, the flatness characteristics of
the helicopter’s longitudinal dynamics are used
to design the desired trajectory. The controller
proposed is based on the longitudinal model of
the small scale helicopter including the main rotor
and stabilizer bar dynamics. Sufficient conditions
are given to guarantee asymptotic convergence to
zero of the tracking error and to keep the main
rotor thrust always negative assuming that all the
helicopter’s parameters are known and that all
helicopter’s states are measured. Numerical sim-
ulations are given to show the performance of the
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controller in the presence of the main rotor and
stabilizer bar dynamics.
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1 Introduction

The new technological developments such as new
materials, new high performance micro sensors
and micro actuators together with new high per-
formance programmable devices and new control
techniques, spanning from linear to nonlinear ap-
proaches, have renewed the interest on the con-
ventional helicopter for autonomous flight [3, 12].
In spite of its complex actuator mechanism the
conventional helicopter, main rotor plus tail rotor,
is one of the best flying machines for attaining
flight objectives such as surveillance, inspection,
recognition and rescue.

Research on control design for autonomous
flying of small-scale helicopters is strongly based
on the dynamic model. The main challenge for
control design is that the dynamic model is de-
scribed by highly nonlinear differential equations.
The reason of this is that the mechanical subsys-
tem of the main rotor is quite complex. This mech-
anism, known as the swashplate, rotates and at the
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same time is able to modify the pitch angle of the
blades in order to increase or decrease the thrust.
Additionally, the swashplate aerodynamically tilts
the tip-path plane to change the thrust direction.

The difficulties in designing a control strategy
for the helicopter are explained in [7]. The au-
thors show that selecting any four outputs in order
to perform exact input-output linearization, the
resulting zero dynamics is unstable. This results
from the fact that there is a coupling between the
translational control inputs and the rotational con-
trol inputs. The authors of [7] are able to obtain a
minimum phase input-output linearized dynamics
by neglecting the coupling terms. Then, a trajec-
tory tracking control law is designed. Finally, it
is shown that the dynamics of the helicopter is
differentially flat.

Since the results of [7], it is also frequent to
consider the uncoupled dynamic model of the he-
licopter, so that a certain control technique can be
applied. For example, in [17], trajectory tracking
is achieved linearizing the helicopter’s dynamics
around the desired trajectory and designing a
linear control for the resulting time variant lin-
ear model. The Liouvillian characteristics of the
model are used to design the desired trajectory; by
means of numerical simulations the authors show
the controller performance using a trajectory that
travels from a hover position to a second hover
position.

In [14], a six degrees of freedom dynamic model
of the helicopter is considered. The dynamics of
the main rotor is disregarded because it is con-
sidered fast in comparison with the rigid body dy-
namics. The position and the yaw are commanded
by means of control strategy based on the back-
stepping technique. In order to design the control
strategy the effect of the lateral and longitudinal
forces produced by the tilting of the tip-path plane
are neglected. The attitude of the helicopter is
parameterized by means of the rotation matrix.

On the other hand, the dynamics of the stabi-
lizer bar is not frequently included in the model
of the small scale helicopter with the purpose
of facilitating control design. There are few ar-
ticles that incorporate the stabilizer bar dynam-
ics in control design. For example, in [4], it is
shown that selecting the control point and the
yaw angle as outputs an input-output minimum

phase linearized dynamics can be obtained. Then,
a sliding mode controller is designed for trajec-
tory tracking. The called control point is located
above the center of mass of the helicopter. The
non minimum phase problem pointed out in [7]
is solved in [4] considering the stabilizer bar. In
[18], a dynamic model of the helicopter, including
the rotor and stabilizer bar dynamics, is presented;
then a nonlinear robust controller is designed to
simultaneously satisfy multiple conflicting close-
loop performance specifications by means of the
Convex Integrated Design method.

In the present work, a nonlinear control scheme
is proposed for the trajectory tracking problem
of a small scale helicopter’s longitudinal dynam-
ics. The control scheme is based on the strategy
proposed in [15] where static feedback regula-
tors are designed for nonlinear systems which are
linearizable by dynamic feedback. Besides, the
flatness characteristics of the helicopter’s longi-
tudinal dynamics are used to design the desired
trajectory. The controller proposed is based on
the longitudinal model of the small scale heli-
copter, including the main rotor and the stabilizer
bar dynamics. Sufficient conditions are given to
guarantee asymptotic convergence to zero of the
tracking error and to keep the main rotor thrust
always negative assuming that all the helicopter’s
parameters are known and that all helicopter’s
states are measured. Numerical simulations are
given to show the performance of the controller in
the presence of the main rotor and stabilizer bar
dynamics.

The article is organized as follows. In Section 2,
the small scale helicopter model is described. In
Section 3, the external forces and torques applied
to the small scale helicopter are explained. Also,
the reduction made to the complete model given
in Section 2 is presented; this allows to obtain
the small scale helicopter’s longitudinal dynamics
which is used for control design purposes. The de-
sign of the nonlinear control scheme is presented
in Section 4. The robustness with respect to the
stiffness between blades and hub of the main rotor
is studied in Section 5. Numerical simulations are
presented in Section 6 to show the performance of
the helicopter’s longitudinal dynamic behavior in
closed loop. Finally, some conclusions are given in
Section 7.
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2 Fuselage Dynamic Model

Let us consider an inertial reference frame and a
body fixed reference frame to specify the position,
velocity and acceleration of the small scale heli-
copter. The inertial reference frame, also known
as earth fixed frame, denoted by f I = [xI yI zI ], is
located at a specific position over the earth, where
the axis xI is in the direction of the magnetic
north, the axis yI is in the direction of the east
and zI is in the direction of the earth’s center. The
body fixed reference frame denoted by f b = [xb

yb zb ], has its origin at the helicopter’s center of
gravity (C.G.). The direction of the axis xb is in
the longitudinal direction and yb is in the lateral
direction of the vehicle. These coordinate systems
are depicted in Fig. 1.

The fuselage is modelled as a rigid body in a
three dimensional space. In terms of body-fixed
coordinates the translational and rotational mod-
els are described by [19]

mV̇b + m
(
�b × Vb ) = f b (1)

I�̇b + (
�b × I�b ) = τ b (2)

where Vb = [u v w]T is the translational velocity,
with u, v, and w being the longitudinal, lateral

Fig. 1 Coordinate system of the helicopter

and vertical velocities respectively, �b = [p q r]T

is the angular velocity with p, q, and r being
the angular velocities around the xb , yb , and zb

axis respectively. The external forces, f b = [X
Y Z ]T , and external torques, τ b = [L M N]T ,
are expressed in the body-fixed reference frame,
where X, Y, and Z indicate the components of
the main rotor thrust in the longitudinal, lateral
and vertical direction respectively, as well as the
tail rotor thrust in the lateral direction. L, M, and
N are the torques applied around the xb , yb , and
zb axis, respectively. Finally, m and I are the mass
and inertia tensor of the small scale helicopter,
respectively.

2.1 Position and Velocities with Respect
to the Inertial Reference Frame

The translational and the angular velocities in
Eqs. 1–2 are expressed with respect to a body-
fixed frame. Thus, the position and orientation of
the helicopter are not specified with respect to the
inertial reference frame. Euler angles, � = [ φ θ ψ

], are commonly used to relate the variables in the
body frame to the inertial reference frame, where
φ, θ , and ψ are the roll, pitch, and yaw angles of
the rotorcraft. The translational variables in the
body frame are mapped to the inertial frame by
means of the rotation matrix R. In the sequence
of rotation ZYX [8], R is given by

R =
⎡

⎢
⎣

cθcψ cθ sψ −sθ

sφsθcψ − cφsψ sφsθ sψ + cφcψ sφcθ

cφsθcψ + sφsψ cφsθ sψ − sφcψ cφcθ

⎤

⎥
⎦

where the compact notation sx = sin(x) and cx =
cos(x) is used. Then, the external forces in Eq. 1
can be represented in the inertial reference frame
as [13]

f I = RT f b (3)

Moreover, the translational dynamics can be
expressed as

ṗI = v I

v̇ I = 1

m
f I (4)
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The angular velocities in the body frame are
related to the angular velocities in the inertial
frame by means of the expression [13]
⎡

⎣
φ̇

θ̇

ψ̇

⎤

⎦ =
⎡

⎣
1 sφ tθ cφ tθ
0 cφ −sφ

0 −sφ/cθ cφ/cθ

⎤

⎦

⎡

⎣
p
q
r

⎤

⎦ (5)

where, as above, the compact notation tx = tan(x)

is used.

2.2 Main Rotor and Stabilizer Bar Dynamics

The main rotor dynamics together with the sta-
bilizer bar dynamics are represented by two first
order differential equations, which describe the
rotor inclination taking into consideration the
aerodynamic effects. These equations are given
by [2]

τ f ȧ = −a
(

1 + μ2

2

)
− τ f q + p

�
+ Ab b + Alatδlat

+ Alonδlon
(
1+3μ2

)+ Alonkcc
(
1+3μ2

)+λ1c

τ f ḃ = − b
(

1+ μ2

2

)
− τ f p − q

�
− Baa + Blonδlon

+ Blatδlat
(
1 + μ2

) + Blatkdd
(
1 + μ2

) + λ1s

τsḋ = −d − τs p + Dlatδlat

τsċ = −c − τsq + Clonδlon (6)

where � is the rotational velocity of the main
rotor while a and b are the longitudinal and lateral
tilt of the tip-path plane. d and c are the longi-
tudinal and lateral tilt of the stabilizer bar. Alon

and Blat are constant terms while δlat and δlon are
the lateral and longitudinal cyclic inputs. λ1c and
λ1s are the longitudinal and the lateral component
of the non dimensionalized induced velocity. The
term Ab = −Ba is the stiffness number defined
as Ab = 8

γ

(
λ2

β − 1
)

where the term λβ is given

by λβ = 1 + kβ

Iβ�2 , being kβ the stiffness constant
in the joint of the blade with the hub and Iβ is
the moment of the inertia with respect to flapping
axes. μ is the advance ratio given by μ = u

Rb �
.

Finally, τ f is the time constant of the main rotor
tilt, given by τ f = 16

γ�
where γ is the Lock Number

defined as γ = ρcb Clα R4
b

Iβ
. In this expression ρ is

the air density, cb is the blade chord, Clα is the

thrust coefficient, and Rb is the rotor radius. The
small scale helicopter has a stabilizer bar so that
the sensitivity with respect to the control inputs is
reduced; this helps to stabilize the roll and pitch
angles.

3 External Forces and Moments

The external forces applied to the helicopter are
mainly due to the thrust of the main and tail
rotors and the gravitational force. There are other
forces, which are generally dismissed, such as the
aerodynamic forces due to the fuselage. The ex-
ternal forces can be expressed in the body-fixed
reference as [7]
⎡

⎣
X
Y
Z

⎤

⎦ =
⎡

⎣
XM

YM + YT

Z M

⎤

⎦ + R

⎡

⎣
0
0

mg

⎤

⎦ (7)

where XM, YM, and Z M are the components of
the thrust of the main rotor TMR, as it is shown in
Fig. 2, while YT is the component of the thrust of
the tail rotor in the direction of the yb axis.

The thrust of the main rotor is considered per-
pendicular to the rotor tip-path-plane according
to [9]. Therefore, the tilt of tip-path-plane can be

Fig. 2 Thrust of the main rotor
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used to describe the orientation of the thrust. The
mathematical description of the thrust vector has
the form [5]

⎡

⎣
XM

YM

Z M

⎤

⎦ =
⎡

⎣
−sacb

casb

−cacb

⎤

⎦ TMR (8)

The direction of the thrust of the tail rotor de-
pends on the placement of the tail rotor at the rear
of the helicopter. This is, when the helicopter is
seen from above, the tail rotor can be placed on
the right or left side of the body helicopter. The
thrust of the tail rotor TT is equal to the force YT .

On other hand, the external torque depends
on the thrust of the main and tail rotors, and on
the stiff at the joint of the hub and the blade,
together with the reaction torque of the main and
the tail rotor. The mathematical expression for
such a torque is given by [7]

⎡

⎣
L
M
N

⎤

⎦ =
⎡

⎣
LM

MM + MT

NM

⎤

⎦

+
⎡

⎣
YMlh + Z M yM + YT hT

−XMlh + Z MlM

−YMlM − YTlT

⎤

⎦ (9)

The terms (lM, yM, hM) and (lt, yt, ht) are
distances from the center of gravity to the point
of application of the thrust of the main and tail
rotors (see Fig. 3). The torques LM, MM, and NM

are given by [7]

LM = kβb − QMsa

MM = kβa + QMsb

NM = −QMcacb

MT = −QT

where kβb and kβa are the torques induced by the
rotor stiffness, QM is the torque of the main rotor
and QT is the torque due to tail rotor.

3.1 Reduction of the Dynamic Model

A dynamic model reduction is carried out in order
to obtain a model restricted to the plane xIzI . As
a result, the angular motions corresponding to roll
and yaw and the lateral motion are considered
null, that is, y = 0 m, v = 0 m/s, Y = 0 N, φ =
ψ = 0 rad, p = r = 0 rad/s, and L = N = 0 N. The
rotor and the stabilizer bar are made compatible
with the motion in the xIzI plane assuming that
δlat is controlled in such a way that b is kept at

Fig. 3 Distances between
the external forces
to the helicopter
center of gravity



J Intell Robot Syst

zero. The dynamic model is given by

mẍ = sθ Z M + cθ XM

mz̈ = mg + cθ Z M − sθ XM

Iyyθ̈ = −lh XM + lM Z M + kβa − QT

τ f ȧ = −a
(

1 + μ2

2

)
− τ f θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3μ2

)

+ Alonkcc
(
1 + 3μ2) + λ1c

τsċ = −c − τsq + Clonδlon (10)

The aim of the model reduction is to design a
simple control scheme for trajectory tracking pur-
poses. A more simplified model is obtained by
considering QT , kβ , λ1c and lM equal zero. Finally,
since XM = −saTMR and Z M = −caTMR the re-
duced model is described by the equations

mẍ = −sθcaTMR − cθ saTMR

mz̈ = mg − cθcaTMR + sθ saTMR (11)

Iyyθ̈ = lhsaTMR

τ f ȧ = −a
(

1 + μ2

2

)
− τ f θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3μ2

)

+Alonkcc
(
1 + 3μ2

)

τsċ = −c − τsq + Clonδlon

where [x, ẋ] ∈ R2, [z, ż] ∈ R2 and [θ, θ̇] ∈
(−π

2 , π
2 ) × R.

If the rotor dynamics response is faster than the
fuselage dynamics response, then the rotor and
stabilizer bar dynamics take the form

0 = −a
(

1 + μ2

2

)
− τ f θ̇ + Alonδlon

(
1 + 3μ2

)

+Alonkcc
(
1 + 3μ2

)

0 = −c − τsθ̇ + Clonδlon

and the angle of rotor inclination and the angle of
the stabilizer bar can be computed as

a = 2

2 + μ2

[−τ f θ̇ + Alon(1 + 3μ2)δlon

+ Alonkcc
(
1 + 3μ2

)]
(12)

c = −τsθ̇ + Clonδlon (13)

By substituting Eq. 13 into Eq. 12, one gets

a = 2

2 + μ2

[−τ f θ̇ + Alon
(
1 + 3μ2

)
δlon

+Alonkc
(−τsθ̇ + Clonδlon

) (
1 + 3μ2)]

(14)

or, equivalently,

a = 2

2 + μ2

[− (
τ f + Alonkcτs

(
1 + 3μ2

))
θ̇

+Alon
(
1+3μ2

)
(1+kcClon) δlon

]
(15)

By making the following assignment

σ1(μ) = 2
(
τ f + Alonkcτs

(
1 + 3μ2

))

2 + μ2

σ2(μ) = 2Alon
(
1 + 3μ2

)
(1 + kcClon)

2 + μ2

Equation 12 takes the form

a = −σ1(μ)θ̇ + σ2(μ)δlon

Assuming now that the angle of rotor inclination
is small, the dynamics described in Eq. 11 becomes

mẍ = −sθ TMR − cθ

(−σ1θ̇ + σ2δlon
)

TMR

mz̈ = mg − cθ TMR + sθ

(−σ1θ̇ + σ2δlon
)

TMR

Iyyθ̈ = lh
(−σ1θ̇ + σ2δlon

)
TMR (16)

which constitutes the reduced model to be used in
the design of the control scheme.

4 Control Strategy

Let us consider the reduced model (16). This sys-
tem is a differentially flat system in accordance to
[11] and the flat outputs are given by

Pz = z + Iyy

lhm
cθ

Px = x + Iyy

lhm
sθ (17)

Let us now define the error variables z1 and x1

as functions of the flat outputs, this is

z1 = Pz − Pzd

x1 = Px − Pxd
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where Pzd and Pxd denote the desired flat output.
The error variables z2 and x2 are given by

z2 = ż1 = ż − Iyy

lhm
sθ θ̇ − Ṗzd

x2 = ẋ1 = ẋ + Iyy

lhm
cθ θ̇ − Ṗxd (18)

Then, it is straightforward to verify that

ż2 = g − cθ

m

[
TMR + Iyy

lh
θ̇2

]
− P̈zd

ẋ2 = − sθ

m

[
TMR + Iyy

lh
θ̇2

]
− P̈xd (19)

The decoupling matrix associated to system
(19) is singular. Following [11], a dynamic exten-
sion could be used to get a full range decoupling
matrix. However, a different approach based on
[15] is now proposed. One defines TMR as

TMR = − Iyy

lh
θ̇2 + m

cθ

[
g − P̈zd + γz (z1, z2, t)

]
(20)

where the term γz (z1, z2, t) is a bounded function
to be specifier later. The following dynamics is
then obtained

ż1 = z2

ż2 = −γz (z1, z2, t)

ẋ1 = x2

ẋ2 = −tθ
[
g − P̈zd + γz (z1, z2, t)

] − P̈xd (21)

Let us introduce the variables x3 and x4 defined
as

x3 = ẋ2 = −tθ
[
g − P̈zd + γz

] − P̈xd

x4 = ẋ3 = − (
1 + t2

θ

) [
g − P̈zd + γz

]
θ̇

− tθ
(−P(3)

zd
+ γ̇z

) − P(3)
xd

Then, by taking the time derivative of x4, one
gets

ẋ4 = P(4)
x − P(4)

xd

where

P(4)
x =−2

(
1+t2

θ

) [
−P(3)

zd +γ̇z

]
θ̇ − tθ

[
−P(4)

zd + γ̈z

]

− (
g − P̈zd + γz

) (
1 + t2

θ

)

×
[

lh

Iyy
(−σ1θ̇ + σ2δlon)TMR + 2tθ θ̇2

]
− P(4)

xd

Let us now, set the input δlon as

δlon = 1

σ2

[
σ1θ̇ + Iyy

lhTMR

(−2tθ θ̇2 − A
)]

(22)

where A is given by

A = A1 + A2 + v2(
g − P̈zd + γz

) (
1 + tan2 θ

) (23)

with v2 a new input signal, and A1, A2 defined by

A1 = 2
(
1 + tan2 θ

) (
−P(3)

zd + γ̇z

)
θ̇

A2 = tan θ
(
−P(4)

zd + γ (2)
z

)
+ P(4)

xd

The resultant closed-loop system then takes the
form

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = x4

ẋ4 = v2

Now, the feedback v2 is proposed to be of the
form

v2 = −k4x4 − k3x3 − k2x2 − k1x1 (24)

where k1, k2, k3 and k4 are positive constants
which are suitably selected in order to do that x1,
x2, x3 and x4 converge to zero. It is important to
notice that the term g − P̈zd + γz in Eq. 23 must be
different from zero. This condition can be verified
if P̈zd and γz are designed in such a way that

g > |γz(z1, z2, t)| + |P̈zd| (25)

Since the desired trajectory is defined by the
control designer, it can be selected in such way
that |P̈zd| remains bounded as needed. The term
γz is designed as a bounded control following [6],
this is

γz = εz

2

[
tanh

(
2λz1

εz
z1

)
+ 1

2
tanh

(
4λz2

εz
z2

)]
(26)
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and, by means of a proper choice of the εz, the
constraint (25) can be satisfied for a given upper
bound on |P̈zd|.

The reduced small helicopter’s dynamics (16) in
closed loop form, with the controller defined by
Eqs. 20 and 22, is then described by the following
equations:

ż1 = z2

ż2 = −γz (z1, z2, t)

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = x4

ẋ4 = −k1x1 − k2x2 − k3x3 − k4x4

The previous developments can be summarized
in the following result.

Proposition Assume that all the small scale he-
licopter parameters are known and all the states
can be measured. Assume that Pxd and Pzd are

bounded and have bounded time derivatives. Con-
sider the small helicopter model (16) in closed
loop form with the control def ined by Eqs. 20
and 22. Then, there exists constants λz1 , λz2 , εz, k1,
k2, k3 and k4 such that the tracking error locally
asymptotically converges to zero. Moreover, TMR

is always negative.

Proof System (27) is separated in two decoupled
subsystems. The z1, z2 subsystem is controlled by
means of γz which is bounded due to hyperbolic
tangent function. The maximum amplitude of γz

is defined by 3εz/4 and the poles of the subsystem
can be easy placed in the left-half plane with the
gains λz1 , λz2 . The x1, x2, x3, x4 subsystem can be
stabilized through the Routh–Hurwitz criterion,
so that adequate values of k1, k2, k3 and k4 allow
to place of poles in the left-half s plane.

It is important to note that the closed loop
system achieves the trajectory tracking of the flat
outputs. The behavior of the original states is then
defined by the following diffeomorphism

x = x1 + Pxd − Iyy

lhm
x3 + P̈xd√

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2

z = z1 + Pzd + Iyy

lhm
(g − P̈zd + γz)√

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2

ẋ = x2 + Ṗxd − Iyy

lhm

(x4 + P(3)
xd

)
√

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2

+ Iyy

lhm

(x3 + P̈xd)
[
(x3 + P̈xd)(x4 + P(3)

xd
) + (g − P̈zd + γz)(γ̇z − P(3)

zd
)
]

[
(x3 + P̈xd)

2 + (g − P̈zd + γz)2
] 3

2

ż = z2 + Ṗzd − Iyy

lhm

(γ̇z − P(3)
zd

)
√

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2

− Iyy

lhm

(g − P̈zd + γz)
[
(x3 + P̈xd)(x4 + P(3)

xd
) + (g − P̈zd + γz)(γ̇z − P(3)

zd
)
]

[
(x3 + P̈xd)

2 + (g − P̈zd + γz)2
] 3

2

θ = arctan

(

− x3 + P̈xd

g − P̈zd + γz

)

θ̇ = −(x4 + P(3)
xd

)(g − P̈zd + γz) + (γ̇z − P(3)
zd

)(x3 + P̈xd)

(x3 + P̈xd)
2 + (g − P̈zd + γz)2

(27)
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which was obtained by solving Eq. 22 for θ and
θ̇ and replacing the solution into Eqs. 17 and 18.
From Eq. 27, we verify that the original states
converge to

x= Pxd − Iyy

lhm
P̈xd√

P̈2
xd

+ (g − P̈zd)
2

z= Pzd + Iyy

lhm
(g − P̈zd)√

P̈2
xd

+ (g − P̈zd)
2

ẋ= Ṗxd − Iyy

lhm

P(3)
xd√

P̈2
xd

+ (g − P̈zd)
2

+ Iyy

lhm

P̈xd

[
P̈xd P(3)

xd
+ (g − P̈zd)(−P(3)

zd
)
]

[
P̈2

xd
+ (g − P̈zd)

2
] 3

2

ż= Ṗzd − Iyy

lhm

(−P(3)
zd

)
√

P̈2
xd

+ (g − P̈zd)
2

− Iyy

lhm

(g− P̈zd)
[
(P̈xd)(P(3)

xd
)+(g− P̈zd)(−P(3)

zd
)
]

[
(x3+ P̈xd)

2+(g− P̈zd)
2
] 3

2

θ =arctan

(

− P̈xd

g − P̈zd

)

θ̇ = −(P(3)
xd

)(g − P̈zd) + (−P(3)
zd

)(P̈xd)

(P̈xd)
2 + (g − P̈zd)

2
(28)

Thus, the original states are bounded. From Eq. 27
TMR can be expressed as

TMR = − Iyy

lh

⎡

⎣
−
(
x4+P(3)

xd

)(
g− P̈zd +γz

)+
(
γ̇z−P(3)

zd

)(
x3+ P̈xd

)

(
x3 + P̈xd

)2 + (
g − P̈zd + γz

)2

⎤

⎦

2

− m
√

(x3 + P̈xd )2 + (g − P̈zd + γz)2

By the fact that the term (g − P̈zd + γz) is never
zero, the term TMR will always be negative. ��

5 Robustness with Respect to the Stiffness
Between Blades and Hub of the Main Rotor

The control strategy was obtained by consider-
ing the dynamic model in Eq. 16. However, one

important term was disregarded because it was
assumed that kβ was equal to zero (see Eqs. 16
and 10). It is then important to show the stability
properties of the proposed controller when kβ is
different from zero. Let us first consider the new
error coordinates defined as

e1 = x − xd

e2 = ẋ − ẋd

e3 = z − zd

e4 = ż − żd

e5 = θ − θd

e6 = θ̇ − θ̇d (29)

where xd, ẋd, zd, żd, θd and θ̇d are defined by the
desired flat output trajectory (28).

In this setting, model (16), together with the
term kβ , takes the form

m(ė2 + ẍd)=− sin(e5 + θd)TMR(e, t)

− cos(e5 + θd)

×(−σ1(e6+θ̇d)+σ2δlon(e, t)
)

TMR(e, t)

m(ė4 + z̈d)=mg − cos(e5 + θd)TMR(e, t)

+ sin(e5 + θd)

×(−σ1(e6+θ̇d)+σ2δlon(e, t)
)

TMR(e, t)

Iyy(ė6+θ̈d)= lh
(−σ1(e6+θ̇d)+σ2δlon(e, t)

)
TMR(e, t)

+ kb
(−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)

)

(30)

where e = [ e1 e2 e3 e4 e5 e6 ] and

TMR(e, t)=− Iyy

lh

(
e6 + θ̇d

)2

+ m
cos(e5 + θd)

[
g − P̈zd + γez(e)

]

δlon(e, t)= 1

σ2

[
σ1(e6 + θ̇d) + Iyy

lhTMR

×
(
−2 tan (e5+θd)

(
e6+θ̇d

)2− A(e)
)]
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with

A(e)=
2

(
1+tan2(e5+θd)

)(−P(3)

zd +γ̇ez(e)
)

(e6+θ̇d)
(
g − P̈zd + γez(e)

) (
1 + tan2(e5 + θd)

)

+
tan(e5+θd)

(
−P(4)

zd +γ (2)
ez (e)

)
+P(4)

xd +ve(e)
(
g− P̈zd+γez(e)

) (
1+tan2(e5+θd)

)

Now, the closed-loop system takes the form

ė = f (e, t) (31)

Next, a linear approximation of system (31)
around of the desired equilibroum point is ob-
tained by means of a Taylor series, more precisely

�ė = Am(t)�e (32)

where �e = e − e∗ and e∗ is the desired error,
which is equal to zero, and the matrix Am(t) is time
varying, because the desired trajectory is changing
in time.

The matrix Am(t) can be separated in two ma-
trices based on the elements which contain the kβ

term, as follows,

Am(t) = Am1(t) + F(t)

where the matrix F(t) contains all the terms that
depend on kβ , while the matrix Am1(t) contains
the terms which do not involve the kβ terms,
this is

Am1(t) =

⎡

⎢
⎢⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢⎢
⎣

0 1 0 0 0 0
∂ f2(e, t)

∂e1

∂ f2(e, t)
∂e2

∂ f2(e, t)
∂e3

∂ f2(e, t)
∂e4

∂ f2(e, t)
∂e5

∂ f2(e, t)
∂e6

0 0 0 1 0 0
∂ f4(e, t)

∂e1

∂ f4(e, t)
∂e2

∂ f4(e, t)
∂e3

∂ f4(e, t)
∂e4

∂ f4(e, t)
∂e5

∂ f4(e, t)
∂e6

0 0 0 0 0 1
∂ fs(e, t)

∂e1

∂ fs(e, t)
∂e2

∂ fs(e, t)
∂e3

∂ fs(e, t)
∂e4

∂ fs(e, t)
∂e5

∂ fs(e, t)
∂e6

⎤

⎥
⎥⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥⎥
⎦

∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
e=e∗

F(t) =

⎡

⎢⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
∂ fkb (e, t)

∂e1

∂ fkb (e, t)
∂e2

∂ fkb (e, t)
∂e3

∂ fkb (e, t)
∂e4

∂ fkb (e, t)
∂e5

∂ fkb (e, t)
∂e6

⎤

⎥⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎦

∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣∣
∣
∣
e=e∗

where fs and fkb are obtained from third equation
of Eq. 30 and they are given by

fs = lh

Iyy

((−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)
)

×TMR(e, t) − Iyyθ̈d
)

fkb = lh

Iyy
kb

(−σ1(e6 + θ̇d) + σ2δlon(e, t)
)

Theorem 1 of Appendix A is used to show the
stability of the system (32). First of all, the matrix
Am1(t) needs to be uniformly exponentially stable.
Am1(t) is uniformily exponentially stable if there
exists a finite constant α such that ‖Am1(t)‖≤α

for all t. The matrix Am1(t) is continuously differ-
entiable and ‖Am1(t)‖ is computed by means of [10]

‖Am1(t)‖ =
√

λmax(Am1(t)T Am1(t)) (33)
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The eigenvalues of Am1(t)T Am1(t) are com-
puted from the characteristic polynomial of
Am1(t)T Am1(t), this is,

det(λI − Am1(t)T Am1(t))

= λ6 + ka1(t)λ5 + ka2(t)λ4 + ka3(t)λ3

+ ka4(t)λ2 + ka5(t)λ + ka6(t) (34)

where ka1(t), ka2(t), ka3(t), ka4(t), ka5(t) and ka6(t)
are variable coefficients that depend on xd, zd, θd

and their respective time derivatives. Now, it is
assumed that the longitudinal and vertical desired
displacements are very slow in order to have ẋd =
ẍd = x(3)

d = x(4)

d = 0 and żd = z̈d = z(3)

d = z(4)

d = 0,
while xd and zd are finite constants.

As a consequence the kai, i = 1, . . . , 6
coefficients only depend on cos(θd) (These
coefficients were computed by means of Maple©
software and their mathematical expressions are
very long). Likewise, the eigenvalues of Eq. 33
depend on cos(θd). Since the kai, i = 1, . . . , 6
coefficients are very complex, it will be difficult to
obtain the eigenvalues analytically. A numerical
analysis is proposed to verify that the eigenvalues
are bounded. Figure 4 shows three graphs with
different scales in order to observe that the
eigenvalues are bounded. Then, there exists a
positive constant α such that ‖Am1(t)‖ ≤ α.

Afterwards, based on Theorem 2 of Appendix
A, every eigenvalue of Am1(t) must satisfy
Re[λ(t)]≤−μ. These eigenvalues are obtained

Fig. 4 Eigevalues of
A(t)T A(t) are bounded
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from its characteristic polynomial, which is given
by

det(λI−Am1(t))=λ6+kb1(t)λ5+kb2(t)λ4+kb3(t)λ3

+ kb4(t)λ2 + kb5(t)λ + kb6(t) (35)

where kb1(t), kb2(t), kb3(t), kb4(t), kb5(t) and kb6(t)
are coefficients which depend on cos(θd). The
graphic of Eq. 35 is presented in order to observe
that the eigenvalues are negative as is shown in
Fig. 5.

Finally, it is needed to verify if there exists
a positive constant β1 such that ‖Ȧm1(t)‖ ≤ β1,
Thus, one needs to verify whether the correspond-
ing eigenvalues are bounded. The characteristic
polynomial of ‖Ȧm1(t)‖ is given by

det(λI− Ȧm1(t))=λ6+kc1(t)λ5+kc2(t)λ4+kc3(t)λ3

+ kc4(t)λ2 + kc5(t)λ + kc6(t) (36)

where kc1(t), kc2(t), kc3(t), kc4(t), kc5(t) and kc6(t)
are coefficients which depend of cos(θd). A nu-
merical method is used again to verify if the
eigenvalues are bounded. The Fig. 6 shows that
these eigenvalues are bounded, thus there exists
a positive constant β1 such that ‖Ȧm1(t)‖ ≤ β1 and
Am1(t) is uniformly exponentially stable.

It is now necessary to find a positive constant
β such that ‖F(t)‖ ≤ β. ‖F(t)‖ is computed by
means of [10]

‖F(t)‖ =
√

λmax(F(t)T F(t))

where λmax(F(t)T F(t)) is the maximum eigenvalue
of det(λI − F(t)T F(t)), this is

det(λI − F(t)T F(t)) = λ6 − k f (t)λ5

= λ5
(
λ − k f (t)

)
(37)

Fig. 5 Three graphs
showing the position of
the bounded eigenvalues
of Am1(t)
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Fig. 6 Three graphs
showing the position
of the bounded eigevalues
of Ȧm1

Consequently, six eigenvalues are obtained
from Eq. 37. The first five eigenvalues are
bounded because they are at the origin and the
other eigenvalue can be written as a polynomial
function of cos(θd) as follows

k f (t) = b c8 cos(θd)
8 + b c7 cos(θd)

7 + b c6 cos(θd)
6

+ b c5 cos(θd)
5 + b c4 cos(θd)

4

+ b c3 cos(θd)
3 + b c2 cos(θd)

2 + b c1 cos(θd)

− l4
hm4g4

(
k2

3 + k2
4

)
(38)

where b c1, b c2, b c3, b c4, b c5, b c6, b c7 and b c8 repre-
sent finite values that depend on xd, zd, m, lh, Iyy,
g, kb , λz1 , λz2 , k1, k2, k3 and k4. The mathematical
expressions of the coefficientes b ci, i = 1, · · · , 8
are shown in Appendix B. Thus, k f (t) is bounded
because the cos(θd) only varies from −1 to 1.
Finally, the conditions of Theorem 1 are satisfied
and the system (32) is uniformly exponentially
stable.

6 Simulation Results

Some simulations were carried out in order to
evaluate the performance of the control strategy
proposed. The values of the parameters used were
m = 4.9 kg, lh = 0.2943 m, Iyy = 0.271256 kg-
m2, g = 9.81 m/s, t f = 0.0274, Alon = 0.011, kβ =
25.23, ts = 0.107, Clon = 0.00118, kc = 0.12. The
control scheme assures the flat output to converge
to zero asymptotically. However, the aim is to
control the position of the helicopter in the xI yI

plane. If xd and zd are given, the flat outputs
cannot be explicitly defined since one has two
equations and three variables in Eq. 17. A so-
lution to this problem can be obtained through
the generation of a desired trajectory for xd and
zd by means of Bézier polynomials while θd is
obtained from the solution of the differential
equation

θ̈d = −mlh

Iyy
(ẍd cos θd + (g − z̈d) sin θd)
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Fig. 7 Tracking of the trajectory in the axes zI

This equation is obtained from the model (11).
Consider xd = x, zd = z and θd = θ . Then, from
the first equation of Eq. 11 one has

TMR = − m
sin(θd)

(
ẍd + 1

m
cos(θd)aTMR

)

This expression is substituted in the second equa-
tion of Eq. 11 to obtain

ÿd = g + cos(θd)

sin(θd)
ẍd + 1

m sin(θd)
aTMR

Finally, aTMR is substituted into the third equa-
tion of Eq. 11.
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Fig. 8 Control input TMR
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Fig. 9 Tracking of the trajectory in the axes xI

The gains of the feedback controller (24) were
chosen as k1 = 16, k2 = 19.8, k3 = 16.8 and k4 =
10.5, while the gains of the bounded control (26)
were chosen as εz = 10, λz1 = 4 and λz2 = 4. The
simulation results show how the desired trajectory
is followed from the given initial condition to the
final condition. Figure 7 shows how that small
scale helicopter achieve the tracking trajectory;
the corresponding control signal is shown in Fig. 8.

The trajectory tracking with respect to the xI

axis is shown in Fig. 9, where the small scale
helicopter starts at a position of −8 m and reaches
a position of 20 m, in a time of 40 s. The corre-
sponding control input (22) is shown Fig. 10.
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Fig. 11 Tracking of the pitch trajectory

Figure 11 shows the trajectory tracking of the
pitch angle with an initial condition of 6◦. This
tracking is not perfect because θ is controlled
indirectly from the flat outputs.

6.1 Simulation of Robustness with Respect
to the Stiffness Between Blades
and Hub of the Main Rotor

Now, the dynamic model of the helicopter in-
cludes the stiffness between blades and the hub
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Simulation of x without kβ term

Simulation of x with kβ term

xd

Fig. 12 Response of the control strategy in the longitudi-
nal motion when the dynamic model includes the blades’
stiffness; longitudinal position
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Fig. 13 Response of the control strategy in the vertical
when the dynamic model includes the blades’ stiffness;
vertical position

by means of the kβ term. This fact makes an
important change in the model. Since a new
input appears which is not included in the control
strategy. Figures. 12, 13 and 14 show the perfor-
mance of the control strategy for trajectory track-
ing. The longitudinal cyclic input was bounded
in the simulation because the mechanism of the
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Simulation of θ without kβ term

θd

0 10 20 30 40
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

p
it

ch
 (

ra
d

)

time (s)

 

 

Simulation of θ with kβ term

θd

Fig. 14 Response of the control strategy in the pitch mo-
tion when the dynamic model includes the blades’ stiffness.
pitch motion



J Intell Robot Syst

0 10 20 30 40
25

30

35

40

45

50

55

60

65

70
ab

so
lu

te
 v

al
u

e 
o

f 
th

e 
m

ai
n

 r
o

to
r 

th
ru

st
 (

N
)

time (s)

 

 

Simulation without kβ term

Simulation with kβ term

Fig. 15 Response of the control strategy when the dynamic
model includes the blades’ stiffness. Thrust input

longitudinal cyclic input is designed to move in
a certain range. Moreover, If the strategy control
would be implemented, it is very possible that the
sensor generate electric noise, for this reason the
white noise was added in the simulation to simu-
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Fig. 16 Response of the control strategy when the dynamic
model includes the blades’ stiffness. longitudinal cyclic
input

Fig. 17 Bounded eigenvalues of det(λI − Am(t)T Am(t))

late its effects. Figure 14 shows as the amplitude
of the angular motion is reduced when the term
kβ is included in the model. Figure 15 shows the
amplitude of thrust. Figure 16 shows as the term
kβ affects the amplitude of the longitudinal cyclic
input.

6.2 Simulation of the Stability of System Am(t)

Theorem 2 in the Appendix is used to verify that
system (32) is uniformly exponential stable. The

Fig. 18 Negative eigenvalues of Am(t)
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Fig. 19 Bounded eigenvalues of det(λI − Ȧm(t)T Ȧm(t))

first condition that should be satisfied is that in
‖Am(t)‖ ≤ α where α is a finite positive constant.
Then ‖A(t)‖ = √

λmax(Am(t)T Am(t)). The corre-
sponding graphics (Fig. 17) were obtained in or-
der to observe that the eigenvalues are bounded,
considering that the desired trajectories xd and yd

are slow.
The second condition Re[λ(t)] ≤ −μ is verified

by means of a graphic showing the eigenvalues of
Am(t); this is showed in Fig. 18.

The third condition ‖Ȧ(t)‖ ≤ β for all t is
verified by means of the graphic in the Fig. 19.

0 10 20 30 40
−8

−6

−4

−2

0

2

4

lo
n

g
it

u
d

in
al

 d
is

p
la

ce
m

en
t 

(m
)

time (s)

 

 

x
xsb

xd

Fig. 20 Control performance to trajectory tracking of x
with/without stabilizer bar
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Fig. 21 Control performance to trajectory tracking of z
with/without stabilizer bar
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Fig. 22 Control performance to trajectory tracking of pitch
with/without stabilizer bar



J Intell Robot Syst

0 10 20 30 40
−25

−20

−15

−10

−5

0
ve

rt
ic

al
 d

is
p

la
ce

m
en

t 
(m

)

time (s)

 

 

z
zPID

zd

Fig. 23 Comparison of our control strategy with a PID;
vertical motion

6.3 Simulation of the Control Technique
With/Without Stabilizer Bar

The control strategy was evaluated with and with-
out the stabilizer bar. The graphics in Figs. 20,
21 and 22 show the behavior of the closed loop
system for trajectory tracking when the control
included the stabilizer bar and when it did not
include the stabilizer bar; the notation xsb , zsb and
θsb indicate that simulation did not include the sta-
bilizer bar effects. The design of the control strat-
egy without the stabilizer bar is described in [1].

The behavior of the closed loop system
with/without stabilizer bar for different initial con-
dition were similar to the one presented here.

6.4 Comparison of our Control Strategy
with a Traditional Control

Fig. 23 shows a comparison in the behavior of the
closed loop system when a PID control action is
used for trajectory tracking in the vertical mo-
tion. The response of the system with the control
strategy proposed in the present paper is faster
than the one obtained with the PID controller.
Additionally, when the trajectory begins, the PID
response presented a little deviation to follow the
trajectory.

7 Conclusions

This article presents a nonlinear control scheme
for the trajectory tracking of the longitudinal dy-
namics in a small scale helicopter. The flatness
characteristics of the longitudinal dynamics were
also used to generate the desired trajectory. Some
sufficient conditions were found to assure asymp-
totic tracking convergence. The simulation results
obtained show a good performance of the control
scheme to trajectory tracking with different ini-
tial condition and in presence of the white noise.
In addition, the dynamics model has a different
scheme structure when blade stiffness is included
in the model: the control strategy proposed her
archives trajectory tracking for this model. The
amplitude of the control response for the cyclic in-
put is smaller when the blade stiffness is included
in the helicopter model. The simulation results
presented show that the behavior of the resultant
closed loop system.
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Appendix A

Theorem 1 [16] Suppose the linear state equation
ẋ(t) = A(t)x(t) is uniformly exponentially stable
and there exists a f inite constant α such that
‖A(t)‖ ≤ α for all t. Then, there exists a positive
constant β such that the linear state equation

ż(t) = [
A(t) + F(t)

]
z(t)

is uniformly exponentially stable if ‖F(t)‖ ≤ β,
for all t

Theorem 2 [16] Suppose that for the system ẋ(t) =
A(t)x(t) with A(t) continuously dif ferentiable,
there exist f inite positive constants α, μ such that,
for all t, ‖A(t)‖ ≤ α and every pointwise eigenval-
ues of A(t) satisf ies Re[λ(t)] ≤ −μ. Then, there
exists a positive constant β such that if the time-
derivative of A(t) satisf ies ‖Ȧ(t)‖ ≤ β for all t, the
state equation is uniformly exponentially stable.
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Appendix B

The b ci term of (38) is given by

bc1 = 2
Iyy

(
k4 λz2

3 +
(
−λz1 k3 − k4

2
)

λz2
2 + λz1 k4 (−2 + k3) λz2 +

(
−k4

2 − 2 k3
2
)

kb + λz1 k4
2 + k3 λz1

2
)

lh mg

b c2 =
4 m2lh2

(
g

((
−1/4 λz2

6+1/2 λz2
5k4 +

(
−1/4 λz1

2+λz1 − 1/4 k4
2
)

λz2
4 + 1/2 k4

(
λz1

2 + 2 kβ − 3 λz1

)
λz2

3
)

Iyy2
))2

l4
hm4g4

+
4 m2lh2

(
g

((((
−k4

2 − 3/2 λz1 k3

)
kβ + 1/2 λz1

(
λz1 − 1/2 k4

2
) (

λz1 − 2
))

λz2
2
)))

Iyy2

l4
hm4g4

+
4 m2lh2

(
g

((
−1/2 k4

((
(4 − 3 k3) λz1 + k3

)
kβ + λz1

2
(
λz1 − 2

))
λz2 +

(
−k3

2 − 1/4 k4
2
)

kβ
2
))

Iyy2
)2

l4
hm4g4

+
4 m2lh2

(
g

((
+3/2 λz1

(
2/3 k4

2 + λz1 k3 + 1/3 k3
2
)

kβ − 1/4 λz1
4 − 1/4 λz1

2k4
2
)

Iyy
2
)

Iyy2
)2

l4
hm4g4

+
4 m2lh2

(
g

(
+

(
−1/4 λz2

6 + 1/2 λz2
5k4 +

(
−1/4 λz1

2 + λz1 − 1/4 k4
2
)

λz2
4
)

m2lh2
)

Iyy2
)2

l4
hm4g4

4 m2lh2
(

g
((

+1/2 λz1 k4
(−3 + λz1

)
λz2

3 + 1/2 λz1

(
λz1 − 1/2 k4

2
) (

λz1 − 2
)
λz2

2
))

Iyy2
)2

l4
hm4g4

4 m2lh2
(

g
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−1/2 λz1
2k4

(
λz1 − 2
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λz2 + k3

2g2 − 1/4 λz1
2k4

2 − 1/4 λz1
4
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m2lh2
))2

l4
hm4g4

bc3 = −
6 mlh gIyy

(
1/3

(
λz2

6−2 λz2
5k4+

(
λz1

2−k3+k4
2−4 λz1

)
λz2

4−2 k4
(−3 λz1 −1/2 k3+1/2 kβ +λz1

2
)
λz2

3
))

kb Iyy2

l4
hm4g4

−
6 mlh gIyy

((((
2 λz1 k3 + k4

2
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kβ − 2
(
λz1 + 1/2 k3 − 1/2 k4

2
)

λz1

(
λz1 − 2
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hm4g4

− 6 mlh gIyy
((

2 k4
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λz1

2 + (−2 + 1/2 k3) λz1 − 1/2 k3
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λz1
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λz2
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kb Iyy2

l4
hm4g4

−
6 mlh gIyy
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2 − 2 k32 − 2 λz1 k3

)
kβ + λz1

(
λz1 k3 + k4

2 + λz1
2
))

λz1
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kβ Iyy
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l4
hm4g4

−
6 mlh gIyy
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+m2lh2
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1/3 λz2

6kβ − 2/3 λz2
5kβ k4 + 1/3 kβ
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λz1

2 − k3 + k4
2 − 4 λz1
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λz2
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l4
hm4g4

−
6 mlh gIyy
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m2lh2 (+1/3 k − 4
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6 λz1 − 2 λz1

2 + k3
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kβ + g2
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λz2

3
))

l4
hm4g4
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