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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta un ontrolador no lineal para la dinámia traslaional de un

uatrirotor, así omo un ontrolador no lineal para su dinámia rotaional, este último se expresa en

el espaio de on�guraión de la orientaión del uatrirotor SO(3). La estrategia de ontrol propuesta

ompensa ativamente fuerzas y momentos externos mediante el uso de un estimador basado en la

ténia de Inmersión e Invarianza.

Adiionalmente a las fuerzas externas, el estimador propuesto reonstruye su primera y segunda

derivada. La reonstruión de estas señales es neesaria debido a la naturaleza subatuada de la

dinámia traslaional. La reonstruión de las derivadas temporales de los momentos externos no

es neesaria, ya que la dinámia rotaional es ompletamente atuada.

Realizando una aproximaión lineal de la dinámia en lazo errado, se presenta en esta tesis, un

análisis de estabilidad loal del sistema.

Se evalúa el funionamiento del ontrolador propuesto, realizando una serie de vuelos experimentales.
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Abstrat

In this thesis, a nonlinear ontroler for the traslational dynamis of a quadrotor is presented , as

well as a nonlinear ontroller for its rotaional dynamis, the latter in the on�guration spae of the

quadrotor attitude SO(3). The proposed ontrol strategy, atively ompensates external fores and

moments through the use of an estimator based on the Inmersion and Invariane tehnique.

In adition to the external fores, the proposed estimator also reonstruts its �rst and seond time

derivative. the reonstrution of this signals is neessary beause of the underatuated nature of the

traslational dynamis. The reonstrution of the time derivatives of the external moments is not

neessary, sine the rotational dynamis is ompletely atuated.

By performing a linear approximation of the losed loop dynamis of the quadrotor, we present an

this thesis, a loal stability analysis of the system

The evaluation of the proposed ontrollers is performed with the aid of a series of experimental

�ights.
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Capítulo 1

Introduión

1.1. VANT

Los vehíulos aéreos no tripulados (VANT), ada día están más presentes en la vida

diaria, por lo tanto el estudio de la robótia aérea se ha extendido y madurando

onsiderablemente. Las nuevas apliaiones oniernen prinipalmente a la interaión

entre varios vehíulos aéreos, así omo on su ambiente para prestar serviios a sus

operadores (1.1).

Figura 1.1: El Amazon PrimeAir ompletando su primer entrega on vuelo autónomo.

Esto implia que dos o más vehíulos aéreos vuelen muy próximos entre sí para

realizar trabajo ooperativo [2℄, [3℄, para manipular objetos, inluso algunos llegan a
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tener brazoz robótios integrados a su estrutura para la manipulaión de objetos [4℄,

[5℄, [6℄.

Podemos enontrar prinipalmente dos tipos de VANT, los de ala �ja (1.2) y los de

ala rotativa (1.3). Cada uno de estos tipos de VANT tiene sus respetivas ventajas

y desventajas. Por ejemplo los de ala �ja pueden alanzar distanias más largas y

ubrir mayor área de vuelo que los de ala rotativa, sin embargo el área de despegue

y aterrizaje de un vehíulo de ala rotativa es muho menor, y su maniobrabilidad es

signi�ativamente mayor.

Figura 1.2: Volantex Ranger 757-4, un VANT de ala �ja.

Dentro de los VANT de ala rotativa se enuentran los multirotores, los uales uentan

on más de dos alas rotativas. Estos vehíulos se han vuelto muy omeriales para

realizar desde tareas muy senillas de entretenimiento omo tomar imágenes y video,

hasta tareas más ompliadas omo resate, mapeo, vigilania, entrega de merania,

et. Cabe destaar que la ombinaión de este tipo de vehíulos aéreos no tripulados

on ténias de visión por omputadora es la que da pie a muhas de las apliaiones

antes menionadas [7℄.

El uatrirotor es un VANT multirotor, y omo su nombre lo india, uenta on uatro

rotores montados en los extremos de una estrutura en forma de ruz. Esta es la

on�guraión de multirotor más senilla, on respeto al modelado matemátio y

ontrol, y ya que es un robot móvil omnidireional, es ampliamente usado omo
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Figura 1.3: El Trimble ZX5, hexaóptero utilizado para mapeo y vigilania aérea, un

VANT de ala rotativa.

plataforma de experimentaión.

Comerialmente existen uatrirotores fabriados en diferentes materiales y on pro-

pósitos variados, algunos ejemplos de uatrirotores omeriales se presentan en las

Figuras 1.4 y 1.5.

Figura 1.4: Parrot AR.Drone 2.0

1.2. Estado del arte

Las nuevas apliaiones para la robótia móvil implian que el vehíulo aéreo vuele

en un ambiente no estruturado y turbulento [8℄. Es por esto que ontroladores de
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Figura 1.5: DJI Phantom 3.

alto rendimiento y robustez son eseniales.

El desarrollo de un ontrolador on robustez sobre ualquier tipo de dinámias no

modeladas y perturbaiones es prátiamente una tarea imposible, así que en este

trabajo nos onentramos en un tipo partiular de perturbaiones externas que serán

desritas en la seión 2.2.1.

El modelo del uatrirotor onsiderando o no perturbaiones en el sistema, puede y ha

sido ontrolado a través de diversos algoritmos de ontrol, los uales varían desde el

lásio Proporional-Integral-Derivativo lineal y no lineal (PID) o un Proporional-

Derivativo (PD), hasta esquemas más omplejos omo bakstepping o modos desli-

zantes [9℄.

Muhos trabajos de investigaión on uatrirotores, hoy en día, están enfoados a las

nuevas apliaiones, por lo tanto, a lidiar on las perturbaiones externas al modelo

dinámio del sistema debidas al ambiente o a las exigenias de la tarea que realiza el

vehíulo aéreo.

En la literatura podemos enontrar dos aproximaiones para abordar el problema de

perturbaiones en los vehíulos aéreos.

La primer aproximaión, modela de forma preisa las perturbaiones, por ejemplo,
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onsidera que los efetos aerodinámios dependen de la veloidad del vehíulo aéreo

[10℄, por lo tanto las perturbaiones dependen de los estados del vehíulo. La esti-

maión de las perturbaiones dependientes de los estados del sistema, es en general

una tarea difíil, ya que el proeso de estimaión depende de la forma en que los

parámetros desonoidos pueden ser parametrizados on respeto de los estados del

sistema.

Existen trabajos en los que se abandona la idea de ompensar los efetos de las per-

turbaiones, por ejemplo las perturbaiones aerodinámias. Sin embargo, sí requieren

la interaión de dos o más vehíulos aéreos, mediante experimentaión se obtiene el

área de trabajo de ada vehíulo (1.6) y la máxima aproximaión entre ellos para

evitar la interferenia aerodinámia [1℄.

Figura 1.6: Simulaiones de [1℄ en donde los ilindros representan la región de inter-

ferenia aerodinámia.

La segunda aproximaión onsidera a las perturbaiones omo señales externas, po-

siblemente variantes en el tiempo [11℄. Asumiendo que todos los estados del sistema

están disponibles y que el modelo dinámio es onoido, el proedimiento de estima-

ión de las perturbaiones puede ser sistematizado. Para sistemas subatuados, en lo

que se debe poner atenión es en la propagaión adeuada de las derivadas temporales

de los errores de estimaión.

En esta tesis se sigue la segunda aproximaión, se onsidera que las perturbaiones son

señales externas sin dependenia en el estado del uatrirotor. Espeí�amente fuerzas

y momentos externos on dependenia úniamente del tiempo. Los trabajos en [12℄ y

[13℄ están relaionados on los resultados de esta tesis, las diferenias son las siguientes,

en [12℄ las dinámias de los errores de estimaión son afetadas por la primera y
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segunda derivada temporal de las fuerzas y momentos externos (euaión (36) de

[12℄), en el presente trabajo los errores de estimaión son afetados úniamente por la

terera derivada temporal de las fuerzas externas y la segunda derivada temporal de

los momentos externos, respetivamente. Por otro lado, el trabajo en [13℄ onsidera

úniamente fuerzas y momentos externos onstantes en el tiempo.

1.3. Planteamiento del problema

El estimador de momentos y fuerzas externas que se proponga, adiionalmente, a la re-

onstruión de las fuerzas externas, también deberá reonstruir su primera y segunda

derivada temporal. Estas señales serán neesarias, debido a la naturaleza subatuada

de la dinámia traslaional del uatrirotor, para propagar la aión de ontrol de la

dinámia traslaional a la dinámia rotaional. Por otro lado, ya que la dinámia

rotaional es ompletamente atuada, el estimador solamente deberá reonstruir los

momentos externos, y no es neesario reonstruir sus derivadas temporales.

Es neesario proponer un ontrolador no lineal para la dinámia rotaional en el

espaio de on�guraión de la orientaión del uatrirotor, así omo haer uso de las

señales reonstruidas para ompensar ativamente los efetos de las perturbaiones

en la dinámia traslaional y rotaional.

La realizaión de vuelos experimentales es neesaria para probar el desempeño de

estimadores y ontroladores.

1.4. Objetivos

A ontinuaión se listan los objetivos de esta Tesis.

Estimar una lase de fuerzas y momentos externos variantes en el tiempo que

atúan sobre un uatrirotor.

Desarrollar una estrategia de ontrol apaz de ompenzar de forma ativa a las

fuerzas y los momentos externos variantes en el tiempo, que están presentes en
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la dinámia de un uatrirotor.

Validar experimentalmente el desempeño de los estimadores y ontroladores

desarrollados.

1.5. Organizaión de la tesis.

La organizaión de esta tesis es omo sigue. Al iniio del segundo apítulo se muestra

el modelo del uatrirotor desarrollado en [14℄, en el mismo apítulo se muestra el

desarrollo de los estimadores de momentos y fuerzas externas, así omo el desarrollo

del esquema de ontrol, tanto para la dinámia rotaional omo para la dinámia

traslaional. El �nal del Capítulo 3 se desribe la dinámia en lazo errado on una

aproximaión lineal, y se dan las bases para mostrar la estabilidad loal del sistema.

En el Capítulo 4 se muestran resultados experimentales que validan el desempeño de

estimadores y ontroladores. Finalmente, el Capítulo 5 se presentan onlusiones y

propuestas para trabajos a futuro a partir de las mismas onlusiones de este trabajo.
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Capítulo 2

Modelado y ontrol

En este apítulo se desribe el modelo del uatrirotor a partir de [14℄ .

También se muestra, el diseño de una estrategia de ontrol basada en un estimador

de fuerzas y momentos externos al sistema.

2.1. Modelo del uatrirotor

En la ténia de Quasi Euler-Lagrange seguida en [14℄, se onsidera que el uatrirotor

es un uerpo rígido. En la Figura 2.1 se muestra la estrutura meánia del uatrirotor

en el espaio. Se pueden observar dos maros de referenia, el inerial Oxeyeze que

está �jo a la Tierra y el maro de referenia uerpo Oxbybzb que está �jo al entro de

masa del uatrirotor.

El maro de referenia inerial está orientado según la onvenión aeronáutia Norte-

Este-Abajo, mientras que el maro de referenia uerpo está orientado de tal forma que

el eje xb apunte al frente del uatrirotor y el eje zb apunte haia abajo del uatriritor.

La posiión del entro de masa del uatrirotor on respeto del maro de referenia

inerial se representa por el vetor X = [x y z]⊤.

Por otro lado, la orientaión del maro de referenia �jo al uerpo del uatrirotor on

respeto del maro de referenia inerial está de�nido por la matriz de rotaión R.

La matriz de rotaión, usando la seuenia de rotaión Z-Y-X expresada en ángulos
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Figura 2.1: Cuatrirotor.

de Euler es [15℄

R(Φ) =




cψcθ cψsθsφ − sψcφ cψsθcφ + sψsφ

cθsψ sψsθsφ + cψcφ sψsθcφ − cψsφ

−sθ cθsφ cθcφ


 (2.1)

Siendo las matries de rotaión al rededor de ada eje

Rxφ =




1 0 0

0 cφ sφ

0 −sφ cφ


 Ryθ =




cθ 0 −sθ

0 1 0

sθ 0 cθ


 Rzψ =




cψ sψ 0

−sψ cψ 0

0 0 1
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En donde Φ = [ φ θ ψ ]⊤ y ψ, θ y φ representan respetivamente los ángulos de

Euler guiñada, abeeo y alabeo. Se utiliza la siguiente notaión sφ = sinφ, cφ =

cosφ, sθ = sin θ, cθ = cos θ, sψ = sinψ, cψ = cosψ.

Sobre el uatrirotor atúan las fuerzas debidas al ampo gravitatorio de la Tierra

Fg = mgee3 y las debidas al empuje produido por los rotores FT = −TT e
b
3. En donde

TT =
4∑

i=1

Ti

on Ti el empuje debido a ada rotor y ee3 y e
b
3 son dos vetores unitarios que apuntan,

orrespondientemente, en direión del eje ze del maro de referenia inerial y del eje

zb del maro de referenia �jo al uerpo, m es la masa del vehíulo y g es la onstante

de aeleraión gravitaional de la Tierra.

Idealmente, si los empujes generados por los motores son iguales entre si y on FT =

Fg, se produirá un vuelo estaionario del uatrirotor y al produir una diferenia de

empuje en los motores del uatrirotor, se generan momentos meánios al rededor de

los ejes del maro de referenia �jo uerpo, es deir xb, yb y zb.

2.1.1. Dinámia rotaional

La dinámia rotaional del uatrirotor es ompletamente atuada, ya que se pueden

generar pares alrededor de los tres ejes del maro de referenia uerpo diretamente

mediante diferenias en los empujes Ti dados por los rotores.

Al produir una diferenia entre el empuje T2 y el empuje T4 siendo mayor el primero,

se genera un momento meánio positivo L al rededor del eje xb, mientras que para

generar un momento meánio positivo M al rededor del eje yb la diferenia debe

produirse entre T1 y T3, aumentando al primero y reduiendo al segundo.

Al rotar los motores del uatrirotor, ada uno de ellos produe el efeto de par o

momento ontra-rotativo Qi que es proporional a la veloidad de giro al uadrado

de los mismos, en el uatrirotor. Dos atuadores giran en un sentido y los otros dos

giran en sentido ontrario, on lo que se puede generar momento al rededor del eje

zb en ambos sentidos. Para generar un momento meánio positivo N alrededor del
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eje zb se aumenta el momento ontra-rotativo Q2 y Q4 y se reduen los momentos

ontra-rotativos Q1 y Q3.

Lo anterior se puede expresar mediante el vetor de momentos meánios Me omo

sigue

Me =




L

M

N


 =




(T2 − T4)l

(T1 − T3)l

−Q1 +Q2 −Q3 +Q4




en donde l es la distania entre el eje de ada rotor y el entro de masa del uatrirotor,

Ti y Qi son los empujes y pares ontra-rotativos generados por ada motor y que están

en funión de la veloidad angular ωi de los mismos de la siguiente forma

Ti = CTiπr̄i
4ρω2

i

Qi = CQi
πr̄i

5ρω2
i

Aquí, CTi es el oe�iente de empuje propio de ada hélie, CQi
es el oe�iente

aerodinámio de momento reativo, r̄i es el radio de la hélie y ρ es la densidad del

aire.

De las dos euaiones se despeja ω2
i , y se onsidera ρ = 1

Kg

m3
para la Ciudad de

Méxio. A partir de la onsideraión anterior se tiene la siguiente igualdad

Qi

CQi
r̄i

=
Ti
CTi

(2.2)

Finalmente, se expresa el par reativo Qi en funión de los empujes Ti

Qi =
CQi

CTi
r̄iTi

Así, tenemos una relaión entre el empuje total TT y el vetor de momentos Me
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[
TT

Me

]
=




1 1 1 1

0 l 0 −l

l 0 −l 0

−kT r̄i kT r̄i −kT r̄i kT r̄i







T1

T2

T3

T4




(2.3)

en donde kT =
CQi

CTi
. Por lo tanto los empujes Ti se pueden despejar de (2.3)




T1

T2

T3

T4



=




1
4

0 1
2l

− 1
4kT r̄i

1
4

1
2l

0 1
4kT r̄i

1
4

0 − 1
2l

− 1
4kT r̄i

1
4

− 1
2l

0 1
4kT r̄i




[
TT

Me

]
(2.4)

Siguiendo el método de Quasi Euler-Lagrange presentado en [14℄ se puede esribir el

modelo para la dinámia rotaional del vehíulo aéreo de la siguiente forma

JΩ̇ + Ω× JΩ =Me + δM (t) (2.5)

donde J es la matriz de ineria del vehíulo aéreo y Ω es el vetor de veloidades

angulares Ω = [p q r] expresado en el sistema oordenado �jo al uerpo del ua-

trirotor. Este vetor de veloidades angulares Ω está relaionado on las derivadas de

los ángulos de guiñada, abeeo y alabeo por la siguiente expresión

Ω = W (Φ)Φ̇

donde

W (Φ) =




1 0 −sθ

0 cφ cθsφ

0 −sφ cθcφ




El término δM , es un vetor δM = [δMp
δMq

δMr
]⊤ de momentos externos introdu-

idos al sistema. Se onsidera que estos momentos externos atúan sobre ada uno de

los ejes del uatrirotor y que son variantes en el tiempo.
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Otra forma de representar la dinámia rotaional en (2.5) se muestra enseguida

JΩ̇ = −Ω̂J(Ω) +Me + δM(t) (2.6)

donde el mapeo ·̂ se de�ne omo ·̂ : R3 → so(3) siendo so(3) el álgebra de Lie de

SO(3)

Entones Ω̂ es la matriz anti simétria orrespondiente al vetor Ω de�nida omo

sigue.

Ω̂ =




0 −r q

r 0 −p

−q p 0




Para de�nir la orientaión de un uerpo rígido, omo lo es el del uatrirotor, basta

on onoer un vetor en R
3
y un ángulo de rotaión en R (teorema de Euler).

Para expresar estos uatro parámetros existen diferentes representaiones omo lo son

ángulos de Euler, uaterniones y las matries de rotaión. Las matries de rotaión, de

entre las diferentes representaiones, son una representaión de la orientaión global

y únia [16℄, araterístias importantes a onsiderar durante el diseño de estrategias

de ontrol.

La inemátia rotaional del uatrirotor, representada en matries de rotaión está

dada por la siguiente euaión [17℄.

Ṙ = Ω̂R (2.7)

Se puede deir que el espaio de on�guraión de la orientaión del uatrirotor es el

grupo de Lie:

SO(3) =
{
R ∈ R

3×3|R⊤R = I3, det(R) = I3
}

donde I3 es una matriz de identidad de 3× 3.
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2.1.2. Dinámia traslaional

La posiión del uatrirotor no es ompletamente atuada ya que no se puede ontrolar

diretamente on los atuadores omo suede on la orientaión. La euaión de la

dinámia que desribe el desplazamiento del uatrirotor en el espaio, utilizando la

misma ténia de Quasi euler-Lagrange es la siguiente.

mV̇b +mΩ× Vb −R(Φ)⊤mgee3 = −TT e
b
3 + δT (2.8)

En donde Vb y V̇b son respetivamente la veloidad y la aeleraión del uatrirotor en

el maro de referenia �jo al uerpo del vehíulo. Así omo en la dinámia rotaional

aparee el término δM , en la dinámia traslaional aparee el término δT el ual es

un vetor δT = [δTx δTy δTz ]
⊤
de fuerzas externas desonoidas y variantes en el

tiempo.

Podemos expresar el desplazamiento del uatrirotor en el maro de referenia inerial

utilizando la siguiente euaión que relaiona la veloidad del vehíulo en el maro de

referenia uerpo y el maro de referenia inerial.

Vb = R(Φ)⊤Ẋ

Siendo Ẋ la veloidad del uatrirotor en el maro de referenia inerial. Al sustituir

esta relaión en la euaión (2.8), tenemos la dinámia de traslaión expresada en el

maro de referenia inerial.

mẌ = mgeb3 − TTR(Φ)
⊤eb3 + δT (t) (2.9)

En donde Ẍ = [ẍ ÿ z̈] es el vetor de aeleraión del uatrirotor expresado en el

maro de referenia inerial.

Resumiendo, las euaiones de movimiento del uatrirotor son: (2.6), (2.7) y (2.9).
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JΩ̇ = −Ω̂JΩ+Me + δM(t)

Ṙ = Ω̂R

mẌ = mgeb3 − TTR(Φ)e
b
3 + δT (t)

(2.10)

Los espaios de on�guraión de ada una de las variables son

Ω, Ω̇ ∈ R
3

Me ∈ R
3

X, Ẋ, Ẍ ∈ R
3

δM , δT ∈ R
3

R ∈ SO(3)

2.2. Estimador de fuerzas y momentos externos

En el diseño del estimador de fuerzas y momentos externos, se onsidera la siguiente

suposiión

Suposiión 1 La perturbaión por fuerzas externas, su terera derivada temporal y

la primera derivada temporal de los momentos externos están aotadas por onstantes

pequeñas positivas κ0, κ1 y κ2, esto es

‖δT (t)‖ ≤ κ0, ‖δT (t)
(3)‖ ≤ κ1, ‖δ̇M(t)‖ ≤ κ2

on ‖ · ‖ la norma Eulidiana.

Durante el proedimiento de diseño de los ontroladores de orientaión y posiión,

será más lara la neesidad de tener una terera derivada de las fuerzas externas que

sea aotada así omo de una primera derivada de los momentos externos que también

sea aotada. Esta suposiión es fundamental para probar que los errores de estimaión

son por lo menos aotados.

Físiamente esto implia que la rapidez de ambio de los momentos externos onside-

rados es aotada, lo que es equivalente a que las omponentes freueniales de diha
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perturbaión aproximada en series de Fourier, también deberán estar aotadas por

una freuenia máxima proporional a κ [18℄.

En el aso de las fuerzas externas la restriión es más fuerte, ya que ahora se on-

sidera aotada a la rapidez de ambio de la segunda derivada, lo que equivale a que

las omponentes freueniales de la perturbaión aproximada en series de Fourier,

deberán estar aotadas por una freuenia máxima, la ual será menor que en el aso

de los momentos externos.

Por ejemplo, una perturbaión que no umple on la suposiión 1 es un impulso, ya

que su derivada no está de�nida, otro ejemplo puede ser una perturbaión

sin[(κ+ǫ)t]
(κ+ǫ)2

uya terera derivada es −(κ + ǫ) cos[(κ + ǫ)t] uya norma Eulideana es mayor que

κ.

Para omenzar on el diseño, reesribimos el modelo dinámio de la siguiente forma

ζ̇1 = f1(ζ1, Re
b
3, TT ) + δT

ζ̇2 = f2(Ω, Me) + δM
(2.11)

De�niendo ζ1 = mẊ , ζ2 = JΩ, así omo

f1 = mgeb3 − TT r3(Φ)

f2 = −Ω× JΩ +Me

(2.12)

Siendo r3(Φ) la terera olumna de la matriz de rotaión R

r3(Φ) =




cψsθcφ + sψsφ

sψsθcφ − cψsφ

cθcφ




Siguiendo la ténia de Inmersión (en el sistema) e Invarianza (de la variedad) (I&I)

se de�nen la dinámia objetivo para el error de estimaión de fuerzas externas [19℄.
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δ̃1 = δT − η1 + β1(ζ1)

δ̃2 = δ̇T − η2 + β2(ζ1)

δ̃3 = δ̈T − η3 + β3(ζ1)

(2.13)

Y el error de estimaión de momentos externos

δ̃4 = δM − η4 + β4(ζ2)

donde ηi, i = 1, 2, 3, 4 son los estados del estimador y βi(ζ1), i = 1, 2, 3, β4(ζ2)

son funiones a de�nir durante el diseño de la dinámia del estimador mostrada a

ontinuaión. Antes de desarrollar la dinámia del error de estimaión, se nota que

ĺım
t→∞

δ̃i = 0, i = 1, 2, 3

Implia que

ĺım
t→∞

(η1 − β1(ζ1)) = δT

ĺım
t→∞

(η2 − β2(ζ1)) = δ̇T

ĺım
t→∞

(η3 − β3(ζ1)) = δ̈T

ĺım
t→∞

(η4 − β4(ζ2)) = δM

Entones las señales ηi − βi para i = 1, 2, 3, 4 son la reonstruión estimada de las

fuerzas externas y sus dos primeras derivadas pariales y los momentos externos en

t→ 0.

2.2.1. Dinámia del error de estimaión

El diseño de la dinámia del error del estimador es un proeso iterativo, para omenzar

se detalla el proeso para la dinámia del primer estado del error de estimaión, donde

la derivada temporal de δ̃1 está dada por
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˙̃δ1 = δ̇T − η̇1 +
∂β1
∂ζ1

ζ̇1

Luego, sustituyendo

˙̃δT de (2.11) y ζ̇1 de (2.12) se obtiene

˙̃
δ1 = δ̃2 + η2 − β2(ζ1)− η̇1 +

∂β1
∂ζ1

[
f1 + δ̃1 + η1 − β1(ζ1)

]
(2.14)

Aquí se de�ne la dinámia del estado η1 del estimador, en términos de las señales

disponibles del sistema. En este aso η̇1 está dada por

η̇1 = η2 − β2(ζ1)−
∂β1
∂ζ1

[f1 + η1 − β1(ζ1)] (2.15)

Sustituyendo la dinámia (2.15) en

˙̃δ1 (2.14) se obtiene

˙̃
δ1 = δ̃2 −

∂β1
∂ζ1

δ̃1

Ahora se repite el proedimiento anterior para el resto de los errores de estimaión

en onjunto omo sigue, sean las derivadas de los errores de estimaión

˙̃
δ1 = δ̇T − η̇1 +

∂β1
∂ζ1

(ζ̇1)

˙̃δ2 = δ̈T − η̇2 +
∂β2
∂ζ1

(ζ̇1)

˙̃
δ3 = δ

(3)
T − η̇3 +

∂β3
∂ζ1

(ζ̇1)

˙̃δ4 = δ̇M − η̇4 +
∂β4
∂ζ2

(ζ̇2)

Sustituyendo ζ̇1 y ζ̇2 de (2.11)
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˙̃
δ1 = δ̇T − η̇1 +

∂β1
∂ζ1

(f1 + δT )

˙̃δ2 = δ̈T − η̇2 +
∂β2
∂ζ1

(f1 + δT )

˙̃
δ3 = δ

(3)
T − η̇3 +

∂β3
∂ζ1

(f1 + δT )

˙̃δ4 = δ̇M − η̇4 +
∂β4
∂ζ2

(f2 + δM)

Al reesribir tomando de (2.13) a δT , δ̇T , δ̈T y δM

˙̃δ1 = δ̃2 + η2 − β2(ζ1)− η̇1 +
∂β1
∂ζ1

[f1 + δ̃1 + η1 − β1(ζ1)]

˙̃
δ2 = δ̃3 + η3 − β2(ζ1)− η̇2 +

∂β2
∂ζ1

[f1 + δ̃1 + η1 − β1(ζ1)]

˙̃δ3 = δ
(3)
T − η̇3 +

∂β3
∂ζ1

[f1 + δ̃1 + η1 − β1(ζ1)]

˙̃
δ4 = δ̇M − η̇4 +

∂β4
∂ζ2

[f2 + δ̃4 + η4 − β4(ζ2)]

Ahora, tal omo se hizo para

˙̃
δ1 la dinámia de los estados del error de estimaión se

de�ne omo sigue

η̇1 = η2 − β2(ζ1) +
∂β1
∂ζ1

[f1 + η1 − β1(ζ1)]

η̇2 = η3 − β3(ζ1) +
∂β2
∂ζ1

[f1 + η1 − β1(ζ1)]

η̇3 =
∂β3
∂ζ1

[f1 + η1 − β1(ζ1)]

η̇4 =
∂β4
∂ζ2

[f2 + η4 − β4(ζ2)]

Se seleiona a βi(ζ1), i = 1, 2, 3 de tal modo que

∂β1
∂ζ1

= Γ1,
∂β2
∂ζ1

= Γ2,
∂β3
∂ζ1

= Γ3,
∂β4
∂ζ1

= Γ4 (2.16)
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Con Γi, i = 1, 2, 3 matries de�nidas positivas.

Sustituyendo los estados del error de estimaión y las de�niiones en (2.16) en la

dinámia del error (lazo errado), tenemos

˙̃
δ1 = δ̃2 + Γ1δ̃1

˙̃δ2 = δ̃3 + Γ2δ̃1

˙̃
δ3 = δ

(3)
T + Γ3δ̃1

˙̃
δ4 = ˙δM + Γ4δ̃4

Se proede a la obtenión de la segunda derivada temporal de δ̃1 y en ella se sustituyen

los términos obtenidos anteriormente y se tiene

¨̃
δ1 = δ̃3 + Γ2δ̃1 + Γ1

˙̃
δ1

Y �nalmente, para el álulo de la terera derivada temporal de δ̃1, de igual forma

que para

¨̃δ1 sustituyendo los términos neesarios se obtiene

δ̃1
(3)

= δ
(3)
T + Γ3δ̃1 + Γ2

˙̃δ1 + Γ1
¨̃δ1

Aomodando términos, tenemos �nalmente la dinámia del error de estimaión de

fuerzas externas

δ̃1
(3)

− Γ1
¨̃
δ1 − Γ2

˙̃
δ1 − Γ3δ̃1 = δ

(3)
T (2.17)

La dinámia del estimador de momentos externos se obtiene siguiendo los mismos

pasos para la obtenión de la dinámia de error de estimaión de fuerzas externas.

˙̃δ4 − Γ4δ̃4 = δ̇M (2.18)

Bajo la Suposiión 1 y seleionando adeuadamente las matries de�nidas positivas

de (2.16), se garantiza la onvergenia a una veindad de ero del error de estimaión

de fuerzas y momentos externos.
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2.3. Control de posiión

La dinámia del uatrirotor tiene uatro entradas (Ti), pero seis grados de libertad.

Las salidas del sistema son las tres dimensiones de la posiión y el ángulo de guiñada.

El siguiente desarrollo está basado en los resultados de [7℄ y [13℄

Para omenzar, se de�ne el error de seguimiento de trayetoria omo

X̃ = X −Xd

donde Xd es la posiión espaial deseada.

Xd =




xd

yd

zd




La segunda derivada del error de seguimiento de trayetoria es

¨̃X = geb3 −
TT
m
r3(Φ) +

δT (t)

m
− Ẍd (2.19)

Esta euaión tiene tres grados de libertad X y una sola entrada de ontrol TT . En la

literatura [20℄ esta entrada ontrola diretamente la dinámia vertial, mientras que

la dinámia artesiana se ontrola modi�ando el vetor de orientaión r3(Φ). Por lo

que se introduirá un ontrol virtual r3d de la siguiente forma [7℄.

Primero reesribimos el término TT r3 multipliándolo por uno

TT r3 =
TT
r⊤3dr3

[(
r⊤3dr3

)
r3
]

Ahora, sumando y restando el siguiente término al lado dereho de la euaión (2.19)

1

m

TT
r⊤3dr3

r3d

Se obtiene
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¨̃X = gee3 +
δT (t)

m
− Ẍd −

1

m

TT
r⊤3dr3

r3d −
1

m
Θ

en donde el término Θ es

Θ =
TT
r⊤3dr3

[(
r⊤3dr3

)
r3 − r3d

]

Ahora, de�niendo TT y r3d omo sigue

TT = u⊤r3

r3d =
u

‖u‖

(2.20)

Siendo u la nueva entrada de ontrol, resulta que la dinámia de error de seguimiento

está dada por

¨̃X = gee3 +
δT (t)

m
− Ẍd −

u

m
−

1

m
Θ

El objetivo de ontrol puede alanzarse on

u = m
(
KP X̃ +KD

˙̃X + gee3 − Ẍd

)
+ (η1 − β1) (2.21)

Y omo onseuenia tenemos

¨̃X = −KP X̃ −KD
˙̃X +

δ̃1
m

−
1

m
Θ

Siendo KP y KD matries de gananias de�nidas positivas.

Se observa que el ontrol u propuesto, tiene una singularidad en la ondiión u = 0.

Sin el estimador de fuerzas y momentos externos, esta ondiión de singularidad

puede ourrir uando la aeleraión deseada para el uatrirotor es igual al vetor de

gravedad. Y en este aso, on el uso del estimador de fuerzas y momentos externos,

esta ondiión puede ourrir bajo una ombinaión espeial de ondiiones iniiales
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del uatrirotor, la dinámia del estimador y las gananias tanto del estimador omo

del ontrolador. Esta singularidad, es evitada mediante ómputo, estableiendo el

valor mínimo de u diferrente de ero.

2.4. Control de orientaión

Mediante el ontrolador de la dinámia traslaional se de�ne la orientaión deseada

de zb a través de la de�niión de r3d, lo siguiente es de�nir la matriz de rotaión

deseada.

Rd =
[
r1d r2d r3d

]

Para ello, se tiene que espei�ar ya sea r1d o r2d. Las uatro variables de la dinámia

rotaional del uatrirotor que pueden ser ontroladas son, el ángulo de guiñada que

es la rotaión al rededor del eje ze, el ángulo de abeeo que es la rotaión al rededor

del eje ye y el ángulo de alabeo que es la rotaión al rededor del eje xe. De�niendo un

ángulo de guiñada deseado ψd es posible de�nir una orientaión deseada para el eje

xb expresado omo

r̄1d =




cos(ψd)

sin(ψd)

0




Se debe asegurar que los vetores olumna que omponen la matriz de rotaión desea-

da Rd sean perpendiulares, entones, la olumna r2d se obtiene omo sigue

r2d =
r3d × r̄1d
|r3d × r̄1d|

(2.22)

Finalmente se obtiene la olumna r1d

r1d =
r2d × r3d
|r2d × r3d|

(2.23)
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La señal de ontrolMe (momento de ontrol) será seleionada en funión de la matriz

de rotaión deseada obtenida. Para esto es neesario de�nir el error de orientaión.

El error de orientaión es el que mide la distania entre la matriz de rotaión deseada

Rd y la atual matriz de rotaión R. Una posible de�niión de esta distania puede

onstruirse a través de la funión de navegaión introduida en [20℄ [21℄, la ual, es

de�nida en términos de

E = R⊤

d R (2.24)

omo

Ψ(E) =
1

2
traza [I3 − E]

donde I3 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




Esta funión de navegaión es loalmente de�nida positiva en R = Rd, en la región

donde el ángulo de rotaión entre R y Rd es menor que 180◦ [22℄.

El error de orientaión toma la siguiente forma [22℄

eR =
1

2
grad [Ψ(E)] =

1

2
(E −E⊤)∨

Siendo ·∨ : so3 → R
3
que es el mapeo inverso de ·̂ Por lo tanto

eR =
1

2
(RT

dR− RTRd)
∨

(2.25)

Dadas dos trayetorias (R,Ω) y (Rd,Ωd) la diferenia entre las veloidades puede ser

de�nida omo

Ω̃ = Ω−R⊤RdΩd = Ω− E⊤Ωd

on

Ωd = (R⊤

d Ṙd)
∨

(2.26)
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Finalmente se tiene

Ė = E ˆ̃Ω

˙̃Ω = J−1[−Ω̂JΩ +Me + δm]−E⊤Ω̇d + Ω̂E⊤Ωd
(2.27)

Antes de de�nir la entrada de ontrol Me es neesario analizar ómo se propaga el

error de estimaión a través de la dinámia rotaional.

Primero se observa que la matriz de rotaión deseada Rd depende de la señal de

ontrol u de�nida en (2.21) por el término r3d. A su vez, la entrada de ontrol u

depende del error de estimaión de las fuerzas externas δ̃T y de la fuerza externa δT

que es desonoida, reaomodando los términos de (2.13) tenemos

η1 − β1 = δT − δ̃T

Siguiendo on el análisis de propagaión del error, tenemos que Ωd, de�nida en (2.26)

depende del término

˙̃δT , re aomodando términos de (2.13) tenemos

η2 − β1 = δ̇T − ˙̃δT

Y �nalmente, la primer derivada on respeto del tiempo de la veloidad angular

deseada Ω̇d depende del término δ̈T y de igual forma, re aomodando los términos de

(2.13) tenemos

η3 − β3 = δ̈T − ¨̃δT

Al realizar este análisis, es posible saber si se uenta on las señales neesarias para

errar el lazo de ontrol de rotaión. Ya que el estimador propuesto es apaz de

reproduir la primera y la segunda derivada on respeto del tiempo de las fuerzas

externas estimadas, se asegura que se uenta on las señales neesarias disponibles.

Entones se de�ne la entrada de ontrol Me de la siguiente forma
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Me = Ω̂JΩ− η4 + β4 + J
[
E⊤Ω̇d − Ω̂E⊤Ωd −KPR

eR −KDR
Ω̃
]

(2.28)

on KPR
and KDR

matries de gananias de�nidas positivas.

El diagrama de la Figura (2.2) muestra la estrutura de ontrol tanto de posiión

omo de orientaión en lazo errado.

Figura 2.2: Diagrama de ontrol.

Es posible observar que el estimador de fuerzas y momentos externos depende de las

señales de ontrol TT yMe, así omo de la posiión y veloidad angular del uatrirotor

Φ y Φ̇ respetivamente; Las señales de ontrol están dadas por (2.3) mientras que la

posiión y veloidad angular, se obtienen del uatrirotor mediante el uso de una

unidad de referenia de orientaión y rumbo (AHRS) a bordo del vehíulo aéreo.

2.5. Análisis de estabilidad

La dinámia del uatrirotor (2.10) en lazo errado on la ley de ontrol (2.20) y (2.28)

y los estimadores de perturbaiones (2.17) y (2.18) queda desrita por las siguientes

euaiones difereniales.



28 2 Modelado y ontrol

˙̃X1 = X̃2

˙̃X2 = −KP X̃1 −KDX̃2 −
1

m

TT
r⊤3dr3

[(
r⊤3dr3

)
r3 − r3d

]
+

1

m
χ1

ėR = 1
2

(
traza

[
E⊤
]
I −E⊤

)
Ω̃

J ˙̃Ω = −KPReR −KDRΩ̃ + δ̃4

χ̇ = Aχχ+




0

0

I


 δ

(3)
T

˙̃δ4 = −Γ4δ̃4 + δ̇M

(2.29)

donde X̃1 = X̃ de la seión 2.3, χ1 = δ̃1, χ2 =
˙̃δ1 y χ3 =

¨̃δ1

Aχ =




0 I 0

0 0 I

−Γ3 −Γ2 −Γ1




Al suponer que el uatrirotor no realiza maniobras agresivas, se onsidera que los

movimientos angulares son pequeños, por lo tanto, la matriz de rotaión R y la matriz

de rotaión deseada Rd pueden aproximarse en la forma siguiente

∆R = I + ∆̂Φ =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+




0 −∆ψ ∆θ

∆ψ 0 −∆φ

−∆θ ∆φ 0




∆Rd = I + ∆̂Φd =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+




0 −∆ψd ∆θd

∆ψd 0 −∆φd

−∆θd ∆φd 0




(2.30)
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De (2.30) se puede obtener a E para ángulos pequeños denotada omo ∆E.

∆E = ∆R⊤

d∆R =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+




0 −∆ψ̃ ∆θ̃

∆ψ̃ 0 −∆φ̃

−∆θ̃ ∆φ̃ 0




∆E =




1 −∆ψ̃ ∆θ̃

∆ψ̃ 1 −∆φ̃

−∆θ̃ ∆φ̃ 1




(2.31)

La euaión eR = 1
2
(E −E⊤)∨ se puede reesribir para ángulos pequeños omo ∆eR,

usando (2.31)

∆eR =




∆φ̃

∆θ̃

∆ψ̃


 (2.32)

Ahora, al reesribir el terer término del lado dereho de la igualdad de

˙̃X2 en (2.29),

para ángulos pequeños se tiene que

∆Θ =
TT

e⊤3 ∆R
⊤

d ∆Re3

[(
e⊤3 ∆R

⊤

d∆Re3
)
∆Re3 −∆Rde3

]

∆Θ =
TT

e⊤3 ∆Ee3

[(
e⊤3 ∆Ee3

)
∆Re3 −∆Rde3

] (2.33)

donde

e⊤3 ∆Ee3 =
[
0 0 1

]



1 −∆ψ̃ ∆θ̃

∆ψ̃ 1 −∆φ̃

−∆θ̃ ∆φ̃ 1







0

0

1


 =

[
0 0 1

]



∆θ̃

−∆φ̃

1


 = 1

Entones, reesribiendo (2.33) y sustituyendo TT de (2.20), para ángulos pequeños,

se tiene
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∆Θ = u⊤∆Re3 [∆Re3 −∆Rde3]

∆Θ = (ux∆θ − uy∆φ+ uz)




∆θ̃

−∆φ̃

0




(2.34)

donde

∆θ = ∆θ̃ +∆θd

∆φ = ∆φ̃+∆φd

Con lo anterior, se reesribe a (2.34) omo

∆Θ =
(
ux(∆θ̃ +∆θd)− uy(∆φ̃+∆φd) + uz

)



∆θ̃

−∆φ̃

0


 (2.35)

Sustituyendo (2.35) en

˙̃X2 de (2.29) se obtiene

˙̃X2 = −KP X̃1 −KDX̃2 −
1

m

(
ux(∆θ̃ +∆θd)− uy(∆φ̃+∆φd) + uz

)



∆θ̃

−∆φ̃

0


+

χ1

m

(2.36)

Al onsiderar que ∆θ̃∆φ̃ ≈ 0 y ∆θ̃2 = ∆φ̃2 ≈ 0 se tiene

˙̃X2 = −KP X̃1 −KDX̃2 −
1

m




∆θ̃uz

−∆φ̃uz

0


+

χ1

m

La euaión anterior puede reesribirse omo

˙̃X2 = −KP X̃1 −KDX̃2 −
uz
m
µ∆eR +

χ1

m
(2.37)
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donde

µ =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




y on

uz = m(e⊤3 KPe3e
⊤

3 X̃1 + e⊤3KDe3e
⊤

3 X̃2 + g − z̈d) + (e⊤3 δT − e⊤3 χ1)

Es importante observar que la dinámia vertial no esta aoplada a la dinámia ro-

taional del vehíulo.

Finalmente on (2.37), (2.32) y (2.29) se puede reesribir el sistema en lazo errado,

para ángulos pequeños, de la siguiente forma

˙̃X1 = X̃2

˙̃X2 = −KP X̃1 −KDX̃2 −
uz
m
µ∆eR + χ1

m

∆ėR = 1
2
(2I −∆êR) Ω̃

˙̃Ω = J−1
[
−KPR∆eR −KDRΩ̃ + δ̃4

]

χ̇ = Aχχ+




0

0

I


 δ

(3)
T

˙̃
δ4 = −Γ4δ̃4 + δ̇M

(2.38)

Ahora, se asume también que las veloidades angulares son pequeñas, y se reesribe

(2.38) en sistemas separados omo sigue.

La dinámia en lazo errado, para ángulos pequeños, de la traslaión en el plano

Cartesiano xeye está dada por

∆Ẋ =

[
0 I2

−K2
P −K2

D

]
∆X −

uz
m
µ̄∆eR +

1

m

[
1 0 0

0 1 0

]
χ1 (2.39)

donde
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I2 =

[
1 0

0 1

]
, K2

P =

[
KPx

0

0 KPy

]
, K2

D =

[
KDx

0

0 KDy

]

µ̄ =

[
0 −1 0

1 0 0

]
, ∆X =




X11

X12

X21

X22




La dinámia vertial queda omo

∆Ż =

[
0 1

−KPz
−KDz

]
∆Z +

1

m

[
0

1

]
χ13 (2.40)

on ∆Z =
[
X13 X23

]⊤
.

Las siguientes euaiones desriben a la dinámia de rotaión en lazo errado y las

dinámias de los errores de estimaión de perturbaiones externas.

∆Φ̇ =

[
0 I

−J−1KPR −J−1KDR

]
∆Φ+

[
0

I

]
J−1δ̃4 (2.41)

χ̇ = Aχχ +




0

0

I


 δ

(3)
T (2.42)

˙̃
δ4 = −Γ4δ̃4 + δ̇M (2.43)

Para una seleión adeuada de las gananias Γi, i = 1, 2, 3, el sistema nominal de

(2.42)

χ̇ =




0 I 0

0 0 I

−Γ3 −Γ2 −Γ1


χ (2.44)
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es globalmente exponenialmente estable. Por lo tanto, existe una funión de Lyapu-

nov de la forma

Vχ = χ⊤Pχχ

on Pχ una matriz simétria de�nida positiva, uya derivada temporal a lo largo de

las trayetorias de (2.44) es

V̇χ = −χ⊤χ

Por otro lado, el sistema perturbado (2.42) es últimamente aotado y puede emplearse

el Lema 9.2 de [23℄. La ota última para χ puede determinarse omo sigue. La derivada

temporal de Vχ a lo largo de las trayetorias del sistema perturbado (2.42) es

V̇χ = −χ⊤χ+ 2Pχχb

on

b =




0

0

I


 δ

(3)
T

Al utilizar la Suposiión 1, V̇χ puede aotarse por arriba omo sigue

V̇χ ≤ −χ⊤χ+ ‖ 2Pχχ ‖ κ1 ≤ − ‖ χ ‖2 +2λM(Pχ)κ1 ‖ χ ‖ +σ1 ‖ χ ‖2 −σ1 ‖ χ ‖2

≤ −(1− σ1) ‖ χ ‖2, ∀ ‖ χ ‖≥
2λM(Pχ)κ1

σ1

on 0 < σ1 < 1 y λM(Pχ) el valor propio más grande de Pχ. Finalmente, del Lema

9.2 de [23℄ se tiene que

‖χ‖ ≤
2λM(Pχ)κ1

σ1

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)
(2.45)

on λm(PΦ) el valor propio mas pequeño de PΦ

Un análisis similar permite onluir que δ̃4 es últimamente aotado. La ota última de

δ̃4 se obtiene omo sigue. Considere la siguiente funión de Lyapunov para el sistema

(2.43)

Vδ4 =
1

2
δ̃4

⊤

δ̃4
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su derivada temporal a lo largo de las trayetorias de (2.43) es

V̇δ4 = −δ̃⊤4 δ̃4 + δ̃⊤4 δ̇M

Por lo tanto, V̇δ4 puede aotarse por arriba omo

V̇δ4 ≤ −λm(Γ4) ‖ δ̃4 ‖
2 +λM(Γ4) ‖ δ̃4 ‖ κ2

≤ −(λm(Γ4)− σ2)‖δ̃4‖
2, ∀ ‖ δ̃4 ‖>

λM(Γ4)κ2
σ2

on λm(Γ4) el valor propio mas pequeño de Γ4 y 0 < σ2 < 1.

Del análisis anterior se onluye que δ̃4 es últimamente aotado, por lo tanto, nueva-

mente del Lema 9.2 de [23℄,

‖δ̃4‖ ≤
λM(Γ4)κ2

σ2

√
λM(Γ4)

λm(Γ4)
(2.46)

Ahora, on la adeuada seleión de las gananias KPR y KDR, el sistema (2.41) sin

perturbaiones es exponenialmente estable. De tal forma que existe una funión de

Lyapunov

VΦ = ∆Φ⊤PΦ∆Φ

on PΦ una matriz simétria positiva de�nida.

Para el sistema (2.41) se tiene que la derivada temporal de VΦ es

V̇Φ = −∆Φ⊤∆Φ+ 2∆Φ⊤PΦδ̃4 ≤ − ‖ ∆Φ ‖2 +2 ‖ ∆Φ ‖ λM(PΦ) ‖ δ̃4 ‖

Al onsiderar (2.46) se tiene

V̇Φ ≤ − ‖ ∆Φ ‖2 +2λM(PΦ)
λM (Γ4)κ2

σ2

√
λM (Γ4)
λm(Γ4)

‖ ∆Φ ‖

≤ −(1− σ3)‖∆Φ‖, ∀ ‖∆Φ‖ ≥ 2λM(PΦ)
λM (Γ4)κ2
σ2σ3

√
λM (Γ4)
λm(Γ4)

, 0 < σ4 < 1

De tal forma que la ota última para ∆Φ es

‖∆Φ‖ ≤ 2λM(PΦ)
λM(Γ4)κ2
σ2σ3

√
λM(Γ4)

λm(Γ4)

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)
(2.47)
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Puede realizarse un análisis similar para la dinámia vertial. La dinámia vertial

sin perturbaión es exponenialmente estable. Por lo tanto, existe una funión de

Lyapunov uadrátia

VZ = ∆Z⊤PZ∆Z

tal que

V̇Z = −∆Z⊤∆Z

Para el sistema perturbado se tiene

V̇Z = −∆Z⊤∆Z +
2

m
∆Z⊤PZ

[
0

1

]
χ13

Por lo tanto, al onsiderar (2.45) se puede esribir

V̇Z ≤ −‖∆Z‖2 + 2λM (PZ )
m

2λM (Pχ)κ1
σ1

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

‖∆Z‖

≤ −(1 − σ4)‖∆Z‖
2, ∀ ‖∆Z‖ ≥ 2λM (PZ )

m

2λM (Pχ)κ1
σ1σ4

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

, 0 < σ3 < 1

por lo tanto

‖∆Z‖ ≤
2λM(PZ)

m

2λM(Pχ)κ1
σ1σ4

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)

√
λM(PZ)

λm(PZ)
(2.48)

Finalmente, la dinámia en el plano Cartesiano (2.39) puede analizarse en términos

de las otas últimas de los estados de la dinámia rotaional, vertial y de los errores

de estimaión (2.47), (2.48), (2.45), respetivamente. Con la adeuada seleión de

K2
P y K2

D, la dinámia Cartesiana sin perturbaiones es exponenialmente estable por

lo tanto existe

VX = ∆X⊤PX∆X

on PX una matriz simétria de�nida positiva, tal que

V̇X = −∆X⊤∆X

La derivada on respeto al tiempo de VX , a lo largo de las trayetorias de (2.39) es

V̇X = −∆X⊤∆X − 2∆X⊤PX

[
uz
m
µ̄∆eR − 1

m

[
1 0 0

0 1 0

]
χ1

]
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Al onsiderar (2.48) y (2.45), se tiene

|uz| ≤ m
[
máx(KPz

, KDz
)2λM (PZ)

m

2λM (Pχ)κ1
σ1σ4

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

√
λM (PZ)
λm(PZ)

+ g + |z̈d|
]
+

‖δT‖+
2λM (Pχ)κ1

σ1

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

del tal forma que

V̇X ≤ −‖∆X‖2 + 2λM (PX)
m

(
|uz|2λM(PΦ)

λM (Γ4)κ2
σ2σ3

√
λM (Γ4)
λm(Γ4)

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

+

2λM (Pχ)κ1
σ1

√
λM (PΦ)
λm(PΦ)

)
‖∆X‖

Al utilizar los mismos argumentos de los análisis anteriores se puede onluir que

V̇X ≤− (1− σ5)‖∆X‖2

∀ ‖∆X‖ ≥
2λM(PX)

σ5m

(
|uz|2λM(PΦ)

λM(Γ4)κ2
σ2σ3

√
λM(Γ4)

λm(Γ4)

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)
+

2λM(Pχ)κ1
σ1

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)

)

on 0 < σ5 < 1. Por lo tanto, ∆X está aotado últimamente omo sigue

‖∆X‖ ≤
2λM(PX)

σ5m

(
|uz|2λM(PΦ)

λM(Γ4)κ2
σ2σ3

√
λM(Γ4)

λm(Γ4)

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)
+

2λM(Pχ)κ1
σ1

√
λM(PΦ)

λm(PΦ)

)√
λM(PX)

λm(PX)

Del análisis anterior es posible onluir que todos los estados están últimamente ao-

tados. Las otas últimas dependen de la magnitud de las fuerzas y momentos externos

y de las gananias de los estimadores y de ontrol de ada uno de los lazos. El análisis

anterior es loal, dado que se utiliza una aproximaión lineal de la dinámia en lazo

errado.



Capítulo 3

Resultados Experimentales

En este Capítulo se muestran resultados de experimentos realizados para probar el

desempeño de la estrategia de ontrol desarrollada en esta tesis. El sistema ompleto

para llevar a abo dihos experimentos se desribe a ontinuaión.

3.1. Plataforma de experimentaión

El diagrama de la Figura 3.1 desribe la plataforma de experimentaión. La plata-

forma uenta on un sistema de visión Optitrak, el ual nos proporiona la posiión

del uatrirotor y su ángulo de guiñada, esta informaión es enviada vía USB a una

omputadora on el software Motive. Motive estima la posiión del uatrirotor y la

envía por WiFi al uatrirotor mediante una apliaión de Visual C++ y el uso de un

enrutador inalámbrio.

El uatrirotor tiene un sistema de ontrol embebido basado en un Proesador Digital

de Señales (DSP) (Figura 3.2). El uatrirotor lleva a bordo un módulo Wi-Fly que

reibe la informaión de posiión desde la omputadora y mediante un protoolo de

omuniaión UART es enviada al DSP. El DSP proesa los datos de la posiión y

guiñada y alula los ontroles de posiión. El álulo del algoritmo de ontrol de

orientaión se realiza a partir de los datos de veloidad y posiión angular enviados

por la unidad de referenia de orientaión y rumbo al DSP.

Una vez alulados los ontroles de orientaión y posiión en el DSP, se alula el
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Figura 3.1: Plataforma experimental.

empuje neesario en ada rotor y se traduen estos empujes a señales PWM que se

envían a ada ontrolador eletrónio de veloidad (ESC) de los atuadores.

Un segundo módulo WiFly a bordo del uatrirotor se utiliza para realizar telemetría.

Estos datos se envían al enrutador inalámbrio, se proesan y se almaenan en la

omputadora mediante una apliaión en Visual C++ para ser gra�ados y analizados

posteriormente.

Figura 3.2: Sistema embebido a bordo de un uatrirotor.
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3.1.1. Estrutura meánia del uatrirotor.

La estrutura del uatrirotor elegida para llevar a abo la implementaión de la ley

de ontrol desarrollada en esta tesis es una modi�aión de la estrutura del Feiyu

Teh X4 y puede observarse en la Figura 3.3.

Las modi�aiones se realizaron para ubiar el entro de masa lo más erano posible

del entro geométrio del uatrirotor.

Figura 3.3: Cuatrirotor utilizado para la experimentaión.

El maro o estrutura del uatrirotor se manufaturó en la Seión de Meatrónia

on una máquina CNC en baquelita. Los motores sin esobillas, sus ontroladores y

las hélies del uatrirotor son los del Phantom 1 de DJI. La siguiente tabla muestra

los parámetros del uatrirotor, los parámetros de la matriz de ineria se obtienen por

medio de CATIA, mientras que ρ es el valor de la densidad del aire para la Ciudad

de Méxio, onsideraión neesaria para la igualdad (2.2).
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Parámetro Valor

m (kg) 1.4

ℓ (m) 0.15

g (m/s2) 9.81

ρ (kg/m3) 1

Ixx (kg m2) 0.04352

Iyy (kg m2) 0.04352

Izz (kg m2) 0.06777

Tabla Parámetros del uatrirotor

La siguiente tabla resume los omponentes eletrónios a bordo del uatrirotor, así

omo los omponentes eletrónios de un segundo uatrirotor denominado uatrirotor

"dummy", el ual se emplea en un experimento desrito en la seión 3.2.
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Componente

Proveedor

Modelo

Caraterístias

AHRS uatri-

rotor

XSENSE MTi

Entrega posiión y veloidad angular

Protoolo de omuniaión serial RS-232

Alimentaión on 5V de orriente direta

Freuenia de trabajo 120Hz

AHRS uatri-

rotor dummy

LORD MiroS-

train 3DM-GX4-

25

Entrega posiión y veloidad angular

Protoolo de omuniaión serial RS-232

Alimentaión on 5V de orriente direta

Freuenia de trabajo 1Hz a 1000 Hz

ESC uatriro-

tor

DJI

Referenia en forma de PWM 30Hz 450Hz

Alimentaión on 11.1V 14.8V

Corriente máxima 20A

ESC uatriro-

tor dummy

T-MOTOR AIR

Referenia en forma de PWM 600Hz

Alimentaión on 11.1V 14.8V

Corriente máxima 30A

Módulo WiFi Roving Net-

works WiFly

RN171-XV

Genera una interfae entre una omunia-

ión WiFi y un dispositivo on omuniaión

UART

DSP Texas Ins-

truments

TMS320F28335

Veloidad de operaión hasta 150MIPS

Alimentaión on 1.3V-3.3V

CPU 32bits arquitetura Harvard

RAM 4Mbytes

ROM 128Kbytes

6 módulos PWM de alta resoluión

3 Puertos seriales

2 ADC de 12 bits on 8 anales por módulo

Interrupiones 58 asos

Lenguaje de programaión C y C++

Tabla Componentes de los uatrirotores usados para los experimentos
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3.1.2. Implementaión

Debido a los requerimientos de respuesta del sistema, la implementaión debe realizar-

se en tiempo real. La arquitetura de tiempo real utilizada está basada en el modelo

de Giotto [24℄ que ha sido implementado en [25℄ para el ontrol de un uatrirotor.

La sintonizaión de las gananias para los ontroles de orientaión y posiión, así

omo las del estimador de fuerzas y momentos externos se realizó siguiendo la meto-

dología presentada en [13℄. La siguiente tabla resume los valores de las gananias del

ontrolador y del estimador.

Parámetro Valor

KP diag {5.0, 5.0, 5.5}

KD diag {7.5, 7.5, 7.5}

KPR
diag {0.5, 0.5, 1.3}

KDR
diag {0.145, 0.2, 0.22}

Γ1 diag {0.06249, 0.06249, 0.03125}

Γ2 diag {0.3125, 0.3125, 0.2712}

Γ3 diag {0.75, 0.75, 0.375}

Γ4 diag {0.15, 0.15, 0.15}

Tabla Gananias del ontrolador y del estimador

3.2. Experimentos

Para realizar los experimentos se utilizan dos uatrirotores, on la misma instrumen-

taión desrita en las seiones previas. En esta Tesis s reportan dos experimentos

para ilustrar el desempeño del estimador y la estrategia de ontrol, en el primeri se

realiza un vuelo de punto a punto del uatrirotor sin presenia evidente de pertur-

baiones. En el segundo experimento, uno de los uatrirotores se utiliza omo fuente

generadora de perturbaiones y lo llamaremos uatrirotor dummy. Los motores del

uatrirotor dummy giran a la veloidad neesaria para levantar su peso.
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3.2.1. Sin perturbaiones

En este primer experimento sin perturbaiones no se utiliza el uatrirotor dummy,

se realiza para obtener datos del desempeño la estrategia de ontrol más el estima-

dor de fuerzas y momentos externos, uando no está en presenia de perturbaiones

evidentes.

La Figura 3.4 muestra la trayetoria del uatrirotor seguida durante este experimento.

El uatrirotor despega en el punto S, era de las oordenadas [0, 0, 0], luego se

mantiene en vuelo suspendido a 0.7m de altura, luego, el uatrirotor desiende a

0.5m y alanza el punto E manteniendo la misma altura, posteriormente aterriza en

el punto E. La distania entre el punto S y el punto E es de 1m.
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Figura 3.4: Trayetoria seguida por el uatrirotor.

La Figura 3.5 muestra la evoluión temporal de ada omponente de las fuerzas

externas estimadas, a notarsela lentitud de lso transistorios de las grá�as, que permite

inferir que existe una ota �nita κ1, la ota de la norma de la terer derivada de las

fuerzas externas. Finalmente, para este experimento, se muestran en la Figura 3.6 las

entradas de ontrol , a notarse que todas ellas están aotadas sin llegar a los topes de
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saturaión de los atuadores.
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Figura 3.5: Componentes de las fuerzas externas estimadas δT sin perturbaión.

3.2.2. Con perturbaiones

Durante este segundo experimento se enienden los motores del uatrirotor dummy

y se oloa a 1m del punto S sobre el eje ye en las oordenadas [0,−1,−0.5] (3.10).

La trayetoria de vuelo seguida es la misma que en el experimento sin perturbaión.

La Figura 3.7 muestra la trayetoria seguida en este experimento, se puede notar que

los desplazamientos en el eje ye son mayores que en el experimento previo.

La Figura 3.8 muestra la evoluión de las fuerzas externas estimadas uando el uatri-

rotor dummy perturba la dinámia del uatrirotor. Al omparar la terer omponente

de la Figura 3.5 on la terer omponente de la Figura 3.8 se puede observar que las

variaiones en la señal del estimador son más pequeñas uando el uatrirotor dummy

está enendido, sin embargo, la magnitud es más grande.
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Figura 3.6: Entradas de ontrol sin perturbaión. TT (superior izquierda), L (superior

dereha), M (inferior izquierda) and N (inferior dereha).

La Figura 3.9 muestra las entradas de ontrol on perturbaión presente. Se puede

apreiar que los momentos de ontrol tienen una magnitud mayor que en el experi-

mento previo.

Debido a limitaiones on el anho de banda de los datos que es posible monitorear,

se ha repetido el segundo experimento para obtener los errores de seguimiento tanto

para la dinámia traslaional omo para la dinámia rotaional, idealmente en las

mismas ondiiones. Las Figuras 3.11 y 3.12 muestran, respetivamente, la evoluión

en el tiempo de dihas señales de error, las uales se enuentran en la veindad de

ero.
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Figura 3.7: Trayetoria seguida por el uatrirotor bajo la presenia de un uatrirotor

dummy on sus rotores enendidos.



3.2 Experimentos 47

0 5 10 15 20 25 30 35
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

PSfrag replaements

Tiempo [s℄

η 1
x
−
β
1
x

0 5 10 15 20 25 30 35
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

PSfrag replaements

Tiempo [s℄

η 1
y
−
β
1
y

0 5 10 15 20 25 30 35
−6

−4

−2

0

2

4

6

PSfrag replaements

Tiempo [s℄

η 1
z
−
β
1
z

Figura 3.8: Componentes de las fuerzas externas estimadas δT bajo la presenia de

un uatrirotor dummy on sus rotores enendidos.
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Figura 3.9: Entradas se ontrol. TT (superior izquierdo), L (superior dereho), M
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dummy on sus rotores enendidos.
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Figura 3.10: Experimento on la presenia del uatrirotor dummy on sus rotores

enendidos.
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Figura 3.11: Errores de traslaión.
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Figura 3.12: Errores rotaionales.
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Capítulo 4

Conlusiones

En esta Tesis se ha desarrollado un ontrolador no lineal que ompensa ativamente

perturbaiones externas, espeí�amente momentos y fuerzas externas variantes en el

tiempo, mediante el uso de un estimador para ada una una de estas perturbaiones,

además se ha implementado el esquema de ontrol y estimaión de perturbaiones

externas en una plataforma experimental on un uatrirotor veri�ando un desempeño

satisfatorio. Para lo anterior, se han apliado los onoimientos de todas las ramas

de la ingeniería que la meatrónia implia.

El ontrolador para la dinámia traslaional es un proporional derivativo (PD) no

lineal, y al ser aoplado a un ontrolador para la dinámia rotaional, en el espaio de

on�guraión de la orientaión del uatrirotor, SO(3), se evitan las singularidades que

se presentan más omúnmente en este tipo de sistemas (desenrollo y representaión

ambigua de la orientaión).

En la seión de meatrónia del CINVESTAV ya se ha realizado anteriormente la

implementaión del ontrolador en el espaio SO(3) para la orientaión de un uatri-

rotor [7℄, así omo la de un estimador pero para perturbaiones onstantes [13℄, en

esta tesis se haen variaiones para ombinar los resultados satisfatorios obtenidos

on el ontrolador en el espaio SO(3) y esta vez, tomando en uenta perturbaiones

variantes en el tiempo.

En la implementaión experimental, el aeso a los estados del sistema es de gran
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importania, ya que estas señales son neesarias para propagar las derivadas tempo-

rales del error de estimaión reonstruidas por el estimador de fuerzas y momentos

externos por la dinámia del vehíulo aéreo.

Una de las prinipales motivaiones para ontar on estimadores de perturbaiones

externas y anelarlas mediante leyes de ontrol diseñadas para ello, es que uando se

realizan vuelos on más de un uatrirotor, el desempeño se ha visto laramente dete-

riorado. Con este ontrolador, más estimador, se alanzó a volar on un uatrirotor

dummy a menos de un metro de distania de rotor a rotor, lo ual es un avane on

respeto a pruebas anteriores realizadas en la seión.

No obstante, el desempeño del ontrolador, depende de forma onsiderable del estado

de arga de la batería. Esta desventaja afeta el proedimiento de sintonizaión de

gananias del ontrolador y del estimador de perturbaiones.

4.1. Trabajo futuro

Las siguientes propuestas, están dadas en base a los resultados obtenidos, y utilidades

que se le pueden dar a dihos resultados.

Probar el desempeño de los estimadores de momentos y fuerzas externos va-

riantes en el tiempo de esta tesis ombinados on ténias de ontrol diferentes

a las presentadas en esta tesis.

Realizar la instrumentaión y atualizaión de software neesarios para probar

los estimadores aquí presentados más una ley de ontrol, de forma experimental

en exteriores.

Plani�ar tareas de navegaión en onjunto on dos o más uatrirotores on un

�n en espeí�o, omo manipulaión de objetos en el entorno, vigilania, et.

Realizar la instrumentaión neesaria para monitorear el estado de la batería

del uatrirotor usado para experimentaión y on esto evitar aidentes y que

afete los resultados experimentales al probar estrategias de ontrol.



Apéndie A

Propiedades del mapeo ·̂

El mapeô· : R3 → so(3) se de�ne tal que x̂y = x × y para ualquier x, y ∈ R
3
. Esto

identi�a el álgebra de Lie so(3) on R
3
usando el produto ruz en R

3
. La inversa

del mapeo ·̂ se denomina omo el mapeo ·∨ : so(3) → R
3
.

Algunas otras propiedades son listadas a ontinuaión.

x̂y = x× y = −y × x = −ŷx,

1

2
traza [x̂ŷ] = x⊤y,

traza [Ax̂] =
1

2
traza

[
x̂(A− A⊤)

]
= −x⊤(A−A⊤)∨,

x̂A+ A⊤x̂ = ({traza[A]I3×3 −A} x)∧ ,

Rx̂R⊤ = (Rx)∧

Para ualquier x, y ∈ R
3
, A ∈ R

3×3
, y R ∈ SO(3).
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