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Resumen
El presente trabajo se enfoca al diseño de estrategias de control descentra-
lizadas para lograr la coordinación de movimiento en los sistemas multi-
agentes. Los sistemas multi-agente estudiados en este trabajo están com-
puestos por robots móviles terrestres o por robots móviles aéreos, particu-
larmente, robots móviles de tracción diferencial y helicópteros de 4 rotores.
Los principales problemas a tratar para el caso de robots móviles terrestres
son el problema de confinamiento y la evasión de colisiones. El problema de
confinamiento consiste en que un grupo de agentes llamado líderes, realice
el seguimiento de una trayectoria preestablecida logrando una formación
deseada, mientras que otro grupo de agentes llamado seguidores, converge
al área delimitada por los líderes. Las formaciones deseadas pueden ser
estáticas o variantes en el tiempo. Se presentan casos particulares donde
la interacción entre los líderes se representa por gráficas de formación de
cadena abierta con líder y centrada en el líder, llegando a una generalización
donde se consideran gráficas de formación arbitrarias. Se estudia la evasión
de colisiones entre los agentes dentro del problema de formación, avance en
formación y confinamiento. Para lograr la evasión de colisiones se utilizan
campos vectoriales repulsivos del tipo foco inestable.
Para el caso de robots móviles aéreos, los problemas a tratar son el segui-
miento de trayectorias y el vuelo en formación. Se considera un helicóptero
de 4 rotores comercial AR.Drone 2.0, fabricado por la empresa francesa
Parrot. Se proponen 3 estrategias de control para el seguimiento de tra-
yectorias. La primera consiste en un control tipo PD utilizando un modelo
simple del AR.Drone obtenido de aproximaciones de primer orden de los
modelos dinámico y cinemático de un helicóptero de 4 rotores convencional.
La segunda, es una estrategia de control diseñada con la técnica de backs-
tepping utilizando un modelo completo del AR.Drone, obtenido a partir del
modelo dinámico de un helicóptero de 4 rotores convencional y del mode-
lado de la dinámica interna del AR.Drone. Se realiza una aproximación de
primer orden del modelo completo del AR.Drone considerando una altura y
un ángulo de guiñada constantes. La tercera estrategia es una variante de la
segunda, considerando ahora una altura y un ángulo de guiñada variables,
por lo que la técnica de backstepping se extiende para lidiar con sistemas
variantes en el tiempo. Ya que experimentalmente, las mediciones de las ve-
locidades longitudinales y rotacionales del AR.Drone presentan ruidos y en
algunas ocasiones son erróneas, en las estrategias de control diseñadas por
backstepping, se emplean observadores de estados para estimar dichas ve-
locidades. Para el control de vuelo en formación se consideran helicópteros
de 4 rotores convencionales utilizando una gráfica de formación centrada en
el líder. La formación es variante en el tiempo, con lo que se logra el vuelo
en formación con orientación al ángulo de guiñada del líder.
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Abstract
This work is focused on the design of control strategies for the motion
coordination in multi-agent systems. The multi-agent systems studied in
this work are composed of ground mobile robot or aerial mobile robots. In
particular, differential-drive mobile robots and quadrotor helicopters.
The main problems to be addressed in the case of ground mobile robots are
the containment problem and the collision avoidance. The containment pro-
blem consist in that a group of agents called leaders, track a predetermined
trajectory by performing a desired formation, while another group of agents
called followers, converges to the area delimited by the leaders during the
tracking. The desired formations can be static or time-varying. Particular
cases are presented where the interactions between leaders are representing
by open chain with leader and leader-centered formation graphs, reaching
a generalization where arbitrary formation graphs are considered. Collision
avoidance between agents is studied within the formation, formation trac-
king and containment problem. In order to avoid collision, repulsive vector
fields of the unstable focus type are used.
In the case of aerial mobile robots, the problems to be addressed are the
trajectory tracking and formation flight. It is considered a commercial qua-
drotor helicopter AR.Drone 2.0, manufactured by the French company Pa-
rrot. Three control strategies for trajectory tracking are proposed. The first
consist of a PD-type control using a simple AR.Drone model obtained from
first order approximations of the dynamical and kinematic model of a con-
ventional quadrotor helicopter. The second is a control strategy designed
with backstepping technique using a completed AR.Drone model obtained
from the dynamical model of a conventional quadrotor helicopter and the
modelling of the internal dynamics of the AR.Drone. A first order appro-
ximation of the completed AR.Drone model is performed considering cons-
tant height and yaw angle. The third strategy is a variant of the second,
considering now a variable height and yaw angle, so the backstepping tech-
nique extends to deal with time-varying systems. Since experimentally, the
longitudinal and rotational velocities of the Ar.Drone present noises and so-
metime are erroneous, state observers are used in the control strategies de-
signed by backstepping to estimate these velocities. For the formation flight
control, conventional quadrotor helicopter are considered using a leader-
centered formation graph to represent the interactions between helicopters.
The desired formation is time-varying, so the formation flight is achieved
with orientation to the yaw angle of the leader.
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Capítulo 1

Introducción

En este capítulo se da una introducción a los sistemas multi-agente, se explica
lo que son y como están conformados, se mencionan sus aplicaciones potenciales y
las principales áreas de investigación. Se presentan algunos trabajos relacionados con
el problema de confinamiento y la evasión de obstáculos para sistemas multi-agente
conformados por robots móviles terrestres. También, algunos trabajos relacionados
con el control de helicópteros de 4 rotores y en particular, del Ar.Drone 2.0, así como
también algunos trabajos relacionados a los sistemas multi-agente conformados por
helicópteros de 4 rotores. Se plantean los objetivos de este trabajo, se da la justifi-
cación y se presentan los respectivos aportes. Finalmente, se muestra la organización
de la tesis.

1.1. Sistemas multi-agente

Un agente es un ente que tiene la capacidad de percibir el ambiente en el que
se desempeña mediante sensores y tiene la facultad de interactuar con el mismo,
realizando una acción o produciendo un efecto a través de actuadores. Dependiendo
del contexto, un agente puede ser una persona, un proceso, un robot móvil, etc.
Puede ser completamente o al menos parcialmente autónomo, con la posibilidad de
comunicarse con otros agentes.

Un sistema multi-agente consiste de un conjunto de varios agentes que interactúan,
cooperan, aprenden y se coordinan entre si, con la finalidad de realizar tareas com-
plejas que resultan difíciles o tal vez imposibles de resolver por agentes individuales.
El estudio de los sistemas multi-agente ha recibido gran interés, ya que con estos
sistemas se tiene mayor tolerancia a fallas y se logra mayor eficiencia en comparación
con agentes que trabajan de forma individual [65]. Además, construir y usar varios
agentes simples resulta más sencillo, económico y flexible [12].

Las aplicaciones potenciales de los sistemas multi-agente incluyen combate, vigi-
lancia, sistemas de reconocimiento, misiones de búsqueda y rescate, manejo de ma-
teriales peligrosos, transporte de carga, coordinación de movimiento entre muchas
otras [4, 12]. En la coordinación de movimiento, la tarea a realizar es la navegación
de forma estratégica de los agentes, donde la idea principal es mantener a cada agente
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en el campo de visión de algún otro agente vecino, guardando una posición relativa
respecto a él. Entre algunas de las principales áreas de investigación de los sistemas
multi-agente dentro de la coordinación de movimiento se encuentran el control de con-
senso , formación, avance en formación ó marcha, alineación axial, asignación de roles
y tareas [65], así como el problema de confinamiento [66]. Otra área de investigación
que ha tomado mucho interés es la evasión de colisiones, ya que los agentes corren el
riesgo de colisionar ya sea entre ellos o con algún obstáculo al tratar de alcanzar su
posición deseada.

Un sistema multi-agente puede ser homogéneo o heterogéneo. Los sistemas multi-
agentes homogéneos están formados por agentes que tienen capacidades idénticas,
mientras que en los heterogéneos al menos un agente presenta capacidades distintas a
los demás agentes. Los trabajos sobre sistemas multi-agentes están desarrollados para
robots móviles que pueden ser vehículos terrestres no tripulados (UGV), tales como
robots omnidireccionales, uniciclos ó de tracción diferencial y tipo carro, vehículos
aéreos no tripulados (UAV), como aeroplanos y helicópteros, y vehículos marinos no
tripulados (UMV), como robots tipo barco y submarinos. La mayoría de los trabajos
dedicados a los sistemas multi-agente están enfocados al uso de UGV’s, principalmen-
te a robots móviles de tracción diferencial. En años recientes, los investigadores han
puesto especial atención a los sistemas multi-agente formados por UAV’s, en particu-
lar, en helicópteros de 4 rotores.

En el presente trabajo de tesis se estudiará la coordinación de movimiento
para sistemas multi-agente, donde los agentes que forman parte del sistema son
robots móviles terrestres o aéreos, en particular, robots de tracción diferencial
y helicópteros de 4 rotores.

1.2. Estado del arte

En años recientes, el estudio de la coordinación de movimiento en los sistemas
multi-agente ha recibido gran interés por sus extensas aplicaciones. Dos de las prin-
cipales áreas de investigación en la coordinación de movimiento son el control de
formación, donde el objetivo es que un conjunto de agentes realice un patrón geo-
métrico deseado definido por vectores de posición relativa, y el control de avance en
formación, donde el objetivo es realizar el seguimiento de una trayectoria preesta-
blecida mientras los agentes mantienen una formación deseada. En particular, uno
de los problemas en la coordinación de movimiento que ha llamado la atención de
los investigadores es el problema de confinamiento. Este problema consiste en que
un grupo de agentes móviles denominados seguidores, converja hacia el interior de
un patrón geométrico predeterminado, formado por otro grupo de agentes móviles
llamados líderes [41].

De acuerdo a [11, 26, 41], el problema de confinamiento se puede dividir en 2 casos:

• Confinamiento estático. Una vez alcanzado el patrón geométrico deseado, los
agentes líderes permanecen estáticos (sin movimiento) y los agentes seguidores
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se encuentran dentro del área sin movimiento determinada por los líderes. Este
caso es útil cuando un grupo de agentes aseguran una zona para remover mate-
rial peligroso y no deben salir de dicha zona, ya que se pueden contaminar sus
alrededores [41].

• Confinamiento dinámico. Los agentes líderes logran un patrón geométrico desea-
do al mismo tiempo que siguen una trayectoria predeterminada y los agentes
seguidores convergen al área variante en el tiempo determinada por los líderes.
Un ejemplo de esta situación podría ser la navegación de un grupo de agentes,
cuando sólo un subconjunto de ellos (líderes), tiene la capacidad de detectar
obstáculos, mientras que el resto (seguidores), no tiene tal capacidad. Para los
seguidores, una manera de navegar de forma segura es mantenerse dentro del
área variante en el tiempo formada por los líderes [48].

En [9, 18, 74] se estudia el caso de confinamiento estático. [9, 74] consideran líde-
res estáticos desde el inicio, es decir, los agentes líderes son colocados en posiciones
iniciales de tal manera que dichas posiciones formen un patrón geométrico deseado;
mientras que en [18] se considera el control de formación en los líderes; es decir, a
partir de cualquier posición inicial los líderes alcanzan un patrón geométrico y una vez
logrado, permanecen estáticos. El confinamiento dinámico se presenta en [41, 48, 71].
En estos trabajos, a cada líder se le asigna una trayectoria por separado, pero de tal
manera que formen un patrón geométrico al cual deben converger los seguidores. En
[11] se estudian ambos casos, confinamiento estático y dinámico. En [15, 22], se pre-
senta el problema de confinamiento dinámico tomando en cuenta un comportamiento
tipo swarm1 en los agentes, utilizando un enfoque de funciones potenciales para dicho
comportamiento. En los trabajos [22, 21] se aborda el problema de confinamiento con-
siderando retardos de tiempo usando gráficas de comunicación directa. Finalmente,
[49] presenta el problema de confinamiento tanto en caso continuo como en discreto.

Tanto en el caso de avance en formación como en el de confinamiento dinámico,
las formaciones pueden permanecer constantes o variar con respecto al tiempo. El
control de formación variante en el tiempo es un problema complejo dentro de la
coordinación de movimiento y ha sido estudiado en los trabajos [6, 32, 60, 67]. Una
formación variante en el tiempo está compuesta de una formación estática predefinida,
la cuál es transformada por una matriz de rotación que depende de la orientación de
un específico robot líder. Esta formación variante en el tiempo permite a un grupo de
agentes comportarse como un cuerpo rígido, el cuál puede ser trasladado y rotado en
el plano.

Un aspecto presente en todas las áreas dentro de la coordinación de movimiento
y que en muchos trabajos no se toma en consideración es la posible colisión entre los
agentes al intentar alcanzar una posición deseada en una formación o durante el se-
guimiento de una trayectoria. En la literatura, se pueden encontrar diversos métodos
para predecir y evitar colisiones. En [14] se presenta un enfoque para predecir coli-
siones basado en el cono de colisión, y se adoptan tres estrategias para la evasión de

1Preferimos utilizar el anglicismo swarm, ya que hay varias acepciones en español, e.g. enjambre, manada, parvada,
etc.
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colisiones: cambios de las velocidades, cambios de dirección y cambios en velocidades
y dirección. En [64] se presenta un mecanismo de evasión de colisiones bajo un modo
de control central, que actúa como un coordinador que trabaja de forma independien-
te y con un nivel superior a las estrategias para la coordinación, y resuelve los posibles
riesgos de colisión entre los agentes (tipo control de tráfico). En [19, 20, 16] se utilizan
funciones de navegación y funciones potenciales artificiales (atractivas y repulsivas)
para evitar colisiones entre los agentes. Por último, en [37, 38, 50, 73] se emplean
campos vectoriales discontinuos para el control de formación evitando colisiones. La
mayoría de los trabajos reportados en la literatura presentan el problema de colisión
para el caso de dos agentes puntuales o representados como objetos esféricos.

En años recientes, los vehículos aéreos no tripulados (UAVs) se han vuelto muy
populares, tanto en aplicaciones civiles como en investigación, ya que son aeronaves
que no tienen piloto a bordo y pueden realizar vuelo autónomo a partir de trayectorias
pre-programadas. Esto les permite realizar tareas de exploración, reconocimiento y
transporte de objetos que representen un riesgo elevado para los tripulantes. Entre
los diversos tipos de UAVs, el helicóptero de 4 rotores ha ganado mayor importan-
cia, principalmente dentro de la comunidad científica. Este vehículo aéreo tiene una
configuración en particular, que consta de 4 rotores colocados en las puntas de una
estructura en forma de cruz.

El gran interés en la utilización de los helicópteros de 4 rotores viene del hecho
de que son fáciles de controlar comparados con otros vehículos aéreos y por sus ca-
pacidades de realizar maniobras agresivas Mellinger et al. (2012), navegar de forma
autónoma en ambientes estructurados y no estructurados [2, 5], realizar tareas de
forma cooperativa para la manipulación y transporte de objetos [56]. Las principales
ventajas de los helicópteros de 4 rotores son el despegue y aterrizaje en forma vertical
y poder realizar vuelo estacionario (hover), por lo que se pueden utilizar en áreas muy
reducidas. La gran desventaja de este tipo de UAV es su tiempo de vuelo, por lo que
no pueden realizar vuelos de gran duración.

En la literatura se pueden encontrar algunos trabajos que abordan el diseño y la
validación experimental de estrategias de control para helicópteros de 4 rotores. [31]
muestra un control de estabilización de orientación para lograr un vuelo estacionario.
[13] propone un control basado en el análisis de Lyapunov para realizar despegue, vue-
lo estacionario y aterrizaje de manera autónoma. [53] presenta un control no lineal que
asegura el seguimiento de trayectorias y [23] un sistema de navegación implementado
en ROS.

En [58] se muestra una revisión de algunas técnicas de control y aplicaciones de los
sistemas multi-agente usando helicópteros de 4 rotores. Entre las técnicas de control
se mencionan el control de formación, la planeación de trayectorias y la evasión de
colisiones; las aplicaciones incluidas son la navegación en interiores y el guiado vi-
sual. [3] presenta un control de planeación de trayectorias aplicado a operaciones de
búsqueda y rescate. Algunos trabajos relacionados con el control de formación con
helicópteros de 4 rotores se pueden encontrar en la literatura. Por ejemplo, [61] y [62]
presentan el diseño de un control robusto. [30] propone leyes de control basadas en
funciones potenciales saturaciones anidadas, mientras que [34] desarrolla un control no
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lineal basado en saturaciones separadas. [1] diseña un control por modos deslizantes
y [27] presenta un control de formación basado en una linealización por retroalimen-
tación de entrada-salida. Finalmente, [55] y [54] estudian el problema de generación
de trayectorias. [55] proporciona un controlador que permite maniobras agresivas y
[54] presenta la evasión de colisiones para un grupo heterogéneo de helicópteros de 4
rotores.

El AR.Drone 2.0 es un helicóptero de 4 rotores comercial fabricado por la em-
presa francesa Parrot. El AR.Drone ha sido elegido como plataforma experimental
por muchos investigadores debido a su bajo costo y al gran número de sensores con
los que cuenta. En la literatura es posible encontrar algunos trabajos referentes al
modelado y control del AR.Drone. [72] presenta un esquema líder-seguidor, donde el
líder es un AR.Drone controlado desde una aplicación para iPad realizando vuelo de
forma autónoma utilizando la odometría visual con la que cuenta. En [40] se calcula
la posición del AR.Drone con respecto a un punto utilizando marcadores para la loca-
lización empleando ROS. [43] y [42] presentan el control de un AR.Drone modificado,
al cual se le agregó un microcontrolador con el que se realiza el sensado y el cálculo
del control desde la aeronave, realizando vuelo autónomo sin necesidad de controlarlo
remotamente. En [24], se identifica el modelo del AR.Drone de forma experimental y
posteriormente se hace pasivo mediante una ganancia no lineal. En [35] se presenta
un proceso para la identificación del modelo del AR.Drone, además, se propone un
control de tipo path following para controlar su posición. Aunque el AR.Drone es de
arquitectura cerrada, en [7] se habla sobre su arquitectura interna. Sin embargo, el
valor de los parámetros utilizados está restringido sólo para los desarrolladores.

Es común el uso de filtros y observadores, debido al ruido presente en las mediciones
a partir de sensores y que en algunos casos no es posible conocer algún estado del
sistema. En [57], se presenta una linealización por retroalimentación y un observador
lineal para el control de un helicóptero de 4 rotores. En [70], se utilizan observadores no
lineales aumentados para estimar las velocidades e incertidumbres de un helicóptero
de 4 rotores cuando se conoce su posición. Para el caso de un AR.Drone, se puede
encontrar en [69] el uso de un filtro de Kalman para estimar los estados, a partir de
la combinación de datos inerciales y visuales.

1.3. Objetivos

A continuación se presenta el objetivo general de este trabajo:

Desarrollar estrategias de control descentralizadas para lograr la coordinación
de movimiento evitando colisiones en sistemas multi-agente. En particular, di-
chas estrategias estarán enfocadas a resolver una versión variante en el tiempo
del problema de confinamiento para robots de tracción diferencial y vuelo en
formación variante en el tiempo para helicópteros de 4 rotores. Dichas estrate-
gias de control serán validadas a través de simulaciones numéricas y de forma
experimental.
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Para lograr el objetivo general, se han planteado los siguientes objetivos específicos:

• Diseñar estrategias de control para lograr el confinamiento en sistemas multi-
agente

• Incorporar vectores de posición variantes en el tiempo para el control de confi-
namiento

• Estudiar y diseñar estrategias de no colisión empleando campos vectoriales dis-
continuos

• Implementar estrategias de no colisión para el caso de formación y avance en
formación

• Modificar las estrategias de control de confinamiento incorporando las estrategias
de no colisión

• Diseñar estrategias de control para la coordinación de movimiento para helicóp-
teros de 4 rotores

• Verificar los resultados teóricos con simulaciones numéricas

• Integración de la plataforma experimental

• Validar las estrategias de control en la plataforma experimental

1.4. Justificación

La justificación y originalidad de esta propuesta de tesis esta basada en lo siguiente:

• En los trabajos existentes que estudian el confinamiento dinámico, se conside-
ran trayectorias individuales para cada líder, definiendo cada trayectoria de tal
manera que, durante el seguimiento, las posiciones de los líderes formen un pa-
trón geométrico. Sin embargo, no existen trabajos donde se considere el control
de marcha en los líderes, es decir, el avance en formación, lo cuál estaría más
apegado a una aplicación real.

• Continuando con el punto anterior, no existen trabajos reportados en la literatura
que reporten un control de marcha con formaciones variantes en el tiempo. En
nuestro caso, pretendemos que la formación realizada por los líderes se oriente
de acuerdo al ángulo de marcha de un líder principal.

• Se pretende generalizar los resultados obtenidos para cualquier tipo de gráfica
de formación para los líderes y no sólo para gráficas directas ya sea de cadena
abierta con líder o centrada en el líder, que ya han sido reportados en [33, 60, 67]
i.e. configuración tipo trailer y orientación al ángulo de marcha del líder.
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• Existen pocos trabajos enfocados al estudio del problema de confinamiento que
consideren el problema de colisión entre los agentes seguidores al encontrarse
dentro del área determinada por los líderes. Además, en la mayoría de los trabajos
sobre el problema de colisión, cuando se presentan equilibrios no deseados, no se
realiza un análisis formal que garantice que no se cae dentro de esos equilibrios.
A partir de esto, se plantea el uso de campos vectoriales discontinuos para la
evasión de colisiones entre los agentes seguidores, con el fin de evitar equilibrios
no deseados.

• En los trabajos reportados en la literatura sobre el problema de colisión sólo
se aborda el caso de agentes modelados por un integrador. En este trabajo se
abordará el caso de agentes modelados con dos integradores.

• A diferencia de los trabajos encontrados en la literatura donde se toman en cuenta
sistemas multi-agente homogéneos, es decir, agentes idénticos o muy similares,
en este trabajo de tesis se considerará un sistema multi-agente heterogéneo, es
decir, agentes con capacidades distintas. Utilizaremos un sistema multi-agente
conformado por agentes que serán vehículos terrestres y vehículos aéreos.

1.5. Aportaciones

Las aportaciones de este trabajo son las siguientes:

• Implementación del problema de confinamiento con líderes dinámicos usando
avance en formación, tanto para formaciones estáticas como variantes en el tiem-
po, evitando colisiones entre los agentes.

• Estudio del caso general de gráficas de formación empleadas en el problema de
confinamiento para modelar la topología de interacción entre los agentes. En este
caso, la interacción entre los agentes es representada por gráficas de formación
arbitrarias, sin considerar alguna en particular.

• Formaciones variantes en el tiempo que permiten el seguimiento de trayectorias
con formaciones orientadas al ángulo de dirección de un robot líder, así como
también, permitiendo cambios en las dimensiones físicas de dichas formaciones.
Esto a través de trasformaciones usando matrices de rotación y escalamiento.

• Diseño de estrategias de evasión de colisiones basadas en campos vectoriales re-
pulsivos. Estas estrategias se diseñan primeramente para el control de formación,
extendiéndolas al control de avance en formación y confinamiento. Cabe mencio-
nar que para la evasión de colisiones, las estrategias de control de coordinación
de movimiento se modifican, usando una versión acotada de dichas estrategias
basadas en la utilización de la función tangente hiperbólico, agregando un campo
vectorial repulsivo.

• Diseño de una estrategia de control para el avance en formación con evasión de
obstáculos. En este caso se emplea una gráfica de formación centrada en un líder,
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donde el líder es un agente virtual y se ubica en el centroide de la formación,
permitiendo la evasión de obstáculos sin perder la formación deseada, emulando
el comportamiento de un cuerpo rígido.

• Obtención de un modelo dinámico completo para el AR.Drone 2.0 a partir del
modelo dinámico de un helicóptero de 4 rotores convencional y del modelado de
la dinámica interna del AR.Drone 2.0.

• Diseño de estrategias de control para el seguimiento de trayectorias para un
AR.Drone 2.0 utilizando la técnica de Backstepping, empleando observadores de
estado para estimar las velocidades longitudinales y angulares del AR.Drone.

• Diseño de estrategias de control para lograr el vuelo en formación variante en
el tiempo para sistemas multi-agente conformados por helicópteros de 4 rotores.
Las formaciones variantes en el tiempo permiten el seguimiento de trayectorias
con formaciones orientadas al ángulo de guiñada de un robot líder.

1.6. Organización de la tesis

En el capítulo 2 se presentan el modelo cinemático de robots móviles de tracción
diferencial y el modelo dinámico completo para el helicóptero de 4 rotores AR.Drone
2.0 de parrot. Se introducen la teoría algebraica de grafos y se dan algunas preliminares
matemáticas necesarias para el diseño de las estrategias de control, así como también
se presenta la notación utilizada a través de este trabajo.

Las estrategias de control para la coordinación de movimiento para sistemas multi-
agente con robots móviles de tracción diferencial se muestran en el capítulo 3. En par-
ticular, para el caso del problema de confinamiento, tanto para formaciones estáticas,
como para formaciones dinámicas.

En el capítulo 4 se plantea el uso de estrategias de control para la coordinación
de movimiento utilizando campos vectoriales discontinuos para lograr la evasión de
colisiones. Se presentan estrategias de no colisión para el control de formación, avance
en formación variante en el tiempo y confinamiento con avance en formación variante
en el tiempo. También se presenta el caso de evasión de colisiones de manera grupal.

Las estrategias de control para helicópteros de 4 rotores son diseñadas en el capítulo
5. Se muestran estrategias para el seguimiento de trayectorias y el uso de observadores
de estados para estimar las velocidad del AR.Drone 2.0. También se muestra el control
de vuelo en formación orientado al ángulo de guiñada de un robot líder.

En el capítulo 6 se explica la plataforma experimental utilizada y se presentan los
resultados experimentales obtenidos en dicha plataforma.

Por último, en el capítulo 7 se muestran algunas conclusiones y el trabajo futuro
a realizar.



Capítulo 2

Marco teórico

Este capítulo presenta el modelo cinemático de robots móviles de tracción diferen-
cial, un modelo simple para el Ar.Drone 2.0 y un modelo completo para el mismo, el
cuál es obtenido a partir del modelo dinámico de un helicóptero de 4 rotores conven-
cional y del modelado de la dinámica interna del AR.Drone. Se muestran conceptos
básicos sobre la teoría algebraica de gráfos, como las gráficas de formación y el La-
placiano. Finalmente, se presentan algunos conceptos matemáticos que son necesarios
para desarrollar la teoría de este trabajo.

2.1. Modelo cinemático de robots móviles de tracción diferen-
cial

Sea N = {R1, . . . , Rn} un conjunto de robots móviles de tracción diferencial que
se desplazan en el plano con coordenadas ξi = [xi, yi]

T , i = 1, . . . , n. Cada robot tiene
un modelo cinemático de acuerdo a la Figura 2.1 dado por

Figura 2.1: Modelo Cinemático de Robots Móviles de Tracción Diferencial.
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 ẋi
ẏi
θ̇i

 =

 cos θi 0
sin θi 0

0 1

[ vi
wi

]
i = 1, ..., n, (2.1)

con vi la velocidad longitudinal del punto medio del eje de las ruedas del i-ésimo
robot, wi la velocidad angular y θi el ángulo de orientación con respecto al eje X.
Es bien conocido que sistemas como el (2.1), no se pueden estabilizar con leyes de
control continuas e invariantes en el tiempo [8]. Además, si la posición ξi es tomada
como salida del sistema (2.1), la llamada matriz de desacoplamiento es singular. Por
esta razón, con el fin de evitar singularidades en la ley de control, es común estudiar
la cinemática de un punto αi fuera del eje de las ruedas [36]. Las coordenadas del
punto αi están dadas por

αi =

[
αxi
αyi

]
=

[
xi + ` cos θi
yi + ` sin θi

]
(2.2)

donde ` es la distancia de ξi al punto αi. La cinemática del punto αi está dada por[
α̇xi
α̇yi

]
=

[
cos θi −` sin θi
sin θi ` cos θi

] [
vi
wi

]
= Ai(θi)

[
vi
wi

]
(2.3)

donde Ai(θi) es la matriz de desacoplamiento para cada robot Ri. Como se puede
observar, la matriz de desacoplamiento es no singular ya que det (Ai(θi)) = ` 6= 0.

2.2. Modelo dinámico del helicóptero de 4 rotores AR.Drone
2.0

2.2.1. Modelo dinámico de un helicóptero de 4 rotores convencional

La cinemática de un cuerpo rígido que se mueve en el espacio muestra la relación
entre las velocidades de traslación y rotación entre el marco del cuerpo y el marco
inercial.

De la Figura 2.2, la posición y rotación del helicóptero de 4 rotores con respecto
al marco inercial están dados por ξ = [x, y, z]T y η = [φ, θ, ψ]T , respectivamente.
Las velocidades lineales del helicóptero en el marco del cuerpo están dadas por V =
[u, v, w]T y Ω = [p, q, r]T representan las velocidades angulares. La relación entre las
velocidades en el marco inercial y las velocidades lineales en el marco del cuerpo está
dada por

ξ̇ = Re
bV (2.4)

donde

Re
b =

 cθcψ sφsθcψ − cφsψ cφsθcψ + sφsψ
cθsψ sφsθsψ + cφcψ cφsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 (2.5)
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Figura 2.2: Esquema del helicóptero de 4 rotores.

con cφ = cosφ, sφ = sinφ, cθ = cos θ, sθ = sin θ, cψ = cosψ y sψ = sinψ.
Las velocidades de los ángulos de orientación en el marco inercial y las velocidades
angulares en el marco del cuerpo están relacionadas por

Ω = Wηη̇ =

 1 0 − sin θ
0 cosφ sinφ cos θ
0 − sinφ cosφ cos θ

 η̇ (2.6)

Invirtiendo (2.6) obtenemos

η̇ = W−1
η Ω =

 1 sinφ tan θ cosφi tan θ
0 cosφ − sinφ
0 − sinφ sec θ cosφ sec θ

Ω (2.7)

La dinámica representa la evolución de un sistema sujeto a fuerzas y pares externos.
Existen varios enfoques para obtener el modelo dinámico de un helicóptero de 4 rotores
entre los que se encuentran el enfoque de Newton-Euler, Euler-Lagrange y el de los
Cuaterniones. Utilizando el enfoque de Euler-Lagrange y basados en [29], el modelo
dinámico del helicóptero de 4 rotores está dado por

mξ̈ = Re
b

 0
0
F

+

 0
0
−mg

 (2.8)

η̈ = τ̃ (2.9)

con m la masa del helicóptero, g la constante de gravedad, F el empuje principal y
τ̃ = [τ̃φ, τ̃θ, τ̃ψ]T torques auxiliares definidos por

τ̃ = J−1 (τ − C(η, η̇)η̇) (2.10)



12 2 Marco teórico

donde J es la matriz de inercia, C(η, η̇) es el termino de Coriolis y τ son los pares
generados por los rotores del helicóptero.

2.2.2. Modelo simple del AR.Drone 2.0

El AR.Drone 2.0 recibe como entradas de control los ángulos de alabeo y cabeceo
(φ y θ), con lo que se logra el movimiento del AR.Drone en el plano XY , la velocidad
w con lo que se logra el desplazamiento en el eje Z y la velocidad r con lo que se logra
la rotación sobre el eje Z (ψ). A partir de lo anterior, se propone el siguiente modelo
obtenido de aproximaciones de primer orden de (2.4), (2.7) y (2.8)

ẍ =g (φ sinψ + θ cosψ) (2.11a)
ÿ =g (−φ cosψ + θ sinψ) (2.11b)
ż =w (2.11c)

ψ̇ =r (2.11d)

2.2.3. Modelo completo del AR.Drone 2.0

El AR Drone 2.0 cuenta con un controlador interno que se encarga de posicionarlo
en cualquier ángulo solicitado por el usuario. Para modelar la dinámica interna del
AR.Drone se proponen las siguientes ecuaciones diferenciales

z̈ =− a1ż + a3uz (2.12a)

φ̈ =− b1φ̇− b2φ+ b3uφ (2.12b)

θ̈ =− c1θ̇ − c2θ + c3uθ (2.12c)

ψ̈ =− d1ψ̇ + d3uψ (2.12d)

donde los parámetros a1, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, d1 y d3 se calculan a partir de un
análisis experimental mediante mínimos cuadrados utilizando el software matemático
MATLAB, por el cuál se obtuvieron 4 funciones de transferencia, las cuales relacionan
las entradas de control del AR.Drone con las variables de estado z,φ,θ, y ψ, dadas
por

Z(s)

Uz(s)
= a3

s2+a1s
=

3.384

s2 + 3.613s
(2.13a)

Φ(s)

Uφ(s)
= b3

s2+b1s+b2
=

−67.3

s2 + 6.542s+ 25.5
(2.13b)

Θ(s)

Uθ(s)
= c3

s2+c1s+c2
=

60.4

s2 + 4.302s+ 28.24
(2.13c)

Ψ(s)

Uψ(s)
= d3

s2+d1s
=

3.828

s2 + 4.225s
(2.13d)
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Ahora que hemos modelado el controlador interno del AR Drone 2.0, podemos
tener un modelo completo a partir de las ecuaciones (2.8) y (2.12a)-(2.12d) dado por

ẍ = (−a1ż + a3uz + g)

(
tan(θ) cos(ψ) +

tan(φ)

cos(θ)
sin(ψ)

)
(2.14a)

ÿ = (−a1ż + a3uz + g)

(
tan(θ) sin(ψ)− tan(φ)

cos(θ)
cos(ψ)

)
(2.14b)

z̈ =− a1ż + a3uz (2.14c)

φ̈ =− b1φ̇− b2φ+ b3uφ (2.14d)

θ̈ =− c1θ̇ − c2θ + c3uθ (2.14e)

ψ̈ =− d1ψ̇ + d3uψ (2.14f)

donde uz, uφ, uθ y uφ son las entradas de control del AR.Drone.

2.3. Teoría algebraica de gráfos

Definición 2.1 (Gráfica de Formación). Sea N = {R1, . . . , Rn} un conjunto de agen-
tes móviles y Ni el subconjunto de agentes que tienen un flujo de información hacia
el i-ésimo agente. Una gráfica de formación G = {V,E,C} está formada por

Un conjunto de vértices V = {R1, . . . , Rn} que corresponden a los n agentes del
sistema.

Un conjunto de aristas E = {(RjRi) ∈ V × V |Rj ∈ Ni} con i 6= j donde cada
arista representa un flujo de información que va del agente Rj al agente Ri.

Un conjunto de etiquetas C = {cji = Ri − Rj} con (RjRi) ∈ E, cji ∈ Rn con
n = 2 para agentes terrestres y n = 3 para agentes aéreos, ∀i 6= j, Rj ∈ Ni, es
decir, cji es un vector que especifica la posición relativa deseada entre el agente
Rj con respecto al agente Ri.

Una gráfica de formación bien definida debe cumplir con las siguientes condiciones:

• Ser conexa.

• Si existen aristas RjRm1 , Rm1Rm2 , . . . , RmrRj ∈ E, entonces se debe satisfacer

cjm1 + cm1m2 + cm2m3 + . . .+ cmrj = 0

En particular, si cji, cij ∈ C con i 6= j, entonces cji = −cij.

Una gráfica de formación G en la cual el agente i interactúa sólo con el agente
n que actúa como líder, responsable de guiar a los demás agentes del sistema, es
llamada gráfica directa centrada en el líder (ver Figura 2.3). En este caso en particular,
Ni = {Rn}, i = 1, . . . , n− 1 y Nn = ∅.
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Figura 2.3: Gráfica directa centrada en el líder.

Una gráfica de formación G en la cual el agente i sólo interactúa con el agente i+1
y el n-ésimo agente se desempeña como líder, se conoce como una gráfica directa de
cadena abierta con líder (ver Figura 2.4). En este caso en particular, Ni = {Ri+1},
i = 1, . . . , n− 1 y Nn = ∅.

Figura 2.4: Gráfica directa de cadena abierta con líder.

Definición 2.2 (Laplaciano). Dada una gráfica de formación G, el Laplaciano aso-
ciado con G está dado por

L (G) = ∆−Ad (2.15)

donde ∆ es la matriz de grados definida como

∆ = diag {g1, . . . , gn} (2.16)

donde gi es el número de aristas que se dirigen al vértice Ri, i.e. gi = card(Ni),
i = 1, . . . , n, y Ad es la matriz de adyacencia de G definida como

aij =

 1, si (Rj, Ri) ∈ E

0, en otro caso.
(2.17)

donde Ri, Rj ∈ V .
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Definición 2.3 (Caminos y Ciclos). Dada una gráfica de formación G, existe un
camino en dicha gráfica si entre los vértices Ri y Rj hay una secuencia de aristas
RiRm1 , Rm1Rm2 , . . . , RmrRj con i 6= j. Llamamos ciclo a un camino que inicie y
termine en el mismo vértice.

Para más detalles acerca de las gráficas de formación, el Laplaciano y sus propie-
dades, el lector es referido a [17, 25, 47].

2.4. Misceláneos matemáticos

Definición 2.4 [39, 63] Sea A = (aij) ∈ Rn×n que satisface aij ≤ 0 con i 6= j y
aii > 0 para cada i. La matriz A es llamada una M-matriz si satisface cualquiera de
las siguientes condiciones equivalentes

A = ηI−M para alguna matriz M no negativa y alguna η > ρ (M), donde ρ (M)
es el radio espectral de M .

La parte real de cada eigenvalor de A es positiva.

Todos los menores principales de A son positivos.

A−1 existe y A−1 ≥ 0.

Definición 2.5 [68] El casco convexo de un conjunto Z = {z1, . . . , zp} ⊂ Rn, deno-
tado por co (Z), se define como

co (Z) =

{
p∑
j=1

µjzj | µj ∈ R, µj ≥ 0,

p∑
j=i

µj = 1

}

Definición 2.6 Dado un punto zq = [x, y]T y un conjunto Z = {z1, . . . , zp}, la dis-
tancia entre zq y co(Z) es definida por dist(zq, co(Z)) = ı́nf(dist(zq, z)), z ∈ Z.

Definición 2.7 Dado un vector z = [z1, . . . , zp]
T , definimos

tanh(z) = [tanh(z1), . . . , tanh(zp)]
T

.

Definición 2.8 Dada una matriz A ∈ Cn×n con λ1, . . . , λn eigenvalores, entonces su
radio espectral ρ(X) se define como ρ(X) = máx{| λ1 |, . . . , | λn |}.

Proposición 2.1 Sea H ∈ Rn×n una matriz triangular a bloques

H =

[
A B
0 C

]
con A ∈ Rk×k y C ∈ R(n−k)×(n−k). Entonces, los eigenvalores de la matriz H son los
eigenvalores de las submatrices A y C
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Proposición 2.2 [28] Considere el sistema dinámico ẋ = Ax con x = [x1, . . . , xn]T

y A ∈ Rn×n Hurwitz. Entonces el sistema normalizado ẋ = AD(x)x con D(x) =
diag {1/ ‖ x1 ‖, . . . , 1/ ‖ xn ‖} es estable con convergencia en tiempo finito.



Capítulo 3

Estrategias de control para robots
móviles de tracción diferencial

En este capítulo se aborda el diseño de estrategias de control para lograr el confi-
namiento con avance en formación para sistemas multi-agente con robots móviles de
tracción diferencial, tanto para formaciones estáticas como para formaciones varian-
tes en el tiempo. Se presentan casos particulares con gráficas de formación de cadena
abierta con líder y centrada en el líder, mostrando una generalización para cualquier
gráfica de formación arbitraria.

Antes de comenzar con el diseño de las estrategias de control, se presenta la nota-
ción utilizada en este capítulo.

Sea N = {R1, . . . , Rn} un conjunto de agentes que se mueven en el plano con
posiciones αi = [αxi , αyi ]

T , i = 1, . . . , n. El conjunto N , está formado por dos subcon-
juntos disjuntos, de tal forma que N = NF ∪NL, donde NF = {R1, . . . , RnF }, con nF
agentes, es el subconjunto de agentes seguidores, con posiciones αF = [α1, . . . , αnF ]T

y NL = {RnF+1, . . . , Rn}, con nL agentes, es el subconjunto de agentes líderes con
posiciones αL = [αnF+1, . . . , αn]T .

Dado un subconjunto de agentes líderes NL, el agente Rn será el líder principal,
encargado de seguir una trayectoria deseada de navegación; los nL−1 agentes restantes
serán líderes secundarios, encargados de realizar una formación deseada con respecto
al líder principal.

Sea L (G) el Laplaciano de una gráfica de formación G = {V,E,C}. L (G) se
particiona en bloques correspondientes a los subconjuntos de líderes y seguidores de
la siguiente manera

L (G) =

[
LFF LFL

0nL×nF LLL

]
donde LFF ∈ RnF×nF y LFL ∈ RnF×nL representan, respectivamente, el Laplaciano de
una subgráfica de G donde sólo interactúan seguidores y donde interactúan seguidores
y líderes, con los vectores cji = 0; LLL ∈ RnL×nL representa el Laplaciano de una
subgráfica de G donde sólo interactúan líderes.
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3.1. Problema de confinamiento con seguimiento en formación
estática

Para esta sección se considerará una subgráfica donde sólo interactúan líderes dada
por la gráfica de formación de cadena abierta con líder de la Figura 2.4 y se asumirá
la siguiente

Hipótesis 3.1 Para cada agente seguidor, debe de existir una comunicación ya sea de
forma directa o indirecta, con al menos un agente líder. Es decir, para todo Rj ∈ NF

existen aristas RiRm1 , Rm1Rm2 , . . . , RmrRj ∈ E con Ri ∈ NL.

Sea m (t) = [mp (t) ,mq (t)]T una trayectoria de navegación preestablecida con-
tinuamente diferenciable. El objetivo es diseñar una ley de control descentralizada
[vi, wi]

T = fi (αi, Ni), i = 1, . . . , n tal que se logre

Seguimiento asintótico de la trayectoria por el agente líder principal, i.e.

ĺım
t→∞

(αn (t)−m (t)) = 0

Una formación deseada por parte de los agentes líderes secundarios con respecto
al líder principal, i.e para i = nF + 1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(
αi (t)− αi+1 (t)− c(i+1)i

)
= 0

Convergencia de los agentes seguidores al casco convexo formado por los agentes
líderes, i.e.

ĺım
t→∞

dist (αi (t) , co (αL (t))) = 0, i = 1, . . . , nF

Para el problema de confinamiento con avance en formación estática, proponemos
una ley de control para los líderes y seguidores, basada en el algoritmo fundamental
de consenso [65], definida por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km (αn −m(t)) + ṁ(t)) (3.1a)[

vi
wi

]
= A−1i (θi)

(
−kf

(
αi − αi+1 − c(i+1)i

)
+ ṁ(t)

)
, i = nF + 1, . . . , n− 1

(3.1b)[
vj
wj

]
= A−1j (θj)

(
−kc

(
αj − α∗j

)
+ ṁ(t)

)
, j = 1, . . . , nF (3.1c)

con A−1i (θi) la inversa de la matriz de desacoplamiento, m (t) la trayectoria de nave-
gación, ṁ (t) la velocidad de navegación, c(i+1)i el vector de posición relativa desea-
da entre los agentes líderes secundarios, km, kf y kc las ganancias de control y
α∗j = 1

gj

∑
k∈Nj αk, j = 1, . . . , nF . Como se puede observar, en la estrategia de control

presentada, se realiza una prealimentación de la velocidad de marcha en los agentes.
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Teorema 3.1 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (3.1a)-(3.1c). Suponga
que km, kf , kc > 0 y que la subgráfica de los líderes es la gráfica de cadena abierta con
líder de la Figura 2.4. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(3.1a)-(3.1c)

1. El agente líder principal Rn converge a la trayectoria deseada de navegación, i.e.
ĺımt→∞ (αn (t)−m (t)) = 0, al mismo tiempo que los agentes líderes secundarios
convergen a la formación deseada, i.e. ĺımt→∞ (αi (t)− αi+1 (t) −c(i+1)i

)
= 0

para i = nF + 1, . . . , n− 1.

2. Los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por los agentes líde-
res, i.e. ĺımt→∞ dist (αj (t) , co (αL (t))) = 0 para j = n1, . . . , nF .

Demostración. El sistema en lazo cerrado (2.3)-(3.1a)-(3.1c) tiene la forma[
α̇F
α̇L

]
=

([
AFF AFL

0nL×nF ALL

]
⊗ I2

)[
αF
αL

]
+

[
cF
cL

]
(3.2)

donde αF = [α1, . . . , αnF ]T , αL = [αnF+1, . . . , αn]T , ⊗ denota el producto Kronec-
ker, I2 es la matriz identidad de 2 × 2, cF = [ṁ (t) , . . . , ṁ (t)]T ∈ RnF , cL =[
kfc(i+1)i + ṁ (t) , . . . , kmm (t) + ṁ (t)

]T ∈ RnL con i = nF + 1, . . . , n − 1, AFF =

−kcΛLFF , AFL = −kcΛLFL y ALL = −kfLLL − kmΓ con Λ = diag
{

1
g1
, . . . , 1

gnF

}
,

Γ =

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1


nL×nL

y LLL el Laplaciano de la gráfica de cadena abierta de los líderes dada por

LLL =


1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · 1 −1
0 0 · · · 0 0


nL×nL

Definimos los errores del agente principal, los agentes líderes secundarios y los agentes
seguidores como

en = (αn −m (t))

ei =
(
αi − α(i+1) − c(i+1)i

)
, i = nF + 1, . . . , n− 1 (3.3)

ei =
(
αj − α∗j

)
, i = 1, . . . , nF

Reescribiendo (3.3) de forma matricial tenemos[
eF
eL

]
=

([
LFF LFL

0nL×nF PLL

]
⊗ I2

)[
αF
αL

]
−
[
c̃F
c̃L

]
(3.4)
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donde c̃F = [0, . . . , 0]T ∈ RnF , c̃L =
[
c(i+1)i, . . . ,m (t)

]T ∈ RnF con i = nF+1, . . . , n−1
y PLL = LLL + Γ.

La dinámica del error resulta[
ėF
ėL

]
= (B ⊗ I2)

[
eF
eL

]
(3.5)

con
B =

[
BFF BFL

0nL×nF BLL

]
donde eF = [e1, . . . , enF ]T , eL = [enF+1, . . . , en]T , BFF = AFF y BFL similar a AFL,
con la diferencia de que se reemplaza kc por kf en las columnas de los líderes secun-
darios y por km en la columna del líder principal y

BLL =


−kf kf 0 · · · 0

0 −kf kf · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · −kf km
0 0 · · · 0 −km


nL×nL

Se puede ver que la velocidad de navegación no afecta a los errores del sistema.
La matriz B es triangular superior por bloques y de acuerdo a la Proposición 2.1,
sus eigenvalores coinciden con los eigenvalores de los bloques que se encuentran en la
diagonal principal, en este caso BFF y BLL.

Dado que BFF = −kcLFF , los eigenvalores de BFF serán los eigenvalores de LFF
multiplicados por −kc. Definiendo η = máxi=1,...,nF ((LFF )ii) [39], podemos reescribir
a LFF como

LFF = ηIFFnF×nF
−MFFnF×nF

dondeMFFnF×nF
es una matriz no negativa y de acuerdo a la Hipótesis 3.1, se cumple

que ρ
(
MFFnF×nF

)
< η. Por lo tanto LFF es una M -matriz, la cual es no singular y

todos sus eigenvalores tienen parte real positiva. A partir de lo anterior, se tiene que
BFF es una matriz definida negativa.

La matriz BLL es triangular superior, por lo que sus eigenvalores coinciden con los
elementos de la diagonal principal. Ya que todos los elementos de la diagonal principal
de BLL son negativos, entonces BLL es una matriz definida negativa.

Por lo tanto, la matriz B tiene todos sus eigenvalores negativos y los errores del
sistema convergen exponencialmente a cero.

Para el inciso 1. Despejando la posición de los agentes líderes αL (t) de la ecuación
(3.4) tenemos

αL (t) = P−1LLeL (t) + P−1LL c̃L

Ya que eL (t)→ 0 conforme t→∞, entonces αL (t)→ P−1LL c̃L. Por lo que

αi (t)→
∑n−1

k=nF+1 c(k+1)k +m (t)

αn (t)→ m (t)
(3.6)
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conforme t→∞, llegando al resultado deseado.
Para el inciso 2. Despejando la posición de los agentes seguidores αF (t) de la

ecuación (3.4) tenemos

αF (t) = L−1FF eF (t)− L−1FFLFLαL (t)

Ya que eF (t) → 0 conforme t → ∞, entonces αF (t) → −L−1FFLFLαL (t), con αL (t)
definida en (3.6). Haciendo un análisis similar a [10] para las posiciones de los segui-
dores, vemos que LFF es una M -matriz, por lo que L−1FF existe y L−1FF ≥ 0 y dado
que LFL ≤ 0 entonces −L−1FFLFL ≥ 0. Ya que la sumatoria de los elementos de cada
renglón del Laplaciano L (G) es cero, tenemos que la sumatoria de los elementos de
cada renglón de −L−1FFLFL es 1 y de acuerdo a la Definición 2.5, cuando t→∞, las
posiciones de los seguidores se encuentran dentro del casco convexo formado por los
líderes. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos en una simulación numéri-
ca utilizando la estrategia de control dada por (3.1a)-(3.1c). Para la simulación se
consideran 6 robots móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar
se encuentra a 0.15 m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de
formación empleada en la simulación se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Gráfica de formación.

El Laplaciano de la gráfica de formación está dado por

L (G) =


2 0 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 −1 0
0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0


Los parámetros utilizados en la simulación son km, kf , kc = 1. La trayectoria desea-

da de navegación es una sinusoide con amplitud de 2 m y un periodo de 50 s. Los vecto-
res de posición deseada entre los líderes están dados por c65 =

[
−1.6 sin(π

3
),−1.6 cos(π

3
)
]

y c54 = [0, 1.6].
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La Figura 3.2 muestra el movimiento de los agentes en el plano. Las posiciones
iniciales de los agentes están indicadas con una “x” y las posiciones en los tiempos
t = 15, 30, 45 y 60 s se representan con un círculo “o”. Se observa como el agente líder
principal sigue la trayectoria deseada mientras que los líderes secundarios alcanzan la
formación. Además, los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por
los líderes.
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Figura 3.2: Movimiento en el plano de los agentes.

Las Figuras 3.3(a) y 3.3(b), presentan los errores de los agentes seguidores y líderes,
respectivamente. Dichos errores convergen a cero. Las señales de control requeridas
para lograr el confinamiento con avance en formación estática se muestran en las
Figuras 3.4(a) y 3.4(b).

3.2. Problema de confinamiento con seguimiento en formación
variante en el tiempo

En esta sección se presenta una versión variante en el tiempo del problema de
confinamiento. Se abordará un primer caso donde la subgráfica donde sólo interac-
túan líderes es la gráfica de formación centrada en el líder de la Figura 2.3, y un
segundo caso donde la subgráfica donde sólo interactúan líderes es cualquier gráfica
de formación en general.

Para mantener una formación por parte de los agentes seguidores orientada a la
dirección del agente líder mientras se está en movimiento, usaremos un vector de
posición variante en el tiempo dado por

Cji (t) = R (θn) cji (3.7)

donde cji es un vector de posición correspondiente a la formación deseada estática y
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(a) Errores de los seguidores.
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Figura 3.3: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 3.4: Señales de control de los agentes del sistema.
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R (θn) es una matriz de rotación dada por

R (θn) =

[
cos θn − sin θn
sin θn cos θn

]
(3.8)

La derivada de (3.7) está dada por

Ċji (t) = Ṙ (θn) cji (3.9)

donde
Ṙ (θn) =

[
− sin θn − cos θn
cos θn − sin θn

]
wn (3.10)

Para el primer caso, con una gráfica de formación centrada en el líder, se asumirá
la Hipótesis 3.1. El objetivo es diseñar una ley de control descentralizada [vi, wi]

T =
fi (αi, Ni), i = 1, . . . , n tal que se logre

Seguimiento asintótico de una trayectoria preestablecida por parte del agente
líder principal, i.e.

ĺım
t→∞

(αn (t)−m (t)) = 0

Una formación deseada variante en el tiempo por parte de los agentes líderes
secundarios con respecto al agente líder principal, i.e. para i = nF + 1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(αi (t)− αn (t)− Cni (t)) = 0

Convergencia de los agentes seguidores al casco convexo formado por los líderes,
i.e.

ĺım
t→∞

dist (αi (t) , co (αL (t))) = 0, i = 1, . . . , nF

Para el problema de confinamiento con avance en formación variante en el tiempo,
proponemos una ley de control para los líderes y seguidores dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km (αn −m(t)) + ṁ(t)) (3.11a)[

vi
wi

]
= A−1i (θi)

(
−kf (αi − αn − Cni(t)) + α̇n + Ċni(t)

)
, i = nF + 1, . . . , n− 1

(3.11b)[
vj
wj

]
= A−1j (θj)

(
−kc

(
αj − α∗j

)
+ α̇∗j

)
, j = 1, . . . , nF (3.11c)

con A−1i (θi) la inversa de la matriz de desacoplamiento, m (t) la trayectoria de na-
vegación, ṁ (t) la velocidad de navegación, Cni(t) el vector de posición variante en
el tiempo, km, kf y kc las ganancias de control y α∗j = 1

gj

∑
k∈Nj αk, j = 1, . . . , nF .

A diferencia del confinamiento con vectores de posición estáticos, donde se utiliza la
velocidad de marcha (ṁ(t)), en esta ley de control de confinamiento con vectores de
posición variantes en el tiempo, se utiliza la velocidad de los agentes (α̇j).
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Teorema 3.2 Considere el sistema (2.3) y las leyes de control (3.11a)-(3.11c). Su-
ponga que km, kf , kc > 0 y que la subgráfica de los líderes es la gráfica de formación
centrada en el líder de la Figura 2.3. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-
(3.11a)-(3.11c)

1. El agente líder principal Rn converge a la trayectoria deseada de navegación, i.e.
ĺımt→∞ (αn (t)−m (t)) = 0, a la vez que los líderes secundarios logran una la
formación deseada variante en el tiempo, i.e. ĺımt→∞ (αi (t)− αn (t) −Cni(t)) =
0 para i = nF + 1, . . . , n− 1.

2. Los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por los agentes líde-
res, i.e. ĺımt→∞ dist (αj (t) , co (αL (t))) = 0 para j = n1, . . . , nF .

Demostración. Para la demostración de este teorema se lleva acabo un procedimien-
to similar al realizado en la demostración del Teorema 3.2. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numérica
utilizando la estrategia de control dada por (3.11a)-(3.11c). Para la simulación se
consideran 6 robots móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se
localiza a 0.15 m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación
empleada en la simulación se muestra en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Gráfica de formación para la simulación.

El Laplaciano de la gráfica de formación está dado por

L (G) =


2 0 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 −1 0
0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0


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Los parámetros usados en la simulación son km, kf , kc = 1. La trayectoria deseada
de navegación es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
3 cos

(
2πt

T

)
, 1.5 sin

(
4πt

T

)]
con un periodo de T = 50 s. Los vectores de posición estática están dados por c65 =
[−0.8 sin(π/3),−0.8 cos(π/3)] y c64 = [−0.8 sin(π/3), 0.8 cos(π/3)].

La Figura 3.6 muestra el movimiento de los agentes en el plano. La posición
inicial de los agentes están indicadas con una “x” y las posiciones en los tiempos
t = 1.2, 15, 30, 45 y 60 s están representadas con un círculo “o”. Se observa como el
agente líder principal sigue la trayectoria deseada mientras que los agentes líderes se-
cundarios logran una formación variante en el tiempo. Además, los agentes seguidores
convergen al casco convexo formado por los líderes.
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Figura 3.6: Trayectorias de los agentes en el plano.

Las Figuras 3.7(a) y 3.7(b), muestran los errores de los agentes seguidores y líderes,
respectivamente. Dichos errores convergen a cero. Las señales de control requeridas
para lograr el confinamiento con avance en formación variante en el tiempo se mues-
tran en las Figuras 3.8(a) y 3.8(b).

Para el segundo caso, la generalización con gráficas de formación arbitrarias, se
asumirá la Hipótesis 3.1 y la siguiente

Hipótesis 3.2 Para cada agente líder secundario, debe de existir una comunicación
ya sea de forma directa o indirecta, con el agente líder principal; i.e., para todo Ri ∈
NL, i = nF + 1, . . . , n− 1 existen aristas RnRm1 , Rm1Rm2 , . . . , RmrRi ∈ E.

La posición relativa deseada del i-ésimo líder secundario dentro de la formación
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Figura 3.7: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 3.8: Señales de control de los agentes del sistema.
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variante en el tiempo esta dada por

α∗i (t) =
1

gi

∑
k∈Ni

(αk(t) + Cki(t)) , i = nF + 1, ..., n− 1,

donde Cki(t) es el vector de posición variante en el tiempo.
El objetivo es diseñar una ley de control descentralizada [vi, wi]

T = fi (αi, Ni),
i = 1, . . . , n tal que se logre

Seguimiento asintótico de una trayectoria preestablecida por parte del agente
líder principal, i.e.

ĺım
t→∞

(αn (t)−m (t)) = 0

Una formación deseada variante en el tiempo por parte de los agentes líderes
secundarios con respecto al agente líder principal, i.e. para i = nF + 1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(αi (t)− α∗i (t)) = 0

Convergencia de los agentes seguidores al casco convexo formado por los agentes
líderes, i.e.

ĺım
t→∞

dist (αi (t) , co (αL (t))) = 0, i = 1, . . . , nF

Proponemos una ley de control para lograr el confinamiento con avance en forma-
ción variante en el tiempo dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km (αn −m(t)) + ṁ(t)) (3.12a)[

vi
wi

]
= A−1i (θi) (−kf (αi − α∗i ) + α̇∗i ) , i = nF + 1, . . . , n− 1 (3.12b)[

vj
wj

]
= A−1j (θj)

(
−kc

(
αj − α∗j

)
+ α̇∗j

)
, j = 1, . . . , nF (3.12c)

con A−1i (θi) la inversa de la matriz de desacoplamiento, m (t) la trayectoria de nave-
gación, ṁ (t) la velocidad de navegación, Cni(t) el vector de posición variante en el
tiempo, km, kf y kc las ganancias de control y α∗j = 1

gj

∑
k∈Nj αk, j = 1, . . . , nF .

Teorema 3.3 Considere el sistema (2.3) y las leyes de control (3.12a) y (3.12c).
Suponga que km, kf , kc > 0. Entonces, en el sistema en lazo cerrado definido por
(2.3), (3.12a)-(3.12c) se tiene que

1. El agente líder principal Rn converge a la trayectoria deseada de navegación, i.e.
ĺımt→∞ (αn (t)−m (t)) = 0, mientras que los agentes líderes secundarios conver-
gen a la formación deseada variante en el tiempo, i.e. ĺımt→∞ (αi (t)− α∗i (t)) =
0, para i = nF + 1, . . . , n− 1.

2. Los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por los agentes líde-
res, i.e. ĺımt→∞ dist (αj (t) , co (αL (t))) = 0, para j = n1, . . . , nF .
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Demostración. Para la demostración de este teorema se realiza un procedimiento
similar al presentado en la demostración del teorema . �

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numéri-
ca usando la estrategia de control dada por (3.12a)-(3.12c). Para la simulación, se
consideran 6 robots móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se
localiza a 0.15 m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación
empleada en la simulación se muestra en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Gráfica de formación para la simulación.

El Laplaciano de la gráfica de formación está dado por

L (G) =


2 0 −1 0 0 −1
−1 3 −1 0 −1 0
0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 1 −1 −1
0 0 0 −1 1 −1
0 0 0 0 0 0


Los parámetros usados en la simulación son km, kf , kc = 1. La trayectoria deseada

de navegación es una curva de Lissajous dada por

m(t) = [3 sin(ωxt+ δ), 1.5 sin(ωy)]

donde δ = π
2
, ωx = 2π

T
y ωy = 6π

T
con un periodo de T = 50 s. Los vectores

de posición estática están dados por c65 = [−0.8 sin(π/3),−0.8 cos(π/3)], c64 =
[−0.8 sin(π/3), 0.8 cos(π/3)], c54 = [0, 0.8] y c45 = [0,−0.8].

La Figura 3.10 muestra el movimiento de los agentes en el plano. La posición
inicial de los agentes está indicada con una “x” y las posiciones en los tiempos
t = 0.8, 12, 24, 36 y 48 s están representadas con un círculo “o”. Se observa como
el líder principal sigue la trayectoria deseada de navegación mientras que los líderes
secundarios alcanzan una formación variante en el tiempo. Además, los seguidores
convergen al casco convexo formado por los líderes.
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Figura 3.10: Trayectorias de los agentes en el plano.

Las Figuras 3.11(a) y 3.11(b), muestran los errores de los seguidores y líderes, res-
pectivamente. Dichos errores convergen a cero. Las señales de control requeridas para
lograr el confinamiento con avance en formación variante en el tiempo se muestran
en las Figuras 3.12(a) y 3.12(b).
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Figura 3.11: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 3.12: Señales de control de los agentes del sistema.
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Capítulo 4

Evasión de colisiones para robots
móviles de tracción diferencial

En este capítulo se presentan estrategias de control para lograr la coordinación
de movimiento en sistemas multi-agente con evasión de colisiones. Se presentan el
problema de formación, avance en formación variante en el tiempo y confinamiento
con avance en formación variante en el tiempo. Para el problema de formación con
evasión de colisiones se presenta un diseño en el cual se realiza una normalización en
el control agregando un campo vectorial repulsivo; en este caso se consideran gráficas
de formación compuestas por ciclos. Posteriormente, para el problema de avance en
formación y confinamiento con avance en formación, se rediseña la estrategia, uti-
lizando ahora controles acotados por la función tangente hiperbólico agregando de
igual forma un campo vectorial repulsivo y considerando la velocidad de avance. Por
último, se presenta el caso de evasión de colisiones de manera grupal, lo que permite
que el sistema multi-agente imite el comportamiento de un cuerpo rígido.

Sea N = {R1, . . . , Rn} un conjunto de agentes de primer orden que se mueven en
el plano. La distancia entre dos agentes está dada por ‖ ξi − ξj ‖, ∀i, j ∈ N , i 6= j.
Entonces los agentes Rj que están en peligro de colisión con el agente Ri pertenecen
al conjunto

Mi = {Rj ∈ N |‖ ξi − ξj ‖≤ d}, i = 1, 2, . . . , n (4.1)

donde d es la mínima distancia permitida entre los agentes. Con el fin de evitar
colisiones entre los agentes, proponemos campos vectoriales repulsivos dados por

βi = ε
∑
j∈Mi

δij

[
(xi − xj)− (yi − yj)
(xi − xj) + (yi − yj)

]
(4.2)

donde ε > 0 y el parámetro δij está dado de la siguiente manera

δij =

 1, si ‖ ξi − ξj ‖≤ d

0, si ‖ ξi − ξj ‖> d
(4.3)
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Los campos vectoriales repulsivos se proponen de tal manera que exista un foco
inestable que gira en sentido antihorario, tal y como se muestra en la Figura 4.1,
centrado en la posición de los otros agentes con los que se está en riesgo de colisión.
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Figura 4.1: Plano de fase del campo vectorial repulsivo βij .

Para las estrategias de control diseñadas en este capítulo, tomaremos en cuenta
las siguientes suposiciones

Suposición 4.1 Las condiciones iniciales de todos los agentes satisfacen ‖ αi(0) −
αj(0) ‖≥ d, ∀i, j ∈ N , con i 6= j. Es decir, no existe riesgo de colisión entre ningún
agente en t = 0.

Suposición 4.2 El i-ésimo agente, además de conocer las posiciones de los agentes
del conjunto Ni, puede detectar la presencia de cualquier otro agente que se encuentre
dentro de un circulo de radio d.

Así mismo, hay que considerar la siguiente

Observación 4.1 Debe quedar claro que la distancia mínima permitida entre los
agentes d debe ser menor que la mínima distancia entre los agentes dentro de una
formación deseada, i. e. d < mı́n{‖Cij‖}

4.1. Formación con evasión de colisiones

El objetivo es diseñar una ley de control descentralizada [vi, wi]
T = fi (αi, Ni),

i = 1, . . . , n tal que

Los agentes logren una formación deseada, i.e.

ĺım
t→∞

(αi (t)− α∗i (t)) = 0
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Se logre la evasión de colisiones entre los agentes; además, para todo tiempo t
los agentes permanecen a una distancia mayor o igual a una distancia mínima
predefinida d entre ellos, i.e.

‖ αi(t)− αj(t) ‖≥ d,∀t ≥ 0, i 6= j

Una ley de control para lograr una formación deseada está dada por

γi = −kei, i = 1, 2, . . . , n (4.4)

donde ei = αi−α∗i con α∗i = 1
gi

∑
k∈Ni (αk + cki) la posición deseada del i-ésimo agente

y k > 0 la ganancia de control. Para el caso de robots móviles de tracción diferencial
tendríamos [

vi
wi

]
= A−1i (θi)γi, i = 1, 2, . . . , n (4.5)

Consideremos una versión normalizada de (4.4) para tratar con un sistema donde
todos los agentes se mueven a la misma velocidad, dada por

γi =


−µ ei

‖ei‖ , ei 6= 0

0, ei = 0
i = 1, 2, . . . , n (4.6)

donde µ es la velocidad constante de todos los agentes.

Teorema 4.1 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.5) con γi dada por
(4.6) y una gráfica de formación conectada compuesta en su totalidad por la super-
posición de diferentes ciclos. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.5) se
tiene convergencia de los agentes a la formación deseada en tiempo finito.

Demostración. La demostración de este teorema se encuentra detallada en [28]. �
Para lograr la formación con evasión de colisiones entre los agentes, proponemos

una ley de control dada por[
vi
wi

]
= A−1i (θi) (γi + βi) , i = 1, 2, . . . , n (4.7)

con γi dada por (4.6) y βi el campo vectorial repulsivo definido en (4.2).

Teorema 4.2 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.7) con (4.6) y (4.2).
Considere también una gráfica de formación conectada compuesta en su totalidad por
la superposición de diferentes ciclos. Suponga que existe riesgo de colisión entre n
agentes al instante de tiempo t y ε > 6(µ/d). Entonces, en el sistema en lazo cerrado
(2.3)-(4.7) los agentes alcanzan su posición deseada en tiempo finito y permanecen
a una distancia mayor o igual que a una distancia mínima predefinida d entre ellos
para todo t ≥ 0.
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Demostración. Para la demostración de este teorema se realiza inducción matemá-
tica, demostrando primero los casos de colisión entre dos agentes y entre tres agentes,
aplicando inducción para llegar a la solución general de n agentes. Esta demostración
en forma detallada se encuentra en [28]. Cabe mencionar que, geométricamente, el
peor caso ocurre cuando un agente está rodeado por otros 6 agentes y además, el
valor de ε > 6(µ/d) es muy conservador, por lo que es posible que con ε menor, se
logre la evasión de colisiones. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numérica
usando la estrategia de control dada por (4.7). Para la simulación, se consideran 3
robots móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se localiza a 0.045
m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación empleada
en la simulación se muestra en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Gráfica de formación para la simulación.

Los parámetros usados en la simulación son d = 0.2, µ = 0.1, ε = µ/d. Los vectores
de posición están dados por c32 = [−0.3, 0], c21 = [0.3 cos(π/3), 0.3 sin(π/3)] y c13 =
[0.3 sin(π/6),−0.3 cos(π/6)]. La formación deseada es un triángulo equilátero de lado
igual a 0.3 m. Los agentes se colocaron en posiciones iniciales de tal manera que en
las trayectorias hacia sus posiciones deseadas existan colisiones entre ellos.

La Figura 4.3 muestra el movimiento de los agentes en el plano. Se observa como
los agentes logran la formación deseada evitando colisiones. Se puede ver el efecto de
los campos vectoriales repulsivos al modificarse las trayectorias de los agentes para
evitar las colisiones. En la Figura 4.4 se muestran las distancias entre los agentes, se
puede notar que la distancia mínima entre los agentes siempre es mayor o igual que
la distancia predefinida d = 0.2.

La Figura 4.5 muestra los errores de posición de los agentes. Dichos errores con-
vergen a cero. Las señales de control requeridas para lograr la formación con evasión
de colisiones se muestran en la Figura 4.6.

4.2. Seguimiento en formación variante en el tiempo con eva-
sión de colisiones

Para el seguimiento en formación variante en el tiempo usaremos un esquema líder-
seguidores, donde el agente Rn es el líder, responsable del seguimiento de trayectoria y
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Figura 4.5: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 4.6: Señales de control de los agentes del sistema.
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los otros n−1 agentes restantes serán seguidores, encargados de realizar una formación
variante en el tiempo con respecto al líder. En este caso, además de orientarse a la
dirección del líder, la formación podrá ser reescalada utilizando un factor que varia
con el tiempo; por lo que el vector de posición variante en el tiempo (3.7) se modifica
de la siguiente manera

Cji (t) = δ(t)R (θn) cji (4.8)
donde δ(t) es el factor de reescalamiento. La derivada de (4.8) está dada por

Ċji (t) = δ̇(t)R (θn) cji + δ(t)Ṙ (θn) cji (4.9)

En esta sección, asumiremos la siguiente

Hipótesis 4.1 Para cada agente seguidor, debe de existir una comunicación ya sea
de forma directa o indirecta, con el agente líder. Es decir, para todo Ri, i = 1, . . . , n−1
existen aristas RnRm1 , Rm1Rm2 , . . . , RmrRi ∈ E.

Sea m(t) = [mp(t),mq(t)]
T una trayectoria de navegación preestablecida continua-

mente diferenciable, donde ‖ ṁ(t) ‖≤ ηm, ∀t ≥ 0. La posición relativa deseada del
i-ésimo seguidor en la formación deseada variante en el tiempo está dada por

α∗i (t) =
1

gi

∑
k∈Ni

(αk(t) + Cki(t)) , i = 1, ..., n− 1,

donde Cki es el vector de posición variante en el tiempo entre los agentes Ri y Rj. La
derivada de Cji(t) satisface ‖ Ċji(t) ‖≤ ηc, ∀t ≥ 0.

El objetivo es diseñar una ley de control descentralizada [vi, wi]
T = fi (αi, Ni),

i = 1, . . . , n tal que se logre

Seguimiento asintótico de una trayectoria por el agente líder, i.e.

ĺım
t→∞

(αn(t)−m(t)) = 0.

Una formación variante en el tiempo por los agentes seguidores, i.e. para i =
1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(αi(t)− α∗i (t)) = 0.

La evasión de colisiones entre los agentes; esto es, que todos los agentes del
sistema permanezcan a una distancia mayor o igual a una distancia mínima
predefinida d entre ellos, i.e.

‖αi(t)− αj(t)‖ ≥ d, i, j = 1, . . . , n, i 6= j,∀t ≥ 0.

Para lograr el avance en formación variante en el tiempo proponemos una ley de
control acotada definida por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km tanh (αn −m(t)) + ṁ(t)) (4.10)[

vi
wi

]
= A−1i (θi) (−kf tanh (αi − α∗i ) + α̇∗i ) , i = 1, . . . , n− 1 (4.11)
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donde A−1i (θi) es la inversa de la matriz de desacoplamiento, m(t) es la trayectoria
deseada, ṁ(t) es la velocidad de avance, km y kf son las ganancias de control.

El primer resultado principal en esta sección es el siguiente

Teorema 4.3 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.10)-(4.11). Supon-
ga que km, kf > 0. Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.3), (4.10)-(4.11), se
tiene que el agente líder Rn converge a la trayectoria deseada de navegación, i.e.
ĺımt→∞ (αn (t)−m (t)) = 0, mientras que los seguidores logran la formación deseada
variante en el tiempo, i.e. ĺımt→∞ (αi (t)− α∗i (t)) = 0, para i = 1, . . . , n− 1.

Demostración. El sistema en lazo cerrado (2.3), (4.10)-(4.11) está dado por

α̇ = (A⊗ I2)−1 [−(K ⊗ I2) tanh((A⊗ I2)α− C) +M ] (4.12)

donde α = [α1, . . . , αn]T , K = diag {kf , . . . , kf , km}, ⊗ denota el producto Kronecker,
I2 es la matriz identidad de 2× 2,

C =

 1

g1

∑
j∈N1

Cji(t), . . . ,
1

gn−1

∑
j∈Nn−1

Cji(t),m(t)

T ,
M =

 1

g1

∑
j∈N1

Ċji(t), . . . ,
1

gn−1

∑
j∈Nn−1

Ċji(t), ṁ(t)

T ,
A = ΛL(G) + Γ, donde L(G) es el Laplaciano de la gráfica de formación G, Λ =

diag
{

1
g1
, . . . , 1

gn−1
, 0
}

y

Γ =

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

 .
En este punto, tenemos que mostrar que (A⊗ I2) es invertible. De las propiedades

del producto Kronecker tenemos (A ⊗ I2)
−1 = A−1 ⊗ I−12 . Ya que I2 es la matriz

identidad, entonces I−12 existe y nos enfocaremos ahora en la matriz A = (ΛL(G))+Γ.
De las propiedades del Laplaciano sabemos que la matriz ΛL(G) es semidefinida
positiva y singular, es decir, no tiene inversa. Esto ya que el vector de unos X =
[1, . . . , 1]T es solución del sistema ΛL(G)X = 0. Al sumarle la matriz Γ a la matriz
ΛL(G), la matriz resultante A resulta no singular y definida positiva, ya que tomando
en consideración la Hipótesis 4.1 el sistema ΛL(G)X = 0 tiene como única solución
X = [0, . . . , 0]T .

Definimos los errores del sistema como

en = αn −m(t) (4.13)
ei = αi − α∗i , i = 1, . . . , n− 1 (4.14)

Los errores del sistema en forma matricial están dados por

e = (A⊗ I2)α− C (4.15)
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donde e = [e1, . . . , en]T . La dinámica del error resulta

ė = − (K ⊗ I2) tanh(e) (4.16)

Proponemos una función candidata de Lyapunov dada por

V =
1

2
eT (K ⊗ I2)−1e (4.17)

y evaluando su derivada con respecto al tiempo a través de las trayectorias del sistema
tenemos

V̇ = eT (K ⊗ I2)−1(K ⊗ I2) tanh(e) = −eT tanh(e) < 0,∀e with e 6= 0 (4.18)

por lo que los errores convergen asintóticamente a cero. �
Modificando la ley de control anterior (4.10)-(4.11) agregando el campo vectorial

repulsivo (4.2) tenemos finalmente la estrategia para lograr el avance en formación
variante en el tiempo con evasión de colisiones dada por[

vn
wn

]
=A−1n (θn) (−km tanh(αn −m(t)) + ṁ(t) + βn) (4.19)[

vi
wi

]
=A−1i (θi) (−kf tanh (αi − α∗i ) + α̇∗i + βi) , i = 1, ..., n− 1 (4.20)

Para analizar la posición relativa entre los gentes Rj y Ri, definimos las variables
pji = αxi − αxj y qji = αyi − αyj, j, i = 1, . . . , n, j 6= i las cuales corresponden a las
distancias horizontal y vertical entre los agentes. En el plano pji−qji, identificamos al
origen como el punto donde ocurre una colisión entre los agentes Rj y Ri y el círculo
de radio d, centrado en el origen, como la región de influencia entre los dos agentes.
Fuera del círculo, sólo actúa el control de avance en formación variante en el tiempo
mientras que dentro del círculo el campo vectorial repulsivo aparece.

Para presentar el segundo resultado principal de esta sección, necesitamos estable-
cer el siguiente Lema Técnico.

Lema 4.1 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.10)-(4.11) junto con las
definiciones k∗ = máx(kf , km) y η∗ = máx(ηm, ηc). Entonces, en el sistema en lazo
cerrado (2.3)-(4.10)-(4.11) las velocidades de los agentes están acotadas por
η̂ =

√
ρ ((A−1)T (A−1))

(
k∗
√

2n+ η∗
√
n
)
.

Demostración. Tomando la norma del sistema (4.12) tenemos

‖ α̇ ‖ ≤‖ (A⊗ I2)−1 [−(K ⊗ I2) tanh((A⊗ I2)α− C) +M ] ‖
≤‖ (A⊗ I2)−1 ‖‖ −(K ⊗ I2) ‖‖ tanh((A⊗ I2)α− C) ‖ + ‖M ‖

donde ‖ tanh((A ⊗ I2)α − C) ‖≤
√

2n, ‖ M ‖≤ η∗
√
n, con ‖ −(K ⊗ I2) ‖=

ρ
(
(K ⊗ I2)T (K ⊗ I2)

)
y ‖ (A ⊗ I2)

−1 ‖=
√
ρ ([(A⊗ I2)−1]T [(A⊗ I2)−1]), pero ya

que I2 es la matriz identidad con dos eigenvalores 1 y de las propiedades del espectro
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del producto Kronecker tenemos ‖ −(K ⊗ I2) ‖= ρ
(
KTK

)
= máx(kf , km) = k∗ y

‖ (A⊗ I2)−1 ‖=
√
ρ ([(A)−1]T [(A)−1]). Finalmente, tenemos

‖ α̇ ‖≤
√
ρ ((A−1)T (A−1))

(
k∗
√

2n+ η∗
√
n
)

= η̂. (4.21)

Esto concluye la demostración. �
Ahora, podemos presentar el segundo resultado principal. Primero, consideramos

el caso cuando sólo dos agentes están en riesgo de colisión. A partir de este caso
simple, exponemos una serie de teoremas que conducen al caso general.

Teorema 4.4 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.19)-(4.20). Suponga
que existe riesgo de colisión entre dos agentes al instante de tiempo t y el parámetro
ε satisface ε > η̂

d
. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.19)-(4.20) los

agentes tiende asintóticamente a sus posiciones deseadas y permanecen entre ellos a
una distancia mayor o igual a d, ∀t ≥ 0.

Demostración. Mostraremos que los agentes Rr y Rs evaden la colisión y permane-
cen a una minima distancia entre ellos. Definimos una superficie dada por

σrs = p2rs + q2rs − d2 = 0 (4.22)

Para determinar el comportamiento bajo la acción del campo vectorial repulsivo
usaremos la función definida positiva

V =
1

2
σ2
rs (4.23)

cuya derivada está dada por V̇ = σrsσ̇rs. La derivada de (4.22) a lo largo de las
trayectorias del sistema en lazo cerrado está dada por

σ̇rs = 2
[
prs qrs

] [ ṗrs
q̇rs

]
= −2

[
prs qrs

]
((−ks tanh(αs − α∗s) + α̇∗s)

−(−kr tanh(αr − α∗r) + α̇∗r)) + 4ε(p2rs + q2rs) (4.24)

Por lo tanto, V̇ ≤ 0 se logra si σrsσ̇rs ≤ 0. Cuando existe riesgo de colisión, (prs, qrs)
se encuentra en la región interior de σrs = 0, es decir σrs ≤ 0, entonces el análisis se
reduce a mostrar que σ̇rs ≥ 0. Esto significa que el campo vectorial resultante dentro
del círculo apunta hacia afuera, es decir, a la región libre de colisión. Utilizando la
definición del producto vectorial

σ̇rs = 4
√
p2rs + q2rsη̂ cos θrs + 4ε(p2rs + q2rs)

≥ −4
√
p2rs + q2rsη̂ + 4ε(p2rs + q2rs) > 0. (4.25)

Resolviendo para ε tenemos que, si ε > η̂/d entonces σ̇rs > 0. Esto implica que
los agentes Rr y Rs se alejan uno de otro hasta alcanzar una distancia d. Ya que
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‖ αs(0)−αr(0) ‖≥ d, entonces los agentes no sólo evaden la colisión sino que también
satisfacen ‖ αs(t)− αr(t) ‖≥ d para todo tiempo t. �

Ahora, consideramos el caso cuando tres agentes están en riesgo de colisión, esto
es, el agente Rr está en riesgo de colisión contra los agentes Rs1 y Rs2.

Teorema 4.5 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.19)-(4.20). Supon-
ga que existe riesgo de colisión entre tres agentes y que el parámetro ε satisface
ε > 2(η̂/d). Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.19)-(4.20) los agen-
tes convergen asintóticamente a sus posiciones deseadas y permanecen entre ellos a
una distancia mayor o igual a d, ∀t ≥ 0.

Demostración. Definimos una superficie compuesta de dos componentes dada por

σ =

[
σrs1
σrs2

]
=

[
p2rs1 + q2rs1 − d2
p2rs2 + q2rs2 − d2

]
= 0. (4.26)

Usaremos la función definida positiva

V =
1

2
σTσ (4.27)

cuya derivada está dada por

V̇ = σT σ̇ = σrs1σ̇rs1 + σrs2σ̇rs2 ≤ σ∗(σ̇rs1 + σ̇rs2) (4.28)

donde σ∗ = máx{σrs1, σrs2}. Evaluando V̇ considerando que las trayectorias se en-
cuentran en la región interna de σ = 0, es decir, σrs1, σrs2 < 0 entonces el análisis se
reduce a mostrar que σ̇rs1 + σ̇rs2 > 0. Por lo tanto

σ̇rs1 + σ̇rs2 = 2
[
prs1 qrs1

]
((−ks1 tanh(αs1 − α∗s1) + α̇∗s1)

−(−kr tanh(αr − α∗r) + α̇∗r)) + 4ε(p2rs1 + q2rs1)

+2
[
prs2 qrs2

]
((−ks2 tanh(αs2 − α∗s2) + α̇∗s2)

−(−kr tanh(αr − α∗r) + α̇∗r)) + 4ε(p2rs2 + q2rs2)

+4ε
[
prs1 qrs1

] [ prs2
qrs2

]
≥ −4

√
p2rs1 + q2rs1η̂ + 4ε(p2rs1 + q2rs1)− 4

√
p2rs2 + q2rs2η̂ + 4ε(p2rs2 + q2rs2)

+4ε
√
p2rs1 + q2rs1

√
p2rs2 + q2rs2 cos θrs1,rs2 > 0. (4.29)

En este escenario, los agentes Rs1 y Rs2 pueden ser colocados en cualquier punto de
la circunferencia de radio d alrededor del agente Rr, considerando que, del Teorema
4.4, ellos deben permanecer a una distancia mayor o igual a d uno del otro. El peor
caso ocurre cuando los agentes Rs1 y Rs2 están uniformemente distribuidos sobre la
circunferencia de radio d. Así, cos θrs1,rs2 = −1 y resolviendo para ε tenemos que, si
ε > 2(η̂/d) entonces σ̇rs1+ σ̇rs2 > 0. Esto implica que los agentes Rs1, Rs2 y Rr evaden
la colisión entre ellos. �

Geométricamente, el caso más general ocurre cuando el agente Rr-th está rodeado
por seis agentes, i.e. siete agentes están en riesgo de colisión.
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Teorema 4.6 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.19)-(4.20). Suponga
que existe riesgo de colisión entre n ≥ 3 agentes y el parámetro ε satisface ε > 2(η̂/d).
Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.19)-(4.20) los agentes convergen
asintóticamente a su posición deseada y permanecen a una distancia entre ellos mayor
o igual a d, ∀t ≥ 0.

Demostración. Seguimos un procedimiento similar al presentado en la demostración
del Teorema 4.5, considerando una superficie con n−1 componentes y mostrando que,
si σrs1 + . . . + σ̇r(n−1) > 0, entonces V̇ < 0, tomando en consideración que el peor
caso se presenta cuando los n− 1 agentes están uniformemente distribuidos sobre la
circunferencia de radio d alrededor del agente Rr, por lo que los agentes evitan la
colisión entre ellos. �

Los resultados de una simulación numérica usando la ley de control dada por
(4.19)-(4.20) se muestran a continuación. Para la simulación, consideramos 5 robots
móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se encuentra a 0.15 m
delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación empleada en
la simulación se muestra en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Gráfica de Formación para la simulación.

Las ganancias de control usadas en la simulación son km = 2 y kf = 3. La trayec-
toria deseada de navegación es un quadrifolium dado por

m(t) = [4 sin (2ωt) cos (ωt) , 4 sin (2ωt) sin (ωt)] ,

donde ω = 2π
T

con un periodo de T = 80 s. Los vectores de posición estática es-
tán dados por c12 = [0, 0.6], c21 = [0,−0.6], c32 =

[
−0.6 cos(18π

180
),−0.6 sin(18π

180
)
]
,

c34 = [0,−0.97], c43 = [0, 0.97] y c54 =
[
−0.6 cos(54π

180
),−0.6 sin(54π

180
)
]
. El factor de

escalamiento está dado por

µ(t) = 1 + 0.2 sin(ωt).

La distancia mínima permitida entre los agentes es d = 0.3 m y el parámetro ε se
estableció en ε = 1.2(2(η̂/d)), para asegurar que la condición de distancia mínima no
sea violada.

La Figura 4.8 muestra el movimiento de los agentes en el plano. Las posiciones
iniciales de los agentes se indican con una “x” y las posiciones en distintos instantes
de tiempo se representan con un círculo “o”. Se observa como el agente líder sigue
la trayectoria deseada mientras que los agentes seguidores alcanzan una formación
variante en el tiempo con respecto al líder. Además, el requerimiento de distancia
mínima se satisface.
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Figura 4.8: Trayectorias de los agentes en el plano.

Las Figuras 4.9(a) y 4.9(b) muestran los errores de los agentes en los ejes X y Y ,
respectivamente. Dichos errores convergen a cero.

Time (s)
0 1 2 3 4 5 6

E
rr

or
 in

 X
 (

m
)

-1

0

1

2

3

4 R
1

R
2

R
3

R
4

R
5

(a) Errores en el eje X.

Time (s)
0 1 2 3 4 5 6

E
rr

or
 in

 Y
 (

m
)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

R
1

R
2

R
3

R
4

R
5

(b) Errores en el eje Y .

Figura 4.9: Errores de los agentes del sistema.

La Figura 4.10(a) muestra todas las posibles distancias entre los agentes. Las
distancias entre cualquier par de agentes siempre es mayor o igual a la distancia
mínima predefinida d = 0.3. Para apreciar mejor la gráfica de la Figura 4.10(a),
un acercamiento a las distancias entre los agentes que están en riesgo de colisión se
presenta en la Figura 4.10(b).
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Figura 4.10: Distancias entre los agentes del sistema.

4.3. Confinamiento con seguimiento en formación variante en
el tiempo con evasión de colisiones

En esta sección se asumirán las Hipótesis 3.1 y 3.2 y se considerarán las definiciones
y toda la teoría presentada en la Sección 3.2.

El objetivo es diseñar una estrategia de control descentralizada [vi, wi]
T = fi (αi, Ni),

i = 1, . . . , n tal que se logre

Seguimiento asintótico de una trayectoria preestablecida por parte del agente
líder principal Asymptotic, i.e.

ĺım
t→∞

(αn(t)−m(t)) = 0.

Una formación variante en el tiempo por parte de los agentes líderes secundarios
con respecto al líder principal, i.e. para i = nF + 1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(αi(t)− α∗i (t)) = 0

Convergencia de los agentes seguidores al casco convexo formado por los líderes,
i.e. para i = 1, . . . , nF

ĺım
t→∞

dist (αi(t), co(αL(t))) = 0

Evasión de colisión entre todos los agentes, es decir, que todos los agentes del
sistema permanezcan a una distancia mayor o igual a una distancia mínima
predefinida d entre ellos, i.e.

‖αr(t)− αs(t)‖ ≥ d, r, s = 1, . . . , n, ∀t ≥ 0.
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Para el problema de confinamiento con avance en formación variante en el tiempo
utilizamos una ley de control acotada basada en (3.12a)-(3.12c) dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km tanh (αn −m(t)) + ṁ(t)) (4.30a)[

vi
wi

]
= A−1i (θi) (−kf tanh (αi − α∗i ) + α̇∗i ) , i = nF + 1, . . . , n− 1 (4.30b)[

vj
wj

]
= A−1j (θj)

(
−kc tanh

(
αj − α∗j

)
+ α̇∗j

)
, j = 1, . . . , nF (4.30c)

El primer resultado principal en esta sección es el siguiente

Teorema 4.7 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.30a)-(4.30c). Suponga
que km, kf , kc > 0. Entonces en el sistema en lazo cerrado definido por (2.3), (4.30a)-
(4.30c), se tiene que:

1. El agente líder principal Rn converge a la trayectoria deseada de navegación,
i.e. ĺımt→∞ (αn (t)−m (t)) = 0, mientras que los agentes líderes secundarios
convergen a la formación deseada, i.e. ĺımt→∞ (αi (t)− α∗i (t) −c(i+1)i

)
= 0 para

i = nF + 1, . . . , n− 1.

2. Los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por los agentes líde-
res, i.e. ĺımt→∞ dist (αj (t) , co(αL(t))) = 0 para j = n1, . . . , nF .

Demostración. Para el inciso 1. La demostración tiene un procedimiento similar al
realizado en la demostración del Teorema 4.3.

Para el inciso 2. Los errores del sistema en forma matricial están dados por[
eF
eL

]
=

([
PFF PFL

0 PLL

]
⊗ I2

)[
αF
αL

]
−
[

0

C̃L

]
(4.31)

donde eF =
[
eT1 , . . . , e

T
nF

]T , eL =
[
eTnF+1, . . . , e

T
n

]T , αF =
[
αT1 , . . . , α

T
nF

]T , αL =[
αTnF+1, . . . , α

T
n

]T ,
C̃L =

 1

gnF+1

∑
k∈NnF+1

CT
ki(t), . . . ,

1

gn−1

∑
k∈Nn−1

CT
ki(t),m

T (t)

T ,
PFF =

[
1

g1
LTFF1

, . . . ,
1

gnF
LTFFnF

]T
,

PFL =

[
1

g1
LTFL1

, . . . ,
1

gnF
LTFLnF

]T
,

PLL =

[
1

gnF+1

LTLL1
, . . . ,

1

gn−1
LTLLnL−1

,
([

0 · · · 0 1
]
1×nL

)T]T
,
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donde LFFi , LFLi y LLLi son el i-ésimo renglón de las submatrices LFF , LFL y LLL,
respectivamente.

A partir de este punto se realiza un procedimiento similar al presentado en la
demostración del inciso 2 del Teorema 3.2. �

Modificando la ley de control anterior (4.30a)-(4.30c) agregando el campo vecto-
rial repulsivo (4.2) tenemos finalmente la estrategia para lograr el confinamiento con
avance en formación variante en el tiempo con evasión de colisiones dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km tanh(αn −m(t)) + ṁ(t) + βn) (4.32a)[

vi
wi

]
= A−1i (θi) (−kf tanh(αi − α∗i ) + α̇∗i + βi) , i = nF + 1, . . . , n− 1 (4.32b)[

vj
wj

]
= A−1j (θj)

(
−kc tanh(αj − α∗j ) + α̇∗j + βj

)
, j = 1, . . . , nF (4.32c)

El segundo resultado principal en esta sección es muy similar al segundo presentado
en la sección anterior, el cuál consiste en una serie de 3 teoremas, considerando el caso
más simple, cuando existe riesgo de colisión entre 2 agentes, luego el caso cuando hay
riesgo de colisión entre 3 agentes y por último, el caso general.

A continuación se muestran los resultados de una simulación numérica usando la
ley de control (4.32a)-(4.32c). Para la simulación consideramos 8 robots móviles de
tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se localiza a 0.15 m delante del
punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación empleada en la simulación
se muestra en la Figura 4.11.

Figura 4.11: Gráfica de formación para la simulación.

Los parámetros utilizados en la simulación son km = 1, kf = kc = 2. La trayectoria
deseada de navegación es una curva de Lissajous dada por

m(t) =
[
4.5 sin

(
ωxt+

π

2

)
, 1.5 sin (ωy)

]T
,

donde ωx = 2π
T

y ωy = 6π
T

con un periodo de T = 80 s. Los vectores de posición estática
son c87 = [−1.2,−0.6]T , c76 = [0, 1.2]T , c67 = [0,−1.2]T and c65 = [−0.6,−0.6]T . El
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factor de escalamiento está dado por

µ(t) = 1 + 0.2 sin(ωxt).

La distancia mínima permitida entre los agentes es d = 0.2 m y el parámetro ε se
estableció en ε = 2.2(η̂/d), k = 1, . . . , n para asegurar que la condición de distancia
mínima no sea violada.

La Figura 4.12 muestra el movimiento de los agentes en el plano. Las posiciones
iniciales de los agentes están indicadas con una "x 2las posiciones en los tiempos
t = 0.38, 12, 22, 32, 42, 52, 62 y 72 s se representan con un círculo .o". Se observa como
el agente líder principal sigue la trayectoria deseada de navegación, mientras que los
agentes líderes secundarios logran una formación variante en el tiempo con respecto
al líder principal y los agentes seguidores convergen al casco convexo formado por los
líderes. Además, no hay colisiones entre los agentes.
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Figura 4.12: Trayectorias de los agentes en el plano.

Las Figuras 4.13(a) y 4.13(b) muestran los errores de los seguidores y líderes,
respectivamente. Dichos errores convergen a cero. Las señales de control requeridas
se presentan en las Figuras 4.14(a) y 4.14(b).

La Figura 4.15(a) muestra todas las distancias posibles entre los agentes. Las
distancias entre cualquier par de agentes siempre es mayor o igual a la distancia
mínima predefinida d = 0.2. Para una mejor apreciación de la Figura 4.15(a), un
acercamiento a las distancias entre los agentes que están en riesgo de colisión se
presenta en la Figura 4.15(b).
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(a) Errores de los seguidores.

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

0

0.2

0.4

Error in X of R
5

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

-0.6
-0.4
-0.2

0

Error in Y of R
5

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

-0.8

-0.4

0

Error in X of R
6

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

0

0.2

0.4

Error in Y of R
6

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

0
0.1
0.2

Error in X of R
7

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

-0.3
-0.2
-0.1

0

Error in Y of R
7

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

0

0.2

0.4

Error in X of R
8

Time (s)
0 20 40 60 80E

rr
or

 (
m

)

-0.4

-0.2

0

Error in Y of R
8

(b) Errores de los líderes.

Figura 4.13: Errores de los agentes del sistema.
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(a) Controles de los seguidores.
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Figura 4.14: Controles de los agentes del sistema.
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Figura 4.15: Distancias entre los agentes del sistema.

4.4. Evasión de colisiones en forma grupal sin perder la for-
mación

En esta sección se estudia el problema de evasión de obstáculos en el control
de avance en formación estática. Para ello se utiliza una estrategia líder-seguidores,
empleando una gráfica de formación directa centra en el líder como la que se muestra
en la Figura 2.3. En este caso, el líder es un agente virtual y se ubica en el centroide
del patrón geométrico deseado para los agentes seguidores. La evasión de obstáculos
se realiza a través de un campo vectorial repulsivo tipo foco inestable que se agrega al
control de seguimiento de trayectorias en el líder virtual. Se pretende lograr la evasión
de los obstáculos sin perder la formación deseada, emulando el comportamiento de
un cuerpo rígido.

Sea m(t) = [mx(t),my(t)]
T una trayectoria de marcha preestablecida y conti-

nuamente diferenciable, donde ‖ṁ(t)‖ ≤ ηm, ∀t ≥ 0. Sean ξoj = [xoj , yoj ]
T con

j = 1, . . . ,m, las posiciones de los obstáculos. El objetivo es diseñar una estrategia
de control descentralizada [vi, wi]

T = fi(αi, Ni), i = 1, . . . , n − 1, un = fn(αn,m(t))
tal que se logre

El seguimiento asintótico de una trayectoria deseada por parte del agente líder
virtual, i.e.

ĺım
t→∞

(αn(t)−m(t)) = 0

Una formación deseada por parte de los agentes seguidores con respecto al líder
virtual, i.e. para i = 1, . . . , n− 1

ĺım
t→∞

(αi(t)− αn(t)− cni) = 0

La evasión de obstáculos por parte de todos los agentes del sistema; esto es, que
para todo tiempo t, todos los agentes del sistema permanezcan a una distancia
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mayor o igual a una distancia mínima predefinida do de los obstáculos, i.e. para
i = 1, . . . , n y j = 1, . . . ,m

‖αi(t)− ξoj‖ ≥ do, ∀t ≥ 0

Para el problema de avance en formación estática proponemos una ley de control
acotada dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km tanh(αn −m(t)) + ṁ(t)) (4.33)[

vi
wi

]
= A−1i (θi) (−kf tanh(αi − αn − cni) + α̇n) , i = 1, . . . , n− 1 (4.34)

donde cni es el vector de posición relativa deseada entre el agente líder virtual y el
i-ésimo agente, ṁ(t) es la velocidad de avance, α̇n es la velocidad del líder virtual, km
y kf son las ganancias de control.

Teorema 4.8 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.33)-(4.34). Suponga
que km, kf > 0. Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.33)-(4.34) el agente lí-
der virtual converge a la trayectoria deseada de navegación, i.e. ĺımt→∞ (αn(t)−m(t)) =
0, mientras que los agentes seguidores logran una formación deseada con respecto al
líder virtual, i.e. para i = 1, . . . , n− 1, ĺımt→∞ (αi(t)− αn(t)− cni) = 0.

Demostración. Los errores del sistema en forma matricial están dados por

e = Aα + C (4.35)

donde e = [e1, . . . , en−1, en], C = [cn1, . . . , cn(n−1),m(t)]T y A = L(G) + Γ, con

Γ =

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1


n×n

La dinámica del error resulta

ė = −(K ⊗ I2) tanh(e) (4.36)

con K = diag(µf , . . . , µf , µm) ∈ Rn×n, ⊗ denota el producto Kronecker y I2 ∈ R2×2

la matriz identidad.
Proponemos una función candidata de Lyapunov dada por

V =
1

2
eT (K ⊗ I2)−1e (4.37)

calculando la derivada de (4.17) tenemos

V̇ = −eT (K ⊗ I2)−1(K ⊗ I2) tanh(e) = −eT tanh(e) < 0 (4.38)

por lo que los errores convergen asintóticamente a cero. �
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Sea No = {Ob1, . . . , Obm} un conjunto de obstáculos fijos. La distancia entre el
punto αn del líder virtual y cada uno de los obstáculos está dada por ‖ αn − ξoj ‖.
Entonces los obstáculos Obj que están en riesgo de colisión con la formación deseada
pertenecen al conjunto

Mon =
{
Obj ∈ No |‖ αn − ξoj ‖≤ don

}
, j = 1, . . . ,m (4.39)

donde don es la mínima distancia permitida entre el líder virtual y los obstáculos. Con
el fin de evitar colisiones con obstáculos, proponemos campos vectoriales repulsivos
dados por

βon = εo
∑
j∈Mn

δonj

[
(αxn − xoj)− (αyn − yoj)
(αxn − xoj) + (αyn − yoj)

]
(4.40)

donde εo > 0 y el parámetro δonj está dado de la siguiente manera

δonj =

 1, si ‖ αn − ξj ‖≤ don

0, si ‖ αn − ξj ‖> don

(4.41)

Los campos vectoriales repulsivos se proponen de tal manera que exista un foco
inestable que gira en sentido antihorario centrado en la posición de los obstáculos con
los que se esté en riesgo de colisión.

Observación 4.2 Cabe mencionar que la distancia máxima deseada entre los agentes
seguidores con respecto al líder virtual máx{‖cni‖}, i = 1, . . . , n−1, debe ser menor a
la distancia mínima permitida entre el líder virtual y los obstáculos don. De este modo,
tenemos que la distancia mínima permitida entre el líder virtual y los obstáculos debe
ser don = do + máx{‖cni‖}.

Además, hacemos las siguientes suposiciones:

Suposición 4.3 Los agentes seguidores Ri, i = 1, . . . , n − 1 conocen la posición del
agente líder virtual Rn para todo tiempo t, pero no conocen las posiciones de los
obstáculos; sólo el agente líder virtual puede detectar la presencia de los obstáculos.

Suposición 4.4 La condición inicial del agente líder virtual satisface ‖αn(0)−ξoj(0)‖ >
don, j = 1, . . . ,m. También se supone que los agentes seguidores no están en riesgo
de colisión con algún obstáculo antes de lograr la formación deseada con respecto al
líder virtual y tampoco hay riesgo de colisión entre ellos.

Finalmente, la ley de control con evasión de obstáculos para el agente líder virtual
está dada por[

vn
wn

]
= A−1n (θn) (−km tanh(αn −m(t)) + ṁ(t) + βn) (4.42)

Para analizar la distancia relativa entre el líder virtual y algún obstáculo, definire-
mos las variables pjn = αxn−xoj y qjn = αyn−yoj . En el plano pjn−qjn, identificaremos
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al origen como el punto donde ocurre una colisión entre el líder virtual y el j-ésimo
obstáculo y un círculo de radio don centrado en el origen. Fuera del círculo sólo actúa
la ley de control para el seguimiento de trayectoria mientras que dentro del círculo
aparece el campo vectorial repulsivo.

Teorema 4.9 Considere el sistema (2.3) y la ley de control (4.42). Suponga que
hay riesgo de colisión con un obstáculo al instante t y que εo > (km

√
2 + ηm)/don.

Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.3)-(4.42) el agente líder virtual converge a la
trayectoria deseada de marcha y además permanece durante todo t ≥ 0 a una distancia
mayor o igual a don; lo que implica que todos los agentes del sistema permanezcan a
una distancia mayor o igual a una distancia mínima do del obstáculo, i.e. ‖αi(t) −
ξo‖ ≥ do, ∀t ≥ 0, i = 1, . . . , n− 1.

Demostración. Se desea mostrar que el líder virtual Rn logra evadir al obstáculo
Obj y permanece a una distancia mínima de él. Definimos una superficie dada por

σjn = p2jn + q2jn − d2n = 0 (4.43)

Al existir riesgo de colisión, pjn y qjn se encuentran dentro del círculo σjn < 0. Para
determinar el comportamiento bajo la acción del campo vectorial repulsivo, se calcula
la derivada con respecto al tiempo de (4.43) y se evalúa a lo largo de las trayectorias
del sistema en lazo cerrado. La dinámica de pjn y qjn es[

ṗjn
q̇jn

]
= −km tanh(αn −m(t)) + ṁ(t) + εo

[
pjn − qjn
pjn + qjn

]
(4.44)

Entonces

σ̇jn = 2
[
pjn qjn

] [ ṗjn
q̇jn

]
= −2km

[
pjn qjn

]
tanh(αn −m(t)) (4.45)

+2
[
pjn qjn

]
ṁ(t) + 2εo(p

2
jn + q2jn)

Es necesario mostrar que σ̇jn, en la región interna es positivo, esto significa que el
campo vectorial resultante dentro del círculo apunta hacia el exterior, es decir, hacia
la región libre de colisiones. Se puede acotar (4.45) por

σ̇jn > −2kmdon
√

2− 2donηm + 2εod
2
on (4.46)

donde ηm es la cota de la velocidad de la trayectoria. Por lo tanto, si εo > (km
√

2 +
ηm)/don entonces σ̇jn > 0. Con esto se logra que el líder virtual evada el obstáculo y
permanezca a una distancia mayor ó igual a don del mismo. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos en una simulación numérica
utilizando las leyes de control (4.42)-(4.34). Para la simulación se consideran 4 robots
móviles de tracción diferencial, donde el punto αi a controlar se encuentra a una
distancia de 0.15 m delante del punto medio del eje de las ruedas. Uno de los robots
es el líder virtual y los 3 robots restantes son seguidores.
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Los parámetros utilizados en la simulación son km = 1, kf = 2. La trayectoria
deseada de marcha es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
1.5 cos

(
2πt

T

)
, 0.75 sin

(
4πt

T

)]
con un periodo de T = 60 s y una cota de velocidad dada por ηm = 0.2221. Los vecto-
res de posición deseada son c41 = [−0.2sen(π/6), 0.2 cos(π/6)], c42 = [−0.2sen(π/6),
−0.2 cos(π/6)] y c43 = [0.2, 0]. La distancia mínima entre los agentes seguidores y
el obstáculo es de do = 0.2 m, por lo que la distancia mínima entre el líder vir-
tual y el obstáculo resulta don = do + máx{‖c41‖, ‖c42‖, ‖c43‖} = 0.4 m y εo =
2(km

√
2 + ηm)/don = 8.181567.

La Figura 4.16 muestra el movimiento de los agentes en el plano. El obstáculo se
encuentra en el origen y se puede observar como se logra el seguimiento de trayectoria
sin perder la formación evadiendo dicho obstáculo.
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Figura 4.16: Movimiento en el plano de los agentes.

La Figura 4.17 presenta los errores de posición de los agentes. El líder virtual
presenta un error en el seguimiento de trayectoria al momento de evadir el obstáculo,
mientras que los seguidores logran mantener la formación deseada con respecto al
líder.

En la Figura 4.18 se muestran las distancias entre todos los agentes y el obstáculo.
El líder virtual permanece a una distancia mayor o igual a la distancia mínima entre
él y el obstáculo don y los seguidores a una distancia do.
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Figura 4.17: Errores de posición de los agentes.
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Capítulo 5

Estrategias de control para
helicópteros de 4 rotores

Esta sección presenta el diseño de estrategias de control para la coordinación de
movimiento de helicópteros de 4 rotores, en particular, para un helicóptero de 4 rotores
comercial AR.Drone 2.0 fabricado por la empresa francesa Parrot. Se presenta un
control para el seguimiento de trayectorias. Se muestra una primera aproximación
utilizando el modelo simple del AR.Drone. Posteriormente, se presenta un control de
seguimiento de trayectorias diseñado con la técnica de Backstepping y utilizando el
modelo completo del AR.Drone. Se añade además a ésta última, el uso de observadores
de estado para estimar las velocidades de traslación y rotación; esto debido a la
presencia de ruido en las mediciones obtenidas de los sensores y que para el caso de la
velocidad de traslación en el eje Z no se pueden obtener mediciones y que la velocidad
de rotación sobre el mismo eje presenta errores. Finalmente, se presenta un control de
vuelo en formación con orientación al ángulo de guiñada de un líder para helicópteros
de 4 rotores convencionales.

5.1. Control de seguimiento de trayectorias

Para el diseño de la estrategia de control, se considera el modelo simple del
AR.Drone dado por (2.11a)-(2.11d). Reescribimos (2.11a)-(2.11b) como[

ẍ
ÿ

]
= g

[
sinψ cosψ
− cosψ sinψ

] [
φ
θ

]
= gA(ψ)

[
φ
θ

]
(5.1)

Definiendo variables de control auxiliares u = [ux,y ]T es posible establecer una estra-
tegia para controlar la posición en el plano XY dada por[

φ
θ

]
=

1

g

[
sinψ − cosψ
cosψ sinψ

] [
ux
uy

]
=

1

g
A−1(ψ)

[
ux
uy

]
(5.2)

Sea ξxy = [x, y]T . El sistema en lazo cerrado (5.1)-(5.2) produce

ξ̈xy = u (5.3)
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Sea m(t) = [mx(t),my(t)]
T una trayectoria preestablecida en el plano XY la cual

se supone dos veces continuamente diferenciable, mz(t) una altura deseada y ψd un
ángulo de guiñada deseado. El objetivo de este trabajo es diseñar una estrategia de
control [u,w, r]T = fi(ξxy, ξ̇xy, z, ψ) para un AR.Drone 2.0 tal que

Se logre el seguimiento asintótico de una trayectoria preestablecida, i.e.

ĺım
t→∞

(ξxy (t)−m (t)) = 0.

Se alcance un ángulo de orientación deseado en guiñada, i.e.

ĺım
t→∞

(ψ(t)− ψd(t)) = 0.

Proponemos una ley de control tipo PD para el desplazamiento del AR.Drone en
el plano XY dada por

u = −kd(ξ̇xy − ṁ(t))− kp(ξxy −m(t)) + m̈(t) (5.4)

con kd = diag {kdx, kdy} y kp = diag {kpx, kpy} ganancias de control. Para controlar el
desplazamiento en Z y la rotación en guiñada proponemos

ż = −kpz (z −mz(t)) + ṁz(t) (5.5)
ψ̇ = −kpψ (ψ − ψd(t)) + ψ̇d(t) (5.6)

donde kpz, kpψ son ganancias de control.

Teorema 5.1 Considere el sistema (5.3) y la ley de control (5.4). Suponga que
kpx, kdx > 0 y kpy, kdy > 0. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (5.3)-(5.4),
el AR.Drone 2.0 converge localmente a la trayectoria deseada en el plano XY , i.e.
ĺımt→∞ (ξxy (t)−m (t)) = 0.

Demostración. El sistema en lazo cerrado (5.3)-(5.4) produce[
ẍ
ÿ

]
= A

[
ẋ
ẏ

]
+B

[
x
y

]
+ C(t) (5.7)

donde

A =

[
−kdx 0

0 −kdy

]
, B =

[
−kpx 0

0 −kpy

]
(5.8)

C(t) =

[
m̈x(t) + kdxṁx(t) + kpxmx(t)
m̈y(t) + kdyṁy(t) + kpymy(t)

]
(5.9)

Definimos los errores del sistema en el plano XY como

ex = x−mx(t), (5.10)
ey = y −my(t). (5.11)
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En forma matricial tenemos[
ex
ey

]
=

[
1 0
0 1

] [
x
y

]
−
[
mx(t)
my(t)

]
. (5.12)

La dinámica del error en el plano XY está dada por[
ëx
ëy

]
= A

[
ėx
ėy

]
+B

[
ex
ey

]
(5.13)

Definiendo

λ = [ex, ėx, ey, ėy]
T (5.14)

podemos reescribir la dinámica del error como

λ̇ = Mλ (5.15)

donde

M =

[
N1 0
0 N2

]
(5.16)

con
N1 =

[
0 1
−kpx −kdx

]
, N2 =

[
0 1
−kpy −kdy

]
(5.17)

La matriz M es diagonal a bloques, por lo que el análisis se reduce al estudio de
las matrices N1 y N2 que son matrices de 2 dimensiones. De esta forma, para cada ley
de control con kpx, kdx > 0 y kpy, kdy > 0 la dinámica en el plano XY es localmente
asintóticamente estable. �

Teorema 5.2 Considere el sistema (2.11c)-(2.11d) y la ley de control (5.5)-(5.6). Su-
ponga que kpz, kpψ > 0. Entonces, en el sistema en lazo cerrado (2.11c)-(2.11d)-(5.5)-
(5.6), el AR.Drone 2.0 converge localmente a la trayectoria deseada en el eje Z, i.e.
ĺımt→∞ (z (t)−mz (t)) = 0 y a la orientación deseada de guiñada, i.e. ĺımt→∞ (ψ(t)
−ψd(t)) = 0.

Demostración. El sistema en lazo cerrado (2.11c)-(2.11d)-(5.5)-(5.6) produce[
ż

ψ̇

]
= D

[
z
ψ

]
+ E(t) (5.18)

donde
D =

[
−kpz 0

0 −kpψ

]
, E =

[
ṁz(t) + kpzmz(t)

ψ̇d(t) + kpψψd(t)

]
(5.19)

Definimos los errores del sistema como

ez = z −mz(t) (5.20)
eψ = ψ − ψd(t) (5.21)
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en forma matricial tenemos[
ez
eψ

]
=

[
1 0
0 1

] [
z
ψ

]
−
[
mz(t)
ψd(t)

]
(5.22)

La dinámica del error resulta[
ėz
ėψ

]
= D

[
ez
eψ

]
(5.23)

Claramente, la matriz D es Hurwitz y los errores convergen localmente asintótica-
mente a cero. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numérica
utilizando las leyes de control (5.4), (5.5) y (5.6). Los parámetros usados en los expe-
rimentos son kdx = kpx = kdy = kpy = 1.5, kpz = 2 y kpψ = 6. La trayectoria deseada
en el plano XY es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
2 cos

(
2πt

T

)
, sin

(
4πt

T

)]T
,

con un periodo de T = 60 s. Se tienen una altura y un ángulo de guiñada constantes,
donde la altura deseada es mz = 1.2 m y el ángulo de guiñada deseado ψd = 45o.
La Figura 5.1 muestra el movimiento del AR.Drone en el espacio. Las Figuras 5.2(a)
5.2(b) muestran los errores de posición y orientación, respectivamente.
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Figura 5.1: Movimientos del AR.Drone en el espacio.
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Figura 5.2: Errores del AR.Drone.

5.2. Control por backstepping para el seguimiento de trayec-
torias utilizando observadores de estado

En esta sección utilizaremos la técnica de Backstepping [44, 45, 46] para el diseño
de la ley de control de movimiento en el plano XY . El Backstepping es una técnica de
diseño de leyes de control, desarrollada por Petar V. Kokotovic, que se utiliza para una
clase especial de sistemas dinámicos no lineales que están construidos por subsistemas
anidados originados de un subsistema irreducible, el cual puede ser estabilizado por
algún método conocido. El proceso de diseño inicia con el subsistema irreducible
que se puede estabilizar y “regresar” a través de los subsistemas anidados diseñando
controladores que estabilicen progresivamente cada subsistema, terminando el proceso
cuando se alcanza el último control externo.

Definimos los estados para la dinámica en X, Y , θ y φ como

ξ1 =
[
x y

]T (5.24a)

ξ2 =
[
ẋ ẏ

]T (5.24b)

η1 =
[
θ φ

]T (5.24c)

η2 =
[
θ̇ φ̇

]T (5.24d)

Haciendo una aproximación de primer orden para (2.14a)-(2.14b) y suponiendo
una altura y un ángulo de guiñada constantes, la dinámica de los estados resulta

ξ̇1 =ξ2 (5.25a)

ξ̇2 =gA(ψ)η1 (5.25b)
η̇1 =η2 (5.25c)
η̇2 =− β1η2 − β2η1 + β3uη (5.25d)
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donde uη =
[
uθ uφ

]T ,
A(ψ) =

[
cos(ψ) sin(ψ)
sin(ψ) − cos(ψ)

]
,

es una matriz de rotación que depende del ángulo de guiñada,

β1 =

[
c1 0
0 b1

]
, β2 =

[
c2 0
0 b2

]
y β3 =

[
c3 0
0 b3

]
son matrices constantes que contienen los términos obtenidos en el modelado por
funciones de transferencia del AR.Drone 2.0. Tomando uη = β−13 [β1η2 + β2η1 + vη] el
sistema (5.25a)-(5.25d) se reduce a

ξ̇1 =ξ2 (5.26a)

ξ̇2 =gA(ψ)η1 (5.26b)
η̇1 =η2 (5.26c)
η̇2 =vη (5.26d)

Definimos los errores del sistema como

eξ1 =ξ1 − ξd1 (5.27a)

eξ2 =ξ2 − ξ̇d1 (5.27b)
eη1 =η1 − ηd1 (5.27c)
eη2 =η2 − η̇d1 (5.27d)

donde ξd1 son las posiciones deseadas para AR.Drone 2.0 en el plano XY , ηd1 son las
orientaciones deseadas para AR.Drone 2.0, es decir, los ángulos deseados en alabeo y
cabeceo. La dinámica del error en X, Y , θ y ψ resulta

ėξ1 =eξ2 (5.28a)
ėξ2 =gA(ψ)eη1 (5.28b)
ėη1 =eη2 (5.28c)
ėη2 =vη − η̈d1 (5.28d)

Reescribiendo la dinámica del error y tomando vη = η̈d1 + wη tenemos

ėξ =Aξeξ +Bξeη1 (5.29a)
ėη1 =eη2 (5.29b)
ėη2 =wη (5.29c)

donde eξ =
[
eξ1 eξ2

]T ,
Aξ =

[
0 I2
0 0

]
y Bξ =

[
0

gA(ψ)

]



5.2 Control por backstepping para el seguimiento de trayectorias utilizando observadores de estado63

con I2 ∈ R2×2 la matriz identidad.
Para comenzar el proceso de diseño por Backstepping, consideramos el subsistema

(5.29a), donde eη1 se toma como entrada. Proponemos una ley de control eη1 = α1(eξ)
dada por

eη1 = α1(eξ) =
1

g
A−1(ψ) [−kpeξ1 − kdeξ2] (5.30)

donde kp, kd > 0 son las ganancias de control. El subsistema en lazo cerrado (5.29a)-
(5.39) produce

ėξ = Heξ (5.31)

con
H =

[
0 1
−kp −kd

]
⊗ I2

donde ⊗ denota el producto Kronecker. Se tiene la siguiente función de Lyapunov

V1 =
1

2
eTξ Peξ (5.32)

donde la matriz P tiene la forma

P =

[
a b
b c

]
⊗ I2 (5.33)

y se satisface

V̇1 =
1

2
eTξ
(
PH +HTP

)
eξ ≤ −

1

2
eTξ Qeξ (5.34)

por lo que el subsistema en lazo cerrado (5.29a)-(5.39) es asintóticamente estable.
Para el primer paso de backstepping, hacemos un cambio de variables

y2 = eη1 − α1(eξ) (5.35)

que resulta en

ėξ = [Aξeξ +Bξα1(ξ)] +Bξy2 (5.36a)
ẏ2 =u1 (5.36b)

donde eη2 = α̇1(eξ) + u1. Usando

V2 = V1 +
1

2
yT2 y2 (5.37)

como función candidata de Lyapunov, obtenemos

V̇2 ≤ −
1

2
eTξ Qeξ + yT2 gA

−1(ψ) [beξ1 + ceξ2] + yT2 u1 (5.38)

Eligiendo
u1 = −gA−1(ψ) [beξ1 + ceξ2]− k1y2 (5.39)
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con k1 > 0 la ganancia de control, produce

V̇2 ≤ −
1

2
eTξ Qeξ − yT2 k1y2 (5.40)

con lo que el subsistema (5.36a)-(5.36b)-(5.39) es asintóticamente estable. Sustitu-
yendo u1, α̇1(eξ) y y2 en el control eη2 = α2(eξ, eη1) tenemos

eη2 =α2(eξ, eξ1) = −kp
g
A−1(ψ)eξ2 − kdeη1

− gA−1(ψ) [beξ1 + ceξ2]− k1 (eη1 − α1(eξ)) (5.41)

Después de un paso de backstepping, sabemos que el subsistema (5.29a)-(5.29b)
reescrito como

ė+ξ = A+
ξ e

+
xi +B+

ξ eη2 (5.42)

donde e+ξ =
[
eξ eη1

]T ,
A+
ξ =

[
Aξ Bξ

0 0

]
y B+

ξ =

[
0
I2

]
tomando a eη2 como entrada, puede ser estabilizado por la ley de control (5.41). Para
el segundo paso de backstepping, hacemos otro cambio de variables

y3 = eη2 − α2(eξ, eη1) (5.43)

que resulta en

ė+ξ =
[
A+
ξ e

+
ξ +B+

ξ α2(eξ, eη1)
]

+B+
ξ y3 (5.44a)

ẏ3 =u2 (5.44b)

donde wη = α̇2(eξ, eη1) + u2. Usando

V3 = V2 +
1

2
yT3 y3 (5.45)

como función candidata de Lyapunov, obtenemos

V̇3 ≤ −
1

2
eTξ Qeξ − yT2 k1y2 + yT3 y2 + yT3 u2 (5.46)

Eligiendo
u2 = −y2 − k2y3 (5.47)

con k2 > 0 la ganancia de control, produce

V̇3 ≤ −
1

2
eTξ Qeξ − yT2 k1y2 − yT3 k2y3 (5.48)
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con lo que el subsistema (5.44a)-(5.44b)-(5.47) es asintóticamente estable. Sustitu-
yendo u2, α̇2(eξ, eη1) y y3 en el control wη tenemos

wη =− (bg2 + k1kp)

g
A−1(ψ)eξ2 −

(
kp + k1kd + cg2

)
eη1

− (k1 + kd)eη2 − (eη1 − α1(eξ))− k2 (eη2 − α2(eξ, eη1)) (5.49)

Después de dos pasos de backstepping y haciendo las sustituciones respectivas,
tenemos que la ley de control para el movimiento en el plano del AR.Drone 2.0 está
dada por

uη =β−13

[
β1η2 + β2η1 + η̈d1

− 1

g
A−1(ψ)

[
(kp + k2bg

2 + k2k1kp)(ξ1 − ξd1)

+(bg2 + k1kp + kd + k2kp + k2cg
2 + k2k1kd)(ξ2 − ξ̇d1)

]
(5.50)

−(kp + k1kd + cg2 + I + k2kd + k2k1)(η1 − ηd1)

−(k2 + k1 + kd)(η2 − η̇d1)
]

Proposición 5.1 Considere el subsistema (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e) y la ley
de control (5.50). Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-
(2.14e)-(5.50) el AR.Drone converge localmente asintóticamente a la trayectoria desea-
da en el plano XY , i.e. ĺımt→∞

(
ξ1(t)− ξd1(t)

)
= 0, y a los ángulos deseados de orien-

tación de alabeo y cabeceo, i.e. ĺımt→∞
(
η1(t)− ηd1(t)

)
= 0.

Demostración. El procedimiento de diseño con la técnica de backstepping asegu-
ra convergencia asintótica del sistema en lazo cerrado (5.25a)-(5.25d)-(5.50), don-
de (5.25a)-(5.25d) es una aproximación de primer orden de (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-
(2.14e). Por lo tanto, se garantiza convergencia local asintótica para el sistema en lazo
cerrado (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e)-(5.50) . �

Para controlar la posición en altura y el ángulo de guiñada en el AR.Drone, pro-
ponemos las siguientes leyes de control

uz =
1

a3

[
a1z2 − kpz

(
z1 − zd1

)
− kdz

(
z2 − żd1

)
+ z̈d1

]
(5.51)

uψ =
1

d3

[
d1ψ2 − kpψ

(
ψ1 − ψd1

)
− kdψ

(
ψ2 − ψ̇d1

)
+ ψ̈d1

]
(5.52)

donde z1 = z, z2 = ż y ψ1 = ψ, ψ2 = ψ̇ son los estados para la dinámica en Z y en ψ,
respectivamente, a1, a3 y d1, d3 son las constantes de las funciones de transferencia
para la dinámica en Z y en ψ, respectivamente, kpz, kdz, kpψ y kdψ son las ganancias de
control, zd1 es la posición deseada sobre el eje Z y ψd1 es el ángulo deseado de guiñada.

Generalmente, es necesario conocer el estado del sistema para resolver la mayoría
de los problemas de la teoría de control. Sin embargo, en la literatura de helicópteros
de 4 rotores, en muchos casos prácticos el estado del sistema no puede ser medido
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directamente por lo que se utilizan observadores. El observador de Luenberger es un
algoritmo que permite reconstruir el estado de un sistema dinámico a partir de las
mediciones de la entrada y la salida del mismo. Si un sistema es observable, es posible
reconstruir completamente el estado del sistema con mediciones de su salida mediante
el uso de un observador. En muchos casos prácticos el vector de estados observado
es utilizado en la retroalimentación del estado para generar el control deseado. El
procedimiento de diseño de observadores presentado en esta sección está basado en
[59].

Reescribimos el subsistema para la dinámica en X, Y , θ y φ (5.25a)-(5.25d) de la
forma

ẋξη =Aξηxξη +Bξηuη (5.53a)
yξη =Cξηxξη (5.53b)

donde xξη =
[
ξ1 ξ2 η1 η2

]T ,
Aξη =


0 I2 0 0
0 0 gA(ψ) 0
0 0 0 I2
0 0 β2 β1

 , Bξη =


0
0
0
β3


y

Cξη =

[
I2 0 0 0
0 0 I2 0

]
Verificamos que el subsistema para la dinámica en X, Y , θ y φ sea observable. La

matriz de observabilidad está dada por

Oξη =


Cξη

CξηAξη
CξηA

2
ξη

...
CξηA

7
ξη

 (5.54)

haciendo el desarrollo y obteniendo el rango de la matriz a través del software matemá-
tico MATLAB, obtenemos que el rango de la matriz de observabilidad es rank (Oξη) =
8, es decir, es de rango completo por columnas y por lo tanto el subsistema para la
dinámica en X, Y , θ y φ es observable. Proponemos el siguiente observador de Luen-
berger para la dinámica en X, Y , θ y φ

˙̂xξη =Aξηx̂ξη +Bξηuη + Lξη(yξη − ŷξη) (5.55a)
ŷξη =Cξηx̂ξη (5.55b)

donde x̂ξη =
[
ξ̂1 ξ̂2 η̂1 η̂2

]T
son los estados observados y Lξη es una matriz de

ganancias del observador.
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Proposición 5.2 Considere el subsistema (5.53a)-(5.53b) y el observador (5.55a)-
(5.55b). Entonces existe Lξη tal que el sistema (5.55a)-(5.55b) es un observador para
el subsistema (5.53a)-(5.53b), i.e. ĺımt→∞ (xξη(t)− x̂ξη(t)) = 0.

Demostración. Definimos el error de observación como

x̃ξη = xξη − x̂ξη (5.56)

La dinámica del error de observación resulta

˙̃xξη = (Aξη − LξηCξη) x̃ξη (5.57)

y ya que el par (Cξη, Aξη) es observable, se puede escoger Lξη tal que Aξη −LξηCξη es
Hurwitz y los errores de observación converjan a cero asintóticamente. �

Observación 5.1 Cabe mencionar que se tiene un observador local para la dinámica
en X, Y , θ y φ, ya que esta basado en la aproximación de primer orden y considerando
altura y ángulo de guiñada constantes.

Observación 5.2 Para el caso de la dinámica en Z y ψ, se realiza un procedimiento
similar al presentado en esta sección para el diseño de los observadores.

Modificamos la ley de control (5.50) utilizando las velocidades longitudinales y
rotacionales estimadas ξ̂2 y η̂2, respectivamente, obtenidas a partir del observador
(5.55a) con lo que obtenemos

uη =β−13

[
β1η̂2 + β2η1 + η̈d1

− 1

g
A−1(ψ)

[
(kp + k2bg

2 + k2k1kp)(ξ1 − ξd1)

+(bg2 + k1kp + kd + k2kp + k2cg
2 + k2k1kd)(ξ̂2 − ξ̇d1)

]
(5.58)

−(kp + k1kd + cg2 + I + k2kd + k2k1)(η1 − ηd1)

−(k2 + k1 + kd)(η̂2 − η̇d1)
]

Proposición 5.3 Considere el subsistema (5.53a), el observador (5.55a) y la ley de
control (5.58). Las matrices Hξη y Aξη −LξηCξη son Hurwitz. Entonces en el sistema
en lazo cerrado (5.53a)-(5.55a)-(5.58), los errores de seguimiento y de observación
para la dinámica en X, Y , θ y φ convergen a cero, i.e. ĺımt→∞

(
xξη(t)− xdξη(t)

)
= 0

y ĺımt→∞ (xξη(t)− x̂ξη(t)) = 0.

Demostración. Primeramente, identificamos a la matriz Hξη, a partir de los errores
de seguimiento (5.27a)-(5.27d). Para ello, tenemos que la dinámica del error para X,
Y , θ y φ en lazo cerrado con la ley de control diseñada por backstepping (5.50) resulta

ėξη = Hξηeξη (5.59)
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donde eξη =
[
eξ1 eξ2 eη1 eη2

]T y

Hξη =


0 I2 0 0
0 0 gA(ψ) 0
0 0 0 I

−K1

g
A−1(ψ) −K2

g
A−1(ψ) −K3 −K4


con

K1 =(kp + k2bg
2 + k2k1kp)

K2 =(bg2 + k1kp + kd + k2kp + k2cg
2 + k2k1kd)

K3 =(kp + k1kd + cg2 + I + k2kd + k2k1)

K4 =(k2 + k1 + kd)

y a partir del procedimiento de diseño de backstepping, se sabe que la matriz Hξη es
Hurwitz. Definimos los errores de seguimiento para el observador como

êξ1 =ξ̂1 − ξd1 (5.60a)

êξ2 =ξ̂2 − ξ̇d1 (5.60b)
êη1 =η̂1 − ηd1 (5.60c)
êη2 =η̂2 − η̇d1 (5.60d)

La dinámica del error de seguimiento considerando ahora (5.58) resulta

ėξη = Hξη1eξη +Hξη2êξη (5.61)

donde

Hξη1 =


0 I2 0 0
0 0 gA(ψ) 0
0 0 0 I2

−K1

g
A−1(ψ) 0 −K3I2 −β1


y

Hξη2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −K2

g
A−1(ψ) 0 β1 −K4I2


y la dinámica del error de seguimiento para el observador

˙̂eξη = Gξη1eξη +Gξη2êξη + LξηCξη(eξη − êξη) (5.62)

donde

Gξη1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

−K1

g
A−1(ψ) 0 β2 −K3I2 0


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y

Gξη2 =


0 I2 0 0
0 0 gA(ψ) 0
0 0 0 I2
0 −K2

g
A−1(ψ) −β2 −K4I2


Para estudiar el sistema completo, organizamos las ecuaciones para ėξη y ˙̂eξη en

forma matricial como[
ėξη
˙̂eξη

]
=

[
Hξη1 Hξη2

Gξη1 + LξηCξη Gξη2 − LξηCξη

] [
eξη
êξη

]
(5.63)

Definimos el siguiente cambio de variables[
eξη
ẽξη

]
=

[
I8 0
I8 −I8

] [
eξη
êξη

]
(5.64)

con I8 ∈ R8×8 la matriz identidad y donde es posible notar que ẽξη = eξη − êξη =
x̃ξη,con lo que obtenemos[

ėξη
˙̃eξη

]
=

[
Hξη1 +Hξη2 −Hξη2

0 (Hξη1 −Gξη1)− LξηCξη

] [
eξη
ẽξη

]
(5.65)

y ya que Hξη1 +Hξη2 = Hξη y Hξη1 −Gξη1 = Aξη finalmente tenemos[
ėξη
˙̃eξη

]
=

[
Hξη −Hξη2

0 Aξη − LξηCξη

] [
eξη
ẽξη

]
(5.66)

La matriz del sistema (5.66) es triangular superior por bloques, por lo que sus
eigenvalores coinciden con los eigenvalores de los bloques que se encuentran en la
diagonal principal, en este caso Hξη y Aξη −LξηCξη. Ya que las matrices Hξη y Aξη −
LξηCξη son Hurwitz, entonces tanto el sistema controlado como el observador son
estables, por lo que el sistema completo también es asintóticamente estable, y tanto
los errores de seguimiento como los errores de observación convergen a cero. �

Para Z y ψ, modificamos las leyes de control (5.51)-(5.52) utilizando velocidades
observadas, obteniendo

uz =
1

a3

[
a1ẑ2 − kpz

(
z1 − zd1

)
− kdz

(
ẑ2 − żd1

)
+ z̈d1

]
(5.67)

uψ =
1

d3

[
d1ψ̂2 − kpψ

(
ψ1 − ψd1

)
− kdψ

(
ψ̂2 − ψ̇d1

)
+ ψ̈d1

]
(5.68)

Observación 5.3 Para el caso de la dinámica en Z y ψ, se realiza un procedimiento
similar al presentado en esta sección para el análisis del control con observador.

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numérica
utilizando las leyes de control (5.58), (5.67) y (5.68). La trayectoria deseada en el
plano XY es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
cos

(
2πt

T

)
, 0.5 sin

(
4πt

T

)]T
,
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con un periodo de T = 60 s. La altura deseada es mz = 1.3 m y el ángulo de
guiñada deseado ψd = 45o. La Figura 5.3 muestra el movimiento del AR.Drone en
el espacio. Las Figuras 5.4(a) 5.4(b) muestran los errores de posición y orientación,
respectivamente.
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Figura 5.3: Movimientos del AR.Drone en el espacio.
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Figura 5.4: Errores del AR.Drone.

Backstepping variante en el tiempo basado en observadores de estados. Para el diseño
de la estrategia de control por backstepping para el seguimiento de trayectorias del
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AR.Drone en el plano XY , se hizo una aproximación de primer orden para (2.14a)-
(2.14b) y se supuso una altura y un ángulo de guiñada constantes. Considerando
ahora una altura y un ángulo de guiñada variables, usaremos una extensión de la
técnica clásica de backstepping para lidiar con sistemas variantes en el tiempo, a la
cual nos referimos como backstepping variante en el tiempo [52].

Los estados para dinámica X, Y , θ y φ están dados por (5.24a)-(5.24d). La diná-
mica de los estados resulta

ξ̇1 =ξ2 (5.69a)

ξ̇2 =gz(t)A(ψ)η1 (5.69b)
η̇1 =η2 (5.69c)
η̇2 =− β1η2 − β2η1 + β3uη (5.69d)

donde uη = [uθ, uφ]T , gz(t) = −a1z2 + a3uz − g,

A(ψ1) =

[
cos(ψ) sin(ψ)
sin(ψ) − cos(ψ)

]
es la matriz de desacoplamiento para la dinámica en el plano XY ,

β1 =

[
c1 0
0 b1

]
, β2 =

[
c2 0
0 b2

]
y β3 =

[
c3 0
0 b3

]
son matrices constantes que contienen los términos obtenidos en el modelado por
funciones de transferencia del AR.Drone 2.0. Tomando uη = β−13 [β1η2 + β2η1 + vη] el
sistema (5.69a)-(5.69d) se reduce a

ξ̇1 =ξ2 (5.70a)

ξ̇2 =gz(t)A(ψ)η1 (5.70b)
η̇1 =η2 (5.70c)
η̇2 =vη (5.70d)

Los errores del sistema están dados por (5.27a)-(5.27d). La dinámica del error en
X, Y , θ y ψ resulta

ėξ1 =eξ2 (5.71a)
ėξ2 =gz(t)A(ψ1)eη1 (5.71b)
ėη1 =eη2 (5.71c)
ėη2 =vη − η̈d1 (5.71d)

Reescribiendo la dinámica del error y tomando vη = η̈d1 + wη tenemos

ėξ =Aξeξ +Bξ(t)eη1 (5.72a)
ėη1 =eη2 (5.72b)
ėη2 =wη (5.72c)
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where eξ = [eξ1, eξ2]
T ,

Aξ =

[
0 I2
0 0

]
y Bξ(t) = gz(t)

[
0

A(ψ1)

]
con I2 ∈ R2×2 la matriz identidad. A partir de este punto, aplicamos dos pasos del
algoritmo de backstepping, considerando que además de derivar con respecto a los
estados, también hay que derivar con respecto a las variables que dependen del tiempo
z y ψ, llegando a la siguiente ley de control

uη =β−13

[
β1η2 + β2η1 + η̈d1 −K1eξ1 −K2eξ2 −K3eη1 −K4eη2

]
(5.73)

con

K1 =gz(t)
−1A−1(ψ1)(kp + k2bg

2
z(t) + k2k1kp) + g−1z (t)Ȧ−1(ψ1)(k2kp + bg2z(t) + k1kp)

+ġ−1z (t)A−1(ψ1)(k2kp + bġ2z(t) + k1kp) + (g−1z (t)Ä−1(ψ1) + g̈−1z (t)A−1(ψ1))(kp)

+ġ−1z (t)Ȧ−1(ψ1)(2kp)

K2 =g−1z (t)A−1(ψ1)(bg
2
z(t) + k1kp + kd + k2kp + k2cg

2
z(t) + k2k1kd)

+g−1z (t)Ȧ−1(ψ1)(k2kd + cg2z(t) + k1kd + 2kp)

+ġ−1z (t)A−1(ψ1)(k2kd + cġ2z(t) + k1kd + 2kp)

+(g−1z (t)Ä−1(ψ1) + g̈−1z (t)A−1(ψ1))(kd) + ġ−1z (t)Ȧ−1(ψ1)(2kd)

K3 =(kp + k1kd + cg2z(t) + I + k2kd + k2k1 + 2kdȦ
−1A−1 + ġ−1z (t)gz(t))

K4 =(k2 + k1 + kd)

Proposición 5.4 Considere el subsistema (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e) y la ley
de control (5.73). Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-
(2.14e)-(5.73) el AR.Drone converge localmente asintóticamente a la trayectoria desea-
da en el plano XY , i.e. ĺımt→∞

(
ξ1(t)− ξd1(t)

)
= 0, y a los ángulos deseados de orien-

tación de alabeo y cabeceo, i.e. ĺımt→∞
(
η1(t)− ηd1(t)

)
= 0.

Demostración. La demostración es similar a la presentada en la Proposición 5.4.
�

Para el diseño del observador de estados, reescribimos el subsistema (5.69a)-(5.69d)
en la forma

ẋξη =Aξη(t)xξη +Bξηuη (5.74a)
yξη =Cξηxξη (5.74b)

donde xξη = [ξ1, ξ2, η1, η2]
T ,

Aξη(t) =


0 I2 0 0
0 0 gz(t)A(ψ) 0
0 0 0 I2
0 0 β2 β1

 , Bξη =


0
0
0
β3


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y

Cξη =

[
I2 0 0 0
0 0 I2 0

]
Verificamos que la dinámica para el subsistema X, Y , θ y φ sea observable. La

matriz de observabilidad del sistema variante en el tiempo (5.74a)-(5.74b) está dada
por

Oξη =


N0(t)
N1(t)

...
Nn−1(t)

 (5.75)

donde

N0(t) =Cξη

Nm(t) =Nm−1(t)Aξη(t) +
∂

∂t
Nm−1(t),m = 1, . . . , n− 1

Se puede verificar que rank (Oξη) = 8. Entonces, proponemos el siguiente observa-
dor de Luenberger para las dinámicas en X, Y , θ y φ

˙̂xξη =Aξη(t)x̂ξη +Bξηuη + Lξη(yξη − ŷξη) (5.76a)
ŷξη =Cξηx̂ξη (5.76b)

donde x̂ξη =
[
ξ̂1, ξ̂2, η̂1, η̂2

]T
son los estados observados y Lξη es la matriz de ganancias

del observador.

Proposición 5.5 Considere el subsistema (5.74a)-(5.74b) y el observador (5.76a)-
(5.76b). Entonces existe Lξη tal que el sistema (5.76a)-(5.76b) es un observador para
el subsistema (5.74a)-(5.74b), i.e. ĺımt→∞ (xξη(t)− x̂ξη(t)) = 0.

Demostración. Para la demostración se sigue un procedimiento similar al presentado
en la demostración de la Proposición 5.2. �

Modificamos la ley de control (5.73) usando las velocidades estimadas longitudi-
nales y rotacionales ξ̂2 y η̂2, respectivamente, obtenidas del observador (5.76a). Esto
produce

uη =β−13

[
β1η̂2 + β2η1 + η̈d1 −K1eξ1 −K2(ξ̂2 − ξ̇d1)−K3eη1 −K4(η̂2 − η̇d1)

]
(5.77)

Identificamos a la matriz Hξη(t) de los errores de seguimiento (5.27a)-(5.27d). Para
hacer esto, tenemos que la dinámica del error para X, Y , θ y φ en lazo cerrado con
la ley de control diseñada por backstepping variante en el tiempo (5.73) resulta

ėξη = Hξη(t)eξη (5.78)
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donde eξη = [eξ1, eξ2, eη1, eη2]
T y

Hξη(t) =


0 I2 0 0
0 0 gz(t)A(ψ1) 0
0 0 0 I
−K1 −K2 −K3 −K4

 .
Proposición 5.6 Considere el subsistema (5.74a), el observador (5.76a) y la ley de
control (5.77). Las matrices Hξη(t) y Aξη(t)−LξηCξη son Hurwitz. Entonces en el siste-
ma en lazo cerrado (5.74a)-(5.76a)-(5.77), los errores de seguimiento y de observación
para la dinámica en X, Y , θ y φ convergen a cero, i.e. ĺımt→∞

(
xξη(t)− xdξη(t)

)
= 0

y ĺımt→∞ (xξη(t)− x̂ξη(t)) = 0.

Demostración. Para la demostración se sigue un procedimiento similar al presentado
en la demostración de la Proposición 5.3. �

A continuación se presentan los resultados obtenidos de una simulación numérica
utilizando las leyes de control (5.77), (5.67) y (5.68). La trayectoria deseada en el
plano XY es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
cos

(
2πt

T

)
, 0.5 sin

(
4πt

T

)]T
,

la trayectoria deseada en el eje Z está dada por

zd(t) = 1.3 + 0.3 sin

(
2πt

T
+

3π

2

)
y la trayectoria deseada en el ángulo de guiñada dada por

ψd(t) = sin

(
2πt

T

)
, (5.79)

con un periodo de T = 60 s. La Figura 5.5 muestra el movimiento del AR.Drone en el
espacio y la Figura 5.6 la trayectoria del ángulo de guiñada. Las Figuras 5.7(a) 5.7(b)
muestran los errores de posición y orientación, respectivamente.

5.3. Control de vuelo en formación orientado al ángulo de gui-
ñada del líder

Esta sección se enfoca al diseño de una estrategia de control para lograr el vuelo en
formación orientado al ángulo de guiñada de un líder para helicópteros de 4 rotores
convencionales, utilizando la gráfica de formación centrada en el líder de la Figura
2.3.

Para mantener una formación por parte de los agentes seguidores orientada al
ángulo de guiñada del agente líder mientras se está volando, usaremos un vector de
posición variante en el tiempo dado por

Cji(t) = R(ψn)cji (5.80)
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Figura 5.7: Errores del AR.Drone.

donde cji es un vector de posición estática que se obtiene del patrón geométrico
deseado y R(ψn) es una matriz de rotación dada por

R (ψn) =

 cosψn − sinψn 0
sinψn cosψn 0

0 0 1

 (5.81)

La primera y segunda derivada del vector de posición variante en el tiempo están
dadas por

Ċji(t) = Ṙ(ψn)cji (5.82)
C̈ji(t) = R̈(ψn)cji (5.83)

donde

Ṙ(ψn) =

 − sinψn − cosψn 0
cosψn − sinψn 0

0 0 0

 ψ̇n (5.84)

y

R̈(ψn) =

 − sinψn − cosψn 0
cosψn − sinψn 0

0 0 0

 ψ̈n +

 − cosψn sinψn 0
− sinψn − cosψn 0

0 0 0

 ψ̇2
n(5.85)

son la primera y segunda derivada de la matriz de rotación, respectivamente.
Para el diseño de la estrategia de control hacemos una aproximación de primer

orden de (2.8), como en [51] dada por

ξ̈i = g

 sinψid cosψid 0
− cosψid sinψid 0

0 0 1
mg

 φid
θid
Fi

−
 0

0
g

 (5.86)
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Definiendo variables auxiliares de control ui = [uix, uiy, uiz]
T es posible establecer

una estrategia para controlar la posición ξi dada por φid
θid
Fi

 =
1

g

 sinψid − cosψid 0
cosψid sinψid 0

0 0 mg

 uix
uiy
uiz

+

 0
0
g

 (5.87)

El sistema en lazo cerrado (5.86)-(5.87) produce

ξ̈i = ui (5.88)

Sea m(t) = [mx(t),my(t),mz(t)]
T una trayectoria de vuelo preestablecida. El ob-

jetivo es diseñar una ley de control descentralizada ui = fi

(
ξi, ξ̇i, Ni

)
, i = 1, . . . , n

tal que se logre

Seguimiento asintótico de una trayectoria preestablecida por el agente líder, i.e.

ĺım
t→∞

(ξn (t)−m (t)) = 0

Una formación deseada variante en el tiempo por los agentes seguidores con
respecto al líder, i.e. para i = 1, ..., n− 1

ĺım
t→∞

(ξi (t)− ξn (t)− Cni (t)) = 0

La ley de control ui resultará en las orientaciones deseadas φid y θid dadas en (5.87),
las cuales serán proporcionadas como entradas al control de orientación.

Para el seguimiento de trayectoria, proponemos una ley de control auxiliar para el
agente líder definida por

un = −KnDξ

(
ξ̇n − ṁ(t)

)
−KnPξ (ξn −m(t)) + m̈(t) (5.89)

donde m(t) es la trayectoria deseada, ṁ(t) es la velocidad deseada, m̈(t) es la acele-
ración deseada,

KnDξ =

 kndx 0 0
0 kndy 0
0 0 kndz

 (5.90)

y

KnPξ =

 knpx 0 0
0 knpy 0
0 0 knpz

 (5.91)

son las ganancias de control. Para el control de orientación del líder proponemos

τ̃n = −KnDη (η̇n − η̇nd)−KnPη (ηn − ηnd) + η̈nd (5.92)
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donde ηnd = [φnd , θnd , ψnd ]
T con φnd y θnd definidas en (5.87) y ψnd = arctan

(
ṁy
ṁx

)
,

KnDη =

 kndφ 0 0
0 kndθ 0
0 0 kndψ

 (5.93)

y

KnPη =

 knpφ 0 0
0 knpθ 0
0 0 knpψ

 (5.94)

son las ganancias de control.
Para la formación variante en el tiempo, proponemos una ley de control auxiliar

para los seguidores dada por

ui = −KiDξ

(
ξ̇i − ξ̇n − Ċni(t)

)
−KiPξ (ξi − ξn − Cni(t)) + ξ̈n + C̈ni(t),

i = 1, . . . , n− 1 (5.95)

donde

KiDξ =

 kidx 0 0
0 kidy 0
0 0 kidz

 (5.96)

y

KiPξ =

 kipx 0 0
0 kipy 0
0 0 kipz

 (5.97)

son las ganancias de control. Para el control de orientación de los seguidores propo-
nemos

τ̃i = −KiDη (η̇i − η̇id)−KiPη (ηi − ηid) + η̈id , i = 1, . . . , n− 1 (5.98)

donde

KiDη =

 kidφ 0 0
0 kidθ 0
0 0 kidψ

 (5.99)

y

KiPη =

 kipφ 0 0
0 kipθ 0
0 0 kipψ

 (5.100)

son las ganancias de control y ψid = ψn.
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Teorema 5.3 Considere el sistema (5.88) y las leyes de control (5.89)-(5.98). Su-
ponga que KnDξ , KnPξ > 0 y KiDξ , KiPξ > 0, para i = 1, . . . , n − 1, y que la gráfica
de formación usada es la gráfica de formación centrada en el líder de la Figura2.3.
Entonces, en el sistema en lazo cerrado (5.88)-(5.89)-(5.98), el líder Rn converge lo-
calmente a la trayectoria deseada, i.e. ĺımt→∞ (ξn (t)−m (t)) = 0, mientras que los
seguidores Ri, para i = 1, 2, . . . , n− 1 convergen a la formación deseada variante en
el tiempo, i.e. ĺımt→∞ (ξi (t)− ξn (t)− Cni(t)) = 0.

Demostración. El sistema en lazo cerrado (5.88)-(5.89)-(5.98) está dado por

ξ̈ = Aξ̇ +Bξ + C (5.101)

donde ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]T ,

A = −KDξ

L (G) +

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

⊗ I3
 (5.102)

B = −KPξ

L (G) +

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

⊗ I3
 (5.103)

con

KDξ =


K1Dξ 0 · · · 0

0 K2Dξ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · KnDξ

 (5.104)

KPξ =


K1Pξ 0 · · · 0

0 K2Pξ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · KnPξ

 (5.105)

y

C =


ξ̈n + C̈n1(t) +K1DξĊn1(t) +K1PξCn1(t)

ξ̈n + C̈n2(t) +K2DξĊn2(t) +K2PξCn2(t)
...

m̈(t) +KnDξṁ(t) +KnDξm(t)

 (5.106)

Definimos los errores del sistema como

en = ξn −m(t) (5.107)
ei = ξi − ξn − Cni(t) , i = 1, 2, . . . , n− 1 (5.108)

en forma matricial tenemos

e = Pξ − C̃ (5.109)
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donde e = [e1, e2, . . . , en]T , C̃ = [Cn1(t), Cn2(t), . . . ,m(t)]T y

P =

L (G) +

 0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 1

⊗ I3 (5.110)

La dinámica de las coordenadas del error está dada por

ë = Qė+ Se (5.111)

con

Q =


−K1Dξ 0 · · · 0

0 −K2Dξ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · −KnDξ

 (5.112)

S =


−K1Pξ 0 · · · 0

0 −K2Pξ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · −KnPξ

 (5.113)

Definiendo

L =
[
e1x , ė1x , e1y , ė1y , e1z , ė1z , · · · , enx , ėnx , eny , ėny , enz , ėnz

]T (5.114)

podemos reescribir la dinámica del error como

L̇ = ML (5.115)

donde

M =



N1x 0 0 · · · 0 0 0
0 N1y 0 · · · 0 0 0
0 0 N1z · · · 0 0 0

... . . . ...
0 0 0 · · · Nnx 0 0
0 0 0 · · · 0 Nny 0
0 0 0 · · · 0 0 Nnz


(5.116)

con

Nij =

[
0 1
−kipj −kidj

]
(5.117)

para i = 1, 2, . . . , n y j = x, y, z. La matriz M es diagonal a bloques, por lo que
el análisis se reduce al estudio de las submatrices Nij , las cuales son matrices de 2
dimensiones. Así, para cada ley de control con kipj , kidj > 0, i = 1, 2, . . . , n, j = x, y, z
la dinámica total es localmente asintóticamente estable. �
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Debemos recordar que éste es un resultado local, ya que depende de una aproxima-
ción de primer orden. Los resultados obtenidos de una simulación numérica usando
la estrategia de control dada por (5.89)-(5.92) y (5.95)-(5.98) se muestran a continua-
ción. Para la simulación, se consideran 3 helicópteros de 4 rotores.

Los parámetros usados en la simulación son kidx , kidy , kidz = 1, kipx , kipy , kipz = 1,
kidφ , kidθ , kidψ = 3, kipφ , kipθ , kipψ = 2, i = 1, 2, 3, m = 0.42 Kg y g = 9.81m/s2.
La trayectoria deseada es una Lemniscata de Gerono en el plano XY con una altura
constante de 1.5 m dada por

m(t) =

[
3 cos

(
2πt

T

)
, 1.5 sin

(
4πt

T

)
, 1.5

]
con un periodo de T = 50 s. Los vectores de posición estática están dados por c32 =
[−1.4 sin(π/4),−1.4 cos(π/4), 0] y c31 = [−1.4 sin(π/4), 1.4 cos(π/4), 0].

La Figura 5.8 muestra las trayectorias de los agentes en el espacio. Las posiciones
iniciales de los agentes se indican con un círculo “o” y las finales con una “x”.
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Figura 5.8: Trayectorias de los agentes en el plano.

La Figura 5.9 muestra la formación variante en el tiempo de los agentes durante la
simulación. Las posiciones de los agentes están marcadas cada 4 s. Se observa como
el líder sigue la trayectoria deseada mientras que los seguidores logran una formación
variante en el tiempo.

Las Figuras 5.10(a), 5.10(b) y 5.10(c) muestran los errores de posición y orientación
de los agentes. Tales errores convergen a cero.
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Figura 5.9: Formación de los agentes durante la simulación.
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Figura 5.10: Errores de los agentes del sistema.
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Capítulo 6

Experimentación

6.1. Plataforma experimental

6.1.1. Sistema de visión - Optitrack

La plataforma experimental cuenta con un sistema de visión con el que se obtienen
la posición y orientación de cada agente. El sistema de visión está formado por 12
cámaras marca OptiTrack modelo Flex 13 (Figura 6.1).

Figura 6.1: Cámaras OptiTrack modelo Flex 13.

Las cámaras Flex 13 tienen un cuerpo de policarbonato de 53.8 mm x 81 mm x
42.4 mm y un peso de 187 g.; cuentan con conexión USB 2.0 y un sensor de imagen
de 6.144 mm x 4.9152 mm, con un tamaño de pixel de 4.8 µm x 4.8 µm.

Las cámaras Flex 13 cuentan con un lente de 5.5 mm, con un campo de visión de
56◦ horizontal y 46◦ vertical. Tienen una resolución de 1280 x 1024 (1.3 Mp) y una
frecuencia de imagen de 30 a 120 Hz. ajustable.

Las cámaras son compatibles con el software Motive:Tracker diseñado para el ras-
treo de objetos en 6 DOF con alta precisión y procesamiento en tiempo real.

6.1.2. Robots móviles terrestres - AmigoBot, Khepera III

La plataforma experimental cuenta con 5 robots móviles tipo uniciclo elaborados
por MobileRobots Inc. modelo AmigoBot (Figura 6.2).

El AmigoBot está formado por un cuerpo de policarbonato, un chasis de aluminio
y llantas de caucho; tiene dimensiones de 33 cm x 28 cm x 15 cm, un peso de 3.6 kg
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Figura 6.2: Robot móvil modelo AmigoBot.

y puede soportar una carga máxima de 1 kg.; cuenta con una batería recargable de
12 V a 2.1 Ah con una duración de 3 hrs. y un tiempo de carga de 4 hrs.

El AmigoBot tiene 8 sonares (1 por lado, 4 al frente y 2 atrás) y encoders en cada
motor de las ruedas de 124 pulsos/mm de desplazamiento. Las velocidades máximas
del AmigoBot son de 1 m/s en traslación y 100◦/s en rotación.

El AmigoBot cuenta con un microprocesador Renesas SH2-7144 a 44 MHz, un
sistema operativo llamado AmigoSH con 16 KB de memoria RAM y 128 KB de
memoria FLASH en el chip. Además, está equipado con un convertidor Wireless
Ethernet-Serial, para la comunicación a través de una red local inalámbrica basada
en el protocolo TCP/IP.

También incluye el software necesario para su manejo. Entre este software se en-
cuentra ARIA, que ofrece un framework para la comunicación y control de los robots
que además es multi-plataforma, ya que se puede utilizar tanto en sistemas operativos
Windows como Linux.

Adicionalmente a los Amigobots, en una visita realizada al CICESE donde se
realizaron pruebas experimentales de las estrategias de control para lograr el confi-
namiento, se utilizaron los robots Khepera III fabricados por K-Team, Figura 6.3.

Figura 6.3: Robot móvil modelo Khepera III.

Los Khepera III son robots móviles de tracción diferencial compactos y de fácil
uso, con la posibilidad mejorar sus especificaciones agregando módulos a través de un
bus de expansión. Cuentan con un DsPIC 30F5011 a 60 MHz con 4 KB de memoria
RAM y 66 KB en memoria Flash, que puede ser expandido agregando el módulo
Korebot II que cuenta con un procesador Arm a 600 MHz con 128 MB de memoria
RAM y 32 MB de memoria Flash.

Las dimensiones del Khepera III son de 13 cm de diámetro y 7 cm de alto, con
un peso de 0.69 kg. Cuenta con una batería extraible recargable de litio-polímero a
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1.35 Ah con una duración de 8 hrs. El Khepera III tiene 5 sonares y 10 infrarojos
y cuenta con 2 servo motores de CC con encoders incrementales de 22 pulsos/mm
de desplazamiento. La velocidad máxima del Khepera III es de 0.5 m/s. Además, se
puede comunicar a través de una red local inalámbrica basada en el protocolo TCP/IP
usando el módulo Korebot con una tarjeta WiFi.

6.1.3. Robots móviles aéreos - AR.Drone 2.0

La plataforma experimental cuenta también con 3 helicópteros de cuatro rotores
fabricados por Parrot modelo AR.Drone 2.0 (Figura 6.4).

Figura 6.4: Helicóptero de cuatro rotores modelo AR.Drone 2.0.

El AR.Drone 2.0 cuenta con una estructura con tubos de fibra de carbono, con
piezas de plástico nylon con 30% de fibra de vidrio, 2 cascos de protección de polipro-
pileno expandido, un casco para exteriores y otro para interiores, nanorevestimiento
que repele líquidos, así como espuma para aislar el centro inercial de las vibraciones
producidas por los motores.

Los sensores con los que cuenta el AR.Drone 2.0 son:

Giroscopio de 3 ejes con precisión de 2000o/seg

Acelerómetro de 3 ejes con precisión de ± 50 mg

Magnetómetro de 3 ejes con precisión de 6o

Sensor de presión con una precisión de ± 10 Pa

Sensor de ultrasonido para medir la posición vertical

El AR.Drone 2.0 cuenta con un procesador ARM Cortex A8 de 32 bits a 1 GHz
con DSP de video TMS320DMC64x a 800 MHz, un sistema operativo Linux 2.6.32,
1 GHz de memoria RAM DDR2 a 200 MHz, un puerto USB 2.0 de alta velocidad
para extensiones y grabación, conexión inalámbrica Wi-Fi b,g,n y una cámara HD de
720 p a 30 fps. Tiene 4 motores inrunner sin escobillas de 28,500 RPM y 14.5 W con
controladores con CPU AVR de 8 MIPS.

El AR.Drone 2.0 puede ser operado a través de un dispositivo Apple (iPod, iPhone
o iPad), un dispositivo con SO Android e incluso desde una PC (Windows o Linux)
o una Mac.



88 6 Experimentación

6.1.4. Integración de la plataforma

PC de control

PC de visiónSistema de cámaras OptiTrack

Helicópteros de 4 rotores AR.Drone 2.0
Conexión

RS-232 virtual

 Conexión
USB 

Conexión Wi-Fi

Router

Conexión
ethernet

Robots móviles tipo uniciclo AmigoBot

Figura 6.5: Plataforma experimental.

La Figura 6.5 muestra un esquema de la plataforma experimental. El sistema
de visión se encargará de la localización de los robots (posición y orientación), esta
información es enviada a una computadora con el software Motive:Tracker a través
de una conexión USB. Una vez teniendo la posición y orientación en el software
Motive:Tracker, se utiliza una transmisión en tiempo real VRPN para enviar los
datos ya sea a un programa en la misma computadora o a uno en otra computadora
para realizar los cálculos de las leyes de control. Las leyes de control son enviadas a
los robots mediante una conexión Wi-Fi.

Teóricamente, las leyes de control diseñadas son descentralizadas, ya que los agen-
tes no tienen un conocimiento global del objetivo a lograr, conociendo sólo las posi-
ciones y velocidades de un subconjunto de agentes del sistema. Experimentalmente,
estás leyes de control serán calculadas en una sola computadora.

6.2. Experimentos realizados

6.2.1. Confinamiento con seguimiento en formación estática

A continuación se presentan los resultados obtenidos de un experimento utilizando
la estrategia de control dada por (3.1a)-(3.1c). En el experimento se consideran 4
robots móviles de tracción diferencial Khepera III, donde el punto αi a controlar se
encuentra a 0.066 m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de
formación empleada en el experimento se muestra en la Figura 6.6.

Los parámetros utilizados en la simulación son km = 1, kf , kc = 2. La trayectoria
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Figura 6.6: Gráfica de formación para el experimento.

deseada de navegación es una Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
0.4 cos

(
2πt

T

)
, 0.2 sin

(
4πt

T

)]
con un periodo de T = 60 s. Los vectores de posición deseada entre los líderes están
dados por c43 =

[
− sin(π

3
),− cos(π

3
)
]
y c42 =

[
− sin(π

3
), cos(π

3
)
]
.

La Figura 6.7 muestra el movimiento de los agentes en el plano. Las posiciones de
los agentes en los tiempos t = 0.6, 16.5 y 38 s se representan con un círculo “o”. Se
observa como el agente líder principal sigue la trayectoria deseada mientras que los
líderes secundarios alcanzan la formación. Además, el agente seguidores convergen al
casco convexo formado por los líderes.
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Figura 6.7: Movimiento en el plano de los agentes.

Las Figuras 6.8(a) y 6.8(b), presentan los errores del agente seguidor y los líderes,
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respectivamente. Las señales de control requeridas para lograr el confinamiento con
avance en formación estática se muestran en las Figuras 6.9(a) y 6.9(b).
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Figura 6.8: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 6.9: Señales de control de los agentes del sistema.

6.2.2. Confinamiento con seguimiento en formación variante en el tiempo

A continuación se presentan los resultados obtenidos de un experimento en tiempo
real usando la estrategia de control dada por (3.12a)-(3.12c). Se consideran 4 robots
móviles de tracción diferencial AmigoBots, donde el punto αi a controlar se localiza
a 0.15 m delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación
empleada en el experimento se muestra en la Figura 6.10.
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Figura 6.10: Gráfica de formación para el experimento.

Los parámetros usados en la simulación son km = 1, kf = 2, kc = 3. La trayectoria
deseada de navegación es una curva de Gerono dada por

m(t) =

[
cos

(
2πt

T

)
, 0.5 sin

(
4πt

T

)]T
,

con un periodo de T = 60 s. Los vectores de posición estática están dados por c43 =[
−1.2 sin(π

3
),−1.2 cos(π

3
)
]T , c42 =

[
−1.2 sin(π

3
), 1.2 cos(π

3
)
]T , c32 = [0, 1.2]T and c23 =

[0,−1.2]T .
La Figura 6.11 muestra una comparación entre una simulación numérica y el expe-

rimento en tiempo real del movimiento de los agentes en el plano. Los resultados de
la simulación se indican con líneas punteadas y los experimentales con líneas sólidas.
Las posiciones iniciales de los agentes se indican con una “x” y las posiciones en los
tiempos t = 0.1, 15, 29, 43 y 57 s están representadas con un círculo “o”. Cómo se pue-
de observar, los resultados de la simulación y los experimentales son muy similares. El
líder principal sigue la trayectoria deseada, los líder secundarios logran la formación
variante en el tiempo y los seguidores convergen al casco convexo formado por los
líderes.

Las Figuras 6.12(a) y 6.12(b) muestran los errores del seguidor y los líderes, res-
pectivamente, tanto de la simulación como del experimento. Dichos errores convergen
a cero. Las señales de control requeridas para lograr el confinamiento con avance en
formación variante en el tiempo se muestran en las Figuras 6.13(a) y 6.13(b).

6.2.3. Formación con evasión de colisiones

En el caso experimental para la formación con evasión de colisiones utilizando la
ley de control (4.7), cuando el agente Ri está cerca del punto de equilibrio, el control
de formación γi dado por (4.6) induce el llamado fenómeno de chattering, el cuál es
altamente indeseable. Para eliminar los efectos del chattering proponemos cambiar
a un control proporcional en una pequeña vecindad de radio ρ, cercana al punto de



92 6 Experimentación

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−1

−0.5

0

0.5

1

Distancia X (m)

D
is

ta
nc

ia
 Y

 (
m

)

 

 

Pos. ini. Pos. fin. N
L
 Exp N

L
 Sim N

F
 Exp N

F
 Sim Tra. des.

Figura 6.11: Trayectoria de los agentes en el plano.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Tiempo (s)

E
rr

or
 X

1(m
)

 

 

Exp Sim

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

Tiempo (s)

E
rr

or
 Y

1 (
m

)

(a) Errores del seguidor.

10 20 30 40 50
−0.4

−0.2

0

Tiempo (s)

E
rr

or
 X

2 (
m

)

10 20 30 40 50

−0.1

0

0.1

0.2

Tiempo (s)

E
rr

or
 Y

2 (
m

)

 

 

Exp Sim

10 20 30 40 50

0

0.1

0.2

Tiempo (s)

E
rr

or
 X

3 (
m

)

10 20 30 40 50

−0.2

0

0.2

Tiempo (s)

E
rr

or
 Y

3 (
m

)

10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

Tiempo (s)

E
rr

or
 X

4 (
m

)

0 20 40 60
−0.04

−0.02

0

0.02

Tiempo (s)

E
rr

or
 Y

4 (
m

)

(b) Errores de los líderes.

Figura 6.12: Errores de los agentes del sistema.
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Figura 6.13: Señales de control.

equilibrio. Por lo tanto la ley de control está dada por

γi =


−µ ei

‖ei‖ , if ‖ ei ‖> ρ

−µ
ρ
ei, if ‖ ei ‖≤ ρ

, i = 1, 2, . . . , n (6.1)

La relación µ/ρ nos ayuda a evitar un cambio abrupto en la ley de control cuando
cambiamos del control normalizado al proporcional. El valor ρ se escogió de tal manera
que los efectos del chattering sean suavizados. En nuestro caso, probamos diferentes
valores hasta obtener un resultado satisfactorio.

A continuación se presentan los resultados obtenidos de un experimento utilizando
la estrategia de control dada por (4.7) junto con el control de formación (6.1) y el
campo vectorial repulsivo (4.2). Para el experimento, se consideran 4 robots móviles
de tracción diferencial AmigoBots, donde el punto αi a controlar se localiza a 0.15 m
delante del punto medio del eje de las ruedas. La gráfica de formación empleada en
el experimento se muestra en la Figura 6.14.

Figura 6.14: Gráfica de formación para el experimento.



94 6 Experimentación

Los vectores de posición están dados por c21 = [−1, 0]T , c14 = [0,−1], c24 =
[−1,−1]T , c42 = [1, 1]T , c32 = [0, 1]T and c43 = [1, 0]T . La velocidad constante cuando
no existe riesgo de colisión es µ = 0.1 m/s, la distancia mínima permitida es d = 0.6
m, ρ = 0.05 m y el parámetro ε se estableció a ε > 2(µ/d) = 1/3. En este caso, el
valor teórico de ε debe ser ε > 3(µ/d) = 1/2. A pesar de que el valor de ε usado en el
experimento es menor que el valor teórico, el experimento fue exitoso porque un robot
sólo puede estar en peligro de colisión a lo más con dos robots simultáneamente.

La Figura 6.15 muestra una comparación entre una simulación numérica y un
experimento en tiempo real de las trayectorias de los agentes en el plano. Como se
puede observar, las respuestas de la simulación y el experimento son similares, pero
exhiben algunas diferencias. Estas se pueden explicar por varias razones entre las
que se encuentran: los resultados teóricos son válidos para sistemas de primer orden,
mientras que los robots reales son modelados por ecuaciones diferenciales de segundo
orden. También, el modelo cinemático empleado no toma en consideración efectos
dinámicos como la masa, inercia, etc. A pesar de estas diferencias, el sistema multi-
agente converge a la formación deseada.
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Figura 6.15: Movimiento de los agentes en el plano.

La Figura 6.16 muestra los errores de posición de la simulación y el experimento,
los cuales convergen a cero permitiendo a los agentes alcanzar la formación deseada.

En la Figura 6.17 todas las posibles distancias entre los agentes son mostradas.
Véase que las distancias entre los agentes en el experimento es menor que la dis-
tancia mínima d. Esto se explica debido algunas dinámicas que no son tomadas en
consideración en el modelo.

Finalmente, la Figura 6.18 muestra las entradas de control para lograr la formación
deseada. Una vez que los agentes alcanzan dicha formación, las velocidades longitu-
dinales y angulares convergen a cero.
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(b) Distancias en la simulación.

Figura 6.17: Distancias entre los agentes.

6.2.4. Seguimiento de trayectorias con un AR.Drone 2.0

A continuación se presentan los resultados experimentales obtenidos con las es-
trategias de control diseñadas en este trabajo para el seguimiento de trayectorias de
un AR.Drone 2.0. Se presentan los resultados del control tipo PD usando el mode-
lo simple del AR.Drone. Posteriormente, se muestran los resultados del control por
backstepping y backstepping variante en el tiempo basado en observadores de estados
usando una aproximación de primer orden del modelo completo del AR.Drone. Ya que
los experimentos se realizan en un espacio cerrado, se utiliza el casco de protección
para interiores del AR.Drone 2.0, con el cual el helicóptero tiene un peso de 0.42 kg.

Cabe señalar que, para el despegue y aterrizaje del AR.Drone, se utilizaron las
rutinas implementadas en la aeronave. También hay que mencionar que las señales
de control fueron escalas a un rango de [-1, 1], ya que estos son los valores de entrada
que recibe el AR.Drone, donde ±1 son los valores máximos y mínimos tanto para
los ángulos de alabeo y cabeceo (en radianes), como para las velocidades lineal (en
mm/s) y rotacional (en rad/s) en Z. Estos valores se especifican en un archivo donde
se configuran los parámetros del AR.Drone.

Control tipo PD. Se presentan los resultados obtenidos experimentalmente utili-
zando las leyes de control (5.4), (5.5) y (5.6. Se realiza un experimento donde un
AR.Drone 2.0 debe seguir una trayectoria preestablecida manteniendo un cierto án-
gulo de guiñada constante. Los parámetros usados en los experimentos son kdx =
kpx = kdy = kpy = kpz = 2 y kpψ = 6. La trayectoria deseada en el plano XY es una
Lemniscata de Gerono dada por

m(t) =

[
0.7 cos

(
2πt

T

)
, 0.35 sin

(
4πt

T

)]T
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Figura 6.18: Entradas de control.
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con un periodo de T = 30 s. La altura deseada es de 1 m y el ángulo de guiñada
deseado de 45o. La Figura 6.19 muestra el movimiento del AR.Drone en el espacio.
Las Figuras 6.20(a) y 6.20(b) muestran los errores de posición y orientación, respec-
tivamente.
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Figura 6.19: Movimientos del AR.Drone en el espacio.
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Figura 6.20: Errores del AR.Drone.

Control por backstepping basado en observadores de estado. Se presentan los expe-
rimentos realizados con las leyes de control (5.58),(5.67) y (5.68). Para justificar el
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uso de los observadores de estado para estimar las velocidades longitudinales y ro-
tacionales, presentamos un experimento utilizando las velocidades longitudinales y
rotacionales en los ejes X y Y , obtenidas a partir de los sensores con los que cuenta
el AR.Drone 2.0. Para las velocidades longitudinales y rotacionales en el eje Z, se
utilizan los observadores diseñados en este trabajo; ya que no es posible obtener la
velocidad longitudinal en Z por un error en el firmware del AR.Drone 2.0 y el sen-
sor para la obtención de la velocidad rotacional en Z presenta un comportamiento
erróneo.

La trayectoria deseada en el plano XY es una Lemniscata de Gerono dada por

ξd1(t) =

[
1.0 cos

(
2πt
T

)
0.5 sin

(
4πt
T

) ]
con un periodo de T = 60 s. Se tienen una altura y un ángulo de guiñada constantes,
donde la altura deseada es de zd = 1 m y el ángulo de guiñada deseado es de ψd = 0o.
La Figura 6.21 muestra el movimiento del AR.Drone 2.0 en el espacio.

Las Figuras 6.22(a) y 6.22(b) presentan los errores de posición y orientación del
AR.Drone 2.0, respectivamente.
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Figura 6.21: Movimiento en el espacio del AR.Drone 2.0

Ahora se presenta un experimento utilizando las velocidades longitudinales y ro-
tacionales en los ejes X, Y y Z obtenidas a partir de los observadores diseñados en el
presente trabajo. La trayectoria deseada en el plano XY , la altura deseada y el ángulo
de guiñada deseado son los mismos que los utilizados en el experimento anterior. La
Figura 6.23 muestra el movimiento del AR.Drone 2.0 en el espacio.

Las Figuras 6.24(a) y 6.24(b) presentan los errores de posición y orientación del
AR.Drone 2.0, respectivamente.

Haciendo una comparación entre los dos experimentos presentados, en el primero
utilizando las velocidades obtenidas a partir de los sensores del AR.Drone 2.0 y en
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Figura 6.22: Errores del AR.Drone 2.0
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Figura 6.23: Movimiento en el espacio del AR.Drone 2.0
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Figura 6.24: Errores del AR.Drone 2.0

el segundo las velocidades estimadas por los observadores, se puede apreciar que se
tiene un mejor desempeño de la estrategia de control cuando se utilizan las veloci-
dades estimadas a partir de los observadores, ya que los errores tanto de posición y
orientación son menores, teniendo un mejor seguimiento de trayectoria.

Control por backstepping variante en el tiempo basado en observadores de estado. Se
presentan los resultados experimentales obtenidos con las leyes de control (5.77),(5.67)
y (5.68). La trayectoria deseada en el plano XY es un quadrifolium dado por

ξd1(t) =

[
1.5 sin

(
4πt

T1

)
cos

(
2πt

T1

)
, 1.5 sin

(
4πt

T1

)
sin

(
2πt

T1

)]T
,

la trayectoria deseada en el eje Z está dada por

zd(t) = 1.0 + 0.4 sin

(
2πt

T1
+

3π

2

)
cos

(
4πt

T1
+

3π

2

)
con un periodo de T1 = 120 s y la trayectoria deseada en el ángulo de guiñada dada
por

ψd(t) = sin

(
2πt

T2

)
, (6.2)

con un periodo de T2 = 60 s. La Figura 6.25 muestra el movimiento del the AR.Drone
en el espacio tridimensional y la Figura 6.26 la trayectoria del ángulo de guiñada. Las
Figuras 6.27(a) y 6.27(b) presentan los errores de posición y orientación, respectiva-
mente.
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Figura 6.25: Movimiento del AR.Drone en el espacio tridimensional.
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Figura 6.26: Trayectoria del ángulo de guiñada del AR.Drone 2.0
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Figura 6.27: Errores del AR.Drone 2.0

6.2.5. Vuelo en formación para el caso particular del AR.Drone 2.0.

Para el diseño de la estrategia de control de vuelo en formación con orientación al
ángulo de guiñada del líder para el caso donde los agentes del sistema son específica-
mente helicópteros de 4 rotores AR.Drone 2.0, se utilizará la ley de control diseñada
mediante backstepping variante en el tiempo dada por (5.73). Se consideran altura y
ángulo de guiñada constantes e iguales para todos los agentes. Las posiciones y án-
gulos deseados del líder están dados a partir de la trayectoria deseada m(t), mientras
que las posiciones y ángulos deseados de los seguidores están dados por

ξdi = ξn + Cni(t) (6.3a)
ηdi = ηn + C̈ni(t) (6.3b)

con i = 1, . . . , n− 1. La ley de control resulta

uiη =β−13

[
β1ηi2 + β2ηi1 + η̈di1 −K1eξi1 −K2eξi2 −K3eηi1 −K4eηi2

]
, i = 1, . . . , n.

(6.4)

Proposición 6.1 Considere el subsistema (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e) y la ley de
control (6.4). Entonces en el sistema en lazo cerrado (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e)-
(6.4) el líder converge localmente asintóticamente a la trayectoria deseada en el plano
XY , i.e. ĺımt→∞

(
ξn1(t)− ξdn1(t)

)
= 0 y a los ángulos deseados de orientación de

alabeo y cabeceo, i.e. ĺımt→∞
(
ηn1(t)− ηdn1(t)

)
= 0, mientras que los seguidores con-

vergen localmente asintóticamente a la formación deseada con respecto al líder, i.e.
ĺımt→∞ (ξi1(t)− ξn1(t)− Cni(t)) = 0 y a los ángulos deseados de orientación de alabeo
y cabeceo, i.e. ĺımt→∞

(
ηi1(t)− ηn1(t)− C̈ni(t)

)
= 0, i = 1, . . . , n− 1.

Demostración. La dinámica del error para X, Y , θ y φ en lazo cerrado con la ley
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de control (6.4) resulta
ėξη = Hξη(t)eξη (6.5)

donde eξη = [eξη1 , . . . , eξηn ]T con eξηi = [eξi1 , eξi2 , eηi1 , eηi2 ]
T , i = 1, . . . , n y Hξη(t) =

diag {Hξηi(t)} con

Hξηi(t) =


0 I2 0 0
0 0 gzi(t)Ai(ψi1) 0
0 0 0 I2
−K1 −K2 −K3 −K4

 .
Ya que la matriz Hξη(t) es diagonal a bloques, entonces el análisis se reduce al

estudio de las submatrices Hξηi(t). A partir del procedimiento de diseño con la técnica
de backstepping se sabe que las submatrices Hξηi(t) son Hurwitz, por lo que la matriz
Hξη(t) también es Hurwitz, asegurando convergencia local asintótica para cada agente
en el sistema en lazo cerrado (2.14a)-(2.14b)-(2.14d)-(2.14e)-(6.4).

�
El sistema de n agentes en forma matricial está dado por

ẋξη =Aξη(t)xξη +Bξηuη (6.6a)
yξη =Cξηxξη (6.6b)

donde xξη = [xξη1 , . . . , xξηn ]T con xξηi = [ξi1, ξi2, ηi1, ηi2]
T , i = 1, . . . , n son los estados

del sistema, Aξη(t) = diag {Aξηi(t)} con

Aξηi(t) =


0 I2 0 0
0 0 gzi(t)Ai(ψi1) 0
0 0 0 I2
0 0 β2 β1

 ,
Bξη = [Bξη1 , . . . , Bξηn ]T con Bξηi = [0, 0, 0, β3]

T y Cξη = diag {Cξηi} con

Cξηi =

[
I2 0 0 0
0 0 I2 0

]
Proponemos el siguiente observador de Luenberger

˙̂xξη =Aξη(t)x̂ξη +Bξηuη + Lξη(yξη − ŷξη) (6.7a)
ŷξη =Cξηx̂ξη (6.7b)

donde x̂ξη = [x̂ξη1 , . . . , x̂ξηn ]T con x̂ξηi =
[
ξ̂i1, ξ̂i2, η̂i1, η̂i2

]T
, i = 1, . . . , n son los estados

observados y Lξη es la matriz de ganancias del observador.
Se puede ver que la matriz de observabilidad Oξη es de rango completo, por lo que

el par (Cξη, Aξη) es observable y se puede escoger Lξη tal que Aξη−LξηCξη es Hurwitz
y los errores de observación converjan a cero asintóticamente.
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Modificamos la ley de control (6.4) usando las velocidades estimadas longitudinales
y rotacionales ξ̂i2 y η̂i2, respectivamente, obtenidas del observador (6.7a). Esto produce

uη = β−13

[
β1η̂i2 + β2ηi1 + η̈di1 −K1eξi1 −K2(ξ̂i2 − ξ̇di1)−K3eηi1

−K4(η̂i2 − η̇di1)
]
, i = 1, . . . , n (6.8)

Proposición 6.2 Considere el subsistema (6.6a), el observador (6.7a) y la ley de
control (6.8). Las matrices Hξη(t) y Aξη(t)−LξηCξη son Hurwitz. Entonces en el sis-
tema en lazo cerrado (6.6a)-(6.7a)-(6.8), los errores de seguimiento y de observación
para la dinámica en X, Y , θ y φ convergen a cero, i.e. ĺımt→∞

(
xξη(t)− xdξη(t)

)
= 0

y ĺımt→∞ (xξη(t)− x̂ξη(t)) = 0.

Demostración. Para la demostración se sigue un procedimiento similar al presentado
en la demostración de la Proposición 5.3 pero considerando ahora el caso de n agentes.

�
A continuación se presentan los resultados experimentales obtenidos utilizando

la estrategia de control (6.8) y el observador (6.7a). Para el experimento, debido
al espacio de trabajo con el que se cuenta, sólo se consideran 2 helicópteros de 4
rotores AR.Drone 2.0 con una formación estática, considerando la gráfica de formación
centrada en el líder de la Figura 2.3. La trayectoria deseada es una Lemniscata de
Gerono en el plano XY dada por

m(t) =

[
cos

(
2πt

T

)
, 0.5 sin

(
4πt

T

)]
con un periodo de T = 60 s, con altura y ángulo guiñada constantes de z = 1 m y
ψ = 45o, respectivamente, para ambos agentes. El vectores de posición estática entre
el líder y el seguidor está dado por c21 = [0,−1].

La Figura 6.28 muestra las trayectorias de los agentes en el espacio. Las Figuras
6.29(a) y 6.29(b) muestran los errores de posición del líder y seguidor, respectivamen-
te. Los errores de orientación para el líder y el seguidor se muestran en las Figuras
6.30(a) y 6.30(b), respectivamente.
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Figura 6.28: Trayectorias de los agentes en el plano.
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Figura 6.29: Errores de posición de los agentes.
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Capítulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se presentan estrategias de control descentralizadas para
lograr la coordinación de movimiento con no colisión en sistemas multi-agente. Para
el caso de robots móviles terrestres:

Se proponen estrategias de control para lograr el confinamiento con avance en
formación estática y confinamiento con avance en formación variante en el tiem-
po. Primero se consideran casos particulares utilizando gráficas de formación de
cadena abierta con líder y centrada en el líder, para posteriormente presentar
una generalización en la que se considera cualquier gráfica de formación arbi-
traria. Para el caso de confinamiento con avance en formación estática, se hace
una prealimentación de la velocidad de marcha en la ley de control. Para el caso
de confinamiento con avance en formación variante en el tiempo, se realiza una
prealimentación de las velocidades de los agentes en la ley de control.

Se proponen estrategias de control para lograr la coordinación de movimiento
con no colisión. Se presentan un control normalizado para lograr formación y
controles acotados para realizar avance en formación variante en el tiempo y
confinamiento con avance en formación variante en el tiempo. Dichas leyes de
control se complementan con un campo vectorial repulsivo tipo foco inestable
con lo que se garantiza que los agentes evadirán colisiones entre ellos y además,
permanecerán a una distancia mayor o igual a una distancia mínima preesta-
blecida. También se propone una estrategia de control para lograr la evasión de
obstáculos en el problema de avance en formación estática, que permite la eva-
sión de colisiones manteniendo la formación por parte de los agentes, es decir, se
logra un comportamiento similar al de un cuerpo rígido.

Como se puede observar en las simulaciones numéricas y en los casos experimentales
presentados de las estrategias de control diseñadas en este trabajo para robots móviles
terrestres, se logran los objetivos propuestos. Los resultados son presentados para un
punto frontal fuera del eje de las ruedas de robots móviles de tracción diferencial.
Para robots móviles aéreos:



110 7 Conclusiones y trabajo futuro

Se proponen estrategias de control para lograr el seguimiento de trayectorias para
helicópteros de 4 rotores, en particular, para el AR.Drone 2.0. Se presenta un
control tipo pd usando un modelo simple del AR.Drone y otro control diseñado
con la técnica de backstepping y basada en el uso de observadores para estimar
las velocidades longitudinales y rotacionales, empleando para ello un modelo
completo del AR.Drone.

Se propone una estrategia de control para lograr vuelo en formación variante en
el tiempo para sistemas multi-agentes conformados por helicópteros de 4 rotores.
Se utiliza una gráfica de formación centrada en el líder y en este caso, la formación
se orienta a la dirección del ángulo de guiñada del líder.

Como se puede observar en las simulaciones numéricas y en los casos experimenta-
les presentados de las estrategias de control diseñadas en este trabajo para robots
móviles aéreos, se logran los objetivos propuestos. El error presente en los resultados
experimentales del control de helicópteros de 4 rotores AR.Drone 2.0 puede conside-
rarse aceptable debido a que se despreciaron los efectos no lineales que se presentan
debido al desbalanceo y deformaciones en las hélices, ejes y engranes del AR.Drone.
Así mismo, se despreciaron las turbulencias generadas por las hélices y otros efectos
aerodinámicos, e.g. el efecto suelo. Cabe recordar que los resultados obtenidos para el
control del Ar.Drone son locales, ya que para el diseño de la estrategia de control y de
los observadores, se utilizó una aproximación de primer orden del modelo completo
del AR.Drone.

7.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se propone lo siguiente:

En el problema de evasión de obstáculos, considerar obstáculos en movimiento,
así como la posible colisión con varios obstáculos al mismo tiempo.

Incluir en una misma estrategia de evasión de colisiones tanto el problema de
colisiones entre los agentes del sistema como el problema de colisiones con posi-
bles obstáculos en el control para la coordinación de movimiento para sistemas
multi-agente.

Debido a las diferencias que se pueden observar entre los resultados experimen-
tales y de simulación numérica en la evasión de colisiones en el control de for-
mación, a causa de dinámicas no modeladas, nos motiva a extender este trabajo
considerando robots móviles de tracción diferencial de segundo orden.

Se pretende realizar más experimentos considerando formaciones variantes en
el tiempo donde se incluya el factor de escalamiento junto con la estrategia de
evasión de colisiones.

Diseñar un control para el rechazo de perturbaciones aerodinámicas en el control
de helicópteros de 4 rotores.
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Agregar campos vectoriales repulsivos al control de helicópteros de 4 rotores para
lograr la evasión de colisiones.

Realizar experimentos de las estrategias de control de vuelo en formación variante
en el tiempo.

Se plantea la utilización del modelo completo del AR.Drone, para el cual se
diseñará una estrategia de control no lineal y se emplearán observadores no
lineales para estimar las velocidades longitudinales y rotacionales, con lo que se
pretende mejorar el desempeño y obtener resultados más generales.
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